
UNIVERSIDAD A U T ~ N O M A  METROPOLITANA 

UNIDAD IZTAPALAPA 

DEPARTAMENTO DE FÍSICA 
, 

MODELOS C O S M O L ~ G I C O S  DE 

FRIEDMANN CON P R O D U C C I ~ N  

DE R A D I A C I ~ N  GRAVITACIONAL 

TESIS 

QUE  PRESENTA 

JORGE LUIS CERVANTES COTA 

PARA  OBTENER EL GRADO  DE 

MAESTRO EN FÍSICA 

México, D.F. septiembre, 1990 



Agradezco al Dr.  Pablo  Chauvet A. haber  fungido  como  asesor  de  esta  tesis.  Al  doctor 

Jaime  Klapp E. agradezco  también  su  apoyo  permanente. 

Agradezco el apoyo  recibido  por  el CONACyT, a través del programa  nacional de 

becas de posgrado,  sin el cual  no  hubiera  sido  posible  realizar los estudios de maestría y 

este  trabajo de  investiga,ción. 



INDICE 

I. Introducción 

1. Formalismo  de  las soluciones qxoximadas 

2. Consideraciones  físicas  de los modelos 

3. Descripción  de los  modelos 

4.  Cálculos  numéricos y análisis 

5. Algunas  consideraciones  termodinámicas 

6. Conclusiones 

7. Apéndice A 

8. Apéndice B 

9. Apéndice C 

10. Apéndice D 

11.  Apéndice E 

12. Referencias 

1 

3 

12 

17 

22 

28 

30 

32 

34 

35 

39 

40 

42 



I. Introducción 

Una  onda  gravitatoria  es  un  ‘rizo’ en la  curvatura  del  espacio-tiempo  que  se  propaga 

con la velocidad  de la luz. En  el  universo  real  las  ondas  gravitacionales  se  pr0paga.n en 

el  ‘fondo’  de la gran  escala  cambiando  lentamente la curvatura del espacio-tiempo  creada 

por  la  distribución  de  materia  del  universo. 

ilhora  bien,  el  estudio  de  las  ondas  gravitatorias  como  soluciones a las  ecuaciones 

de Einstein  data  desde la fundación  de la  teoría  de la Relatividad  General,  no  obstante 

tomó  cuarenta años para que la comunidad  científica  estableciera  su  realidad física. a nivel 

teórico. 

A principios  de  los  sesentas, J. Weber  empezó  el  análisis  de  las ondas gravitacionales 

desde  el  punto  de  vista  experimental. En  los años siguientes  realizó la  pionérica  labor  de 

desarrol1a.r los  fundamentos  teóricos que describen la interacción  de  las  ondas  gravitatorias 

con  un  detector,  que  incluso llegó a construir, a . h  cuando en aquella  época  no se conocían 

fuentes  realistas  de ra,dia.ción gravitatotia.  Transcurriría  poco  tiempo  para que se pensara 

en  nuevos objetos  astrofísicos  como los  cua.sares,  pulsares,  sistemas  binarios y agujeros 

negros  en  colapso,  por  mencionar  algunos. 

A principios  de  los  setentas  Weber  a,nunció la detección  de  flujos de  ondaa gravita- 

cionales,  lo  cual  motivó  la  construcción  de nuevos detectores; sin embargo,  todavía  no  se 

ha podido  confirmar  la  existencia  experimental  de  dichas  ondas. 

E n  años recientes, el  propósito  de  los  experimentales  es  lograr  fundamentos  sólidos 

para el estudio  de  lo que se ha llamado  ‘a.stronomía  de  las  onda,s  gravitacionales’. 
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Paralelamente,  desde el  punto  de  vista  tebrico, el objetivo  ha sido  concebir y estu- 

diar  fuentes  realistas  de  radiación  gravita,ciona.l. Los modelos  que  pueden  ser  resueltos 

analíticamente  también  han  sido  estudiados, y la  complejida,d  de  las  ecuaciones  no  lineales 

ha  motivado  métodos  numéricos  para  integrar y analizar  las  ecuaciones  de  Einstein,  dando 

lugar a una nueva rama de la re1ativida.d lla,mada  ‘relatividad  numérica’. 

Desde la  perspectiva  astrofísica,  la  tarea  es,  en  parte,  dar  límites más precisos para 

conocer el ritmo  con  el  cual  las  galaxias  emiten  esta  radiación. 

Desde  el  punto  de  vista  de la cosmología,  también a principios  de  los  setentas,  se 

empezaron a estudia,r  modelos cosmológicos  que contemplan  producción de  0nda.s  gravi- 

ta,torias [3] [13] [20]. Sin  embargo, el escaso  conocimiento que se  tiene  de los mecanismos 

que producen  radiación ha conducido a proponer  modelos  simples  de  interación  entre l a  

ma,teria y la  radiación  gravitatoria. 

El  trabajo que  desa,rrollamos y que  presenta,mos  aquí  es  el  estudio  de  modelos cos- 

mológicos  que  contemplaa  la  interación  de  materia con radiación  gravitatoria. 

En  la  primera  pa,rte  se  repasa  el formalismo  teórico  desarrollado  por 1sa.a.cson [ll] 

[12] y Swinerd [19]. En  la  sección  dos,  explicamos  las  consideraciones físicaa para que 

una  ecuación  de  estado  politrópica  pueda  representar  la  interacción  entre  la  materia y 

la  radiación  gravitacional a nivel  cosmológico. En  la  sección tres,  describimos  las  etapas 

de  nuestro  modelo;  en la  cuatro,  hacemos a.lgunos cálculos  numéricos  sobre 1a.s posibles 

consecuencias  cosmol6gicas del mismo. En  la  sección  quinta  examinamos  brevemente sus 

implicaciones  termodiná.micas, y por  último en la sección  seis  planteamos  nuestras  conclu- 

siones. 

Finalmente y a manera de  apéndices  incluimos  algunos  cálculos  que  consideramos  de 

importancia  pero  que  resultaban  largos o secundarios, así como  presentarnos  la,s  gr a ’fi cas 

que ilustran  el  contenido. 



1. Formalismo  de  las  soluciones  aproximadas 

Hemos adoptado  la  convención  para,  la  signatura de la  métrica  total que sea -2 ,  los 

indices  griegos  corren  de 1 a 4, y la convencicin de suma de los indices  repetidos es vdida, 

a no ser que sea  explícitamente  especificado lo contrario. 

Una  coma  separando los indices  denota deriva,ción parcial,  mientras que  el  semicolon 

indica  la derivada  covariante  con  respecto a. la  mktrica  de  fondo yPv. Todos los indices son 

subidos y bajados  usando  el  tensor  métrico, y 1a.s convenciones  a.doptadas  para,  el  tensor 

de Riemann-Cristoffel y de Ricci son 

vu;@,, - V U ; , , ~  = RvuCLv~q 

donde u, es un vector  covariante  arbitrario, y 

R,,, = Y ~ ~ R ~ , , , ~ ,  R = yaPRap. 

Las  ecuaciones de campo de Einstein  para la, variedad  del  espacio-tiempo que contiene 

una  distribución  de  materia T,,,, son descrihs por 

3 

(1.2) 



donde q es un  pará,metro  de pequeñez, lzL,,, son funciones rapida.mente  cambiantes del 

espacio-tiempo,  que  describen el campo  de radia.ción gramitatoria. Las ycLu son funciones 

que  comparativamente  varían  más  lentamente y representan  las  componentes de la  métrica. 

que describe la geometría curva de fondo a través  de la cual  la  radiación se propa.ga. 

Sustituyendo  la  métrica  total (1.2) en la,s ecuaciones de Einstein (1.1) y expandiendo 

términos  en  p0tencia.s  de q ,  Isaacson [11,12] demostró  para el caso de vacío y Swinerd [19] 

para el caso de  materia, que la radiación  gravitacional posee un  tensor  de  energía-momento 

que es de segundo  rango,  simétrico  e inva.ria.nte de  norma  en el límite  de  alta frecuencia 

para  la radiación  gravitatoria. 

A continuación describiremos brevemente el método  empleado  por  Swinerd, análogo 

al de Isaa.cson, en  su  demostración. 

Sustituyamos la ecuación (1.2) en el tensor total  de Ricci 

donde Ri::) representa los ordenes  superiores en potencias  de 7,  y donde 

RrJ = - 
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Así, la parte  izquierda  de  las  ecuaciones de Einstein se convierte 

G,, = G(,O? + qGpJ -k 17 2 G,, (2)  + 17 3 G,, (3+)  , 

G$?) representa los ordenes  superiores  en  potencias de q, y donde 

La parte  derecha cle las ecuaciones  de  Einstein, el contenido  material de l a  variedad, 

es  representado a este  nivel  por  un fluido general  caracterizardo  por  un  cuadrivector de 

velocidad up ,  una  densichd p m ,  una  presión p m ,  una  temperatura T y las  variables 5, [ y x 
representan la viscosidad  cortante, l a  viscosidad  de  bulto y la conductividad  térmica,  res- 

pectivamente.  Se  asume  que en presencia  de la. rasdiación e s t a  cantidades son perturbadas 

de  sus  valores  que  tenían  en la métrica  de  fondo  sin  perturbar, de tal  manera que 

y las correspondientes  pa.ra la  temperatura, viscosidades y conductividad.  Al  sustituir 

estas  cantidades  perturba,das en T,,, se obt,iene  una  serie de potencias en 7 ,  

donde Ti:+) representa los ordenes  superiores  en  potencias  de q. De  esta  manera, las 

ecuaciones  de  Einstein  pueden  ser  escritas  esplicitamente  como 
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Al considerar  el  esquema  de vacío  de Isaxson [11,12], se  sugiere  que la  presencia 

de  radiación  gravitatoria  en  una región  del  espa.cio-tiempo  dará  lugar a una densida.d  de 

energía  efectiva  ahí, la cual puede  ser atribuida a la  radiación. En nuestro  caso, hay dos 

fuentes  de  energía , a saber, la de la radkción y la  de la ma.teria,  que  actúan  para  creas  la 

curvatura  de  fondo. Esta hipótesis  es  considerada  en la siguiente  ecuación 

donde E$ denota  al  tensor  de  energía  efectivo del campo  de  radiación. AI igual  que  en  el 

modelo  del  vacío,  se  supone  que 

La  separación  de las ecuaciones  de  Einstein  queda  hecha al sustituir la ecuación (1.15) 

en la (1.14) y empleando la (1  . l G ) ,  se  encuentra  que 

De  esta  manera, empleando  las  ecua.ciones  acopladas (1.15) y (1.17), con ayuda de 

(l.lG), se  obtienen  soluciones  aproximadas a. las  ecuaciones de Einstein,  que  representa.n 

a la  radiación  gravitacional  viajando a. tra.vés de  un  medio  material. Este  conjunto de 

ecuaciones  representa  el  formalismo  general  de  la  teoría. 

Para asegurar  que la radiación sea. de alta  frecuencia,,  se  introducen  las  distancias 

carxteristicas L y X que  son,  respectivamente, los intervalos  en  los  cuales  cambia  signi- 

ficativamente la métrica de  fondo y la  ra.dia.ción. Entonces,  éstas  cumplen con 
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L>>X (1.18) 

X es identificada  con  la  longitud de onda de la  radiación.  Éste es el llamado  límite de la 

óptica  geométrica de Relatividad Genera.1. 

Además,  se  suponen los  siguientes  ordenes  de  magnitud 

y como 

(1.19) 

(1.20) 

Ax:,  L = l  (1.21) 

es decir,  el  parámetro  pequeño de  expansión  que  aparece en la ecuación (1.2) es  identificado 

con l a  longitud de onda de la  radiación. E l  hecho de haber  escogido  esta  opción  para los 

parámetros ( X  y L )  nos  lleva a esaminar sólo  a.quellas situaciones en las cuales el orden 

de magnitud de la  energía de la  radiación es por lo menos  comparable  con la energía. del 

medio  material. 

Por un  lado,  empleando  las  condiciones (1.19) se llega a la conclusion  de que el término 

dominante de la  parte izquierda de (1.17) es 

(1 2 2 )  



Por otro  lado,  cumdo la distribución  mat,erial es descrita por un fluido perfecto (el 

cual  será  nuestro  caso), el  orden de magnitud de la  parte derecha  de la ecuación (1.17) 

puede  ser calculado  al resolver las  ecuaciones  de  flujo  del  fluido  (material)  hasta.  primer 

orden,  durante  el  paso de la radiación. Este a,nálisis [19], nos  lleva a que la  parte derecha 

es a  lo más del  orden  de v.  Juntando  esto con lo  anterior  obtenemos que (1.17) puede ser 

escrita,  para el  caso  no  disipativo, de la signiente  manera 

que es de  orden  de la unidad. Esta ecua,ción  debe  ser analimda y resuelta,  para.  lo c u d  se 

supone una solución  del tipo WKB (método  aproximativo)  para la h P V ,  a saber, 

donde a, qPV y 4 son la, amplitud,  polarización y la fase de la ra.diación,  respectiva,mente. 

Esta solución  es  válida en el espacio  plano,  pero  como la radiación  cumple  con (1.18), la 

onda se encuentra en una región  aproximada.mente  plana. 

Además, se imponen  las  condiciones  suplementarias  al fija.r la  norma 

h"YV = O ,  12 = rQBh,p = O. (1.25) 

para  asegurar que  el canpo de  energía, es positivo  definido y que  el campo es sólo  de 

partículas de  espín 2. 

(1.26) 



qpuqPLy = 1, kPpng = o ,  y"8qffp = o, (1.27) 

las  últimas dos ecuaciones de (1.27) son  las  condiciones  sobre  las  coordenadas  escritas  en 

el formalismo  de W K B .  

La comparación  de  estas  ecuaciones con las  0btenida.s  por  Isaacson [113 revela  que 

la  radiación  gravitatoria, en  un  fluido perfecto  tiene  la  misma  forma  funcional que las 

correspondientes para el ca,so de  vacío. Esto nos indica que la radiación  no es absorbida 

por  el fluido perfecto, en esta  aproximación. En  el caso del  fluido disipativo,  se  puede 

mostrar  que la radiación es absorbida  por  el fluido. 

Examinemos  ahora  al  campo  de  energía  efectivo  de la radia,ción,  ecuación  (1.16), y 

con  ayuda  de  ecuaciones  (1.10) y (1 .11)  toma  la siguiente  forma, 

(1.28) 

esta  expresión  es  idéntica a la expresión para  el caso del  vacío  obtenida por 1sa.acson [la]. 

Al tratar  esta  ecuación  se  demuestra  que su  promedio,  denotardo  por E,, z< Eif >, es 

invariante  en  el  límite  de alta frecuencia.  a.nte  cambios  infinitesimales  del  sistema  coorde- 

nado. Más aún, suponiendo la solución (1.24) y las  ecuaciones (1.26) y (1.27), se  encuentra 

que 

(1.29) 

Este formalismo  general  aplica.do al fluido perfecto  puede  servir  para  describir a. ra- 

diación  gravitacional  que  se  propaga en un espacio-tiempo  de  fondo  que  cumple con la 

ecuación (1.18), es  decir,  para  una variedad  de  longitudes  de  onda. 
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Ahora,  consideremos  un  ca,mpo  isotrópico  de  esta  radiación  en  un  espacio-tiempo con 

métrica  total que  cumple  con la ecuación (1.2), y con una  métrica  de  fondo &da. por  el 

elemento  de  linea  de  Robertson-Walker (RW), que  en  coordenadas  polares  esférica,s r, w ,  $ 

y el tiempo  cósmico t es 

(1.30) 

donde R(t) es  el factor de escala del  modelo  que  describe la  dinámica y K es la constante  de 

curvatura.  Empleando  esta  métrica  de  fondo  se  demuestra [19], utilizando soluciones  del 

tipo (1.29) con  amplitud  constante  para,  todo el campo  isotrópico,  que el tensor  efectivo 

de  la  radiación  gravitatoria E,, cumple  con lo siguiente 

E,, = O ,  P #  u, Ell = E 2 2  = E33 (1.31) 

e identificando  estas  componentes con la presión y densidad  de la radiación,  esto  es, 

E! = - - p,, i = 1,2,3,  E4 = 
4 - P r C  7 (1 3 2 )  

donde  convención  de  la,  suma  no  es  válida.  Además,  con  las  soluciones  encontra,das  se 

puede  demostrar  que E," = O ,  con  lo  que finalmente  obtenemos 

1 
3 

que  es la  ecuación  de  estado  para  la  radiación  gravitatoria.  Con  estas  ecuaciones  se  puede 

identificar a E,, con las  componentes de tensor de  fluido perfecto,  dado  por 

pr = - p r  c2 ,  ( 1  3 3 )  

si es  que  se  cumple  que 

ui = o ,  i = l , 2 , 3 ,  u4 = 1. 
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De  esta  manera,  al  considerar un sistema  coordenado  comóvil,  el  campo radiative 

efectivo  de  energía  puede  ser  representado  por  un  fluido  perfecto con ecuación de estado 

- 1  2 r - 3  P r C  * 
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2.  Consideraciones físicas de los modelos 

En esta sección  estudiamos la  manera con la  cual  la  curvatura de fondo del espacio- 

tiempo es influenciada  por un contenido  energético de materia Tpy , y por el contenido 

energético de un campo  radiativo  efectivo E;:, descrito  por  la  ecuación (1.15), que toma 

la siguiente  forma: 

(0) 

(2.1) 

Para  la  métrica de  fondo  escogimos la de R.obertson-Walker,  además el campo  ra.diativo 

es isotrópico  en  un  sistema  coordena.do  comóvil.  Usando  estas  suposiciones, se encuentra 

[20] que la  ecuación (2.1) del  formalismo  general  se  reduce  a  las  ya  conocidas ecuxiones 

de campo  con  constmte  cosmológica nula. (ver  a.péndice E), 

(2.2) 

(2.3) 

son la presión y densidad  totales  (radiación  gravitacional 

más  materia)  respectiva,mente, R es  el  fa,ctor  de  escala y los puntos  representan  derimdas 

temporales. 

Debido a que estamos  considerando un modelo  de  dos  componentes en interacción, la 

materia y la  radiación  gravitatoria.,  tenemos que especificar,  por  un  lado,  sus  ecuaciones 

de estado, y por otro, su interacción. 

Específicamente,  asumiendo el límite de la, óptica  geomktrica de R.elatividad  General 

para  la  radiación  gravitacional:  esto  es, X << R, donde X es la. longitud  de  onda de la 

radiación  gravitacional y R es  el factor de escala, [19] estableció que uno puede tratar  a 

esta  radiación  como  un fluido perfecto con  ecuación de esta.clo 
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y para  la  materia  asumimos  polvo,  i.e., 

pm = o. (2.5) 

De  las  ecuaciones(2.2) y (2.3) se obtiene  la  ecuación que representa la  conservación  de 

la  energía 

(pR3)’ + 3c-2 p (117. R)’ R3 = o. (2.6) 

La interacción  entre los dos fluidos es expresada a través de la  transferencia de ener- 

gía de materia a radiación, U,, y correspondientemente,  una  razón de energía (neptiva)  

transferida de radiación a materia, U,. Esto le  permite a uno  sepa.rar  la  ecuación  (2.6) en 

dos,  una  para  cada  fluido: 

(pmR3)’  + 3 ~ - ~  p, (In R)’ R3 = u,. (2.8) 

con U, + U ,  = O pa,ra  acoplar  la  intera.cci6n y para recuperar la conservación de la  

energía.  Claramente,  parte de la energía de la  materia es  convertida  a  radiación. Para 

materia en forma de polvo  (ecuación  2.5)  esto  implica que U ,  = -U, = (pnzR3)’ (una 

presentación  similar se da en [15]). 

U, (o U,) es una  función  indetermina.da  que  tiene  la  información de la  interacción 

materia-radiación. La falta de conocimiento  preciso  sobre  la  generación de ondas  gravi- 

tacionales,  necesariamente  impone  una  descripción  fenomenológica de dicha  interacción. 

Por la  tanto, es  necesa.rio  decir  algo  acerca. de la evolución de la  interacción  a medida. que 

. ” 



el  universo  se  expande,  el  llamado  “perfil  ra.diativo de energía”. Esta evolución  se  escogió 

que está  dada  a  través de una  ecuación de esta.do  politrópica, ver [18]: 

P = P C  P 
2 1+* 

donde p y n (llamado  índice  politrópico) son constantes. 

La ecuación  de  estado  politrópica  se ha  utilimdo en cosmología  por  algunos  autores [ 181 

y ahora  nosotros  la  introducimos  para  describir la. interacción  entre  la  radiación  gravitatoria 

y la  materia. 

Nótese  que la  politropa  proporciona  la  relación  entre  la  densidad  total y la presión 

total, es decir  la  densidad y presión de la  ma.teria y de la  rdiación  tomadas  junta.s. Con 

la  politropa  sustituida en la ecuación de conserva.ción,  uno  encuentra después de una 

integración  analítica,  la  relación  funcional  entre  la  densidad  total y el factor de escala R 

(ver  apéndice A): 

La relación  entre  la  densidad de la  materia. pm y R es (ver  apéndice A) 

y entre la  densidad de la radiación pr y R es (ver  apéndice A) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

la  cual da, dependiendo  principalmente de n,, los diferentes  perfiles  radiativos de energía. L a  

figura 1 y 2 muestra,n,  para  valores  positivos y negativos  de n, respectivamente,  la evolución 

de la densidad de materia  (línea  segmentada) y la densidad de ra.diación  como  funciones 

del factor  de escala. Para n positiva,s 1a.s densidades pm y pT divergen en R = R; > O : la 

14 



introducción  de la  ecuación  politrópica a nivel  cosmológico  mueve la singularida,d  donde la 

densidad  y la  presión  son  infinitas,  de R = O a R = Ri, ver [18]. Por  otro  lado,  para valores 

negativos  de n,  entre - 1  y O ,  encontramos  un  comportamiento muy diferente: la  densidad 

de radiación  es  inicialmente  cero y se  incrementa  con el tiempo,  que es  precisarmente  lo 

que  necesitamos  para  poder  interpretar el  modelo  como  uno  de  producción  gravitatoria 

postgaláctica. E s  decir,  para -1  < n < O tenemos  que pr -+ O cuando t t O ,  condición 

que  asegura  que  la  radiación  gravita.toria  no  es  de  origen  primordial  sino  genera,da  medialte 

procesos  galácticos. Esta idea fue introducida  por [13] y usada  también  por [2O], quien la 

nombró la “hipótesis  galcictica”.  Nótese  que  nuestro  modelo  de  producción  de  ra.diación 

puede ir desde  un  comportamiento  concavo a uno  convexo  (ver  figura 3).  Por  otro  lado, 

observamos  de la  figura 2 que pm es una función  decreciente  de R, por  lo  que  representa 

un  modelo  físico  aceptable. Este análisis  se  plhlicó  en [5 ] .  

Anterior a esta investigación ya  se  llabían  publicado  trabajos  sobre  modelos  cos- 

mológicos  análogos a éste  pero con otros perfiles  de  radiación gravitatoria. E n  el primero 

de ellos [3] se  supone  que  razón  de  producción  de  radiación es constante,  de  tal  ma.nera 

que 

pr = O para t < t ,  

pr = const. para t > t, 

donde t, es  en  tiempo en  el cual se  forma.ron las  gdaxias.  Éste es un modelo  bastante 

simple,  ya  que  además,  supone  que la producción  de  radiación  empezó  de  manera.  constante 

y hasta hoy en día continua  igual. 

Un  modelo  más  “realista”,  por  lo menos fenomenológicamente,  es el descrito en [13] 

y  corregido  en [20]. Aquí,  el  perfil  de  radiacibn  es  de l a  forma 

pr - R6, con S > -2 para’ O < t < t,. 
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donde t ,  es  el tiempo en el cual se tiene que pxar  la producción de ondas,  para  evitar  tener 

densidad  de materia  negativa. Este perfil  de radiación se asemeja  al  nuestro  cuando n -+ O ,  

sin embargo el comporta.miento de  producción  convexo (n --f -1 )  no es reproducible en este 

modelo. Esta  última  característica  permite que la  intensidad de la  interacción  aumente, y 

por ende, que el  efecto  gravitatorio  tamlién  lo  lmga. 

* 



3. Descripción  de los modelos 

Hemos visto que las  densidades  tanto de materia  como de radiación  presentan un 

comportamiento  adecuado  al c0nsidera.r  la,  ecua.ción politrópica,  como  agente de la  inte- 

racción  materia-radiación  gravitatoria, de manera que  podemos  construir  nuestro  modelo 

cosmológico.  Sin  embargo,  como el comportamiento de ,oT es creciente y pm es decreciente 

siempre  (ver  figura 2), llega  un  momento t = t l ,  R = R1 pa,ra  el  cual pm(R1) = O ,  que 

nos diría que toda  la  materia presente  en  el  universo  se  convierte  en  radiación  gravitatoria. 

Nótese  de la  ecuación  (2.11) que si el fa,ctor cle escala  crece  a.rriba de cierto  punto,  la 

condición ,om 2 O no  se  puede  tener  (esta  característica  también  est&  presente en el modelo 

presentado en [13,20]).  En  nuestro  modelo  esta  condición  requiere que R _< R1 = (;) . 

Por  lo  tanto, en nuestros  modelos  la  producción de radiación  gravitatoria se da dura,nt,e la 

expansión  antes de  que  el factor de escala alca.nce  el  valor R1. 

4 8  t 

Así entonces,  nuestro  modelo  tiene dos eta.pa.s diferentes,  la  primera  caracterizada  por 

la producción  de radixión  gravitatoria,  emanada de la  materia  hasta un cierto  momento 

t = t, < tl, cuando  la  interacción  debe  ser  arbitrariamente  suspendida.  Si no  es así, los 

modelos  críticos y abiertos (x <_ O )  y algunos  modelos  cerrados ( K > O )  eventualmente 

contendrán  una  densidad de materia  negativa  la  cual  no es  física.  Después  de  que la 

interacción ha cesado,  pa.ra t 2 t,, considera,mos una segunda  etapa de  evolución en la 

cual  la  materia y la  radiación  gravitacional  coexisten sin interacción. Así, el modelo  es 

representado  por  una  “época  intera.ctiva” ( t  < t c )  seguido  de  una  “época no interactiva” 

(t  2 t,). Un esquema de nuestro  modelo  cosmol6gico es presenta.do  en la figura 4 (análogo 

al  presentado en [a()]). 
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t = O  I t < t ,  I t = t ,  < tl t > t ,  

PRIMERA ETAPA (E) 

FORMACION  DE LAS 

TENIDO  MATERIAL 

VERTIDO A  RAD. GRAV. 

GALAXIAS  EL  CON- 

DEL MODELO  ES  CON- 

TIEMPO EN 
EL  CUAL 
CESA LA 

INTERACCION 

SEGUNDA  ETAPA  (E') 

LA MATERIA Y LA 
RADIACION  COE- 
XISTEN E N  U N  
ESTADO  DE NO 
INTERllCCION 

Figura 4. Descripción  esquemática  de los modelos. 

Como la distribución de energía del  modelo  es  diferente  en  cada  lado  de la  frontera 

en t = t , ,  el comportamiento del  modelo  en  cada  lado de dicha  frontera  será  descrito  por 

diferentes  soluciones a la ecuación (2.2). La trmsición del  modelo  de E a E' es  conside- 

rada  físicamente  aceptable si las condiciones  de  unión  en  el  3-espacio t = t ,  aseguran  la 

continuidad  de la presión  y  de la densic1a.d total  de  energía e n  ese punto. De acuerdo con 

[16,20], las  condiciones  matemáticas de  unión  que permiten  una  tra.nsición  física  aceptable 

de una  etapa a la otra son  que el tensor  métrico -yLr,, y todas  sus  primeras deriva,das parciales 

sean  continuas  en la frontera,  es  decir,  que  se  cumpla  lo siguiente: 

Según las ecuaciones (2.2) y (2.3), 1a.s condiciones (3.1) implican  que la  densidad  total 

es continua,  pero  no  neceswiamente  la presicin total.  Sin  embargo, la ecuación  de  esta.do 

para l a  radiación (2.4) nos  dice  que si la densidad  es  continua.  en t = t,, la presión  también 

lo  es. De esta  manera, la, imposición  de 1a.s condiciones  de  Lichnerowicz (3.1) es suficiente 

para asegurar  un  modelo  físico  acepta.ble. 

Debido a las  condiciones  de  unibn,  tenemos  que  referirnos a las  condiciones  que 

prevalecían  en  el  tiempo t,.  De  esta. ma.nera., la mayoría de las  ecuaciones  deben de 
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contener  una  combinación de las  condiciones  a,ludidas a ambos:  al  tiempo t ,  y a.1 tiempo 

presente t o ,  etiquetados  por  un  subíndice “c” y “o”, respectivamente. 

Antes  de  proceder a integrar la ecua.ción  que da la dinámica (2.2), necesitamos  especi- 

ficar  cuanto valen las  constantes  que en  ella. se  encuentran:  por  un  lado,  tenemos  que al 

sustituir  la  ecuación de la. densidad (2.10) e n  la. ecuación (2.2), a.parecen  las  constantes a, 

p y n, pero  el  intervalo  de  valores  para 12 ya ha sido  especificado; y por  otro, la constante 

K que  determina la curva.tura del espacio. 

Las  constantes Q y p se definen  de la. siguiente  manera,: 

en términos  de E determinada  por 

(3.2) 

(3.3) 

Así definida, l a  constante E determina. la. ca.ntidad  de  materia,  convertida a. radia.ción  en 

t = t ,  (ver  apéndice B). De  esta  manera.,  lo que  hemos  hecho  es  cambiar a 1a.s constantes 

Q y p por  las  constantes R,, pc y E. Est,o se debe a que la  ecuación  de  la  dinkmica  la 

vamos a integrar  en va.riables  reescala.das  en t = t,, i.e.,  resolveremos la  ecuación  diferencial 

para  obtener  la solución  en las variables (2 2)s. tH,). La consta.nte M se  puede  reescribir 

en términos  de  los  pará.metros  cosmol6gicos  medibles  (ver  a,péndice C). Los par&metros 

cosmológicos  utilizados  son: 

R H = -, R parametro  de  Hubble 

47rG 
om = - pPn,  pa.ra,metro  de la  densida.d 

3H,” 
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Y 

f G -(In Pm R3)' = (In U,&)' pa,ra,metro  de la produccion  de  radiacion. (3.4) .6' 
En los  modelos  de  un  solo  fluido  (e.g.  materia,  radiación  electromagnética o radiación 

gravitacional)  para  determinar la constante  curvatura K. se  escogen  dos  parámetros, a saber, 

la  constante  de  Hubble H, y la densidad  de  mat,eria pmo o el pará.metro  de  desaceleración 

qo (ver  sección 4); sin embargo, en  nuestros  modelos  como  tenemos  dos  fluidos,  necesitamos 

un  parámetro  extra  para  el fluido extra, el cual  lo  escogimos  ser f,, introducido  por  primera 

vez en [13]. 

Para t I t c  (etapa E) la evolución  del  fa.ctor de  escala  determinada  por  la  ecuación 

(2.2), utilizando la ecua.ción (2.10) adenxis  de  los  parámetros definidos arriba,  es  (ver 

apéndice C )  

como  tenemos  que  referirnos  directamente a la,s  condiciones  de  unión,  también  en  términos 

de  estos  parámetros la ecuación de la  diná,mica  fue  escrita  para  realizar  los  cálculos.  Pa.ra 

intregrarla  necesitamos  calcular F, y en  tdrminos de  los  pa.rámetros  cosmológicos 

amo, H,, f, y de  los  parámetros  ajustables  de  la  politropa n y E (ver  apéndice C). 

Para t 2 t,, el  universo está en una  segunda  etapa  de  evolución (E') en la. cual la  

materia y la radiación  gravitatoria  coexisten sin interacción y es  descrita  por  (análogo a 

[8], ver  apéndice D). 

donde 
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p m c ,  prc son constantes  determinadas por la condición de  continuidad  de p a través  de 

la unión.  Su  expresión  explícita en términos  de los parámetros cosmológicos utilizados se 

puede  calcular  de C.2 y C.3 con ayuda.  de C.4 (ver  apéndice C). 

21 



4. Cálculos  numéricos y análisis 

Para obtener  resultados  numéricos  se  necesitan  dar  la,s  condiciones  iniciales de los 

modelos, y debido a que  éstos  tienen singura,lida.des,  escogimos  que en t = O ,  R = O.  Con 

esta condición  inicial, la dinámica  queda  completa.mente  determinada. 

Como  las  ecuaciones a integrar (3.5) y (3.6) no  se pueden poner  en  forma, de cua- 

draturas,  hemos  empleado  un  método  de  integrxión  numérico  de  Runge-Kutta  de  quinto 

orden,  el  cual  resulta  adecuado  debido a la ((suavidad" de  las  funciones a integrar. 

En   la  figura 5 se  muestran [6] modelos para diferentes  valores  de  los  pa.rámetros 

cosmológicos  con  un Único valor para  el  índice  politrópico n y para E. También  se  incluye 

para  comparación  un  Modelo  Estandard de Friedmann (MEF) de  polvo  descrito  por 

E n  algunos  modelos  cerrados  el  factor  de  escala  alcanza  su  máximo  antes  que pm = O ,  

aún  en  este  caso,  es  necesario  parar  la, prochlcción de ra.dia.ción. La ra.zón de  esto es 

que nuestros  modelos  como son estríchmente fenomenológicos, 1a.s densidades  dependen 

solamente  del  factor  de  escala, y por  lo  t.a.nto,  invierten  sus  roles  después  de  alcanzar 

el punto máximo y entonces  en 1uga.r de  producción  de  ondas  gramitatorias tendrkmos 

absorción,  la  cual  no  es  permitida en  ausencia.  de  viscosidad,  que  es  nuestro  caso,  como  se 

mencionó  en la  sección 1 y según se  demnestra.  en [9,19]. 

Nuestros  modelos  predicen  que si onlo, H,, 2, 12 y E est&n  en los  siguientes  interva.los: 
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30 I H, I 100 (km por megaparsec),  

-1 < n < O, 

1 
o < c < - ,  

3 
(4.3) 

obtenemos, con  ayuda. de C.18, que la conversión fraccional f, está,  en  el  intervalo 

que  es  un  orden  de  magnitud  más  pequeíí0  comparado con  los resultados de [13]. 

La suposición < 1 ,  significa  que hoy en día  todavía  se  están  produciendo  ondas 

gravitatorias  en  las  galaxias. En  la  tabla 1 ,  ver [14], se  marcan con un * los  valores  que no 

cumplen esta  condición, sin embargo, se han  incluido  para  fa,cilita,r  el  análisis del modelo. 

El parámetro g m o  está definido  en las  ecuaciones (3.4) y  se determina con ayuda de 

la  constante  de  Hubble H, y la densic1a.d de materia  actual,  que  es del orden de pmo - 
10-31gr/cm3, ver [3].  

La razón  de conversión  fraccional f, mide  qué  tanta ra,dia.ción gravitatoria  se  está 

produciendo  en  el  interior  de  las gakias .   I smcson  y Winicour [13] acotaron el  valor 

de f,, entre IO-'' 5 f, _< ano-' como valores razonables y  con  los  cuales obtienen 

consecuencias en la  dinámica de  su  modelo.  Aquí,  nosotros  tenemos  un  modelo en  el clue f, 

aún  siendo  un  orden  de  magnitud  menor  que  el  a.cotado  por  ellos,  se  obtienen  consecuencias 

cosmológicas  notables  (ver  abajo). 



Con  los  valores de los parámetros cosmológicos arriba  mencionados,  podemos  derivar 

intervalos para valores  de  otros  parámetros  cosmol6gicos  medibles hoy en día.  Por  ejemplo, 

el parámetro  de  la densida.d  de energía  de  radiación  gravitatoria, oro y el  parámetro  de 

desaceleración q,, definidos por: 

la  ecuación C.9 evalua,da hoy en día  da  directamente 

3 
F, - 3 o r o  omo 

y  según apéndice E se  tiene 

(4.5) 

Esta ecuación nos dice que oro contribuye  el  doble  de  lo  que  lo  hace orno. Sin  embargo, 

observacionalmente  se  cree que omo >> oro, mientras umo N 1 ,  oro ver [2O]. Por 

pequeña  que oro sea,  contribuye y  en  principio  su  existencia.  puede  determinar la. constante 

de  curvatura K del  modelo,  ver C.15. Esto es  muy  importante  porque si  determina.mos va- 

lores  para nmo < + (curvatura  negativa), con una  pequeña  contribución  de oro podríamos 

obtener  que la densidad total,  la  cual  determina  la  curvatura del espacio K: (ver  ec. C.15 o 

C.lG), o, = cmo + uro > $, lo cual  cambia la, curvatura del espacio  de  abierto a cerrado. 

De  la  tabla 1 se puede  ver  que la  densidad  actual de radia.ción  gravitacional oror pa.ra 

n fija, es una función  creciente de f,. que es lo  esperado,  ya  que si se  está produciendo 

mayor  cantidad  de  radixión hoy en día., debemos de  observar  más.  Por  otro l;l.do, oro 
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-0.9 

-0.9 

-0.9 

-0.9 

-0.5 

-0.5 

-0.5 

-0.5 

-0.1 

-0.1 

-0.1 

-0.1 

-0.01 

-0.01 

-0.01 

-0.01 

-0.01 

103-09 

10E-10 

10E-11 

10E-12 

10E-09 

10E-10 

10E-11 

103-12 

103-09 

10E-10 

103-11 

103-12 

103-08 

10E-09 

103-10 

10E-11 

10E-12 

4.30E-1 

4.363-2 

4.303-3 

4.393-4 

2.473-1 

2.643-2 

2.713-3 

2.í2E-4 

5.563-2 

6.043-3 

6.133-4 

6.143-5 

5.65E-2 

6.203-3 

6.313-4 

6.323-5 

6.32E-6 

0.96 

0.19 

0.11 

0.10 

0.59 

0.15 

0.11 

0.10 

0.21 

0.11 

0.10 

0.10 

0.21 

0.11 

0.10 

0.10 

0.10 

1.29* 

1.00* 

0.57 

0.29 

1.13* 

0.95 

0.68 

0.46 

1.01* 

0.95 

0.88 

0.82 

1.00* 

0.99 

0.99 

0.98 

0.97 

3.99 

0.99 

1.94 

3.86 

2.03 

1 .o9 

1.61 

2.39 

0.99 

1 .O8 

1.18 

1.29 

0.99 

1.01 

1 .o2 

1 .O3 

1 .O4 
~ 

Tabla 1. Los parámetros  cosmológicos oro, qo,  R,/R, a.nd H o / H c  como  función de 12 y fo 

para E = 0.1, o m o  = O.  1 y H ,  = 50 km por  mega.parsec, fijos. 

también  se  incrementa,  cuando n t - 1 ;  el efecto  de n t - 1  incrementa  la  intera.cción 

por lo que  tendríamos que medir  más ra,dia,ción. Debido a que la radiación  gra,vitacional 
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contribuye al parámetro  de  desacelera,ción  (es el doble  de la, contribución  de la materia), 

según ecuación (4.6), q,, se  incrementa  cuando f,, se  incrementa o cuando n 3 -1 .  

En  la  figura 6 observamos  que cua.ndo n -+ -1  el efecto  de  la  interacción  politrópica 

aumenta.  Otra vez,  el M E F  correspondiente es incluido para  comparar.  Esto  era de 

esperarse  porque  cuando n va de O a. -1  el  perfil  de radiación,  dado  por  ecuación (2.12), va 

de cóncavo a convexo,  corrobora,ndo así que para n --+ - 1  la  producción de  radiación  se 

incrementa  (también  ver  figura 3) .  

Es  importante seiía1a.r que  cuando n --+ -1 ,  f, puede  ser  incluso más pequelro y 

aún  obtenemos  consecuencias  cosmológicas  notables en la. dinámica del  modelo. Esto  lo 

podemos  observar a través del comporta.miento  de o,,. Si este  parámetro  se  incrementa, 

aumenta la “densidad  de masa  activa” que provoca la. desa.celeración  en la exlmnsión, y 

por  lo  tanto, influye en  la  dinámica del  modelo. Ahora  bien, segim tabla 1 si n = -0.01 y 

f, = lo-’’ o si n = -0.9 y f, = obtenemos  que oro - esto  es, a medida  que 

n --+ - 1  y f, disminuye,  obtenemos densida.des de  radiación  similares. 

De la tabla 1 observamos  que (R,/R,) disminuye al disminuir f,, con n fija,. Esto es 

explicable  ya  que f, mide la cantidad de  producción  de  radiación  hoy  en día,  entonces si 

este  parámetro  disminuye, se está convirtiendo  menos  ma.sa  en  forma.  de  ondas  gravitatorias 

y tardará más tiempo en  consumirse  la,  masa.. De  manera  análoga,  notamos  que  nuestro 

modelo  predice  que  mientras más pequeño  es  el  parámetro  actual de  densidad  gravitacioml 

o,,,, menor  es el  valor de (R,,/Rc), es decir,  mayor  será el tiempo para el cual la materia 

y la radiación  se  desacopla.rán. Esto  último  se observa.  del hecho de que  el  factor cle escala, 

es una  función  creciente  del  tiempo en la. época.  de  produción  gravitatoria  (ver  figura 5 ) ,  

es decir,  la  interacción  se  da  durante la, expansion. 
., 

Como  la  producción  de  ondas  gravitatorias  se  da  durante  la  etapa de expansión y como 

el  parámetro  de  la  desa,celeración es siempre  positivo  durant,e la. expansión ( q o ,  qc > O, ver 
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apéndice E), se  sigue  que H, > H,. Los valores  que no estcin de  acuerdo con la  mterior 

desigualdad,  en parte corresponden a va.lores R, > R,, ya eliminados  con  un *. En  la  tabla 

1 ,  hemos  incluido  los  vdores  para H,/H,.  Findmente, un  chequeo  de  consistencia es  el 

siguiente:  como  nuestros  modelos  siempre  tienen  desaceleracihn  positiva, R,/Rc debería 

disminuir a.1 aumentar H,/H,,  tal  como se muestra en la  ta.bla 1. 

E n  la tabla 1 hemos  dejado fijos 1a.s variables E, orno y H,. Si aumentamos E, aumen- 

tamos  la  cantidad  de  materia  que  se  convertirá a radiación en t = t,, por lo tanto, oro y q ,  

aumentarán, según  ecua.ciones (4.5), (4.G), C. l  y C.18, pero  disminuirá.  Por  otro la.do, 

si aumentamos cmo, aumentamos c.,., y q, ,  y permanecerá  constante. 
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5. Algunas consideraciones  termodinámicas 

En esta  sección  analizaremos  brevement,e  las  consecuencias  termodinámicas  de  nuestro 

modelo [ 71. 

Se  sabe  que  las  ecua.ciones  de ca.mpo de Einstein  con un término  de  fuente T,,,, deben 

de  ser  suplementadas con la “ecuación  de  estado” para el fluido. Usualmente se  asume  que 

tal fluido  es isentrópico, es decir, que la  entropía S es  una  consta,nte a lo  largo de las  lineas 

de  flujo, y que la presión  del fluido obedece una ecuación  de la forma p = p(p). En nuestro 

modelo,  nosotros  proponemos dos  ecuaciones  de  estado,  una  para  cada  fluido, a saber, 

ecuaciones (2.4) y (2.5), acopladas  por  una  ecuación  politrópica. p = p,, + p, = ,f? c 2 p l+$. 

Para resolver la dinámica del modelo,  esta  ecmción  debe  ser  sustituida en la ecua,ción 

de  conservación  de  energía (2.6), la, cua.1 tiene  impícita  la  información  termodiná.mica. del 

modelo.  Así, 

(pR3)’ + 3 8  p (In R,)’ R3 = dU + p dV = T dS = o ,  (5.1) 

donde V, U y T son el  volumen,  energía, y temperatura del modelo,  respectivamente.  De 

esta  manera vemos que S es  constante . 

La introducción  de  una  ecuación  politrópica  de  estado  en  astrofísica  es  empleada 

usualmente  para  representar  procesos en  los  que  el  calor  específico  permanece  constante 

durante  el  proceso, ver [4]. Así,  tenemos clue 

(5.2) 

E n  nuestro  modelo, la  politropa. usada p r a ,  representar la, interacción  entre  nmteria 

y radiación  gravitacional  es supuesta.  ser nna acliabática,  es  decir,  una  politrópica. de calor 

específico  nulo,  por  lo  que,  el  exponente  politr6pico y = 1 + $ está  relaciona,do  con los 
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CP 
C, 

y = -. (5-3)  

Ahora,  como  nuestro  índice  politrópico n toma valores  en  el  intervalo -1  < 12 < O ,  se 

puede  ver  que y también  es  negativo. En  este caso, se  obtienen  ca.pacidades ca1orífica.s nega- 

tivas,  las  cuales  están en contra  de la, creencia  común, sin  emba.rgo  no son necesa.riamente 

a.jenas a la  física. Por el contrario, los calores  específicos  negativos  son  conocidos  en 

astronomía [17] y como  lo  demostró Ha.wking [lo] y Beckenstein [1,2] los  agujeros  negros 

también  exhiben  esta  propiedad. 

Este  comportamiento  singular pa.rece  ser una  característica  de  una  interacción  gravi- 

tatoria.  Así,  algunas  de sus  consecuencia.s se derivan  de la expresión  politrópica, p - pY 

con y < O ,  por lo que a medida  que el  universo  se  expande la, presión  de la intera.cción 

aumenta.  Además, T VY" = const., implica.  que la temperatura de la  interacción  también 

se  incrementa. El aumento de la  tempera,tura  debe  ser  atribuido a la  perturbación  de 

la métrica RW debido a,l comportamient,o  siempre  creciente  de  las  ondas  gravita.toria,s a 

medida  que  el  universo se expande. Como se dijo  anteriormente,  estos  hechos sorpresivos 

están  en  acuerdo con 1a.s propiedades esperac1a.s de los  fenómenos gravitacionales. 



6. Conclusiones 

La suposición  del  límite  de la  óptica  geom4trica  de  Rehtividad  General (X  << R) para 

la  radiación  gravitatoria,  permite  construir  un  modelo  cosmológico en el  cual la energía  del 

campo  isotrópico  de  radiación puede  ser  representado  por  un  fluido  perfecto  con  ecuación 

de  estado p, = :p7.c2. 1 

La introducción  de  una  ecuación de estado  politrópica, con n positivas, en un  contexto 

cosmológico  mueve la singularidad,  donde  la  presión y la densida.d  son infinitas, a R = R; > 

O .  E n  nuestro  caso, el intervalo  de  valores  escogidos  de 11 son negativos, y por lo tanto, 

la singularidad  ocurrirá  en R = O. Má.s aún, con  estos va.lores para  el  índice  politrópico, 

obtenemos la hipótesis  galáctica,. 

Los modelos  considerados  aquí  está.n  sujetos a la condición  de  que la densidad  de 

materia, y también la. de  radiación, son  siempre  positivas. Esto pone  una  restricción en 

nuestros  modelos: la interacción  politrópica  no puede  continua,r  después  que t = t l ,  por  lo 

que,  siempre  se  debe  tener R < R1 = ( 4 p / ~ t ) ~ ' ~  durante la etapa  de  producción de ondas 

gravitatorias. 

En  ausencia  de  viscosidad, la. ra,diacihn  gravitatoria  no  puede  ser  absorbida  por un 

fluido perfecto,  ver [9,19]. Respecto a esto,  la  ecuación  politrópica  puede  representa.r de 

manera  sencilla y aceptable  modelos cosmológicos  con  producción de  radiación  gravita- 

cional  debido a la  materia que  ellos  cont,ienen. Por otro  lado,  la silnplicidad  de  nuestros 

modelos  tiene  una  desventaja  seria:  aún en los modelos  en  los  que pnz nunca  es  cero,  se 

debe  suspender arbitra.rian1ent.e la producción  de  radiación  gravitacional  para  evitar la  

reabsorción. 

E l  modelo  politrópico  de  intera.ccihn da resultados  pla,usibles para los parámetros 

cosmológicos  medibles hoy en  día oro, qo y para. el parámetro  estimado f,. El  intervalo  de 
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valores  de  los  parámetros cosmológicos  ut,ilizados determinan  los  valores  de  los  pa.rámetros 

de  desaceleración, qo y q c ,  los  cuales  son  sicmpre  positivos. Estos son  resultados espera.dos 

ya que la producción  de  radiación  gravihtoria,  incrementa la “densidad de  masa  activa”  la 

cual  determina  el  ritmo  de  desaceleración  (ver  ecuación 4.6)) de  esta  manera  tendiendo a 

detener la  expansión del  modelo y a disminuir su edad. Por  esto, en  los  modelos  cerrardos 

siempre  tendremos que qc > qo > O. Esto  se puede  corroborar  en la  figura 5 donde  se 

puede ver que  los  modelos  interactivos  cerra,dos  tienen una  edad  de evolución  m& corta 

que  los  comparados  con los MEF respectivos,  similar a otros  resulhdos  obtenidos  por [3] ,  

[I31 Y [201. 

Un  análisis  sencillo  de la  termodinámica,  implícita en  el modelo, nos lleva a considerarlo 

como  uno  de  entropía  constante, en  el cual  el  calor  específico  es  nulo, y por  lo tanto, 

obtenemos y < O ,  implicando que a medida.  que el  universo  se  expande, la presión y la 

temperatura  de  la  intemcción  politrópica,  se  incrementan. 
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7. Apéndice A. Deducción  de las ecuaciones (2.10),  (2.11) y (2.12) 

Desarrollando la ecuación  de  consermcihn  de  la  energía  (ec. 2.6), se obtiene  lo  si- 

guiente: 

3 p R2 R + R3 p + 3 c - ~  p (In R)' R3 = O ,  

dividiendo  entre R3 y  a.grupando,  tenemos  que 

P 
(P + PI 

= -3 (In R)., 

sustituyendo la ecuación  de la politropa  (ec.  2.9)  implica que 

o bien, 

esto  se  integra para dar, según [18], 

Ill, ( p  + p-11" )" + const. = In R3 , =+ (A.5)  

3 1 
R = - ( p + p -  I l n  > n  

0" 

con Q! una  constante  de  int,egración. Despeja.ndo p obtenemos la ecuación  (2.10). 

Para encontrar pT = p,(R) utilizamos la, ecuación  de la  politropa  (ec.  2.9) 



sustituyendo  las  ecuaciones  de  esta.do (2.4) y (2.5) + 

y sustituyendo  ecuación (2.10) encontramos la ecuación (2.12). 

Finalmente  la ecuación (2.11) se obtiene  directamente de la siguiente 
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8. Apéndice B 

L a  ecuación  de la politropa  evaluada en t = t c  es 

sustitl uyendo las ecuaciones (2.4) y (2.5) + 

ahora  utilizando  la definición de p, ecua.ción (3.2), 

1 

es decir 

3 E  = P r c  

Prc  + p m c  

(B.2) 

( B . 3 )  

se  observa  que E determina  la  cantidad de materia  convertida a radiación en t = t,. 

Analizemos  los  casos  límite: 

E = 1/3 implica  que pmc = O ,  de  modo que toda. la  materia es convertida a radiación en t,. 

E = O implica  que ,oTc = O ,  de  modo  que  nada  de  materia  se  convierte a radiación,  es  decir, 

no  hay  interacción. 

E n  todos nuestros  cálculos  hemos  asumido  que  el  valor  de E = 0.1, que  corresponde a, 

una conversión  de  aprosimadament,e 43% de  ma,t,eria a radia.ción  en t = t,. 
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9. Apéndice C 

Pr = En F n + l f  

3pc 

P C  = EnF:po, 

y  con la ayuda  de C.4 obtenemos 

(C.4) 

(C.5) 

P r c  3€ 
" " 

Pmc 1 - 3E'  
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que  es consistente  con lo explicado  al final del apéndice B. 

Ahora  ya  podemos  calcular  la  densidad de materia,  densidad de radiación y, por 

ende,  la  densidad  total,  en  términos del pá.rametro orno, respectivamente:  con C.2 y C.4 

obtenemos 
47r G 

om = - 3H,” pm = F, - 3 

con C.3 y C.4 obtenemos 

47rG 
3H; 

n S 1  

or = - (C.9) 

(C. 10) 

Para  integrar  la ecua.ción  de la dinámica.  apa.rte  de  reescribir  las  densidades  de  ma.nera 

conveniente, es necesario  reescribir  la propia,  ecua.ción (2.2) en términos de los pascimetros 

cosmológicos  observacionales, los  cuales en nuestro  caso son gnz0,  H, y f,, y de los 

parámetros  ajustables de la  politropa son 71, y E .  

Para  convertir  la  ecuación (2.2) en una. ecuación reescalada.  en t = t,, primero la 

escribimos de la siguiente  manera 

evaluada  en t = t,, R = R, implica q11e 
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K C2 
= 2 a, - 1. 

( H c  R J 2  
(C. 13) 

donde  introducimos el parámetro  de  la  densidad  evaluado  en t = t,. 

De  las  ecuaciones C.12 y C.13 y con la definición C.10, tenemos  que 

2 [$I2 = 2 a  [912 [$] -%,+I ,  (C.  14) 

ésta es la ecuación  reescalada  para l a  cliná,mica. Finalmente, con C.8, C.9 y C.4 en C.10, 

la ecuación C.14 se  tra.nsforma en la ecuación (3.5). 

Para llevar a cabo la, integración de la  ecua.ción (3.5) necesitamos  calcular Fo y Ho/H, .  

Para esto,  necesitamos  relacionar la,s  cantida.des  físicas  evaluadas en t = to  con  aqltellas  en 

t = t,. Para hacerlo, e d u e m o s  de nnevo la. ecua.ción C.12, pero  ahora en t = t o ,  R = R, 

y obtenemos 

K C2 
. 2  

R o H o  
2 

= % a o  [J2 __ - [%I = (2 a. - 1) (C. 15) 
( H c R c I 2  

de  nuevo introducimos  el  parámetro de la densidad  pero a.hora evaluado  en t = to .  

Igualando  las  ecua.ciones C.13 y C.15, se obtiene  la  siguiente  espresión: 

Ho Ro 20 ,  - 1 2 

[m] = 2ao - 1’ (C. 16) 

la  cual  relaciona a la época  presente con otras,  en  particular  con t,, a través del pa.rámetro 

de la  densidad  total. Esta ecmción compara que tan cermdo o a.bierto es el  modelo  en 

épocas distintas. Se deduce  que si el  modelo  es  abierto o cerrado en  algún  instante (es  

decir, si 20, - 1 > o < O ) ,  se ma.ntendrd  igual tiempo después (entonces 20, - 1 > o < O ,  

respectivamente),  independientemente del valor  de H, R o / H ,  R,. Como era  de  esperarse, 

l a  geometría  no  cambia. 
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De  la  ecuación C.16, con la ayuda, de 1a.s ecuaciones C.10 y 1a.s constantes C.4 y C.6, 

implica que 

Fo(20,,ERF,n - 1) + 3 
F o ( 2 G z o  - 1) + 3 

(C.17) 

donde F, como  función  de R,/R, es obtenida de la ecuación (C.1). Necesitamos el valor 

de H,/Hc, como  función de los pa.rámetros  cosmológicos  usados  aquí. Para enc,ontrar  el 

valor  de Ro/R, en  términos de f,, H,, n,  y E ,  empleamos la. ecuación (3.4) junto con la 

ecuación C.2 y C.4, despejando  obtenemos 

n / 3  

R O  5f0 3 n 2  - 672 

R C  72 + 9) 1'2]] (C.  18) 

Para el intervalo de  valores  escogidos de los pa.rá,metros  cosmológicos,  siempre  tenemos que 

R, < R, , es decir, se encuentra clue la. radkción  gravitaciona,l  todavía se  produce e n  el 

interior de las ga1axia.s. 

Esta  última ecua,cicjn  a.completa nu&ro proposito de expresar  las  cantidades eva,lua,das 

en t = t,, R = R, en  términos de las evaluadas (y conocida.s) en t = t o ,  R = R,. 
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10. Apéndice  D.  Deducción  de las ecuaciones (3.6) y (3.7) 

E n  el  modelo no interactivo  tanto U, como U, son nulas. De  esta  manera, la ecuación 

(2.7) implica 

su integración  es la  pa.rte  derecha de la  ecuxión (3.7). 

Análogamente  de  ecuación (2.8) ohknemos 

( p m ~ ~ ) '  + 3cd2 p, ( ~ n  R] R~ = O 

y con la ecuación  de  estado  para el polvo,  ec. (2.5), se  obtiene 

( 0 . 2 )  

(D .3 )  

Sustituyendo c, definida  en C.10 pero  ahora  determimda  por  ecuaciones (3.7), en la  

ecuación  de la dinámica C.14 y  con ayuda. de C.4 se  obtiene la ecuaciGn (3.6).  
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11.  Apéndice E. 

De  las  ecuaciones  de  campo  de  Einstein  para  nuestros  modelos  obtenemos  la  compo- 

nente  tiempo-tiempo 

RR = -47rG(p - p/c2)R2 - 2 R 2  -  KC 2 (E.2)  

Realizando la operación -3( E.2) + R( E . l )  obtenemos  la ecua.ción (2.2), n1ientra.s que 

la (2.3) se  obtiene  al  despejar p de E.l y snst,ituirla en E.2 . 

Evaluando E.l en t = to ,  R = R, y  dividiendola  entre H:Ro obtenemos 

de  donde  obtenemos qo definido  en (4.4) 

(E.3) 

q o  = 0 0  + n r o ,  (E .5) 

que  es otra  manera de escribir  la  ecuxión  (4.6).  Sustituyendo C.9 Y C.10 evalmdas en 

t = t o ,  R = R, obtenemos 



que es siempre  positiva  al  exigir  que pmo > O. 

Análogamente  podemos  calcular yc 

Yc = g c  4- g r c ,  

sustituyendo C.9 y C.10 evaluadas en t = t,, R = R,, con  ayuda  de C.4 obtenemos 

F,n+1 2 

Yc = + 3 4  (") F, - 3 (2) Cm,, 
también es  siempre  positivo. 
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FIGUR,AS 

Figura 1: La  materia  (linea segmentlacla) y la  radiación  gravitatoria  como  funciones 

del  factor  de  escala,  para. n = 3 y = 0.1 . R* es una  constante  arbitraria de  escala.miento. 

Las densidades  están dadas en  unidades  de p* E p ( R * )  . 

Figura 2: L a  ma.teria  (linea  segmentada) y la  radiación  gravitatoria  como  funciones 

del  factor de escala,  pa.ra n = -0.5 y E = 0.1 . Las densida.des están  dadas en unida.des 

de la constante p c ,  a d e h t e  definida. 

Figura 3: La radia.ción  gravita.toria  como  funcion del factor de escala,  para n = -0.9, 

y para n = -0.3 con E = 0.1. La,s densicla.cles están  dadas en unichdes de pc.  

Figura 5: El  factor de escala  como  función del tiempo  para. 7 2  = -0.5 y E = 0.1, H, = 

40 km  por  megaparsec, f,, = lo-" al?o-', con orno = 0.1 (espa.cio  abierto) y con glno = 1 

(espacio  cerrado). Para, conlpa,ra,r  se  incluyen  los  correspondientes  modelos  de  polvo  no- 

interactivos  (lineas  segmentadas). 

Figura 6: El  factor  de  escala  como  función del tiempo pa,ra n = -0.5 y pasa n = -0.1 

con E = 0.1, H, = 40 km  por  megaparsec, f, = lo-'' aiio-', y o,, = 1. Para.  comparar 

se  incluye  el  correspondiente  modelo  de  polvo  no-interactivo. 
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