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Resumen

Los teoremas de fluctuacién y la igualdad de Jarzynski son relaciones
teoricas esenciales que gobiernan el comportamiento de sistemas fuera de
equilibrio, en los que las fluctuaciones estocésticas son de vital importancia.
Tales relaciones proporcionan informacion relevante respecto al intercambio
de energia entre el sistema y sus alrededores en condiciones de no-equllibrio.
Los teoremas de fluctuacion han sido derivados para las cantidades termodi-
namicas como, el trabajo, calor, potencia, y producciéon de entropia, para los
cuales los conceptos de la termodinamica estocastica son indispensables. El
objetivo del presente trabajo de tesis consiste en demostrar la validez de los
teoremas de fluctuacion para el trabajo y la produccion de entropia, tomando
como modelo paradigmatico, el de la particula browniana ligada a una tram-
pa armonica de potencial. Estudiamos también ambos teoremas cuando la
particula browniana atrapada en el potencial armoénico tiene carga eléctrica
y ademas se encuentra bajo la acciéon de un campo magnético constante y un
campo eléctrico dependiente del tiempo.






Capitulo 1

Introduccion

El proposito de la termodinamica clésica consiste en estudiar las propie-
dades de un sistema cuando es afectado por un intercambio de calor, trabajo
y materia con sus alrededores, siempre y cuando no se considere la compo-
sicidn microscopica de la materia. FEn este sentido la termodinamica clésica
es una ciencia fenomenologica cuyas leyes emanan del experimento sin to-
mar en cuenta la constitucién microscopica de la materia. En este contexto
fenomenologico las leyes de la termodinamica fueron establecidas, acepta-
das y aplicadas a diversos campos tanto de la ciencia como de la ingenieria.
En particular para un sistema macroscopico, la segunda ley de la termodi-
namica suministra los principios béasicos y las limitaciones para los cuales
las maquinas térmicas y refrigeradores pueden operar. También la segunda
ley establece un limite estricto en la cantidad de trabajo que se efectia so-
bre un sistema cuando, éste, inmerso en un bano térmico, es sacado de su
estado de equilibrio por un agente externo. El desarrollo de la termodiné-
mica a su vez dio origen a la mecanica estadistica de Maxwell, Boltzmann
y Gibbs quienes establecieron las bases microscopicas de las leyes de la ter-
modinamica. Por ejemplo, la mecanica estadistica de equilibrio nos dice que
cuando un sistema esta en contacto térmico con sus alrededores, la probabi-
lidad de encontrar a dicho sistema en cualquier microestado es proporcional
al factor de Boltzmann. La mecanica estadistica establece que conforme el
numero de constituyentes (particulas) del sistema aumenta, menores seran
las desviaciones (fluctuaciones) de su comportamiento promedio, por lo tan-
to para los sistemas macroscopicos las cantidades promedio deben coincidir
con los valores de las cantidades observables. Con los avances sorprendentes
de la tecnologia moderna y el desarrollo impresionante de las computadoras,



4 Introduccién

nos encontramos en una era donde el mundo microscopico es cada vez mas
accesible.

Hoy en dia con la nanotecnologia ya es posible atrapar, controlar y mani-
pular biomoléculas, particulas coloidales, realizar experimentos del transporte
molecular en canales i6nicos, controlar el doblamiento y desdoblamiento de
protefnas, construir microrobots con fines terapéuticos, etc. Para estos siste-
mas de tamano pequefio o0 microscopicos las fluctuaciones térmicas, juegan
un papel fundamental por lo que ya no es suficiente prestar atencién solo a las
cantidades promedio. Debido a esta situacion, surgen entonces las siguientes
preguntas: ;Hasta donde es posible extender las leyes de la termodinédmica
al estudio de los sistemas de tamano pequeno? ;Qué expresiones adoptan en
este caso las leyes de la termodinamica para dichos sistemas? El interés cre-
ciente del estudio de estos sistemas ha dado lugar a lo que hoy se conoce como
“Termodinamica de Sistemas Pequenos” también conocida como “Termodi-
namica estocastica” [1,2]. En las ultimas tres décadas se han podido revelar
importantes resultados teoricos exactos que gobiernan el comportamiento de
los sistemas alejados del equilibrio. Estos resultados son vélidos en general,
pero adquieren mayor relevancia en su aplicaciéon al estudio de los sistemas
pequenios (del orden de micras o nanometros) en los que las fluctuaciones
estocésticas son fundamentales, las cuales dan lugar a desviaciones significa-
tivas del comportamiento promedio del sistema. Nos referimos a los llamados
teoremas de fluctuacion (TF) [?] y la igualdad de Jarzynski (1J) [16}/18], como
relaciones importantes que suministran informacion relevante respeto al in-
tercambio de energia que se lleva a cabo entre un sistema con sus alrededores
bajo condiciones generales de no equilibrio [19).

De acuerdo con [40], podemos hacer los siguientes comentarios: el com-
portamiento de no-equilibrio de cualquier sistema pequeno depende esencial-
mente del protocolo usado para conducirlo fuera de su estado de equilibrio.
Por lo general el protocolo se define como la evoluciéon temporal de cierto
parametro de control, A(t), que se puede manipular externamente y por tan-
to su caracterizacion define el estado de no-equlibrio del sistema. Mediante
la repeticion de un mismo experimento muchisimas veces con el mismo pro-
tocolo A(t), se puede obtener por ejemplo, una distribucion de valores del
trabajo W, calor @), producciéon de entropia, etc, que caracteriza al protoco-
lo. El pardmetro de control puede ser un campo magnético externo aplicado
a un sistema magnético, la posicion de un piston que contiene un gas, la
posicion, una fuerza externa que actiia sobre una particula browniana ligada



a una trampa armonica, concentraciones de ATP en una reaccion molecular
acoplada a la hidrolisis, etc. La variacion temporal del parametro de control
)\(t), es un parametro sintonizable que nos indica el grado de irreversibilidad
del proceso de no-equilibrio. En este sentido vale la pena recordar la critica
que el fisico Loschmidt hizo en 1876 sobre el teorema H de Boltzmann [41].
Mediante su teoria cinética de los gases, Boltzmann demostr6 que su teore-
ma conduce a una disminucién de H con el tiempo, o lo que es equivalente a
un aumento de la entropia con el tiempo, es decir un incremento de la pro-
ducciéon de la entropia. Dicho resultado estd basado en la hipétesis del caos
molecular, lo que significa que las colisiones entre pares de particulas del gas
son totalmente independientes y ademés son elasticas, lo cual significa que
después de la colisién ambas particulas se mueven en direcciones opuestas con
la misma velocidad. Sin embargo, las ecuaciones que describen la dindmica
microscopica (ecuaciones de Newton y de Schrodinger), son invariantes bajo
inversion temporal, es decir, tales ecuaciones no cambian si cambiamos ¢ por
—t, en otras palabras son simétricas en el tiempo, esto es lo que se define
como reversibilidad microscopica.

Por otro lado, a nivel macroscopico podemos observar que cualquier proce-
so que ocurre en la direccion del tiempo hacia adelante, nunca ocurre en
direccion contraria en el tiempo, podemos mencionar por ejemplo, desde el
punto de vista termodinamico, la ley del incremento de la entropia para todo
sistema aislado define una flecha del tiempo en la naturaleza. La paradoja
de Loschmidt desde el punto de vista microscopico senala lo siguiente: “Si
un sistema que evoluciona en el tiempo conduce a una disminucion de H o
aumento de la produccion de entropia, entonces debe haber otro estado de
movimiento del sistema que se encuentra invirtiendo todas las velocidades,
en las que H debe aumentar o la produccion de entropia disminuir”. De forma
equivalente, dado que las leyes fundamentales son simétricas en el tiempo,
esto implica que cualquier proceso compatible con estas leyes, una version
inversa seria igualmente compatible con las misma leyes fundamentales, in-
cluso seria igualmente probable si se eligiera el estado inicial del sistema al
azar en el espacio fase de todos los estados posibles del sistema.

Las relaciones de fluctuaciéon parten de la hipotesis acerca de la validez de
la reversibilidad microscopica, es decir, las ecuaciones que describen la dina-
mica microscopica, ecuaciones de Newton y de Schrodinger, son invariantes
bajo inversion temporal. En los sistemas en equilibrio e invariantes bajo in-
version temporal, no hay calor neto transferido del sistema al bano térmico
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(pues ambos estéan a la misma temperatura). Luego entonces, la probabili-
dad de absorber una cantidad de calor P(Q) debe ser igual a la probabilidad
P(—Q) de cederla al bafio y por consiguiente P(Q)/P(—Q) = 1. Es obvio
pensar que en una situaciéon de no-equilibrio dicha fraccion es diferente de
uno. Por otro lado, si las leyes microscopicas de la mecénica son invarian-
tes bajo la inversién temporal, deberia ser posible que existieran evoluciones
temporales de entropia decrecientes que pudieran violar la segunda ley de
la termodinamica. Los teoremas de fluctuacion muestran como la irreversi-
bilidad macroscopica surge de las ecuaciones microscopicas del movimiento
reversibles bajo inversion temporal. Las trayectorias inversas ocurren pero
con menor probabilidad a medida que se incrementa el tamano del sistema
y son consistentes con la sequnda ley de la termodindmica. Una particula
browniana ligada a una trampa armoénica de potencial es uno de los siste-
mas fuera de equilibrio que ha sido utilizado para verificar la validez de los
teoremas de fluctuaciéon. En los teoremas de fluctuacion se pretende obtener
una medida de la irreversibilidad de un sistema estocastico. Esto se realiza
al comparar la probabilidad de observar una trayectoria hacia adelante con-
forme el protocolo actia también hacia adelante, durante un tiempo 7, con
la probabilidad de observar la trayectoria hacia atras (trayectoria inversa),
conforme el protocolo experimenta una inversion temporal en el mismo tiem-
po 7. Por inversiéon temporal se entiende como la operacion que realiza un
operador de inversién temporal T sobre las variables dinamicas del sistema
y sobre las funciones de distribucion de probabilidad. Especificamente, para
la posicion z, momento lineal p, y el protocolo A(t), se tiene que Tz = z,
Tp=—p, y TA =\ Asi que

e Trayectoria inversa. Dada un trayectoria X () que corre en un intervalo
de tiempo t = 0 a t = 7. Se define como la trayectoria reversible X (¢) tal que
X(t) = TX(r —t). Por ejemplo para la posicion se tiene que Z(t) = (7 — t)
y para el momento p = —p(7 — t).

e Inversion del protocolo. El protocolo A(t) se comporta de manera similar
como la posicion, de tal manera el protocolo inverso se define como A(t) =
AT —t).

e Probabilidad inversa. Definimos la probabilidad de observar una trayec-
toria X con el protocolo hacia adelante como Prp[X] y Ap respectivamente.
La probabilidad de la trayectoria inversa como Pr[X] con el protocolo in-
verso tal que Ar(t) = Ap(7 —t) (el cual es equivalente a A" = A\ ). La
probabilidad de observar una trayectoria hacia adelante dada X, Pr[X] se
puede escribir como el producto de dos probabilidades, una corresponde a la



probabilidad condicional de la trayectoria dado su punto de partida, es decir
Prp[X(7)|X(0)]; v la otra es la probabilidad del estado inicial P;(0), luego
entonces la probabilidad de observar la trayectoria hacia adelante esta dada
por Pp[X] = P;(0)Pr[X ()X (0)].

De acuerdo con la termodindmica clasica, cuando una fuerza externa
(agente o parametro de control externo) acttia sobre un sistema para sa-
carlo de su estado de equilibrio, el trabajo W realizado por dicha fuerza,
de acuerdo con la segunda ley de la termodinamica, satisface la desigualdad
W > AF, donde AF es la diferencia de energia libre de Helmholtz entre dos
estados de equilibrio. Si dicho proceso se realiza cuasiestaticamente, entonces
el sistema pasa por una sucesion de estados de equilibrio y por lo tanto, el
trabajo hecho sobre el sistema es reversible e igual a W, = AF. De manera
que el trabajo irreversible es mayor que el trabajo reversible y la diferencia
Wy =W —AF es entonces la cantidad neta de calor (calor no compensado de
Clausius) o trabajo disipativo que se transfiere del sistema a sus alrededores
(bafio térmico), debido a los procesos disipativos que se generan en el propio
sistema. Sin embargo, en sistemas pequenos es muy dificil tener un protocolo
experimental que pueda transferir al sistema de un estado de equilibrio a
otro mediante una trayectoria reversible (debido a las fluctuaciones térmi-
cas inherentes en el sistema), sino méas bien esto se pueda lograr mediante
“trayectorias” irreversibles, pero el valor promedio de la distribuciéon de los
valores de trabajos realizados en cada proceso irreversible con el mismo pro-
tocolo, debe ser consistente con la segunda ley de la termodinamica, es decir
(W) > AF. La desigualdad tiene entonces una interpretacion estadistica, sin
embargo uno podria observar ocasionalmente realizaciones para los cuales
W < AF, es decir, violaciones a la segunda ley. En otras palabras, dichos
eventos representan fluctuaciones en el trabajo y aseguran que las ecuaciones
microscopicas del movimiento son invariantes bajo inversiéon temporal.

En 1997 C. Jarzynski encontré un resultado para procesos irreversibles arbi-
trarios dado por (e #W) = ¢ P2F donde 3 = 1/k,T y (...) es el promedio
sobre un namero infinito de trayectorias (realizaciones de los procesos irre-
versibles), k, es la constante de Boltzmann y T la temperatura del bafio. Es
evidente que para procesos reversibles W = AF. La igualdad de Jarzynski
permite determinar energias libres entre dos estados de equilibrio mediante
la mediciéon del trabajo realizado en procesos irreversibles de acuerdo con el
protocolo A(t). En el estado inicial el sistema se prepara en equilibrio, sin
embargo, el estado final no tiene que estar necesariamente en equilibrio, (ya
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que el sistema podria no tener una temperatura bien definida conforme es
conducida fuera de equilibrio), pero el sistema alcanzara dicho estado si se
espera el tiempo suficiente. La primera prueba experimental de la igualdad de
Jayzynski se produjo en 2002 por C. Bustamante y colegas, quienes pudieron
medir el trabajo realizado sobre una pequena horquilla de ARN estirando
repetidamente la molécula mediante una pinza oéptica [42]. Cabe mencionar
que la validez universal de la igualdad de Jarzynski ha sido cuestionada en
algunos trabajos reportados en la literatura [44,45|, y aclarado algunas con-
troversias en relacion a los conceptos involucrados en dicha igualdad |22,23).

Un ano después de la publicacion del trabajo de Jarzynski, G. Crooks [8]
de la Universidad de Berkeley California publicé un trabajo cuyo titulo en
inglés es: “Nonequilibrium Measuements of Free Enerqy Differences for Mi-
croscopically Reversible Markovian Systems”, en el que demuestra un teore-
ma més general que la igualdad de Jarzynski. Sin embargo, en 2009 en su
trabajo titulado “Entropy production fluctuation theorem and the nonequi-
librium work relation for free energy differences” [9], Crooks demuestra la
siguiente relacion de simetria para el trabajo irreversible: Pp(W)/Pr(—W) =
exp (W — AF), donde Pp(W) representa la probabilidad de observar el tra-
bajo a lo largo de una trayectoria estocéstica hacia adelante, comenzando
desde un estado inicial de equilibrio con el protocolo A(0) = A, hasta un es-
tado final de equilibrio A\(7) = B, en un intervalo de tiempo [0, 7|; Pr(—W) es
la probabilidad de observar el trabajo a lo largo de la trayectoria estocastica
inversa, comenzando desde el estado de equilibrio B regresando al estado de
equilibrio A, mediante el protocolo inverso definido por Ag(t) = Ap(7—t). De
dicha relacion de simetria la igualdad de Jarzynski se obtiene de forma inme-
diata. Con los trabajos pioneros de Jayzynski y Crooks, comenzaron a surgir
otros estudios sobre teoremas de fluctuacion de otras cantidades termodiné-
micas como la produccién de entropia, calor, potencia, etc. En particular es
importante destacar que la relacion de fluctuacion de Crooks (RFC) fue ex-
tendida para la produccién de entropia por U. Seifert en su trabajo titulado
Entropy production along a stochastic trajectory and an Integral fluctuation
theorem [2]. En los afios posteriores a los trabajos de Jarzynski y Crooks,
han surgido un nimero muy importante de trabajos tedricos [2]- [39] v expe-
rimentales [42]- [49] que dan un sustento solido a los diferentes aspectos de
los teoremas de fluctuacion, los cuales continuan siendo temas de interés en
la comunidad cientifica. Se ha demostrado que los teoremas de fluctuacion
y la igualdad de Jarzynski son validos para proceso fuera de equilibrio mar-



kovianos [2]- [30], y hasta hace relativamente poco tiempo dichos conceptos
fueron extendidos a sistemas no-markovianos [31]- [37].

Nuestro objetivo en esta tesis consiste en estudiar y verificar la validez de
la RFC y la igualdad de Jarzynski para el caso de una particula browniana
ligada a una trampa armonica, mediante dos situaciones fisicas distintas para
el parametro de control A(¢). (i) La primera consiste en mostrar la validez
del teorema de Crooks para el oscilador armoénico browniano cuyo minimo o
centro de la trampa armonica es arrastrado con velocidad arbitraria en un
intervalo de tiempo [0, 7]. (ii) La segunda consiste en un cambio espontaneo
de la contante de rigidez de dicho potencial, es decir en t = 0, la rigidez
cambia de kg a k1. En ambos casos se demuestra la validez de las relaciones
de fluctuacion para el trabajo y produccion de entropia. En el caso de la fluc-
tuacion de trabajo mostramos de manera inmediata la igualdad de Jarzynski.
Posteriormente estudiamos la validez de la relaciéon de fluctuacion de Crooks
para una particula browniana con carga eléctrica en una trampa armoénica
bajo la accion de campos eléctrico y magnético cruzados, considerando que el
campo magnético es un vector constante que apunta en la direccion z del sis-
tema cartesiano de coordenadas y el campo eléctrico externo como un vector
dependiente del tiempo y perpendicular al campo magnético aplicado [25]-
[30]. En este caso demostramos la validez de la relacion de Crooks para el
trabajo cuando el minimo de potencial es arrastrado con velocidad arbitraria
por la fuerza eléctrica externa dependiente del tiempo. Después verificamos
la relacion de Crooks y la igualdad de Jarzynski, asi como la validez de la
relacion de fluctuacion de la entropia integral cuando la rigidez del potencial
sufre un cambio instantaneo a t = 0. Esta tltima parte representa un trabajo
original de nuestra tesis, ya que hasta donde sabemos, el estudio se ha llevado
a cabo para el oscilador arménico, sin la presencia del campo magnético [18|.
En todo nuestro estudio consideramos el movimiento browniano como un
proceso estocéastico markoviano.

El contenido de nuestro trabajo de tesis consiste de cinco Capitulos. En el
Capitulo 2 se presenta a manera de introduccién un breve repaso sobre movi-
miento browniano. En el Capitulo 3, nos enfocamos al estudio de la igualdad
de Jarzynski y la RFC. Para ello, es necesario introducir algunos conceptos
béasicos de la termodindmica estocastica, como son, el calor, trabajo y energia
interna a lo largo de una trayectoria estocastica que describe una particula
browniana, a la manera de K. Sekimoto [1]. Estudiamos los conceptos bésicos
de la igualdad de Jarzynski tomando como ejemplo, el plegamiento y desple-
gamiento de una molécula de ADN. Se demuestra de manera didactica el
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teorema de Crooks y se muestra de manera simple como se obtiene la igual-
dad de Jarzynski de la relacion. En el Capitulo 4, estudiamos la validez de la
relacion de fluctuacion de Crooks tomado como ejemplo el de una particula
browniana en una trampa armoénica cuyo centro, localizado en el origen de
coordenadas a t = 0, es arrastrado con velocidad arbitraria en un intervalo de
tiempo [0, 7]. Se demuestra la validez de la relacion de fluctuacion de Crooks
para el trabajo y la produccion total de entropia. En seguida se demuestra la
validez de la RFC para el caso en el que la rigidez del potencial experimenta
un cambio instantaneo a t = 0. En este ejemplo, se demuestra la RFC para
el trabajo, la igualdad de Jarzynski y la relacién de fluctuacion integral para
el cambio de la producciéon de entropia. En el Capitulo 5, se estudia la RFC
para el trabajo de una particula browniana con carga eléctrica en presencia
de campos eléctrico y magnético cruzados. En este caso también el minimo
del potencial es arrastrado con velocidad arbitraria. En la altima seccion de
este Capitulo, consideramos un cambio instantaneo de la rigidez del poten-
cial y demostramos la validez de las mismas cantidades estudiadas para la
particula en ausencia del campo magnético. Esta tltima seccion representa
la contribucién original de nuestro trabajo de tesis.



Capitulo 2

Movimiento browniano

El movimiento browniano (MB) es el paradigma de todo proceso fuera
de equilibrio en el que las fluctuaciones estocasticas juegan un papel rele-
vante. El MB consiste en un movimiento irregular y continuo que realizan
particulas pequenas (del orden de micras o nanométricas) inmersas en un
fluido, sea éste un liquido, gas, plasma, etc. Recibe dicho nombre en honor
al bidlogo y botéanico escosés Robert Brown [50] quien realiz6 las primeras
investigaciones experimentales sobre este fen6meno sin poder dar una expli-
cacion cuantitativa acerca de las causas de dicho movimiento. En manos del
cientifico aleman Albert Einstein estuvo la respuesta, puesto que en 1905
propuso un método de solucién basado en la ecuacion de difusion para la
densidad de probabilidad P(z,t), donde x es la posicion y t el tiempo. El
célebre articulo de Einstein esta publicado en los Annalen der physik titu-
lado: Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Warme geforderte
Bewegung von in ruhenden Flussigkeiten suspendierten Teilchen [52]. En su
trabajo Einstein relacioné las predicciones propuestas por las leyes de la ter-
modinamica con la teorfa cinéticall Tres afios mas tarde el fisico francés
Paul Langevin [54] propone otro método distinto pero mucho mas simple
que los dos anteriores, basado en la segunda ley de Newton. Langevin obtuvo
el mismo resultado de Einstein para el desplazamiento cuadrético promedio
el cual fue corroborado experimentalmente por el quimico fisico francés Jean
Perrin y colaboradores [56]. En la Fig. se muestran los resultados experi-
mentales de las trayectorias de tres particulas brownianas. Se puede observar
claramente una trayectoria en forma de zigzag de cada una.

LAl afio siguiente el fisico y matemético polaco Marian von Smoluchowski resuelve el
problema de manera independiente, mediante el método del caminante al azar.

11
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Figura 2.1: Representacion de la trayectoria que siguen tres particulas coloidales de
radio 0.53 pum vistas bajo el microscopio. Las posiciones sucesivas cada 30 segundos,
se unen mediante segmentos de linea recta dando la apariencia de una trayectoria
en forma de zigzag [56].

En este capitulo daremos una descripcion breve del MB y la metodologia
para obtener la ecuacion de Fokker-Planck para la densidad de probabili-
dad condicional correspondiente. Esto es con el propésito de contar con las
herramientas bésicas y necesarias para nuestro estudio de las relaciones de
fluctuacion.

2.1. Ecuacion de Langevin

Podemos obtener toda la informacion estadistica del MB a través de la
solucion de la ecuacion de Langevin dada por

U= —yv+ %f(t) (2.1)

donde v = a/m es el coeficiente de friccion por unidad de masa y £(t) el
término de ruido que satisface las propiedades estadisticas de un ruido blanco
gaussiano tal que

(€)= 0, (E(BE)) =2q6(t = 1), (2.2)

donde ¢, es la intensidad del ruido. La solucién de esta ecuaciéon con la con-
dicion inicial v(0) = vy esta dada por

I :
v(t) = voe "+ — / e et at (2.3)
m Jo



2.1 Ecuacién de Langevin 13

El primer término del lado derecho expresa el decaimiento exponencial de
v impuesto por la friccion, mientras que el segundo término predice como
es la velocidad producida por el ruido térmico. Dada la expresién anterior
podemos calcular la funcion de correlacion de la velocidad a dos tiempos,
suponiendo que (vp€(t)) = 0, en este caso

2 h t2 / /
V(11 = —(t 1 e . .
(ot )o(ts)) = vge 10 4 = / / TR ) § (8 — ) dt
m=Jo Jo

Evaluando esta doble integral, ya sea para t; > t, o to > t;, obtenemos
entonces |57]

(0(t)v(t)) = vp2e 1 F) 4 q2 (eh—tal _ g=r(trtt2)), (2.4)

m=ry
Podemos hacer un anélisis para tiempos largos tales que vt; > 1y vto > 1,
en este caso podemos mostrar que la funcién de correlaciéon no depende de la
velocidad inicial sino inicamente de la diferencia de tiempo ¢, — o, es decir

(wlt)olt) = ogme (2.5)
Este resultado muestra que la velocidad es un proceso estocastico estaciona-
rio. Si consideramos que t = t; = ¢, vemos que (v%(t))y = q¢/m?*y = q/ma.
Pero por ser estacionario también cumple que (v(t1)v(t2)) st = (v(0)v(ta—t1)),
y como t; = ty entonces (v?(0)) = (v3(t))ss = q/ma. De acuerdo con la
solucion (2.3) vemos que (v(t)) = wvoe ', asi que en el estado estacionario
(v)s = 0,y por tanto la densidad de probabilidad para la velocidad es precisa-
mente la distribucion gaussiana dada por Py (v) = \/7v/mq exp(—v?/q). Por
otro lado, en el estado estacionario las particulas brownianas estan en equili-
brio térmico con el bafio y como consecuencia se cumple el principio de equi-
particion de la energfa cinética, esto significa que (E) = sm (v*(t)) = 1k, T
y por tanto
q=ak,T, (2.6)

que se conoce como la relacion de fluctuacion-disipacion. Esta relacion ex-
presa que en el estado estacionario de equilibrio existe un balance entre la
fuerza estocéastica y la fuerza de friccion dando como resultado el movimien-
to permanente de las particulas brownianas suspendidas en el fluido. Debi-
do ahora al valor de ¢ la densidad de probabilidad estacionaria resulta ser

Py (v) = /m/27k,T exp(—mv?/2k,T), que corresponde precisamente a la
distribucién de equilibrio de Maxwell, tal como era de esperarse.
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2.2. Desplazamiento cuadratico promedio

El resultado del desplazamiento cuadrético promedio (DCP) obtenido
por Einstein en 1905 y posteriormente por Langevin en 1908, esta dado por
(2%(t)) = 2Dt, donde D = k,T/6mna, es el coeficiente de difusion de Eins-
tein, siendo 7 la viscosidad del fluido y a el radio de la particula browniana
(considerada como una esfera). Dicha expresion del DCP también se pue-
de obtener usando la funcién de correlacion de la velocidad obtenida en la
seccion anterior. Puesto que dxr = vdt entonces

(x — z0)?) = /O /0 (w(t )0 (k) dbs. (2.7)

Sustituyendo la Ec. (2.4) y después de realizar el algebra correspondiente
obtenemos

(= 20)*) = (”3 q ) N T

B m2y 2 m2+2 B m2+3

Si la condicién inicial de la velocidad esta distribuida, entonces su densidad
de probabilidad es la misma que la distribuciéon de equilibrio de Maxwell, de
tal manera que (v2) = q/m?y, y como consecuencia el primer término de la

Ec. (2.8)) se debe anular dando como resultado

2q 2q
2

(. — 20)%) = (1—e ). (2.9)

m2y m2~3
Este resultado nos permite hacer un anélisis de tiempos cortos y tiempos
largos, comparados con el tiempo de relajacion 7. = 1/y = m/a. En el
primer caso ((x — x9)?) = (¢/m*y)t* = (K,T/m)t?, mientras que en el se-
gundo, se reduce a ((z — x9)?) = (2¢/m*y*)t* = (2K,T/a)t, puesto que
D = k,T/a = k,T/6mna, es el coeficiente de difusion de Einstein. La de-
pendencia cuadrética en el tiempo significa un comportamiento de particula
libre o régimen balistico, es decir, en este régimen de tiempo la particula ain
no siente la presencia del fluido en la que esta inmersa. La dependencia lineal
significa un comportamiento difusivo, esto es, en dicho régimen de tiempo la
particula browniana ya esta en contacto con el fluido a través de las constan-
tes colisiones con las moléculas de dicho fluido. Como podemos constatar, el
DCP obtenido por Einstein y Langevin fueron obtenidos precisamente en el
régimen difusivo. El DCP de Einstein y Langevin también se puede obtener
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directamente de la Ec. (2.1, cuando la magnitud de la fuerza de friccion es
dominante respecto la fuerza inercial. En este caso la Ec. (2.1]) se reduce a
& = (1/a)&(t), de tal manera que el DCP es ahora

2q t t
<($ —5E0)2> = —2/ / 5(t1 —tz) dtldtg
a” Jo Jo
24y _opy, (2.10)

que es precisamente el resultado de Finstein y Langevin. A esta aproximacion
se le conoce como régimen sobreamortiguado y es equivalente al régimen
difusivo.

2.3. Ecuaciones diferenciales estocasticas y la
ecuacion de Fokker-Planck

Existe en la literatura una formulaciéon mas general de los procesos es-
tocasticos aplicados a varios de los sistemas fisicos, quimicos y biolégicos y
otros méas. De esta formulaciéon general, el MB es s6lo un caso particular. El
estudio, de los circuitos eléctricos, la dindmica de poblacion, el estudio de
reacciones quimicas, dindmica de sistemas laser, dindmica de crecimiento de
bacterias, etc. son so6lo unos ejemplos de tantos otros fenémenos que pueden
ser descritos mediante ecuaciones diferenciales estocéasticas o ecuaciones de
Fokker-Planck para la densidad de probabilidad, o bien mediante ecuaciones
maestras. En esta seccion, y sin entrar en los detalles algebraicos, se mos-
trara el procedimiento de como obtener la ecuacion de Fokker-Planck (EFP)
para la densidad de probabilidad condicional DPC, a partir de una ecuacion
diferencial estocéstica para una variable estocastica. En seguida, el mismo
estudio se realizara para el caso de sistemas multivariables.

2.3.1. Caso de una variable

Consideremos una ecuacion diferencial estocastica para una variable y(t)
lo més general posible de la forma

% — A(y. ) + By, DE(), (2.11)
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donde A(y, t) se conoce como término de arrastre, B(y, t)£(t), el término difu-
sivo y £(t) el término estocastico o simplemente ruido. Si B(y,t) es constante
se dice que el ruido &(t) es aditivo, mientras que si, B(y,t) no es constante,
entonces se dice que el ruido es multiplicativo. En principio, las propiedades
estadisticas del proceso estocastico , se pueden obtener si se conocen
las propiedades estadisticas del ruido £(¢), que en esta tesis supondremos
satisface las propiedades de un ruido blanco Gaussiano (RBG), es decir

€@) =0, (2.12)
(@) = 2xo(t—1), (2.13)

donde X es la intensidad del ruido. En este caso se dice que el proceso esto-
castico y(t) es Markoviano debido a que la funcién de correlacion es
una delta de Dirac, esto significa que para t # t' la funcion de correlacion
(€(t)E(t)) = 0, lo cual quiere decir que el ruido no tiene memoria y, por
lo tanto es un proceso estocastico Gaussiano y Markoviano. Sin entrar en
los detalles matematicos, en esta tesis daremos la receta de como obtener la
ecuacion de Fokker-Planck (EFP) para la densidad de probabilidad condicio-
nal P(y,t|yo), a partir de la ecuacion estocéstica (2.11]). Los procedimientos
algebraicos se pueden verificar en cualquier libro estdndar de procesos esto-
césticos aplicados a la fisica, por ejemplo en |57]. Para el caso de una variable
la EFP esta dada por

OP(y,tlyo) O

102

sujeta a la condicion inicial

P(y,0ly0) = 6(y — o) (2.15)

Los términos aV(y,t) y a®(y,t) se conocen también como derivada de los
momentos o momentos de brinco, los cuales estan dados por

aV(y,t) = A(y,t)—l—DB(y,t)%z’t), (2.16)

a®(y,t) = 2DB*(y,t). (2.17)

La solucion de la Ec. (2.14]) sujeta a la condicion inicial (2.15]) se conoce como
solucion fundamental de la EFP. Por otra parte, también la EFP se puede
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escribir para la densidad de probabilidad W (y,t) con una distribucion inicial
W (yo, to) distinta de la funcion delta mediante la definicion

Wiy,t) = /P(y,t|yo,t0)W(yo,to)dyo. (2.18)

De esta manera, si se multiplica a la Ec. (2.14) por W (yg) y se integra respecto
a Yo se obtiene la EFP para W (y,t), es decir

aW§f7t> - _a%[a(”(y,t)w(y,t)] + %aa_zﬂ[a@’(y,t)w(%t)]- (2.19)

2.3.2. El caso multivariable

En este caso consideramos el vector de N variables estocasticas definido

pory = (yi,...,Y,), de tal manera que la ecuacion de Langevin multivariable
serd ahora

dy;

o = A1)+ By(y, 1)&(2), (2.20)

donde A; son las componentes de un vector A(y,t), y B;; los elementos de
la matriz B(y,t), y &;(t) las componentes de un ruido vectorial £(¢) cuyas
propiedades estadisticas son las de un ruido blanco Gaussiano tal que:

(&) = 0
EGMEE) = 2x8;0(t —1). (2.21)

Se puede demostrar que la EFP correspondiente para la densidad de proba-
bilidad condicional P(y,t|yo) en este caso se puede escribir como

ot - ; 9 i[ai (v, t)P(y, tlyo)]
1L 92
5 ®
i 2 ; ayzay] [a” <y’ t)P<y’ t|yo)]a (222)

sujeta a la condicion inicial

P(Y: 0|Y0) = 6(y - YO)7 (223)
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de tal manera que los coeficientes

aBjk’(y7 t)
8xj ’

o) (y,t) = 2DBu(y,t)Bis(y,t). (2.25)

)

aV(y,t) = Ay.t)+ DBj(y,t) (2.24)

Una vez calculados estos coeficientes, es posible construir la EFP tal como
lo requiere la Ec. . De forma anéloga como en el caso de una variable,
también es posible escribir la EFP para la densidad de probabilidad conjunta
W(y,t), donde

Wly.t) = / - / P(y. tlyo)W (v, to) dyo. (2.26)



Capitulo 3

Termodinamica estocastica

En la literatura se han propuesto dos enfoques tedricos para describir el
comportamiento fuera de equilibrio de los sistemas pequenos utilizando los
conceptos convencionales de la termodinamica, como son el trabajo, el calor,
la energia interna y la entropia. Uno es el propuesto por T. Hill [58], y el
otro es el enfoque propuesto por K. Sekimoto [1], el cual se basa en aplicar
dichos conceptos termodindmicos a lo largo de una trayectoria estocastica que
describe una particula browniana inmersa en un bano de temperatura. Para
los propoésitos de esta tesis usaremos la propuesta de Sekimoto y para ello
es necesario introducir las definiciones del calor y trabajo que una particula
browniana puede intercambiar con sus alrededores (bano térmico), a lo largo
de su trayectoria estocastica. A partir de dichas definiciones mostraremos
como se obtiene la ecuacion de balance de energia (tipo primera ley de la
termodinamica) tanto en el régimen subamortiguado como en el amortiguado
de la ecuacién de Langevin. Estos y otros conceptos de la termodinamica
estocéstica el lector interesado lo puede encontrar en el libro de K. Sekimoto
titulado Stochastic Energetics [1].

3.1. Energética Estocastica

3.1.1. Conceptos de calor, trabajo y balance de energia
a escala mesoscopica

De manera similar a como se formula el principio de conservaciéon o balan-
ce de energia para un sistema termodindmico macroscopico que intercambia

19
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calor y trabajo con sus alrededores, K. Sekimoto [1|, fue capaz de formular
el principio de conservacion o balance de energia mediante el intercambio
de calor y trabajo a lo largo de una trayectoria estocastica descrita por la
dindmica de Langevin. En este sentido el interés consiste en conocer cuan-
ta energia un sistema (la particula browniana) puede intercambiar con sus
alrededores (bafio térmico o reservorio de calor), a lo largo de una trayec-
toria estocastica. Desde luego, es natural preguntarse si el intercambio de
energia es o no la misma en cada realizaciéon. Para poder responder a estas
preguntas, se debe recurrir a la dinamica de Langevin y no a la ecuacion de
Fokker-Planck, va que esta ultima trata con un ensamble de trayectorias, en
vez de una trayectoria individual. Asi que nuestro estudio estara enfocado en
las ecuaciones de Langevin para la PB, en los dos casos siguientes

% = —a% - W +£(1), Ccll—jf = %, (subamortiguado)(3.1)
d V
0 = —ad—f — # +£(1), (sobreamortiguado), (3.2)

donde V(x,a) es la energia potencial y a un parametro externo que en ge-
neral depende del tiempo. La energética estocastica descrita por la ecuacion
de Langevin, requiere de tres ingredientes principales: un sistema (PB), un
bafio térmico y un agente externo. A lo largo de una realizacién del proceso
estocéstico, el intercambio de energia se lleva a cabo entre estas tres compo-
nentes. El calor se define como el intercambio de energia entre el sistema y el
bano térmico y el balance de energia se deriva para cada realizacion. Una vez
obtenida la energética de cada realizacion, la energética de las propiedades
del ensamble del conjunto de trayectorias se obtienen de manera inmedia-
ta. Las ecuaciones de Langevin anteriores involucran los tres ingredientes,
sistema, bano térmico y agente o sistema externo; estos términos tienen un
paralelismo con la termodindmica expuesta en las secciones anteriores.

Sistema. Es una parte del universo cuyo estado esta caracterizado por las
variables x y p, de manera tal que la evoluciéon de dicho estado lo describen
las ecs. (3.1]) y (5.3)). Los conceptos de energia potencial y cinética pertenecen
al sistema.

Bano térmico o reservorio de calor. Representa los alrededores en
la que esté inmerso el sistema (PB). El bafio térmico esta caracterizado por
un so6lo parametro, la temperatura 7'. Las leyes de conservacion de la energia
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total, masa y momento, no tienen efecto sobre el estado del reservorio térmico.
La interaccion entre el bano térmico y el sistema esta caracterizada por el
coeficiente de friccion « y la temperatura 7. La intensidad del ruido térmico
&(t), esta caracterizada por ambos parametros.

Sistema o agente externo. Es un agente externo capaz de controlar al
sistema a través del parametro a de la energia potencial V(x,a). El término
externo, significa que la evolucion del parametro a es independiente de las
Ecs. y (5.3).

En términos de escalas de tiempo, estos tres ingredientes, representan la
escala intermedia representada por el sistema, la escala microscopica por el
bano térmico y, la escala macroscopica por el sistema externo.

Ley de accion y reaccion. La velocidad de una PB, conforme avanza
en su trayectoria estocastica, depende de un desbalance en el ntimero de
colisiones que recibe de las moléculas del fluido (bafio térmico), por ejemplo,
si se mueve hacia adelante, recibird méas colisiones hacia adelante que hacia
atras. La transferencia total por unidad de tiempo (fuerza), se debe a la fuerza
de amortiguamiento (fuerza de friccion) y la fuerza estocastica o fluctuante.
Si suponemos que se cumple la ley de accidén y reaccién entre la PB y sus
alrededores, entonces cuando los alrededores ejercen una fuerza —adz/dt +
&(t) sobre la particula, la particula a su vez ejercera una fuerza de reacciéon
—(—adz/dt + £(t)) sobre sus alrededores.

Concepto de calor. Si dx(t) representa un cambio diferencial de la tra-
yectoria en el intervalo dt, entonces el trabajo que realiza la PB sobre sus al-
rededores seré el producto de esta variacion dx(t) por la fuerza —(—adx/dt +
£(t))dz(t). El trabajo puede ser positivo o negativo. Cuando es positivo re-
presenta una pérdida de energia del sistema y, (—adz/dt + £(t))dz(t) es la
energia transferida de los alrededores a la PB. Esta transferencia de energia se
define como calor. Aunque el movimiento de las moléculas del bano térmico
no estan representadas explicitamente en la ecuaciéon de Langevin, la ley de
accion y reaccion nos permite identificar cuanta energia ha sido transferida
al reservorio térmico.

De forma similar como en la termodindmica macroscopica, asignamos el
signo positivo cuando el sistema recibe energia de sus alrededores, por ejem-
plo cuando los alrededores realizan una cierta cantidad positiva de trabajo
sobre el sistema, éste recibe una cierta cantidad de calor d'QQ > 0, dada por

d'Q = (—adz/dt + £(t))dx(t). (3.3)



22 Termodinamica estocastica

Si se toman en cuenta los efectos de inercia, d'Q = (—ap/m + &(t))dxz(t).
También adoptaremos los mismos signos cuando el agente externo realice
trabajo sobre el sistema. El simbolo d’ concierne a procesos que representan
un cambio infinitesimal dt, pero no es un diferencial exacto. Lo mismo sera
para el trabajo W.

Balance de energia con inercia. De acuerdo con las Ecs. v ,
podemos ver que d'Q) = (dp/dt+ 0V /0x)dx(t). Sin embargo, también usamos
las siguientes identidades que provienen de las energias cinética y potencial,
es decir,

pn dx(t) = pn Edt =d %dx(t) =dV(z(t),a) —%da. (3.4)

dp dp p p? oV oV
2m )’

Sustituyendo estas expresiones en la tultima expresion de d'Q), se tiene que

2
P o oV

Si ahora identificamos a la energia total £ como

p2
p= .
o +V(z,a), (3.6)

y el trabajo hecho por el agente externo sobre el sistema como

, ov

entonces

dE = d'Q+ d'W. (3.8)

Esta es la ecuacion de balance de la energia concerniente al sistema tal
como se muestra en la Figl3.1] Como podemos observar, es analoga a la
primera ley de la termodinamica y, ambas han sido formuladas tomando en
cuenta el principio de conservacion de la energia. Es importante remarcar que
la Ec. se cumple a lo largo de cada realizacion o trayectoria estocastica
de la PB.

Balance de energia sin inercia. En este caso consideramos la ecuacion
de Langevin (5.3]) para obtener ahora

dV(z,a) =d'Q + g—‘gda, (3.9)
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Sistema
externo

Ambiente
termodinamicel

Figura 3.1: [lustracion esquematica del balance de energia.

de manera que entonces la ecuacién de balance seré
AV =d'Q + d'W. (3.10)

Con estos resultados Sekimoto muestra que, de acuerdo con los conceptos
derivados de la termodindmica clasica, el principio de conservacion de la
energia tipo primera ley también se cumple a nivel mesoscopico a lo largo de
una trayectoria estocastica que describe una PB inmersa en un bano térmico.
Las asignaciones hechas para la energia total E, d'Q) y d'W son consistentes
con la mecéanica y la definicién usual del trabajo.

3.2. Relaciones de fluctuacion

3.2.1. Igualdad de Jarzynski

Cuando un sistema macroscopico se encuentra en contacto con un ba-
no térmico, la segunda Ley de la termodinamica establece una desigualdad
entre la cantidad de trabajo realizado sobre el sistema y el cambio en la ener-
gia libre. En el caso de un sistema microscopico estos resultados requieren un
tratamiento estadistico debido a que las fluctuaciones térmicas influyen consi-
derablemente en su comportamiento. En este caso se obtiene una distribucion
estadistica de los valores de trabajo que nos proporciona mayor informacion
que la obtenida por medio de argumentos termodindmicos tradicionales. Se
ha encontrado que las fluctuaciones satisfacen una gran cantidad de relacio-
nes aun fuera del equilibrio; en particular la relacién entre la diferencia de
energia libre y las fluctuaciones en el trabajo realizado sobre el sistema du-
rante el proceso.
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Para verificar lo anterior, a continuacion se presentan dos relaciones de
fluctuacion, la igualdad de Jarsynski (IJ) y el teorema de Crooks (TC), que
fueron establecidos para el trabajo termodindmico fuera de equilibrio. No
obstante el teorema de Crooks abarca otras cantidades termodinémicas, en-
tre ellas el calor, potencia y la producciéon de entropia. En esta tesis nos
enfocamos en el trabajo y producciéon de entropia.

En esencia, la igualdad de Jarzynski permite determinar la energia li-
bre entre dos estados de equilibrio a través de valores medidos del trabajo
realizado sobre una trayectoria irreversible, A(¢) : ¢t; — ¢

(W) = e PAF,

donde 8 = 1/k,T, W es el trabajo irreversible y AF es la diferencia de ener-
gia libre entre dos estados de equilibrio 7 y f. El promedio, del lado izquierdo,
es el que se realiza sobre un ntimero infinito de realizaciones del experimento
fuera del equilibrio y siempre bajo el mismo protocolo A(t).

Para poder entender el significado fisico de la IJ haremos un breve respaso
sobre termodindmica clasica de procesos irreversibles a través de un sistema
termodindmico que consiste en una banda elastica para luego llevar estos
conceptos a los sistemas pequenos. Tomamos como sistema pequeno a una

hebra de ARN.

3.2.2. Experimento de una banda elastica

Uno de los extremos de una banda de goma esta atada a una pared fija y
el otro se ata a un resorte ideal, como se muestra en la Iigura donde z
es la longitud de la banda y A la distancia que hay desde la pared fija hasta
la particula atada en el extremo del resorte.
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resorte
ideal

it W v
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Figura 3.2: Estirando una banda elastica, desde el estado de equilibrio A(0) = Ag4,
hasta otro estado de equilibrio A(7) = Ap.

Inicialmente la banda y el medio circundante, aire, se encuentran en equi-
librio y A(t), es el parametro de control que depende del tiempo y que posee
algtin valor al tiempo inicial ¢ = 0, es decir A(0) = A. Estiramos de manera
repentina la banda durante la cual ésta se calienta y alcanza un estado de
no equilibrio en un tiempo finito 7, de tal manera que el protocolo toma el
valor A\(7) = B. Este valor se mantiene fijo permitiendo a la banda enfriarse
y volver al equilibrio. Se trata entonces de un proceso irreversible que evolu-
ciona de un estado de equilibrio A(0) = A hacia A(7) = B al aplicar trabajo
externo sobre el sistema.

Durante el proceso de estiramiento el cambio en la energia interna del
sistema serd AU = W + Q. La segunda ley de la termodinamica nos dice que

Bd/Q
< _
/ 2 <58,

A

la igualdad se cumple si el proceso es reversible. El trabajo irreversible sera
entonces

W =AU —-Q > AU - TAS = AF
WZAF, AF:WT‘&’U

Algunas consecuencias importantes son:

= El trabajo irreversible es mayor que el trabajo reversible y por tanto
Wyis = W — AF > 0, es la cantidad de calor producido por las fuerzas
disipativas que se transfiere del sistema al bafio térmico.

= Para un proceso ciclico AF =0, W, > 0y por tanto Q). < 0.
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heat in work out
Q=0 W<0

Figura 3.3: La segunda ley prohibe esta situacidon para procesos ciclicos

El caso opuesto no es posible, es decir, W, < 0 < .. Si lo fuera, tendria-
mos una maquina de movimiento perpetuo de segundo tipo (fluctuaciones
térmicas = trabajo). Por lo tanto para sistemas macroscopicos esto no se ha
observado.

Consideramos ahora un proceso que se realiza en dos partes (proceso
ciclico), en donde el parametro de trabajo A(t) actia de tal manera que el
sistema pasa de un estado inicial de equilibrio, A, a otro estado de equilibrio,
B, y viceversa. Dicho de otra manera, se ha aplicado trabajo externo sobre el
sistema para producir el cambio de un estado de equilibrio a otro. Cuando va
de A — B diremos que el proceso es hacia adelante y denotamos al parametro
de control como A(t), mientras que cuando va de B — A el proceso es hacia
atras y S\(t) es el parametro de control que esté relacionado con el parametro
hacia adelante como A(t) = A\(7 — t), dada una inversion temporal.

Figura 3.4: Proceso ciclico de 0 — 7, y de 7 — 0 para un protocolo \.

Para el trabajo definimos a Wy como el trabajo hacia adelante y W5 como
el trabajo hacia atrds. En ambos casos se cumple que: de A — B tenemos
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Wr > (Fg — F4) = AF y de B — A, se tiene Wy > Fy — Fg = —AF por
lo tanto, —Wgr < AF < Wgrpy W.=Wg+ Wgr > 0. Esto es consistente con
la formulacion de Thomson de la segunda ley.

3.2.3. Estirando una sola molécula (hebra de ARN).

Consideramos ahora el analogo microscopico, es decir, estiramos una mo-
lécula o hebra de ARN representado en la Figura[3.5] en la que se muestra a
la hebra atada a dos microesféras de poliestireno, una de ellas esta sostenida
por una micropipeta mientras que la otra es confinada por una trampa 6ptica.
Todo el sistema esta inmerso en una soluciéon acuosa a presiéon y temperatura
ambiente. El parametro de control, A, es la distancia desde la pipeta hasta
el centro de la trampa dptica.

’ hebra de RNA

cuenta

trampa laser
micropipsta

asas de ADN

A

F 3
h J

Figura 3.5: Doblamiento y desdoblamiento de una hebra de ARN confinada
en una trampa o6ptica.

De nueva cuenta, el sistema se prepara en equilibrio a A(0) = A y luego
se aplica trabajo sobre la cadena de ARN para estirarla (variando la posicion
de la trampa Optica) de manera stbita, tal que A varia de A a B. Luego, se
deja relajar al sistema (pipeta y trampa Optica) hasta alcanzar el equilibrio
con el baflo manteniendo A\(7) = B fijo.

Este experimento se hace varias veces, siempre bajo el mismo protocolo.
El trabajo efectuado difiere de una realizacion a otra debido a la inevitable
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presencia de las fluctuaciones térmicas entre la hebra de ARN y las moléculas
del agua circundante, que dan lugar a fluctuaciones estadisticas en los valores
del trabajo requerido para estirar la biomolécula. Es evidente en este caso
que se tendra una distribucion de valores del trabajo p(W), de manera tal
que a nivel termodinamico se debe cumplir

(W) > AF.

Sin embargo, de esta distribucioén de valores del trabajo, cabria la posibilidad
de obtener valores para los cuales W < AF, es decir, fluctuaciones estocasti-
cas fortuitas que nos muestren lo contrario a lo que establece la segunda Ley
de la termodinamica, siendode esta manera consistente con el principio de la
reversibilidad microscopica. Esta posibilidad se ilustra en la Fig. [3.6]

Proceso ciclico:

Consideremos ahora el proceso hacia adelante y hacia atrés entre los es-
tados A y B (proceso ciclico). De nuevo, el trabajo realizado en cada medio
ciclo es Wr v Wg asociados a los procesos de estiramiento y compresion de
la hebra respectivamente y por lo tanto, el trabajo para un ciclo completo
serd We = Wp 4+ Wg. Ademas, se cumple que —Wxr < AF < Wpg.

Al cabo de muchas repeticiones se mide el trabajo obteniéndose las distri-
buciones pp(+W) vy pr(—W) para el proceso hacia adelante y hacia atras
respectivamente, por lo que

(—Wgr) < AF < (Wg).
Termodinamicamente hablando esto nos conduce a que
W, = (Wg)+ (Wg) >0, (3.11)

lo cual es consistente con lo establecido por Kelvin-Planck de la segunda ley.
Ademés, esta relacion establece la posibilidad de observar un ciclo durante
el cual se recupera méas trabajo cuando la molécula se contrae que cuando
se estira; es decir, W, < 0, ver Figura que muestra la interpretacion
estadistica de la desigualdad de Clausius.
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AF

Figura 3.6: Distribuciones de trabajo para los procesos hacia adelante
pr(+W) v hacia atras pr(—W) (proceso ciclico).

Estos valores aparentemente contradicen la segunda ley, sin embargo, se
interpretan como eventos ocasionales en los cuales las fluctuaciones térmicas

contribuyen a manera de facilitar el proceso de estiramiento de la molécula
de ARN.

Es debido a este tipo de sucesos que surgen en los sistemas pequenos que
hubo la necesidad de establecer una descripcion del trabajo termodinédmico
fuera de equilibrio a lo largo de una trayectoria estocéstica. La IJ ofrece
una descripcion satisfactoria de cualquier proceso irreversible en términos
de sus cantidades termodindmicas en equilibrio y ademaés, es consistente con
la segunda ley de la termodinédmica. Para ver que esto es en efecto el caso,
usamos la desigualdad de Jensen (e*) > e®). Asi que

e PAF _ (e=BWY > o=B<W>

de donde podemos verificar que (W) > AF, que es consistente con la segun-
da ley. Para un proceso ciclico AF = 0 y asi (e7#"¢) = 1, entonces (W.) > 0.

Ahora bien, si W = AF = pp(W) = pr(—=W) por lo que el trabajo es
reversible y en consecuencia no hay trabajo disipativo.

Experimentalmente, en un trabajo publicado en 2020 que se titula Fluc-
tuation theorems in small systems: Extending thermodynamics to the nanos-
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cale del autor Félix Ritort se menciona lo siguiente:

La 1J implica la presencia de trayectorias en las que el trabajo disipado es
negativo, esto significa que el calor del ambiente es absorbido por el sistema y
convertido en trabajo mecdnico util. No existe violacion alguna de la sequnda
ley, ain cuando asi lo pareciera, puesto que la termodindmica no se enfoca en
trayectorias individuales sino en el promedio de un numero infinito de ellas.

3.2.4. Teorema de Crooks

Un ano después de la publicacion del trabajo de C. Jarzynski, Gavin
Crooks publicéd un articulo en el que se generaliza la igualdad de Jarzynski en
el contexto de densidades de probabilidad para el trabajo termodinamico [8,9,
59). En este apartado consideramos necesario mostrar lo mas didactico posible
el teorema de Crooks y de ahi derivar la igualdad de Jarzynski. Para tal
proposito Crooks considera una dindmica estocastica markoviana discreta en
el tiempo y que ademads se supone microscopicamente reversible que cumple
con la condicién de balance detallado. Estas condiciones aseguran que el
sistema es reversible en el tiempo y que las distribuciones de equilibrio estan
dadas por la distribuciéon canoénica.

Consideremos un sistema clésico en contacto con un bafio térmico de tem-
peratura constante 7', de tal forma que algin grado de libertad pueda ser
controlado externamente. La manipulacion de este grado de libertad puede
inducir una cierta cantidad de trabajo, un cambio en la energia y energia
libre del sistema, asi como un intercambio de calor con el bano térmico. Defi-
nimos como A(t) = \; el parametro de control (o protocolo) dependiente del
tiempo que caracteriza a dicho grado de libertad. Como ejemplo, podemos
considerar un gas clasico dentro de un cilindro, z(t) es el vector de posicion
y momento de todas las particulas. En este caso el parametro \; puede con-
trolar el volumen del gas por medio de un piston. La evolucion temporal del
sistema puede ser descrita por la dinamica de Langevin. El otro ejemplo es el
modelo paradigmatico de una particula browniana atrapada en una trampa
armonica de potencial, cuyo minimo es arrastrado por una fuerza externa \;.
El microestado (estado interno) del sistema esta representado por las coor-
denadas del espacio fase x = (¢,p) = (¢1---, @, P1- - -, Pn, ), que describe la
posicién y los momentos de todas las particulas del sistema. La energia de



3.2 Relaciones de fluctuaciéon 31

cada estado del sistema es afectada por el parametro de control \; de tal
manera que dicha energfa al tiempo ¢ se define como H (x4, A;), donde tam-
bién x(t) = z;. Por otro lado, en un ensamble canoénico la probabilidad de
equilibrio de un estado A, dado un valor fijo del parametro de control \ esta
dado por

W = exp[BF(8,A) — BH(A, N)], (3.12)
donde la suma se realiza sobre todos los estados del sistema y F(5,\) =
—B'InY e PH@N es la energia libre de Helmholtz. Se desea ahora con-
siderar la evolucion temporal del sistema conforme el parametro de control

P(A]N) =

va tomando valores discretos fijos {\, A1,..., A}, en el intervalo de tiempo
[0,1,...,7]. Para una trayectoria del espacio fase podemos escribir
)\OIA $0—>$1—>$2"'$771—>)\7—:B, (313)

donde \g = A el sistema se encuentra en el estado de equilibrio al tiempo
t =0, A\, = B el sistema esta en el estado de equilibrio B. Se considera que la
evolucion temporal del sistema ocurre en dos sub-pasos. El primero es cuando
el parametro de control toma un nuevo valor Ay, de tal manera que el trabajo
realizado por dicho parametro serd, H(xg, A1) — H(xqg, Ao) (cambio de energia
debido al cambio de \). Después el estado del sistema evoluciona al estado
x1 manteniendo el pardmetro \; constante, de tal forma que durante este
proceso, el sistema intercambia una cantidad de calor H(z1, A1) — H (29, A1)
(cambio de energia debido a la transicion markoviana) con el bano térmico.
Este proceso se repite en cada intervalo de tiempo 7. Asi que el trabajo total
W realizado sobre el sistema, el calor total () que el sistema intercambia con
el bano, y el cambio total de la energia AH, estaran dados por

W= ) [H(zer, M) = H(zeon, M), (3.14)
Q = ) [H(ze, ) — H(zi—1, M), (3.15)
AH = Q+W = H(z., B) — H(zo, A). (3.16)

Consideremos ahora un protocolo hacia adelante A\* y su correspondiente
protocolo inverso A® tal que \I' = A\ ,. Para las trayectorias hacia adelante



32 Termodinamica estocastica

v hacia atras se representan como
A= =M —... o \'=8
A=) N N =B

De forma similar definimos las trayectorias hacia adelante X y hacia atras
X, tales que X = (xg = @1 — -+ = ;) y X = (xg < @1 < -+ + x,). Si
Pr(X) denota la probabilidad de generar la trayectoria X durante el proceso
hacia adelante, y PR(X ) la probabilidad de generar la trayectoria inversa, y
debido a que el sistema es markoviano entonces la probabilidad de transicién
entre dos pasos Pp(x;—1 — x;) depende solo del estado inmediato anterior
al tiempo t — 1 y no de los estados anteriores a éste. Asi, la probabilidad de

observar una trayectoria del espacio fase hacia adelante sera
PF(X) :PA{?(SL'O—>LE'1)"'P/\7E(Z'T,1 —>$7-). (317)

Por otro lado, cada paso en el tiempo se supone que satisface la hipotesis de
la reversibilidad microscopica [8,57,/60], y por lo tanto satisfacen la condicion
de balance detallado para todos los valores fijos del parametro de control A,
es decir )
Py =) _ g n-HE)
e : (3.18)
P\(z < a')
Esta ecuacion establece que la razon de las probabilidades de las trayectorias
hacia adelante y hacia atras también deben satisfacer la condiciéon de balance
detallado, es decir
P)\f(x(] — 1’1) s P)\"If (ZUT_l — x7—> e_BH(ajlvAl) Ce e_BH('ITvAT) —5QF
= = € s
P/\(})%(xT — xT—l) e PA§_1($1 — 'TO) efﬁH(fEOM\l) e Q*BH(IT—I)\T)

(3.19)

donde hemos usado la Ec. , siendo Q! la energia que el sistema inter-
cambia con el bano conforme éste se mueve a lo largo de la trayectoria hacia
adelante , y —3Q" es el cambio de la entropia del bafio térmico (QF = —QT).
La Ec. establece la validez del balance detallado para todo proceso es-
tocéstico markoviano y microscopicamente reversible. Si ambas trayectorias
hacia adelante y hacia atras inician desde sus respectivos estados de equili-

brio, entonces, de acuerdo con la Ec. (3.12), podemos mostrar que

~

Pr(X) _ P(£170|)\0)6_5QF — PAU-BAF —pQF _ B(WF-AF) (3.20)
Pr(X) P(z:|\:)
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donde W¥(X) es el trabajo realizado en el proceso hacia adelante. A partir de
la expresion (3.20) se puede obtener la relacion de Crooks. Para tal proposito
calculamos la distribucion de probabilidad para el trabajo Pr(WV), esto es

Pr(W) = /dX Pr(X)6(W — WF(X))
- /dX Pr(X) PV O=AD) s — W (X))
BW-AF) /df( Pr(X)6(W + WE(X))
_ SWARDL ), (3.21)
donde dX = dX,y WF(X) = —WE(X), luego entonces

PrW) _ sow-an (3.22)

Pr(=W) ’

que es precisamente la relacion de Crooks para el trabajo W. La igualdad de
Jarzynski se obtiene de esta expresiéon mediante la integracion

(e™PWy = / AW Pp(W) = e PAF / dW Pr(—W) = e AT (3.23)

que es debido a la condicion de normalizacion de Pr(—W).






Capitulo 4

Relaciones de fluctuacion: trabajo
y produccion de entropia

4.1. Relacion de fluctuacion para el trabajo

4.1.1. Modelo de oscilador arménico browniano

Dadas las descripciones teéricas del Capitulo 3 sobre el teorema de Crooks
y la igualdad de Jarzynski, en este Capitulo 4, y en particular en la presen-
te seccion vamos a demostrar la validez del teorema de fluctuacion para
el trabajo termodinamico transitorio, mediante el modelo de una particula
browniana ligada a un potencial armoénico cuyo centro puede ser arrastrado
de forma arbitraria mediante un parametro externo o protocolo dependiente
del tiempo. Una vez obtenida la relacion de fluctuacion para el trabajo, la
igualdad de Jarzynski se obtiene de manera inmediata. La propuesta se basa
en el trabajo publicado en 2003 por R. van Zon y E. G. D. Cohen con el titulo
Stationary and transient work-fluctuation theorems for a dragged Brownian
particle. En este caso la particula esférica de radio a y masa m esta inmersa
en un fluido con viscosidad 1 y temperatura 7. El potencial armoénico es de
la forma

Ule,2*(1) = 5 (x — (1)) (4.1)

donde k es la rigidez o constante de fuerza del potencial y z*(t) es la posi-
cion del centro o minimo del potencial, que a su vez representa el protocolo
dependiente del tiempo A(t) = 2*(t). En ¢ = 0, el minimo del potencial se
encuentra en el origen de coordenadas, es decir *(0) = 0, mientras que para

35
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t > 0 suponemos que se mueve con velocidad arbitraria i*(t) = v*(¢). La
ecuacién de movimiento que describe la PB es de tipo Langevin dada por

mi = —ai — k(z — x*(t)) + £(t), (4.2)

donde el primer término del lado derecho de esta ecuacion es la fuerza de
friccion, que conforme a la ley de Stokes o = 67na es el coeficiente de friccion,
el segundo término es la fuerza del potencial y finalmente £(t) es la fuerza
fluctuante o ruido interno que satisface las propiedades estadisticas de un
ruido blanco gaussiano tal que

{€(t)) = 0; (€()E() = 20kpTo(t — t'). (4.3)

En el régimen sobreamortiguado se tiene que
1
T = —blx —z*(t)] + aﬁ(t), (4.4)

donde b = k/a. Por otro lado, la definicion de trabajo a lo largo de una
trayectoria estocastica en un intervalo de tiempo [0, 7], tomando en cuenta
la dependencia con el protocolo A(t), esta dado por

" O (2, \) " O (2, A
_ _ [ou N 4,
W /0 o /0 S s (4.5)

siendo v*(t) = A(t) = @*(t), de modo que

W = —k/OT[x —a*(t)]v*(t) dt. (4.6)

Para calcular la estadistica del trabajo, vamos a introducir el siguiente cambio
de variable X = x — (), que nos facilitara los calculos algebraicos. En este
caso las ecuaciones diferenciales para X y (z), estan dadas respectivamente
por

X =—aX + éf(t), (4.7)
() = —alx) + ax™(t). (4.8)

Y sus soluciones son

1! ,
X(t) = Xpe ™ + = / e~ =) at, (4.9)
@ Jo
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y la solucion para el promedio de x, se puede escribir después de una inte-
gracion por partes como

(x) = 2" (t) — /Ot e~y () dt (4.10)

donde hemos asumido que (z(0)) = 0. El trabajo en términos de X esta dado
por

W= —k/OT[X +(2) — 2 (O] (1) dt, (4.11)

y su promedio es ahora

(W) = —k /0 @) — 2 (O (1) dt, (4.12)

esto es porque (X) = 0.
Sin embargo, de acuerdo con la Ec. (4.10) podemos verificar que

(W) =k /O ' /O t e~y (t)v* () dtdt’. (4.13)

Por otro lado, la varianza definida por o2, = (W?) — (W)?, se puede

escribir en términos de la variable X de la siguiente forma

o2 =2k /T /t<X(t)X(t’))v*(t)v*(t’) dtdt’. (4.14)

Luego, usamos la solucion (4.9), para mostrar que
(XoX (1)) = (Xg)e ™, (4.15)

donde el promedio (X2) = 1/Bk, con f = 1/k,T. Ademas, debido a que el
proceso estocastico X () es estacionario entonces se cumple que (X (¢) X (') =
(X(0)X(t—1t")), de modo que la varianza, dada por la Ec. (4.14) se puede
escribir como

2% [T [ ,
o2 = il / / e~ U= ()™ () dtdt’, (4.16)
0 0

lo que nos muestra que la varianza o3, = %(W>, que es el resultado esperado.

De acuerdo con la Ec. (4.12]), notamos que el trabajo es lineal en la variable
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x y como éste es un proceso estocéstico gaussiano, también el trabajo debe
ser gaussiano, es decir,

1 s 2 /952
P(W) = W@ W—=W))*/2 W, (4.17)
w
P(—W) = L vz, (4.18)

/2702,
Usando el hecho de que o2, = %(W), podemos concluir que

PW) _ sw

= (4.19)

que es precisamente la relacion de Crooks (TFT). Podemos mostrar de dos
maneras que el cambio de la energia libre AF' = 0. Una forma es a través de
la igualdad de Jarzynski, es decir

e PR = (e = / +Ooe*6WP(W)dW
1 oo
\/2mo? /_Oo ‘

2 2
— exp (5 Tw B<W>) . (4.20)

—BW —(W—(W))?/202,

8 4

Puesto que o3, = %(W), entonces e PAF = 1, y por tanto AF = 0, o bien
los estados de A y B son tales que F(B) = F(A). La otra forma de mostrar
que AF =0, es a través de la definicion F' = —k,T'In Z, siendo Z la funcion
de particion dada por

+oo
Z = /e_BU dx :/ e Pka—2")/2 — 27TZBT. (4.21)

Debido a que la temperatura del bano térmico es constante entonces Z = cte,
y por lo tanto F' también es una constante, lo que nos permite concluir que
AF = 0. En otras palabras, el valor de la energia libre de Helmholtz en el
estado A es el mismo que en el estado de equilibrio B. Luego entonces el
modelo teérico propuesto de la particula browniana ligada a un potencial ar-
monico es consistente con el teorema de Crooks y los experimentos realizados
por [69] dan un sustento soélido sobre la validez de dicho teorema.
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4.2. Relacion de fluctuacion para la produccién
de entropia

La segunda ley de la termodinamica establece que la entropia de un sis-
tema aislado siempre aumenta. La entropia sin embargo, es de naturaleza
estadistica y por tanto pueden existir eventos que ocasionalmente se des-
vien de su valor promedio. Los teoremas de fluctuaciéon hacen predicciones
cuantitativas para observar eventos que violan la segunda ley para sistemas
pequenos, comparando las probabilidades de las trayectorias que generan un
incremento de la entropia con las trayectorias en las que se pueden obser-
var una disminucion de la entropia. En 2005 U. Seifert en su trabajo titulado
“Etropy Production along a Stochastic Trajectory and an Integral Fluctuation
Theorem” generalizo el concepto de entropia a una sola trayectoria estocas-
tica. Y la produccion total de entropia a lo largo de una trayectoria implica
tanto la entropia de la particula browniana como del cambio de entropia del
bano térmico. Seifert mostré que el cambio de entropia total satisface el teo-
rema de fluctuacion integral (IFT por sus siglas en inglés), para cualquier
condicién inicial en un intervalo de tiempo finito, dado por (e=2%wt) = 1,
donde As;, es el cambio de la produccion de entropia total. También demos-
tré que se satisface en el estado estacionario de no-equilibrio y en un intervalo
de tiempo finito, lo que Seifert nombrd como teorema de fluctuacion detalla-
da (DFT por sus siglas en inglés). Este teorema ya habia sido demostrado
por simulaciéon numérica para fluidos de corte en dos dimensiones y para la
produccién de entropia del bano térmico en el estado estacionario, pero en
limite de tiempos largos [6,17,[61-63].

Nuestro proposito en este secciéon consiste en demostrar la validez del teo-
rema de fluctuacion detallado para la produccion de entropia total, en el caso
de no-equilibrio transitorio, siempre y cuando la distribucion de probabilidad
inicial de la variable estado sea una distribucién canoénica de equilibrio. La
demostracion se hara de acuerdo con la propuesta por Saha et al. [64], me-
diante dos modelos diferentes que admiten soluciones analiticas exactas: el
primero consiste en que la particula browniana ligada a una trampa armoénica
estd sujeta a una fuerza externa dependiente del tiempo; y el segundo modelo
consiste en que el minimo o centro del potencial armoénico es arrastrado de
manera arbitraria.
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4.2.1. Particula en una trampa armoénica sujeta a una
fuerza externa dependiente del tiempo.
Consideramos una particula browniana en un potencial arménico en con-
tacto con un bano térmico a temperatura 7. El sistema estd sujeto a una
fuerza impulsora dependiente del tiempo f(¢) y un potencial dado por Uy =

(k/2)kz?. En el régimen sobreamortiguado la ecuacion de Langevin se puede
escribir como

b= —ar +[(0) + (1), (4.22)

donde a = k/a, k es la constante del resorte y £(¢) el ruido blanco Gaussiano
con las propiedades

(€) =0 (E(EF)) =20k, To(t —t). (4.23)

El potencial efectivo en este caso esta dado por U(x,t) = (k/2)z* —x f(t). De
acuerdo con los conceptos introducidos en el Capitulo 3, es posible calcular
el trabajo termodinamico W, el cambio de energia interna AU, y el calor
disipado al bafio térmico @, a lo largo de una trayectoria estocastica x(t)
durante un tiempo finito . En este caso el trabajo esta definido por

W= / aUaf, Dy — - /O () f()dt. (4.24)

El cambio en la energia interna se propone como

AU = U (2(t),1) — U (20,0) %m? Caf(t) - %/mg, (4.25)

donde la posicién inicial de la particula al tiempo ¢ = 0 es xy y se supone
por simplicidad que f(0) = 0. De acuerdo con la primera ley se tiene que

Q=W —AU. (4.26)

Inicialmente el sistema se prepara en equilibrio térmico para lo cual la funcién
de distribucion esta dada por

k kx?
P(zo) = kT P <_2k;BT> : (4.27)
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La distribucion de probabilidad P(z,t), sujeta a la condicion inicial P(z),
se obtiene resolviendo la ecuacion de Fokker-Planck, siendo en este caso

P(z,t) = \/27T]]§BTe:Up (—%) : (4.28)

donde el promedio

(x) = — /0 t e~ F () dt (4.29)

Por otra parte, un cambio en la entropia del medio en un intervalo de tiempo
esta dada por (As,,)

Asy, = —. (4.30)

La entropia de no equilibrio S del sistema esta definida como

ﬂﬂz—/@?@me@ﬂ:@®% (4.31)

la cual define la entropia dependiente de la trayectoria de la particula, esto
es

s(t) = —In P [z(t),4]. (4.32)

Luego entonces, el cambio en la entropia del sistema para cualquier trayec-
toria durante un tiempo t estd dado por

ASZ—m{ggg}. (4.33)

Podemos observar que para una trayectoria dada z(t), la entropia del sistema
s(t) depende de la densidad de probabilidad inicial y por lo tanto contiene
la informacion sobre el ensamble completo. El cambio de entropia total a lo
largo del tiempo t esta dada por

Asior = As,, + As. (4.34)

De acuerdo con esta definicion para la produccion de entropia total, Seifert
derivo el teorema de fluctuacion integral (IFT por sus siglas en inglés), dada
por

(e Bty =1, (4.35)



42 Relaciones de fluctuaciéon: trabajo y produccién de entropia

donde los corchetes angulares denotan el promedio sobre el ensamble estadis-
tico de realizaciones, o sobre el ensamble de trayectorias de tiempo finito. U.
Seifert [2| ha mostrado que en el estado estacionario de no equilibrio, donde
el sistema se caracteriza por una distribucion estacionaria dependiente del
tiempo, la existencia de un teorema de fluctuaciéon maés fuerte definido como
teorema de fluctuacion detallado (DFT por sus siglas en inglés), valido en
intervalos de tiempo finito. Este teorema para la produccion de entropia total
satisface la siguiente relacion:

P (A5t0t> — eAStot

P l—Asny) (4.36)

Debemos mencionar que si la distribucion P(As;,) es una gaussiana y satis-
face el IFT, entonces también satisface el DF'T incluso si el sistema estd en
un estado de no equilibrio transitorio. Esto es precisamente lo que queremos
probar en esta secciéon, siempre que el sistema esté preparando inicialmente
en un estado de equilibrio como mostraremos a continuacion.

De acuerdo con las ecuaciones dadas anteriormente podemos mostrar facil-
mente que

W — AU P(z,t)
ASpgy = ———— — 1 , 4.37
Stot T n P () ( )
o mas explicitamente
1 1 9
AsSior = T (W + 5/{: ()" +af — kx <:1c)) . (4.38)

El trabajo W y la producciéon de entropia total As;,; son funciones lineales
de z(t), y ésta a su vez es una funcion lineal de la variable aleatoria gaussiana

&(t), es decir

z(t) = xoe ™ + 1 /t e [P + ()] dt’. (4.39)

«

Por lo anterior podemos concluir que la distribuciéon de probabilidad para
Asyo serd la distribucion gaussiana

P (Asior) = ! exp (- (Astot - <A3tot>2) > : (4.40)

2o 202
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donde el promedio

(o) = - (W) = 3h @+ ) 1) (.41)

W)= / (e(t) F()dt, (4.42)

donde (z) esta dado por Ecuacion (4.29). Por otra parte, la varianza o2 =
((Asior)?) — (Asior)?, se puede mostrar que es igual a

2 _ w2 —w)y”  f
O, = <#+?+k<> —2<[B>f>

z) = (W) () (2f = 2k (x))

; (W
<2 +2—f2+k<) —2(:L‘>f)
(W

+ x) — (W) () 2f = 2k (x)), (4.43)

§|Hﬂ|~ %|H HI

donde hemos hecho uso de la identidad (W?2) — (W)? = 2T ((W} + %)
También, (Wz) — (W) (z) = £ [k(z(t)) — f(t)], de manera que se puede
concluir que la varianza para la produccion de la entropia total sera

02 = 2 (AS401) - (4.44)

Este resultado nos muestra la validez del teorema de fluctuacion para la pro-
duccién de entropia total Ec. , incluso en el caso transitorio siempre que
la distribucién inicial de la variable de estado sea una distribucién canénica.
Ademas, DFT implica TFT.

4.2.2. Particula browniana en una trampa armoénica
con arrastre de su centro

Para este caso, el potencial efectivo U(z,t) esta dado por

Uz, t) = %k (g; _ %) O (4.45)
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donde z*(t) = % representa el protocolo dependiente del tiempo que arras-

tra el centro del potencial con velocidad ©*(t) = i = v*(t). Este modelo

ha sido ampliamente estudiado tanto experimentalmente [33] ¥ tedricamente
[11,12,34-36]. Ahora el trabajo tiene la forma de

= [ Grar = [+ L0 o

Con la distribucion canonica de equilibrio dada por la Ec. (4.27) obtenemos
la misma Ec. (4.28]) para la densidad de probabilidad y el mismo valor medio
dada por la Ec. (4.29)). El cambio de la energia interna durante un tiempo ¢

es
1 FON* 1,
AU = = —— | — =kz:. 4.4
U 2/~c (x ’ ) zkxo (4.47)
La expresion para As, se reduce a
w 2 k(z)®  k
ASpor = - — i + 2l + i) - <$> (4.48)

De esa ecuacion se deduce que P(As;y) es gaussiana. De manera similar
como en la seccidon anterior, podemos mostrar que

(Asyor) = <I;/> 2£T ké? + f;@ (4.49)

También es posible mostrar que la varianza satisface

o 2(W)  fr k(x)®  2f(z)
o == — T T + i = 2 (Asiot) (4.50)

donde ( fo f()dt' y (x) es la misma que la Ec. (#.29). Debido a
la igualdad , se muestra la vahdez del DFT y del IFT para la produccion
de entropia total Astot.

4.2.3. Particula browniana en una trampa armodnica
con variacién instantianea de su rigidez

Otro de los ejemplos que han sido estudiados para mostrar la validez de las
relaciones de fluctuacion para el trabajo, produccion de entropia y la igualdad
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de Jarzynski es el de una particula browniana en un potencial armoénico, cuya
rigidez cambia de manera instantanea, de kg a k1 en t = 0, o cambia de forma
continua en el tiempo k(t). En esta seccion y por ofrecer resultados explicitos
estudiamos so6lo el caso del cambio instantaneo de la rigidez, haciendo una
comparacién con los procesos tipo expansién-compresion como es comin en
los procesos termodinamicos. Iniciamos nuestro estudio con la ecuacién de
Langevin para un oscilador armoénico en el régimen sobreamortiguado que
podemos escribir como

PR 2k§T 0 (4.51)

Q

siendo k£ la rigidez del potencial y « el coeficiente de friccion. La ecuacion de
Fokker-Planck correspondiente para la densidad de probabilidad condicional
P(x,t|zo), sujeto a la condicion inicial P(z,0|zg) = é(x — x0), esta dado por
(véase la seccion 2.3.1 del Capitulo 2)

OP  10kaP  k,T 9*P
— = +

= — . 4.52

o o Ox a Ox? (452)
La solucion explicita de esta ecuacion esta dada por [57,65],
k k(z — xoe™)?

P(x,t = — 4.53

(=, tlzo) \/27rkBT(1 — )P | o T — ey |0 499

con a = k/a. Para este modelo estudiamos la relacion de fluctuacion para
un proceso simple del trabajo, comenzando el proceso desde un estado de
equilibrio a la temperatura 7T del bano térmico, y realizando un cambio ins-
tantaneo en la rigidez del potencial de ky a k; al tiempo ¢ = 0; tomando en
cuenta que el sistema estd en contacto térmico todo el tiempo. De acuerdo
con la definicién de la produccion de entropia dada en la Ec. , se tiene

AW — AU P(0)
A =——+k,1 4.54
St T H(Pf(iﬁ))’ 454
donde definimos que o = x(0), x; = x(¢), and U(z) = kz?/2. También
1
1 1
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de manera que

kl R(l'o)
AStOt = —ﬁ(ﬂf% — ZU(Q)) + kB In (W . (457)
Para la distribucién inicial usamos la distribucién canénica
P(an) = | 0 foty (1.59)
i\To) = ex - , .
0 ok, T P\ 2k, T

y junto con la distribucion dada por la Ec. (4.53)) podemos calcular la distri-
bucion Pr(z1) al final del proceso, es decir

Py(an) = /_ " P (. o) Py(o) dito. (4.59)

[e.o]

Después de evaluar la integraciéon obtenemos

Pp(xy) = 27]:]?)Texp (— 25??) : (4.60)

~ kok
ko + e~ 2Rt/ e (ky — k)
lo cual significa que Ps(x1) es una distribucion gaussiana. Podemos ver cla-

ramente que k(0) = ko y k(c0) = ky. Con la sustitucion de (4.60) en la Ec.
(4.57), obtenemos la produccion de entropia

donde

(4.61)

1
AStot(x17I07t) = ﬁ(kl - kO)xg
1 - 5 Kk, ko
+ ﬁ(k(t) — ki)xy + 7111 <I~c(t)> ; (4.62)

que corresponde a la producciéon de entropia asociada a una trayectoria esto-
castica que empieza en xy y termina en z; en el tiempo t. Podemos calcular
su promedio respecto a la distribuciéon de probabilidad para tal trayectoria,
es decir

+oo
(ASpy) = / PR (2, t]20) P (20) ASu (21, 70, 1) drodas, (4.63)

o0
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y por tanto

(AS,) = %B {’;—; = % +1n (%)} . (4.64)

Podemos verificar que en ¢ = 0, la produccion de entropia (AS;,;) = 0, y

para t — o0
. kg R ky
}H?o<AS“’t> =5 [k_o —1—1In <k—0)} , (4.65)

de modo que (AS;,;) > 0, consistente con la segunda ley de la termodinamica
en el equilibrio (esto es debido a que se satisface la desigualdad Inz < z — 1,
para todo z).

Consideremos ahora la estadistica del trabajo termodindmico para la par-
ticula browniana el cual estd relacionado con la energia potencial a través del
cambio instantaneo de la rigidez de dicho potencial, de acuerdo con la Ec.
([4.55)). En este caso el promedio del trabajo sera

(AW) = /ng (Z—; - 1) . (4.66)

La energia libre de Helmholtz es FF = —(1/8)In Z, tal que Z = [ e V@ dy
es la funciéon de particion y por lo tanto AF = (k,T/2)In(k/ko). Luego
entonces el promedio del trabajo disipativo se escribe como

(AW,) = (AW) — AF = sz {@ —1-In (@ﬂ . (4.67)

Podemos observar claramente que (AW;)/T es igual a la expresion (4.65), el
cual es un resultado esperado porque ambos deben ser iguales en el equilibrio.
Analicemos ahora qué ocurre con la igualdad de Jarzynski. En este caso el
promedio (e#AW) se muestra que satisface la expresion

k
(e—BAWY _ / eIV P ) dig = [ 72 = e P2, (4.68)

1

y que corresponde precisamente a la igualdad de Jarzynski. También la re-
lacion de fluctuacion integral para la produccion de entropia es valida ya
que

(e~ AStot/kpy — /e_ASwf/kBP(xﬂxo)Pi(xo) dxodz,. (4.69)



48 Relaciones de fluctuaciéon: trabajo y produccién de entropia

Con la sustitucion de las expresiones correspondientes se puede verificar que
(e AStot/kp) = 1.

Por tltimo, veamos ahora la relacion de fluctuacion de Crooks. Para veri-
ficar esta relacion, debemos calcular la distribucion del trabajo hacia adelante
Pr(AW) y hacia atras Pr(—AW). Para obtener el trabajo hacia adelante
usamos la Ec. y escogemos ki > ky. Pero Pr(AW)dAW = P(x¢)dx,
tal que dxg = (dzo/dAW) dAW. Asi que

]{50 1/2 k?ol'g 1 2AW —1/2
Pr(A = = A
1o = (7)o (or) aw (nom) oW

1/2
— ! ( kok ) AW Y2 exp (——( RoAW )@(AW),
0

VAark, T \ k1 — ky — ko)k, T

(4.70)

donde O(z) es la funcion escalon. Para el proceso inverso el proceso comienza
en equilibrio definido por k;, de tal manera que para formar el protocolo
inverso debemos tener que k; > ko, y el trabajo serd AW = (1/2)(ko —
k1)x2. En este caso la distribucion del trabajo corresponde a Pr(AW)dAW =
P.,(x1)dz, tal que

k’l 1/2 kle 1 QAW -1z
Fa(AW) = (%k;) P (_ 0 T) Tt o=k ) OCAW)

1/2
- ( u ) Aw—l/Qexp(_ﬂ)e<_Aw>,

\Aark,T ko — k1 (ko — k1)k,T
(4.71)
y por lo tanto
Pr(—=AW) = ! < uz )1/2 AW Y2 ex <—ﬂ) O(AW)
i Vark, T \ k1 — ko P (k1 — ko)k,T '
(4.72)
Finalmente, es facil mostrar que la razon
Pr(AW) ko saw _ saw—-ar)
="’ _, /=2 = 4.73
Pa(—AW) ~ V& © ‘ ’ (4.73)

que es precisamente la relacion de fluctuacion de Crooks.



Capitulo 5

Relaciones de fluctuacion en un
campo magnético

En este quinto y dltimo capitulo, vamos a extender los estudios realizados
en el Capitulo 4, para el caso de una particula browniana con carga eléctrica
q ligada a una trampa armonica, y bajo la accion externa de campos eléctrico
y magnético. En este caso asumimos que el campo magnético es un vector
constante que apunta a lo largo del eje z, es decir, B = (0,0, B), y el campo
eléctrico un vector arbitrario que depende del tiempo E(t). El primer tra-
bajo publicado para demostrar la validez del teorema de Crooks, tomando
en cuenta la presencia de un campo magnético en la ecuaciéon de Langevin
fue desarrollado y publicado por Jayannavar y Sahoo en 2007 [25]. En dicha
referencia los autores consideran dos casos particulares para el arrastre del
centro del potencial, uno con velocidad constante y el otro con una fuerza
tipo sinusoidal. También se muestra la validez de la igualdad de Jarzynski. Al
ano siguiente Jiménez-Aquino et al. [27], probaron la validez del teorema de
Crooks, también en presencia de un campo magnético constante pero consi-
derando un movimiento con velocidad arbitraria para el centro en la trampa
armoénica. Debido a que el campo magnético apunta en la direccion z, la
ecuacion de Langevin se puede descomponer en dos procesos independientes:
uno se lleva a cabo en la misma direccién del campo magnético, mientras
que el otro es perpendicular a dicho campo, es decir se lleva acabo en el
plano z-y. El proceso a lo largo del eje z es lo mismo que el caso estudiado
en la Seccion 4.2.2 y por lo tanto solo prestaremos atenciéon al proceso en el
plano z-y, En este plano definimos el vector de posicién como x = (z,vy), la
velocidad como u = (v,,v,), la fuerza fluctuante proveniente de las fluctua-

49
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ciones del campo eléctrico interno [66,67] como &(t) = ¢E;(t) = (&,&) ¥,
el protocolo dependiente del tiempo proveniente del campo eléctrico externo
A(t) = Ec(t) = (Eex(t), Eey(t)), responsable de conducir al sistema fuera de
equilibrio. Para los procesos inversos durante el intervalo de tiempo [0, 7], el
protocolo debe ser tal que A(t) = (7 —1), la posicion inversa %(t) = x(7 —1),
la inversa de la velocidad @ = —u(7 —t), el trabajo inverso W (x) = —W (%),
y finalmente el campo magnético inverso B = —B.

El modelo de potencial armoénico que se propone en este caso tiene la
forma de U(x,x*(t)) = (k/2)|x — x*|?, y por tanto la fuerza armonica serd
F(x,x*(t)) = —k(x — x*), donde x*(t) = A(t) = (¢/k)E(t). Similarmente
como en el caso estudiado antes, en ¢t = 0 el minimo est4 en el origen de
coordenadas, x*(0) = 0, y para ¢t > 0 el minimo se mueve con velocidad

arbitraria, tal que X*(t) = u*(t) = (¢/k)E.(2).

5.1. Ecuaciéon de Langevin con campo magné-
tico
Por las definiciones anteriores, la ecuacion de Langevin en el plano z-y se

puede escribir como

u q *
maz—&u+guxB—k(x—x (1) +&(1), (5.1)

donde el término de ruido satisface las propiedades de un ruido blanco gaus-
siano con valor medio cero y funcién de correlacion

(G(0)&(t') = 20k, T35 6(t — 1'). (5.2)
En el régimen sobreamortiguado, la Ec. (5.1)) se reduce a

d
d_)t( = —Ax + Ax* + ETTAE(t), (5.3)

donde A es una matriz dada por

A= <_5‘Q 2) 7 (5.4)

donde @ = k/ae, con a. = a(l + C?) siendo C' = Q/a, y Q@ = ¢B/c la
frecuencia de ciclotron y € = kC'/a.. El régimen anterior es valido en la
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aproximacion km < a(1 + C?).

Para demostrar la relacién de fluctuacion para el trabajo introducimos nue-
vamente el cambio de variable X = x — (x). que satisfacen las siguientes
ecuaciones:

dX

=X kAE(t), (5.5)
d(x) .
— = A FAK). (5.6)

La solucion de la Ec. (5.6) se puede escribir, después de una integracion por
partes, como

(x(t)) = x*(t) = R7L(t) /0 e IR () dt (5.7)
ya que (x*(0)) = 0. La solucion para X(t) sera
X(t) = e ™R ()Xo + R7(2) / t e gt (5.8)

donde £(t) = k*AR()€(t), y R(t) = €™t es una matriz de rotacion de tal

manera que
0 Q cos QU sin Qt
W= (—Q 0) ’ R(t) = (— sin )t cos Qt) ' (5.9)
siendo R™!(t) = e la transpuesta de la matriz R(t).

5.1.1. Relaciéon de fluctuacién para el trabajo: particula
en una trampa armodnica con arrastre de su centro

La definicion del trabajo dada en la Seccion 4.1.1, es equivalente al trabajo
total hecho sobre el sistema en un tiempo finito 7, el cual esta dado por [12]

Wtot = / u -F (X, X*) dt. (510)
0
Utilizando la variable X, se tiene que

Wiot = —k:/OT[u* X +u' - ((x) — x¥)]dt, (5.11)
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y su valor promedio serd

Whot) = —k/OT u - ((x) —x)dt. (5.12)

De la Ec. (.7) es posible mostrar que

Wiot) —k/ dtl/ alti=t2)U*(t,) - U*(ty)dt,. (5.13)

donde U*( ) = R(t)u*(t). Por otro lado, la varianza del trabajo, definida
como o2, = (W) — (Wiat)?, se puede escribir como

:kQ/O /0 u(ty) - (X(t1)X(ta)) - u*(to)dt dts. (5.14)

Podemos evaluar facilmente la varianza si tomamos en cuenta la simetria de
la funcion de correlacion (X(t1)X(t2)), bajo el intercambio de t; y t2. En este
caso

o2 =2k /T dt, /t1 ut(ty) - (X(t1)X(t)) - u*(ta)dt dts. (5.15)

Por otro lado, por ser estacionario el proceso X(t), entonces también se debe
cumplir que (X(t1)X(t2)) = (X(0)X(t; — t2)). Sin embargo, si usamos la
solucion ((5.8) y suponemos que la correlacion (X€(t)) = 0, entonces

(XX (1)) = e ™R (£)(XoXo). (5.16)

Sabemos que la densidad de probabilidad estacionaria es la distribuciéon ca-
nonica dada por P(X) = (Bk/2m)e” C¥/2IXI” |29], v por consiguiente tamblen
se satisface P(Xg) = (Bk/2m)e~PH/2X0l” " de modo que (XoXo) = (Bk)~

con I la matriz unidad. Podemos conclulr que pata t; > to

1
(XoX(t, —ty)) = &e A=) R =1 (¢ YR (ts)1. (5.17)
Luego entonces, con la sustitucion directa de esta ecuacion en Ec. (5.15) la
varianza sera

2
ol = 1 a(ti—t2) *(ta)dty = — . .
3 25/ dt/ U () U(ta)dte = S(0) (5.18)
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Debido a que el trabajo es lineal en la variable x, y éste a su vez es gaussiano,
entonces la distribucion de probabilidad para el trabajo P(W) es también
gaussiana y satisface las mismas expresiones dadas en las Ecs. y .
De acuerdo con lo obtenido en la Ec. podemos concluir que también
se satisface la relacion de fluctuacion transitorio para el trabajo, es decir

POV) _ ow. (5.19)
P(-W)

Esta relacion, nos muestra que cuando una particula browniana con car-

ga eléctrica en presencia de un campo magnético constante, y atrapada en
una trampa armonica cuyo centro es arrastrado por una fuerza eléctrica de-
pendiente del tiempo satisface la relacion de fluctuacion para el trabajo; muy
similar a la relacion obtenida para el oscilador armoénico en ausencia del cam-
po magnético. También se puede mostrar que <e‘5w> = 1, y por consiguiente
AF =0, lo cual implica que F(0) = F(7), es decir, la energia libre de Helm-
holtz tiene el mismo valor en el estado de equilibrio inicial y final.
De nueva cuenta, en situaciones de no equilibrio y a nivel microscopico donde
las fluctuaciones son importantes, la relacion nos muestra que durante
el proceso inverso o arrastre del centro de la trampa armoénica haca atrés,
existe la probabilidad P(—W) = e #WP(W), de obtener trabajo reversible,
consistente con la reversibilidad microscépica, pero en contraposicién con la
segunda ley de la termodinamica.

5.1.2. Particula browniana en una trampa armdnica con
variacion instantdnea de su rigidez

Veamos ahora qué ocurre con las relaciones de fluctuacion estudiadas en
la seccién 4.2.3. si la particula browniana tiene una carga eléctrica y ademas
estd bajo la accion de un campo magnético con las mismas caracteristicas ya
mencionadas. En este caso el potencial armonico es U(x,y, z) = (k/2)|r|?, y
r = (x,y, z) el vector posicion. Debido a la orientacion del campo magnético
el proceso se puede descomponer en dos procesos independientes, similar
al caso anterior. En el plano z-y la ecuacion de Langevin en el régimen
sobreamortiguado se puede escribir ahora como

% = —Ax + BE(t), (5.20)
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donde las matrices

k(1 —C 2%, T 1 1 C
e ) e Ee (L f) e

siendo &(t) = (&,&,) un ruido blanco gaussiano con valor medio cero y
funcion de correlacion (&;(¢)&;(t')) = d;; 6(t —t'). Su correspondiente ecuacion
de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad condicional P(x,t|xo),
con la condicion inicial P(x,0]x) = d(x — Xg), esta dada por

oP k,T
— = Vx- (AxP) + 2= V2P 22
at X ( X )+ Qe X (5 )

cuya solucion explicita se puede escribir como [29],

k k|x — e~ Mxo)?
P(x,t = - - — |, 5.23
(3, tlxo) QWkBT(l—e—th)eXp[ 2T (1 — e-2kt) (5.23)
donde & = k/a.. De forma similar que en el modelo de una dimension,

empezamos desde el estado de equilibrio a temperatura 7', de tal manera que
la rigidez del potencial sufre un cambio instantaneo de ky a k; en t = 0 y esta
en contacto térmico con el bano para todo tiempo posterior. Nuevamente la
produccién de entropia serd

AW — AU P;(xo)
A = — 1 24
S = S ki () o2
donde x¢ = x(0), x; = x(¢), y U(x) = k|x|?/2. También
1
AW = 5(]4)1 — k’g)’Xo|2, (525)
1 2 1 2
AU = §k1‘X1‘ — §k0‘X0‘ s (526)
y entonces
k1 Pi(xo)
A = —— - N4k, . 2
S =~ = af) + iy n (0 (5.27)

Para una distribucién inicial

k k 2
Pi(xo) = 5rexp (—O'LO') | (5.28)
B
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podemos calcular la distribucion Pr(x;) de forma similar como en el caso de
1D es decir,

Pi(xy) = /OO P(x1]x0)P;(x0)dxo. (5.29)

(e o]

Con la sustitucion de la distribucion inicial y la distribucion (5.23)), y después
de realizar la doble integracion obtenemos

Py(x1) = QZi—t)Texp (—%) : (5.30)

donde
~ koky

k(t) = = .
0 ko + e=2k1t(ky — ko)

(5.31)

También Pj(x;) es gaussiana. Igualmente k(0) = ko y k(oo) = k. Sustitu-
yendo la Ec. (5.30) en la Ec. (5.27)) vemos que

1

ASior(x1,%0,t) = 2T(k51_k0>|X0|2
b k) — k) 4k, In (ﬁ) (5.32)
2T PR\ k) ) '

asociada a la trayectoria que inicia en Xy y termina en x; al tiempo t. El
promedio de la produccién de entropia es ahora

(AS;ot) :/ P(x1|x%0) P;(x0) ASior (X1, X0, t) dxodx; . (5.33)

Después de evaluar las expresiones correspondientes podemos verificar que
Ky K ( ko )}

ASii) =k, | ——=—+In|=— . 5.34

(85u) =k, |72 — e (1 (531

De igual manera como en el caso de 1D, es evidente que en t = 0 (AS;) = 0,
consistente con el tercer principio de la termodinamica y

. B ka1 k1
lim (AS,r) = , {k’_o —1-In (k—o)} >0, (5.35)

consistente con la segunda ley de la termodinamica.
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Por otro lado, para la estadistica del trabajo comenzamos con la energia
potencial dada por la Ec. (5.25)), cuyo promedio es

k

(AW) =k, T (—1 - 1) : (5.36)
ko

La diferencia de energfa libre en este caso serd AF = k. T In(k,/ko), por lo

que el trabajo disipativo sera entonces

k k
(AW, = (AW)Y —AF =k, T |—= —1—In( — )|, (5.37)
ko ko
asi que (AW,)/T es igual Ec. (5.35), como era de esperarse en el estado de
equilibrio. También la igualdad de Jarzynski se cumple, puesto que

k
(e PAWY — /e_BAWPZ»(XO) dxy = k_o = ¢ AL (5.38)
1
La relacion de fluctuacion integral para la producciéon de entropia se obtiene
del promedio

<€_Ast0t/k5> = /B_Astot/kB P(Xl |X0)B(X0) dXOdX17 (539)

y con la sustitucion correspondiente de las expresiones se muestra que (e~2%tt/Fp) =
1.

Para la relacion de fluctuacion de Crooks, necesitamos calcular las distri-
buciones Pp(AW) y Pr(—AW) para los procesos hacia adelante y hacia
atras respectivamente. En este caso debemos usar la Ec. (5.25) y consi-
derar que P(xg,yo)dzodyy = P(AW,0)||J||d(AW)df, donde ||J|| es el ja-
cobiano de la transformacion. Aqui zy = \/QAW/(krl —ko)sin@ y yo =
V2AW/(ky — ko) cos 0. De esta manera para el proceso hacia adelante usa-

mos la Ec. (5.28) para obtener

ko BAW

PF(AW) = ﬁko(lﬁ — ko)eXp (— ]{jl — ]{30

> O(AW), (5.40)
donde nuevamente O(z) es la funcion escalon. Para el proceso inverso el
sistema se encuentra en equilibrio definido por &y, tomando en cuenta que
k1 > ko, de manera tal que el trabajo realizado serda AW = (1/2)(ko —
k1) (xz2+y?). Para este caso usamos ahora la transformacion P(z1, y1 )drdy; =
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P(AW,0)||J||d(AW)d6, donde 1 = /2AW /[ (ko — ki) sin 0y y; = /2AW/ (ko — k1) cos 6.
Para la distribucion inversa usamos la distribucion (.30} en equilibrio tal que
k = k1, y por lo tanto

Pr(AW) = Bky (k1 — ko)exp (—%) O(—AW), (5.41)
asi que
Pr(—AW) = Bkq (k1 — ko)exp (—%) O(AW). (5.42)
Con esto podemos concluir que
Pp(AW) _ @eﬁAW _ PAW-AF) (5.43)

Pr(—AW)

que corresponde precisamente a la relacion de fluctuacion de Crooks.






Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis hemos usado el modelo de oscilador armoénico
browniano para demostrar la validez del teorema de fluctuacion de Crooks
para el trabajo termodinamico, en condiciones de no-equilibrio transitorio,
asi como la validez de la igualdad de Jarzynski. En este caso el protocolo
o parametro de control dependiente del tiempo es la velocidad de arrastre
arbitrario del centro del potencial, responsable de conducir al sistema fuera
de equilibrio. De forma similar, hemos utilizado el mismo modelo para de-
mostrar la validez del teorema de fluctuacion detallado en el caso transitorio
para la producciéon de entropia total, siempre y cuando la distribucion inicial
sea la distribucion canoénica de equilibrio. Mostramos también la validez del
teorema de Crooks y el teorema de fluctuacion integral de la produccion de
la entropia total, cuando el pardmetro de control, representado por la rigidez
del potencial, experimenta un cambio repentino del valor de ky — ki en el
instante ¢ = 0. Hemos complementado nuestro trabajo extendiendo.

Los estudios del Capitulo 4 han sido extendidos al problema del oscilador
armoénico browniano con carga eléctrica en presencia de un campo magnético
constante y un campo eléctrico externo dependiente del tiempo que juega
el papel del parametro de control, responsable de conducir al sistema fuera
de equilibrio. Nuestra contribucién original en esta tesis se presenta en la
subsecciéon 5.1.2, donde probamos la validez de las relaciones de fluctuacion
del trabajo, y la relacion de fluctuacion de la producciéon de entropia total, en
presencia del campo magnético, tomando en cuenta la variacion instantanea
de la rigidez del potencial.

Finalmente, queremos enfatizar que toda la metodologia propuesta en este
trabajo de tesis ha sido desarrollada en el contexto de los procesos estocas-

29
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ticos markovianos, aunque es importante destacar que los teoremas de fluc-
tuacion también han sido formulados desde el punto de vista de los procesos
no-markovianos [31]- [37]. Sin embargo, en presencia del campo magnético,
algunas cantidades termodinamicas como es el caso de la potencia y el caso
de la variacion instanténea de la rigidez del potencial, son tareas pendiente
para los procesos no-markovianos.
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