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1
I N T R O D U C C I Ó N

Este documento se encuentra dividido de la siguiente forma:

En el capítulo 1, se presentan la terminología y definiciones básicas
que se usan en el resto de este documento. También se presenta un
resumen de los resultados derivados de esta investigación.

En el capítulo 2, se muestran los resultados y conjeturas derivados de
estudiar el problema de caracterizar las gráficas G, que maximizan el
número de vértices de la segunda gráfica iterada de clanes |K2(G)|.

En el capítulo 3, se hace una descripción a extenso detalle de la heu-
rística basada en algoritmos genéticos, para estudiar el problema de
determinar si existe una gráfica G, tal que |Kn(G)| = Θ(an), con a > 1

y n > 1. También se muestran los datos experimentales que nos lle-
varon conjeturar que |Kn(Cm(1, 3, 6, 7, 8))| = Θ(3

n
2 ), con m ⩾ 25.

En el capítulo 4, se presentan las gráficas bobina generalizadas, que
son una generalización de las gráficas iteradas de clanes de la gráfica
circulante Cn(1, 3, 6, 7, 8). También se presenta resultados y conjetu-
ras sobre el comportamiento de |Kn(Cm(1, 3, 6, 7, 8)|.

En el capítulo 5, se muestran las conclusiones de este trabajo.

1.1 breve revisión histórica de la teoría de clanes

Un clan de una gráfica G, es una subgráfica completa maximal. Uno de los clan de una gráfica

primeros trabajos en los que se estudian clanes fue realizado en 1949, por
Luce y Perry [43], quienes usaron clanes para estudiar matrices que descri-
ben redes sociales. Posteriormente en 1960, Miller y Muller caracterizaron
las gráficas que tienen el máximo número de clanes [47]. Esta caracteriza-
ción también fue demostrada de manera independiente, por Moon y Moser
[48], en 1965.
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2 introducción

En la literatura, las gráficas de n vértices que tienen el mayor número de
clanes se les conoce como gráficas de Miller-Muller. En [48], Moon y Mosergráficas de

Miller-Muller también reportaron cotas para el máximo número de diferentes tamaños
de clanes, que pueden ocurrir en una gráfica de n vértices. Un año después,
Erdős mejoró las cotas encontradas por Moon y Moser [15].

Desde entonces, el estudio de los clanes ha estado presente en diversos tó-
picos de matemáticas discretas. En particular, los clanes han sido de impor-
tancia fundamental desde los inicios de la teoría de la complejidad compu-
tacional. Por ejemplo, el problema de decisión de determinar si una gráfica
tiene un clan de un tamaño dado, es uno de los 21 problemas NP-Completos,problema

NP-Completo que se enumeran en el trabajo clásico de Karp [38].

La gráfica de clanes K(G) de una gráfica G, es la gráfica intersección de losgráfica intersección

clanes de G (i.e. tiene por vértices a los clanes de G y dos vértices son
adyacentes si son distintos y tienen intersección no vacía). Hamelink, en
1968, fue el primero en mostrar una caracterización parcial de las gráficas
de clanes [31] (suficiente pero no necesaria). Sin embargo, fueron Roberts
y Spencer, quienes en 1971, dieron una de las caracterizaciones más utili-
zadas a la fecha [57]. Por más de 30 años, la única caracterización que se
tenía para gráficas de clanes fue la de Roberts y Spencer. Una caracteriza-
ción alternativa fue encontrada por Alcón y Gutierrez [1], en el 2003.

Dada una gráfica G, su gráfica de clanes K(G) se puede ver como el re-
sultado de aplicar un operador K, que transforma gráficas en gráficas. A
este operador se le conoce como el operador de clanes. Al aplicar el opera-operador de clanes

dor de clanes de manera iterativa se obtienen las gráficas iteradas de clanesgráficas iteradas de
clanes de G, las cuales se definen de manera recursiva: esto es, K0(G) = G y

Kn+1(G) = K(Kn(G)). El estudio de las gráficas iteradas de clanes comen-
zó en 1972, con el trabajo de Hedetniemi y Slater [34]. A partir de este
trabajo seminal, se ha hecho un amplio estudio en las gráficas iteradas de
clanes: en particular, Prisner en [54], ha hecho una recopilación de pro-
piedades que comparte el operador de clanes, con otros operadores que
resultan de gráficas intersección. También se han encontrado aplicaciones
de las gráficas iteradas de clanes en el estudio de la propiedad del punto
fijo para conjuntos parcialmente ordenados [33]. En física, se han aplicado
en gravedad cuántica de bucles [55, 56].

Una propiedad que ha resultado muy útil para estudiar gráficas de clanes,
es la propiedad de Helly [5]. Se dice que una gráfica G es clan-Helly, si parapropiedad de Helly

gráfica clan-Helly cualquier conjunto F, de clanes de G que se intersectan por pares, se cum-
ple que la intersección de F es no vacía. En particular, esta propiedad la
usó Szwarcfiter para formular uno de los resultados clásicos en la teoría
de clanes: el teorema del triángulo extendido [61].teorema del

triángulo extendido
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Si |Kn(G)| denota el número de vértices de la n-ésima gráfica de clanes, se
dice que G es clan divergente, si limn→∞|Kn(G)| = ∞, en caso contrario se clan divergente

dice que G es clan convergente. Decidir el clan comportamiento de una gráfica clan convergente

clan comportamientoconsiste en determinar si la gráfica es clan convergente o clan divergente.
En [60], se resumen algunos resultados clásicos sobre el clan comporta-
miento, como son: la gráfica del octaedro es clan divergente [49], el teore-
ma de la retracción [50] y la caracterización del clan comportamiento para
gráficas clan-Helly [2].

No se sabe si el clan comportamiento es un problema decidible, esto es, que problema decidible

exista un algoritmo que permita determinar si una gráfica es clan conver-
gente o clan divergente. Sin embargo, Cedillo y Pizaña han demostrado
que la clan divergencia no es expresable en lógica de primer orden [9] y
además no es decidible para el caso de gráficas automáticas (no necesaria-
mente finitas) [10]. Puesto que la decibilidad del clan comportamiento, no
es un problema trivial, en [18-20, 41], se revisan técnicas novedosas para el
estudio del clan comportamiento.

Con este trabajo se busca aportar a la teoría de clanes, con el estudio de los
siguientes tópicos: gráficas G que maximizan a |K2(G)|; heurísticas basadas
en algoritmos genéticos, para buscar gráficas cuya función f(n) = |Kn(G)|,
sea de interés y finalmente, el estudio de las propiedades bajo el opera-
dor de clanes, de una familia de gráficas que hemos denominado gráficas
bobina generalizadas.

1.2 notación y terminología

Este documento usa notación estándar de teoría de las gráficas, teoría de
la complejidad computacional, álgebra y programación. Las gráficas que
se estudian en este trabajo, son gráficas simples y no vacías. También iden-
tificamos conjuntos de vértices con sus gráficas inducidas, sin embargo,
cuando el contexto lo requiere, se usa V(G), para denotar al conjunto de
vértices de la gráfica G.

Si G es una gráfica, el orden de G (número de vértices), se denota por |G|. orden de una gráfica

El isomorfismo de gráficas se denota por G ∼= H. Si dos vértices x y y, son isomorfismo de
gráficasadyacentes o iguales, se usa la notación x ≃ y; de manera similar, se usa

x ∼ y, si los vértices son diferentes y adyacentes. La vecindad abierta NG(x), vecindad abierta
NG(x)de un vértice x ∈ G, es el conjunto de todos los vértices de la gráfica G

(diferentes de x), que son adyacentes a x. Por otra parte, la vecindad cerrada
NG[x], es el conjunto de vértices dado por: NG[x] = NG(x) ∪ {x}. Cuando vecindad cerrada

NG[x]en el contexto sea claro quién es la gráfica G, simplemente escribiremos
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N(x) y N[x]. El conjunto potencia de los vértices de G (es decir, todos losconjunto potencia

subconjuntos de V(G)), se denota por 2G.

Para n ⩾ 1, denotaremos a la gráfica completa, la gráfica sin aristas, la trayecto-gráficas Kn, In, Pn
ria y el ciclo de n vértices, por: Kn, In, Pn y Cn respectivamente. La gráfica
complemento de G, se denota por G. La gráfica que resulta de remover el vér-gráfica G

tice x ∈ G, de G, se denota por G− x. Aunque las gráficas que se estudiangráfica G− x

en este trabajo tienen al menos 1 vértice, resulta conveniente considerar a
la gráfica sin vértices, que denotaremos por K0, a fin de simplificar algunasgráfica sin vértices

K0 de las fórmulas que se presentan en el capítulo 2.

La suma de Zykov G+H, de las gráficas G y H, es la gráfica que resulta desuma de Zykov
G+H la unión disjunta de G y H, agregando todas las posibles aristas entre ellas.

En particular, note que G+ K0 = G. Si d es un número natural con d ⩾ 1,
el octaedro d-dimensional se define como: Od = I2 + · · ·+ I2 (d veces). Poroctaedro

d-dimensional Od simplicidad, también se usa la notación d ·G = G+ · · ·+G (d veces). De
esta forma, el octaedro d-dimensional se puede escribir como: Od = d · I2.
En particular, cuando d = 0, se tiene que Od = K0.

La notación del octaedro no debe de confundirse con la notación O grande,notación O grande

que también se usa en este trabajo para denotar la cota superior asintótica. La
cota inferior asintótica, se denota por Ω. La cota ajustada asintótica, se denotanotación Ω

por Θ, esta se define como g(n) = Θ(f(n)) si y sólo si g(n) = Ω(f(n)) ynotación Θ

g(n) = O(f(n)).

El producto tensorial G×H de las gráficas G y H, es la gráfica cuyo conjuntoproducto tensorial de
gráficas G×H de vértices es el producto cartesiano V(G)× V(H) y dos vértices (g1,h1) y

(g2,h2) son adyacentes si y sólo si g1 ∼ g2 y h1 ∼ h2.

El producto categórico fuerte G⊠H de las gráficas G y H, es la gráfica cuyoproducto categórico
fuerte G⊠H conjunto de vértices es el producto cartesiano V(G)× V(H) y dos vértices

(g1,h1) y (g2,h2) son adyacentes, si y sólo si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

g1 = g2 y h1 ∼ h2, o

g1 ∼ g2 y h1 = h2.

La unión G∪H de gráficas G y H, con V(G)∩V(H) ̸= ∅, es la gráfica con vér-unión de gráficas
G∪H tices V(G)∪V(H) y dos vértices son adyacentes, si y sólo si son adyacentes

en G o en H. Observe que G∪H = G+H.

El grupo de enteros módulo n, se denota por Zn. Si [k] es una clase lateral degrupo Zn

Zn, se usará la convención de que el representante k, cumple que 0 ⩽ k ⩽
n− 1. La gráfica circulante Cn(a1,a2, . . . ,ar), con ai ∈ Zn, para 1 ⩽ i ⩽ r,gráfica circulante
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es la gráfica con vértices V(G) = Zn y dos vértices x y y son adyacentes si
y sólo si x− y ∈ J = {±a1,±a2, . . . ,±ar}.

Como parte de este trabajo, se hicieron múltiples experimentos compu-
tacionales para enunciar o refutar conjeturas que surgieron en el desarro-
llo de la investigación. El código de estos experimentos se implementó
usando el sistema de álgebra computacional [7]: Groups, Algorithms and Pro-
gramming (GAP) [23]. También se usó la biblioteca de código de GAP: Yet sistema GAP

Another Graph System (YAGS) [8], para simplificar el código necesario pa- biblioteca YAGS

ra trabajar con gráficas.

Los pseudocódigos que se describen en el capítulo 3, hacen uso extenso de
la estructura de datos conocida como lista enlazada, que es una forma de lista enlazada

representar vectores de n entradas, que pueden aumentar o reducir su ta-
maño dinámicamente. De tal forma que si X es una lista que representa el
vector (a1,a2, . . . ,an), entonces X[1] = a1, X[2] = a2 y así sucesivamente.
En el contexto de programación, se prefiere la notación X = [a1,a2, . . . ,an],
para indicar los valores de X de manera explícita. La notación |X|, represen-
ta el total de elementos que contiene la lista X.

En el capítulo 3, también se hace uso del concepto de función , en el sentido función
(programación)de programación estructurada: es decir, una serie de instrucciones que se

ejecutan secuencialmente al "invocar" a la función.
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1.3 resumen de resultados

Uno de los problemas que se investigó como parte de este trabajo, fue el ca-
racterizar las gráficas G que maximizan a |K2(G)|. Los resultados obtenidos
sobre este problema, se describen a detalle en el capítulo 2 y se publicaron
en [52] y en [53]. Si bien, el problema continúa abierto, los experimentos
computacionales nos han llevado a conjeturar que si G es una gráfica de n

vértices, entonces |K2(G)| está acotado por los siguientes valores (conjetura
2.36):

|K2(G)| ⩽


√
2

√
2
n

, si n es par,
√
5

√
2
n−3

, si n es impar.

También conjeturamos que las cotas superiores se alcanzan con la gráfica
Gn, dada por (definición 2.3):

Gn =

On
2

, si n es par,

On−3
2

+ I3, si n es impar.

Si la conjetura fuera cierta, entonces Gn es una suspensión S(H), de una
gráfica H, esto es: Gn = S(H) = I2 +H. Es por ello que para estudiar las
gráficas que maximizan a |K2(G)|, se propuso un nuevo operador de biclanes
B(G) (definición 2.5), con el cual se caracterizó la segunda gráfica iterada
de clanes de suspensiones de G, en términos de B(G), esto es: B(G) =

K2(S(G)) (teorema 2.8).

También se caracterizaron las gráficas G que maximizan a |B(G)| y se de-
mostró que esto ocurre precisamente cuando G = Gn, lo que sugiere que
la conjetura 2.36, podría ser cierta. En la sección 2.3, presentamos resul-
tados y una estrategia general, que podrían ser útiles para demostrar la
conjetura 2.36.

Otro de los problemas que se investigó en este trabajo, fue el determinar si
existe una gráfica G, para la que el orden de sus gráficas iteradas de clanes
tiene crecimiento exponencial, esto es: |Kn(G)| = Θ(an), con a > 1. Este
problema lleva a su vez a la cuestión de encontrar una gráfica G, que al
menos muestre dicho comportamiento en experimentos computacionales
y de esta forma pueda servir como punto de partida de la investigación.

Por las razones que se exponen a detalle en el capítulo 3, no es computacio-
nalmente factible revisar cada gráfica del conjunto de gráficas de n vértices
para buscar a la gráfica G de interés, es por ello que se requiere una búsque-
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da más dirigida. Para los fines de esta investigación, una heurística basada
en algoritmos genéticos arrojó resultados satisfactorios.

Los principios generales de un algoritmo genético, así como la implemen-
tación que se usó en este trabajo, se describen con extenso detalle en el
capítulo 3. Mediante dicha heurística se encontró que la gráfica circulante
G = Cn(1, 3, 6, 7, 8), con n ⩾ 25, experimentalmente tiene crecimiento expo-
nencial.

Para estudiar las propiedades de las gráficas Ki(Cn(1, 3, 6, 7, 8)), en el ca-
pítulo 4, se define una familia de gráficas que hemos denominado gráficas
bobina generalizadas. Las cuales son una generalización de las gráficas bobi-
na definidas por Larrión, Pizaña y Villarroel-Flores, en [42]. En particular,
cualquier gráfica circulante que cumple las condiciones del lema 4.3 (como
lo es la gráfica Cn(1, 3, 6, 7, 8)), es una gráfica bobina generalizada.

Si G es una gráfica bobina generalizada, en la sección 4.2, se demuestra que
K(G) también es una gráfica bobina generalizada (teorema 4.7). Entre otros
resultados, también se dan caracterizaciones de las adyacencias de G, en
términos de sus clanes (lema 4.12) y se dan lemas para obtener subgráficas
completas de K(G).

Tenemos la conjetura de que G = Cn(1, 3, 6, 7, 8), con n ⩾ 25, cumple que
|Ki(G)| = 3 · |Ki−2(G)|+ |G|, para i ⩾ 2 (conjetura 3.12). De ser cierta dicha
conjetura, en la sección 3.5 se muestra que esto implicaría que |Ki(G)| =

Θ(3
n
2 ) (teorema 3.15).





2
G R Á F I C A S Q U E M A X I M I Z A N L A S E G U N D A G R Á F I C A
D E C L A N E S

Si G es una gráfica de n vértices, una pregunta natural que surge al estudiar
el operador de clanes es la siguiente: ¿qué gráficas G maximizan |Ki(G)|,
para i ⩾ 1?

Para i = 1, es bien conocida la caracterización de las gráficas G que ma-
ximizan a |K(G)|. Dicha caracterización fue descubierta de manera inde-
pendiente, primero por Miller y Muller en 1960 [47] y posteriormente por
Moon y Moser en 1965 [48]. En dichos trabajos, se demuestra el siguiente
teorema, el cual da una cota superior para el número máximo de clanes
que puede tener una gráfica de n vértices (en el 2011, una prueba más
simple fue publicada por Wood [65]).

Teorema 2.1 (Miller y Muller [47, Teorema 4], Moon y Moser [48, Teorema
1], Wood [47]). Sea G una gráfica con n ⩾ 2 vértices, entonces:

|K(G)| ⩽ g(n) =


3n/3, si n ≡ 0 (mod 3)

4 · 3(n−4)/3, si n ≡ 1 (mod 3)

2 · 3(n−2)/3, si n ≡ 2 (mod 3).

Las gráficas que realizan las cotas del Teorema 2.1, se les conoce como grá-
ficas de Miller-Muller . A fin de simplificar la descripción de dichas gráficas, gráficas de

Miller-Mullerrecuerde que para un entero d ⩾ 0 y una gráfica G, usaremos la nota-
ción d ·G = G+G+ · · ·+G (d veces G). Las gráficas de Miller-Muller se
describen en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Miller y Muller [47, Teoremas 11, 12 y 13], Moon y Moser [48,
Teorema 2]). Sea n ⩾ 2, sea g(n) la función definida en el Teorema 2.1 y sea Mn

las gráficas de n vértices que se definen como:

Mn =


n
3 · I3, si n ≡ 0 (mod 3)

H+ n−4
3 · I3, donde H ∈ {C4, I4}, si n ≡ 1 (mod 3)

I2 +
n−2
3 · I3, si n ≡ 2 (mod 3).

Entonces |K(G)| = g(n), sólo cuando G = Mn.

9
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Para i ⩾ 2, sigue siendo un problema abierto qué gráficas maximizan
|Ki(G)|. A fin de avanzar en la solución de dicho problema, en este trabajo
de investigación doctoral definimos un operador de biclanes B, que para
la suspensión S(G) := G+ I2, de la gráfica G, tiene la propiedad de que
K2(S(G))) ∼= B(K(G)). También caracterizamos las gráficas que maximizan
|B(G)|. Estos resultados se presentaron en [52] y en [53], mismos que se
describen a detalle en las siguientes secciones.

2.1 suspensiones de gráficas y la segunda gráfica de clanes

Puesto que las gráficas de Miller-Muller maximizan el orden de la primera
gráfica de clanes, se podría esperar que dichas gráficas también maximizan
el orden de la segunda gráfica de clanes. Sin embargo, para n ⩾ 2 vértices,
nuestros experimentos computacionales muestran que este no es el caso.
Para un entero d ⩾ 0 y considerando Od = d · I2 = I2 + I2 + · · ·+ I2 (d
veces). Los experimentos muestran que las siguientes gráficas tienen mayor
número de clanes que las gráficas de Miller-Muller (véase Tabla 1).

Definición 2.3. Sea n ⩾ 2 vértices, definimos a las gráficas Gn, como:Gráfica Gn

Gn =

On
2

, si n es par,

On−3
2

+ I3, si n es impar.

Para 2 ⩽ n ⩽ 5, los resultados experimentales que se reportan en la Tabla 1,
muestran que |K2(G)| se maximiza cuando G es alguna de las gráficas: G4

o I4. Para n = 5, las gráficas que maximizan son: G5, I5, C5 y C4 ∪ I1. Sin
embargo, para n ⩾ 6, los experimentos indican que las gráficas Gn son las
únicas que maximizan |K2(G)|.

En la Tabla 1, también se comparan el número de clanes de clanes que tie-
nen las gráficas Gn y las gráficas de Miller-Muller Mn (columnas |K2(Gn)|

y |K2(Mn)|, respectivamente). Note que para n = 6, el valor de |K2(Gn)|,
supera por más del triple al valor de |K2(Mn)|. Esta diferencia se hace aún
mayor a medida que n aumenta.

Para nuestros experimentos usamos GAP [23], YAGS [8] y la lista de gráfi-
cas simples de Brendan McKay [46]. Es interesante notar que estos experi-
mentos sólo pueden realizarse para gráficas G, con un número de vértices
n, en un rango limitado de valores (alrededor de n ⩽ 18). En parte, esto
se debe a que la segunda gráfica de clanes de un octaedro d-dimensional,
cumple que [49]:

|K2(Od)| = 22
d−1

.
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Tabla 1: Gráficas G que maximizan |K2(G)|, para 2 ⩽ n ⩽ 10.

n G |K2(G)| |K2(Mn)|

2 G2 2 2

3 G3 3 3

4 G4 y I4 4 4

5

G5, C4 ∪ I1, C5

y I5
5 5

6 G6 16 6

7 G7 25 7

8 G8 256 44

9 G9 625 90

10 G10 65536 154

Por lo que la gráfica G que maximiza |K2(G)|, debe cumplir que:

|K2(G)| ⩾ |K2(Od)| ⩾ 22
d−1

, con d =
⌊n
2

⌋
,

lo que nos da un orden super exponencial. Por ejemplo, para n = 18, K(G)

debe tener un número de clanes mayor o igual que 22
8
= 2256, el cual es

un número mucho más grande que 290, el cual es el total de átomos que
se estima que tiene el universo visible [30]. Sin un conocimiento de la es-
tructura de G, es imposible almacenar esa cantidad de información para
representar K2(G). Más aún, sin considerar las limitaciones de memoria y
si se usara una de las supercomputadoras más rápidas al momento (que
pueden realizar 2 · 1017 operaciones por segundo [63]) y suponiendo que
se pudiera calcular 1 clan, en 1 operación (una estimación irreal y ridícula-
mente optimista), llevaría más de 53 billones de años calcular los clanes de
clanes de G.

A pesar de que los experimentos que se pueden realizar son limitados,
estos nos permitieron conjeturar que |K2(G)| se maximiza cuando G = Gn.
Los experimentos también sugieren que |K2(G)| es mayor, cuando G es
una suspensión, que cuando no lo es. En este trabajo diremos que G es una suspensión de una

gráficasuspensión de una gráfica H, si G ∼= S(H) := H+ I2. De esto se tiene que
para n ⩾ 4, la gráfica Gn es una suspensión. Por lo que si nuestra conjetura
es cierta, es de esperarse que |K2(S(G))| se maximiza cuando S(G) = G|G|+2.
A fin de estudiar |K2(S(G))|, haremos uso de las siguientes definiciones.

Definición 2.4. Biclan de una gráfica. Sea G una gráfica simple y sea

B = {(X, Y) ∈ 2G × 2G : x ≃ y, para cada x ∈ X y y ∈ Y}.
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Defina un orden parcial en B con (X1, Y1) ≼ (X2, Y2) si y sólo si X1 ⊆ X2 y
Y1 ⊆ Y2. Un biclan (X, Y) de G, es un elemento maximal de B bajo el orden ≼.

Definición 2.5. Gráfica de biclanes. La gráfica de biclanes B(G) de una gráfica
G, es la gráfica cuyos vértices son biclanes de G y dos vértices diferentes (X1, Y1)
y (X2, Y2) de B(G), son adyacentes si y sólo si X1 ∩X2 ̸= ∅ o Y1 ∩ Y2 ̸= ∅.

La Definición 2.4 nos dice que un biclan (X, Y), es un par ordenado de
subconjuntos de vértices no necesariamente disjuntos de G, tales que cada
vértice en X es adyacente o igual a cada vértice en Y y (X, Y) es maximal
bajo inclusión de componentes.

Múltiples variaciones del operador de biclanes han sido estudiadas por
Prisner [54], Figueroa y Llano [16], Zelinka [66] y Groshaus et al [25-29].
Las definiciones 2.4 y 2.5, hasta donde sabemos son nuevas en la literatura,
publicadas en [52] y [53].

Observe que si S(G) es la suspensión de la gráfica G, por definición existen
vértices diferentes x,y ∈ S(G) \G, tales que NS(G)(x) = NS(G)(y) = G (son
adyacentes a todos los vértices de G). Esta observación y los siguientes
resultados, permiten relacionar a K2(S(G)) con B(K(G)).

Lema 2.6. Sean q y p clanes de G y S(G), respectivamente. Sean los vértices
x,y ∈ S(G) \G, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i). p \ {x,y} ∈ K(G).

(ii). Para qx = q∪ {x} y qy = q∪ {y}, se tiene que qx,qy ∈ K(S(G)).

Demostración. Para (i), como NS(G)(x) = NS(G)(y) = G, si p es un clan
de S(G), entonces x ∈ p o y ∈ p y por la maximalidad de p, se tiene que
p \ {x,y} es un clan de G.

Para (ii), si q ∈ K(G), como NS(G)(x) = NS(G)(y) = G, entonces qx =

q ∪ {x} y qy = q ∪ {y}, son completas de S(G) y por la maximalidad de q,
se tiene que qx,qy ∈ K(S(G)).

Lema 2.7. Sean los vértices x,y ∈ S(G) \G, entonces (X, Y) ∈ B(K(G)) si y sólo
si la colección:

Q =

⋃
q∈X

{q∪ {x}}

∪

 ⋃
q ′∈Y

{q ′ ∪ {y}}

 ,

es un clan de K(S(G)).
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Demostración. Sea (X, Y) un biclan de K(G), por definición de biclan, para
cualquier q ∈ X y q ′ ∈ Y, se tiene que q ≃ q ′ en K(G), luego q ∩ q ′ ̸= ∅.
Además, por el Lema 2.6, inciso (ii), para qx = q ∪ {x} y q ′

y = q ′ ∪ {y}, se
tiene que qx,q ′

y ∈ K(S(G)), luego:

Q =

⋃
q∈X

{qx}

∪

 ⋃
q ′∈Y

{q ′
y}

 ,

es una completa de K(S(G)). Para mostrar que Q también es clan de K(S(G)),
sea p ∈ K(S(G)), tal que Q ∪ {p} es una completa de K(S(G)). Sin pérdida
de generalidad, se tiene que x ∈ p y por el Lema 2.6, inciso (i), se cumple
que q ′′ = p \ {x} ∈ K(G). Como Q es una completa, para cualquier q ′ ∈ Y,
se cumple que p ≃ q ′

y = q ′ ∪ {y} en K(S(G)). De esto se tiene que q ′′ ≃ q ′

en K(G) y por la maximalidad del biclan (X, Y), se cumple que q ′′ ∈ X. Por
lo tanto Q∪ {p} = Q y en consecuencia Q es un clan de K(S(G)).

Por otra parte, sean los conjuntos X, Y ⊆ K(G) tales que la colección:

Q =

⋃
q∈X

{qx}

∪

 ⋃
q ′∈Y

{q ′
y}

 ,

con qx = q ∪ {x} y q ′
y = q ∪ {y}, es un clan de K(S(G)). Entonces para

cualquier q ∈ X y q ′ ∈ Y, se tiene que qx ∼ q ′
y en K(S(G)), luego q ≃ q ′ en

K(G). De esto se tiene que el par ordenado W = (X, Y), es una bicompleta
de K(G).

Para mostrar que W es biclan de K(G). Sea q ′′ ∈ K(G), tal que W ′ =

(X∪ {q ′′}, Y), es una bicompleta de K(G). Sea q ′′
x = q ′′ ∪ {x}, entonces para

cualquier q ∈ X, se cumple que x ∈ q ′′
x ∩ qx, lo cual implica que q ′′

x ≃ qx

en K(S(G)). Además, para cualquier q ′ ∈ Y, se cumple que q ′′ ≃ q ′ en
K(G), por lo que q ′′

x ∼ q ′
y en K(S(G)). De esto se tiene que Q∪ {q ′′} es una

completa de K(S(G)), pero dado que Q es un clan, entonces Q = Q ∪ {q ′′}

y en consecuencia q ′′ ∈ X. De esto se concluye que W = W ′, por lo que W

es biclan de K(G).

Teorema 2.8. Sea G una gráfica simple. Entonces K2(S(G)) ∼= B(K(G)).

Demostración. Sean los vértices x,y ∈ S(G) \G. Sea (X, Y) ∈ B(K(G)), por el
Lema 2.7, es posible definir un mapeo τ : B(K(G)) → K2(S(G)) dado por:

τ((X, Y)) =

⋃
q∈X

{q∪ {x}}

∪

 ⋃
q ′∈Y

{q ′ ∪ {y}}

 .
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Se mostrará que τ es un isomorfismo de gráficas.

Para mostrar que τ es sobreyectiva, sea Q un clan de K(S(G)). Por el Le-
ma 2.6, si p ∈ Q, entonces p \ {x,y} ∈ K(G), por lo que existen conjuntos
X, Y ⊆ K(G), tales que

Q =

⋃
q∈X

{qx}

∪

 ⋃
q ′∈Y

{q ′
y}

 ,

con qx = q ∪ {x} y q ′
y = q ∪ {y}. Además, por el Lema 2.7, se tiene que

W = (X, Y) ∈ B(K(G)). Se sigue que τ(W) = Q y por lo tanto τ es sobre.

Para el resto de esta prueba W1 = (X1, Y1) y W2 = (X2, Y2), son biclanes
de K(G).

Para probar que τ es inyectiva, si τ(W1) = τ(W2), entonces para A1 =⋃
q∈X1

{q∪ {x}} y A2 =
⋃

q∈X2
{q∪ {x}}, se tiene que A1 = A2, luego X1 = X2.

Un argumento similar muestra que Y1 = Y2. En consecuencia W1 = W2 y
τ es inyectiva.

Finalmente, para mostrar que τ preserva adyacencias, se tienen dos casos:

Si W1 ≃ W2 en B(K(G)), por definición de gráfica de biclanes, se
tiene que X1 ∩ X2 ̸= ∅ o Y1 ∩ Y2 ̸= ∅, por lo que existe un clan
q ∈ K(G), tal que q ∈ X1 ∩X2 o q ∈ Y1 ∩Y2. Además, por el Lema 2.6,
inciso (ii), se cumple que qx = q ∪ {x} y qy = q ∪ {y}, son clanes de
S(G). Por lo que qx ∈ τ(W1) ∩ τ(W2) o qy ∈ τ(W1) ∩ τ(W2), lo cual
implica que τ(W1) ∩ τ(W2) ̸= ∅ y por lo tanto τ(W1) ≃ τ(W2) en
K2(S(G)).

Si τ(W1) ≃ τ(W2) en K2(S(G)), existe un clan p ∈ K(S(G)), tal que
p ∈ τ(W1) ∩ τ(W2). Por el Lema 2.6, inciso (i), se tiene que q =

p \ {x,y} ∈ K(G), por lo que q ∈ X1 ∩ X2 o q ∈ Y1 ∩ Y2 y por la
definición de gráfica de biclanes, esto implica que W1 ≃ W2 en
B(K(G)).

De esto se concluye que τ es un isomorfismo de gráficas.

Puesto que el Teorema 2.8, muestra una relación estrecha entre la segunda
gráfica de clanes y el operador de biclanes, resulta natural preguntarse
qué gráficas G, maximizan |B(G)|. La caracterización de dichas gráficas, se
estudia a detalle en la siguiente sección.
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2.2 gráficas que maximizan a la gráfica de biclanes

Si G × H denota el producto tensorial de gráficas y G denota la gráfica
complemento de G, el producto bola de G con H se define como: producto bola

G ◦H = G×H.

Observe que en G ◦H, dos vértices diferentes (g1,h1) y (g2,h2) son adya-
centes, si y sólo si g1 ≃ g2 en G o h1 ≃ h2 en H. En la literatura, a veces se
usa la notación ×, para denotar al producto bola [32].

Es bien sabido que la gráfica de clanes de una suma de Zykov es el pro-
ducto bola de sus gráficas de clanes: K(G+H) ∼= K(G) ◦ K(H) [40, 49, 50].
El siguiente teorema, muestra que el operador de biclanes también tiene
esta propiedad.

Teorema 2.9. Sean G y H gráficas simples, entonces B(G+H) ∼= B(G) ◦B(H).

Demostración. Sea (X, Y) un biclan de G+H, entonces existen subconjuntos
de vértices G1 y G2 de G y subconjuntos de vértices H1 y H2 de H, tales que
X = G1 ∪H1 y Y = G2 ∪H2. Por la maximalidad de (X, Y), los pares orde-
nados (G1,G2) y (H1,H2) son biclanes de G y H respectivamente. Más aún,
por la definición del producto bola, el par ordenado ((G1,G2), (H1,H2)) es
un vértice de B(G) ◦B(H). Estas observaciones permiten definir la función
ϕ : B(G+H) → B(G) ◦B(H) como sigue:

ϕ((G1 ∪H1,G2 ∪H2)) = ((G1,G2), (H1,H2)).

Mostraremos que ϕ es un isomorfismo de gráficas. Sea T = ((G1,G2), (H1,H2))

un vértice de B(G) ◦ B(H), entonces W = (G1 ∪H1,G2 ∪H2) es un biclan
de G+H que satisface ϕ(W) = T . Luego ϕ es sobreyectiva.

Para el resto de esta prueba, sean (X, Y) = (G1 ∪H1,G2 ∪H2) y (X ′, Y ′) =

(G ′
1 ∪H ′

1,G ′
2 ∪H ′

2), biclanes de G+H.

Si ϕ((X, Y)) = ϕ((X ′, Y ′)), de la definición de ϕ, tenemos que ((G1,G2), (H1,H2)) =

((G ′
1,G ′

2), (H
′
1,H ′

2)). Entonces G1 = G ′
1, G2 = G ′

2, H1 = H ′
1 y H2 = H ′

2, por
lo tanto X = X ′ y Y = Y ′. Luego (X, Y) = (X ′, Y ′) y de esto se tiene que ϕ

es inyectiva.

Finalmente, para mostrar que ϕ preserva adyacencias, note que (X, Y) ≃
(X ′, Y ′) en B(G+H), si y sólo si (G1 ∪H1) ∩ (G ′

1 ∪H ′
1) ̸= ∅ o (G2 ∪H2) ∩

(G ′
2 ∪H ′

2) ̸= ∅, lo cual es cierto si y sólo si (G1,G2) ≃ (G ′
1,G ′

2) en B(G)

o (H1,H2) ≃ (H ′
1,H ′

2) en B(H), esto es ϕ(W1) ≃ ϕ(W2) en la gráfica
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B(G) ◦ B(H). Por lo tanto, ϕ preserva adyacencias. Concluimos que ϕ es
un isomorfismo de gráficas.

Dada una gráfica G y un subconjunto S de vértices de G, se define la
vecindad cerrada de un conjunto de vértices comovecindad cerrada de

un conjunto de
vértices

N[S] =


⋂

x∈SNG[x], si S ̸= ∅,

V(G), si S = ∅.

Es decir, N[S] es el conjunto de todos los vértices que son adyacentes o
iguales a todos los vértices de S. Podemos iterar al operador N, definiendo
N0[S] = S y Nn+1[S] = N[Nn[S]]. Algunas de las propiedades del operador
N, se muestran a continuación.

Teorema 2.10. Para cualquier par de subconjuntos de vértices A y B de G, se
cumplen las siguientes propiedades:

a) N[A∪B] = N[A]∩N[B].

b) Si A ⊇ B, entonces N[A] ⊆ N[B].

c) N2[A] ⊇ A.

d) Nn[A] = Nn−2[A], para n ⩾ 3.

Demostración. a) y b) son inmediatos de la definición de N[X]. Para c), note
que cualquier par de vértices x ∈ N[A] y y ∈ A, satisface que x ≃ y, en
consecuencia N2[A] ⊇ A.

Para d), la prueba es por inducción. Si n = 3, suponga que la afirmación
es falsa, entonces existe un vértice w ∈ N3[A] \N[A] y por lo tanto, para
todo y ∈ N2[A] se tiene que w ≃ y. Pero por el inciso c), tenemos que
N2[A] ⊇ A, luego w es adyacente o igual a todo vértice en A, pero esto
implica que w ∈ N[A], una contradicción. Para el paso inductivo, sea n ⩾ 5,
entonces

Nn+1[X] = N[Nn[X]] = N[Nn−2[X]] = Nn−1[X] = N(n+1)−2[X].

La relación que hay entre los biclanes y la vecindad cerrada de un conjunto
de vértices, se muestra en el siguiente teorema.

Lema 2.11. (X, Y) es un biclan de G si y sólo si X = N[Y] y Y = N[X].
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Demostración. Se mostrará que X = N[Y], para ello sea x ∈ X, por definición
de biclan, para todo y ∈ Y se tiene que x ≃ y, por lo que x ∈ N[Y] y
X ⊆ N[Y]. Para la otra contención, sea x ′ ∈ N[Y], por definición de N[Y],
para todo y ∈ Y, se cumple que x ′ ≃ y y por la maximalidad de (X, Y), se
tiene que x ′ ∈ X, luego N[Y] ⊆ X. Se concluye que X = N[Y]

Un argumento similar muestra que Y = N[X].

Teorema 2.12. (X, Y) es un biclan de G si y sólo si existe un conjunto S ⊆ G, tal
que X = N2[S] y Y = N[S].

Demostración. Sea (X, Y) es un biclan de G, por el Lema 2.11, se tiene que
(X, Y) = (N[Y],N[X])) = (N[N[X]],N[X]]) = (N2[X],N[X]). Luego S = X.

Por otra parte, si S ⊆ G, sean Y = N[S] y X = N2[S]. Entonces X =

N[N[S]] = N[Y] y por el Lema 2.10, inciso d), se tiene que N[X] = N[N2[S]] =

N3[S] = N[S] = Y. Como X = N[Y] y Y = N[X], del Lema 2.11 se concluye
que (X, Y) es un biclan de G.

El teorema 2.12, permite definir la siguiente función:

Definición 2.13. Definimos la función de biclanes β : 2G → B(G) como función de biclanes
β

β(S) = (N2[S],N[S]).

La función de biclanes β resulta útil para obtener cotas superiores para
el número máximo de biclanes que una gráfica puede tener, tal como se
muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.14. La función de biclanes β es sobreyectiva. En particular:

|B(G)| =
∣∣{β(S) : S ∈ 2G}

∣∣ ⩽ 2|G|.

Demostración. Inmediato del Teorema 2.12.

2.2.1 El caso par

A continuación se estudian las gráficas G, que maximizan a |B(G)|, cuando
n = |G|, es par. Por el Corolario 2.14, se tiene que |B(G)| ⩽ 2|G|. El siguiente
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teorema muestra que la igualdad se alcanza, justo cuando G es la gráfica
del octaedro d-dimensional.

Teorema 2.15. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La función β es inyectiva.

2. N[X] ̸= N[X ′] para todo X,X ′ ⊆ G con X ̸= X ′.

3. N[G \ {x}] ̸= N[G] para todo x ∈ G.

4. Para todo x ∈ G, existe algún y ∈ G tal que x ̸≃ y y y ≃ z para todo
z ∈ G \ {x}.

5. n = |G| es par y G ∼= Od, para d = n
2 .

Demostración. Las implicaciones (1) ⇒ (2) ⇒ (3) son inmediatas. Para (3) ⇒
(4), como N[G \ {x}] ̸= N[G] y N[G] ⊆ N[G \ {x}], debe de haber al menos un
vértice y, en el conjunto N[G \ {x}] \N[G]. Note que x ̸≃ y, de lo contrario
se tendría y ∈ N[G], una contradicción.

Para (4) ⇒ (5), note que x es el único vértice de G que satisface y ̸≃ x, por lo
tanto x ≃ z, para todo z ∈ G \ {y}. De esto se tiene que G ∼= I2+ I2+ · · ·+ I2
(d veces).

Finalmente, para (5) ⇒ (1), sean X1 y X2, subconjuntos de vértices diferen-
tes de Od. Sin pérdida de generalidad, suponga que X1 \X2 ̸= ∅, entonces
existe un vértice z ∈ X1 \X2 y un vértice w ∈ Od, tal que w ̸≃ z. Note que
N[w] = G \ {z}, luego w ∈ N[X2] y w ̸∈ N[X1]. Por lo tanto N[X1] ̸= N[X2] y
β es inyectiva.

Del Teorema 2.15, se sigue la siguiente caracterización de las gráficas que
maximizan el número de biclanes, cuando el número de vértices de la
gráfica es par.

Teorema 2.16. Sea G una gráfica con orden n = 2d y d ⩾ 1. Si G maximiza
|B(G)|, entonces |B(G)| = 2n y G ∼= Od.

Demostración. Del Corolario 2.14, se tiene que |B(G)| =
∣∣{β(S) : S ∈ 2G}

∣∣ ⩽
2n.

Si |B(G)| = 2n, entonces
∣∣{β(S) : S ∈ 2G}

∣∣ = |2G| = 2n, por lo que la función
β es inyectiva. Pero de las equivalencias 1 y 5 del Teorema 2.15, esto implica
que G ∼= Od, con d = n

2 .
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2.2.2 El caso impar

Se mostrará que cuando n = |G| ⩾ 3 es impar, entonces |B(G)| se maximiza
cuando G ∼= I3 +Od, con d = n−3

2 . Para ello, primero se calculará el valor
de |B(I3+Od)|, a fin de obtener una cota inferior para máx{|B(G)| : |G| = n}.

Lema 2.17. Sea n = 2d+ 3 = |I3 +Od|, entonces |B(I3 +Od)| =
5
8 · 2n.

Demostración. Note que los biclanes de I3, son: (∅, I3), (I3, ∅) y ({x}, {x}),
para cada x ∈ I3; luego |B(I3)| = 5. Para n ⩾ 5, por el Teorema 2.9, se
tiene que B(I3 +Od) ∼= B(I3) ◦B(Od) y por el Teorema 2.16, |B(Od)| = 22d,
luego:

|B(I3 +Od)| = |B(I3) ◦B(Od)| = |B(I3)| · |B(Od)| = 5 · 22d =
5

8
· 2n.

Recuerde que la función β (Definición 2.13), cumple que para cualquier
subconjunto de vértices S ⊆ G, su imagen β(S) es un biclan. Dada una
colección C de subconjuntos de vértices de G, se usará la función β para
definir el conjunto de biclanes B(C) inducido por C, como conjunto de biclanes

B(C) inducido por C
B(C) = {β(S) : S ∈ C}.

Por el Teorema 2.12, los biclanes de una gráfica G se pueden obtener
aplicando la función β, a cada subconjunto de vértices de G, es decir,
B(G) = B(2G).

Note que |B(C)| ⩽ |C|. Una cota superior alternativa para |B(C)|, que en
ocasiones puede ser más útil, es la que se describe en el siguiente lema.

Lema 2.18. Sea S ⊆ G y sea C una colección de subconjuntos de G, tal que para
cada X ∈ C, se tiene que N[X] ⊆ S, entonces |B(C)| ⩽ 2|S|.

Demostración. Por el Teorema 2.12, para cada Z ⊆ G, el biclan (N2[Z],N[Z])

está determinado de manera única por el subconjunto N[Z] ⊆ G, por lo que
|B(C)| = |{N[X] : X ∈ C}|. Como para cada X ∈ C, se tiene que N[X] ⊆ S, se
sigue que:

|B(C)| = |{N[X] : X ∈ C}| ⩽ 2|S|.
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Denotaremos por G, a la gráfica que maximiza |B(G)|, cuando |G| = n =gráfica G

2d+ 3.

Denotaremos por SGx , a la colección de subconjuntos de vértices de G, quecolección de
conjuntos SGx contienen al vértice x. Análogamente, SGx es la colección de subconjuntos

de G, que no contienen al vértice x. La colección de subconjuntos que
contienen al vértice x y que no contienen al vértice y, se denotará por
SGx, y y así sucesivamente. Cuando en el contexto sea claro quien es G,
omitiremos el superíndice. Note que 2G = Sx ∪ Sx y B(G) = B(2G) =

B(Sx)∪ B(Sx).

Se dice que x ∈ G, es un vértice universal de G, si N[x] = G. El siguientevértice universal

lema muestra que si G tiene vértices universales, entonces G tiene menos
biclanes que I3 +Od, por lo que G ̸= G.

Lema 2.19. La gráfica G no tiene vértices universales.

Demostración. Suponga que G tiene un vértice universal x. Defina el mapeo
κ : Sx → Sx como κ(S) = S \ {x}. Observe que κ es una biyección, más aún,
para cualquier conjunto X ∈ Sx, se tiene que:

N[X] = N[X \ {x}]∩N[x] = N[X \ {x}]∩ G = N[X \ {x}] = N[κ(X)],

por lo cual, B(Sx) = B(Sx). Además, como 2G = Sx ∪ Sx y B(G) = B(2G),
el número de biclanes de G se puede acotar como sigue:

|B(G)| = |B(2G)| = |B(Sx ∪ Sx)| = |B(Sx)∪ B(Sx)| = |B(Sx)|

⩽ |Sx| = 2n−1 =
1

2
· 2n <

5

8
· 2n.

Pero por el Lema 2.17, la desigualdad anterior es una contradicción de la
maximalidadd de G, ya que para d = n−3

2 , se tiene que |B(I3+Od)| =
5
8 ·2

n.
Por lo tanto, G no puede tener vértices universales.

Recuerde que G denota al complemento de la gráfica G. Los siguientes
lemas caracterizan la estructura general de G.

Lema 2.20. Para cualquier vértice de grado r de G, los biclanes de G cumplen la
siguiente desigualdad:

|B(G)| ⩽ 2n
(
1

2
+

1

2r

)
.

Demostración. Sea x ∈ G un vértice de grado r. Entonces en la gráfica G, se
tiene que |N[x]| = n− r. Como para cada conjunto X ∈ Sx, se cumple que
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N[X] ⊆ N[x], se sigue del Lema 2.18, que |B(Sx)| ⩽ 2|N[x]| = 2n−r. Además,
como |B(Sx)| ⩽ |Sx| = 2n−1, se tiene que:

|B(G)| = |B(Sx)∪ B(Sx)| ⩽ |B(Sx)|+ |B(Sx)|

⩽ 2n−1 + 2n−r = 2n
(
1

2
+

1

2r

)
.

Recordemos que ∆(G) es el grado máximo de la gráfica G.

Lema 2.21. ∆(G) ⩽ 3 y si ∆(G) = 3, entonces |B(G)| ⩽ 5
8 · 2n.

Demostración. Si G tuviera un vértice con grado r ⩾ 4, por el Lema 2.20

se tendría que |B(G)| < 5
8 · 2n, lo cual no es posible por el Lema 2.17 (G

maximiza |B(G)|), por lo tanto ∆(G) ⩽ 3.

Por otra parte, si ∆(G) = 3, entonces por el Lema 2.20, se tiene que |B(G)| ⩽
5
8 · 2n.

Lema 2.22. G es la unión disjunta de ciclos y trayectorias.

Demostración. Por el Lema 2.19, se tiene que ∆(G) ⩾ 2, por lo que para
mostrar que G es la unión disjunta de ciclos y trayectorias, basta mostrar
que ∆(G) ⩽ 2. Para ello, suponga que G tiene un vértice x de grado 3 y sea
NG(x) = {y, r, s}, los vecinos de x en G. Se mostrará que esta suposición
implica que |B(G)| < 5

8 · 2n, lo cual contradice al Lema 2.17 .

Suponga que ninguno de los vértices en NG(x) es adyacente a alguno de
los vértices en G \ {x,y, r, s}. Entonces si H es la subgráfica de G inducida
por los vértices NG[x], se tiene que G = H+(G\H). Como |H| = 4 y H ̸= O2,
entonces por el Teorema 2.15, se tiene que |B(H)| < |B(O2)|. Se sigue del
Teorema 2.9, la siguiente desigualdad:

|B(G)| = |B(H+ (G \H))| = |B(H) ◦B(G \H)| = |B(H)||B(G \H)|

< |B(O2)||B(G \H)| = |B(O2) ◦B(G \H)| = |B(O2 + (G \H))|.

Lo cual contradice la maximalidad de G, por lo que sin pérdida de genera-
lidad, existe un vértice z ∈ G \ {x,y, r, s}, tal que z no es adyacente a y.

Puesto que la gráfica G0 = G \ {x,y}, tiene orden impar, por el Teore-
ma 2.15, punto 3, se tiene que existe un vértice t ∈ G0, tal que

U0 = NG0
[G0] = NG0

[G0 \ {t}].
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De esto se tienen los dos casos siguientes (para simplificar la notación del
resto de la prueba, N sin subíndice se usará para denotar a NG):

a) Caso 1: t ̸= z. De las pruebas de los lemas 2.20 y 2.21, se tiene la
siguiente desigualdad:

|B(G)| ⩽ |B(Sx)|+ |B(Sx)| ⩽ |Sx|+ |B(Sx)| ⩽ 2n−1 + 2n−3 =
5

8
· 2n.

Observe que en la demostración de dicha desigualdad, se usó que
|B(Sx)| ⩽ |Sx|. Por lo que si se muestra que existen dos conjuntos
diferentes S y S ′ de la colección Sx, tales que N[S] = N[S ′], entonces
se tendría que β(S) = β(S ′) y por lo tanto: |B(Sx)| < |Sx|. De esto se
seguirá que |B(G)| < 5

8 · 2n.

Entonces, sea S = G0 y S ′ = G0 \ {t}. Como z ∈ S ′ y |S ′ ∩ {r, s}| ⩾ 1,
los vértices x y y no están en N[S] o en N[S ′]. De esto se tiene que
N[S] = NG0

[S] = U0 y N[S ′] = NG0
[S ′] = U0. Luego N[S] = N[S ′],

que es la contradicción deseada.

b) Caso 2: t = z. De nuevo se usará la desigualdad del caso anterior, pero
en este caso, note que en las pruebas de los lemas 2.20 y 2.21, para
obtener dicha desigualdad se usó que |B(Sx)| ⩽ 2|N[x]| ⩽ 2n−3. Por
lo que si se muestra que existen dos conjuntos diferentes S y S ′ en la
colección Sx, tales que N[S],N[S ′] ∈ 2N[x] y N[S] = N[S ′], entonces se
tiene que |B(Sx)| < 2|N[x]| y de esto se seguirá que |B(G)| < 5

8 · 2n.

Entonces, sea S = G0 ∪ {x} y S ′ = (G0 \ {t})∪ {x}. Como G0 ⊃ {z, r}, ni
x ni y están en N[G0], por lo que N[G0] = NG0

[G0], luego:

N[S] = N[G0]∩N[x] = NG0
[G0]∩N[x] = U0 ∩N[x]

= U0 \ {r, s}.

Puesto que r ∈ S ′, se tiene que x ̸∈ N[S ′] y en consecuencia

N[S ′] = N[S ′] \ {x} = N[G0 \ {t}]∩N(x).

Además, como

N[G0 \ {t}]∩G0 = NG0
[G0 \ {t}] = U0,

por lo que:

N[S ′] = N[G0 \ {t}]∩N(x) = N[G0 \ {t}]∩ (G0 \ {r, s})

= (N[G0 \ {t}]∩G0) \ {r, s} = U0 \ {r, s}.

Luego N[S] = N[S ′] y N[S],N[S ′] ∈ 2N[x], por lo que |B(G)| < 5
8 · 2n,

que es la contradicción deseada.
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Se sigue que ∆(G) ⩽ 2 y concluimos que G es la unión disjunta de ciclos y
trayectorias.

Del Lema 2.22 y de las propiedades de la suma de Zykov, la gráfica G es
la suma de Zykov del complemento de ciclos y trayectorias:

G = Cm1
+Cm2

+ · · ·+Cms + Pn1
+ Pn2

+ · · ·+ Pnr .

Para determinar los valores de ni y mi, es necesario estudiar los biclanes
de Cn y Pn. Dejamos como un problema abierto el determinar el valor
exacto de |B(Pn)| y |B(Cn)|, sin embargo, para caracterizar G, será suficiente
dar una cota superior. Con este fin, se desarrollan el resto de los lemas de
esta sección.

Lema 2.23. Sea G una gráfica con n = |G| y sea C una colección de subconjuntos
de vértices de G, tales que N2[S] ̸= S, para todo S ∈ C. Entonces

|B(G)| ⩽ 2n − |C|.

Demostración. Sea S ∈ C, por el teorema 2.12, β(S) = (N2[S],N[S]) es un
biclan de G. Por otra parte, por el Teorema 2.10, inciso d), se tiene que
N4[S] = N2[S] y N3[S] = N[S], luego:

β(N2[S]) = (N2[N2[S]],N[N2[S]]) = (N4[S],N3[S]) = (N2[S],N[S]) = β(S).

Como N2[S] ̸= S, la función β no es inyectiva. Pero por el Teorema 2.15,
el máximo número de biclanes (que es 2n) solo se alcanza cuando β es
inyectiva, por lo que cada conjunto de C, disminuye en una unidad dicha
cota superior. Luego |B(G)| ⩽ 2n − |C|.

El siguiente lema es útil para construir colecciones de conjuntos que satis-
facen el Lema 2.23, tomando complementos de conjuntos que no puedan
ser expresados como la unión de vecindades abiertas.

Lema 2.24. Sea G una gráfica y sea Z ⊆ G, tal que no existe W ⊆ G, con
la propiedad de que Z = ∪w∈WNG(w). Entonces para S = Z, se tiene que
S ̸= N2

G
[S].

Demostración. Note que para cualquier v ∈ G, se tiene que NG(v) = NG[v].
Entonces, para cualquier subconjunto X ⊆ G, se tiene la siguiente igualdad:

NG[X] =
⋂
x∈X

NG[x] =
⋃
x∈X

NG[x] =
⋃
x∈X

NG(x).
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Sea Z un subconjunto de vértices de G, para el que no existe subconjunto
W ⊆ G, con la propiedad de que Z = ∪w∈WNG(w). Suponga que Z =

N2
G
[Z], entonces de la igualdad anterior cuando X = NG[Z], se tiene que:

Z = N2
G
[Z] = NG[NG[Z]] = NG[X] =

⋃
x∈X

NG(x)

Luego Z =
⋃

x∈XNG(x), una contradicción. Por lo tanto, para S = Z, se
tiene que S ̸= N2

G
[S].

Por simplicidad, denominaremos como conjuntos no-cubribles, a los conjun-conjuntos
no-cubribles en G tos de vértices de una gráfica G, que cumplan con las condiciones del

Lema 2.24 (conjuntos que no pueden ser expresados como la unión de ve-
cindades abiertas). Similarmente, si C es una colección de conjuntos todos
no-cubribles, diremos que la colección C es no-cubrible.colección no-cubrible

El siguiente lema nos dice cómo construir conjuntos no-cubribles en G, a
partir de vértices x ∈ G, cuyos vecinos también tengan vecinos (vecinos de
vecinos de x). En particular, esta es una propiedad que cumplen todos los
vértices de los ciclos y la mayoría de los vértices de trayectorias Pn, con
n ⩾ 4.

Lema 2.25. Sea x un vértice de una gráfica G, tal que para cada y ∈ N(x), se tiene
que |N(y) \ {x}| ⩾ 1. Sea Z = {z1, . . . , zr} un conjunto de vértices de G, tal que
Z ⊇

(⋃
y∈N(x)N(y)

)
\ {x}. Entonces cada conjunto en la colección Sx,z1,...,zr es

no-cubrible en G.

Demostración. Sea S un conjunto de la colección Sx,z1,...,zr , esto es, S contie-
ne a x y no contiene a ninguno de los vértices de Z.

Suponga que S se puede expresar como una unión de vecindades abiertas
de G, entonces existe un vértice v ∈ G, tal que N(v) ⊇ {x} y N(v) no
contiene a ningún vértice de Z. Como v ∈ N(x), por hipótesis se tiene que
|N(v) \ {x}| ⩾ 1 y Z ⊇ N(v) \ {x}. Por lo que existe un vértice zi ∈ Z ∩N(v),
una contradicción. Luego todo conjunto de la colección Sx,z1,...,zr , es no-
cubrible.

Por medio del Lema 2.25, se pueden obtener las siguientes cotas superiores
para el número de biclanes de los complementos de caminos y trayectorias.

Lema 2.26. El número de biclanes de los complementos de trayectorias satisface:
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1. |B(P2)| = 4 = 22.

2. |B(Pn)| <
5
8 · 2n, para n ⩾ 3.

Demostración. Sea {0, 1, . . . ,n− 1} el conjunto de vértices de la trayectoria
Pn. Se tienen 3 casos: 2 ⩽ n ⩽ 3, n = 4 y n ⩾ 5.

Caso 1: 2 ⩽ n ⩽ 3.

Para este caso es fácil verificar manualmente las siguientes afirmaciones:

|B(P2)| = 4, con B(P2) = { ({0, 1},∅), (∅, {0, 1}), ({0}, {0}), ({1}, {1}) }.

|B(P3)| = 4 < 5 = 5
8 · 23, con B(P3) = { ({0, 1, 2},∅), (∅, {0, 1, 2}),

({0, 2}, {0, 2}), ({1}, {1}) }.

Caso 2: n = 4.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

C1 = SP4

0,2
.

C2 = SP4

0,1,3
es no-cubrible por 1 y 3.

C3 = SP4

0,1,2,3
es no cubrible por 1 y 3.

Note que las colecciones de conjuntos C1, C2 y C3, son disjuntas por pares
ya que sus conjuntos difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2, por lo que
C1, C2 y C3, no pueden tener conjuntos en común. Como |C1| = 24−2 = 4,
|C2| = 24−3 = 2 y |C3| = 1, se sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que: :

|B(P4)| ⩽ 24 − |C1 ∪ C2 ∪ C3| = 24 − |C1|− |C2|− |C3|

= 24 − 4− 2− 1 = 9 < 10 = 24 · 5
8 .

Caso 3: n ⩾ 5.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

C1 = SPn

0,2
.

C2 = SPn

0,n−3,n−1
es no-cubrible por n− 3 y n− 1.

C3 = SPn

0,n−5,n−3,n−1
es no-cubrible por n− 5, n− 3 y n− 1.

Al igual que en el Caso 2, note que las colecciones de conjuntos C1, C2 y
C3, son disjuntas por pares, ya que sus conjuntos difieren en incluir/excluir



26 gráficas que maximizan la segunda gráfica de clanes

los vértices 0 y n− 1. Además, |C1| = 2n−2, |C2| = 2n−3 y |C3| ⩾ 1. De los
lemas 2.23 y 2.24, se sigue que:

|B(Pn)| ⩽ 2n − |C1 ∪ C2 ∪ C3| = 2n − |C1|− |C2|− |C3|

= 2n − 2n−2 − 2n−3 − 1 = 2n(1− 1
4 − 1

8) − 1

= 2n · 5
8 − 1 < 2n · 5

8 .

Lema 2.27. El número de biclanes de los complementos de ciclos satisface:

1. |B(C3)| = 5 = 5
8 · 23.

2. |B(Cn)| <
5
8 · 2n, para n ⩾ 4.

Demostración. Sea {0, 1, . . . ,n− 1} el conjunto de vértices del ciclo Cn. Se
tienen 3 casos: 3 ⩽ n ⩽ 4, n = 5 y n ⩾ 6.

Caso 1: 3 ⩽ n ⩽ 4.

Es fácil verificar manualmente las siguientes afirmaciones:

|B(C3)| = 5 = 5
8 · 23, con B(C3) = { ({0, 1, 2},∅), (∅, {0, 1, 2}), ({0}, {0}),

({1}, {1}), ({2}, {2}) }.

|B(C4)| = 4 < 10 = 5
8 · 24, con B(C4) = { ({0, 1, 2, 3},∅), (∅, {0, 1, 2, 3}),

({0, 2}, {0, 2}), ({1, 3}, {1, 3}) }.

Caso 2: n = 5.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

C1 = SCn

0,2,3
.

C2 = SCn

0,2,4
.

C3 = SCn

0,1,2,3,4
es no-cubrible por 1, 3 y 4.

C4 = SCn

0,1,2,3
es no-cubrible por 0, 1 y 3.

C5 = SCn

0,1,2,3,4
es no-cubrible por 1, 2 y 4.

C6 = SCn

0,1,2,3,4
es no-cubrible por 1, 3 y 4.

Note que las colecciones de conjuntos C1,C2, . . . ,C6, son disjuntas por pa-
res por las siguientes razones:

C1, C2, C3 y C4 difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2.
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C5 ∩ C4 = ∅, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 3.

C6 ∩ C4 = ∅, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 1.

C5 ∩ C6 = ∅, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 1.

Para i = 5, 6 y j = 1, 2, 3, se tiene que Ci ∩ Cj = ∅, ya que difieren en
incluir/excluir los vértices 0 y 2.

Como |C1| = |C2| = 25−3 = 4, |C4| = 25−4 = 2 y |C3| = |C5| = |C6| = 1, se
sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que:

|B(C5)| ⩽ 25 − |∪6
i=1 Ci| = 25 −

∑6
i=1 |Ci| ⩽ 25 − (2 · 4+ 2+ 3 · 1)

= 25 − 13 = 32− 13 = 19 < 20 = 5
8 · 25.

Caso 3: n ⩾ 6.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

C1 = SCn

0,2,n−2
.

C2 = SCn

2,0,4
.

C3 = SCn

1,3,n−1,0,2
es no-cubrible por los vertices: 1,3 y n− 1.

C4 = SCn

1,3,n−1,0,2
es no-cubrible por los vertices: 1,3 y n− 1.

C5 = SCn

3,1,5,0,2
es no-cubrible por los vértices: 3,1 y 5.

C6 = SCn

3,1,5,0,2
es no-cubrible por los vértices: 3,1 y 5.

C7 = SCn

n−1,1,n−3,0,2,n−2
es no-cubrible por los vértices: n − 1, 1 y

n− 3.

Las colecciones C1,C2,...,C7 son disjuntas por pares por las siguientes razo-
nes:

C1, C2, C3 y C4 difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2.

C5 es disjunta por pares con C1, C2 y C4, ya que difieren en inclui-
r/excluir los vértices 0 y 2.

C5 ∩ C3 = ∅, porque difieren en el vértice 3.

C6 es disjunta por pares con C1, C2, C3 y C5, ya que difieren en los
vértices 0 y 2.

C6 ∩ C4 = ∅, ya que difieren en el vértice 3.

C7 es disjunta por pares con C2, C3, C4, C5 y C6, porque difieren en
los vértices 0 y 2.

C7 ∩ C1 = ∅, porque difieren en el vértice n− 2.
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Note que |C1| = |C2| = 2n−3, |C3| = |C4| = |C5| = |C6| = 2n−5 y |C7| ⩾ 1. Se
sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que:

|B(Cn)| ⩽ 2n − |∪7
i=1 Ci| = 2n −

∑7
i=1 |Ci| ⩽ 2n −

(
2 · 2n−3 + 4 · 2n−5 + 1

)
= 2n − 2n−2 − 2n−3 − 1 = 2n(1− 1

4 − 1
8) − 1

= 5
8 · 2n − 1 < 5

8 · 2n.

El teorema principal de esta sección se enuncia a continuación.

Teorema 2.28. Sea G una gráfica de orden n > 1, que maximiza |B(G)|. Entonces,
si n = 2d, se tiene que G ∼= Od; en otro caso, n = 2d+ 3 y G ∼= I3 +Od.

Demostración. El caso par, n = 2d, es cubierto por el Teorema 2.15. Para el
caso impar, n = 2d+ 3, se tiene que G = Cm1

+Cm2
+ · · ·+Cms + Pn1

+

Pn2
+ · · ·+ Pnr por el Lema 2.22 y por el Teorema 2.9, se tiene que:

|B(G)| = |B(Cm1
+Cm2

+ · · ·+Cms + Pn1
+ Pn2

+ · · ·+ Pnr)|

= |B(Cm1
) ◦B(Cm2

) ◦ · · · ◦B(Cms) ◦B(Pn1
) ◦B(Pn2

) ◦ · · · ◦B(Pnr)|

= |B(Cm1
)| · |B(Cm2

)| · · · |B(Cms)| · |B(Pn1
)| · |B(Pn2

)| · · · |B(Pnr)|.

Por lo que |B(G)| es el producto de biclanes de complementos de trayecto-
rias y ciclos. Note que |C3 +C3| = |P2 +P2 +P2| y por los lemas 2.26 y 2.27,
se tiene que:

|B(C3 +C3)| = |B(C3) ◦B(C3)| = |B(C3)|
2 = 52 = 25

< 64 = 43 = |B(P2)|
3 = |B(P2) ◦B(P2) ◦B(P2)|

= |B(P2 + P2 + P2)|.

Se sigue que G puede alcanzar el valor máximo únicamente cuando

G ∼= C3 + P2 + P2 + · · ·+ P2 = I3 + I2 + I2 + · · ·+ I2 = I3 +Od.

Note que de acuerdo al Teorema 2.28, la gráfica G que maximiza |B(G)|, es
la misma gráfica Gn, que se definió en 2.3.

Neumann-Lara demostró en [49], que la gráfica de clanes del octaedro d-
dimensional Od, es un octaedro r-dimensional, con r = 2d−1, es decir:

K(Od) ∼= Or = O2d−1 .
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Por el Teorema 2.8, se tiene que K2(S(G)) ∼= B(K(G)) y como Od = S(Od−1),
se sigue que:

K2(Od) = K2(S(Od−1)) ∼= B(K(Od−1)) ∼= B(O2d−2).

Este resultado, junto con el Teorema 2.28, sugieren que si G tiene un orden
par, las gráficas que maximizan |K2(G)| son las mismas que maximizan
|B(G)| (excepto cuando n = 4, en este caso, I4 también maximiza |K2(G)|).
Ciertamente, se tiene la siguiente cota inferior:

|K2(G)| ⩾ |K2(Od)| = |B(O2d−2)| = 22
d−1

=
√
2

√
2
n

.

Para el caso impar, la evidencia experimental que se mencionó con ante-
rioridad, sugiere que las gráficas que maximizan |K2(G)|, también son las
mismas que maximizan |B(G)| (excepto para algunas excepciones mencio-
nadas antes en la Sección 2.1).

Si bien, el problema de determinar cuál es la gráfica que maximiza |K2(G)|,
sigue siendo un problema abierto, en la siguiente sección presentamos al-
gunos resultados y conjeturas, que creemos podrían ser útiles para resolver
este problema.

2.3 resultados adicionales y conjeturas

Lema 2.29. G ◦ I2 es una gráfica bipartita.

Demostración. Sea H = G ◦ I2 y sea I2 = {x,y}. Sea V(H) = {(v, z) : v ∈
G y z ∈ I2}, el conjunto de vértices de la gráfica H. Defina los conjuntos
X = {(v, x) : v ∈ G} y Y = {(v,y) : v ∈ G}. Entonces X ∩ Y = ∅ y V(H) =

X∪ Y. Luego X y Y forman una partición de V(H) = V(H).

Sean (v, x) y (v ′, x) vértices del conjunto X, con v ̸= v ′. Por la definición del
producto bola, se tiene que (v, x) ≃ (v ′, x), en H. De esto se tiene que en H,
los vértices (v, x) y (v ′, x) no son adyacentes. Por lo tanto, X es un conjunto
independiente en H. Un argumento similar muestra que Y también es un
conjunto independiente en H. Como X y Y son conjuntos independientes en
H, que forman una partición de V(H), entonces H es una gráfica bipartita.

Lema 2.30. Si G es bipartita, entonces G ◦ I2 ∼= G+G
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Demostración. Como G es una gráfica bipartita, existen conjuntos de vér-
tices independientes X y Y de G (que son completas en G), tales que
X y Y son una partición de los vértices de G. Sea I2 = {z1, z2} y sea
V(G ◦ I2) = {(v, z) : v ∈ G y z ∈ I2}, el conjunto de vértices de la gráfi-
ca G ◦ I2.

Defina los conjuntos X1 = {(x, z1) : x ∈ X}, Y1 = {(y, z1) : y ∈ Y} y X2 =

{(x, z2) : x ∈ X} y Y2 = {(y, z2) : y ∈ Y}. Note que los conjuntos X1, Y1, X2 y
Y2 son una partición de V(G ◦ I2). Sean las gráficas inducidas G1 = X1 ∪Y2
y G2 = X2 ∪ Y1, entonces V(G ◦ I2) = V(G1)∪ V(G2).

Defina la función ϕ1 : G1 → G, como ϕ1((v, z)) = v. Se mostrará que ϕ es
un isomorfismo de gráficas. Para mostrar que ϕ1 es biyectiva, sea v ∈ G,
entonces v ∈ X o v ∈ Y. Si v ∈ X, entonces (v, z1) ∈ X1 ⊂ G1 y ϕ1(v, z1) = v

y si v ∈ Y, entonces (v, z2) ∈ Y2 ⊂ G1 y ϕ1(v, z2) = v, luego ϕ1 es sobre.
Por otra parte, si ϕ1(v, z) = ϕ1(v

′, z ′), entonces ϕ1(v, z) = v y ϕ1(v, z) = v ′,
luego v = v ′ y ϕ1 es inyectiva.

Para mostrar que ϕ1 preserva adyacencias, sean (v, z), (v ′, z ′) ∈ G1, tales
que (v, z) ≃ (v ′, z ′), se tienen dos casos:

Caso 1: z = z ′. Entonces z = z1 o z = z2, si z = z1, entonces v, v ′ ∈ X y
como X es una completa en G, se tiene que v ≃ v ′, como ϕ1(v, z) = v

y ϕ1(v
′, z) = v ′, entonces ϕ1(v, z) ≃ ϕ1(v

′, z). De manera similar,
para z = z2, se tiene que v, v ′ ∈ Y y como Y es una completa en G,
ϕ1(v, z) ≃ ϕ1(v

′, z).

Caso 2: z ̸= z ′, entonces sin perdida de generalidad v ∈ X y v ′ ∈ Y. Por
hipótesis (v, z) ≃ (v ′, z ′) y como z ̸= z ′, por definición de producto
bola esto implica que v ≃ v ′. ϕ1(v, z) = v ≃ ϕ1(v

′, z) = v ′.

De lo anterior se tiene que ϕ1 es un isomorfismo de gráficas. Un argumento
similar muestra que la función ϕ2 : G2 → G, como ϕ2((v, z)) = v, también
es un isomorfismo de gráficas. Luego G1

∼= G y G2
∼= G.

Sea (x, z1) ∈ G1, con x ∈ X y sea (v, z) ∈ G2. Si z = z1, por la definición del
producto bola se tiene que (x, z1) ≃ (v, z). Si z = z2, entonces v ∈ X y como
X es una completa en G, x ≃ v, luego (x, z1) ≃ (v, z). Por lo tanto (x, z1)
es adyacente a todo vértice de G2. Un argumento similar muestra que
(y, z2) ∈ G1, es adyacente a todo vértice de G2. Luego G ◦ I2 ∼= G1 +G2

∼=

G+G.

Para el resto de esta sección y para un entero d ⩾ 1, usaremos la notación:
Gd = G ◦G ◦ · · · ◦G (d veces). En particular, Id2 = I2 ◦ I2 ◦ · · · ◦ I2 (d veces)
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y K(G)2 = K(G) ◦ K(G). Note que K(G)2, no es lo mismo que K2(G), esta
última denota la segunda gráfica de clanes de G. Esta notación también
cumple las reglas: Ga ◦Gb = Ga+b y (Ga)b = Gab.

Teorema 2.31. Si G es bipartita, entonces K(G ◦ I2) = K(G)2

Demostración. Por el Lema 2.30 y por las propiedades del operador de cla-
nes K, con la suma de Zykov, se tiene que:

K(G ◦ I2) = K(G+G) = K(G) ◦K(G) = K(G)2

Teorema 2.32. Para d ⩾ 1, K(G ◦ Id2 ) = K(G ◦ I2)2
d−1

.

Demostración. La demostración será por inducción sobre d. Para d = 1, la
prueba es trivial. Para d ⩾ 2, por el Lema 2.29, la gráfica:

H = G ◦ Id−1
2

es una gráfica bipartita y por el Teorema 2.31, se tiene que K
(
(G ◦ Id−1

2 ) ◦ I2
)
=

K
(
G ◦ Id−1

2

)2
. Por la hipótesis de inducción K(G ◦ Id−1

2 ) = K(G)2
d−1

, luego:

K
(
G ◦ Id2

)
= K

(
(G ◦ Id−1

2 ) ◦ I2
)
= K

(
G ◦ Id−1

2

)2
=
(
K(G)2

d−1
)2

= K(G)2
d

Teorema 2.33. Si c ⩾ 1, entonces

K2(c · I3 + d · I2) = K(Ic3 ◦ I2)2
d−1

.

Demostración. Por las propiedades del operador de clanes con la suma de
Zykov, se tiene que K(c · I3 + d · I2) = Ic3 ◦ Id2 . Luego, por el Teorema 2.32:

K2(c · I3 + d · I2) = K(Ic3 ◦ Id2 ) = K(Ic3 ◦ I2)2
d−1

.

El teorema 2.33, es útil para calcular el número de clanes de la gráfica Gn

(Definición 2.3). Este resultado se enuncia en el siguiente corolario:
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Corolario 2.34. Sea Gn la gráfica definida en 2.3, entonces:

|K2(Gn)| =


√
2

√
2
n

, si n es par,
√
5

√
2
n−3

, si n es impar.

Demostración. Si n es par, entonces Gn = On
2

. Como K(Od) ∼= O2d−1 y
|K(Od)| = 2d, se sigue que:

|K2(Gn)| = |K2(On
2
)| = |K(O

2
n
2
−1)| = 22

n
2
−1

=
√
2

√
2
n

Si n es impar, entonces Gn = I3 +On
2

. Es fácil verificar que |K(I3 ◦ I2)| = 5.
Entonces, para d = n−3

2 , del Teorema 2.32, se sigue que:

|K2(Gn)| = |K2(I3 +Od)| = |K2(I3 + d · I2)| = |K(I3 ◦ I2)2
d−1

|

= |K(I3 ◦ I2)|2
d−1

= 52
d−1

= 52
n−3
2

−1

=
√
5

√
2
n−3

.

Lema 2.35. Sea f(n), la función en los enteros dada por:

f(n) =


√
2

√
2
n

, si n es par,
√
5

√
2
n−3

, si n es impar.

Entonces f(n) = f(n− 2)2.

Demostración. Observe que para cualquier entero a y x > 0, se cumple que:(
x
√
2
a−2
)2

= x2·
√
2
a−2

= x
√
2
2·
√
2
a−2

= x
√
2
a

.

Por lo que si n es par, con a = n y x =
√
2, se obtiene f(n) = f(n− 2)2.

De manera similar, si n es impar, con a = n − 3 y x =
√
5, se obtiene

f(n) = f(n− 2)2.

Tenemos la siguiente conjetura que hemos formulado basándonos en los
resultados experimentales mencionados en la Sección 2 y en los resultados
presentados en este capítulo:
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Conjetura 2.36. Para cualquier gráfica G, con n ⩾ 6 vértices, se cumple que:

|K2(G)| ⩽ f(n) =


√
2

√
2
n

, si n es par,
√
5

√
2
n−3

, si n es impar.

La igualdad se cumple si G = Gn (gráfica de la definición 2.3).

Si se pudiera probar que K2(G) se maximiza, cuando G = H+ I2 con K(H)

bipartita, o también, cuando G = T + I2 + I2 (por el lema 2.29, K(T + I2) es
bipartita), por el teorema 2.31, se tendría que |K2(G)| = |K(H)|2 o |K2(G)| =

|K(T + I2)|
2. Entonces usando inducción sobre n y por el lema 2.35, se

podría demostrar la conjetura 2.36.





3
A L G O R I T M O S G E N É T I C O S

Uno de los problemas que se investigaron en este trabajo doctoral, fue el
determinar si existe una gráfica G, cuyas gráficas iteradas de clanes Kn(G),
tienen crecimiento exponencial (i.e. |Kn(G)| = Θ(an), para a > 1). Tenemos
la conjetura de que la gráfica circulante Cn(1, 3, 6, 7, 8), con n ⩾ 25, tiene
dicho comportamiento: en la sección 3.5, se presentan los resultados que
llevaron a plantear dicha conjetura. La gráfica C25(1, 3, 6, 7, 8), fue la que
inicialmente se encontró en este trabajo por medio de una heurística basada
en algoritmos genéticos, la cual se describe a detalle en este capítulo.

Los algoritmos genéticos pertenecen a un grupo de metaheurísticas deno-
minadas algoritmos evolutivos, las cuales se usan para resolver problemas algoritmos

evolutivosde búsqueda y optimización, por medio de técnicas que están inspiradas en
algunos de los mecanismos de la evolución biológica, como lo son: selección evolución biológica

natural, reproducción, recombinación y mutación [45].

Uno de los primeros trabajos en los que se investigó la posibilidad de simu-
lar la evolución biológica mediante el uso de computadoras y usar dicho
mecanismo para resolver problemas de optimización, fue el de Barricelli,
en 1954 [3]. Posteriormente, durante las décadas de 1950 y 1960, los traba-
jos de Fraser [17] y Friedberg [21, 22], contribuyeron al desarrollo de las
bases de los algoritmos evolutivos. Sin embargo, no fue hasta el año de
1975, que en el trabajo de Holland [35], se presenta la terminología y heu-
rísticas de lo que se conoce actualmente como algoritmos genéticos (AGs). Algoritmos

Genéticos (AGs)

Son diversos los problemas de optimización en los que se han utilizado
los AGs: se han aplicado en problemas relacionados con el problema de la
persona viajante [44], en alineamiento de secuencias en bioinformática [51],
en detección de errores en programas de computadora [37] e incluso para
el desarrollo de antenas [36]. En particular, en este trabajo se han usado
AGs para encontrar una gráfica cuyas gráficas iteradas de clanes, tienen
crecimiento exponencial.

En principio, se puede buscar una gráfica que cumpla con características
que son de interés (como puede ser que tenga crecimiento exponencial
con el operador de clanes), con un enfoque de fuerza bruta: esto es, da-
do un entero n, se revisan todas las gráficas de n vértices para deter-

35
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minar si hay alguna gráfica, que experimentalmente cumple con las ca-
racterísticas deseadas. Sin embargo, en general no es factible realizar una
búsqueda por fuerza bruta en un tiempo razonable. Por ejemplo, existen
64001015704527557894928 gráficas de 16 vértices (salvo isomorfismos) [59].
Aún usando una de las supercomputadoras más rápidas del mundo (que
teóricamente podría realizar 2 · 1018 operaciones por segundo [58]) y si se
supone que se puede procesar una gráfica, en 2000 operaciones (una esti-
mación extremadamente optimista), llevaría más 2 años procesar todas las
gráficas de 16 vértices.

Puesto que una búsqueda por fuerza bruta no es factible, es necesario usar
alguna heurística que permita hacer una búsqueda de una forma más diri-
gida, de tal forma que permita encontrar una gráfica con las características
deseadas en un tiempo razonable. Para los fines de esta investigación, una
heurística basada en algoritmos genéticos dio resultados satisfactorios. Sin
embargo, otro tipo de heurística que ya no se usó pero que quizás pueda
ser de utilidad para los fines de este trabajo, es la del algoritmo de recocido
simulado [11].

Para implementar un algoritmo genético, primero se debe elegir una co-
dificación del problema (con su respectiva decodificación), luego se tiene que
definir una función de aptitud y finalmente se aplican los pasos generales de
la heurística que conforma a un algoritmo genético. Cada uno de estos
tópicos y cómo se aplicaron en este trabajo, se explican a detalle en las
siguientes secciones.

3.1 codificación y decodificación en un algoritmo genéti-
co

El espacio de búsqueda de un problema de optimización, es el conjunto deespacio de búsqueda

elementos que satisfacen las restricciones del problema [4]. A los elemen-
tos del espacio de búsqueda se les conoce como soluciones candidatas (unasolución candidata

solución candidata no necesariamente es una solución óptima). Para poder
aplicar un algoritmo genético a un problema de optimización, primero se
tiene que elegir una codificación para las soluciones candidatas.

La codificación en los AGs es análoga a la codificación de información ge-
nética que ocurre en los seres vivos y que se describe brevemente a conti-
nuación. En los organismos, los genes contienen información para construirgenes

proteínas, las cuales son esenciales para su funcionamiento. Cada gen tie-
ne variantes conocidas como alelos, que determinan características físicasalelos

y bioquímicas del organismo [64]. Por ejemplo, el gen LCT codifica a la
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enzima lactasa (una proteína) y las variantes de este gen (alelos), determi-
nan que una persona pueda ser intolerante/tolerante a la lactosa [62]. La
colección de información presente en los genes se denomina información información genética

genética.

De manera similar, en los AGs los "organismos" son las soluciones candida-
tas de un problema de optimización y los "genes" de una solución candida-
ta son las características de dicha solución. Para representar computacional-
mente la "información genética" de cada solución, se elige una codificación; codificación

que por lo general es una cadena de unos y ceros (codificación binaria).

Dado el conjunto de gráficas de n vértices (simples y no dirigidas), un pro-
blema en cuestión es el buscar en dicho conjunto una familia de gráficas
con ciertas propiedades de interés. Desde el enfoque de los AGs, se puede
pensar que en este problema las gráficas son "organismos" y sus "caracte-
rísticas" son sus adyacencias. La codificación que se utilizó en este trabajo
es la siguiente (véase figura 1): se obtiene la matriz de adyacencia de la grá-
fica y se toma cada renglón arriba de la diagonal principal; cada renglón se
concatena yendo de arriba hacia abajo, para obtener una cadena de ceros y
unos. Observe que la longitud L de la cadena que codifica a una gráfica de
n vértices, esta dada por: L =

n(n−1)
2 .

2

1

3

4

1 0 0 1 1 1

0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0




Figura 1: Codificación de una gráfica en una cadena binaria.

El proceso inverso de la codificación es la decodificación. En nuestro caso, decodificación

la decodificación obtiene la gráfica G a partir de su codificación binaria
mediante los siguientes pasos (véase la figura 2):

1. Si L es la longitud de la codificación, el total de vértices n de G

se calcula con n = 1+
√
8L+1
2 . Por ejemplo, la cadena 100111, tiene

longitud L = 6. Por lo que:

n =
1+

√
8L+ 1

2
=

1+
√
8(6) + 1

2
=

1+
√
49

2
= 4.

2. Se lee de izquierda a derecha la cadena: los primeros n− 1 dígitos,
forman el primer renglón arriba de la diagonal principal. Los n− 2

dígitos siguientes, forman el segundo renglón y así sucesivamente
hasta obtener la matriz triangular superior (excluyendo la diagonal
principal, que sólo contiene ceros). El resto de la matriz (la matriz
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triangular inferior), se obtiene transponiendo la matriz triangular su-
perior.

3. Se usa la matriz de adyacencias para construir a la gráfica.

2

1

3

4

1 0 0 1 1 1

L=6
n=4

n− 1 n− 2 n− 3

0 1 0 0

0 1 1

0 1

0




0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0




Figura 2: Decodificación de una cadena binaria que representa una gráfica.

3.2 función de aptitud

En la evolución biológica, la selección natural es el proceso en el que unselección natural

organismo con mayor aptitud para adaptarse a un ambiente, tiene más pro-
babilidades de reproducirse y dejar descendencia [45]. De manera similar, en
los AGs a cada solución candidata se le asigna un número real positivo que
representa su aptitud: mientras mayor sea dicha aptitud, más probabilida-aptitud

des hay de que la solución candidata sea seleccionada para reproducción
(este paso de los AGs se explica más adelante, en la sección 3.3.2).

Si S es el espacio de búsqueda del problema de optimización y R+ es el
conjunto de números reales positivos, la asignación de la aptitud en un
algoritmo genético se hace mediante la función de aptitud fA : S → R+. Lafunción de aptitud

fA definición de la función de aptitud depende del problema de optimización,
pero por lo general se suele definir de tal forma que la función fA mide
que tan óptima es una solución candidata.

Para especificar la función de aptitud que se usó en esta investigación,
conviene primero definir la siguiente función.

Definición 3.1 (Función de crecimiento de una gráfica). Sea G una gráfica y
sea Kn(G), su n-ésima gráfica iterada de clanes. Su función de crecimiento gG(n),Función de

crecimiento se define como:
gG(n) = |Kn(G)|.

En este trabajo se tiene interés en encontrar gráficas G, para las que su
función gG(n) tiene crecimiento exponencial (si es que existen). Es por ello
que la función de aptitud fA se ha propuesto como una medida de que
tan óptimo es aproximar a la función gG(n), con el modelo de regresión
exponencial:
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ye(n) = A ·Bn, (3.1)

donde A y B son constantes a determinar. En principio, en el modelo 3.1
se podría agregar una constante C, para así tener A ·Bn +C y dar más pre-
cisión al modelo. Sin embargo, excluir dicha constante simplifica el cálculo
de la función de aptitud, ya que esto permite transformar el modelo 3.1,
en un modelo de regresión lineal, que para nuestros fines este enfoque fue
suficiente para obtener resultados satisfactorios.

Para obtener un modelo de regresión lineal de 3.1, se aplica logaritmo
natural para obtener:

Ln(ye(n)) = Ln(A ·Bn) = Ln(A) + Ln(B) ·n.

Sustituyendo en la ecuación anterior y(n) = Ln(ye(n)), a = Ln(A) y b =

Ln(B), se obtiene la siguiente ecuación lineal:

y(n) = a+ bn. (3.2)

Bajo este nuevo enfoque, fA debería medir que tan óptimo es aproximar a
Ln(gG(n)), con el modelo de regresión lineal y(n). El valor de las constan-
tes a y b, se calculan por medio del método de mínimos cuadrados [13].

Para el resto de esta sección conviene tener presentes las siguientes defini-
ciones.

Definición 3.2 (Promedio, varianza y covarianza). Sean X = (x1, x2, . . . , xn)
y Y = (y1,y2, . . . ,yn), vectores de n entradas, el promedio µX, la varianza promedio, varianza y

covarianzaVar(X) y la covarianza Cov(X, Y), se definen como:

µX =
∑n

i=1 xi

n .

Var(X) =
∑n

i=1(xi−µX)
2

n .

Cov(X, Y) =
∑n

i=1(xi−µX)(yi−µY)
n .

Las fórmulas para a y b, de la regresión 3.2, se muestran en el siguiente
lema (por ser un resultado ampliamente conocido en la literatura, se omite
la demostración):

Lema 3.3. Sean X y Y, vectores de N entradas. Sea y(n) = a+ bn, la regresión
lineal por mínimos cuadrados que se usa para aproximar la relación entre X y Y.
Entonces las constantes a y b, están dadas por las siguientes fórmulas:

b =
Cov(X, Y)
Var(X)

y a = µY − b · µX.

Donde Var, Cov, µY y µX, son la varianza, covarianza, promedio de X y promedio
de Y, respectivamente.
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Como en este trabajo la regresión lineal del lema 3.3, se usa para aproximar
el logaritmo de gG(n), resulta útil tener la siguiente definición.

Definición 3.4 (Vector de crecimiento de una gráfica). Sea G una gráfica con
función de crecimiento gG(n). Dado un entero N ⩾ 1, el vector de crecimientoVector de

crecimiento YG de la gráfica G, se define como:

YG = (Ln(gG(0)),Ln(gG(1)), . . . ,Ln(gG(N))) .

Note que en la definición 3.4, N es el entero más grande para el que se
desea calcular el n-ésimo término Ln(gG(n)), del vector YG. Para los ex-
perimentos computacionales de este trabajo, se usó N ⩽ 7, ya que valores
más grandes ocasionan un tiempo de cálculo muy extenso.

Para asociar a cada gráfica G con una aptitud, primero se tiene que cal-
cular su vector de crecimiento YG. Posteriormente se debe medir qué tan
óptimo es aproximar los puntos de YG, con la regresión lineal y(n): esto se
puede hacer por medio del coeficiente de correlación [12], cuya definición se
ha adaptado para el contexto de este trabajo y se describe a continuación.

Definición 3.5 (Coeficiente de correlación). Sea G una gráfica con vector de
crecimiento YG y sea el vector XG = (0, 1, . . . , |YG|− 1). El coeficiente de correla-
ción ρG, de la gráfica G, se define como:coeficiente de

correlación

ρG =
Cov(XG, YG)√

Var(XG) · Var(YG)
.

Donde Var y Cov, son la varianza y covarianza respectivamente.

Observación 3.6. En la definición 3.5, el coeficiente de correlación no está defini-
do, si Var(XG) = 0 o si Var(YG) = 0.

El cuadrado del coeficiente de correlación, tiene la propiedad de que su
valor tiende a 1, mientras mejor sea la aproximación de un conjunto de
puntos con una regresión lineal y tiende a 0, en caso contrario [12]. Esta
propiedad convierte al coeficiente de correlación en una parte esencial para
poder definir la función de aptitud de este trabajo.

Dada una gráfica G, en principio se podría usar a ρ2G, como una función
de aptitud, pero se debe considerar la siguiente problemática: existen grá-
ficas cuya función gG(n), puede tener un crecimiento mucho mayor al que
se está buscando (exponencial para los fines de este trabajo). Por ejemplo,
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existen gráficas para las que el orden de sus gráficas iteradas de clanes tie-
ne crecimiento súper exponencial [40], en estos casos resulta computacio-
nalmente imposible calcular gG(n), para valores de n tan pequeños como
n = 4. Por lo que para este tipo de gráficas, a partir de cierta n, ya no se
puede calcular el vector de crecimiento YG.

Para evitar problemas derivados de que para una gráfica G, su función
gG(n) pueda crecer demasiado, se puede hacer lo siguiente: buscar los cla-
nes de la gráfica Kn(G), llevando la cuenta del total de clanes encontrados
al momento, si este número excede cierto umbral, detener la búsqueda; si
nunca se excede el umbral, se procede a calcular Kn(G) y con ello gG(n).
De esta forma, para calcular el vector de crecimiento YG, se usan los va-
lores de la función gG(n), que no excedan el umbral de crecimiento. El
pseudocódigo que se usó en este trabajo, para calcular YG, se muestra en
el algoritmo 1.

Algoritmo 1: cálculo del vector de crecimiento YG, de una gráfica G.
Entradas: una gráfica G; el número máximo N de gráficas iteradas

de clanes a calcular (es decir, como máximo se calcula
hasta KN(G)); un número M que sirve para detener el
algoritmo, en caso de que |Kn(G)| > M · |Kn−1(G)|, con
n ⩾ 1.

Salida: una lista YG, que representa el vector de crecimiento de G,
sujeto a las restricciones de los parámetros N y M.

1 Función VectorDeCrecimiento(G, N, M)
2 YG = [ Ln(|G|) ]

3 H = G

4 para cada n ∈ {1, 2, . . . ,N} hacer
5 maxCli = M · |H|

6 total = NumberOfCliques(H,maxCli)
7 si total ⩾ maxCli entonces
8 regresar YG
9 en otro caso
10 K(H) = CliqueGraph(H)

11 YG[n+ 1] = Ln(|K(H)|)

12 H = K(H)

13 fin
14 fin
15 regresar YG
16 fin

El número M que recibe la función VectorDeCrecimiento, del algoritmo 1,
sirve como umbral para el crecimiento de la función gG(n). Para esta in-
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vestigación se usó M = 4, el cual fue un valor suficiente para obtener
resultados satisfactorios.

Las funciones NumberOfCliques y CliqueGraph de YAGS, que están en lasfunciones
NumberOfCliques y

CliqueGraph de
YAGS

líneas 6 y 10, del algoritmo 1, sirven para contar clanes y calcular gráficas
iteradas de clanes, respectivamente. Ambas funciones usan el algoritmo de
Bron-Kerbosh [6], para calcular clanes.

La variable H, en el algoritmo 1, contiene la última gráfica Kn(G) que se ha
calculado. Por otra parte, el parámetro maxCli se usa como cota superior
para el orden de la gráfica Kn+1(G). El valor de maxCli se calcula mediante
la siguiente formula (algoritmo 1, línea 5):

maxCli = M · |H|.

La función NumberOfCliques (algoritmo 1, línea 6), de la biblioteca YAGS,
cuenta los clanes de la gráfica H, con la siguiente peculiaridad: la función
busca los clanes y cada vez que encuentra un clan, incrementa un contador;
si dicho contador excede el umbral maxCli, la función detiene la búsqueda
de clanes. Dependiendo de esto ocurren dos casos:

Caso 1: el umbral maxCli se alcanza (algoritmo 1, línea 7). En este caso
la función VectorDeCrecimiento termina y regresa a YG (algoritmo 1,
línea 8). Por lo que en este caso YG cumple que:

|YG| < N+ 1.

Caso 2: el umbral maxCli no se alcanza (algoritmo 1, línea 9). En este
caso se calcula la gráfica de clanes K(H) de la gráfica H (algoritmo 1,
línea 10). Posteriormente, el valor Ln(|K(H)|) se agrega a YG y se
actualiza H (algoritmo 1, líneas 11 y 12). Si para 0 ⩽ n ⩽ N, nunca
se sobrepasa el valor maxCli, entonces al terminar el algoritmo 1 se
cumple que:

|YG| = N+ 1.

Note que el tamaño de YG en el algoritmo 1, cumple que: |YG| ⩽ N+ 1.

El siguiente lema muestra que si se calcula YG, con el algoritmo 1, entonces
los términos de YG, están acotados por una función lineal.

Lema 3.7. Sea G una gráfica y sea YG el vector de crecimiento que se obtiene
del algoritmo 1, al recibir la gráfica G y los parámetros N y M. Para cualquier
elemento Ln(|Kn(G)|) ∈ YG, se cumple que:

Ln(|Kn(G)|) ⩽ n · Ln(M) + Ln(|G|).
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Demostración. La prueba se hará por inducción sobre n. Cuando n = 0, se
tiene que:

Ln(|K0(G)|) = Ln(|G|) = 0 · Ln(M) + Ln(|G|)

Suponga que la afirmación es cierta para un entero j < N. Si Ln(|Kj+1(G)|)

es un valor de YG, entonces dicho valor fue agregado a YG, en la línea 11,
del algoritmo 1: por lo que en la línea 10 (una línea antes), K(H) = Kj(G) y
por las líneas 5 y 6 se tiene que:

|Kj+1(G)| < maxCli = M · |K(H)| = M · |Kj(G)|

Al aplicar logaritmo a la desigualdad anterior queda:

Ln(|Kj+1(G)|) < Ln(M · |Kj(G)|) = Ln(M) + Ln(|Kj(G)|)

Por el paso inductivo Ln(|Kj(G)|) ⩽ j · Ln(M) + Ln(|G|), al sustituir en la
desigualdad anterior se obtiene:

Ln(|Kj+1(G)|) < Ln(M) + Ln(|Kj(G)|) = Ln(M) + j · Ln(M) + Ln(|G|)

= (j+ 1)Ln(M) + Ln(|G|)

Por el lema 3.7, si el vector de crecimiento YG que se obtiene con el al-
goritmo 1, tiene cardinalidad |YG| < N + 1, entonces la gráfica G tiene
N + 1 − |YG| gráficas iteradas de clanes que exceden el umbral de creci-
miento deseado: por lo que la función de aptitud debería dar un valor
mayor, para aquellas gráficas para las que |YG| = N+ 1 y un valor menor,
si |YG| < N+ 1. Es por ello que en este trabajo la definición final para la
función de aptitud es la siguiente:

Definición 3.8 (Función de aptitud de crecimiento exponencial). Sea G una
gráfica con vector de crecimiento YG, que se obtuvo mediante el algoritmo 1, con los
parámetros N y M. Sea el vector XG = (0, 1, . . . , |YG|− 1) y sea ρG, el coeficiente
de correlación de G. La función de aptitud de crecimiento exponencial fA, de la
gráfica G, se define como:

fA(G) =

ρ2G ·
(

|YG|
N+1

)
, si Var(YG) ̸= 0 y Var(XG) ̸= 0,

0, en otro caso.

Donde Var(YG) y Var(XG), son la varianza de YG y XG, respectivamente.

Note que en la definición 3.8, si G es una gráfica en la que su vector YG,
tiene todas sus entradas iguales, entonces Var(YG) = 0 y la función fA
le asigna la menor aptitud posible, que es cero. Por otra parte, el cociente
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número gráfica G crecimiento gG(n) aptitud

1 C10 Θ(1) 0

2 C13(1, 3, 4) Θ(n) 0.918

3 C13(1, 3, 4)⊠C13(1, 3, 4) Θ(n2) 0.941

4 O3 Θ

√
2

√
2
..
.

√
2
n

︸ ︷︷
︸

n
veces

 0.270

5∗ C25(1, 3, 6, 7, 8) Θ
(
3

n
2

)
0.997

Tabla 2: Gráficas con su función de crecimiento (cota ajustada asintótica) y la apti-
tud que se obtiene con la fórmula 3.8.
* Para la gráfica 5, en este trabajo se tiene la conjetura de que su creci-

miento es exponencial: Θ
(
3

n
2

)
.

|YG|
N+1 , en la definición 3.8, sirve para penalizar a las gráficas cuya función
gG(i), tiene crecimiento súper exponencial (con n ⩽ N): ya que en estos
casos |YG| < N+ 1 y en consecuencia:

|YG|

N+ 1
<

N+ 1

N+ 1
= 1,

por lo que el valor ρ2G se disminuye al multiplicarse por |YG|
N+1 , con lo que

la aptitud es menor. Por otra parte, si |YG| = N+ 1, se tiene que:

|YG|

N+ 1
=

N+ 1

N+ 1
= 1,

por lo que en este caso la aptitud de G está determinada completamente
por ρ2G.

En la tabla 2, se muestran algunas gráficas con su función de crecimiento
y su aptitud, de acuerdo a la definición 3.8. La gráfica 1, es un ejemplo
de gráfica con función de crecimiento constante. La gráfica 2 (gráfica cir-
culante de 13 vértices y con saltos: 1,3 y 4), es un ejemplo de gráfica con
crecimiento lineal [39]. La gráfica 3, que resulta del producto fuerte de dos
gráficas con crecimiento lineal, es un ejemplo de gráfica con crecimiento
polinomial (cuadrático). La gráfica 4, el octaedro, es un ejemplo de gráfica
con crecimiento súper exponencial. Finalmente, la gráfica 5, es un ejemplo
de gráfica que conjeturamos tiene crecimiento exponencial: note que de
acuerdo a la definición 3.8, esta es la gráfica con mayor aptitud: note que
la aptitud es casi 1, pero no 1, debido a la falta de precisión del modelo de
regresión utilizado (esto se discutió al enunciar la fórmula 3.1).
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En el algoritmo 2, se muestra el pseudocódigo de la implementación que se
hizo en este trabajo, de la función de aptitud fA, de acuerdo a la definición
3.8. La función VectorDeCrecimiento, que está en la línea 7, del algoritmo 2,
es la función que se definió en el algoritmo 1.

El cálculo de la aptitud de una gráfica G, se hace de las líneas 5 a la 14,
del algoritmo 2. Una vez que se ha calculado la aptitud, esta se almacena
dentro de la gráfica G (línea 15): esto evita que se tenga que repetir el
mismo cálculo si se invoca la función Aptitud con la misma gráfica G; en
cuyo caso sólo se ejecutan las líneas 2, 3 y 17.

Algoritmo 2: cálculo de la aptitud de una gráfica
Entrada: una gráfica G.
Salida: la aptitud de la función G, de acuerdo a la definición 3.8.

1 Función Aptitud(G)
2 si G.aptitud existe entonces
3 aptitud = G.aptitud
4 en otro caso
5 N = 7

6 M = 4

7 YG = VectorDeCrecimiento(G,N,M)
8 XG = [0, . . . , |YG|− 1]

9 si Var(XG) ̸= 0 y Var(YG) ̸= 0 entonces
10 ρG =

cov(XG,YG)√
Var(XG)·Var(YG)

11 en otro caso
12 ρG = 0

13 fin

14 aptitud = ρ2G ·
(

|YG|
N+1

)
15 G.aptitud = aptitud
16 fin
17 regresar aptitud;
18 fin

En el algoritmo 3, se describe el pseudocódigo de la función Aptitudes, la
cual permite calcular las aptitudes de una colección de gráficas. La función
Aptitud, en la línea 6, es la función que se describe en el algoritmo 2. La
función Aptitudes se usa con frecuencia en el algoritmo genético de este
trabajo.
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Algoritmo 3: cálculo de aptitudes para una colección de gráficas.
Entrada: una lista gráficas = [G1,G2, . . . ,GN], donde cada Gi es una

gráfica de n vértices.
Salida: una lista aptitudes = [fA(G1), fA(G2), . . . , fA(GN)].

1 Función Aptitudes(gráficas)
2 N = |gráficas|
3 aptitudes = [ ]

4 para cada i ∈ {1, 2, . . . ,N} hacer
5 Gi = gráficas[i]
6 aptitudes[i] = Aptitud(Gi)
7 fin
8 regresar aptitudes;
9 fin

3.3 pasos generales de un algoritmo genético

Una vez que se ha definido la codificación, decodificación y función de
aptitud, lo siguiente es implementar el algoritmo genético, siguiendo una
heurística que trabaja sobre un conjunto de soluciones candidatas, que se
denominan como población. El algoritmo genético genera y modifica dichapoblación

población mediante los siguientes pasos [24]:

1. Inicialización: crea una población inicial.

2. Reproducción: elige pares de soluciones de la población de acuerdo a
su aptitud.

3. Cruzamiento: combina pares de soluciones para formar nuevas solu-
ciones.

4. Mutación: modifica aleatoriamente las características de las nuevas
soluciones.

5. Depredación: elimina soluciones con poca aptitud de la población.

El diagrama de flujo de la figura 3, muestra el orden en que se ejecutan
los pasos generales de un algoritmo genético. Cada uno de estos pasos
y las particularidades de su implementación, se explican a detalle en las
siguientes secciones.

Observe que una vez que se realiza el paso de Inicialización (o el paso de
Depredación), se revisa si las soluciones candidatas cumplen ciertos requi-
sitos (figura 3, diamante verde): por ejemplo, se puede revisar si se ha
encontrado una solución candidata con una aptitud que rebase algún um-
bral preestablecido. Si se cumplen los requisitos, el algoritmo reporta los
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Inicialización

¿Cumple requisitos?

Reproducción Cruzamiento

Mutación

DepredaciónReportar

Detener
No

Sí

Figura 3: Diagrama de flujo de un algoritmo genético.

valores encontrados y termina (figura 3, recuadros morado y rojo); en caso
contrario, se repiten de nuevo los pasos generales del algoritmo genético.

3.3.1 Inicialización

La inicialización es el primer paso que se realiza en un algoritmo genético y inicialización

consiste en generar una población inicial de soluciones candidatas. Usual-
mente cada solución candidata que es parte de esta población inicial, se
generan de manera aleatoria.

En el caso de este trabajo, el proceso de generar una gráfica aleatoria se sim- función
RandomGraph de
YAGS

plifica al usar la función RandomGraph de YAGS, la cual permite generar
gráficas aleatorias de n vértices.

3.3.2 Reproducción

En la selección natural, los organismos que tienen mayor aptitud tienen
mayor probabilidad de reproducirse y tener descendencia [45]. De manera
similar, en un algoritmo genético las soluciones candidatas que tienen ma-
yor aptitud, también tienen mayor probabilidad de ser elegidas en el paso
de reproducción. En los AGs, este paso consiste en seleccionar de manera
aleatoria pares de soluciones candidatas de la población, las cuales genera-
rán descendientes como resultado del cruzamiento y la mutación (pasos que
se explican en las siguientes secciones).
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El proceso para elegir una solución candidata de manera aleatoria , se haceselección aleatoria de
una solución

candidata
de la siguiente manera:

1. Se obtiene la suma T , de todas las aptitudes de la población. Por
ejemplo, en la tabla 3, se muestra una población de 4 soluciones can-
didatas del espacio de búsqueda de gráficas de 4 vértices. Observe
que la suma de las aptitudes de la población en la tabla 3, es T = 2.21.
También se muestra el porcentaje qué representa cada aptitud del
total T .

2. Se hace una partición del intervalo [0,T ], en segmentos de longitudes
iguales a la aptitud de cada una de las soluciones candidatas de la
población. Por ejemplo, en la figura 4, se muestra el intervalo [0, T ],
que corresponde a la población de la tabla 3. El intervalo se ha parti-
cionado en 4 segmentos: el segmento 1, que corresponde a la aptitud
de la gráfica 1, tiene los valores [0, 0.55] y es de longitud 0.55 (24.88 %
de la longitud total T ); el segmento 2, que corresponde a la aptitud
de la gráfica 2, tiene los valores (0.55, 1.13] y longitud 0.58; el seg-
mento 3 (corresponde a la gráfica 3), tiene los valores (1.13, 1.88] y el
segmento 4 (corresponde a la gráfica 4), tiene los valores (1.88, 2.21].

3. Se genera un número aleatorio en el rango [0, T ] y se elige a la grá-
fica de aquel segmento que contenga al número. Por ejemplo, si el
intervalo es como el de la figura 4 y se genera el número aleatorio
0.98, este valor se encuentra contenido en el segmento 2, por lo que
en este caso se elegiría a la gráfica 2.

numero gráfica codificación aptitud porcentaje

1

1

2 3

4

100111 0.55 24.88 %

2

1

2 3

4

111000 0.58 26.19 %

3

1

2 3

4

100101 0.75 33.97 %

4

1

2 3

4

111111 0.33 14.96 %

total 2.21 100 %

Tabla 3: Población de ejemplo en el espacio de búsqueda de gráficas de 4 vértices.
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0 0.55

0.55

24.88 %

Segmento 1

Gráfica 1

1

2 3

4

1.13

0.58

26.19 %

Segmento 2

Gráfica 2

1

2 3

4

1.88

0.75

33.97 %

Segmento 3

Gráfica 3

1

2 3

4

2.21

0.33

14.96 %

Segmento 4

Gráfica 4

1

2 3

4

T = 2.21 (100 %)

Figura 4: Segmento para elección aleatoria en un algoritmo genético.

Observe que la selección aleatoria de una solución candidata, se basa en
particionar un intervalo I = [0, T ], en segmentos S = {s1, s2, . . . , sn} y elegir
el índice i ∈ {1, 2, . . . ,n}, del segmento si que contenga a un número alea-
torio r ∈ I. El pseudocódigo de este proceso, se muestra en el algoritmo 4.
Este algoritmo también se utiliza en el paso de depredación, que se explica
más adelante, en la sección 3.3.5.

La función Sum en la línea 3, del algoritmo 4, es una función de GAP, que función Sum de
GAPregresa el resultado de sumar todos los elementos de una lista (en este caso

longSegmentos).

Algoritmo 4: selección aleatoria por longitudes de segmentos.
Entrada: una lista longSegmentos = [l1, l2, . . . , ln], que representa

las longitudes li = |si|, de un conjunto de segmentos
S = {s1, s2, . . . , sn}, que forman una partición de un
intervalo [0, T ], con T =

∑n
i=1 li.

Salida: el índice i de aquel segmento si, que contiene a un número
aleatorio generado en el intervalo [0, T ].

1 Función SelecciónAleatoria(longSegmentos)
2 R = 100000

3 T = Sum(longSegmentos)
4 r = Random(0,R)

R · T
5 finSegmento = 0

6 i = 0

7 repetir
8 i = i + 1

9 finSegmento = finSegmento + longSegmentos[i]
10 hasta que finSegmento ⩾ r
11 regresar i

Observación 3.9. La instrucción Random(0,R), en la línea 4, del algoritmo 4, función Random de
GAP
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es una función de GAP que genera un número aleatorio con una distribución
uniforme, en el intervalo discreto I = [0, 1, . . . , R]. Por lo que el número

r = Random(0,R) · T
R

,

cumple que:

r ∈ I · T
R
=

[
0 · T

R
, 1 · T

R
, . . . ,R · T

R

]
⊂ [0, T ].

Observe que las instrucciones en las líneas 5 a 10, del algoritmo 4, deter-
minan la posición que tiene en la lista longSegmentos, aquel segmento
si ⊆ [0, T ], que contiene al número r. Es decir, el algoritmo 4, regresa el
índice i, de un segmento si seleccionado aleatoriamente.

Observación 3.10 (Probabilidad de que SeleccionAleatoria elija el índice i).
Por la observación 3.9, el número aleatorio r que se genera en la instrucción 4, del
algoritmo 4, es un número en el intervalo [0, T ]. Observe que en las líneas 5 a 10,
del algoritmo 4, se determina el índice i, del segmento si ⊆ [0, T ], que contiene al
número r de la siguiente forma:

Cuando i = 1, se revisa si r ∈ s1 = [0, l1], si es el caso se regresa i = 1, en
la línea 11, del algoritmo 4. Note que la longitud de s1 es |s1| = l1.

Si i > 1, se revisa si se cumple que:

r ∈ si =

(
i−1∑
k=1

lk,
i∑

k=1

lk

]
,

si es el caso se regresa i, en la línea 11, del algoritmo 4. Note que la longitud
de si esta dada por: |si| =

∑i
k=1 lk −

∑i−1
k=1 lk = li.

Como r se genera con una distribución uniforme en el intervalo [0, T ] y por la
granulidad de R, la probabilidad de que el algoritmo 4, regrese el índice i, es apro-
ximadamente la probabilidad de que el segmento si contenga a r, es decir:

PS(i) ≈
|si|

T
=

li
T

.

Para los fines de este trabajo esa aproximación fue suficiente para obtener resulta-
dos satisfactorios.

El pseudocódigo del algoritmo que se usa para elegir soluciones candida-
tas para el paso de reproducción, se muestra en el algoritmo 5: la función
Aptitudes en la línea 2, es la función que se definió en el algoritmo 3; la
función SelecciónAleatoria, en la línea 3, es la función que se definió en el
algoritmo 4.
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Algoritmo 5: selección aleatoria de una solución candidata para re-
producción.

Entrada: una lista población, que contiene a las gráficas de la
población actual.

Salida: la gráfica G, que se seleccionó aleatoriamente de la
población para reproducción.

1 Función SeleccionarParaReproducción(población)
2 aptitudes = Aptitudes(población)
3 i = SelecciónAleatoria(aptitudes)
4 G = población[i]
5 regresar G

Observación 3.11 (Probabilidad de reproducción de una solución candida-
ta). Sea la listas de gráficas:

población = [G1,G2, . . . ,Gn],

que recibe la función SeleccionarParaReproducción del algoritmo 5.

Observe que en la línea 2, del algoritmo 5, se hace uso de la función Aptitudes (que
se definió en el algoritmo 3), la cual construye la lista:

aptitudes = [fA(G1), fA(G2), . . . , fA(GN)].

En la línea 3, del algoritmo 5, la lista aptitudes se pasa a la función SelecciónAlea-
toria (que se definió en el algoritmo 4), la cual regresa un entero i ∈ {1, 2, . . . ,N},
que se usa para elegir a la gráfica G = Gi. De esto se tiene que la probabilidad
PR(G) de elegir a G, es igual a la probabilidad PS(i), de que la función Selecció-
nAleatoria elija el índice i. Por la Observación 3.10, se tiene que:

PR(G) = PS(i) ≈
fA(G)

T
,

donde T =
∑N

k=1 fA(Gk).

La función SeleccionarParaReproducción del algoritmo 5, se usa para ele-
gir a una pareja de soluciones candidatas en el paso de reproducción. El
pseudocódigo del paso de reproducción que se usó en este trabajo, se mues-
tra en el algoritmo 6. La función ShallowCopy, que está en la línea 2, del Función

ShallowCopy de
GAP

algoritmo 6, es una función de GAP que crea una copia de la lista que re-
cibe: en este caso se hace una copia de la lista población, que recibe como
argumento la función Reproducción, del algoritmo 6. De esta forma las
modificaciones que hace la función Reproducción a la lista población, no
afectan a la población original del algoritmo genético.

Observe que el algoritmo 6, elige una gráfica Gi en la línea 3 y esa gráfica
se remueve de la población en la línea 4: esto se hace para asegurar que la
que la gráfica Gj que se elige en la línea 5, es diferente de la gráfica Gi.
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Algoritmo 6: selección aleatoria de una pareja en el paso de repro-
ducción.
Entrada: una lista población = [G1,G2, . . . ,Gn], que contiene a

todas las gráficas Gi, que son parte de la población del
algoritmo genético.

Salida: una lista pareja = [Gi,Gj], que contiene a las gráficas Gi y
Gj, con Gi ̸= Gj, que fueron seleccionadas en el paso de
reproducción.

1 Función Reproducción(población)
2 población = ShallowCopy(población)
3 Gi = SeleccionarParaReproducción(población)
4 población = población \Gi

5 Gj = SeleccionarParaReproducción(población)
6 pareja = [Gi,Gj]

7 regresar pareja

3.3.3 Cruzamiento

En los AGs, el paso de cruzamiento consiste en generar una nueva solu-cruzamiento

ción candidata a partir de la pareja de soluciones candidatas, que fueron
seleccionadas en el paso de reproducción. A estas nuevas soluciones se les
conoce como descendientes. El paso de cruzamiento es análogo al procesodescendientes

de entrecruzamiento genético que ocurre en los organismos vivos, en el cualentrecruzamiento
genético se generan descendientes cuya información genética resulta de combinar

segmentos de los genes de sus progenitores.

Sean A = a1a2 . . . an y B = b1b2 . . . bn, las cadenas binarias que codifican
a una pareja de soluciones candidatas (ai y bi ∈ {0, 1}, para 1 ⩽ i ⩽ n). El
proceso de cruzamiento en los AGs elije aleatoriamente un indice 1 ⩽ k ⩽
n y a partir de las cadenas A y B, se forman dos nuevos descendientes con
codificaciones: H1 = a1a2 . . . akbk+1 . . . bn y H2 = b1b2 . . . bkak+1 . . . an.
Si bien este tipo de cruzamiento fue el que se usó en este trabajo y dio
resultados satisfactorios (permitió encontrar la gráfica C25(1, 3, 6, 7, 8), que
conjeturamos tiene crecimiento exponencial), experimentalmente encontra-
mos que para el problema de búsqueda de esta investigación, este tipo
de cruzamiento suele generar soluciones candidatas con baja aptitud, lo
que puede hacer que el algoritmo genético nunca encuentre una solución
candidata con una aptitud mínima deseada.

Para este trabajo, los experimentos computacionales parecen mostrar que
un cruzamiento que da mejores resultados es el siguiente: dadas las ca-
denas binarias A = a1a2 . . . an y B = b1b2 . . . bn, se produce una nueva
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solución candidata con codificación binaria C = c1c2 . . . cn, en la que cada
dígito ci, resulta de elegir aleatoriamente con una distribución uniforme,
uno de los valores del conjunto: {ai,bi}. El pseudocódigo de este proceso
se muestra en el algoritmo 7.

La función Random que está en la línea 6, del algoritmo 7, recibe como
argumento una lista y elige aleatoriamente uno de los valores de la lista.
Una variante de la función Random que recibe dos enteros en lugar de una
lista, se describió en la observación 3.9.

Algoritmo 7: cruzamiento de dos cadenas binarias para producir un
descendiente.
Entrada: Las listas cadenaA = [a1,a2, . . . ,an] y

cadenaB = [b1,b2, . . . ,bn], con ai,bi ∈ {0, 1}, que
representan las codificaciones binarias de dos gráficas GA

y GB, de n vértices.
Salida: Una lista cadenaC = [c1, c2, . . . ,dn], con di ∈ {ai,bi}, que

representa la codificación binaria de la gráfica que resulta de
cruzar cadenaA y cadenaB.

1 Función Cruzamiento(cadenaA, cadenaB)
2 n = |cadenaA|

3 cadenaC = [ ]

4 para cada i ∈ {1, 2, . . . ,n} hacer
5 dígitos = [ cadenaA[i], cadenaB[i] ]
6 cadenaC[i] = Random(dígitos)

7 regresar cadenaC

3.3.4 Mutación

La mutación en los AGs es análoga a la mutación genética que ocurre en mutación

el proceso de evolución: las mutaciones son cambios que se producen al
azar en la información de los genes de los descendientes que resultan del
entrecruzamiento genético; estas mutaciones pueden ser mortales para el
organismo descendiente, sin embargo, también pueden producir alelos que
otorguen una mayor capacidad de adaptación. En condiciones normales, la
probabilidad de que ocurra una mutación en un gen es muy baja.

De manera similar, en los AGs la mutación consiste en modificar aleato-
riamente ciertas características de la solución candidata que resulta del
cruzamiento. Si se está usando una codificación binaria, usualmente este
paso se realiza de la siguiente forma: se toma la cadena que resulta del cru-
zamiento y por cada dígito de la cadena, de manera aleatoria, se cambia
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por el valor contrario (si es 1 se cambia por 0 y viceversa). La probabilidad
de que ocurra una mutación en cada dígito está dada por una probabilidad
de mutación 0 ⩽ pm ⩽ 1. El pseudocódigo del paso de mutación que se
usó en este trabajo, se muestra en el algoritmo 8. Para este trabajo se usó
una probabilidad de mutación pm = 0.001.

Algoritmo 8: mutación en un algoritmo genético.
Entrada: La probabilidad de mutación 0 ⩽ pm ⩽ 1 y una lista

cadena = [d1,d2, . . . ,dn], que representa la codificación
binaria de una solución candidata.

Salida: Una lista cadenaMutada = [d ′
1,d ′

2, . . . ,d ′
n], que resulta de las

mutaciones de la lista cadena.
1 Función Mutación(pm, cadena)
2 n = |cadena|
3 cadenaMutada = [ ]

4 para cada i ∈ {1, 2, . . . ,n} hacer
5 dígito = cadena[i]
6 mutar = SelecciónAleatoria([pm, 1− pm])

7 si mutar = 1 entonces
8 si digito = 1 entonces
9 dígito = 0

10 en otro caso
11 dígito = 1

12 cadenaMutada[i] = dígito

13 regresar cadenaMutada

La función SelecciónAleatoria en la línea 6, del algoritmo 8, es la función
que se definió en el algoritmo 4. Note que por la Observación 3.10, la
probabilidad de que dicha función asigne el valor 1, a la variable mutar
(también en la línea 6), es aproximadamente igual al valor del parámetro pm,
que recibe como argumento la función Depredación, del algoritmo 9.

3.3.5 Depredación

La depredación en los AGs consiste en reemplazar soluciones candidatasdepredación

de la población con los descendientes que resultan del cruzamiento y la
mutación. Este paso es análogo al proceso de depredación que ocurre en
la selección natural: en el cual, los organismos con menor aptitud tienen
menos probabilidades de sobrevivir. De manera similar, en el paso de de-
predación de los AGs, las soluciones candidatas con una menor aptitud
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tienen más probabilidades de ser seleccionadas para ser reemplazadas (es
decir, tienen menos probabilidades de sobrevivir).

La depredación en un algoritmo genético se hace de la siguiente forma: se
toma uno de los descendientes y se elige de manera aleatoria una solución
candidata de la población; si la solución seleccionada tiene menor aptitud
que el descendiente, se reemplaza a dicha solución con el descendiente, en
caso contrario se descarta el descendiente y se preserva en la población a
la solución seleccionada. La selección aleatoria se hace con probabilidad
directamente proporcional a la incompetencia de una solución candidata (la incompetencia

incompetencia es el inverso de la aptitud).

El pseudocódigo del paso de depredación que se usó en este trabajo se
muestra en el algoritmo 9. La función Aptitud, en la línea 6, del algoritmo
9, es la función que se definió en el algoritmo 2. La función SelecciónA-
leatoria, en la línea 7, del algoritmo 9, es la función que se definió en el
algoritmo 4.

Algoritmo 9: depredación en un algoritmo genético.
Entrada: Una lista población = [G1,G2, . . . ,GN], en el que cada

gráfica Gi tiene n vértices. Una gráfica G de n vértices, que
representa un descendiente.

Salida: La lista población después de la depredación.
1 Función Depredación(población, G)
2 N = |población|
3 incompetencias = [ ]

4 para cada i ∈ {1, 2, . . . ,N} hacer
5 Gi = población[i]
6 incompetencias[i] = 1

Aptitud(Gi)

7 i = SelecciónAleatoria(incompetencias)
8 H = población[i]
9 si Aptitud(G)>Aptitud(H) entonces
10 población[i] = G

11 regresar población

Observe que las líneas de la 2 a la 6, del algoritmo 9, se usan para calcular
las incompetencias de cada gráfica Gi. Las líneas 7 y 8, se usan para elegir
a la gráfica H de la población. Por la Observación 3.10, la probabilidad de
elegir a la gráfica H, es inversamente proporcional a la aptitud de la gráfica
H (o dicho de otra forma, es directamente proporcional a la incompetencia
de la gráfica H). Las líneas 9 y 10, del algoritmo 9, reemplazan a la gráfica
H por la gráfica G, si la aptitud de G es mayor que H.
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3.4 algoritmo genético utilizado

El pseudocódigo del algoritmo genético que se usó en este trabajo se mues-
tra en el algoritmo 10: las funciones Aptitudes, Reproducción, Cruzamien-
to, Mutación y Depredación, que usa el algoritmo genético, se definieron
respectivamente en los algoritmos: 3, 6, 7, 8 y 9.

InicializarPoblación

Algoritmo 10: algoritmo genético utilizado.
Entrada: Un entero n ⩾ 1, que determina que el algoritmo genético

realice búsquedas en el conjunto de gráficas de n vértices.
Salida: Una lista de gráficas.

1 Función AlgoritmoGenético(n)
2 tamPoblación = 300

3 aptitudMinima = 0.99
4 probMutación = 0.001
5 población = InicializarPoblación(tamPoblación,n)
6 aptitudes = Aptitudes(población)
7 repetir
8 pareja = Reproducción(población)
9 gráficaA = pareja[1]
10 gráficaB = pareja[2]
11 cadenaA = CodificarGráfica(gráficaA)

12 cadenaB = CodificarGráfica(gráficaB)
13 cadenaC = Cruzamiento(cadenaA, cadenaB)
14 cadenaC = Mutación(probMutación,cadenaC)

15 gráficaC = DecodificarAGráfica(cadenaC)

16 población = Depredación(población, gráficaC)

17 aptitudes = Aptitudes(población)
18 hasta que Maximum(aptitudes) > aptitudMinima
19

20 Print("Se encontró gráfica con aptitud mínima deseada")
21 regresar población

La función Maximum, en la línea 18, del algoritmo 10, es una función defunción Maximum
de GAP GAP que regresa el valor máximo de una lista dada (en este caso, la mayor

aptitud de la lista aptitudes).

Para buscar gráficas con el algoritmo 10, se hacen múltiples invocaciones
de la función AlgoritmoGenético(n), con n en el rango: 1 ⩽ n ⩽ 30. Para
la mayoría de estos valores, el algoritmo genético no puede encontrar una
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gráfica cuya aptitud satisfaga la aptitud mínima deseada (mayor que 0.99).
Sin embargo, para n ⩾ 25, el algoritmo por lo general encuentra a la gráfica
Cn(1, 3, 6, 7, 8).

Al invocar la función VectorCrecimiento(G,N,M), del algoritmo 1, con los
parámetros: G = C25(1, 3, 6, 7, 8), N = 7 y M = 4, se obtiene el siguiente
vector de crecimiento (definición 3.4):

YG = (3.21888, 3.91202, 4.60517, 5.16479, 5.78383, 6.30992, 6.90776, 7.42357).

Por lo que de acuerdo a la definición 2, la aptitud fA(G) de la gráfica G,
tiene el siguiente valor:

fA(G) = 0.9978.

En la tabla 4 se muestran los valores de |Kn(G)|, Ln(|Kn(G)|) y de la regre-
sión lineal y(n) = a+ bn, para 0 ⩽ n ⩽ 12. Los valores de las constantes a

y b, se calcularon para aproximar la relación de los vectores:

X = (0, 1, 2, . . . , 12) y Y = (|G|, |K(G)|, |K2(G)|, . . . , |K12(G)|).

Por el lema 4, los valores que se obtuvieron para las constantes a y b, para
los vectores X y Y, son: a = 3.32637 y b = 0.596962.

Como la aptitud de la gráfica G es casi 1, es de esperarse que los valores
en las columnas y(G) y Ln(|Kn(G)|), de la tabla 4, sean muy similares: esto
también se puede observar en la figura 5, que muestran las gráficas de
Ln(|Kn(G)|) y de la regresión y(n).

Los datos experimentales antes mencionados, sugieren que la gráfica G,
que se encontró con el algoritmo genético, tiene crecimiento exponencial.
Resultados experimentales similares se obtienen para Cn(1, 3, 7, 8), con n ⩾
25. Esto nos ha llevado a plantear la conjetura que se plantea en la siguiente
sección.
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n |Kn(G) | Ln( |Kn(G)) | y(n) = a + bn

0 25 3.21888 3.32637

1 50 3.91202 3.92334

2 100 4.60517 4.5203

3 175 5.16479 5.11726

4 325 5.78383 5.71422

5 550 6.30992 6.31118

6 1000 6.90776 6.90814

7 1675 7.42357 7.50511

8 3025 8.01467 8.10207

9 5050 8.52714 8.69903

10 9100 9.11603 9.29599

11 15175 9.6274 9.89295

12 27325 10.2156 10.4899

Tabla 4: Valores de Ln(|Kn(G)|) y de la regresión y(n) = a+ bn, con a = 3.32637
y b = 0.596962.

3.5 sobre la gráfica Cn(1 , 3 , 6 , 7 , 8)

Para la gráfica G = CN(1, 3, 6, 7, 8), con N = 25, en la tabla 4, se reporta-
ron los valores de |Kn(G)|, para 0 ⩽ n ⩽ 12. Tablas similares, se hicieron
para 25 ⩽ N ⩽ 40. Al examinar los datos obtenidos de los experimentos
computacionales sobre el comportamiento de |Kn(G)|, se llegó a la siguien-
te conjetura:

Conjetura 3.12 (Conjetura del crecimiento de CN(1, 3, 6, 7, 8)). Sea la gráfica
G = CN(1, 3, 6, 7, 8), con N ⩾ 25. Sea la función g(n) = |Kn(G)|, entonces g(n)
cumple la siguiente relación recursiva:

g(n) =


N, para n = 0,

2N, para n = 1,

3 · g(n− 2) + g(0), para n ⩾ 2.
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Figura 5: Gráfica de Ln(|Kn(G)|) y de la regresión y(n) = a+ bn.

Hemos podido verificar la conjetura 3.12, hasta n ⩽ 12. La relación de recu-
rrencia g(n) de la conjetura 3.12, está en función de g(n− 2). Sin embargo,
se puede describir a g(n) como una relación de recurrencia de g(n− 1), tal
como se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.13. Sea g(n) = 3g(n − 2) + g(0), con g(1) = 2 · g(0). Sea f(n) la
relación de recurrencia que se define como:

f(n) =



g(0), para n = 0,

g(1), para n = 1,

9·f(n−1)+2·f(0)
5 , para n par, con n ⩾ 2,

5·f(n−1)+f(0)
3 , para n impar, con n ⩾ 3.

Entonces g(n) = f(n), para n ⩾ 0.
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Demostración. Por definición, f(n) = g(n), para 0 ⩽ n ⩽ 1. Para n ⩾ 2, la
prueba se hará por inducción. Si n = 2, se tiene que:

g(2) = 3 · g(2− 2) + g(0) = 3 · g(0) + g(0) = 4 · g(0).

Además, como f(1) = 2 · g(0), se tiene que:

f(2) =
9 · f(2− 1) + 2 · f(0)

5
=

9 · f(1) + 2 · f(0)
5

=
9 (2 · f(0)) + 2 · f(0)

5

=
18 · f(0) + 2 · f(0)

5
=

20 · f(0)
5

= 4 · f(0) = g(2).

Para n = 3, se tiene que g(3) = 3 · g(3− 2) + g(0) = 3 · g(1) + g(0). Además,
como f(2) =

9·f(1)+2·f(0)
5 , se cumple que:

f(3) =
5 · f(3− 1) + f(0)

3
=

5 · f(2) + f(0)

3
=

5
(
9·f(1)+2·f(0)

5

)
+ f(0)

3

=
9 · f(1) + 2 · f(0) + f(0)

3
=

9 · f(1) + 3 · f(0)
3

= 3 · f(1) + f(0) = 3 · g(1) + g(0) = g(3).

Para n ⩾ 4, suponga que la afirmación del lema es cierta para n− 2, es
decir: f(n− 2) = g(n− 2). Se tienen dos casos:

Caso 1: n es par. Entonces n− 1 es impar, luego:

f(n− 1) =
5 · f((n− 1) − 1) + f(0)

3
=

5 · f(n− 2) + f(0)

3
.

Por lo que al desarrollar f(n) queda:

f(n) =
9 · f(n− 1) + 2 · f(0)

5
=

9
(
5·f(n−2)+f(0)

3

)
+ 2 · f(0)

5

=
3 (5 · f(n− 2) + f(0)) + 2 · f(0)

5
=

15 · f(n− 2) + 5 · f(0)
5

= 3 · f(n− 2) + f(0) = 3 · g(n− 2) + g(0) = g(n).

Caso 2: n es impar. Entonces n− 1 es par, luego:

f(n− 1) =
9 · f((n− 1) − 1) + 2 · f(0)

5
=

9 · f(n− 2) + 2 · f(0)
5

.

Al sustituir en f(n) queda:

f(n) =
5 · f(n− 1) + f(0)

3
=

5
(
9·f(n−2)+2·f(0)

5

)
+ f(0)

3

=
9 · f(n− 2) + 2 · f(0) + f(0)

3
=

9 · f(n− 2) + 3 · f(0)
3

= 3 · f(n− 2) + f(0) = 3 · g(n− 2) + g(0) = g(n).
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Las soluciones de la relación de recurrencia g(n), se muestran en siguiente
lema:

Lema 3.14. Sea la relación de recurrencia g(n) = 3g(n− 2) + g(0), con n ⩾ 0

y g(1) = 2 · g(0). Entonces g(n) tiene soluciones:

g(n) =


(
3

n
2
+1−1
2

)
g(0), si n es par,(

5·3
n−1
2 −1
2

)
g(0), si n es impar.

Demostración. La prueba se hará por inducción sobre n. Para n = 0, como
n es par, se tiene que:

g(0) =

(
3

0
2+1 − 1

2

)
g(0) =

(
3− 1

2

)
g(0) =

2

2
· g(0) = g(0).

Para n = 1, por definición g(1) = 2 · g(0) y como n es impar, se tiene que:

g(1) =

(
5 · 3 1−1

2 − 1

2

)
g(0) =

(
5 · 30 − 1

2

)
g(0) =

(
5− 1

2

)
g(0)

=
4

2
· g(0) = 2 · g(0) = g(1)

Para n ⩾ 2, suponga que la afirmación es cierta para n− 2. Se tienen dos
casos: n es par o n es impar.

Caso 1: n es par. Entonces n− 2 es par y por la hipótesis de inducción:

g(n− 2) =
3

n−2
2 +1 − 1

2
=

3
n
2 −1+1 − 1

2
=

3
n
2 − 1

2
.

Luego:

g(n) = 3 · g(n− 2) + g(0) = 3 ·
(
3

n
2 − 1

2

)
· g(0) + g(0)

=

(
3 · 3n

2 − 3

2

)
g(0) + g(0) =

(
3

n
2 +1 − 1− 2

2

)
g(0) + g(0)

=

(
3

n
2 +1 − 1

2

)
g(0) −

2

2
· g(0) + g(0) =

(
3

n
2 +1 − 1

2

)
g(0)
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Caso 2: n es impar. Entonces n− 2 es impar y por la hipótesis de inducción:

g(n− 2) =

(
5 · 3

(n−2)−1
2 − 1

2

)
g(0) =

(
5 · 3

(n−1)−2
2 − 1

2

)
g(0)

=

(
5 · 3n−1

2 − 2
2 − 1

2

)
g(0) =

(
5 · 3n−1

2 −1 − 1

2

)
g(0).

Luego:

g(n) = 3 · g(n− 2) + g(0) = 3

(
5 · 3n−1

2 −1 − 1

2

)
g(0) + g(0)

=

(
3 · 5 · 3n−1

2 −1 − 3

2

)
g(0) + g(0) =

(
5 · 3n−1

2 − 3

2

)
g(0) + g(0)

=

(
5 · 3n−1

2 − 1− 2

2

)
g(0) + g(0) =

(
5 · 3n−1

2 − 1

2

)
g(0) −

2

2
· g(0) + g(0)

=

(
5 · 3n−1

2 − 1

2

)
g(0)

El siguiente teorema muestra que la cota ajustada asintótica de g(n) es una
función exponencial.

Teorema 3.15. Sea g(n) = 3g(n− 2) + g(0), con g(0) > 0 y g(1) = 2 · g(0).
Entonces g(n) = Θ(3

n
2 ).

Demostración. Por la definición de cota ajustada asintótica, para demostrar
que g(n) = Θ(tn), basta con mostrar que existen constantes positivas c1 y
c2 y un valor n0, tal que:

c1 · 3
n
2 < g(n) < c2 · 3

n
2 , para n ⩾ n0

Se demostrará que: n0 = 0, c1 =
g(0)
3 y c2 = 5 · g(0). Para esto se tienen

dos casos: n es par o n es impar.

Caso 1: n es par. Por el lema 3.14, para n par, con n ⩾ 0,se tiene que:

g(n) =

(
3

n
2 +1 − 1

2

)
g(0).

De la igualdad anterior, se obtiene la cota superior para g(n):

g(n) =

(
3

n
2 +1 − 1

2

)
g(0) <

(
3

n
2 +1

2

)
g(0) =

3
n
2 · 3 · g(0)

2

<
3

n
2 · 10 · g(0)

2
= 5 · g(0) · 3

n
2 = c2 · 3

n
2
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Para la cota inferior:

g(n) =

(
3

n
2 +1 − 1

2

)
g(0) >

(
3

n
2 +1 − 3

n
2

2

)
g(0) =

(
3− 1

2

)
3

n
2 · g(0)

= g(0) · 3
n
2 >

g(0)

3
· 3

n
2 = c1 · 3

n
2

Caso 2: n es impar. Por el lema 3.14, para n impar, se tiene que:

g(n) =

(
5 · 3n−1

2 − 1

2

)
g(0).

De la igualdad anterior, se obtiene la cota superior:

g(n) =

(
5 · 3n−1

2 − 1

2

)
g(0) <

(
5 · 3n−1

2

2

)
g(0) < 5 · 3

n−1
2 · g(0)

= 5 · 3
n
2 · 3−

1
2 · g(0) =

(
5

3
1
2

)
· g(0) · 3

n
2 < 5 · g(0) · 3

n
2 = c2 · g(0)

Para la cota inferior:

g(n) =

(
5 · 3n−1

2 − 1

2

)
g(0) >

(
5 · 3n−1

2 − 3
n−1
2

2

)
g(0)

=

(
5− 1

2

)
· 3

n−1
2 · g(0) = 4

2
· g(0) · 3

n
2 · 3−

1
2

=
2√
3
· g(0) · 3

n
2 >

2

3
· g(0) · 3

n
2 >

1

3
· g(0) · 3

n
2 = c1 · 3

n
2 .

De los dos casos anteriores se concluye que para n ⩾ n0, con n0 = 0, se
tiene que:

c1 · 3
n
2 ⩽ g(n) ⩽ c2 · 3

n
2 .

Luego g(n) = Θ(3
n
2 ).

Si la conjetura 3.12 es verdadera, por el teorema 3.15, se tendría que la
gráfica G = CN(1, 3, 6, 7, 8), con N ⩾ 25, cumpliría que:

|Kn(G)| = Θ(an), con a =
√
3 > 1.

Es decir, G sería un ejemplo de una gráfica en la que sus gráficas iteradas
de clanes tienen crecimiento exponencial.

Al estudiar las propiedades de las gráficas de clanes de C25(1, 3, 6, 7, 8),
hemos encontrado una serie de resultados (que se presentan en el capítulo
4), que podrían ser de utilidad para probar la conjetura 3.12.





4
G R Á F I C A S B O B I N A G E N E R A L I Z A D A S

En este capítulo se estudian las gráficas bobina generalizadas, las cuales
son una generalización de gráficas circulantes (bajo ciertas restricciones,
que se enuncian en el Lema 4.3) y en particular de Cn(1, 3, 6, 7, 8) (sección
3.5). Los resultados que se presentan en este capítulo podrían ser útiles
para demostrar la conjetura 3.4.

Se usará la notación habitual de grupos. En particular, Zn denota al grupo
de los enteros módulo n. Si z ∈ Zn, se usará la notación z = [z0], con z0
entero, para hacer énfasis en que z0 es un representante de z.

También se usará la notación habitual para matrices, esto es, si T es una
matriz, la entrada en el renglón i y columna j se denota por Tij. Sin em-
bargo, se usarán subconjuntos de Zn como entradas de T (i.e. Tij ⊆ Zn).
En particular −Tij = {−z : z ∈ Tij} y se dice que T es antisimétrica, si
Tij = −Tji, en tal caso Tii = −Tii.

4.1 definición

A fin de enunciar la definición de gráfica bobina generalizada, primero es
necesario definir la norma de Lee [14], para [a] ∈ Zn, con a ∈ {0, 1, . . . ,n−

1}. Esta se define como:

∥ [a] ∥ = min{n− a,a}.

Es decir, si los elementos de Zn son vértices de un ciclo Cn, la norma de Lee
es la distancia más corta entre [0] y [a], en Cn. Observe que si z ∈ Zn \ {0},
entonces ∥z∥ > 0.

Definición 4.1 (Gráfica bobina generalizada). La gráfica G es una bobina ge-
neralizada, si sus vértices se pueden indexar de tal forma que se cumplen las si- gráfica bobina

generalizadaguientes condiciones (vea matriz de ejemplo 4.1 y Figura 6):

(i). Zn actúa libremente de tal forma que descompone a G en r orbitas Ga =

{xai : i ∈ Zn}.

65
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(ii). Existe una matriz antisimétrica T (matriz de conexión), de tamaño r× r,
con entradas Tij ⊆ Zn, tal que xai ∼ xbj si y solo si (j− i) ∈ Tab.

(iii). máx{∥s∥ : s ∈ Taa} <
n
3 .

Observación 4.2. Si G es una gráfica bobina generalizada, se denotará al conjun-
to de sus r orbitas por G/Zn = {G1,G2, . . . ,Gr}.

La definición 4.1 es similar a la definición de gráfica bobina propuesta por
Larrión, Pizaña y Villarroel-Flores, en [42]: con la diferencia de que una
gráfica bobina debe cumplir restricciones adicionales. Es por esto que las
gráficas que cumplen con la definición 4.1, las hemos denominado gráficas
bobinas generalizadas.

Un ejemplo de gráfica bobina generalizada con 2 órbitas se obtiene al con-
siderar la siguiente matriz de conexión T , cuyas entradas son subconjuntos
de Zn, con n ⩾ 22:

T =

(
{±1,±6,±7} {-3, 1, 3, 4, 7}

{-7, -4, -3, -1, 3} {±3,±6}

)
(4.1)

La gráfica bobina G que resulta de la matriz de conexión T , descrita en 4.1,
se muestra en la Figura 6. Note que en dicha figura sólo se incluyen las
adyacencias principales y el resto se obtiene al actuar Zn sobre G. Observe
que la órbita G1 es isomorfa a Cn(1, 6, 7) y la orbita G2 es isomorfa a
Cn(3, 6). Note que las adyacencias de un vértice cualquiera en la órbita G1

a la órbita G2, están dadas por la entrada T12.

G1

G2

T12={−3,1,3,4,7}

G1∼=Cn(1,6,7)

G2∼=Cn(3,6)

Figura 6: Ejemplo de gráfica bobina generalizada con 2 órbitas. Sólo se muestran
las adyacencias esenciales, el resto se obtiene de que Zn actue sobre G.
Los vértices se usan como referencia.
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G1

G2

G3

G4

T12={−7,−6,−1,0,1,4,6,7,8}T13={−3,1,3,4,7}T14={−6,0,1,6,7,8}

T23={−6,−4,−3,0,3,4,6}

T24={−7,−6,−1,0,1,4,6,7,8} T34={−3,1,3,4,7}

G1∼=Cn(1,6,7)

G2∼=Cn(1,3,6,7,8)

G3∼=Cn(3,6)

G4∼=Cn(1,6,7)

Figura 7: Ejemplo de gráfica bobina generalizada, con G = K2(Cn(1, 3, 6, 7, 8)). Sólo se muestran las adyacencias esenciales, el resto se
obtiene de que Zn actue sobre G. Los vértices se usan como referencia.
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Un ejemplo de gráfica bobina generalizada de 4 órbitas se muestra en la
Figura 6, esta gráfica se obtiene al considerar G = K2(Cn(1, 3, 6, 7, 8)), con
n ⩾ 25 (por el Lema 4.3, que se enuncia más adelante, las gráficas iteradas
de Cn(1, 3, 6, 7, 8) son gráficas bobina generalizadas).

Puesto que s ∈ Tab, determina que xai y xbi+s, sean vértices adyacentes por
una longitud (i+ s) − i = s, en ocasiones denominaremos a los elementos
de Tab, como "saltos".

Lema 4.3. Sea G = Cn(a1,a2, . . . ,ar) una gráfica circulante de n vértices y sea
J = {±a1,±a2, . . . ,±ar}. Si máx{ ∥s∥ : s ∈ J} < n

3 , entonces G es una gráfica
bobina generalizada.

Demostración. Se mostrará que G cumple las condiciones (i), (ii) y (iii), de
la definición 4.1. Para la condición (i), por definición de gráfica circulante,
Zn actúa libremente en G y la descompone en órbitas G/Zn = {G1}, con
G1 = G = {x10, x11, . . . , x1n−1}.

Para la condición (ii), sea T , la matriz cuadrada 1x1 con entrada T11 = J.
Como J = −J, entonces T11 = −T11, luego T es antisimétrica. Además, por
definición de gráfica circulante, x1i ∼ x1j si y sólo si j− i ∈ J = T11.

La condición (iii), máx{ ∥s∥ : s ∈ J} < n
3 , se cumple por hipótesis.

Por el lema 4.3, para n ⩾ 25, la gráfica Cn(1, 3, 6, 7, 8) es una gráfica bobina
generalizada. Es por ello que los resultados que se presentan en la siguiente
sección, también se aplican para dicha gráfica.

4.2 resultados generales

Si S ⊆ Zn y j ∈ Zn, en esta sección se usará la notación S+ j, para denotarsuma S+ j

al conjunto que resulta de sumar j a cada elemento de S, esto es: S+ j =

{i+ j ∈ Zn : i ∈ S}.

Puesto que la matriz de conexión cumple que Taa = −Taa, entonces Taa =

{±a1,±a2, . . . ,±ar} ⊆ Zn. Note que cada órbita Ga es isomorfa a una
gráfica circulante Cn(a1,a2, . . . ,ar). Es por ello que el siguiente lema, es
fundamental para estudiar a los clanes de G.
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Lema 4.4. Sea C una completa de la gráfica circulante Cn(a1,a2, . . . ,ar). Sea
J = {±a1,±a2, . . . ,±ar} ⊆ Zn y sea z ∈ Zn \ {0}, tal que C = C+ z, entonces
existe un s ∈ J, tal que ∥s∥ ⩾ n

3 .

Demostración. Sea xi un vértice de C. Por hipótesis C = C+ z y como z ̸= 0,
se tiene que xi+z también es un vértice de C, con xi ̸= xi+z. Por lo que
|C| ⩾ 2.

Dependiendo del valor de ∥z∥, se tienen dos casos: ∥z∥ > n
3 o ∥z∥ ⩽ n

3 .

Caso 1: ∥z∥ > n
3 .

Como C es una completa que contiene a los vértices xi y xi+z, se tiene que
xi ∼ xi+z y por la definición de gráfica circulante: (i+ z) − z = z ∈ J. Por
lo que s = z, cumple que s ∈ J y ∥s∥ = ∥z∥ > n

3 .

Caso 2: ∥z∥ ⩽ n
3 .

Como z ∈ Zn \ {0}, existe un entero z0, con z = [z0], tal que:

∥z∥ = ∥[z0]∥ = z0 ⩽
n

3
(4.2)

Sea IC, el conjunto de índices de los vértices de C, es decir:

IC = {i ∈ Zn : xi ∈ C}.

Por hipótesis C = C + z (igualdad de conjuntos), por lo que el mapeo
ϕ : IC → IC, dado por ϕ(i) = i+ z, es una biyección de IC en IC (es decir,
ϕ es una permutación). Por la definición de ϕ, para cualquier entero r ⩾ 0

se cumple que:

ϕr(i) = (ϕ ◦ϕ ◦ · · · ◦ϕ)(i) ( r veces la composición de ϕ)

= i+ [r] · z, con [r] ∈ Zn.

Sea x ∈ IC, como |C| = |IC| ⩾ 2 y z ̸= 0, el principio del palomar implica
que existe un entero t, con 2 ⩽ t ⩽ |IC|, tal que ϕt(x) = x. Como también
se cumple que ϕt(x) = x + [t] · z, entonces x = x + [t] · z y por lo tanto
[t] · z = 0. De esto se tiene la siguiente cadena de implicaciones:

[t] · z = [t] · [z0] = [t · z0] = 0 =⇒ t · z0 ≡ 0 (mod n)

=⇒ existe un entero m ⩾ 1, tal que:

t · z0 = mn.
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Como t · z0 = mn y t ⩾ 2, existe un entero t0, con 1 ⩽ t0 < t, tal que:

t0 · z < n (4.3)

(t0 + 1)z ⩾ n (4.4)

Por definición, el piso ⌊t0/2⌋ es un entero. Como t0 ⩾ 1, se tiene que
t0 ̸= ⌊t0/2⌋. Por lo que los números:

α = ϕ⌊t0/2⌋(x) = x+ [⌊t0/2⌋] · z y β = ϕt0(x) = x+ [t0] · z,

cumplen que α ̸= β. Por la definición de ϕ, la completa C contiene a los
vértices xα y xβ, con xα ̸= xβ. Por lo que xaα ∼ xaβ y por definición de
gráfica circulante β−α ∈ S.

Por lo que s = β−α, cumple que s ∈ J. Se mostrará que ∥s∥ ⩾ n
3 .

Para reescribir a s en términos de su representante, se toma z = [z0], con
lo que se obtiene:

s = β−α = (x+ [t0] · z) − (x+ [⌊t0/2⌋] · z)
= x+ [t0] · z− x− [⌊t0/2⌋] · z = [t0] · z− [⌊t0/2⌋] · z
= ([t0] − [⌊t0/2⌋]) · z = [t0 − ⌊t0/2⌋] · z = [t0 − ⌊t0/2⌋] · [z0]
= [(t0 − ⌊t0/2⌋) · z0] .

Luego s0 = (t0 − ⌊t0/2⌋) · z0, es un representante de s, esto es: s = [s0]. Se
mostrará que s0 < n. Como ⌊t0/2⌋ ⩾ t0−1

2 , entonces − ⌊t0/2⌋ ⩽ −t0−1
2 , lo

cual implica que:

s0 = (t0 − ⌊t0/2⌋) z0 ⩽

(
t0 −

t0 − 1

2

)
z0 =

t0 · z
2

+
1

2
· z0.

Por las desigualdades 4.2 y 4.3, se tiene que z0 ⩽ n
3 y t0 · z < n, al sustituir

en la desigualdad anterior queda:

s0 <
t0 · z
2

+
1

2
· z0 ⩽

n

2
+

1

2

(n
3

)
=

n

2
+

n

6
=

4n

6
=

2n

3
. (4.5)

Por lo que s0 < n y se puede aplicar la norma de Lee a s = [∥s0∥]. Como
∥s∥ = min{n − s0, s0}, se tienen dos casos: la norma es ∥s∥ = s0 o es
∥s∥ = n− s0.

Caso 2.1: la norma es ∥s∥ = s0.

Como
[
t0
2

]
⩽ t0

2 , entonces −
[
t0
2

]
⩾ −t0

2 , con lo que se obtiene:

∥s∥ = s0 =

(
t0 −

⌊
t0
2

⌋)
z0 ⩾

(
t0 −

t0
2

)
z0 =

(
t0
2

)
z0

=

(
t0 + 1− 1

2

)
z0 =

(
t0 + 1

2

)
z0 −

z0
2

.
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Por la desigualdad 4.2, se tiene que z0 ⩽ n
3 , por lo que −z0 ⩾ −n

3 . Además,
por la desigualdad 4.4, t0 + 1 ⩾ n, de esto se obtiene:

∥s∥ ⩾

(
t0 + 1

2

)
z0 −

z0
2

⩾
n

2
−

1

2

(n
3

)
=

n

2
−

n

6
=

2n

6
=

n

3
.

Caso 2.2: la norma es ∥s∥ = n− s0.

Por la desigualdad 4.5, se tiene que s0 < 2n
3 , entonces −s0 > −2n

3 , por lo
que:

∥s∥ = n− s0 > n−
2n

3
=

n

3

De los casos 2.1 y 2.2, se concluye que ∥s∥ ⩾ n
3 .

Para el resto de esta sección, G denota a una gráfica bobina generalizada.
Se usará la notación de la definición 4.1, para denotar a los vértices, órbitas
y matriz de conexión de G.

Algunas notaciones adicionales se muestran a continuación. Sea H una Indices I(H)

subgráfica de G y sea r el total de órbitas de G. El conjunto de los indices
de los vértices de H, está dado por:

I(H) = {i ∈ Zn : xai ∈ H, para alguna 1 ⩽ a ⩽ r}.

En particular, note que |I(H ∩Ga)| = |H ∩Ga|. Por otra parte, sea j ∈ Zn, vértices H+ j

entonces H+ j denota el conjunto de vértices que resultan de trasladar j

veces, a cada vértice de H, es decir:

H+ j = {xai+j : x
a
i ∈ H}.

Finalmente, si P y Q son subconjuntos de Zn, se denotará con P −Q, al diferencias P−Q

conjunto de todas las diferencias entre los elementos de P×Q, esto es:

P−Q = {p− q ∈ Zn : p ∈ P y q ∈ Q}.

Observe que -(P−Q) = Q− P y si P ̸= ∅, entonces P− P ̸= ∅.

Teorema 4.5. Sea q un clan de G, entonces para todo k ∈ Zn \ {0}, se tiene que
q+ k es un clan de G, con q ̸= q+ k.

Demostración. Sean xai y xbj vértices del clan q. Por definición xai ∼ xbj si y
solo si j− i ∈ Tab. Como j− i = j− i+ k− k = (j+ k) − (i+ k), se tiene
que xai ∼ xbj si y solo si xai+k ∼ xbj+k. Luego q+ k es una completa y por la
maximalidad de q, q+ k también es un clan.

Sea r el total de orbitas de G y sea qa = q∩Ga. Observe que la orbita Ga es
isomorfa a una gráfica circulante con saltos J = Taa. Entonces, si qa ̸= ∅,
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por la contrapositiva del lema 4.4, la condición máx{∥s∥ : s ∈ Taa} <
n
3 ,

implica que qa ̸= qa + k, para todo k ∈ Zn \ {0}. Como q = ∪r
a=1qa, se

sigue que q ̸= q+ k, para todo k ∈ Zn \ {0}.

Lema 4.6. Sea q un clan de G, sean Ga y Gb orbitas de G, entonces:

I(Gb ∩ q) − I(Ga ∩ q) ⊆ Tab.

Demostración.
Sea s ∈ I(q ∩Gb) − I(q ∩Ga), entonces existen vértices xai , xbj ∈ q, tales
que s = j− i. Como q es un clan, se tiene que xai ∼ xbj , luego j− i ∈ Tab.
Por lo tanto I(q∩Gb) − I(q∩Ga) ⊆ Tab.

Teorema 4.7. Sea G una gráfica bobina generalizada, entonces K(G) también es
una gráfica bobina generalizada.

Demostración. Se mostrarán que K(G) cumple con la condiciones: (i), (ii) y
(iii), de la definición 4.1, de gráfica bobina generalizada.

Para la condición (i).

Sea qα un clan de G, el resultado de trasladar i veces, los vértices de qα,
esta dado por Xα

i = qα + i. Por el teorema 4.5, el conjunto Xα
i es un clan

de G y si Xα
i+z = Xα

i , para algún z ∈ Zn, entonces z = 0. De esto se
tiene que Zn actua libremente en los clanes de G, por lo que existen clanes
R = {q1,q2, . . . ,qt}, tales que K(G) se descompone en t órbitas:

K(G)/Zn = {K(G)1,K(G)2, . . . ,K(G)t},

con K(G)α = {Xα
i : i ∈ Zn}.

Para la condición (ii).

Para cada órbita K(G)α, tome el representante qα = Xα
0 . Los vértices de

cada clan qα, que están en la órbita Ga, están dados por qa
α = Ga ∩ qα.

Los indices de qa
α, están dados por Iaα = I(qa

α). Sea t el total de órbitas de
K(G) y sea T, la matriz de tamaño t× t cuyas entradas se definen como:

Tαβ =

|G/Zn|⋃
k=1

(
Ikα − Ikβ

)
.
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La matriz T cumple que:

Tαβ =

|G/Zn|⋃
k=1

(
Ikα − Ikβ

)
=

|G/Zn|⋃
k=1

-
(
Ikβ − Ikα

)
= -

|G/Zn|⋃
l=1

(
Ikβ − Ikα

)
= −Tβα.

Por lo que T es una matriz antisimétrica. Se mostrará que T es la matriz de
conexión de K(G).

Afirmación 1: Xα
i ∼ X

β
j =⇒ j− i ∈ Tαβ.

Como Xα
i = qα + i y X

β
j = qβ + i, la condición Xα

i ∼ X
β
j implica que

Xα
i ∩ X

β
j = (qα + i) ∩ (qβ + j) ̸= ∅. Por lo que existen vértices xca ∈ qα y

xdb ∈ qβ, tales que xca+i = xdb+j. Luego c = d y se cumple que:

a+ i = b+ j =⇒ j− i = a− b.

Como a ∈ Icα = I(Gc ∩ qα) y b ∈ Icβ = I(Gc ∩ qβ), se sigue que:

j− i = a− b ∈ Icα − Icβ ⊆
|G/Zn|⋃
k=1

(
Ikα − Ikβ

)
= Tαβ.

Afirmación 2: j− i ∈ Tαβ =⇒ Xα
i ∼ X

β
j .

Como j− i ∈ Tαβ, existe un entero 1 ⩽ c ⩽ |G/Zn|, tal que:

j− i ∈ Icα − Icβ = I(Gc ∩ qα) − I(Gc ∩ qβ).

De esto se tiene que existen vértices xca ∈ qα y xcb ∈ qβ, tales que a− b =

j − i, por lo que a + i = b + j y en consecuencia xca+i = xdb+j. Como
xca+i ∈ qα + i = Xα

i y xcb+j ∈ qβ + i = X
β
i , se tiene que Xα

i ∩X
β
j ̸= ∅, luego

Xα
i ∼ X

β
j .

Por la afirmaciones 1 y 2, se tiene que Xα
i ∼ X

β
j si y sólo si j− i ∈ Tαβ.

Para la condición (iii).

Sea Gk cualquier órbita de G y sea α un entero con 1 ⩽ α ⩽ |K(G)/Zn|, por
el lema 4.6, se cumple lo siguiente:

Ikα − Ikα = I(Gk ∩ qα) − I(Gk ∩ qα) ⊆ Tkk
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Luego:

Tαα =

|G/Zn|⋃
k=1

(
Ikα − Ikα

)
⊆

|G/Zn|⋃
k=1

Tkk.

Por hipótesis máx{ ∥s∥: s ∈ Taa } < n
3 , para 1 ⩽ a ⩽ |G/Zn| y por la

contención anterior se obtiene que:

máx{ ∥s∥: s ∈ Taa } ⩽ máx{ ∥s∥ : s ∈
|G/Zn|⋃
k=1

Tkk}

= máx
1⩽a⩽|G/Zn|

{ ∥s∥: s ∈ Taa } <
n

3
.

Por los incisos (i), (ii) y (iii), se concluye que K(G) es una gráfica bobina
generalizada.

Observación 4.8. Observe que en el teorema 4.7, en la condición (i), también se
muestra que cada clan Xα

0 ∈ K(G), es un representante de la orbita K(G)α de
K(G).

Observación 4.9. Sea Ikα = I(Gk ∩Xα
0 ). Note que de acuerdo a la condición (ii),

del teorema 4.7, la matriz de conexión T, de K(G), es de la forma:

Tαβ =

|G/Zn|⋃
k=1

(
Ikα − Ikβ

)
,

Observación 4.10. Note que en el teorema 4.7, al probar la condición (iii), tam-
bién se demostró que para las matrices de conexión de T y T, de G y K(G), respec-
tivamente, se cumple lo siguiente:

Tαα ⊆
|G/Zn|⋃
a=1

Taa.

Por el teorema 4.7, todas las gráficas iteradas de clanes Ki(G) de G, también
son gráficas bobina generalizadas. La notación que se usará con Ki(G), es
similar a la que se ha usado con G. Esto es, si r es el total de órbitas de
Ki(G), entonces:

Ki(G)/Zn = { (Ki(G))1, (Ki(G))2, . . . , (Ki(G))r},

son las órbitas de Ki(G) y Xα
j , denota el vértice j en la órbita α, es decir

Xα
j ∈ (Ki(G))α. La matriz de conexión de Ki(G) se denotará por T(Ki(G)).
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Puesto que toda gráfica circulante C, que cumple con las condiciones del
lema 4.3, es una gráfica bobina generalizada con matriz de conexión T ,
una pregunta que surge al examinar las gráficas iteradas de C, es si puede
ocurrir que para alguna gráfica Ki(C), alguna de sus órbitas (Ki(C))α, tiene
un salto que no está en C: esto es, existe un s ∈ T(Ki(G))αα, tal que s ̸∈
T(C)11. El siguiente lema muestra que dicha situación no ocurre.

Lema 4.11. Sea C = Cn(a1,a2, . . . ,ar) una gráfica circulante de n vértices, tal
que para J = {±a1,±a2, . . . ,±ar}, se tiene que máx{ ∥s∥ : s ∈ J} ⩽ n

3 . Para
i ⩾ 0 y para cualquier 1 ⩽ α ⩽ |Ki(C)/Zn|, se cumple lo siguiente:

T(Ki(C))αα ⊆ J

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre i. Si i = 0,
entonces K0(C) = C y por el lema 4.3, la matriz de conexión de C es de
tamaño 1 × 1, con T(C)11 = J. Suponga que la afirmación es verdadera
para i ⩾ 0. Por la observación 4.10, para cualquier 1 ⩽ α ⩽ |Ki+1(C)/Zn|,
se tiene que:

T(Ki+1(C))αα ⊆
|Ki(C)/Zn|⋃

a=1

T(Ki(C))aa.

Por la hipótesis de inducción, T(Ki(G))aa ⊆ J, para 1 ⩽ a ⩽ |Ki(G)/Zn|, al
sustituir en la desigualdad anterior queda:

T(Ki+1(C))αα ⊆
|Ki(C)/Zn|⋃

a=1

J = J.

El siguiente lema muestra que los saltos de la matriz de conexión, se for-
man de las diferencias de los índices, de todos los clanes representantes
Xα
0 ∈ K(G).

Lema 4.12. Sea Xα
0 ∈ K(G)α, sea Iaα = I(Ga ∩ Xα

0 ) y Ibα = I(Gb ∩ Xα
0 ). Sea T

la matriz de conexión de G, entonces

Tab =

|K(G)/Zn|⋃
α=1

(
Ibα − Iaα

)
.

Demostración. Por el lema 4.6, para todo 1 ⩽ α ⩽ |K(G)/Zn|, se tiene que
Ibα − Iaα ⊆ Tab, luego:

|K(G)/Zn|⋃
α=1

(
Ibα − Iaα

)
⊆

|K(G)/Zn|⋃
α=1

Tab = Tab.
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Para la otra contención, sea s ∈ Tab y sean los vértices xa0 ∈ Ga y xbs ∈ Gb.
Como s − 0 = s ∈ Tab, se tiene que xa0 ∼ xbs . Sea q un clan de G, tal
que q ⊇ {xa0 , xbs }. Como K(G) es una gráfica bobina generalizada, existe un
j ∈ Zn y un entero 1 ⩽ β ⩽ |K(G)/Zn|, tal que:

X
β
j ∈ (K(G))β y X

β
j = q.

Como X
β
0 = X

β
j − j, los vértices xa0−j = xa-j y xbs−j, son vértices de X

β
0 . Por

lo que xa-j ∈ Ga ∩X
β
0 y xbs−j ∈ Gb ∩X

β
0 , luego:

(s− j) − (−j) ∈ I(Gb ∩X
β
0 ) − I(Ga ∩X

β
0 ) = Ibβ − Iaβ.

Como (s− j) − (−j) = s− j+ j = s, se tiene que:

s ∈ Ibβ − Iaβ ⊆
|K(G)/Zn|⋃

α=1

(
Ibα − Iaα

)

El siguiente lema relaciona adyacencias en órbitas de K(G), con adyacentes
en órbitas de G.

Lema 4.13. Si Xα
i ∼ Xα

j en K(G), existe una órbita Ga de G, tal que xai ∼ xaj y
xa-i ∼ xa-j en G.

Demostración. Sean T y T, las matrices de conexión de G y K(G), respecti-
vamente. Como Xα

i ∼ Xα
j , entonces j− i ∈ Tαα. Por la observación 4.10, se

tiene que:

j− i ∈ Tαα ⊆
|G/Zn|⋃
a=1

Taa.

Por lo que existe 1 ⩽ a ⩽ |G/Zn|, tal que j− i ∈ Taa, lo que implica que los
vértices xai , xbj ∈ G, cumplen que xai ∼ xaj . Como j− i = -i− (-j), también
se cumple que xa-i ∼ xa-j.

El siguiente teorema permite obtener completas en K(G), a partir de com-
pletas de G. Intuitivamente dicho teorema se puede visualizar de la si-
guiente forma (véase figura: 8): si se alinean los clanes representantes
qα = Xα

0 ∈ K(G), de la gráfica G y si se dicha alineación se eligen las
completas en una órbita (por ejemplo G1, que se muestra en color azul en
la figura 8), entonces en la gráfica K(G), una completa se forma de "trans-
poner" e invertir las completas de dicha órbita (en la figura 8), la columna
en azul).



4.2 resultados generales 77

Teorema 4.14. Sea 1 ⩽ a ⩽ |G/Zn| y sea Iaα = I(Ga ∩ Xα
0 ), con Xα

0 ∈ K(G),
para 1 ⩽ α ⩽ |K(G)/Zn|. Sea el conjunto de vértices de K(G), dado por:

Qa =

|K(G)/Zn|⋃
α=1

{Xα
i ∈ K(G) : i ∈ -Iaα},

entonces Qa es una completa de K(G).

Demostración. Se mostrará que cualquier par de vértices de Qa, son adya-
centes. Sean Xα

i y X
β
j vértices de Qa, por definición se tiene que j ∈ -Iaβ y

i ∈ -Iaα, que su vez implica que -i ∈ -(-Iaα) = Iaα. Por lo cual:

j− i ∈ (-Iaβ − (-Iaα)) = Iaα − Iaβ.

Por la observación 4.9, se tiene que Iaα − Iaβ ⊆ Tαβ, luego j− i ∈ Tαβ y por
lo tanto Xα

i ∼ X
β
j .
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Clanes de G

q1

G1
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

G2
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

q2

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

q3

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

q4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Clanes de K(G)

Q1

K(G)1
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

K(G)2
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

K(G)3
∅

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

K(G)4
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q2

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

∅
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q3

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q5

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q6

∅
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Q7

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

∅
−4−3−2−1 0 1 2 3 4

−4−3−2−1 0 1 2 3 4

Figura 8: Clanes representantes de G y K(G), para G = K(Cn(1, 3, 6, 7, 8)).



5
C O N C L U S I O N E S

Este trabajo presenta resultados que aportan al estudio del problema de
caracterizar las gráficas G, que maximizan a |K2(G)|. Durante el proceso
de investigación, se hicieron múltiples experimentos computacionales que
llevaron a formular la conjetura 2.36, que afirma que |K2(G)| se maximiza
cuando la gráfica G = Gn (definición 2.3). Puesto que la gráfica Gn es de la
forma Gn = I2+H = S(H) (es una suspensión), esto nos llevó al estudio de
las propiedades de la segunda gráfica iterada de clanes de suspensiones
de gráficas, esto es: K2(S(G)).

Para analizar a las gráficas K2(S(G)), resultó muy útil usar un concepto
nuevo de biclan y con ello el de gráfica de biclanes B(G), con el cual se
obtuvo la caracterización B(K(G)) = K2(S(G)). Al estudiar las propiedades
de la gráfica de biclanes B(G), se llegó a una caracterización de las gráficas
G que maximizan a |B(G)|. Se encontró que la gráfica G = Gn, es la gráfica
que maximiza a |B(G)|, lo cual es una evidencia más de que la conjetura
2.36, puede ser cierta.

De los resultados antes mencionados y de los que se mostraron en la sec-
ción 2.3, creemos que para caracterizar a las gráficas G que maximizan a
|K2(G)|, es esencial entender cómo cambia el número de clanes |K2(G)|, con
respecto a la gráfica G ′ que resulta de cambiar las adyacencias de dos de
sus vértices x,y ∈ G, de tal forma que G ′ = I2 +G \ {x,y}.

Por otra parte, el uso de experimentos computacionales mostró ser de ex-
trema ayuda para formular o refutar afirmaciones, que fueron surgiendo
en el transcurso de este trabajo. Creemos que el uso de paquetes compu-
tacionales como es el caso de GAP [23] y YAGS[8], facilita el explorar y
entender la estructura combinatoria de diversos problemas en teoría de
gráficas. En particular, en este trabajo se usaron los paquetes computacio-
nales antes mencionados para estudiar gráficas de clanes.

Otro problema que se estudió en este trabajo, fue el buscar una gráfica
G, tal que |Kn(G)| = Θ(an), con a > 1. La estrategia usada como punto
de partida en este problema, fue el usar experimentos computacionales
para buscar una gráfica con propiedades que sean de interés para la inves-
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tigación. Esta es una estrategia general que creemos puede ser útil para
estudiar otros problemas de gráficas.

Debido a que no es computacionalmente factible revisar a cada gráfica del
espacio de búsqueda de gráficas de n vértices, fue necesario usar un tipo
de heurística que permitiera a los experimentos computacionales hacer una
búsqueda más dirigida, para encontrar una gráfica de interés. Para los fines
de este trabajo, una heurística basada en algoritmos genéticos dio resulta-
dos satisfactorios para encontrar una gráfica G, que en los experimentos
cumple que |Kn(G)| tiene crecimiento exponencial. Dada una función f(n),
creemos que esta estrategía podría ser útil también para buscar gráficas
cuyo orden de crecimiento de |Kn(G)|, sea |Kn(G)| = Θ(f(n)).

Mediante una heurística basada en algoritmos genéticos, se encontró que
experimentalmente la gráfica G = Cn(1, 3, 6, 7, 8), con n ⩾ 25, cumple que
|Kn(G)| = Θ(3n/2), lo que llevó a plantear la conjetura 3.12. A fin de estu-
diar esta conjetura, se propuso la definición de gráfica bobina generalizada,
que resultó de analizar las propiedades de las gráficas iteradas de clanes
de Cn(1, 3, 6, 7, 8). Los resultados que se muestran en el capítulo 4, creemos
que podrían ser de utilidad para probar la conjetura 3.12. Sin embargo, aún
hace falta caracterizar la forma de los clanes de clanes de Cn(1, 3, 6, 7, 8).



B I B L I O G R A F Í A

[1] L. Alcón y M. Gutierrez. «A new characterization of clique graphs».
En: Matemática Contemporânea 25 (ene. de 2003).

[2] H.-J. Bandelt y E. Prisner. «Clique graphs and Helly graphs». En: Jour-
nal of Combinatorial Theory, Series B 51.1 (1991), págs. 34 -45. url: http:
//www.sciencedirect.com/science/article/pii/0095895691900044.

[3] N. A. Barricelli. «Esempi numerici di processi di evoluzione». En:
Methodos (1954), págs. 45-68.

[4] B. Beavis e I. Dobbs. En: Optimisation and stability theory for Economic
Analysis. Cambridge University Press, 1990, 32–32.

[5] B. Bollobás. Combinatorics : set systems, hypergraphs, families of vectors,
and combinatorial probability. Cambridge Cambridgeshire New York:
Cambridge University Press, 1986, pág. 82.

[6] C. Bron y J. Kerbosch. «Finding all cliques of an undirected graph–
Algorithm 457». En: Communications of the ACM 16 (1971), págs. 575-577.

[7] B. Buchberger, G. E. Collins, R. Loos y R. Albrecht. «Computer alge-
bra symbolic and algebraic computation». En: ACM SIGSAM Bulle-
tin 16.4 (nov. de 1982), págs. 5-5. url: https://doi.org/10.1145/
1089310.1089312.

[8] C. Cedillo, R. MacKinney-Romero, M. A. Pizaña, I. A. Robles y R.
Villarroel-Flores. YAGS - Yet Another Graph System, Version 0.0.5. 2019.

[9] C. Cedillo y M. A. Pizaña. «Clique-divergence is not first-order ex-
pressible for the class of finite graphs». En: Ars Combinatoria 152

(2020).

[10] C. Cedillo y M. A. Pizaña. «Clique-convergence is undecidable for au-
tomatic graphs». En: Journal of Graph Theory 96.3 (2021), págs. 414-437.
url: https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/jgt.
22622.
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