UNIVERSIDAD AUTONOMA
METROPOLITANA

Casa abiertaal tiempo DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

SOBRE GRAFICAS ITERADAS DE CLANES.

Tesis que presenta
Ismael Ariel Robles Martinez

para obtener el grado de
Doctor en Ciencias (Matemaéticas).

Asesor: Dr. Miguel Angel Pizafia Lopez.

Jurado calificador:
Presidente: Dr. Bernardo LLano Pérez.

Secretario:  Dr. Miguel Angel Pizafia Lépez.

Vocal: Dra. Mika Olsen.
Vocal: Dr. Rafael Villarroel Flores.
Vocal: Dr. José David Flores Pefialoza.

Ciudad de México a 20 de octubre de 2023.




AT\

Casa abierta al tiempo

ACTA DE DISERTACION PUBLICA

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA No. 00087
Matricula: 21426800139
s = 1
Sobre ‘graficas iteradas de
clanesgii ;. En la Ciudad de: México, se presentaron a las 8:30 horas
del dia 20, del mes de octubre del afio 2023 eén la Unidad

* ISMAEL ARIEL ROBLES MARTINEZ

. o0

o« e ALUMNO
.

Iztapalapa de 'la Universidad Auténoma Metropolitana, los
suscritos miembros del jurade:

DR. BERNARDO LLANQ PEREZ

DR. RAFAEL VILLARROEL FLORES
DRA. MIKA QLSEN

DR. JOSE DAVID FLORES PENALOZA
DR MIGUEL ANGEL PIZANA LOPEZ

Bajo la Presidencia del priméero y ¢on. caracter de
Secretario el Gltimo, se reunieron a la presentacioéon de la
Disertacién Publica cuya denominaclién aparece al margen,
para la obtencién del grado de:

DOCTOR EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: ISMAEL ARIEL ROBLES MARTINEZ

y. de acuerdo con el articule 78 fracciém IV del Reglamento
de Estudios Superiores de la Universidad Autodnoma
Metropolitana, los miembros del jurado resolvieron:

Acto continne, el presidente del Jurade comunicé al
interesado el resultado de 1la evaluacidén vy, en caso
aprobatorio, le fue tomada la protesta.

DIRECTOR DE LA DIVISION DE CBI

3
NTE W VOCAL

(BAiuﬁmi{p,

@ow'm \Lleaves @ewacs
DR ROMAN LINARES ROMERO DR, BERNARDO LLANO PEREZ DR. RAFAEL VILLARROEL FLORES
\ - A J
T‘ 5 4
VOCAL - SECRETARIO
/M@L A ZJAY"/V",,.”M [.
. DRA. MIKA OLSEN DR. JOSE DAVID FLORES PENALOZA MIGUELANGEL PIZANA LOPEZ




SOBRE GRAFICAS

ITERADAS DE

CLANES

Universidad Auténoma Metropolitana
Ismael Ariel Robles Martinez
Posgrado en Matematicas







A mi familia.






AGRADECIMIENTOS

A mi madre y a mis hermanos, por ser una parte fundamental de mi vida y
de la historia que me define como persona. Gracias por creer en mi durante
todo este tiempo.

A Daniela y Elizabeth, por su invaluable amistad y apoyo. Gracias por
haber recorrido el camino de la vida conmigo durante todos estos afios y
por ser un soporte esencial en este periodo tan dificil que comprendié la
pandemia por COVID-19. Gracias por ser y estar.

A Mary, Jessy, Vicky, Alma, Carmen, Julio y Alejandro, por su célida amis-
tad y camaraderia durante nuestros estudios de posgrado. Gracias por las
alegrias y risas durante el tiempo que tuvimos el gusto de convivir.

A mi asesor Miguel Pizafia, por su guia, consejos y extenso apoyo durante
mis estudios de posgrado. Gracias por tu infinita paciencia, sobre todo du-
rante los dos dltimos afios de pandemia, en los que este trabajo se detuvo
por completo.

A la Universidad Auténoma Metropolitana, por haberme cobijado durante

mis estudios de posgrado y por haberme dado la oportunidad de conocer
a personas tan diversas.

vii






INDICE GENERAL

1 INTRODUCCION 1
1.1 Breve revision histérica de la teoria de clanes 1
1.2 Notacién y terminologia 3
1.3 Resumen de resultados 6
2 GRAFICAS QUE MAXIMIZAN LA SEGUNDA GRAFICA DE CLA-
NES 9
2.1 Suspensiones de gréficas y la segunda gréfica de clanes 10
2.2 Graficas que maximizan a la grafica de Biclanes 15
2.2.1  El caso par 17
2.2.2 El caso impar 19
2.3 Resultados adicionales y conjeturas 29
3 ALGORITMOS GENETICOS 35
3.1 Codificacién y decodificacién en un algoritmo genético 36
3.2 Funcién de aptitud 38
3.3 Pasos generales de un algoritmo genético 46
3.3.1 Inicializacién 47
3.3.2 Reproducciéon 47
3.3.3 Cruzamiento 52
3.3.4 Mutacién 53
3.3.5 Depredaciéon 54
3.4 Algoritmo genético utilizado 56
3.5 Sobre la grafica C(1,3,6,7,8) 58
4 GRAFICAS BOBINA GENERALIZADAS 65
4.1 Definicién 65
4.2 Resultados generales 68
5 CONCLUSIONES 79
BIBLIOGRAFIA 81

INDICE ALFABETICO 87

iX



INDICE DE FIGURAS

Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4

Figura 5
Figura 6
Figura 7
Figura 8

Codificacién de gréficas en un algoritmo genético. 37
Decodificacién en un algoritmo genético. 38
Diagrama de flujo de un algoritmo genético. 47
Segmento para eleccién aleatoria en un algoritmo
genético 49

Grifica de Ln(|]K™(G)|). 59

Ejemplo de gréfica bobina con 2 6rbitas. 66

Ejemplo de gréfica bobina con 4 6rbitas. 67

Clanes representantes de G y K(G), para G = K(Cy(1,3,6,7,8)).

INDICE DE TABLAS

Tabla 1
Tabla 2

Tabla 3
Tabla 4

Gréaficas G que maximizan |[K?(G)|, para 2 < n <
10. 11

Graficas con su funcién de crecimiento y su apti-
tud. 44

Poblacién de ejemplo de un algoritmo genético. 48

Tabla de valores de Ln(|[K™(G)|), para G = C»5(1,3,6,7, 8). 58

78



INTRODUCCION

Este documento se encuentra dividido de la siguiente forma:

1.1

En el capitulo 1, se presentan la terminologia y definiciones bésicas
que se usan en el resto de este documento. También se presenta un
resumen de los resultados derivados de esta investigacion.

En el capitulo 2, se muestran los resultados y conjeturas derivados de
estudiar el problema de caracterizar las graficas G, que maximizan el
ndmero de vértices de la segunda gréfica iterada de clanes |[K?(G)|.

En el capitulo 3, se hace una descripcion a extenso detalle de la heu-
ristica basada en algoritmos genéticos, para estudiar el problema de
determinar si existe una grafica G, tal que [K™(G)| =0(a™),cona > 1
y n > 1. También se muestran los datos experimentales que nos lle-
varon conjeturar que |[K™(C(1,3,6,7,8)) = ©(3%), con m > 25.

En el capitulo 4, se presentan las graficas bobina generalizadas, que
son una generalizacion de las graficas iteradas de clanes de la grafica
circulante Cy(1,3,6,7,8). También se presenta resultados y conjetu-

ras sobre el comportamiento de [K™(Cn(1,3,6,7,8)|.

En el capitulo 5, se muestran las conclusiones de este trabajo.

BREVE REVISION HISTORICA DE LA TEORIA DE CLANES

Un clan de una grafica G, es una subgrafica completa maximal. Uno de los
primeros trabajos en los que se estudian clanes fue realizado en 1949, por
Luce y Perry [43], quienes usaron clanes para estudiar matrices que descri-
ben redes sociales. Posteriormente en 1960, Miller y Muller caracterizaron
las gréficas que tienen el maximo ndmero de clanes [47]. Esta caracteriza-
cién también fue demostrada de manera independiente, por Moon y Moser

[48], en 1965.

clan de una grdfica
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En la literatura, las graficas de n vértices que tienen el mayor niimero de
clanes se les conoce como gridficas de Miller-Muller. En [48], Moon y Moser
también reportaron cotas para el maximo ntimero de diferentes tamafios
de clanes, que pueden ocurrir en una gréafica de n vértices. Un afio despusés,
Erd6s mejord las cotas encontradas por Moon y Moser [15].

Desde entonces, el estudio de los clanes ha estado presente en diversos t6-
picos de matemaéticas discretas. En particular, los clanes han sido de impor-
tancia fundamental desde los inicios de la teoria de la complejidad compu-
tacional. Por ejemplo, el problema de decisién de determinar si una gréfica
tiene un clan de un tamafio dado, es uno de los 21 problemas NP-Completos,
que se enumeran en el trabajo clasico de Karp [38].

La gréfica de clanes K(G) de una gréfica G, es la grdfica interseccion de los
clanes de G (i.e. tiene por vértices a los clanes de G y dos vértices son
adyacentes si son distintos y tienen interseccién no vacia). Hamelink, en
1968, fue el primero en mostrar una caracterizaciéon parcial de las graficas
de clanes [31] (suficiente pero no necesaria). Sin embargo, fueron Roberts
y Spencer, quienes en 1971, dieron una de las caracterizaciones mds utili-
zadas a la fecha [57]. Por méas de 30 afios, la tnica caracterizacién que se
tenia para gréficas de clanes fue la de Roberts y Spencer. Una caracteriza-
cién alternativa fue encontrada por Alcén y Gutierrez [1], en el 2003.

Dada una grafica G, su grafica de clanes K(G) se puede ver como el re-
sultado de aplicar un operador K, que transforma graficas en gréficas. A
este operador se le conoce como el operador de clanes. Al aplicar el opera-
dor de clanes de manera iterativa se obtienen las grificas iteradas de clanes
de G, las cuales se definen de manera recursiva: esto es, K°(G) = G y
K"1(G) = K(K™(G)). El estudio de las gréficas iteradas de clanes comen-
z6 en 1972, con el trabajo de Hedetniemi y Slater [34]. A partir de este
trabajo seminal, se ha hecho un amplio estudio en las graficas iteradas de
clanes: en particular, Prisner en [54], ha hecho una recopilacién de pro-
piedades que comparte el operador de clanes, con otros operadores que
resultan de gréficas interseccion. También se han encontrado aplicaciones
de las graficas iteradas de clanes en el estudio de la propiedad del punto
fijo para conjuntos parcialmente ordenados [33]. En fisica, se han aplicado
en gravedad cudntica de bucles [55, 56].

Una propiedad que ha resultado muy dtil para estudiar graficas de clanes,
es la propiedad de Helly [5]. Se dice que una gréafica G es clan-Helly, si para
cualquier conjunto F, de clanes de G que se intersectan por pares, se cum-
ple que la interseccién de J es no vacia. En particular, esta propiedad la
usé Szwarcfiter para formular uno de los resultados clasicos en la teoria
de clanes: el teorema del tridngulo extendido [61].



1.2 NOTACION Y TERMINOLOGIA

Si [K™(G)| denota el nimero de vértices de la n-ésima gréfica de clanes, se
dice que G es clan divergente, si limn_,|K™(G)| = 00, en caso contrario se
dice que G es clan convergente. Decidir el clan comportamiento de una grafica
consiste en determinar si la grafica es clan convergente o clan divergente.
En [60], se resumen algunos resultados cldsicos sobre el clan comporta-
miento, como son: la grafica del octaedro es clan divergente [49], el teore-
ma de la retraccién [50] y la caracterizacion del clan comportamiento para
gréficas clan-Helly [2].

No se sabe si el clan comportamiento es un problema decidible, esto es, que
exista un algoritmo que permita determinar si una gréfica es clan conver-
gente o clan divergente. Sin embargo, Cedillo y Pizafia han demostrado
que la clan divergencia no es expresable en légica de primer orden [9] y
ademads no es decidible para el caso de graficas automaticas (no necesaria-
mente finitas) [10]. Puesto que la decibilidad del clan comportamiento, no
es un problema trivial, en [18-20, 41], se revisan técnicas novedosas para el
estudio del clan comportamiento.

Con este trabajo se busca aportar a la teoria de clanes, con el estudio de los
siguientes topicos: graficas G que maximizan a [K?(G)|; heuristicas basadas
en algoritmos genéticos, para buscar graficas cuya funcién f(n) = [K™(G)],
sea de interés y finalmente, el estudio de las propiedades bajo el opera-
dor de clanes, de una familia de graficas que hemos denominado graficas
bobina generalizadas.

1.2 NOTACION Y TERMINOLOGIA

Este documento usa notacién estandar de teorfa de las graficas, teoria de
la complejidad computacional, dlgebra y programacién. Las graficas que
se estudian en este trabajo, son gréficas simples y no vacfas. También iden-
tificamos conjuntos de vértices con sus gréficas inducidas, sin embargo,
cuando el contexto lo requiere, se usa V(G), para denotar al conjunto de
vértices de la grafica G.

Si G es una grafica, el orden de G (nimero de vértices), se denota por |G|.
El isomorfismo de grdficas se denota por G = H. Si dos vértices x y y, son
adyacentes o iguales, se usa la notacién x ~ y; de manera similar, se usa
x ~ Yy, si los vértices son diferentes y adyacentes. La vecindad abierta Ng(x),
de un vértice x € G, es el conjunto de todos los vértices de la gréfica G
(diferentes de x), que son adyacentes a x. Por otra parte, la vecindad cerrada
Nglx], es el conjunto de vértices dado por: Ng[x] = Ng(x) U{x}. Cuando
en el contexto sea claro quién es la gréafica G, simplemente escribiremos

clan divergente
clan convergente

clan comportamiento

problema decidible

orden de una grdfica
isomorfismo de
grdficas

vecindad abierta
Ng(x)

vecindad cerrada
Ng[x]
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N(x) y N[x]. El conjunto potencia de los vértices de G (es decir, todos los
subconjuntos de V(G)), se denota por 26,

Paran > 1, denotaremos a la grdfica completa, 1a grdfica sin aristas, 1a trayecto-
ria y el ciclo de n vértices, por: Ky, Iy, Pn y Cy, respectivamente. La gréfica
complemento de G, se denota por G. La gréfica que resulta de remover el vér-
tice x € G, de G, se denota por G —x. Aunque las graficas que se estudian
en este trabajo tienen al menos 1 vértice, resulta conveniente considerar a
la grdfica sin vértices, que denotaremos por Ko, a fin de simplificar algunas
de las férmulas que se presentan en el capitulo 2.

La suma de Zykov G + H, de las graficas G y H, es la grafica que resulta de
la unién disjunta de G y H, agregando todas las posibles aristas entre ellas.
En particular, note que G + Ky = G. Si d es un niimero natural con d > 1,
el octaedro d-dimensional se define como: Oq = I> +---+ I, (d veces). Por
simplicidad, también se usa la notacion d- G = G +--- + G (d veces). De
esta forma, el octaedro d-dimensional se puede escribir como: Ogq = d - I>.
En particular, cuando d = 0, se tiene que O4 = Kp.

La notacion del octaedro no debe de confundirse con la notacion O grande,
que también se usa en este trabajo para denotar la cota superior asintética. La
cota inferior asintdtica, se denota por Q. La cota ajustada asintdtica, se denota
por O, esta se define como g(n) = O(f(n)) si y sélo si g(n) = Q(f(n)) y
g(n) = O(f(n)).

El producto tensorial G x H de las graficas G y H, es la gréfica cuyo conjunto
de vértices es el producto cartesiano V(G) x V(H) y dos vértices (g1, h1) y
(g2, h2) son adyacentes si y s6lo si g1 ~ g2 y h1 ~ hy.

El producto categdrico fuerte G X H de las graficas G y H, es la gréfica cuyo
conjunto de vértices es el producto cartesiano V(G) x V(H) y dos vértices
(g1,h1) v (g2, h2) son adyacentes, si y s6lo si se cumple alguna de las
siguientes condiciones:

= g1 =92y hi~hz,0
= g1 ~g2yhy =hy.

La union G UH de grdficas Gy H, con V(G) N V(H) # @, es la gréafica con vér-
tices V(G) U V(H) y dos vértices son adyacentes, si y sélo si son adyacentes
en G o en H. Observe que GUH = G + H.

El grupo de enteros médulo n, se denota por Z,,. Si [k] es una clase lateral de
Zn, se usara la convencién de que el representante k, cumple que 0 < k <
n — 1. La grdfica circulante Cy,(ay,az,...,a:),cona; € Zy, paral <i <,



1.2 NOTACION Y TERMINOLOGIA

es la grafica con vértices V(G) = Z,, y dos vértices x y y son adyacentes si
ys6losix—y €] ={£aj, £ay,...,£a,}.

Como parte de este trabajo, se hicieron multiples experimentos compu-
tacionales para enunciar o refutar conjeturas que surgieron en el desarro-
llo de la investigacién. El cédigo de estos experimentos se implementd
usando el sistema de dlgebra computacional [7]: Groups, Algorithms and Pro-
gramming (GAP) [23]. También se us6 la biblioteca de c6digo de GAP: Yet
Another Graph System (YAGS) [8], para simplificar el c6digo necesario pa-
ra trabajar con graficas.

Los pseudocédigos que se describen en el capitulo 3, hacen uso extenso de
la estructura de datos conocida como lista enlazada, que es una forma de
representar vectores de n entradas, que pueden aumentar o reducir su ta-
mafo dindmicamente. De tal forma que si X es una lista que representa el
vector (aj, az,...,an), entonces X[1] = aj, X[2] = a, y asi sucesivamente.
En el contexto de programacion, se prefiere la notacion X = [a1, az,..., an],
para indicar los valores de X de manera explicita. La notacién |X|, represen-
ta el total de elementos que contiene la lista X.

En el capitulo 3, también se hace uso del concepto de funcién , en el sentido
de programacién estructurada: es decir, una serie de instrucciones que se
ejecutan secuencialmente al "invocar" a la funcién.

sistema GAP
biblioteca YAGS

lista enlazada

funcion
(programacion)
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1.3 RESUMEN DE RESULTADOS

Uno de los problemas que se investigé como parte de este trabajo, fue el ca-
racterizar las gréficas G que maximizan a [K2(G)|. Los resultados obtenidos
sobre este problema, se describen a detalle en el capitulo 2 y se publicaron
en [52] y en [53]. Si bien, el problema contintia abierto, los experimentos
computacionales nos han llevado a conjeturar que si G es una gréafica de n
vértices, entonces |K?(G)| estd acotado por los siguientes valores (conjetura
2.36):

\ﬁﬁ , sin es par,

K2(G)| < n3
\/5\/2 , sinesimpar.

También conjeturamos que las cotas superiores se alcanzan con la grafica
9n, dada por (definicion 2.3):

G — O%, sin es par,
n=

On%s + 13, sinesimpar.

Si la conjetura fuera cierta, entonces G, es una suspensién S(H), de una
grafica H, esto es: §, = S(H) = I, + H. Es por ello que para estudiar las
gréficas que maximizan a [K?(G)|, se propuso un nuevo operador de biclanes
B(G) (definicién 2.5), con el cual se caracteriz6 la segunda gréfica iterada
de clanes de suspensiones de G, en términos de B(G), esto es: B(G) =
K2(S(G)) (teorema 2.8).

También se caracterizaron las graficas G que maximizan a [B(G)| y se de-
mostré que esto ocurre precisamente cuando G = Gy, lo que sugiere que
la conjetura 2.36, podria ser cierta. En la seccién 2.3, presentamos resul-
tados y una estrategia general, que podrian ser ttiles para demostrar la
conjetura 2.36.

Otro de los problemas que se investigd en este trabajo, fue el determinar si
existe una gréfica G, para la que el orden de sus gréficas iteradas de clanes
tiene crecimiento exponencial, esto es: [K™"(G)| = ©(a™), con a > 1. Este
problema lleva a su vez a la cuestiéon de encontrar una gréfica G, que al
menos muestre dicho comportamiento en experimentos computacionales
y de esta forma pueda servir como punto de partida de la investigacion.

Por las razones que se exponen a detalle en el capitulo 3, no es computacio-
nalmente factible revisar cada grafica del conjunto de gréficas de n vértices
para buscar a la grafica G de interés, es por ello que se requiere una btisque-
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da mads dirigida. Para los fines de esta investigacion, una heuristica basada
en algoritmos genéticos arrojo resultados satisfactorios.

Los principios generales de un algoritmo genético, asi como la implemen-
tacion que se usé en este trabajo, se describen con extenso detalle en el
capitulo 3. Mediante dicha heuristica se encontré que la grafica circulante
G = Cn(1,3,6,7,8), con n > 25, experimentalmente tiene crecimiento expo-
nencial.

Para estudiar las propiedades de las gréficas KY(Cn(1,3,6,7,8)), en el ca-
pitulo 4, se define una familia de graficas que hemos denominado grdficas
bobina generalizadas. Las cuales son una generalizacién de las gréficas bobi-
na definidas por Larrién, Pizafia y Villarroel-Flores, en [42]. En particular,
cualquier gréfica circulante que cumple las condiciones del lema 4.3 (como
lo es la gréfica Cn(1,3,6,7,8)), es una gréfica bobina generalizada.

Si G es una gréfica bobina generalizada, en la seccién 4.2, se demuestra que
K(G) también es una grafica bobina generalizada (teorema 4.7). Entre otros
resultados, también se dan caracterizaciones de las adyacencias de G, en
términos de sus clanes (lema 4.12) y se dan lemas para obtener subgréficas
completas de K(G).

Tenemos la conjetura de que G = C(1,3,6,7,8), con n > 25, cumple que
KYG)| =3 |K\2(G)|+]Gl, para i > 2 (conjetura 3.12). De ser cierta dicha
conjetura, en la seccién 3.5 se muestra que esto implicaria que |[K*(G)| =
©(32) (teorema 3.15).






GRAFICAS QUE MAXIMIZAN LA SEGUNDA GRAFICA
DE CLANES

Si G es una gréfica de n vértices, una pregunta natural que surge al estudiar
el operador de clanes es la siguiente: ;qué graficas G maximizan IKHG),
parai>1?

Para i = 1, es bien conocida la caracterizacion de las graficas G que ma-
ximizan a |K(G)|. Dicha caracterizaciéon fue descubierta de manera inde-
pendiente, primero por Miller y Muller en 1960 [47] y posteriormente por
Moon y Moser en 1965 [48]. En dichos trabajos, se demuestra el siguiente
teorema, el cual da una cota superior para el niimero méximo de clanes
que puede tener una gréfica de n vértices (en el 2011, una prueba mads
simple fue publicada por Wood [65]).

Teorema 2.1 (Miller y Muller [47, Teorema 4], Moon y Moser [48, Teorema
1], Wood [47]). Sea G una grdfica con n > 2 vértices, entonces:

3n/3, sin=0 (mod 3)
K(G)<gn)=494.300-4/3 s5in=1 (mod3)
2.3=2)3 " sin=2 (mod 3).

Las gréficas que realizan las cotas del Teorema 2.1, se les conoce como grd-

ficas de Miller-Muller . A fin de simplificar la descripcion de dichas gréficas, —grificas de
recuerde que para un entero d > 0 y una gréfica G, usaremos la nota- Miller-Muller
cion d-G =G+ G+ - -+ G (d veces G). Las graficas de Miller-Muller se

describen en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Miller y Muller [47, Teoremas 11, 12 y 13], Moon y Moser [48,
Teorema 2]). Sean > 2, sea g(n) la funcién definida en el Teorema 2.1 y sea My,
las grdficas de n vértices que se definen como:

w3

- 13, sin=0 (mod3)
Mn = H+“T*“-I3, donde H € {C4,14}, sin=1 (mod 3)
Iz+“T*2-I3, sin=2 (mod 3).

Entonces |[K(G)| = g(n), sélo cuando G = M.
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GRAFICAS QUE MAXIMIZAN LA SEGUNDA GRAFICA DE CLANES

Para i > 2, sigue siendo un problema abierto qué grificas maximizan
IK}(G)I. A fin de avanzar en la solucién de dicho problema, en este trabajo
de investigacion doctoral definimos un operador de biclanes B, que para
la suspensiéon S(G) := G + I, de la grafica G, tiene la propiedad de que
K2(S(G))) = B(K(G)). También caracterizamos las graficas que maximizan
IB(G)|. Estos resultados se presentaron en [52] y en [53], mismos que se
describen a detalle en las siguientes secciones.

2.1 SUSPENSIONES DE GRAFICAS Y LA SEGUNDA GRAFICA DE CLANES

Puesto que las graficas de Miller-Muller maximizan el orden de la primera
grafica de clanes, se podria esperar que dichas graficas también maximizan
el orden de la segunda grafica de clanes. Sin embargo, para n > 2 vértices,
nuestros experimentos computacionales muestran que este no es el caso.
Para un entero d > 0 y considerando Og = d-I, =L+ L+ ---+1, (d
veces). Los experimentos muestran que las siguientes graficas tienen mayor
ntmero de clanes que las graficas de Miller-Muller (véase Tabla 1).

Definicién 2.3. Sea n > 2 vértices, definimos a las grdficas Gy, como:

G — O%, si M es par,
n=

On_s +13, sinesimpar.
2

Para 2 < n < 5, los resultados experimentales que se reportan en la Tabla 1,
muestran que [K?(G)| se maximiza cuando G es alguna de las graficas: G4
0 I4. Para n =5, las gréficas que maximizan son: Gs, Is, C5 y C4 UI;. Sin
embargo, para n > 6, los experimentos indican que las gréficas G, son las
Unicas que maximizan IK2(G)].

En la Tabla 1, también se comparan el ntiimero de clanes de clanes que tie-
nen las graficas G, y las graficas de Miller-Muller M,, (columnas K2 (G|
y IKZ2(Mn)], respectivamente). Note que para n = 6, el valor de 1K2(Sn)l,
supera por mds del triple al valor de IK2(My)|. Esta diferencia se hace atun
mayor a medida que n aumenta.

Para nuestros experimentos usamos GAP [23], YAGS [8] y la lista de grafi-
cas simples de Brendan McKay [46]. Es interesante notar que estos experi-
mentos s6lo pueden realizarse para graficas G, con un ntimero de vértices
n, en un rango limitado de valores (alrededor de n < 18). En parte, esto
se debe a que la segunda grafica de clanes de un octaedro d-dimensional,
cumple que [49]:

K2(0q)| = 22"
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Tabla 1: Graficas G que maximizan K2(G)], para2 <n < 10.

n G KZ(G)| KZ(My)|
2 92 2 2
3 93 3 3
Gayla 4 4
s 95, C4UIL, Cs 5 s
yIs
6 S 16 6
7 97 25 7
8 Gs 256 44
9 99 625 90
10 S10 65536 154

Por lo que la gréfica G que maximiza [K2(G)|, debe cumplir que:

—1 n

,cond= L—J,

K*(G) > [K*(0a)| > 2% >

lo que nos da un orden super exponencial. Por ejemplo, para n = 18, K(G)
debe tener un ntiimero de clanes mayor o igual que 22% = 2256 ¢ cual es
un namero mucho més grande que 279 el cual es el total de dtomos que
se estima que tiene el universo visible [30]. Sin un conocimiento de la es-
tructura de G, es imposible almacenar esa cantidad de informacién para
representar K2(G). Més aun, sin considerar las limitaciones de memoria y
si se usara una de las supercomputadoras més rdpidas al momento (que
pueden realizar 2 - 10'7 operaciones por segundo [63]) y suponiendo que
se pudiera calcular 1 clan, en 1 operacién (una estimacién irreal y ridicula-
mente optimista), llevaria méas de 53 billones de afios calcular los clanes de
clanes de G.

A pesar de que los experimentos que se pueden realizar son limitados,
estos nos permitieron conjeturar que [K2(G)| se maximiza cuando G = G,.
Los experimentos también sugieren que [K?(G)| es mayor, cuando G es
una suspension, que cuando no lo es. En este trabajo diremos que G es una
suspension de una gréfica H, si G = S(H) := H + I,. De esto se tiene que
paran > 4, la gréfica §,, es una suspension. Por lo que si nuestra conjetura
es cierta, es de esperarse que IK2(S(G))| se maximiza cuando S(G) = SiG)+2-
A fin de estudiar |K?(S(G))|, haremos uso de las siguientes definiciones.

Definicién 2.4. Biclan de una grafica. Sea G una grdfica simple y sea

B={(XY) €26 x26:x~y, paracadax € Xyy € Y}

11

suspension de una
grdfica
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Defina un orden parcial en B con (X1,Y1) < (X2,Y2) si y solo si X3 € Xz ¢
Y1 C Y. Un biclan (X,Y) de G, es un elemento maximal de B bajo el orden <.

Definicién 2.5. Gréfica de biclanes. La grdfica de biclanes B(G) de una grdfica
G, es la grifica cuyos vértices son biclanes de G y dos vértices diferentes (X1,Y7)
y (X2,Y2) de B(G), son adyacentes si y sélo si X1 N X2 # oY1 NYz # 2.

La Definicién 2.4 nos dice que un biclan (X,Y), es un par ordenado de
subconjuntos de vértices no necesariamente disjuntos de G, tales que cada
vértice en X es adyacente o igual a cada vértice en Y y (X,Y) es maximal
bajo inclusién de componentes.

Multiples variaciones del operador de biclanes han sido estudiadas por
Prisner [54], Figueroa y Llano [16], Zelinka [66] y Groshaus et al [25-29].
Las definiciones 2.4 y 2.5, hasta donde sabemos son nuevas en la literatura,
publicadas en [52] y [53].

Observe que si S(G) es la suspension de la grafica G, por definicién existen
vértices diferentes x,y € S(G) \ G, tales que Ng(g)(x) = Ng(g)(y) = G (son
adyacentes a todos los vértices de G). Esta observacién y los siguientes
resultados, permiten relacionar a K2(S(G)) con B(K(G)).

Lema 2.6. Sean q y p clanes de G y S(G), respectivamente. Sean los vértices
x,Yy € S(G) \ G, entonces se cumplen las siquientes afirmaciones:

). p\{x,y} € K(G).
(ii). Para qx = qU{x}y qy = qU{y}, se tiene que qx, qy € K(S(G)).

Demostracion. Para (i), como Ng(g)(x) = Ng(g)(y) = G, si p es un clan
de S(G), entonces x € p oy € p y por la maximalidad de p, se tiene que
p \{x,y} es un clan de G.

Para (ii), si g € K(G), como Ng(g)(x) = Ng(g)(y) = G, entonces qx =
qU{x} y qy = qU{y}, son completas de S(G) y por la maximalidad de q,
se tiene que qy, qy € K(S(G)). O

Lema 2.7. Sean los vértices x,y € S(G) \ G, entonces (X,Y) € B(K(G)) si y sélo
si la coleccion:

Q= (U{q U{x}}> U ( U {q’U{y}}) :

qgeX q'ey

es un clan de X(S(G)).
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Demostracién. Sea (X,Y) un biclan de K(G), por definicién de biclan, para
cualquier q € Xy q’ €Y, se tiene que q ~ q’ en K(G), luego q N q’ # 2.
Ademas, por el Lema 2.6, inciso (ii), para qx = qU{x} y qy, = q' U{y}, se
tiene que gy, g, € K(S(G)), luego:

Q= (U{qx}) U ( U{q;}),
qeXx q’eY

es una completa de K(S(G)). Para mostrar que Q también es clan de K(S(G)),
sea p € K(S(G)), tal que Q U{p} es una completa de K(S(G)). Sin pérdida
de generalidad, se tiene que x € p y por el Lema 2.6, inciso (i), se cumple
que q” =p\{x} € K(G). Como Q es una completa, para cualquier q’ € Y,
se cumple que p =~ q;, = q’ U{y} en K(S(G)). De esto se tiene que q" ~ q’
en K(G) y por la maximalidad del biclan (X,Y), se cumple que q” € X. Por
lo tanto Q U{p} = Q y en consecuencia Q es un clan de K(S(G)).

Por otra parte, sean los conjuntos X, Y C K(G) tales que la coleccién:

Q= (U{qx}) U ( U{q;}>,
qeX q’eY

con qx = qU{x}y qg = qU{y}, es un clan de K(S(G)). Entonces para
cualquier q € X'y q’ €'Y, se tiene que qx ~ q;, en K(S(G)), luego q ~ q' en
K(G). De esto se tiene que el par ordenado W = (X, Y), es una bicompleta
de K(G).

Para mostrar que W es biclan de K(G). Sea q” € K(G), tal que W/ =
(XU{q"},Y), es una bicompleta de K(G). Sea qi/ = q” U{x}, entonces para
cualquier q € X, se cumple que x € g N qx, lo cual implica que qf =~ qx
en K(S(G)). Ademads, para cualquier q’ € Y, se cumple que q” ~ q’ en
K(G), por lo que qf ~ q{J en K(S(G)). De esto se tiene que Q U{q”} es una
completa de K(S(G)), pero dado que Q es un clan, entonces Q = QU{q"}
y en consecuencia q” € X. De esto se concluye que W = W', por lo que W
es biclan de K(G).

Teorema 2.8. Sea G una grdfica simple. Entonces K2(S(G)) = B(K(G)).

Demostracién. Sean los vértices x,y € S(G)\ G. Sea (X,Y) € B(K(G)), por el
Lema 2.7, es posible definir un mapeo 7: B(K(G)) — K2(S(G)) dado por:

(X, ) = (U{q u{x}}) U ( U {q’u{y}}) .

qeX q’'eyY
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Se mostrard que T es un isomorfismo de gréficas.

Para mostrar que T es sobreyectiva, sea Q un clan de K(S(G)). Por el Le-
ma 2.6, si p € Q, entonces p \ {x,y} € K(G), por lo que existen conjuntos
X, Y C K(G), tales que

Q= (U{qx}) U ( U {q;}),
qeX q'ey

con gy = qU{x}y q; = qU{y}. Ademds, por el Lema 2.7, se tiene que
W = (X,Y) € B(K(G)). Se sigue que (W) = Q y por lo tanto T es sobre.

Para el resto de esta prueba Wy = (X;,Y7) y W2 = (X3,Y2), son biclanes
de K(G).

Para probar que T es inyectiva, si T(Wj) = t(W>), entonces para A1 =
qux1{q U{xl}y Az = quxz{q U{x}}, se tiene que A1 = A, luego X; = Xj.
Un argumento similar muestra que Y7 = Y,. En consecuencia W7 =W, y
T es inyectiva.

Finalmente, para mostrar que T preserva adyacencias, se tienen dos casos:

» Si Wi ~ W, en B(K(G)), por definicién de gréfica de biclanes, se
tiene que X7 NX; # @ o Y1 NY2 # &, por lo que existe un clan
q € K(G), tal que q € X3 N Xz 0 q € Y1 NY,. Ademas, por el Lema 2.6,
inciso (ii), se cumple que qx = qU{x} y qy = qU{y}, son clanes de
S(G). Por lo que qx € ©(W7)Nt(W3) 0 qy € T(W7) NT(W3), lo cual
implica que T(W;) N Tt(W2) # @ y por lo tanto t(W7) ~ 1(W,) en
K2(S(G)).

» Si T(W7) ~ 1(W3) en K?(S(G)), existe un clan p € K(S(G)), tal que
p € t(Wi)NT(W,). Por el Lema 2.6, inciso (i), se tiene que q =
p\{x,y} € K(G), porloque q € XiNX0q € YiNY, ypor la
definicion de grafica de biclanes, esto implica que W7 ~ W) en
B(K(G)).

De esto se concluye que T es un isomorfismo de graficas. O

Puesto que el Teorema 2.8, muestra una relacion estrecha entre la segunda
grafica de clanes y el operador de biclanes, resulta natural preguntarse
qué gréficas G, maximizan |B(G)|. La caracterizacién de dichas gréficas, se
estudia a detalle en la siguiente seccién.
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2.2 GRAFICAS QUE MAXIMIZAN A LA GRAFICA DE BICLANES

Si G x H denota el producto tensorial de gréficas y G denota la grafica
complemento de G, el producto bola de G con H se define como: producto bola

GoH =G x H.

Observe que en G o H, dos vértices diferentes (g1, h1) y (g2, h2) son adya-
centes, si y s6lo si g1 ~ g2 en G 0 hy ~ h; en H. En la literatura, a veces se
usa la notacién x, para denotar al producto bola [32].

Es bien sabido que la gréfica de clanes de una suma de Zykov es el pro-
ducto bola de sus gréficas de clanes: K(G + H) = K(G) o K(H) [40, 49, 50].
El siguiente teorema, muestra que el operador de biclanes también tiene
esta propiedad.

Teorema 2.9. Sean G y H grdficas simples, entonces B(G +H) = B(G) o B(H).

Demostracién. Sea (X,Y) un biclan de G + H, entonces existen subconjuntos
de vértices G1 y G2 de G y subconjuntos de vértices H; y H, de H, tales que
X =G1UH7 yY = G UH;. Por la maximalidad de (X,Y), los pares orde-
nados (G1,G2) y (Hy, Hz) son biclanes de G y H respectivamente. Mds atin,
por la definicién del producto bola, el par ordenado ((G1, G2), (H1,H2)) es
un vértice de B(G) o B(H). Estas observaciones permiten definir la funcién
¢ :B(G+H) = B(G) o B(H) como sigue:

d((G1 UHy, G2 UH3)) = ((Gq, Gz), (Hy, H2)).

Mostraremos que ¢ es un isomorfismo de graficas. Sea T = ((G1, G2), (H1, H2))
un vértice de B(G) o B(H), entonces W = (G7 UH;7, G, UH>) es un biclan
de G + H que satisface ¢(W) = T. Luego ¢ es sobreyectiva.

Para el resto de esta prueba, sean (X,Y) = (Gy UH;, G2 UH2) vy (X', Y') =
(G7 UH}, G5 UH}), biclanes de G + H.

Sip((X,Y)) = (X', Y")), dela definicion de ¢, tenemos que ((G1, G2), (H1, H2)) =
((G1,G5%), (H],H5)). Entonces Gy = G}, G2 = G5, Hy = H] y Hy, = HJ, por

lo tanto X = X’ y Y = Y’. Luego (X,Y) = (X’,Y’) y de esto se tiene que ¢

es inyectiva.

Finalmente, para mostrar que ¢ preserva adyacencias, note que (X,Y) ~
(X", Y')en B(G+H),siysolosi (Gt UH;)N(GJUH}) #00 (G2UH2)N
(G5 UHS) # 0, lo cual es cierto si y solo si (G, G2) ~ (G}, G5) en B(G)
o (Hy,H2) ~ (Hj,H5) en B(H), esto es $(W7) ~ &(W;) en la gréfica



16

vecindad cerrada de
un conjunto de
vértices

GRAFICAS QUE MAXIMIZAN LA SEGUNDA GRAFICA DE CLANES

B(G) o B(H). Por lo tanto, ¢ preserva adyacencias. Concluimos que ¢ es
un isomorfismo de gréficas. O

Dada una gréfica G y un subconjunto S de vértices de G, se define la
vecindad cerrada de un conjunto de vértices como

MNxes Nglxl, siS#g,
V(G), 5iS = .

N[S] =

Es decir, N[S] es el conjunto de todos los vértices que son adyacentes o
iguales a todos los vértices de S. Podemos iterar al operador N, definiendo
NO[S] = Sy N™*1[S] = N[N™[S]]. Algunas de las propiedades del operador
N, se muestran a continuacion.

Teorema 2.10. Para cualquier par de subconjuntos de vértices A y B de G, se
cumplen las siguientes propiedades:

a) N[AUB] = N[A]NNIBJ.

b) Si A D B, entonces N[A] C N[B].
c) N2[A] D A.

d) N"[A] = N 2[A], paran > 3.

Demostracion. a) y b) son inmediatos de la definicién de N[X]. Para c), note
que cualquier par de vértices x € N[A] y y € A, satisface que x ~ y, en
consecuencia N2[A] D A.

Para d), la prueba es por induccién. Si n = 3, suponga que la afirmacion
es falsa, entonces existe un vértice w € N3[A]\ N[A] y por lo tanto, para
todo y € N2[A] se tiene que w =~ y. Pero por el inciso c), tenemos que
N2[A] D A, luego w es adyacente o igual a todo vértice en A, pero esto
implica que w € N[A], una contradiccion. Para el paso inductivo, sean > 5,
entonces

N™FTX] = NINT[X]] = N[N 2[X]] = N1 [X] = N(v D=2,

La relacién que hay entre los biclanes y la vecindad cerrada de un conjunto
de vértices, se muestra en el siguiente teorema.

Lema 2.11. (X,Y) es un biclan de G si y sélo si X = N[Y] y Y = N[X].
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Demostracién. Se mostrard que X = N[Y], para ello sea x € X, por definicién
de biclan, para todo y € Y se tiene que x ~ y, por lo que x € N[Y] y
X C NIY]. Para la otra contencién, sea x’ € N[Y], por definicion de N[Y],
para todo y € Y, se cumple que x’ ~ y y por la maximalidad de (X, Y), se
tiene que x’ € X, luego N[Y] C X. Se concluye que X = N[Y]

Un argumento similar muestra que Y = N[X]. O

Teorema 2.12. (X,Y) es un biclan de G si y sélo si existe un conjunto S C G, tal
que X = N2[S] y Y = NIS].

Demostracién. Sea (X,Y) es un biclan de G, por el Lema 2.11, se tiene que
(X,Y) = (N[Y],N[X])) = (N[N[X]], N[X]]) = (N2[X],N[X]). Luego S = X.

Por otra parte, si S C G, sean Y = N[S] y X = N2[S]. Entonces X =
N[NI[S]] = N[Y] y por el Lema 2.10, inciso d), se tiene que N[X] = N[N?2[S]] =
N3[S] = N[S] = Y. Como X = N[Y] y Y = N[X], del Lema 2.11 se concluye
que (X,Y) es un biclan de G. O

El teorema 2.12, permite definir la siguiente funcién:

Definicién 2.13. Definimos la funcién de biclanes  : 26 — B(G) como

La funcién de biclanes (3 resulta ttil para obtener cotas superiores para
el nimero méximo de biclanes que una gréfica puede tener, tal como se
muestra en el siguiente corolario.

Corolario 2.14. La funcién de biclanes 3 es sobreyectiva. En particular:

B(G)| = [{B(S): S €26} < 26,
Demostracion. Inmediato del Teorema 2.12. O
2.2.1  El caso par

A continuacién se estudian las graficas G, que maximizan a [B(G)|, cuando
n = |G|, es par. Por el Corolario 2.14, se tiene que [B(G)| < 2IGI E] siguiente

17
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teorema muestra que la igualdad se alcanza, justo cuando G es la gréfica
del octaedro d-dimensional.

Teorema 2.15. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La funcién 3 es inyectiva.
N[X] # N[X'] para todo X, X" C G con X # X".
NG\ {x}] # NI[G] para todo x € G.

Para todo x € G, existe algiiny € G tal que x %2 yyy ~ z para todo
ze G\ {xL
5. n=|[Glespary G =04, parad = 3.

B wN

Demostracién. Las implicaciones (1) = (2) = (3) son inmediatas. Para (3) =
(4), como N[G \ {x}] # N[G] y N[G] € N[G \ {x}], debe de haber al menos un
vértice y, en el conjunto N[G \ {x}] \ N[G]. Note que x % y, de lo contrario
se tendria y € N[G], una contradiccion.

Para (4) = (5), note que x es el tinico vértice de G que satisface y % x, por lo
tanto x ~ z, para todo z € G\ {y}. De esto se tieneque G =1, + I, +---+1;
(d veces).

Finalmente, para (5) = (1), sean Xj y X3, subconjuntos de vértices diferen-
tes de Og4. Sin pérdida de generalidad, suponga que X; \ X2 # (), entonces
existe un vértice z € X7 \ X2 y un vértice w € Ogq, tal que w % z. Note que
Nw] = G\ {z}, luego w € N[X;] y w & N[X;]. Por lo tanto N[X] # N[X2] y
3 es inyectiva. O

Del Teorema 2.15, se sigue la siguiente caracterizacion de las graficas que
maximizan el nimero de biclanes, cuando el ntimero de vértices de la
gréfica es par.

Teorema 2.16. Sea G una grdfica con orden n = 2d y d > 1. Si G maximiza
IB(G)|, entonces [B(G)| =2y G = Og.

Demostracion. Del Corolario 2.14, se tiene que [B(G)| = |{B(S): S € 26}| <
2m.

Si |B(G)| = 2™, entonces ‘{B(S) :Se ZG}] = 26| =2n, por lo que la funcién
(3 es inyectiva. Pero de las equivalencias 1 y 5 del Teorema 2.15, esto implica
que G =0gq,cond = 7. O
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2.2.2  El caso impar

Se mostrard que cuando n = |G| > 3 es impar, entonces |B(G)| se maximiza
cuando G = I3+ 04, con d = “7*3 . Para ello, primero se calculard el valor

de |B(I3+ O4)l, a fin de obtener una cota inferior para max{|B(G)| : |G| =n}.
Lema 2.17. Sean = 2d + 3 = |I3 + Og4l, entonces [B(I3 + Oq)| = 3 - 2™

Demostracion. Note que los biclanes de I3, son: (0,13), (I3,0) y ({x},{x}),
para cada x € I3; luego [B(I3)| = 5. Para n > 5, por el Teorema 2.9, se
tiene que B(I3 +Oq) = B(I3) 0 B(Og4) y por el Teorema 2.16, [B(Oq)| = 224
luego:

B(I3 +O04)l = [B(I3) o B(O4)l = [B(I3)] - IB(Oq)| = 5229 = g 2™

Recuerde que la funcién (3 (Definiciéon 2.13), cumple que para cualquier
subconjunto de vértices S C G, su imagen [B(S) es un biclan. Dada una
coleccion € de subconjuntos de vértices de G, se usard la funcién 3 para
definir el conjunto de biclanes B(C) inducido por €, como

B(C) ={B(S):S € €.

Por el Teorema 2.12, los biclanes de una grafica G se pueden obtener
aplicando la funcién B, a cada subconjunto de vértices de G, es decir,
B(G) = B(2°).

Note que [B(C)| < [€|. Una cota superior alternativa para |B(C)|, que en
ocasiones puede ser mds ttil, es la que se describe en el siguiente lema.

Lema 2.18. Sea S C G y sea C una coleccién de subconjuntos de G, tal que para
cada X € C, se tiene que N[X] C S, entonces |B(C)| < 2181

Demostracién. Por el Teorema 2.12, para cada Z C G, el biclan (N2[Z],N[Z])
estd determinado de manera tinica por el subconjunto N[Z] C G, por lo que
IB(C)] = {N[X] : X € €}|. Como para cada X € C, se tiene que N[X] C §, se
sigue que:

B(€)l = {NIX]: X € e} < 25/,

19
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grdfica G

coleccion de
conjuntos SS

vértice universal

GRAFICAS QUE MAXIMIZAN LA SEGUNDA GRAFICA DE CLANES

Denotaremos por G, a la gréfica que maximiza |B(G)|, cuando |G| = n =
2d + 3.

Denotaremos por S, a la coleccién de subconjuntos de vértices de G, que
contienen al vértice x. Anslogamente, SS es la coleccién de subconjuntos
de G, que no contienen al vértice x. La coleccién de subconjuntos que
contienen al vértice x y que no contienen al vértice y, se denotara por
s¢ g ¥ asi sucesivamente. Cuando en el contexto sea claro quien es G,
omitiremos el superindice. Note que 26 = S, USx y B(G) = B(26) =
B(Sx) UB(Sx).

Se dice que x € G, es un vértice universal de G, si N[x] = G. El siguiente
lema muestra que si G tiene vértices universales, entonces G tiene menos
biclanes que I3 + Oy, por lo que G # G.

Lema 2.19. La grdfica G no tiene vértices universales.

Demostracién. Suponga que G tiene un vértice universal x. Defina el mapeo
K:Sx — Sx como k(S) = S\ {x}. Observe que k es una biyeccién, mds atn,
para cualquier conjunto X € Sy, se tiene que:

NIX] = NXA{XI NN = NIX\{x}] NG = NX\{x}] =N[k(X)],

por lo cual, B(Sx) = B(Sx). Ademas, como 29 = S, U Sx y B(G) = B(29),
el nimero de biclanes de G se puede acotar como sigue:

B(G)l = B(29)| = [B(Sx U Sx)| = IB(Sx) UB(Sx)| = [B(Sx)|
1 5

SISyl =2""T=2.2" <2 2m

IS« 52" <3

Pero por el Lema 2.17, la desigualdad anterior es una contradicciéon de la
maximalidadd de G, ya que para d = ™52, se tiene que |[B(I3+Oq) = 3 - 2™
Por lo tanto, § no puede tener vértices universales. O

Recuerde que G denota al complemento de la grafica §. Los siguientes
lemas caracterizan la estructura general de G.

Lema 2.20. Para cualquier vértice de grado v de G, los biclanes de § cumplen la

siguiente desigualdad.:
1T 1
<2 — 4+ — ).
B(9)| < 2 <2+zr>

Demostracién. Sea x € G un vértice de grado r. Entonces en la gréfica G, se
tiene que [N[x]| = n —r. Como para cada conjunto X € Sy, se cumple que
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N[X] C NIx], se sigue del Lema 2.18, que [B(Sx)| < 2INKIE = on—7 Ademads,
como [B(Sx)| < |Sx| =2™ 7, se tiene que:

IB(S)] = B(Sx) UB(Sx)| < [B(Sx)| + [B(Sx)|

1T 1
< 2n—1 on—r _on | _ 4 ).
" (3+5)

Recordemos que A(G) es el grado maximo de la gréfica §.
Lema 2.21. A(G) <3y si A(G) =3, entonces [B(G)| < 3 - 2™

Demostracion. Si G tuviera un vértice con grado v > 4, por el Lema 2.20

se tendria que |B(S)| < 32", lo cual no es posible por el Lema 2.17 (§

maximiza |B(G)[), por lo tanto A(G) < 3.

Por otra parte, si A(G) = 3, entonces por el Lema 2.20, se tiene que [B(G)| <
5. on O
3 .

Lema 2.22. G es la unidn disjunta de ciclos y trayectorias.

Demostracion. Por el Lema 2.19, se tiene que A(G) > 2, por lo que para
mostrar que § es la unién disjunta de ciclos y trayectorias, basta mostrar
que A(§) < 2. Para ello, suponga que § tiene un vértice x de grado 3 y sea
N3 (x) = {y, 7, s}, los vecinos de x en G. Se mostrard que esta suposiciéon

implica que [B(9)| < % - 2™, lo cual contradice al Lema 2.17 .

Suponga que ninguno de los vértices en Ng(x) es adyacente a alguno de
los vértices en G\ {x,y,,s}. Entonces si H es la subgréfica de § inducida
por los vértices Ng[x], se tiene que § = H+ (G \ H). Como [H| =4y H # O,
entonces por el Teorema 2.15, se tiene que |B(H)| < [B(O2)|. Se sigue del
Teorema 2.9, la siguiente desigualdad:

B(G)I = [B(H+(S\H))[ = [B(H) o B(S\ H)| = [B(H)IB(S\ H)|
< [B(O2)IB(S\ H)I = [B(O2) o B(§\ H)| = [B(O2 + (S \ H))|.
Lo cual contradice la maximalidad de G, por lo que sin pérdida de genera-

lidad, existe un vértice z € §\ {x,y, 1, s}, tal que z no es adyacente a y.

Puesto que la gréfica Go = G\ {x,y}, tiene orden impar, por el Teore-
ma 2.15, punto 3, se tiene que existe un vértice t € Gy, tal que

Uo = Ng,[Gol = Ng,[Go \ {t}].
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De esto se tienen los dos casos siguientes (para simplificar la notacién del
resto de la prueba, N sin subindice se usara para denotar a Ng):

a)

b)

Caso 1: t # z. De las pruebas de los lemas 2.20 y 2.21, se tiene la
siguiente desigualdad:

5
IB(S)| < IB(Sx)| + IB(Sx)| < Sxl +IB(Sy)| < 2™ +2n3 = g 2"

Observe que en la demostraciéon de dicha desigualdad, se usé que
IB(Sx)| < [Sx|. Por lo que si se muestra que existen dos conjuntos
diferentes S y S’ de la coleccion Sk, tales que N[S] = N[S’], entonces
se tendria que 3(S) = B(S’) y por lo tanto: [B(Sx)| < [Sxl- De esto se
seguird que [B(G)| < 3 - 2™.

Entonces, sea S = Go y S’ = Go \ {t}. Como z € S" y [S"N{r,s}| > 1,
los vértices x y y no estdn en N[S] o en N[S']. De esto se tiene que
NI[S] = Ng,[S] = Up y N[S’] = Ng,[S’] = Up. Luego N[S] = N[S'],
que es la contradiccion deseada.

Caso 2: t = z. De nuevo se usard la desigualdad del caso anterior, pero
en este caso, note que en las pruebas de los lemas 2.20 y 2.21, para
obtener dicha desigualdad se us6é que |B(Sx)| < 2INIXIE < =3 por
lo que si se muestra que existen dos conjuntos diferentes Sy S’ en la
coleccién Sy, tales que N[S],N[S] € 2N (x] y N[S] = NI[S’], entonces se
tiene que |B(S«)| < 2INIxI y de esto se seguirad que [B(3)| < % WAL

Entonces, sea S = Go U{x} y S’ = (Go \ {t}) U{x}. Como Gy D {z, 1}, ni
x ni y estan en N[Go], por lo que N[Go] = Ng,[Gol, luego:

N[S] = N[Go] N N[x] = NGO[GO] N N[x] = Uy N NI[x]
= uO\{ris}-

Puesto que r € S’, se tiene que x ¢ N[S’] y en consecuencia
NIST = NIST\ {x} = N[Go \ {t] " N(x).
Ademads, como
NIGo \ {th N Gp = Ng,[Go \ {t}] = Uy,
por lo que:

N[S'] = N[Go \ {t}] N N(x) = N[Go \ {t}] N (Go \ {1, s})
= (N[Go \ {t}]] N Go) \ {r, s} = Uo \{r, s}.

Luego NI[S] = N[S] y N[S],N[S'] € 2N por lo que [B(S)| < 3 - 2™,
que es la contradiccion deseada.
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Se sigue que A(G) €2 y concluimos que G es la unién disjunta de ciclos y
trayectorias. O

Del Lema 2.22 y de las propiedades de la suma de Zykov, la grafica G es
la suma de Zykov del complemento de ciclos y trayectorias:

G=Cm; +Cm, +++ Cny +Pny + Py +-- -+ Pr.

Para determinar los valores de n; y mj, es necesario estudiar los biclanes
de C, y Pn. Dejamos como un problema abierto el determinar el valor
exacto de |B(Prn )|y IB(Cy )|, sin embargo, para caracterizar G, serd suficiente
dar una cota superior. Con este fin, se desarrollan el resto de los lemas de
esta seccidon.

Lema 2.23. Sea G una grdfica con n = |G| y sea C una coleccién de subconjuntos
de vértices de G, tales que NZ[S] # S, para todo S € C. Entonces

B(G)] < 2™ €.

Demostracién. Sea S € €, por el teorema 2.12, B(S) = (N2[S],N[S]) es un
biclan de G. Por otra parte, por el Teorema 2.10, inciso d), se tiene que
N4[S] = N2[S] y N3[S] = NIS], luego:

B(NZ[S]) = (NZ[N2[S]], N[N2[S]]) = (N*[S],N>[S]) = (NZ[S],N[S]) = B(S).

Como N2[S] # S, la funcién B no es inyectiva. Pero por el Teorema 2.15,
el maximo ndmero de biclanes (que es 2™) solo se alcanza cuando (3 es
inyectiva, por lo que cada conjunto de C, disminuye en una unidad dicha
cota superior. Luego [B(G)| < 2™ —[C|.

El siguiente lema es ttil para construir colecciones de conjuntos que satis-
facen el Lema 2.23, tomando complementos de conjuntos que no puedan
ser expresados como la unién de vecindades abiertas.

Lema 2.24. Sea G una grifica y sea Z C G, tal que no existe W C G, con
la propiedad de que Z = U,yewNg(w). Entonces para S = Z, se tiene que
S # N%[S].

Demostracion. Note que para cualquier v € G, se tiene que Ng (v) = NgM].
Entonces, para cualquier subconjunto X C G, se tiene la siguiente igualdad:

NgXI = [ Nghl = [ J NgidI = | Ne(x).

xeX xeX xeX
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Sea Z un subconjunto de vértices de G, para el que no existe subconjunto
W C G, con la propiedad de que Z = U,,ewNg(w). Suponga que Z =
N%[Z], entonces de la igualdad anterior cuando X = NE[Z], se tiene que:

Z =NZ[Z] = Ng[NglZll = NgIX] = | J Ng(x)
xeX

Luego Z = [J,ex Ng(x), una contradiccion. Por lo tanto, para S = Z, se
tiene que S # N%[S]. O

Por simplicidad, denominaremos como conjuntos no-cubribles, a los conjun-
tos de vértices de una gréfica G, que cumplan con las condiciones del
Lema 2.24 (conjuntos que no pueden ser expresados como la unién de ve-
cindades abiertas). Similarmente, si € es una coleccién de conjuntos todos
no-cubribles, diremos que la coleccién € es no-cubrible.

El siguiente lema nos dice como construir conjuntos no-cubribles en G, a
partir de vértices x € G, cuyos vecinos también tengan vecinos (vecinos de
vecinos de x). En particular, esta es una propiedad que cumplen todos los
vértices de los ciclos y la mayoria de los vértices de trayectorias P, con
n>4.

Lema 2.25. Sea x un vértice de una grdfica G, tal que para caday € N(x), se tiene
que IN(Y)\{x}| > 1. Sea Z = {z1,...,z} un conjunto de vértices de G, tal que
ZD (UyeN x) N (y)) \ {x}. Entonces cada conjunto en la coleccién Sy z;,... = es
no-cubrible en G.

Demostracién. Sea S un conjunto de la coleccion Sy z,... =, esto es, S contie-
ne a x y no contiene a ninguno de los vértices de Z.

Suponga que S se puede expresar como una unién de vecindades abiertas
de G, entonces existe un vértice v € G, tal que N(v) D {x} y N(v) no
contiene a ningtn vértice de Z. Como v € N(x), por hipétesis se tiene que
IN(WV)\{x}| =1y Z 2D N(v)\{x}. Por lo que existe un vértice z; € ZN N(v),
una contradicciéon. Luego todo conjunto de la coleccién Sy z7,... z;, es no-
cubrible. O

Por medio del Lema 2.25, se pueden obtener las siguientes cotas superiores
para el nimero de biclanes de los complementos de caminos y trayectorias.

Lema 2.26. El niimero de biclanes de los complementos de trayectorias satisface:
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Demostracién. Sea {0,1,...,n — 1} el conjunto de vértices de la trayectoria
P,..Setienen 3 casos: 2<n <3, n=4yn=>5.

Caso1:2 <n <3
Para este caso es facil verificar manualmente las siguientes afirmaciones:

= [B(P2)| =4, con B(P2) ={ ({0, 1}, ), (2,{0,1}), ({0},{0}), ({1},{1}) }.
» B(P3)l =4 <5 =3-2% con B(P3) = { ({0,1,2},@), (2,{0,1,2}),
(10,2},10,2}), ({THA1}) }-

—— |

Caso 2: n = 4.
Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:
_ P4
= G =S§ 05"

n Gy = Sg%ﬁ es no-cubrible por 1y 3.

P . .
n C3 = So,4T,z,3 es no cubrible por 1y 3.
Note que las colecciones de conjuntos €1, C, y €3, son disjuntas por pares
ya que sus conjuntos difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2, por lo que
C1, €2 y €3, no pueden tener conjuntos en comin. Como |Cq| = 242 — 4,
|Gyl =243 =2 y |C3] =1, se sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que: :

—[CTUCUCs| =24 —|Cy| —|Ca] —|C5

B(P4)l <2
29—4-2-1=9<10=2%.3.

Caso 3:n > 5.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

= C :s(‘j%.
m G = Sg;mfs,nq es no-cubrible porn -3 yn—1.
= C3 =S es no-cubrible porn —5,n—-3yn—1.

on—-5n—-3n—1

Al igual que en el Caso 2, note que las colecciones de conjuntos C1, C2 y
C3, son disjuntas por pares, ya que sus conjuntos difieren en incluir/excluir
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los vértices 0 y n — 1. Ademads, |C| = 2n2 |Cyl =23 y IC3] > 1. De los
lemas 2.23 y 2.24, se sigue que:

B(Pn)l <2™—[C1UCUECs =2™—[C1|—[Ca| —C3]
:zn_2n72_2n73_] :zn(]_%_l)_]
_ 5 5
L P L

Lema 2.27. El niimero de biclanes de los complementos de ciclos satisface:

1. [B(C3)|=5=3 25
2. [B(Cy)l < 32", paran > 4.

Demostracién. Sea {0,1,...,n — 1} el conjunto de vértices del ciclo Cy,. Se
tienen3casos:3 <N <4, n=5yn=6
Caso1: 3 <n <4

Es facil verificar manualmente las siguientes afirmaciones:

= [B(C3)| =5 = 323, con B(C3) = { ({0,1,2},2),(2,{0,1,2}), ({0}, {0}),
{1, (25 42) 1

» B(Cy)l=4<10= %24, con B(C4) ={({0,1,2,3},92), (2,{0,1,2,3}),
({0,2},{0,2}), ({1,3},{1,3}) }-

Caso 2: n = 5.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

Cn

"G =53
_gCn

s Gy 5024.

C3 = S& 233 € No- -cubrible por 1,3 y 4.
_ qCn
Cs = So 12,3

es no-cubrible por 0, Ty 3.

— Cn 1 19
Cs 86T§§4 es no-cubrible por 1, 2y 4.

— gEn ; Ivda
Ce =S51235 €S no-cubrible por 1, 3 y 4.

Note que las colecciones de conjuntos Cj, C2,..., Cg, son disjuntas por pa-
res por las siguientes razones:

» G, G, €3 y C4 difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2.
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Cs5 N C4 = @, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 3.

C6 N C4 = @, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 1.

C5 N Ce = I, ya que difieren en incluir/excluir el vértice 1.

Parai=5,6yj=1,273, se tiene que C; N C; = &, ya que difieren en
incluir/excluir los vértices 0 y 2.

Como ] =[Ca| =273 =4, |Gy =25F =2y |C3] = |C5| = €| =1, se
sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que:

— UG =253 G <25~ (2-4+42+3-1)

B(Cs)] <2°
25-13=32-13=19<20=3-2°

Caso 3:n > 6.

Por el Lema 2.25, las siguientes son colecciones de conjuntos no-cubribles:

= G =S5

= Cr=S3n,

s O3 = S%,ﬁ,df es no-cubrible por los vertices: 1,3y n—1.

" Gy = S?%ﬁ 0.2 €S no-cubrible por los vertices: 1,3y n—1.

= C5=S 3?}3,6,2 es no-cubrible por los vértices: 3,1y 5.

" =S 3C 1500 €S no-cubrible por los vértices: 3,1y 5.

= C; =SS es no-cubrible por los vértices: n—1, Ty

n—1,1,n1-3,02n—2

n—3.

Las colecciones C1,C;,...,C7 son disjuntas por pares por las siguientes razo-
nes:

= G, G, €3 y C4 difieren en incluir/excluir los vértices 0 y 2.

= Cs5 es disjunta por pares con Cy, €2 y C4, ya que difieren en inclui-
r/excluir los vértices 0y 2.

» C5NC3 =g, porque difieren en el vértice 3.

= G4 es disjunta por pares con €y, €2, C3 y Cs, ya que difieren en los
vértices 0 y 2.

= CsNC4 = 9, ya que difieren en el vértice 3.

= C7 es disjunta por pares con €, €3, C4, C5 y Cg, porque difieren en
los vértices 0y 2.

= C7NCy =g, porque difieren en el vértice n — 2.
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Note que [C1] = |C2| = 2773, |C3] = [C4] = |C5] = |C¢| =25 y €7 > 1. Se
sigue de los lemas 2.23 y 2.24 que:

B(Ch)l <2™—|UL G =20 =37 ;|| <2m—(2-273 4+4.205 41)
23 =11 1)1
5 5

=3 2" —1<3.2m

El teorema principal de esta seccién se enuncia a continuacién.

Teorema 2.28. Sea G una grdfica de orden n > 1, que maximiza |B(S)|. Entonces,
sin = 2d, se tiene que G = Ogq; en otro caso,n =2d+3y G =13+ Ogq.

Demostracién. El caso par, n = 2d, es cubierto por el Teorema 2.15. Para el
caso 1mpar n =2d+3, se tiene que § = Cyy, + Crny + -+ + Cin, + Py +
Pn, + -+ Py, por el Lema 2.22 y por el Teorema 2.9, se tiene que:

|B(9)| = |B(Cm1 +sz + - '+Cms +Pn1 +Pn2 +"'+Pnr)‘
B

Por lo que |B(9)| es el producto de biclanes de complementos de trayecto-
rias y ciclos. Note que |C3 + C3| = [P2 + P2 + P2| y por los lemas 2.26 y 2.27,
se tiene que:

B(C3+4C3)| =IB(C3)oB(C3)| = [B(C3)[* =5 =25
< 64 = 4% = |B(P2)> = [B(P2) o B(P2) o B(P)|
:|B(P2+P2+P2).

Se sigue que G puede alcanzar el valor mdximo tinicamente cuando

G=C3+4P+Pr+ - +P =3+ +L+--+1 =13+ 04.

Note que de acuerdo al Teorema 2.28, la grafica G que maximiza |[B(G)|, es
la misma gréfica §,, que se defini6 en 2.3.

Neumann-Lara demostré en [49], que la grafica de clanes del octaedro d-
dimensional O, es un octaedro r-dimensional, con r = 29-1, es decir:

K(Ogq4) = Oy = Ojya-1.
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Por el Teorema 2.8, se tiene que K2(S(G)) = B(K(G)) y como O4 = S(0q_1),
se sigue que:

K?(04) = K*(S(04-1)) = B(K(0g-1)) = B(O5a 2).

Este resultado, junto con el Teorema 2.28, sugieren que si G tiene un orden
par, las graficas que maximizan [K?(G)| son las mismas que maximizan
IB(G)| (excepto cuando n = 4, en este caso, 15 también maximiza [K?(G)]).
Ciertamente, se tiene la siguiente cota inferior:

K2(G)| > [K2(0a)| = [B(Oga2)| = 22" = v2"* .

Para el caso impar, la evidencia experimental que se mencioné con ante-
rioridad, sugiere que las gréficas que maximizan [K2(G)|, también son las
mismas que maximizan |B(G)| (excepto para algunas excepciones mencio-
nadas antes en la Seccién 2.1).

Si bien, el problema de determinar cudl es la gréfica que maximiza K2(G),
sigue siendo un problema abierto, en la siguiente seccién presentamos al-
gunos resultados y conjeturas, que creemos podrian ser ttiles para resolver
este problema.

2.3 RESULTADOS ADICIONALES Y CONJETURAS

Lema 2.29. G o I, es una grdfica bipartita.

Demostracién. Sea H = Gol; y sea I = {x,y}. Sea V(H) = {(v,z) : v €
Gy z € I}, el conjunto de vértices de la grafica H. Defina los conjuntos
X={wvx):veGlyY={vy):ve G} Entonces XNY =2y V(H) =
XUY. Luego X y Y forman una particién de V(H) = V(H).

Sean (v,x) y (v/,x) vértices del conjunto X, con v # v’. Por la definicién del
producto bola, se tiene que (v, x) >~ (v/,x), en H. De esto se tiene que en H,
los vértices (v, x) y (v/,x) no son adyacentes. Por lo tanto, X es un conjunto
independiente en H. Un argumento similar muestra que Y también es un
conjunto independiente en H. Como Xy Y son conjuntos independientes en
H, que forman una particién de V(H), entonces H es una gréfica bipartita.

O

Lema 2.30. Si G es bipartita, entonces Gol, = G+ G
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Demostracién. Como G es una grafica bipartita, existen conjuntos de vér-
tices independientes X y Y de G (que son completas en G), tales que
X y Y son una particiéon de los vértices de G. Sea I, = {z1,z2} y sea
V(Goly) ={(v,z) : v € Gyz € I}, el conjunto de vértices de la grafi-
caGols.

Defina los conjuntos X7 = {(x,z1) : x € X}, Y1 ={(y,z1) :y € Y}y Xz =
{(x,z2) :x € X}y Y2 ={(y,z2) : y € Y}. Note que los conjuntos X1, Y1, X2 y
Y, son una particién de V(G o I). Sean las gréficas inducidas G = X UY;
y G2 =Xz UYj, entonces V(Golz) = V(Gy) UV(Gy).

Defina la funcién ¢1 : G — G, como ¢1((v,z)) = v. Se mostrard que ¢ es
un isomorfismo de gréficas. Para mostrar que ¢ es biyectiva, sea v € G,
entoncesv € Xov e Y.Siv e X, entonces (v,z1) € X1 C Gy di(v,z1) =V
y siv € Y, entonces (v,z2) € Y2 C G1y ¢1(v,22) =V, luego ¢ es sobre.
Por otra parte, si ¢1(v,z) = $1(v/,2'), entonces ¢1(v,z) =vy i(v,z) =V/,
luego v =v'y ¢ es inyectiva.

Para mostrar que ¢ preserva adyacencias, sean (v,z), (v/,z') € Gy, tales
que (v,z) ~ (v/,z’), se tienen dos casos:

m Caso1: z =2z'. Entonces z = z1 0 z = z3, si z = z7, entonces v,v' € X y
como X es una completa en G, se tiene que v ~ v/, como ¢1(v,z) =v
y &1(v/,z) = v/, entonces ¢1(v,z) ~ ¢1(v/,z). De manera similar,
para z = z, se tiene que v,v' € Y y como Y es una completa en G,

d)] (VIZ) = (b] (VIIZ)-

» Caso 2: z # 2/, entonces sin perdida de generalidad v € Xy v’ € Y. Por
hipétesis (v,z) ~ (v/,z’) y como z # z/, por definicién de producto
bola esto implica que v ~v'. ¢1(v,z) =v =~ ¢1(v/,z) =Vv".

De lo anterior se tiene que ¢1 es un isomorfismo de graficas. Un argumento
similar muestra que la funcién ¢, : G, — G, como ¢, ((v,z)) = v, también
es un isomorfismo de gréficas. Luego G1 =Gy G, = G.

Sea (x,z1) € Gy, conx € Xysea (v,z) € Gy.5iz =z, por la definicién del
producto bola se tiene que (x,z1) ~ (v,z). Si z = z,, entonces v € X y como
X es una completa en G, x ~ v, luego (x,z1) ~ (v, z). Por lo tanto (x,z1)
es adyacente a todo vértice de G,. Un argumento similar muestra que
(y,z2) € Gy, es adyacente a todo vértice de G,. Luego Gol, = Gy + G, =
G+G. d

Para el resto de esta secciéon y para un entero d > 1, usaremos la notacién:
GY=GoGo---0G (d veces). En particular, Ig =Iyo0l0---01; (d veces)
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y K(G)? = K(G) o K(G). Note que K(G)?, no es lo mismo que K2(G), esta
dltima denota la segunda grafica de clanes de G. Esta notaciéon también
cumple las reglas: G¢ o G = Ga*P y (G2)® = Gab,

Teorema 2.31. Si G es bipartita, entonces K(Go 1) = K(G)?

Demostracién. Por el Lema 2.30 y por las propiedades del operador de cla-
nes K, con la suma de Zykov, se tiene que:

K(Gol) =K(G+G) =K(G)oK(G) = K(G)?

Teorema 2.32. Para d > 1, K(GoI$) =K(Go1,)2" .

Demostracién. La demostraciéon serd por inducciéon sobre d. Para d =1, la
prueba es trivial. Para d > 2, por el Lema 2.29, la gréfica:

H=GolI™!

es una gréfica bipartita y por el Teorema 2.31, se tiene que K ((G o 19 Mo L) =
K (G o IS_] )2. Por la hipétesis de induccién K(G o 1‘21_1 ) = K(G)zd_] , luego:

K(GoId) =K ((GoId Mol,) =K (GoI¢1)? = (K(G)z‘“)z —K(G)2*

O

Teorema 2.33. Si ¢ > 1, entonces

K(c T34+d 1) =K(I§oL,)2

Demostracién. Por las propiedades del operador de clanes con la suma de
Zykov, se tiene que K(c-I3+d-I) =150 I‘Zi. Luego, por el Teorema 2.32:

KZ(C I3+d-Tp) =K(I§0 I‘zi) =K(I§o Iz)qu.

El teorema 2.33, es ttil para calcular el nimero de clanes de la grafica 9,
(Definicién 2.3). Este resultado se enuncia en el siguiente corolario:
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Corolario 2.34. Sea Gy, la grdfica definida en 2.3, entonces:

ﬁﬁ , si M es par,

‘Kz(gn” = n-3
\/gﬁ , Simnesimpat.

Demostracién. Si n es par, entonces G, = O%. Como K(Oq) = Oja-1 y
K(Ogq)l =29, se sigue que:

K2(Gn)l = [K2(0) = [K(O, 5 1) =227 ' = v2"?

2

NE]

Sin es impar, entonces G, = I3 + O%. Es fécil verificar que [K(I3 o I5)| = 5.
Entonces, para d = “773, del Teorema 2.32, se sigue que:

K2(Gn)l = [K2(I3 + Og)l = [K2(I3 + d- 1) = [K(I3 0 1)2" |

_ _ n-3 27173
—K(Izol)2 =524 =522 VA

Lema 2.35. Sea f(n), la funcién en los enteros dada por:

fzﬁ , sim es par,

f(n) - n—3
\/gﬁ , Simnesimpar.

Entonces f(n) = f(n —2)2.

Demostracion. Observe que para cualquier entero a y x > 0, se cumple que:

a
xV2

a—2 2 a—2 2 a—2
<xﬁ ) L2V VBT
Por lo que sines par,cona =nyx = V2, se obtiene f(n) = f(n —2)2.
De manera similar, si n es impar, con a = n—3y x = V/5, se obtiene
f(n) = f(n—2)2. O

Tenemos la siguiente conjetura que hemos formulado basdndonos en los
resultados experimentales mencionados en la Seccién 2 y en los resultados
presentados en este capitulo:
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Conjetura 2.36. Para cualquier grifica G, con n > 6 vértices, se cumple que:

ﬁﬂ , si M es par,

K2(G) < f(m) =
\@ﬁ , Simnesimpar.

La igualdad se cumple si G = Gy, (grdfica de la definicién 2.3).

Si se pudiera probar que K2(G) se maximiza, cuando G = H + I, con K(H)
bipartita, o también, cuando G =T + I + I, (por el lema 2.29, K(T+1) es
bipartita), por el teorema 2.31, se tendria que IK2(G)| = |K(H)|? 0 [K2(G)| =
[K(T + I,)|%. Entonces usando induccién sobre n y por el lema 2.35, se
podria demostrar la conjetura 2.36.
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Uno de los problemas que se investigaron en este trabajo doctoral, fue el
determinar si existe una grafica G, cuyas gréficas iteradas de clanes K™ (G),
tienen crecimiento exponencial (i.e. [K™(G)| = ©(a™), para a > 1). Tenemos
la conjetura de que la gréfica circulante Cy(1,3,6,7,8), con n > 25, tiene
dicho comportamiento: en la seccién 3.5, se presentan los resultados que
llevaron a plantear dicha conjetura. La gréfica C»5(1,3,6,7,8), fue la que
inicialmente se encontré en este trabajo por medio de una heuristica basada
en algoritmos genéticos, la cual se describe a detalle en este capitulo.

Los algoritmos genéticos pertenecen a un grupo de metaheuristicas deno-
minadas algoritmos evolutivos, las cuales se usan para resolver problemas
de biisqueda y optimizacion, por medio de técnicas que estan inspiradas en
algunos de los mecanismos de la evolucién biolégica, como lo son: seleccion
natural, reproduccién, recombinacién y mutacién [45].

Uno de los primeros trabajos en los que se investig6 la posibilidad de simu-
lar la evolucién biolégica mediante el uso de computadoras y usar dicho
mecanismo para resolver problemas de optimizacion, fue el de Barricelli,
en 1954 [3]. Posteriormente, durante las décadas de 1950 y 1960, los traba-
jos de Fraser [17] y Friedberg [21, 22], contribuyeron al desarrollo de las
bases de los algoritmos evolutivos. Sin embargo, no fue hasta el afio de
1975, que en el trabajo de Holland [35], se presenta la terminologia y heu-
risticas de lo que se conoce actualmente como algoritmos genéticos (AGs).

Son diversos los problemas de optimizacién en los que se han utilizado
los AGs: se han aplicado en problemas relacionados con el problema de la
persona viajante [44], en alineamiento de secuencias en bioinformatica [51],
en deteccién de errores en programas de computadora [37] e incluso para
el desarrollo de antenas [36]. En particular, en este trabajo se han usado
AGs para encontrar una gréfica cuyas graficas iteradas de clanes, tienen
crecimiento exponencial.

En principio, se puede buscar una gréfica que cumpla con caracteristicas
que son de interés (como puede ser que tenga crecimiento exponencial
con el operador de clanes), con un enfoque de fuerza bruta: esto es, da-
do un entero n, se revisan todas las graficas de n vértices para deter-
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minar si hay alguna gréfica, que experimentalmente cumple con las ca-
racteristicas deseadas. Sin embargo, en general no es factible realizar una
busqueda por fuerza bruta en un tiempo razonable. Por ejemplo, existen
64001015704527557894928 gréficas de 16 vértices (salvo isomorfismos) [59].
Aun usando una de las supercomputadoras mds rdpidas del mundo (que
te6ricamente podria realizar 2 - 10'® operaciones por segundo [58]) y si se
supone que se puede procesar una grafica, en 2000 operaciones (una esti-
macién extremadamente optimista), llevaria mds 2 afios procesar todas las
graficas de 16 vértices.

Puesto que una bisqueda por fuerza bruta no es factible, es necesario usar
alguna heuristica que permita hacer una bisqueda de una forma maés diri-
gida, de tal forma que permita encontrar una gréafica con las caracteristicas
deseadas en un tiempo razonable. Para los fines de esta investigacién, una
heuristica basada en algoritmos genéticos dio resultados satisfactorios. Sin
embargo, otro tipo de heuristica que ya no se usé pero que quizas pueda
ser de utilidad para los fines de este trabajo, es la del algoritmo de recocido
simulado [11].

Para implementar un algoritmo genético, primero se debe elegir una co-
dificacién del problema (con su respectiva decodificacion), luego se tiene que
definir una funcion de aptitud y finalmente se aplican los pasos generales de
la heuristica que conforma a un algoritmo genético. Cada uno de estos
topicos y cémo se aplicaron en este trabajo, se explican a detalle en las
siguientes secciones.

3.1 CODIFICACION Y DECODIFICACION EN UN ALGORITMO GENETI-
coO

El espacio de biisqueda de un problema de optimizacién, es el conjunto de
elementos que satisfacen las restricciones del problema [4]. A los elemen-
tos del espacio de bisqueda se les conoce como soluciones candidatas (una
solucion candidata no necesariamente es una solucién 6ptima). Para poder
aplicar un algoritmo genético a un problema de optimizacién, primero se
tiene que elegir una codificacion para las soluciones candidatas.

La codificaciéon en los AGs es andloga a la codificacion de informacién ge-
nética que ocurre en los seres vivos y que se describe brevemente a conti-
nuacién. En los organismos, los genes contienen informacion para construir
proteinas, las cuales son esenciales para su funcionamiento. Cada gen tie-
ne variantes conocidas como alelos, que determinan caracteristicas fisicas
y bioquimicas del organismo [64]. Por ejemplo, el gen LCT codifica a la
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enzima lactasa (una proteina) y las variantes de este gen (alelos), determi-
nan que una persona pueda ser intolerante/tolerante a la lactosa [62]. La
coleccion de informacién presente en los genes se denomina informacion
genética.

De manera similar, en los AGs los "organismos" son las soluciones candida-
tas de un problema de optimizacién y los "genes" de una solucién candida-
ta son las caracteristicas de dicha solucién. Para representar computacional-
mente la "informacién genética" de cada solucion, se elige una codificacion;
que por lo general es una cadena de unos y ceros (codificaciéon binaria).

Dado el conjunto de graficas de n vértices (simples y no dirigidas), un pro-
blema en cuestion es el buscar en dicho conjunto una familia de gréficas
con ciertas propiedades de interés. Desde el enfoque de los AGs, se puede
pensar que en este problema las gréficas son "organismos" y sus "caracte-
risticas" son sus adyacencias. La codificacion que se utilizé en este trabajo
es la siguiente (véase figura 1): se obtiene la matriz de adyacencia de la gra-
fica y se toma cada renglén arriba de la diagonal principal; cada renglén se
concatena yendo de arriba hacia abajo, para obtener una cadena de ceros y
unos. Observe que la longitud L de la cadena que codifica a una grafica de

n vértices, esta dada por: L = 201,
© © 0|1 00
= | PO = q00111
01 0/l
© © 0110

Figura 1: Codificacién de una gréafica en una cadena binaria.

El proceso inverso de la codificacién es la decodificacion. En nuestro caso,
la decodificacion obtiene la grafica G a partir de su codificacién binaria
mediante los siguientes pasos (véase la figura 2):

1. Si L es la longitud de la codificacién, el total de vértices n de G
se calcula con n = 1HVSLET me. Por ejemplo, la cadena 100111, tiene
longitud L = 6. Por lo que:

Lo THVBLAT  T+/Be) 41 T4V
a 2 a 2 T2

4.

2. Se lee de izquierda a derecha la cadena: los primeros n — 1 digitos,
forman el primer renglén arriba de la diagonal principal. Los n —2
digitos siguientes, forman el segundo renglén y asi sucesivamente
hasta obtener la matriz triangular superior (excluyendo la diagonal
principal, que s6lo contiene ceros). El resto de la matriz (la matriz
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triangular inferior), se obtiene transponiendo la matriz triangular su-
perior.

3. Se usa la matriz de adyacencias para construir a la gréafica.

L=6

c [ L) LR
100111 = => =>
—— Y 0|1 01 0|1

n—1 n—-2n-3 O O] ]O e o

Figura 2: Decodificacién de una cadena binaria que representa una gréfica.
3.2 FUNCION DE APTITUD

seleccion natural ~ En la evolucién biolégica, la seleccién natural es el proceso en el que un
organismo con mayor aptitud para adaptarse a un ambiente, tiene mas pro-
babilidades de reproducirse y dejar descendencia [45]. De manera similar, en
los AGs a cada solucién candidata se le asigna un namero real positivo que
aptitud ~ representa su aptitud: mientras mayor sea dicha aptitud, mas probabilida-
des hay de que la solucién candidata sea seleccionada para reproducciéon
(este paso de los AGs se explica més adelante, en la seccién 3.3.2).

Si S es el espacio de busqueda del problema de optimizacién y R es el
conjunto de nimeros reales positivos, la asignaciéon de la aptitud en un
funcion de aptitud  algoritmo genético se hace mediante la funcién de aptitud fo : S — RT. La
fA definicion de la funcién de aptitud depende del problema de optimizacion,
pero por lo general se suele definir de tal forma que la funcién f5 mide
que tan 6ptima es una solucién candidata.

Para especificar la funcién de aptitud que se usé en esta investigacion,
conviene primero definir la siguiente funcién.

Definicién 3.1 (Funcién de crecimiento de una grafica). Sea G una grdfica y
Funcion de  sea K™ (G), su n-ésima grdfica iterada de clanes. Su funcién de crecimiento g (n),
crecimiento se deﬁne como:
gg(n) = K™ (G)I.

En este trabajo se tiene interés en encontrar gréficas G, para las que su
funcién g (n) tiene crecimiento exponencial (si es que existen). Es por ello
que la funcién de aptitud fo se ha propuesto como una medida de que
tan 6ptimo es aproximar a la funcién gg(n), con el modelo de regresion
exponencial:
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Ye(n) =A-B", (3.1)

donde A y B son constantes a determinar. En principio, en el modelo 3.1
se podria agregar una constante C, para asi tener A - B™ + C y dar més pre-
cisiéon al modelo. Sin embargo, excluir dicha constante simplifica el cdlculo
de la funcién de aptitud, ya que esto permite transformar el modelo 3.1,
en un modelo de regresion lineal, que para nuestros fines este enfoque fue
suficiente para obtener resultados satisfactorios.

Para obtener un modelo de regresion lineal de 3.1, se aplica logaritmo
natural para obtener:

In(ye(n)) =Ln(A-B™) =Ln(A) +Ln(B) - n.

Sustituyendo en la ecuaciéon anterior y(n) = Ln(ye(n)), a=In(A)y b =
Ln(B), se obtiene la siguiente ecuacién lineal:

y(n) =a+bn. (3.2)

Bajo este nuevo enfoque, fA deberia medir que tan 6ptimo es aproximar a
Ln(gg(n)), con el modelo de regresioén lineal y(n). El valor de las constan-
tes a y b, se calculan por medio del método de minimos cuadrados [13].

Para el resto de esta seccion conviene tener presentes las siguientes defini-
ciones.

Definicién 3.2 (Promedio, varianza y covarianza). Sean X = (x1,%2,...,%Xn)
yY = (Y1,Y2,...,Yn), vectores de n entradas, el promedio nx, la varianza
Var(X) y la covarianza Cov(X,Y), se definen como:

" ux = %
s iy )2
L VaT(X) e Zp]b‘%ux}
= Cov(X,Y) = ZF:MXi*PLX)(Ui*HY).

n

Las férmulas para a y b, de la regresion 3.2, se muestran en el siguiente
lema (por ser un resultado ampliamente conocido en la literatura, se omite
la demostracion):

Lema 3.3. Sean X y Y, vectores de N entradas. Sea y(n) = a + bn, la regresion
lineal por minimos cuadrados que se usa para aproximar la relacién entre X y Y.
Entonces las constantes a y b, estdn dadas por las siguientes férmulas:

~ Cov(X,Y)

= 1y — b px.
Var(X) yoa=ty KX

Donde Var, Cov, wy y ux, son la varianza, covarianza, promedio de X y promedio
de Y, respectivamente.
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Como en este trabajo la regresion lineal del lema 3.3, se usa para aproximar
el logaritmo de gg(n), resulta 1til tener la siguiente definicién.

Definicién 3.4 (Vector de crecimiento de una gréfica). Sea G una grdfica con
funcién de crecimiento gg(n). Dado un entero N > 1, el vector de crecimiento
Y¢ de la grdfica G, se define como:

Yg = (In(gc(0)), In(gg(1)),...,In(gc(N))).

Note que en la definicién 3.4, N es el entero méds grande para el que se
desea calcular el n-ésimo término Ln(gg(n)), del vector Yg. Para los ex-
perimentos computacionales de este trabajo, se us6 N < 7, ya que valores
mas grandes ocasionan un tiempo de cdlculo muy extenso.

Para asociar a cada gréfica G con una aptitud, primero se tiene que cal-
cular su vector de crecimiento Yg. Posteriormente se debe medir qué tan
6ptimo es aproximar los puntos de Yg, con la regresion lineal y(n): esto se
puede hacer por medio del coeficiente de correlacion [12], cuya definicion se
ha adaptado para el contexto de este trabajo y se describe a continuacion.

Definicién 3.5 (Coeficiente de correlacién). Sea G una grifica con vector de
crecimiento Yg y sea el vector Xg = (0,1,...,[Yg|—1). El coeficiente de correla-
cién pg, de la grdfica G, se define como:

_ COV(Xg,Yg)
- /Var(Xg) - Var(Yg)’

PG

Donde Var y Cov, son la varianza y covarianza respectivamente.

Observacion 3.6. En la definicion 3.5, el coeficiente de correlacion no estd defini-
do, si Var(Xg) =0o0si Var(Yg) =0.

El cuadrado del coeficiente de correlacién, tiene la propiedad de que su
valor tiende a 1, mientras mejor sea la aproximacién de un conjunto de
puntos con una regresion lineal y tiende a 0, en caso contrario [12]. Esta
propiedad convierte al coeficiente de correlacion en una parte esencial para
poder definir la funcién de aptitud de este trabajo.

Dada una gréfica G, en principio se podria usar a p%, como una funcién
de aptitud, pero se debe considerar la siguiente problematica: existen gra-
ficas cuya funcién gg(n), puede tener un crecimiento mucho mayor al que
se estd buscando (exponencial para los fines de este trabajo). Por ejemplo,
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existen graficas para las que el orden de sus gréficas iteradas de clanes tie-
ne crecimiento stiper exponencial [40], en estos casos resulta computacio-
nalmente imposible calcular gg(n), para valores de n tan pequefios como
n = 4. Por lo que para este tipo de graficas, a partir de cierta n, ya no se
puede calcular el vector de crecimiento Y.

Para evitar problemas derivados de que para una grafica G, su funcién
gg(n) pueda crecer demasiado, se puede hacer lo siguiente: buscar los cla-
nes de la gréfica K™(G), llevando la cuenta del total de clanes encontrados
al momento, si este nimero excede cierto umbral, detener la btusqueda; si
nunca se excede el umbral, se procede a calcular K™(G) y con ello gg(n).
De esta forma, para calcular el vector de crecimiento Yg, se usan los va-
lores de la funcién gg(n), que no excedan el umbral de crecimiento. El
pseudocddigo que se usé en este trabajo, para calcular Yg, se muestra en
el algoritmo 1.

Algoritmo 1: calculo del vector de crecimiento Yg, de una gréfica G.

Entradas: una gréfica G; el nimero maximo N de gréficas iteradas
de clanes a calcular (es decir, como méximo se calcula
hasta KN(G)); un niimero M que sirve para detener el
algoritmo, en caso de que [K™(G)| > M - K"~ 1(G)|, con
n>l.

Salida: una lista Yg, que representa el vector de crecimiento de G,

sujeto a las restricciones de los parametros N y M.
1 Funcidén VectorDeCrecimiento(G, N, M)

2 | Yo =I[In(G])]
3 H=G
4 para cadan €{1,2,...,N} hacer
5 maxCli = M - [H|
6 total = NumberOfCliques(H,maxCli)
7 si total > maxCli entonces
8 ‘ regresar Yg
9 en otro caso
10 K(H) = CliqueGraph(H)
11 Ygn+1] = In(IK(H)|)
12 H = K(H)
13 fin
14 fin
15 regresar Yg
16 fin

El ndmero M que recibe la funcién VectorDeCrecimiento, del algoritmo 1,
sirve como umbral para el crecimiento de la funcién gg(n). Para esta in-
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vestigacion se us6 M = 4, el cual fue un valor suficiente para obtener
resultados satisfactorios.

Las funciones NumberOfCliques y CliqueGraph de YAGS, que estan en las
lineas 6 y 10, del algoritmo 1, sirven para contar clanes y calcular graficas
iteradas de clanes, respectivamente. Ambas funciones usan el algoritmo de
Bron-Kerbosh [6], para calcular clanes.

La variable H, en el algoritmo 1, contiene la tltima gréfica K™(G) que se ha
calculado. Por otra parte, el pardmetro maxCli se usa como cota superior
para el orden de la grafica K"*1(G). El valor de maxCli se calcula mediante
la siguiente formula (algoritmo 1, linea 5):

maxCli = M - [H|.

La funcién NumberOfCliques (algoritmo 1, linea 6), de la biblioteca YAGS,
cuenta los clanes de la gréfica H, con la siguiente peculiaridad: la funcién
busca los clanes y cada vez que encuentra un clan, incrementa un contador;
si dicho contador excede el umbral maxCli, la funcién detiene la busqueda
de clanes. Dependiendo de esto ocurren dos casos:

= Caso 1: el umbral maxCli se alcanza (algoritmo 1, linea 7). En este caso
la funcién VectorDeCrecimiento termina y regresa a Yg (algoritmo 1,
linea 8). Por lo que en este caso Yg cumple que:

|YG|<N+].

= Caso 2: el umbral maxCli no se alcanza (algoritmo 1, linea 9). En este
caso se calcula la gréfica de clanes K(H) de la gréfica H (algoritmo 1,
linea 10). Posteriormente, el valor Ln(|K(H)|) se agrega a Yg y se
actualiza H (algoritmo 1, lineas 11 y 12). Si para 0 < n < N, nunca
se sobrepasa el valor maxCli, entonces al terminar el algoritmo 1 se
cumple que:
Yol =N+1.

Note que el tamarfio de Y en el algoritmo 1, cumple que: [Yg| < N+ 1.

El siguiente lema muestra que si se calcula Yg, con el algoritmo 1, entonces
los términos de Yg, estdn acotados por una funcién lineal.

Lema 3.7. Sea G una grdfica y sea Yg el vector de crecimiento que se obtiene
del algoritmo 1, al recibir la grdfica G y los pardmetros N y M. Para cualquier
elemento Ln(|K™(G)|) € Yg, se cumple que:

Ln(K*(G)]) < n-In(M) + Ln(|G]).
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Demostracion. La prueba se hara por induccién sobre n. Cuando n = 0, se
tiene que:
In([K®(G)]) = In(IGl) = 0- In(M) + Ln(IG])

Suponga que la afirmacién es cierta para un entero j < N. Si In(KI*1(G)))
es un valor de Yg, entonces dicho valor fue agregado a Yg, en la linea 11,
del algoritmo 1: por lo que en la linea 10 (una linea antes), K(H) = K/(G) y
por las lineas 5y 6 se tiene que:

KT (G)| < maxCli = M - [K(H)| = M - [K}(G)]
Al aplicar logaritmo a la desigualdad anterior queda:
Ln(K*1(G)) < Ln(M - [K'(G)]) = Ln(M) + Ln([K)(G)))

Por el paso inductivo Ln(|K/(G)|) < j-Ln(M) + Ln(|Gl), al sustituir en la
desigualdad anterior se obtiene:

Ln(|KI*T(G))) < Ln(M) + Ln([K} (G)]) = Ln(M) +j - Ln(M) + Ln(|G|)
= (j+1DIn(M) + Ln(|G)

O

Por el lema 3.7, si el vector de crecimiento Yg que se obtiene con el al-
goritmo 1, tiene cardinalidad [Yg| < N 4 1, entonces la grédfica G tiene
N + 1 —[Yg| gréficas iteradas de clanes que exceden el umbral de creci-
miento deseado: por lo que la funcién de aptitud deberia dar un valor
mayor, para aquellas graficas para las que [Yg| = N 4 1 y un valor menor,
si [Yg| < N+ 1. Es por ello que en este trabajo la definicion final para la
funcién de aptitud es la siguiente:

Definicién 3.8 (Funcién de aptitud de crecimiento exponencial). Sea G una
grdfica con vector de crecimiento Y, que se obtuvo mediante el algoritmo 1, con los
pardmetros N y M. Sea el vector Xg = (0,1,...,[Ygl—1) y sea pg, el coeficiente
de correlacion de G. La funcion de aptitud de crecimiento exponencial fa, de la
grdfica G, se define como:

oL - ( Yl ) si Var(Yg) #0y Var(Xg) #0,

0, en otro caso.
Donde Var(Yg) y Var(Xg), son la varianza de Yg y Xg, respectivamente.
Note que en la definicién 3.8, si G es una gréfica en la que su vector Yg,

tiene todas sus entradas iguales, entonces Var(Yg) = 0 y la funcién fa
le asigna la menor aptitud posible, que es cero. Por otra parte, el cociente
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NUMERO GRAFICA G CRECIMIENTO gg(m) APTITUD
1 Cio e(1) 0
2 Cq13(1,3,4) On) 0.918
3 C13(1,3,4) X Cq3(1,3,4) O(n?) 0.941
V2
4 (OF! G ﬁﬁo 0.270
5* C»5(1,3,6,7,8) 0 (32) 0.997

Tabla 2: Gréficas con su funcién de crecimiento (cota ajustada asintética) y la apti-
tud que se obtiene con la férmula 3.8.
* Para la grafica 5, en este trabajo se tiene la conjetura de que su creci-

miento es exponencial: © (3%).

Ygl la definicid . li 1 Afi f .
N+1/ en la dermnicion 38, sirve para penalizar a las graficas cuya runcion

gg (i), tiene crecimiento stiper exponencial (con n < N): ya que en estos
casos [Yg| < N+ 1y en consecuencia:

[Ygl N+1
— =1
N+T SN+1
por lo que el valor p% se disminuye al multiplicarse por ]I\lYﬂ , con lo que

la aptitud es menor. Por otra parte, si [Yg| = N + 1, se tiene que:

Yol  N+1
N+1 N+1

1,

por lo que en este caso la aptitud de G estd determinada completamente
2
por pg.

En la tabla 2, se muestran algunas graficas con su funcién de crecimiento
y su aptitud, de acuerdo a la definicién 3.8. La grafica 1, es un ejemplo
de gréfica con funcién de crecimiento constante. La gréfica 2 (grafica cir-
culante de 13 vértices y con saltos: 1,3 y 4), es un ejemplo de gréfica con
crecimiento lineal [39]. La grafica 3, que resulta del producto fuerte de dos
graficas con crecimiento lineal, es un ejemplo de gréfica con crecimiento
polinomial (cuadratico). La gréfica 4, el octaedro, es un ejemplo de grafica
con crecimiento stper exponencial. Finalmente, la grafica 5, es un ejemplo
de grafica que conjeturamos tiene crecimiento exponencial: note que de
acuerdo a la definicién 3.8, esta es la grédfica con mayor aptitud: note que
la aptitud es casi 1, pero no 1, debido a la falta de precisién del modelo de
regresion utilizado (esto se discutié al enunciar la férmula 3.1).



3.2 FUNCION DE APTITUD

En el algoritmo 2, se muestra el pseudocédigo de la implementacién que se
hizo en este trabajo, de la funcién de aptitud f, de acuerdo a la definicién
3.8. La funcién VectorDeCrecimiento, que esta en la linea 7, del algoritmo 2,
es la funcion que se defini6 en el algoritmo 1.

El célculo de la aptitud de una grafica G, se hace de las lineas 5 a la 14,
del algoritmo 2. Una vez que se ha calculado la aptitud, esta se almacena
dentro de la gréfica G (linea 15): esto evita que se tenga que repetir el
mismo cdlculo si se invoca la funcién Aptitud con la misma gréfica G; en
cuyo caso s6lo se ejecutan las lineas 2, 3y 17.

Algoritmo 2: cdlculo de la aptitud de una gréfica

Entrada: una grafica G.
Salida: la aptitud de la funcién G, de acuerdo a la definicion 3.8.
Funcién Aptitud(G)

)

2 si G.aptitud existe entonces
3 aptitud = G.aptitud
4 en otro caso
5 N=7
6 M=4
7 Yg = VectorDeCrecimiento(G,N,M)
8 XG:[O,...,|Y6|—”
9 si Var(Xg) #0y Var(Yg) # 0 entonces
10 ‘ oG = cov(Xg,Yg)
Var(Xg)-Var(Yg)
11 en otro caso
12 ‘ PG = 0
13 fin
14 aptitud = pZ - (]l\lYﬂ)
15 G.aptitud = aptitud
16 fin
17 | regresar aptitud;

18 fin

En el algoritmo 3, se describe el pseudocédigo de la funcién Aptitudes, la
cual permite calcular las aptitudes de una coleccién de graficas. La funcién
Aptitud, en la linea 6, es la funcién que se describe en el algoritmo 2. La
funcién Aptitudes se usa con frecuencia en el algoritmo genético de este
trabajo.

45
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Algoritmo 3: calculo de aptitudes para una colecciéon de gréficas.

Entrada: una lista graficas =[G, G2, ..., Gn], donde cada G; es una
gréfica de n vértices.
Salida: una lista aptitudes = [fa (G1),fA(G2),...,fA(GN)].
1 Funcién Aptitudes(graficas)

2 | N =|gréficas|

3 aptitudes = []

4 paracadaie{1,2,...,N} hacer
5 G = graficas[i]

6 aptitudes[i] = Aptitud(G;)
7 fin

8 regresar aptitudes;

9 fin

3.3 PASOS GENERALES DE UN ALGORITMO GENETICO

Una vez que se ha definido la codificacién, decodificaciéon y funciéon de
aptitud, lo siguiente es implementar el algoritmo genético, siguiendo una
heuristica que trabaja sobre un conjunto de soluciones candidatas, que se
denominan como poblacién. El algoritmo genético genera y modifica dicha
poblacién mediante los siguientes pasos [24]:

1. Inicializacién: crea una poblacion inicial.

2. Reproduccion: elige pares de soluciones de la poblacioén de acuerdo a
su aptitud.

3. Cruzamiento: combina pares de soluciones para formar nuevas solu-
ciones.

4. Mutacién: modifica aleatoriamente las caracteristicas de las nuevas
soluciones.

5. Depredacién: elimina soluciones con poca aptitud de la poblacién.

El diagrama de flujo de la figura 3, muestra el orden en que se ejecutan
los pasos generales de un algoritmo genético. Cada uno de estos pasos
y las particularidades de su implementacién, se explican a detalle en las
siguientes secciones.

Observe que una vez que se realiza el paso de Inicializacién (o el paso de
Depredacion), se revisa si las soluciones candidatas cumplen ciertos requi-
sitos (figura 3, diamante verde): por ejemplo, se puede revisar si se ha
encontrado una solucién candidata con una aptitud que rebase algin um-
bral preestablecido. Si se cumplen los requisitos, el algoritmo reporta los
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Reportar ¢Cumple requisitos? Depredacién

Detener Mutacién

Reproduccién Cruzamiento

Figura 3: Diagrama de flujo de un algoritmo genético.

valores encontrados y termina (figura 3, recuadros morado y rojo); en caso
contrario, se repiten de nuevo los pasos generales del algoritmo genético.

3.3.1 Inicializacion

La inicializacion es el primer paso que se realiza en un algoritmo genéticoy inicializacién
consiste en generar una poblacién inicial de soluciones candidatas. Usual-

mente cada solucién candidata que es parte de esta poblacién inicial, se

generan de manera aleatoria.

En el caso de este trabajo, el proceso de generar una grafica aleatoria se sim-  funcién
plifica al usar la funciéon RandomGraph de YAGS, la cual permite generar ~RandomGraph de
gréficas aleatorias de n vértices. YAGS

3.3.2  Reproduccion

En la seleccién natural, los organismos que tienen mayor aptitud tienen
mayor probabilidad de reproducirse y tener descendencia [45]. De manera
similar, en un algoritmo genético las soluciones candidatas que tienen ma-
yor aptitud, también tienen mayor probabilidad de ser elegidas en el paso
de reproduccion. En los AGs, este paso consiste en seleccionar de manera
aleatoria pares de soluciones candidatas de la poblacién, las cuales genera-
ran descendientes como resultado del cruzamiento y la mutacion (pasos que
se explican en las siguientes secciones).
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El proceso para elegir una solucién candidata de manera aleatoria , se hace
de la siguiente manera:

1. Se obtiene la suma T, de todas las aptitudes de la poblacién. Por

ejemplo, en la tabla 3, se muestra una poblacién de 4 soluciones can-
didatas del espacio de btisqueda de gréficas de 4 vértices. Observe
que la suma de las aptitudes de la poblacién en la tabla 3, es T = 2.21.
También se muestra el porcentaje qué representa cada aptitud del
total T.

. Se hace una particién del intervalo [0,T], en segmentos de longitudes

iguales a la aptitud de cada una de las soluciones candidatas de la
poblacién. Por ejemplo, en la figura 4, se muestra el intervalo [0, T},
que corresponde a la poblacion de la tabla 3. El intervalo se ha parti-
cionado en 4 segmentos: el segmento 1, que corresponde a la aptitud
de la gréfica 1, tiene los valores [0,0.55] y es de longitud 0.55 (24.88 %
de la longitud total T); el segmento 2, que corresponde a la aptitud
de la gréfica 2, tiene los valores (0.55,1.13] y longitud 0.58; el seg-
mento 3 (corresponde a la grafica 3), tiene los valores (1.13,1.88] y el
segmento 4 (corresponde a la gréfica 4), tiene los valores (1.88,2.21].

. Se genera un ntimero aleatorio en el rango [0, T] y se elige a la gra-

fica de aquel segmento que contenga al niimero. Por ejemplo, si el
intervalo es como el de la figura 4 y se genera el nimero aleatorio
0.98, este valor se encuentra contenido en el segmento 2, por lo que
en este caso se elegiria a la grafica 2.

NUMERO GRAFICA CODIFICACION APTITUD PORCENTAJE

‘0

O 0 100111 0.55 24.88 %
® &

2 111000 0.58 26.19 %
O—0)

3 100101 0.75 33.97 %
6,0

4 "‘ 111111 0.33 14.96 %
O—®

TOTAL 2.21 100 %

Tabla 3: Poblacién de ejemplo en el espacio de buisqueda de gréficas de 4 vértices.
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A
24.88 % 26.19 % 33.97 % 14.96 %
E 0.55 1€ 0.58 ]¢ 0.75 ] o033
o * 0.55 * 1.13 * 1.88 * 2.21
Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4
Griéfica 1 Gréfica 2 Griéfica 3 Gréfica 4
9‘9 & O O—0O 9"9
© v O © 0 o

Figura 4: Segmento para eleccién aleatoria en un algoritmo genético.

Observe que la seleccion aleatoria de una solucién candidata, se basa en
particionar un intervalo I = [0, T], en segmentos S = {s1,s2,...,5n} y elegir
el indice i € {1,2,...,n}, del segmento s; que contenga a un ntimero alea-
torio r € I. El pseudocddigo de este proceso, se muestra en el algoritmo 4.
Este algoritmo también se utiliza en el paso de depredacién, que se explica
mas adelante, en la seccién 3.3.5.

La funcién Sum en la linea 3, del algoritmo 4, es una funcién de GAP, que
regresa el resultado de sumar todos los elementos de una lista (en este caso
longSegmentos).

Algoritmo 4: seleccién aleatoria por longitudes de segmentos.

Entrada: una lista longSegmentos = [11, 1, ..., ln], que representa
las longitudes 1; = [si|, de un conjunto de segmentos
S ={s1,82,...,5n}, que forman una particién de un
intervalo [0, T], con T= 31" ; L.

Salida: el indice i de aquel segmento s;, que contiene a un niimero

aleatorio generado en el intervalo [0, T].
Funcién SeleccionAleatoria(longSegmentos)
2 R = 100000

T = Sum(longSegmentos)
__ Random(O,R) T

- R

finSegmento = 0

i=0
repetir
i=i+1
finSegmento = finSegmento + longSegmentosi]

=

r

O© o NN & U s W

10 hasta que finSegmento > r
11 regresar i

49

funcion Sum de
GAP

Observacién 3.9. La instruccion Random(0,R), en la linea 4, del algoritmo 4, funcion Random de

GAP
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es una funcion de GAP que genera un niimero aleatorio con una distribucion
uniforme, en el intervalo discreto 1 = (0,1, ..., R]. Por lo que el niimero

T
T = Random(0,R) - R’
cumple que:
T T T T
T‘EIE_ OE,-IE,.--,RE C[O/T]

Observe que las instrucciones en las lineas 5 a 10, del algoritmo 4, deter-
minan la posicién que tiene en la lista longSegmentos, aquel segmento
si C [0, T], que contiene al nimero r. Es decir, el algoritmo 4, regresa el
indice 1, de un segmento s; seleccionado aleatoriamente.

Observacién 3.10 (Probabilidad de que SeleccionAleatoria elija el indice 1).
Por la observacion 3.9, el niimero aleatorio r que se genera en la instruccion 4, del
algoritmo 4, es un niimero en el intervalo [0, T]. Observe que en las lineas 5 a 10,
del algoritmo 4, se determina el indice i, del segmento s; C [0, T], que contiene al
niimero 7 de la siguiente forma:

» Cuandoi=1,serevisasir € s1 =[0,11], si es el caso se regresa i =1, en
la linea 11, del algoritmo 4. Note que la longitud de sy es [s1] = 11.

» Sii> 1, serevisa si se cumple que:

i1 i
TE s = (Zlk,zlk] ’
k=1 k=1

si es el caso se regresa i, en la linea 11, del algoritmo 4. Note que la longitud
de s esta dada por: |si| = > 1 W — Zij] e = L.

Como v se genera con una distribucién uniforme en el intervalo [0, T] y por la
granulidad de R, la probabilidad de que el algoritmo 4, regrese el indice 1, es apro-
ximadamente la probabilidad de que el segmento s; contenga a v, es decir:

lsil L
Ps(i) & =8 = 2L,
(i) ~ 2 =2
Para los fines de este trabajo esa aproximacion fue suficiente para obtener resulta-
dos satisfactorios.

El pseudocédigo del algoritmo que se usa para elegir soluciones candida-
tas para el paso de reproduccién, se muestra en el algoritmo 5: la funcién
Aptitudes en la linea 2, es la funcién que se definié en el algoritmo 3; la
funcién SelecciénAleatoria, en la linea 3, es la funcién que se defini6 en el
algoritmo 4.
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Algoritmo 5: seleccién aleatoria de una solucién candidata para re-
produccion.

Entrada: una lista poblacién, que contiene a las graficas de la
poblacién actual.
Salida: la grafica G, que se seleccion¢ aleatoriamente de la
poblacién para reproduccion.
1 Funcién SeleccionarParaReproduccion(poblacién)
aptitudes = Aptitudes(poblacién)
i = SeleccionAleatoria(aptitudes)
G = poblaciénli]
regresar G

N

g s W

Observacién 3.11 (Probabilidad de reproduccién de una solucién candida-
ta). Sea la listas de grdficas:

poblacién =[Gy, Ga,...,Gnl,

que recibe la funcién SeleccionarParaReproduccion del algoritmo 5.

Observe que en la linea 2, del algoritmo 5, se hace uso de la funcion Aptitudes (que
se definid en el algoritmo 3), la cual construye la lista:
aptitudes = [fA(G1),fA(G2),...,fa(GN)I.

En la linea 3, del algoritmo 5, la lista aptitudes se pasa a la funcién SeleccionAlea-
toria (que se definid en el algoritmo 4), la cual regresa un enteroi € {1,2,...,N},
que se usa para elegir a la grdfica G = Gj. De esto se tiene que la probabilidad
Pr(G) de elegir a G, es igual a la probabilidad Ps(i), de que la funcién Seleccid-
nAleatoria elija el indice i. Por la Observacion 3.10, se tiene que:

PR(G) = Ps(i) ~ A1),

donde T =Y I, fa(Gy).

La funcién SeleccionarParaReproduccion del algoritmo 5, se usa para ele-

gir a una pareja de soluciones candidatas en el paso de reproduccién. El
pseudocédigo del paso de reproduccién que se usoé en este trabajo, se mues-

tra en el algoritmo 6. La funcién ShallowCopy, que estd en la linea 2, del  Funcién
algoritmo 6, es una funcién de GAP que crea una copia de la lista que re- ShallowCopy de
cibe: en este caso se hace una copia de la lista poblacién, que recibe como GAP
argumento la funcién Reproduccién, del algoritmo 6. De esta forma las
modificaciones que hace la funcién Reproduccién a la lista poblacién, no

afectan a la poblacion original del algoritmo genético.

Observe que el algoritmo 6, elige una grafica G; en la linea 3 y esa gréfica
se remueve de la poblacién en la linea 4: esto se hace para asegurar que la
que la gréfica G; que se elige en la linea 5, es diferente de la gréafica G;.
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Algoritmo 6: seleccién aleatoria de una pareja en el paso de repro-
duccién.

Entrada: una lista poblaciéon = [G1, G2, ..., Gn], que contiene a
todas las graficas Gi, que son parte de la poblacion del
algoritmo genético.

Salida: una lista pareja = [Gj, Gj], que contiene a las graficas G; y
Gj, con G # Gj, que fueron seleccionadas en el paso de
reproduccioén.

1 Funcién Reproduccién(poblacién)

2 | poblacién = ShallowCopy(poblacién)

Gi = SeleccionarParaReproduccién(poblacion)
poblacién = poblacién \ G;

Gj = SeleccionarParaReproduccién(poblacién)
pareja = [Gy, G;j]

regresar pareja

N o U AW

3.3.3 Cruzamiento

En los AGs, el paso de cruzamiento consiste en generar una nueva solu-
cién candidata a partir de la pareja de soluciones candidatas, que fueron
seleccionadas en el paso de reproduccién. A estas nuevas soluciones se les
conoce como descendientes. El paso de cruzamiento es andlogo al proceso
de entrecruzamiento genético que ocurre en los organismos vivos, en el cual
se generan descendientes cuya informacién genética resulta de combinar
segmentos de los genes de sus progenitores.

Sean A = ajaz...an y B=">bib,...by, las cadenas binarias que codifican
a una pareja de soluciones candidatas (a; y by € {0,1}, para 1 < i< n). El
proceso de cruzamiento en los AGs elije aleatoriamente un indice 1 < k <
ny a partir de las cadenas A y B, se forman dos nuevos descendientes con
codificaciones: H] =aaz... akkar] oo bn y Hz = b]bz ‘e bkak+] AP ¢ BN
Si bien este tipo de cruzamiento fue el que se usé en este trabajo y dio
resultados satisfactorios (permiti6é encontrar la gréafica C,5(1,3,6,7,8), que
conjeturamos tiene crecimiento exponencial), experimentalmente encontra-
mos que para el problema de buisqueda de esta investigacion, este tipo
de cruzamiento suele generar soluciones candidatas con baja aptitud, lo
que puede hacer que el algoritmo genético nunca encuentre una solucién
candidata con una aptitud minima deseada.

Para este trabajo, los experimentos computacionales parecen mostrar que
un cruzamiento que da mejores resultados es el siguiente: dadas las ca-
denas binarias A = ajaz...an y B = byb,...by, se produce una nueva



3.3 PASOS GENERALES DE UN ALGORITMO GENETICO

solucién candidata con codificacién binaria C = cjc2...cqn, enla que cada
digito ci, resulta de elegir aleatoriamente con una distribucién uniforme,
uno de los valores del conjunto: {aj, bi}. El pseudocdédigo de este proceso
se muestra en el algoritmo 7.

La funcién Random que esta en la linea 6, del algoritmo 7, recibe como
argumento una lista y elige aleatoriamente uno de los valores de la lista.
Una variante de la funcién Random que recibe dos enteros en lugar de una
lista, se describié en la observacién 3.9.

Algoritmo 7: cruzamiento de dos cadenas binarias para producir un
descendiente.

Entrada: Las listas cadenaA = [a1,az,...,an] y

cadenaB = [by,by,...,bn], con ai, b; € {0, 1}, que
representan las codificaciones binarias de dos graficas Ga
y Gg, de n vértices.

Salida: Una lista cadenaC = [c1,c2,...,dn], con d; € {ai, bi}, que
representa la codificacién binaria de la grafica que resulta de
cruzar cadenaA y cadenaB.

1 Funcidén Cruzamiento(cadenaA, cadenaB)

2 n = |cadenaA|

cadenaC =[]

paracadaie{1,2,...,n} hacer
digitos = [ cadenaAl[i], cadenaBl[i] |
cadenaCl[i] = Random(digitos)

N U1 AW

7 regresar cadenaC

3.3.4 Mutacion

La mutacién en los AGs es andloga a la mutacién genética que ocurre en
el proceso de evolucién: las mutaciones son cambios que se producen al
azar en la informacién de los genes de los descendientes que resultan del
entrecruzamiento genético; estas mutaciones pueden ser mortales para el
organismo descendiente, sin embargo, también pueden producir alelos que
otorguen una mayor capacidad de adaptacién. En condiciones normales, la
probabilidad de que ocurra una mutacién en un gen es muy baja.

De manera similar, en los AGs la mutacion consiste en modificar aleato-
riamente ciertas caracteristicas de la solucién candidata que resulta del
cruzamiento. Si se estd usando una codificacién binaria, usualmente este
paso se realiza de la siguiente forma: se toma la cadena que resulta del cru-
zamiento y por cada digito de la cadena, de manera aleatoria, se cambia
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por el valor contrario (si es 1 se cambia por 0 y viceversa). La probabilidad
de que ocurra una mutacién en cada digito estd dada por una probabilidad
de mutaciéon 0 < p;, < 1. El pseudocédigo del paso de mutacién que se
usé en este trabajo, se muestra en el algoritmo 8. Para este trabajo se us6
una probabilidad de mutacién p, = 0.001.

Algoritmo 8: mutacién en un algoritmo genético.

Entrada: La probabilidad de mutacién 0 < pr, < 1y una lista
cadena = [dy,d2, ..., dn], que representa la codificacion
binaria de una solucién candidata.

Salida: Una lista cadenaMutada = [d}, d5,...,d}], que resulta de las

mutaciones de la lista cadena.
1 Funcién Mutacion(p,, cadena)

2 n = |cadena]
3 cadenaMutada = [ ]
4 paracadaie{1,2,...,n} hacer
5 digito = cadenali]
6 mutar = SeleccionAleatoria([pm, T —pml)
7 si mutar = 1 entonces
8 si digito = 1 entonces
9 ‘ digito =0
10 en otro caso
11 L digito =1
12 cadenaMutadali] = digito
13 regresar cadenaMutada

La funcién SelecciénAleatoria en la linea 6, del algoritmo 8, es la funcién
que se defini6 en el algoritmo 4. Note que por la Observacién 3.10, la
probabilidad de que dicha funcién asigne el valor 1, a la variable mutar
(también en la linea 6), es aproximadamente igual al valor del pardmetro p,,
que recibe como argumento la funcién Depredacioén, del algoritmo o.

3.3.5 Depredacion

La depredacién en los AGs consiste en reemplazar soluciones candidatas
de la poblacién con los descendientes que resultan del cruzamiento y la
mutacién. Este paso es andlogo al proceso de depredacién que ocurre en
la seleccion natural: en el cual, los organismos con menor aptitud tienen
menos probabilidades de sobrevivir. De manera similar, en el paso de de-
predacion de los AGs, las soluciones candidatas con una menor aptitud
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tienen mds probabilidades de ser seleccionadas para ser reemplazadas (es
decir, tienen menos probabilidades de sobrevivir).

La depredacion en un algoritmo genético se hace de la siguiente forma: se
toma uno de los descendientes y se elige de manera aleatoria una solucién
candidata de la poblacién; si la solucién seleccionada tiene menor aptitud
que el descendiente, se reemplaza a dicha solucién con el descendiente, en
caso contrario se descarta el descendiente y se preserva en la poblacién a
la solucién seleccionada. La seleccién aleatoria se hace con probabilidad
directamente proporcional a la incompetencia de una solucién candidata (la
incompetencia es el inverso de la aptitud).

El pseudocédigo del paso de depredacién que se usé en este trabajo se
muestra en el algoritmo 9. La funcién Aptitud, en la linea 6, del algoritmo
9, es la funcién que se definié en el algoritmo 2. La funcién SelecciénA-
leatoria, en la linea 7, del algoritmo 9, es la funcién que se defini6 en el
algoritmo 4.

Algoritmo 9: depredacién en un algoritmo genético.

Entrada: Una lista poblacién =[Gy, G2, ..., Gn], en el que cada
gréfica G; tiene n vértices. Una grafica G de n vértices, que
representa un descendiente.

Salida: La lista poblacién después de la depredacion.

Funcién Depredacién(poblacién, G)

2 N = |poblacién|

)

3 incompetencias = [ |

4 para cadai e {1,2,...,N} hacer

5 Gi = poblaciénli]

6 L incompetenciasli] = m

7 i = SelecciénAleatoria(incompetencias)
8 H = poblaciénli]

9 si Aptitud(G)>Aptitud(H) entonces
10 L poblacién[i] = G

11 regresar poblacion

Observe que las lineas de la 2 a la 6, del algoritmo 9, se usan para calcular
las incompetencias de cada grafica G;. Las lineas 7 y 8, se usan para elegir
a la gréfica H de la poblacién. Por la Observacién 3.10, la probabilidad de
elegir a la gréfica H, es inversamente proporcional a la aptitud de la grafica
H (o dicho de otra forma, es directamente proporcional a la incompetencia
de la grafica H). Las lineas 9 y 10, del algoritmo 9, reemplazan a la gréfica
H por la gréfica G, si la aptitud de G es mayor que H.
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3.4 ALGORITMO GENETICO UTILIZADO

El pseudocédigo del algoritmo genético que se us6 en este trabajo se mues-
tra en el algoritmo 10: las funciones Aptitudes, Reproducciéon, Cruzamien-
to, Mutaciéon y Depredacién, que usa el algoritmo genético, se definieron
respectivamente en los algoritmos: 3, 6, 7, 8 y 9.

InicializarPoblaciéon

Algoritmo 10: algoritmo genético utilizado.

Entrada: Un entero n > 1, que determina que el algoritmo genético
realice biisquedas en el conjunto de graficas de n vértices.

Salida: Una lista de graficas.

Funcién AlgoritmoGenético(n)

=y

2 tamPoblacién = 300
3 aptitudMinima = 0.99
4 | probMutacién = 0.001
5 poblacién = InicializarPoblacién(tamPoblacién, n)
6 | aptitudes = Aptitudes(poblacion)
7 repetir
8 pareja = Reproduccién(poblacion)
9 gréficaA = pareja[1]
10 graficaB = pareja[2]
11 cadenaA = CodificarGrafica(graficaA)
12 cadenaB = CodificarGréfica(gréficaB)
13 cadenaC = Cruzamiento(cadenaA, cadenaB)
14 cadenaC = Mutacién(probMutacién,cadenaC)
15 graficaC = DecodificarAGrafica(cadenaC)
16 poblacién = Depredacién(poblacion, graficaC)
17 aptitudes = Aptitudes(poblacion)
18 hasta que Maximum/(aptitudes) > aptitudMinima
19
20 Print("Se encontrd grdfica con aptitud minima deseada”)
21 regresar poblacion

La funcién Maximum, en la linea 18, del algoritmo 10, es una funcién de
GAP que regresa el valor maximo de una lista dada (en este caso, la mayor
aptitud de la lista aptitudes).

Para buscar graficas con el algoritmo 10, se hacen multiples invocaciones
de la funcién AlgoritmoGenético(n), con n en el rango: 1 < n < 30. Para
la mayoria de estos valores, el algoritmo genético no puede encontrar una
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gréfica cuya aptitud satisfaga la aptitud minima deseada (mayor que 0.99).
Sin embargo, para n > 25, el algoritmo por lo general encuentra a la grafica
Cn(1,3,6,7,8).

Al invocar la funcién VectorCrecimiento(G, N, M), del algoritmo 1, con los
pardmetros: G = C35(1,3,6,7,8), N =7 y M = 4, se obtiene el siguiente
vector de crecimiento (definicién 3.4):

Yg = (3.21888,3.91202,4.60517,5.16479,5.78383, 6.30992, 6.90776,7.42357).

Por lo que de acuerdo a la definicién 2, la aptitud fa(G) de la grafica G,
tiene el siguiente valor:
fa(G) =0.9978.

En la tabla 4 se muestran los valores de [K™(G)|, Ln(|K™(G)l|) y de la regre-
sion lineal y(n) = a +bn, para 0 < n < 12. Los valores de las constantes a
y b, se calcularon para aproximar la relacién de los vectores:

X=1(0,1,2,...,12) y Y =(IG|,[K(G)|,IK*(G)],...,IK'*(G)]).

Por el lema 4, los valores que se obtuvieron para las constantes a y b, para
los vectores X y Y, son: a = 3.32637 y b = 0.596962.

Como la aptitud de la grafica G es casi 1, es de esperarse que los valores
en las columnas y(G) y Ln(|K™(G)I), de la tabla 4, sean muy similares: esto
también se puede observar en la figura 5, que muestran las graficas de
Ln(|[K™(G)|) y de la regresiéon y(n).

Los datos experimentales antes mencionados, sugieren que la grafica G,
que se encontrd con el algoritmo genético, tiene crecimiento exponencial.
Resultados experimentales similares se obtienen para Cy (1,3,7,8),conn >
25. Esto nos ha llevado a plantear la conjetura que se plantea en la siguiente
seccion.
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n K™ (G)] Ln(IK™(G))| y(n)=a+bn
0 25 3.21888 3.32637
1 50 3.91202 3.92334
2 100 4.60517 4.5203
3 175 5.16479 5.11726
4 325 5.78383 5.71422
5 550 6.30992 6.31118
6 1000 6.90776 6.90814
7 1675 7.42357 7.50511
8 3025 8.01467 8.10207
9 5050 8.52714 8.69903
10 9100 9.11603 9.29599
11 15175 9.6274 9.89295
12 27325 10.2156 10.4899

Tabla 4: Valores de Ln(|[K™(G)|) y de la regresiéon y(n) = a+bn, con a = 3.32637
y b = 0.596962.

3.5 SOBRE LA GRAFIcA C,(1,3,6,7,8)

Para la gréfica G = Cn(1,3,6,7,8), con N = 25, en la tabla 4, se reporta-
ron los valores de |[K™(G)|, para 0 < n < 12. Tablas similares, se hicieron
para 25 < N < 40. Al examinar los datos obtenidos de los experimentos
computacionales sobre el comportamiento de [K™(G)|, se lleg6 a la siguien-
te conjetura:

Conjetura 3.12 (Conjetura del crecimiento de Cn(1,3,6,7,8)). Sea la grdfica
G =Cn(1,3,6,7,8), con N > 25. Sea la funcion g(n) = |[K™(G)|, entonces g(n)
cumple la siguiente relacion recursiva:

N, paran =0,
g(n) = 2N, paran =1,
3-gn—2)+g(0), paran > 2.
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8 T I I

—e—Valores de Ln([K™(G)|)
—=—Regresion y(n) =a+b-n

Ln(K™(G)I)

Figura 5: Grafica de Ln(|[K™(G)|) y de la regresién y(n) = a+ bn.

Hemos podido verificar la conjetura 3.12, hasta n < 12. La relacién de recu-
rrencia g(n) de la conjetura 3.12, estd en funcién de g(n —2). Sin embargo,
se puede describir a g(n) como una relacién de recurrencia de g(n—1), tal
como se muestra en el siguiente lema.

Lema 3.13. Sea g(n) = 3g(n—2) + g(0), con g(1) = 2-¢g(0). Sea f(n) la
relacion de recurrencia que se define como:

g(0), paran =0,
g(1), paran =1,

para n par, con . = 2,

, para n. impar, con n > 3.

Entonces g(n) = f(n), paran > 0.
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Demostracién. Por definicién, f(n) = g(n), para0 <n < 1.Paran > 2, 1a
prueba se hard por induccién. Si n = 2, se tiene que:

9(2) =3-9(2—-2)+¢(0) =3-9g(0) +g(0) =4-g(0).
Ademas, como f(1) =2-g(0), se tiene que:

9 f(2—=1)+2-F(0) _9-f(1)+2-(0) _9(2-(0)) +2-f(0)
N 5 N 5 N 5
_ 18-f(0)+2-(0) _ 20-f(0) 4 (0) = g(2).

5 5

f(2)

Paran = 3, se tiene que g(3) =3-9(3—2) +g(0) =3-9g(1) +g(0). Ademés,

como f(2) = Z1E2:1(0) )gz'f(o), se cumple que:
9-£(1)+2-£(0)
5.63-1)40) 5-f2)+f0) 5 (FEH) +1(0)
3 3 3
_9-f(1)+2-F(0)+f(0)  9-f(1)+3-1(0)
B 3 B 3

=3-f(1)+f(0) =3-g(1) + g(0) = g(3).

Para n > 4, suponga que la afirmacién del lema es cierta para n —2, es
decir: f(n —2) = g(n— 2). Se tienen dos casos:

= Caso 1: n es par. Entonces n — 1 es impar, luego:

5-f(n—1)—=1)+f(0) 5 -f(n—2)+f(0)
3 N 3 '

Por lo que al desarrollar f(n) queda:

9.fn—1)+2.50) 9 (FEFHE) +2.4(0)
fn) = 5 - 5

3(56-f(n—2)+f(0))+2-f(0) 15-f(n—2)+5-f(0)
5 N 5
=3-f(n—2)+f(0)=3-g(n—2)+¢g(0) = g(n).

fln—1) =

= Caso 2: n es impar. Entonces n — 1 es par, luego:

9-f(n—1)—1)+2-1(0) _ 92-f(n—2)+2-f(0)

fin—1) = 5

9)]

Al sustituir en f(n) queda:

9.f(n—2)+2-f(0)
5-f(n—1)+£(0) 5<—5 >+f(0)

fln) = 3 - 3

9. f(n—2)+2-f(0)+f(0) 9-f(n—2)+3 £0)

3 3
=3-fn—2)+1(0)=3-g(n—2)+g(0) = g(n).
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O

Las soluciones de la relacién de recurrencia g(n), se muestran en siguiente
lema:

Lema 3.14. Sea la relacién de recurrencia g(n) = 3g(n—2)+g(0), conn > 0
y g(1) =2-g(0). Entonces g(n) tiene soluciones:

(ﬁ%) g(0), si n es par,

gn) = ot
(“?) g(0), simesimpar.

Demostracion. La prueba se hard por induccién sobre n. Para n = 0, como
N es par, se tiene que:

32+ 1 3-1 2
g(0) = <2> g(0) = <2> g(0) = 5 g(0) = g(0).

Para n =1, por definicién g(1) =2- g(0) y como n es impar, se tiene que:

37— 30— _
ol1) = (532]) 0 = (257 gt01= (35 ) 000

=2 g(0)=2-9(0) = g1

Para n > 2, suponga que la afirmacion es cierta para n — 2. Se tienen dos
casos: M es par o n es impar.

Caso 1: . es par. Entonces n — 2 es par y por la hip6tesis de induccién:

3% 1 331 1 3%

2 N 2 2

g(n—2) =
Luego:

gn)=3-g(n—2)+g(0) =3- (322_ ]> -g(0) +g(0)

.37 — PRl
= (3%572) o0+ g0 = (252 ) 901+ 900

s 241 _
= <32]> g(0) — % -g(0) +g(0) = (32]> g(0)
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Caso 2: . es impar. Entonces n — 2 es impar y por la hipétesis de induccion:

(n—2)-1 (n—1)—-2
5.37 2 —1 5.-37 7z —1
Mn—m=<2>mm=(z)mm

5.3%7-3 1 5.3%7-1 1
:<;2>gmp:<z)mm

El siguiente teorema muestra que la cota ajustada asintética de g(n) es una
funcién exponencial.

Teorema 3.15. Sea g(n) = 3g(n —2)+ g(0), con g(0) > 0y g(1) = 2-g(0).
Entonces g(n) = ©(37).

Demostracion. Por la definicién de cota ajustada asintética, para demostrar
que g(n) = O(t™), basta con mostrar que existen constantes positivas ¢y y
c2 y un valor ny, tal que:

c1-32 < gn)<ecy .37, paran = no
Se demostrard que: ng =0, ¢1 = @ y ¢c2 = 5-g(0). Para esto se tienen
dos casos: . es par o 1 es impar.

Caso 1: nes par. Por el lema 3.14, para n par, con n > 0,se tiene que:

33111
am) = (3571 gto)

De la igualdad anterior, se obtiene la cota superior para g(n):
33711 321 33-3-9(0
o) = (251 ) 9(0) < g0) = 2290
2 2
32-10-¢(0)
ST 2

=5.9(0)-32 =¢,-32
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Para la cota inferior:

Caso 2: n es impar. Por el lema 3.14, para n impar, se tiene que:

gln) = (532_1> 0(0).

De la igualdad anterior, se obtiene la cota superior:

gln) = (532_1) 0(0) < (53’2> 0(0) < 5-3°" -g(0)

:5-33-3_5-9(0):<5)-9(0)33<5-g(0)-33:c2.g(0)

Para la cota inferior:

o) = <532—1> 10) > (532—3> 40)

De los dos casos anteriores se concluye que para n > ng, con ng = 0, se
tiene que:

n

c1-32 < g(n) <cy-32.

Luego g(n) = O(3%). O

Si la conjetura 3.12 es verdadera, por el teorema 3.15, se tendria que la
grafica G = Cn(1,3,6,7,8), con N > 25, cumpliria que:

K™(G)| = ©(a™), con a = V3 > 1.

Es decir, G seria un ejemplo de una gréfica en la que sus gréficas iteradas
de clanes tienen crecimiento exponencial.

Al estudiar las propiedades de las graficas de clanes de Cj5(1,3,6,7,8),
hemos encontrado una serie de resultados (que se presentan en el capitulo
4), que podrian ser de utilidad para probar la conjetura 3.12.
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En este capitulo se estudian las graficas bobina generalizadas, las cuales
son una generalizacién de graficas circulantes (bajo ciertas restricciones,
que se enuncian en el Lema 4.3) y en particular de C,(1,3,6,7,8) (seccién
3.5). Los resultados que se presentan en este capitulo podrian ser ttiles
para demostrar la conjetura 3.4.

Se usard la notacién habitual de grupos. En particular, Z,, denota al grupo
de los enteros moédulo n. Si z € Z,,, se usara la notacién z = [z¢], con zg
entero, para hacer énfasis en que zy es un representante de z.

También se usard la notacién habitual para matrices, esto es, si T es una
matriz, la entrada en el renglén i y columna j se denota por Tij. Sin em-
bargo, se usardn subconjuntos de Z,, como entradas de T (i.e. Ty; C Zy).
En particular —T;; = {—z : z € Tij} y se dice que T es antisimétrica, si
Tij = —Tji, en tal caso Ty; = —Ti;.

4.1 DEFINICION

A fin de enunciar la definicién de gréfica bobina generalizada, primero es
necesario definir la norma de Lee [14], para [a] € Z,,,cona € {0,1,...,n—
1}. Esta se define como:

| [a] || = min{n —aq, a}.

Es decir, si los elementos de Z,, son vértices de un ciclo C,,, la norma de Lee
es la distancia mads corta entre [0] y [a], en C;,. Observe que si z € Z,, \ {0},
entonces ||z|| > 0.

Definicién 4.1 (Grafica bobina generalizada). La grifica G es una bobina ge-
neralizada, si sus vértices se pueden indexar de tal forma que se cumplen las si-
guientes condiciones (vea matriz de ejemplo 4.1 y Figura 6):

(i). Zn actia libremente de tal forma que descompone a G en r orbitas G* =
x{ i€ Znl
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(i1). Existe una matriz antisimétrica T (matriz de conexion), de tamafio v X 1,
con entradas Tyj C Zn, tal que x ~ ij siysolosi (j—1i) € Tqp.

(iii). méax{|[s[|:s € Taa} < 5.

Observacion 4.2. Si G es una grdfica bobina generalizada, se denotard al conjun-
to de sus r orbitas por G/Z, = {G',G2%,...,G"}.

La definicién 4.1 es similar a la definicién de gréfica bobina propuesta por
Larrién, Pizafia y Villarroel-Flores, en [42]: con la diferencia de que una
grafica bobina debe cumplir restricciones adicionales. Es por esto que las
gréficas que cumplen con la definicién 4.1, las hemos denominado gréficas
bobinas generalizadas.

Un ejemplo de grafica bobina generalizada con 2 érbitas se obtiene al con-

siderar la siguiente matriz de conexién T, cuyas entradas son subconjuntos

de Z,,, conn > 22:

{(£1,+6,£7} {-3,1,3,4,7}

T= (4.1)
{-7,-4,-3,-1,3}  {£3,+£6}

La grafica bobina G que resulta de la matriz de conexién T, descrita en 4.1,
se muestra en la Figura 6. Note que en dicha figura s6lo se incluyen las
adyacencias principales y el resto se obtiene al actuar Z,, sobre G. Observe
que la 6rbita G 1 es isomorfa a Cn(1,6,7) y la orbita G 2 es isomorfa a
Cn(3,6). Note que las adyacencias de un vértice cualquiera en la 6rbita G'
a la 6rbita G2, estan dadas por la entrada Ty .

T12={-3,1,3,4,7}

]
G . e« O o .« . .
G'=Cn(1,6,7)
GZ
G2=C,(3,6)

Figura 6: Ejemplo de grafica bobina generalizada con 2 ¢rbitas. S6lo se muestran
las adyacencias esenciales, el resto se obtiene de que Z,, actue sobre G.
Los vértices O se usan como referencia.



T14={—6,0,1,6,7,8}

T13={-3,1,3,4,7}

G' -‘--o--b

G'=Cn(1,6,7)

G2 . . . .
GZECH(1,3,6,7,8)

G3=Cn(3,6)

G4o‘ooo..b

G*=Cn(1,6,7)

Figura 7: Ejemplo de grafica bobina generalizada, con G = K2(Cn(1,3,6,7,8)). S6lo se muestran las adyacencias esenciales, el resto se

obtiene de que Z, actue sobre G. Los vértices O se usan como referencia.

Ty2={-7,-6,-1,0,1,4,6,7,8}

T24={-7,—6,-1,0,1,4,6,7,8}

[Ne]
T34={—-3,1,3,4,7}

7

NOIDINIZZA IV

Lg
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Un ejemplo de gréfica bobina generalizada de 4 6rbitas se muestra en la
Figura 6, esta gréfica se obtiene al considerar G = K2(Cn(1,3,6,7,8)), con
n > 25 (por el Lema 4.3, que se enuncia més adelante, las graficas iteradas
de C,(1,3,6,7,8) son graficas bobina generalizadas).

Puesto que s € Tqp, determina que x{ y x?, , sean vértices adyacentes por
una longitud (i+s) —1 = s, en ocasiones denominaremos a los elementos
de T,p, como "saltos".

Lema 4.3. Sea G = C(ay,ay,...,a) una grdfica circulante de n vértices y sea
] ={*ai,+az,...,+a,}. Simax{ [|s|| : s € ]} < T, entonces G es una grdfica
bobina generalizada.

Demostracién. Se mostrard que G cumple las condiciones (i), (ii) y (iii), de
la definicién 4.1. Para la condicién (i), por definicién de grafica circulante,
Z,, actaa libremente en G y la descompone en 6rbitas G/Z,, = {G'}, con
G'=G :{xé,x},...,xll_]}.

Para la condicién (ii), sea T, la matriz cuadrada 1x1 con entrada T;; = J.
Como ] = —J, entonces T11 = —Tyq1, luego T es antisimétrica. Ademds, por
definicién de gréfica circulante, xg ~ x]-] siysblosij—ie]=T.

La condicién (iii), max{ [|s|| : s € J} < 5, se cumple por hipétesis.

Por el lema 4.3, para n > 25, la gréfica C,(1,3,6,7,8) es una grafica bobina
generalizada. Es por ello que los resultados que se presentan en la siguiente
seccién, también se aplican para dicha gréfica.

4.2 RESULTADOS GENERALES

SiSC Znyj€ Zn, en esta seccién se usard la notacién S +j, para denotar
al conjunto que resulta de sumar j a cada elemento de S, esto es: S+j =
{i+jeZy:ieS)

Puesto que la matriz de conexién cumple que Tqq = —Tqq, entonces Taq =
{xaj,£ay,...,£a;} € Z,,. Note que cada 6rbita G* es isomorfa a una
gréfica circulante Cy(ay, az,...,a;). Es por ello que el siguiente lema, es
fundamental para estudiar a los clanes de G.
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Lema 4.4. Sea C una completa de la grdfica circulante Cr,(aq, az,...,a,). Sea
] ={xaj,£az,...,£a,} C Z, ysea z € Zn \ {0}, tal que C = C + z, entonces
existe un s € J, tal que ||s|| > 3.

Demostracién. Sea x; un vértice de C. Por hipétesis C = C+zy como z # 0,
se tiene que Xxi;, también es un vértice de C, con x; # Xi4.. Por lo que
ICl > 2.

Dependiendo del valor de ||z|, se tienen dos casos: |z[| > 5 o [|z[| < 5.
Caso 1: ||z[| > 5.

Como C es una completa que contiene a los vértices x; y xi., se tiene que
Xi ~ Xit+z y por la definicién de gréfica circulante: (i+2z) —z =z € J. Por
lo que s =z, cumple que s € J y ||s|| = ||z]| > 5.

Caso 2: ||z|| < 3.
Como z € Z, \ {0}, existe un entero zy, con z = [z¢], tal que:

2]l = ||izol|| = 2o < g (4.2)

Sea I, el conjunto de indices de los vértices de C, es decir:
Ic={ieZ,:x;i€ChL

Por hipétesis C = C + z (igualdad de conjuntos), por lo que el mapeo
¢ : Ic — Ic, dado por ¢(i) =1+ z, es una biyeccién de I¢ en I¢ (es decir,
¢ es una permutacion). Por la definicién de ¢, para cualquier entero r > 0
se cumple que:

¢"(1)=(podo---od)(i) (v veces la composiciéon de )

=i+4+[r]-z con[r] € Z,.

Sea x € I¢, como [C| = |I¢c| > 2y z # 0, el principio del palomar implica
que existe un entero t, con 2 < t < |I¢], tal que ¢*(x) = x. Como también
se cumple que ¢'(x) = x+ [t] - z, entonces x = x+ [t] -z y por lo tanto
[t] - z = 0. De esto se tiene la siguiente cadena de implicaciones:

t]-z=1[t]-[zo) =[t-20)] =0 = t-zp =0 (mod n)
— existe un entero m > 1, tal que:

t-zop =mn.
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Como t-zp = mnyt > 2, existe un entero to, con 1 < to < t, tal que:

torz<mn (4-3)
(to+1Nz=n (4-4)

Por definicién, el piso |[tp/2]| es un entero. Como ty > 1, se tiene que
to # [to/2]. Por lo que los niimeros:

a=¢r/ 2 (x) =x+[[to/2]]-z2 y  B=d(x)=x+I[to] 2

cumplen que « # . Por la definicion de ¢, la completa C contiene a los
vértices xo y Xp, con xo # xg. Por lo que xg ~ xj y por definicion de
grafica circulante 3 — o € S.

Por lo que s = B — «, cumple que s € ]. Se mostrara que ||s| > 3.

Para reescribir a s en términos de su representante, se toma z = [z¢], con
lo que se obtiene:

s=PB—a=(x+[to] z) = (x+[[to/2]] - 2)
=x+[to] - z—x—[[to/2]] - z=[to] - z—[[t0/2]] - 2
= (Ito] = [[to/2]]) -z = [to — [to/2]] - z = [to — [to/2]] - [zo]
= [(to — [to/2]) - zol.

Luego sp = (to — [to/2]) - zo, es un representante de s, esto es: s = [sp]. Se
mostrard que sp < n. Como [to/2] > t°2_1 , entonces — [to/2]| < —t°2_1 , lo

cual implica que:

to— 1 to-z 1
Soz(to—Lto/ZJ)Zo<<to— 02 >z<>=02+2-zo.

Por las desigualdades 4.2 y 4.3, se tiene que zp < 3 y to -z < n, al sustituir
en la desigualdad anterior queda:

2 2 2 21\3 2 6 6 3
Por lo que sp < ny se puede aplicar la norma de Lee a s = [||so]|]. Como
|Is|| = min{n — s, so}, se tienen dos casos: la norma es ||s|| = sp 0 es
l|s]| =n —so.

Caso 2.1: la norma es ||s|| = so.

Como [%] < %, entonces —

ISR U )
Is1 =50 = (10~ | 3]
_(tot1=TN  (to+1) 20
- 2 o=\T )T

~ —

n

o
WV
VN

o+
o

|
NS
N———

N

o

I
N
|
N———

n

o
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Por la desigualdad 4.2, se tiene que zp < 3 , por lo que —zp > —%. Ademas,
por la desigualdad 4.4, to + 1 > n, de esto se obtiene:

to+1 zo. n 1/n n n 2n n
Isll > ( )ZO 272 2(3) 2 66 3

Caso 2.2: la norma es ||s|| = n — so.

Por la desigualdad 4.5, se tiene que sp < 3 , entonces —so > —=+, por lo
que:
2Zn n
s =n—so>n— 20 =0
De los casos 2.1y 2.2, se concluye que ||s|| > 3. O

Para el resto de esta seccion, G denota a una grafica bobina generalizada.
Se usaréd la notacion de la definicién 4.1, para denotar a los vértices, 6rbitas
y matriz de conexién de G.

Algunas notaciones adicionales se muestran a continuacion. Sea H una
subgréfica de G y sea r el total de 6rbitas de G. El conjunto de los indices
de los vértices de H, estd dado por:

I(H)={i€eZy:x{ € H,paraalguna 1 < a <1}

En particular, note que [[(HN G®)| = [HN G¢|. Por otra parte, sea j € Z,,
entonces H +j denota el conjunto de vértices que resultan de trasladar j
veces, a cada vértice de H, es decir:

H+j = {x{;:x{' € H).

Finalmente, si P y Q son subconjuntos de Z,,, se denotara con P — Q, al
conjunto de todas las diferencias entre los elementos de P x Q, esto es:

P-Q={p—qeZ,:pePyqeQl
Observe que -(P— Q) = Q —P y si P # &, entonces P — P # .

Teorema 4.5. Sea q un clan de G, entonces para todo k € Z,, \ {0}, se tiene que
q+kesunclande G, con q # q+k.

Demostracion. Sean x{ y x}’ vértices del clan q. Por definiciéon x{* ~ x}’ siy

solosij—1ié€ Tgp. Comoj—i=j—i+k—k=(j+k)—(i+Xk), se tiene
que x{* ~ x] siy solo si X, ~X; P« Luego q +k es una completa y por la
max1mahdad de g, g + k también es un clan.

Sea r el total de orbitas de G y sea ¢ = N G“. Observe que la orbita G es
isomorfa a una gréfica circulante con saltos | = Tqq. Entonces, si q¢ # &,
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por la contrapositiva del lema 4.4, la condicion max{[[s|| : s € Taa} < 3,
implica que q¢ # q“ +k, para todo k € Z, \{0}. Como q = U] _;qq, se
sigue que q # q + k, para todo k € Z, \ {0}. O

Lema 4.6. Sea q un clan de G, sean G* y GPY orbitas de G, entonces:
I(G*Ng) —1(G*Nq) C Tap.

Demostracion.

Sea s € I(qN G®) —I(qN G%), entonces existen vértices x{l,x}j € q, tales
que s = j —1i. Como q es un clan, se tiene que x{* ~ x]b, luego j —1i € Tqyp.
Por lo tanto I(qN G®) —I(qN G?%) C Tap. O

Teorema 4.7. Sea G una grdfica bobina generalizada, entonces K(G) también es
una grdfica bobina generalizada.

Demostracion. Se mostraran que K(G) cumple con la condiciones: (i), (ii) y
(iii), de la definicién 4.1, de gréafica bobina generalizada.

Para la condicion ().

Sea q« un clan de G, el resultado de trasladar i veces, los vértices de q,
esta dado por X = q« +i. Por el teorema 4.5, el conjunto X es un clan
de G y si X{,, = X{, para algtn z € Z,, entonces z = 0. De esto se
tiene que Z,, actua libremente en los clanes de G, por lo que existen clanes

R={q1,92,...,q¢}, tales que K(G) se descompone en t Orbitas:
K(G)/Zn ={K(G)',K(G)?,...,K(G)Y,

con K(G)* ={X{:1e€Zn}
Para la condicién (ii).

Para cada 6rbita K(G)%, tome el representante q, = X§. Los vértices de
cada clan g4, que estdn en la 6rbita G4, estdn dados por q§ = G N q«.
Los indices de q§, estdn dados por I§ = I(q%). Sea t el total de 6rbitas de
K(G) y sea 7, la matriz de tamafio t x t cuyas entradas se definen como:

|G/ Znl

Tep= (U (G-T).
k=1
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La matriz T cumple que:

|G/ Zyl G/ Zyl

Tep= U (-1 = U-(E-13)
k=1 =1
G/ Zyl

=-1J (@-1§) = —Tpa
1=1

Por lo que T es una matriz antisimétrica. Se mostrard que 7 es la matriz de
conexion de K(G).

Afirmacién 1: X ~ X].B = j—1€ Tup.

Como X = qu +1y X).[3 = qp +1, la condiciéon X{ ~ Xjﬁ’ implica que
X OXJ!3 = (qu +1) N (gp +j) # @. Por lo que existen vértices xi, € qu« y
xgd € qp, tales que x% ; = X%_H-. Luego ¢ = d y se cumple que:
a+i=b+j = j—i=a—b.
ComoaclI§=I(G°Nqus) ybe I‘é =1(G°Nqp), se sigue que:
|G/ Zn]
L k 1k
j—i=a-bels—I5C [(J (I§—1If)=Tup.
k=1

Afirmacion 2:j —i € Tap => X¥~XP.
Como j —1 € Typ, existe un entero 1 < ¢ < |G/Z,], tal que:

j—ie1S —15 =1(G°Nqu) — (G N qp).

De esto se tiene que existen vértices x§, € q« y X} € qp, tales que a —b =

. . < . . C _ d
j—1, por lo que a+1 = b+j y en consecuencia xg; = xp ;. Como

Xari €ati=X{yxg €qpt+i= X?, se tiene que X{"ﬁXjB # 7, luego
B

XE~ X5

Por la afirmaciones 1y 2, se tiene que X{* ~ Xj[3 siysolosij—ic Tup.

Para la condicién (iii).

Sea G¥ cualquier 6rbita de G y sea & un entero con 1 < « < [K(G)/Zy|, por
el lema 4.6, se cumple lo siguiente:

1K — 1§ = 1(G*Nqa) — I(G* Nqa) C Tik
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Luego:
1G/Zn] |G/ Znl
Tcxoc = U (I]& - I];) - U Tkk-
k=1 k=1

Por hipétesis max{ [|s[|: s € Taa } < 3, para 1 < a < |G/Z,| y por la
contencion anterior se obtiene que:

|G/ Zn|
max{ [[s||:s € Tqa } <max{ ||s]|:s € U Tk}
k=1

n
= max _{|[s:s€Taal}< 3.
1<a<|G/Zyl 3

Por los incisos (i), (ii) y (iii), se concluye que K(G) es una grafica bobina
generalizada. O

Observacion 4.8. Observe que en el teorema 4.7, en la condicién (i), también se
muestra que cada clan X§ € K(G), es un representante de la orbita K(G)* de
K(G).

Observacién 4.9. Sea IX = I(G* N Xg). Note que de acuerdo a la condicién (ii),
del teorema 4.7, la matriz de conexién T, de K(G), es de la forma:

|G/ Znl

‘Tocﬁ: U (IE_IE)/
k=1

Observacién 4.10. Note que en el teorema 4.7, al probar la condicion (iii), tam-
bién se demostré que para las matrices de conexion de T y T, de G y K(G), respec-
tivamente, se cumple lo siguiente:

|G/ Zn|
Taa € U Taa-
a=1

Por el teorema 4.7, todas las graficas iteradas de clanes K}(G) de G, también
son gréficas bobina generalizadas. La notacién que se usard con KYG), es
similar a la que se ha usado con G. Esto es, si 1 es el total de 6rbitas de
K}(G), entonces:

KH(G)/Zn = { (KY(G))', (KYG))?,..., (K'(G))),

son las 6rbitas de K(G) y X, denota el vértice j en la 6rbita «, es decir
X§ € (KY(G))*. La matriz de conexién de K*(G) se denotaré por T(K'(G)).
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Puesto que toda grafica circulante C, que cumple con las condiciones del
lema 4.3, es una gréafica bobina generalizada con matriz de conexién T,
una pregunta que surge al examinar las gréficas iteradas de C, es si puede
ocurrir que para alguna gréfica K*(C), alguna de sus 6rbitas (K*(C))%, tiene
un salto que no estd en C: esto es, existe un s € T(KYG))xa, tal que s ¢
T(C)11. El siguiente lema muestra que dicha situacién no ocurre.

Lema 4.11. Sea C = Cy(ay,ay,...,ay) una grifica circulante de n vértices, tal
que para | = {£ay,*az,...,+a,}, se tiene que max{ ||s|| : s € J} < 5. Para
i > 0y para cualquier 1 < o < [KY(C)/Zn, se cumple lo siguiente:

T(KNC)aa €T

Demostracién. La demostracion se hard por induccién sobre i. Si i = 0,
entonces K°(C) = C y por el lema 4.3, la matriz de conexién de C es de
tamafio 1 x 1, con T(C)y1 = J. Suponga que la afirmacién es verdadera
para i > 0. Por la observacién 4.10, para cualquier 1 < o < K¥H1(C)/Zn,
se tiene que:

IKH(C)/Znl

TK*T (e € | TKHO) qa-

a=1
Por la hipétesis de induccién, T(KY(G))aa €T, paral < a< KYG)/Znl, al
sustituir en la desigualdad anterior queda:

IKH(C)/Znl

TK*' (e € |J T=T.

a=1

El siguiente lema muestra que los saltos de la matriz de conexién, se for-

man de las diferencias de los indices, de todos los clanes representantes
X§ € K(G).

Lema 4.12. Sea X§ € K(G)%, sea I$ = [(GANXF) y I§ = I(GP NX§). Sea T
la matriz de conexién de G, entonces

IK(G)/Znl

Tab = U (Ilgc - I&) :

a=1
Demostracién. Por el lema 4.6, para todo 1 < « < |[K(G)/Z,|, se tiene que
Ig — 1§ C Tav, luego:

IK(G)/Znl IK(G)/Znl

U @-1%<c U Tao=Ta
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Para la otra contencion, sea s € Tqp y sean los vértices x§ € G y x? € GP.
Como s —0 = s € Tqp, se tiene que x§ ~ XE. Sea q un clan de G, tal
que q 2 {xg,x'g}. Como K(G) es una grafica bobina generalizada, existe un
j € Zn yunentero 1 < f <IK(G)/Zy,], tal que:

X

Ao

€ (K(G)P y xP =q.

Como Xg‘ = X].B —3j, los vértices xgﬂ- = x_c].‘ y xls’fj, son vértices de Xg’ . Por
lo que x5 € G*N Xg y x?fj €GP ﬂXg, luego:

(s —j) — (=) € (G* NX{) ~1(G* NXg) =1} — If.

Como (s —j) — (—j) =s—j+j =s, se tiene que:

[K(G
selg—15¢ | (15-1%)

)/ Znl
=1

&

El siguiente lema relaciona adyacencias en 6rbitas de K(G), con adyacentes
en Orbitas de G.

Lema 4.13. Si X{* ~ X{* en K(G), existe una érbita G* de G, tal que x{! ~ x' y

j
a _,a
x§ ~x5enG.

Demostracion. Sean Ty T, las matrices de conexién de G y K(G), respecti-
vamente. Como X{* ~ X]?", entonces j —1 € Ty«. Por la observacion 4.10, se

tiene que:
IG/Zn|

j*ieg‘cxoc g U Taa-
a=1
Por lo que existe 1 < a < |G/Zy], tal que j —1i € Tqq, lo que implica que los
vértices x?,x}’ € G, cumplen que x{* ~ xja. Como j —1i = -i — (-j), también

se cumple que x§ ~ x5. O

El siguiente teorema permite obtener completas en K(G), a partir de com-
pletas de G. Intuitivamente dicho teorema se puede visualizar de la si-
guiente forma (véase figura: 8): si se alinean los clanes representantes
qu = X§ € K(G), de la grafica G y si se dicha alineacién se eligen las
completas en una 6rbita (por ejemplo G!, que se muestra en color azul en
la figura 8), entonces en la grafica K(G), una completa se forma de "trans-
poner" e invertir las completas de dicha 6rbita (en la figura 8), la columna
en azul).
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Teorema 4.14. Sea 1 < a < |G/Zn|y sea I§ = (G NXE), con X§ € K(G),
para 1 < « < |K(G)/Zn|. Sea el conjunto de vértices de K(G), dado por:

[K(G)/Znl
Qu= |J XFex(G):ie-1g,

=1
entonces Qq es una completa de K(G).

Demostracion. Se mostrard que cualquier par de vértices de Qg, son adya-
centes. Sean X{* y Xjﬁ’ vértices de Qq, por definicién se tiene que j € —IE y
i € -1, que su vez implica que -i € -(-I§) = I§. Por lo cual:

j—ie (-I§ —(-I3) =13 —1§.

Por la observacion 4.9, se tiene que Ig —I§ C Tup, luego j —1i € Tap y por
lo tanto X{* ~ X].[3 . O
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Figura 8: Clanes representantes de G y K(G), para G



CONCLUSIONES

Este trabajo presenta resultados que aportan al estudio del problema de
caracterizar las graficas G, que maximizan a |K2(G)|. Durante el proceso
de investigacion, se hicieron multiples experimentos computacionales que
llevaron a formular la conjetura 2.36, que afirma que |K?(G)| se maximiza
cuando la gréfica G = G, (definicién 2.3). Puesto que la gréfica §,, es de la
forma G, = I + H = S(H) (es una suspension), esto nos llevo al estudio de
las propiedades de la segunda gréfica iterada de clanes de suspensiones
de gréficas, esto es: K2(S(G)).

Para analizar a las gréficas K2(S(G)), resultd muy util usar un concepto
nuevo de biclan y con ello el de grafica de biclanes B(G), con el cual se
obtuvo la caracterizacion B(K(G)) = K2(S(G)). Al estudiar las propiedades
de la gréfica de biclanes B(G), se lleg6 a una caracterizacién de las gréficas
G que maximizan a |[B(G)|. Se encontré que la gréfica G = G, es la gréfica
que maximiza a |B(G)|, lo cual es una evidencia mas de que la conjetura
2.36, puede ser cierta.

De los resultados antes mencionados y de los que se mostraron en la sec-
cién 2.3, creemos que para caracterizar a las graficas G que maximizan a
[K2(G)|, es esencial entender cémo cambia el nimero de clanes |[K?(G)|, con
respecto a la gréfica G’ que resulta de cambiar las adyacencias de dos de
sus vértices x,y € G, de tal forma que G’ =1, + G\ {x, y}.

Por otra parte, el uso de experimentos computacionales mostr6 ser de ex-
trema ayuda para formular o refutar afirmaciones, que fueron surgiendo
en el transcurso de este trabajo. Creemos que el uso de paquetes compu-
tacionales como es el caso de GAP [23] y YAGSI[8], facilita el explorar y
entender la estructura combinatoria de diversos problemas en teoria de
gréaficas. En particular, en este trabajo se usaron los paquetes computacio-
nales antes mencionados para estudiar graficas de clanes.

Otro problema que se estudi6 en este trabajo, fue el buscar una gréfica
G, tal que [K™(G)| = ©(a™), con a > 1. La estrategia usada como punto
de partida en este problema, fue el usar experimentos computacionales
para buscar una grafica con propiedades que sean de interés para la inves-
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tigacion. Esta es una estrategia general que creemos puede ser util para
estudiar otros problemas de gréficas.

Debido a que no es computacionalmente factible revisar a cada grafica del
espacio de busqueda de gréficas de n vértices, fue necesario usar un tipo
de heuristica que permitiera a los experimentos computacionales hacer una
busqueda mads dirigida, para encontrar una grafica de interés. Para los fines
de este trabajo, una heuristica basada en algoritmos genéticos dio resulta-
dos satisfactorios para encontrar una grafica G, que en los experimentos
cumple que [K™(G)]| tiene crecimiento exponencial. Dada una funcién f(n),
creemos que esta estrategia podria ser ttil también para buscar graficas
cuyo orden de crecimiento de |K™(G)|, sea [K™(G)| = O(f(n)).

Mediante una heuristica basada en algoritmos genéticos, se encontré que
experimentalmente la gréfica G = Cy(1,3,6,7,8), con n > 25, cumple que
K™ (G)| = ©(3™"/2), 1o que llev6 a plantear la conjetura 3.12. A fin de estu-
diar esta conjetura, se propuso la definicién de grafica bobina generalizada,
que resulté de analizar las propiedades de las gréficas iteradas de clanes
de C,(T1,3,6,7,8). Los resultados que se muestran en el capitulo 4, creemos
que podrian ser de utilidad para probar la conjetura 3.12. Sin embargo, adn
hace falta caracterizar la forma de los clanes de clanes de C.,(1,3,6,7,8).
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