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Capitulo 1

Introduccion

La modelacién matematica es el arte de traducir problemas de un area de apli-
cacion en formulaciones matematicas manejables cuyo analisis tedrico y numéri-
co proporciona informacién, respuestas y orientacién tutiles para la descripcion de
fenémenos reales. Este enfoque es el que nos lleva a tener interés muy especial en su
correcta aplicacién y estudio.

“El propésito principal de la modelacién estadistica es derivar de las observacio-
nes de un fenémeno aleatorio una inferencia sobre la distribucién de probabilidad
subyacente a este fendmeno. Es decir, proporciona un andlisis (descripcién) de un
fenémeno pasado, o algunas predicciones sobre un fenémeno futuro de una natura-
leza similar.” (Christian P. Robert, 1994)

El celebre estadistico George Box dijo “Todos los modelos estan equivocados” el
cual es un aforismo comun en estadistica; a menudo se toma como “Todos los mode-
los son incorrectos, pero algunos son ttiles”. Por lo general, se considera aplicable no
solo a modelos estadisticos, sino a modelos en general. El aforismo reconoce que los
modelos matematicos siempre estan y estaran fuera del alcance de las complejidades
de la realidad, pero ain asi pueden ser ttiles, y pueden ayudarnos a comprender co-
mo funciona el mundo a nuestro alrededor. En su sentido mas amplio, la modelacién
matematica es el proceso de tratar de describir matematicamente una situacion no
matematica.

El enfoque de esta tesis es similar al enfoque de lo que conocemos actualmen-
te como ciencia de datos. La ciencia de datos es un campo interdisciplinario que
involucra métodos cientificos, procesos y sistemas para extraer conocimiento o un
mejor entendimiento de la realidad guiada por datos en sus diferentes formas, lo
cual comuinmente se puede ver como la uniéon de varios campos de estudio, como lo
son la estadistica, la modelacion matematica y el computo cientifico.

Como varios de los campos de conocimientos estan surgiendo continuamente, la
importancia de la ciencia de datos también esta aumentando rapidamente. Su efecto
se puede observar en multiples sectores como la industria minorista, la salud, la
educacién y mas sectores de importancia en nuestra vida diaria.

Este trabajo combina varios campos de conocimiento como la estadistica ba-
yesiana y los métodos MCMC (Monte Carlo via Markov Chain), la modelacién
matematica mediante sistemas de ecuaciones diferenciales (en especifico, sistemas
de ecuaciones diferenciales no lineales). Asi como, el estudio en modelos de datos



circulares, y el computo cientifico mediante el lenguaje R, el cual es un entorno y
lenguaje de programacion con un enfoque al andlisis estadistico.

El objetivo general de esta tesis es el andlisis y comparacion de algunos métodos
numéricos MCMC que se emplean en la inferencia bayesiana, particularmente en el
caso donde las soluciones a los sistemas de ecuaciones diferenciales no son analiticas
o donde no se cuenta con una verosimilitud que describa la relacién entre los parame-
tros del modelo y la solucion del sistema. Asi ejemplificamos como la inferencia es
guiada por datos de soluciones numéricas de sistemas de ecuaciones diferenciales y
modelos de datos circulares, para asi poder lograr modelar el comportamiento de
fenémenos reales, basados en los datos.



Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo revisaremos los conceptos basicos del enfoque bayesiano de la
estadistica. También, presentamos los sistemas de ecuaciones diferenciales utilizados
utilizados en la modelacién determinista. Por 1ltimo, veremos la importancia de los
datos circulares y su modelacion.

2.1. Estadistica bayesiana

La estadistica es la rama de las matemaéaticas que estudia la variabilidad, asi
como el proceso aleatorio que la genera siguiendo las leyes de la probabilidad. En
la estadistica clasica se tiende a usar informalmente la probabilidad para expresar
informacion de cantidades desconocidas, sin embargo, este proceso se puede forma-
lizar. Matematicamente se ha demostrado la relacion que guarda la teoria de las
probabilidades con la teoria de la informacién (Shannon, 1948). Es la regla de Bayes
que nos provee de un método racional para actualizar nuestras conclusiones con base
a nueva informacién. El proceso inductivo de actualizacion via la regla de Bayes se
enmarca en lo que se conoce como inferencia bayesiana (Bernardo, J.M. & Smith,
A.F.M., 2007).

Los métodos bayesianos son herramientas de andlisis de datos que derivan de la
inferencia bayesiana. Ademas de su interpretacion formal, los métodos bayesianos
también permiten:

= Incorporar la informacién que el investigador tenga del problema, al analisis
formal de inferencia estadistica.

= Definir distribuciones de probabilidad para describir el grado de creencia sobre
los parametros de un modelo.

= Un analisis natural de la distribucion de la variable de respuesta en un modelo
a través de la distribucion predictiva.

Uno de los principales teoremas que se usa en la estadistica bayesiana es el
teorema de Bayes, el cual se describe a continuacién:



Teorema 2.1.1. (de Bayes.) Si A y E son eventos tales que P(E) # 0 entonces
la probabilidad condicional de A dado E se puede expresar de la siguiente forma:

P(EIA)P(A)

P(AIE) = =5

Este se puede generalizar al caso donde (Ajp, As, ..., A;) es una particién del
espacio de probabilidad 2. Asi:

P(B|A;)P(B)

P(Aj|B) = — .
> izt P(BlA;) P(Ay)

Con el teorema de Bayes, el proceso bayesiano de andlisis de datos puede ser
idealizado considerando las siguientes componentes. Supongamos que tenemos un
muestra aleatoria (y1, ..., y,), entonces:

1. Definimos la distribucion inicial (Rowe, D.B., 2002) del pardmetro 6 por medio
de p(0), donde es nuestra creencia de cémo se modela el pardmetro 6 segin
nuestros conocimientos previos. Este modelo jamas depende de la muestra.
(también conocido como distribucién a priori)

2. Definimos p(y|0) el modelo que creemos que explica de donde se obtiene el
valor y si conociéramos el verdadero valor de 6.

3. Con los dos elementos anteriores se obtiene la distribucion final (o posteriori)
de 0, p(0ly).

La distribucion final se obtiene mediante el teorema de Bayes:

p(y|0)p(0)

ply)

Conocemos ambos términos que estan multiplicando en el numerador, nuestro
problema es calcular la funcién p(y), pero ésta se puede escribir de la siguiente forma:

p(ly) =

p(y) :/ep(yW)p(H)d@.

Con lo cual obtendriamos:

p(0ly) = p(ylo)p(0)
Jo p(yl0)p(0)do

Es importante resaltar que la regla de Bayes no nos dice cuales deben ser nuestras
hipétesis antes de hacer inferencia bayesiana, eso depende tinicamente del investiga-
dor, pero si nos dice como deben de cambiar al tener nueva informacién.

Después de obtener la distribucion final, también debemos de revisar qué tan
bien se describe este modelo a nuestros datos, si tenemos conclusiones razonables
y que tan sensibles son nuestros resultados a las suposiciones qué hicimos desde el
principio. Lo anterior ya que el haber calculado la distribucion final no implica que
el modelo esté correcto o que todo lo que hayamos hecho esté bien, ya que bien
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podriamos modificar nuestras suposiciones de las componentes y obtener resultados
completamente distintos.

Una equivalencia a la ecuacion de la distribucion final se obtiene omitiendo
el factor p(y), ya que como no depende de € se puede considerar como un valor
constante, con la cual obtenemos:

p(Oly) o< p(y|0)p(0).

Lo anterior, ya que este denominador escala la densidad posterior para que sea
una densidad adecuada, siendo la densidad de muestreo proporcional a la funcién
de probabilidad. En otras palabras, el teorema de Bayes nos dice que la funcién de
probabilidad para la distribucion final es proporcional al producto de la distribucién
inicial y la funcién de verosimilitud. Asi:

p(0ly) < p(yld) x p(0).

Afortunadamente, el que la densidad posterior sea solo proporcional al produc-
to de la funcién de verosimilitud y a la distribucién inicial, no es generalmente un
problema en el analisis bayesiano. Sin embargo, siempre debemos de estar cons-
cientes del hecho que estamos trabajando con la proporcionalidad. Las funciones
de densidad a menudo necesitan tener una constante de normalizacion incluida pa-
ra hacer las funciones de densidad adecuadas, pero también debemos recordar que
esta constante de normalizacion solo tiene el efecto de escalar la densidad, no cam-
biar fundamentalmente las frecuencias relativas de diferentes valores de la variable
aleatoria.

La funcién de verosimilitud juega un rol muy importante en la inferencia baye-
siana, ya que es la funcién a través de la cual los datos y modifican los supuestos de
la distribucién inicial, razén por la cual se puede pensar como la representacién de
informacion de 6 de los datos.

Estos simples pero poderosos conceptos enmarcan las técnicas basicas de la in-
ferencia bayesiana, donde el punto de partida que es desarrollar un modelo p(8|y) y
poder resumir este modelo en formas apropiadas.

Antes de revisar mas el enfoque bayesiano, valdria la pena conocer antes la
siguiente definicién y teorema:

Definicién 2.1.1. (Intercambiabilidad) Sea p(yi, ..., y,) la funcion de densidad con-
gunta de Y1,....Y,. Si p(y1, s Yn) = D(Ynys -y Yn, ) para todas las permutaciones
T = (m1,....,m) de {1,...,n}, entonces Y1, ..., Y, son intercambiables.

La propiedad de intercambiabilidad esta estrechamente relacionada con el uso de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) en modelos
estadisticos. Una sucesién de variables aleatorias que son (i.i.d.), condicionadas a
alguna forma distributiva subyacente es intercambiable

Teorema 2.1.2. (De Finetti) Sea Y; € Y para todo i € {1,2,..}. Suponga que para
cualquier n, nuestro modelo para Yi,...,Y, es intecambiable:

P15 Un) = DYy oo Yry)-



para todas las permutaciones m de {1,...,n}, entonces nuestro modelo puede ser

escrito como:
PY1, s Yn) = / (Hp(yJ@)) p(6)do.

1

Para algin pardmetro 0, alguna distribucion inicial p(0) y modelo de muestro p(y|0).

La idea principal de esta definicion y teorema es que si Yi,...,Y, son iid y
0 ~ p() entonces Y7, ..., Y, son intercambiables. Si Y1, ..., Y,, son intercambiables y
muestreados de una poblacion finita sin reemplazo, entonces se pueden modelar de
forma aproximada como condicionalmente i.i.d. (Diaconis y Freedman, 1980). Esto
da una mayor flexibilidad con las muestras que trabajaremos con los experimentos
computacionales.

2.1.1. Distribucion inicial.

Una propiedad bésica de una funcién de densidad de probabilidad f(z) es que su
integral sobre todo su dominio vale uno. En muchos casos, hay distribuciones iniciales
que no necesariamente integran uno, cuando este es el caso, la distribucion inicial
se llama: distribucion inicial impropia. Los estadisticos a veces usan distribuciones
iniciales impropias como distribuciones iniciales no informativas.

Distribuciones finales obtenidas de distribuciones iniciales impropias deben de
interpretarse con cuidado, siempre se debe verificar que la distribucién final tiene
una integral finita.

Una de las interpretaciones mas bésicas que pueden darse a las distribuciones
iniciales, es la interpretacién de la poblacién, la distribucién inicial representa una
poblacién de posibles valores de los parametros, de los cuales se ha extraido el 6
de interés actual. En el estado mas subjetivo de interpretacion del conocimiento,
el principio es tal que debemos expresar nuestro conocimiento (e incertidumbre)
sobre # como si su valor pudiera considerarse como una realizacién aleatoria de la
distribucién inicial.

Cuando la informacién previa sobre el modelo es demasiado vaga o poco confia-
ble, la derivacién de la distribucion inicial es obviamente imposible. Otras razones
(demoras, prohibiciones de costos, falta de comunicacién entre el estadistico y el
tomador de decisiones, etc.) pueden explicar la ausencia de una distribucién inicial
bien definida. Ademas, los requisitos de objetividad pueden forzar al estadistico a
proporcionar una respuesta con el menor aporte subjetivo posible, para basar la
inferencia solo en el modelo propuesto.

Hay varias formas de clasificar las distribuciones iniciales:

1. Distribucion inicial conjugada. La familia conjugada es matematicamente
conveniente porque la distribucién final sigue una forma paramétrica conocida.

La conjugacion se define formalmente de la siguiente manera:

Definicién 2.1.2. Si F' es una clase de distribuciones de muestreo p(y|0) y P
es una clase de distribuciones iniciales para 6, entonces la clase P es conjugada
para F si la distribucion final p(8ly) € P para toda densidad p(y|f) € F y
distribucion inicial p(f) € P.



El aspecto automatizado de las distribuciones iniciales conjugadas es simultdanea-
mente una ventaja y un problema. Se ha argumentado que este es un enfoque
objetivo, donde la entrada subjetiva se reduce a la eleccion de los hiperparame-
tros. El hecho es que la objetividad es un concepto dificil de definir por lo que
se puede optar, en el mejor de los casos y sin preferencia, por cualquier otra
distribucién inicial, pero con el mismo nimero de hiperpardmetros. Ademas,
las distribuciones iniciales conjugados no son necesariamente las distribuciones
iniciales més robustas y, a partir de este punto de vista, se podrian preferir dis-
tribuciones alternativas, si el objetivo es minimizar la influencia de la eleccion
de la distribucién inicial.

El Apéndice 2 del libro de Bernardo, J.M. & Smith, A.F.M. (2007) es un re-
sumen donde al escoger distribuciones iniciales conjugadas que proponen, nos
proporcionan la distribucién final y la actualizacion de sus parametros. Defini-
tivamente, la eleccion de las distribuciones iniciales conjugadas debe facilitar
el computo, pero no es garantia que sea lo mas adecuado para el problema
concreto que estemos resolviendo.

Distribuciones iniciales no informativas. Se supone que una distribucién
inicial debe de representar el conocimiento sobre los pardmetros antes del resul-
tado de un experimento. El diseno de un experimento es conocido y controlado
pero, en el andlisis estadistico de los resultados, el problema principal es como
seleccionar una distribucion inicial que proporcione poca informacion relativa
a lo que se espera que proporcione el experimento.

Una distribucién inicial localmente uniforme puede considerarse no informati-
va sobre los parametros. Es importante tener en cuenta que uno nunca puede
estar en un estado de completa ignorancia. Si decimos que tenemos poco co-
nocimiento a priori sobre un parametro relativo a la informacién, se espera
que sean provistos por los datos. Histéricamente, Laplace fue el primero en
utilizar técnicas no informativas ya que, aunque no tenfa informacién sobre el
nimero de bolas blancas en el urna o la proporcion de nacimientos masculinos,
eligié una distribucién inicial sobre estos parametros que tomaba en cuenta su
ignorancia y le dio la misma probabilidad a cada valor del parametro, es decir,
us6 una distribucién inicial uniforme.

Distribucién inicial de Jeffreys. Jeffreys propone un enfoque intrinseco
que de hecho obvia la necesidad de tener en cuenta una posible estructura de
invariancia. La distribucion inicial de Jeffreys no informativa se basan en la
informacion de Fisher dada por la siguiente esperanza matematica:

1(0) = Ey (91(’%6—‘2(549))2

En el caso unidimensional, también es conocida como la cota inferior de Cramer-
Rao. Bajo condiciones de regularidad, esto se puede escribir de la siguiente
manera:
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10) = —F, {M} |

062

La distribucion inicial de Jeffreys se define como:

7 (0) o< IY2(8).

Definido bajo una constante de normalizacién cuando 7* es una distribuciéon
inicial propia. En el caso multidimensional, el enfoque no informativo de Jef-
freys puede conducir a incoherencias o incluso paradojas y debemos enfatizar
que Jeffreys enfatizaba principalmente el uso de estas distribuciones en el ca-
so unidimensional. Sin embargo, su método proporciona una de las mejores
técnicas automatizadas para derivar distribuciones iniciales no informativas.
Ademads, a menudo es relacionado con algunos estimadores clésicos (Jeffreys,
1961) y (Robert E. Kass, 1996).

En esta tesis se trabajo principalmente con distribuciones iniciales no informa-
tivas, ya que reflejan el caso general donde el investigador desconoce el comporta-
miento de los parametros.

2.1.2. Aproximaciones numéricas.

Nuestro interés es obtener la distribucién final, en donde no podemos omitir el
célculo de la constante de normalizacién. Especificamente, dado un modelo p(y|0)
y una distribucién inicial p(6), el punto de partida para todos los resimenes de
inferencia posteriores es la distribucion final:

_ pyl9)p(9)
POW) = T Bp(e)de

Para su célculo tenemos dos opciones, cuando p(f|y) es intratable analiticamente:

1. Integracién numérica del denominador

2. Aproximaciones via muestreo estocdstico (métodos de simulacién, procesos
estocdsticos, etc.) como el de aceptacién y rechazo, o incluso algoritmos como
el Metropolis-Hastings. Con una muestra de la distribuciéon final se pueden
encontrar medias u otras cantidades de interés, y aproximaciones a la funcién
de densidad de la distribucién final.

En el caso de integraciéon numérica, generalmente se reducen al calculo de una
relacion de dos integrales. La clave técnica para la implementacion de la solucién for-
mal dada por el teorema de Bayes, para la probabilidad especificada y distribuciéon
inicial, es la capacidad de realizar una serie de integraciones. Primero, necesitamos
evaluar el denominador en el teorema de Bayes para obtener la constante de norma-
lizacién de la distribucion final, entonces necesitamos integrar sobre componentes
complementarios de 6, o transformaciones de #, para obtener densidades marginales
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(univariadas o multivariadas). Generalmente la integracién numérica es muy com-
plicada de aplicar puesto que como # puede ser un vector de dimensiones altas, los
métodos actuales de integracién numeérica no son suficientes para resolver el proble-
ma, lo cual nos deja con una sola opcion, la aproximacion via muestreo estocastico.
Algunos métodos para el muestreo estocastico de la distribucién final son:

1. Muestreo por importancia.

El enfoque de muestreo por importancia para la integracion numérica se basa
en la observacion que si f es una funcion y ¢ es una funcién de densidad de

probabilidad, entonces:
/f(x)dx:/ [%1 g(x)dx.

Esto sugiere que el enfoque estadistico de generar una muestra a partir de la
distribucién de la funcion g- referida en este contexto como la distribucion de
muestreo por importancia - y usando el promedio de los valores de la relacién
f/g como un estimador insesgado de [ f(z)dz. Sin embargo, la varianza de
dicho estimador depende claramente de la eleccion de g, por lo que es deseable
elegir g para que sea “similar” a la forma de f.

2. Remuestreo por importancia

En lugar de usar solo el muestreo por importancia para estimar integrales y, por
lo tanto, calcular constantes, también podemos explotar la idea para producir
muestras simuladas de distribuciones finales o predictivas. Rubin (1988) se
refiere a esta técnica como Sampling-Importance-Resampling (SIR).

3. Algoritmo de aceptacion y rechazo

El muestreo de rechazo es una técnica bésica utilizada para generar observacio-
nes a partir de una distribuciéon. También se le llama comtinmente el método
de aceptacion-rechazo o “algoritmo de aceptacién-rechazo” y es un tipo de
método de simulacion exacto. El método funciona para cualquier distribucién
en R™.

El muestreo de rechazo se basa en la observacion de que para muestrear una
variable aleatoria en una dimensién, se puede realizar un muestreo aleatorio
uniforme del grafico cartesiano bidimensional y mantener las muestras en la
regién debajo del grafico de su funcién de densidad. Esta propiedad se puede
extender a las funciones de dimensién m.

Supongamos que queremos simular observaciones de f(z) funcién de densidad,
con dominio en (a,b) y f(z) € [0,k] Va € (a,b), entonces el algoritmo sigue
los siguientes pasos:

a) Generar X ~ U(a,b)

b) Generar Y ~ U(0,k)

¢) Aceptar aquellos valores de X si Y < f(z)
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d) Regresar al primer paso

Aunque el método original depende de densidades uniformes, se puede modi-
ficar para utilizar otras funciones de densidad g(z) donde f(z) < kg(z), esto
da a lugar que k = méx (f(z)/g(x)). El algoritmo resultante es:

a) Generar u ~ U(0,1)
b) Generar X ~ g(x)

)
)

¢) Aceptar aquellos valores de X si u < f(x)/kg(z)
)

d) Regresar al primer paso

Aunque es un método basico, la probabilidad de aceptacion en el segundo
algoritmo es 1/k. Si k toma valores grandes tendriamos que simular muchos
valores para solo aceptar unos cuantos, lo cual lo vuelve en ocasiones un método
muy ineficiente.

. Métodos de Monte Carlo via cadenas de Markov

Una de las mayores ventajas del enfoque bayesiano es la flexibilidad de mode-
lado a través de de las cadenas de Markov via Monte Carlo (MCMC). Ulam
y Metropolis superaron el problema de no conocer la constante de normaliza-
cién de la distribucion final al construir una cadena de Markov para la cual la
distribuciéon deseada sea la distribucién estacionaria de la cadena de Markov.
Entonces solo necesitaban simular la cadena de Markov hasta que se lograra la
estacionariedad. Con este fin, introdujeron el algoritmo Metropolis (Hastings,
1970) y (Metropolis, 1987). Posteriormente se generalizé con el algoritmo de
Metropolis-Hastings algoritmo (1970) y el muestreo de Gibbs de Geman y
Geman (1984).

La idea clave es muy simple. Supongamos que deseamos generar una muestra
de un distribucién posterior p(f|x) para §# € © C R* pero no se puede hacer
directamente. Sin embargo, supongamos que podemos construir una cadena
de Markov con espacio de estado O, simple de simular y cuya distribucién de
equilibrio es p(f|z). Si entonces podemos ejecutar la cadena durante mucho
tiempo, los valores simulados de la cadena se pueden utilizar como base para
resumir las caracteristicas de la distribucion final de interés, esto gracias a la
convergencia de la distribucion de equilibrio. Para implementar esta estrategia,
simplemente necesitamos algoritmos para construir cadenas con distribuciones
de equilibrio especifico.

En condiciones de regularidad adecuadas, existen resultados asintoticos que
aclaran el sentido en el que la muestra generada de una cadena con distribucién
de equilibrio p(#|x), y se puede utilizar para imitar una muestra aleatoria de
p(0]x) o para estimar el valor esperado, con respecto a p(6|z), de una funcién
g(x) de interés.

El método de Monte Carlo, se basa en un muestreo aleatorio y su implementa-
cién no requiere un profundo conocimiento de calculo o analisis numérico. Sea
0 un parametro de interés y sean yi, ..., y, valores numéricos de una muestra
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de una distribucién p(y|€). Supongamos que muestrearamos algunos S valores
de 0 independientes y aleatorios de la distribucién final p(0|y1, ..., yn):

o .. 00

~ad.d pOlyl, ..., Yn)-

eey

Luego, la distribucién empirica de las muestras {#1), ..., %)} aproximaria a
p(0|y1, ..., Yn), con la aproximacién mejorando con el aumento de S. La distri-
bucién empirica {1V ..., 09} es conocida como una aproximacién de Monte

Carlo a p(0|y1, ..., Yn)-

Algunos de estos métodos son:

a) The Gibbs Sampling Algorithm

b) The Metropolis-Hastings algorithm

¢) The Robust Adaptive Metropolis (RAM)

d) The Hamiltonian Monte-Carlo Algorithm (HMC)
e) Approximate Bayesian Computation (ABC)

En esta tesis se trabajaran con los tltimos tres métodos.

2.1.3. Intervalos de probabilidad

A veces es necesario dar ademas regiones de valores de 0; es decir, subconjuntos
D del espacio de parametros © donde € debe estar con alta probabilidad.

La formulacién bayesiana donde 6 tiene una probabilidad dada de pertenecer
a una regién fija D es mas atractivo que la interpretacion frecuentista donde una
region aleatoria D tiene una probabilidad de contener el pardmetro desconocido 6.
Esta es una mas de las ventajas que ofrece la estadistica bayesiana sobre la estadistica
clasica. El paradigma bayesiano propone una nocién de regiones de probabilidad que
es més natural que su contraparte frecuentista, la notacién P(6 € D) es significativa.

Definicién 2.1.3. Para una distribucion p,se dice que un region D es a-creible si:

P@ e D|z)=1-a.

Esta region es llamada un HPD «-creible (Highest posterior density, region de mdxi-
ma probabilidad, denotada por D*) si cumple las siguientes condiciones:

» POeD)=1-aqa.
w Si6y € D* yby £D* entonces p(61]y) > p(62y).
Se prueba que de todas la regiones de tamano 1 — «, D* es la de menor volumen.

Notemos que cuando usamos P(f € D|z) = 1—q, se refiere a la distribucién final,
es decir, utilizamos la distribucién final para encontrar los intervalos de credibilidad,
pero la segunda parte de la definicién asegura que esta sea éptima, en el sentido de
que al considerar solo las regiones HPD se minimiza la longitud de los intervalos de
credibilidad « y, por lo tanto, se pueden obtener soluciones éptimas en una toma de
decisiones.
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Figura 2.1: En esta figura se muestra la diferencia entre dos intervalos de credibilidad
al 90 %. Sin embargo solo el de menor longitud es la regién de méxima probabilidad;
pues minimiza la longitud del intervalo de credibilidad.

2.1.4. La distribucién predictiva.

Una caracteristica importante de la inferencia bayesiana es la existencia de una
distribucién de predicciéon para nuevas observaciones. Como el objetivo es hacer
predicciones entonces se sigue el mismo razonamiento que se empleo para la distri-
bucion final, podemos observar que la funcién de distribucién de y dado una muestra
aleatoria D, = (y1, .., yn) seria:

piD) = [ FiOpOID, )b
Donde:
= f(y|#) es la funcién de densidad de nuestra muestra.
» p(0]|D,,) es la distribucién final.

A esta funcion se le conoce como distribucion predictiva final. En muchas situa-
ciones de inferencia bayesiana, podremos tomar muestras de p(8|y1, ..., yn) ¥ p(y|6),
pero para p(y|D,,) serd demasiado complicado tomar muestras directamente. En es-
ta situacion, podemos generar muestras de la distribucion predictiva final igual que
se hizo con la distribucion final, indirectamente usando procedimientos de Monte
Carlo.

El uso de los métodos de Monte Carlo estd muy extendido en estadistica y
modelacién matematica en general. Rubinstein y Kroese (2008) explican los métodos
de Monte Carlo para una amplia variedad de problemas estadisticos, y Robert y
Casella (2004) muestran més aplicaciones bayesianas.

Guttman (1967) y Rubin (1984) sugirieron utilizar la distribucién predictiva
final para evaluar el ajuste del modelo, y ahora es una practica comtin. En algunos
problemas es 1util evaluar la bondad de ajuste utilizando funciones que dependeran
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de los parametros y de los datos pronosticados. Esto se discute en Gelman et al.
(1996) y mas recientemente en Johnson (2007)

2.2. Modelos basados en sistemas de ecua-
ciones diferenciales

Desde hace siglos, la modelacién matematica ha tenido como objetivo participar
de la generacion de nuevo conocimiento, por lo que ha sido una parte esencial del
método cientifico. Por otra parte, las leyes de la fisica estdan basadas en experimen-
tos u observaciones que generalizan y abstraen rasgos o patrones de los fenémenos
naturales. Bajo condiciones particulares dichas leyes adoptan la forma de modelos
matematicos concretos y, cominmente, si el proceso es continuo, se expresan como
ecuaciones diferenciales; lo cual es un legado del pensamiento cientifico del Siglo
XVII con Newton y Leibniz como sus mejores representantes. Actualmente, la mo-
delacién es intrinsecamente multidisciplinaria ya que, practicamente, se desarrolla
en todas las ingenierfas, la fisica, la biologia, la quimica, la economia, la misma
estadistica y las matematicas y en otras ciencias. Las ecuaciones diferenciales son
de los modelos matematicos mas usados y estudiados en las aplicaciones. Dichas
ecuaciones son modelos locales en el sentido de que expresan la dependencia de las
variable de estado y sus derivadas en un punto dado. Otra caracteristica tipica de
las leyes asi expresadas, es que son causales: las condiciones posteriores dependen
de las previas. La localidad y causalidad son caracteristicas asociadas a lo que se co-
noce como problemas directos. Por otro lado, los problemas inversos frecuentemente
son problemas no locales y no causales, lo cual contribuye a su inestabilidad en la
bisqueda de solucién (J. Kaipio and E. Somersalo, 2005).

En términos de las ecuaciones diferenciales, un tipico problema a resolver es el
de walores iniciales. El problema directo es relativamente estable y se puede alcan-
zar suficiente precision en las predicciones de modelo, basta con tener informacién
suficiente y precisa de las condiciones iniciales y de los valores paramétricos del sis-
tema. En cambio, en el problema inverso, para determinar las condiciones iniciales
(u otros pardmetros) del sistema dado un muestreo de la solucién del mismo siste-
ma o datos, nos puede conducir a situaciones no causales: puede que haya varias
condiciones iniciales que nos puedan reproducir las observaciones o datos. Esto es
un problema serio que requiere una anélisis cuidadoso de la informacién (datos) que
tenemos a nuestra disposicién. Precisamente, el esquema de la teoria de inversion
bayesiana nos resuelve de forma sistematica el problema inverso, de tal forma que
toda la informacién disponible la incorporaremos apropiadamente en los modelos.
Justamente esto ultimo es el tema central de la tesis y se desarrolla en los Capitulos
3y4.

En la literatura se reportan, de forma artificial pero til, dos tipos de modelacién
matematica:

1. La modelacion determinista implica un modelo donde no hay eventos aleato-
rios, esto quier decir, que al ingresar los mismos datos de entrada el resultado
va a ser siempre el mismo.
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2. La modelacion estocdstica implica un modelo en el que los eventos aleatorios
se toman en cuenta, esto quiere decir, que al ingresar los mismos datos de
entrada el resultado va a ser diferente.

En nuestro trabajo de tesis vamos a considerar sistemas de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de primer orden y deterministas, cuya tnica variable independiente
serd el tiempo t. Las ecuaciones diferenciales son modelos adecuados para describir
tasas de cambio de variables de estado. Las ecuaciones incorporan relaciones mecani-
cistas entre las variables de estado y estan sujetas a condiciones iniciales y dependen
de parametros de interés.

En general, se tiene un sistema de dimension n donde:

1'/1 = fl(t,$1, ...,l'n)

xIQ = f?(trfla ...,$n>

’

x, = fult,x1, ..., 2y)
Asi, usando notacion vectorial de la siguiente manera:

r = (21, ..., 2,)"

Fta®) = (it o), .. fult,2)"
Entonces, la forma general de un sistema de ecuaciones y de primer orden se
puede expresar como:

o' = f(t,x())
El orden de un sistema de ecuaciones diferenciales es el orden de la mayor deri-

vada que aparece en el sistema.
El problema de valores iniciales para un sistema de dimensién n

/
o = f(t,x(t))
consiste en encontrar n funciones z(t) = (z1(t), z2(t), ..., z,(t))T que sean solucién
del sistema y cumplan una determinada condicién inicial z(tg) = zo. El problema
de condiciones iniciales lo escribiremos de forma similar a como lo haciamos para el
sistema de ecuaciones:

I __
o' = f(t,x(t))
I(to) =Ty
Si cada una de las funciones f; son lineales, entonces el sistema se llama lineal,
y existe mucha literatura sobre como resolver este tipo de sistemas.
En esta tesis en especifico trabajamos con sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias no lineales, aunque la metodologia puede ser utilizada para sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales.
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2.2.1. Soluciones numéricas

Resolver sistemas de ecuaciones no lineales aparece frecuentemente en la mo-
delaciéon matematica. El problema de la existencia y la unicidad de soluciones de
este tipo de problemas depende fundamentalmente de las propiedades de la fun-
cién f(t,z). En particular, se requiere que f sea continua respecto a t y Lipschitz
continua respecto a .

Los métodos numeéricos son procedimientos utilizados para encontrar aproxima-
ciones numeéricas a las soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Su
uso también se conoce como integracién numeérica, aunque este término a veces se
toma para significar el calculo de una integracion. Muchas ecuaciones diferenciales
no pueden resolverse analiticamente, sin embargo, una aproximacion numérica a la
solucion suele ser suficiente para la modelacion matematica.

Los siguientes algoritmos pueden usarse para calcular tal aproximacion:

1. Método de Euler

2. Método de Euler modificado (o mejorado)
3. Método de Heun (o del trapecio)

4. Método RK2 6ptimo

5. Método de Runge-Kutta clasico o RK4

Particularmente, el integrador predeterminado para la soluciéon numérica de sis-
temas de ecuaciones diferenciales utilizado por el paquete “desolve” de R es: “lIsoda”.
La funcién R Isoda proporciona una interfaz para el solucionador FORTRAN ODE
del mismo nombre, escrito por Linda R. Petzold y Alan C. Hindmars (2003). El
trabajo lo realiza la subrutina Isoda de FORTRAN, cuya documentacion se debe
consultar para obtener mas detalles. lsoda se diferencia de los otros integradores
(excepto lsodar) en que cambia autométicamente entre métodos rigidos (stiff en
inglés) y no rigidos. Esto significa que el usuario no tiene que determinar si el pro-
blema es rigido o no, y el solucionador elegira automaticamente el método apropiado.
Siempre empieza con el método no rigido.

En matematicas, un sistema rigido es una expresién que esta mal condicionada
y, por lo tanto, para resolverla los métodos numéricos son inestables para la cual
ciertos métodos numeéricos para resolver la ecuacion son numéricamente inestables, a
menos que se considere que el tamano del paso es extremadamente pequeno. La idea
principal de la rigidez en las ecuaciones se centra en algunos términos que pueden
conducir a una rapida variacién en la solucién (Brenan, K. E., 1996).

2.3. Datos Circulares

Los datos circulares pueden surgir de varios enfoques cientificos, hasta la biologia
y geologia, como el movimiento del viento, direccion del movimiento del océano o
animales e incluso direcciones de salida; es por eso que su andlisis y estudio es
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importante. La naturaleza especial de los datos circulares implica que no se pueden
aplicar los métodos convencionales adecuados para el analisis de datos lineales.

En particular para empezar a trabajar con los datos circulares, demostraremos
las siguientes dos proposiciones:

Proposicién 2.3.1. Sea Y un vector aleatorio con distribucion No(p, 1), si se define
la transformacion:

y =r(cosf,senf) = rv’

donde 0 € (0,27] y r € RT. Entonces, la funcién de densidad conjunta de la trans-
formacion (r,0), esta dada por:

f(r,0lp, 1) =r Cg d? exp(—3d*r? + d*br)

donde d* =v'v =1, b= 28 =1 (pues v'v = cos® 0 +sen’d = 1) y:
o SP(—ap'n)
0 2mv'v

Utilizaremos el teorema de cambio de variable a continuacién para la proposicién
anterior:

Demostracion. Sea la transformacién de coordenadas polares g(r, 0) = (rcosf,rsen ),
su jacobiano es:

cos) —rsend

=rcos®d+rsen’f =r
senf rcosd

J(g(r,0)) =

Por lo tanto:

falwD = [ rfreostrsendu = [ g0l
R+ x [0,27) R+ x[0,27)

Entonces sea rv = r(Cos, Send)':

fOr,0lp, 1) =r

1
(2m) 2

1 1
f(r,0|p,I) = r% exp (—Q(rvllrv 2rv' Ty + I,u)

exp (~5r0 = 10 =) )

1 1 1
f(r0lp, I) = % exp <—2T Vv + ' — 5” u)) = 2L exp (—57“2 + 7o' — 5#’#)) :

Ahora vamos a sustituir los valores que tenemos en el resultado, para observar
que tienen el mismo valor:
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f(r,0lu, A) =r Cs exp (—%r2 + br)

exp(—Lu 1
:r—p( 2#1) exp [ —=r* + r'p
2m 2

r 1 2 _|_ / 1 /
=— exp|—=r o' — = :
or P\ 73 AL

Que es el mismo resultado que obtuvimos en la primera parte de la demostracion,
con lo cual obtenemos que:

1
f(r,0lp,I) =1 Cs exp (—57“2 + br) :

Por lo tanto la proposicion queda demostrada, pero una forma mas sencilla de ob-
servar la funcién de densidad seria:

r 1 1
Oy, I) = — oy = gl ).
fr0lu 1) = o exp( 57+ e 2uu>

O

Proposicién 2.3.2. Bajo las mismas condiciones de la Proposicion (2.5.1), la fun-
cion de densidad del angulo aleatorio ©, esta dada por:

P(O|u, 1) =[5~ f(r,0]p, dr = Co[L + 5755®(db)] L0,2m)(0)

donde d, b y Cg son como en la proposicion anterior. ®(.) y ¢(.) denotan las fun-
crones de distribucion y de densidad de una normal estindar, respectivamente.
A la densidad NP0\, I) se le conoce como distribucion normal proyectada.

Demostracion. Como se vio en la proposicién anterior, como d? = 1 entonces, sea:

o) = —=e %
= e

21
y también

1
d(b) = —
m-—/

entonces:

PO\u, I) / J(r, 0], I)

Por medio de la integral por partes, tenemos u = exp{br} y dv = rexp {—%7"2}, y
dejando el termino Cy afuera, tenemos:
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NP@O|u,I)/Cs =wv —/ vdu
0

1, o 1
:—exp{br——TQ} +/ b exp{——rQ—i—br}
2 J, 0 2
=1+ b exps —=r“+0br;.
0 2

Completando el binomio cuadrado en el exponencial de la integral, obtenemos:

B 00 (T’—b)Q b2
—1+/O bexp{ 5 —1—2 .

Y esto se puede escribir de la siguiente forma:

=1+bV2r exp{b;}/boo\/z_wexp{—u;}du:l%—b%.

Por lo tanto:

NP, I) = Cg {1 + %@(b)] Li0.0m)(0).

O]
Una vez obtenida la distribucién de la normal proyectada N P(0|u, ) podemos

realizar inferencia bayesiana para los datos circulares de la forma 6 € (0, 27| usando
métodos de simulacién estocastica.

Proposicién 2.3.3. Bajo las mismas condiciones de las proposiciones anteriores,
la funcion de densidad condicional de R dado © esta dada por:

r exp(—% [r? — 20br])
9, ,I == I oo

Demostracion. Se sigue el célculo de las probabilidades condicionales:

P(A,B
P(A|B) = P
entonces:
f(r,0lp, I)
O, pul)=—-——"—""2+
f(r| 7/’[‘7 ) NP(9|ILL7_[)
por lo que:

r Cs exp (—ir% +br) T exp (=1 —2br])

Coll + 50520)] 1+ 5552(0)

frl0,p, I) =

Pero recordando que d? = 1, entonces tenemos:
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r exp (—%[rz — 2br])

1+ 565 (0)

Donde b = v’ por lo tanto la proposicién queda demostrada.

f@rl0, p, 1) =
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Capitulo 3

Metodologia

En este capitulo revisaremos varios algoritmos MCMC que existen en la litera-
tura, en particular revisaremos los tres métodos MCMC de interés para esta tesis,
los cuales son: RAM, HMC y ABC.

3.1. Métodos de Monte Carlo via cade-
nas de Markov

Como ya se menciono en el Capitulo de preliminares, los métodos MCMC tienen
varias ventajas para la inferencia estadistica bayesiana. Sin embargo, existe una
gran variedad de algoritmos, cada uno con sus propias ventajas y desventajas, por
lo cual debemos de tener cuidado en decidir que método es mas apropiado para cada
problema. Sea nuestra distribucion final el producto de la funcién de verosimilitud
por la distribucion inicial:

p(0ly) o p(yl) x p(0)

3.1.1. El algoritmo Metropolis

Sea p(fly) una densidad objetivo el algoritmo Metropolis requiere la eleccién de
una densidad propuesta ¢ también llamada densidad de transicion. La transicion del
valor de la cadena de Markov 6(t), en el momento ¢ y su valor en el tiempo ¢ + 1,
procede mediante el siguiente paso de transicion:

Algoritmo 1: Metropolis
Dado que 0(t) = 6;,
Generamos 0* ~ ¢(66,),
Sea:

a = min (l,pw ]y)) ,
p(Ocly)
| 8" con probabilidad «
ot+1)= { 0, con probabilidad 1 —«a

Entonces:
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Desde hace mucho tiempo se reconoce que la eleccién de la densidad ¢ es crucial
para el éxito (por ejemplo, rapida convergencia) del algoritmo de Metropolis, claro
la mejor eleccién seria la distribucion objetivo pero esta implicito que no podemos
usar esta distribucion. El caso mas comun es el algoritmo de Metropolis simétrico de
caminata aleatoria (Random Metropolis Walking, RMW) en el que se da el valor de
la propuesta por 6,1 = 0,4+ Z, 11, donde los incrementos Z,, son i.i.d. de alguna dis-
tribucién simétrica fija (normalmente N (0, c?)), pero esto puede arrojar problemas,
puesto que si 0 es muy pequeno la convergencia tardaria demasiado e implicaria
un mayor costo computacional, y si ¢ es muy grande, los valores propuestos seran
rechazados.

3.1.2. El algoritmo de Metropolis-Hastings

La principal diferencia entre el algoritmo Metropolis y el algoritmo Metropolis-
Hastings (Hoff, Peter D., 2009) es que el algoritmo Metropolis-Hastings asociado
a una densidad objetivo p(f]y), es que no tiene el requisito de que la distribucién
propuesta ¢ sea simétrica, lo cual implica que el cociente adicional en el calculo de
a, corrige cualquier asimetria de la distribucion propuesta ¢. La transicion del valor
de la cadena de Markov 6(t), en el momento ¢ y su valor en el tiempo t + 1, procede
mediante el siguiente paso de transicién:

Algoritmo 2: Metropolis-Hastings
Dado que 0(t) = 6y,
Generamos 0* ~ ¢(66,),
Sea:

o = wi (12U

p(0:ly) q(0%16;)

Entonces:
0* con probabilidad «

0t +1) = { 0; con probabilidad 1 — «

Se puede observar que el algoritmo Metropolis es un caso especial del algoritmo
Metropolis-Hastings.

3.1.3. El algoritmo Metropolis Adaptivo (AM)

Algoritmos MCMC como el algoritmo Metropolis-Hastings (Hoff, Peter D., 2009)
se utilizan muy ampliamente en la inferencia estadistica, es conocido que la eleccién
de la distribucion propuesta ¢ es crucial para lograr una mezcla eficiente y evitar
bajas tasas de aceptacion. Los algoritmos adaptativos de MCMC intentan solucionar
este problema automaticamente aprendiendo los mejores valores de los parametros
de los algoritmos mientras se ejecutan.

Suponga P, es una familia de cadenas de Markov, cada una con distribucién
estacionaria p. Un algoritmo MCMC adaptativo actualiza aleatoriamente el valor de
~ en cada iteracion, en un intento por encontrar el mejor valor. Los métodos MCMC
adaptativos se han aplicado en un gran variedad de contextos (por ejemplo, Haario et
al., 2001; Roberts y Rosenthal, 2006; Giordani y Kohn, 2006) incluyendo problemas
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en genética estadistica (Turro et al., 2007). Contrariamente a la intuicién, es posible
que los algoritmos MCMC adaptativos no siempre preserven la estacionariedad de
p (Andrieu & Moulines, 2006). Sin embargo, si las adaptaciones estdn disenadas
para satisfacer ciertas condiciones, entonces la estacionariedad esta garantizado y
son posibles aceleraciones significativas (Gilks et al., 1998). Roberts y Rosenthal
(2005) demostraron la ergédicidad de los MCMC adaptativos en condiciones que son
simples de aplicar (condicién de adaptacién decreciente y condicién de convergencia
acotada).

El primer uso moderno importante de un MCMC adaptativo fue el Metropolis
Adaptativo (AM) algoritmo de Haario et al. (2001). Este algoritmo esta motivado
por la observacién de que, para un Metropolis de Caminata Aleatoria (RWM) en RY,
al menos con distribuciones normales, es 6ptimo tener como propuesta una matriz de
covarianza de la forma (2.38)%/d multiplicado por la matriz de covarianza objetivo
Y. Ya que X es desconocida generalmente, se estima por Y, la matriz de covarianza
empirica de Xy, ..., X,,. Por lo tanto, el algoritmo AM utiliza una distribucién de
transicion para la enésima iteracion dada por:

Yo ~ N(X,, ((2.38)2/d)%,,).

Para asegurarse de que las covarianzas de la propuesta no tiendan a 0 Haario et al.
(2001) anadié I, en cada iteracién ¥, para cotas relativamente pequenas € > 0.
Otra posibilidad (Roberts y Rosenthal, 2006) es dejar que la propuesta sea una
distribucién mixta de la forma:

(1= B)N(Xn, ((2:38)*/d)Sn) + BN (Xy, ((0.1)*/d)1a),

para algin 0 < 5 < 1 (Se debe de senalar que es necesario utilizar alguna distribu-
cion alternativa de propuesta fija para las primeras iteraciones cuando la covarianza
empirica atin no esta bien definida). Notemos que con estas distribuciones propues-
tas ¢, el algoritmo para la obtencién de una muestra de nuestra distribucién objetivo
es el mismo al algoritmo de Metropolis.

3.1.4. El algoritmo Metropolis Adaptivo Robusto (RAM)

El algoritmo, llamado aqui Metropolis Adaptivo Robusto (RAM) de Vihola, M.
(2012), es un método que procura evitar el uso de la covarianza empirica. El objetivo
es buscar un factor (matriz) S que capture la forma de la funcién objetivo p(6|y) v,
al mismo tiempo, permitir alcanzar una tasa de aceptacion media determinada. A
diferencia del método ASWAM (Adaptive Scaling within Adaptive Metropolis), este
algoritmo se basa en una sola férmula para actualizar la matriz que es computacio-
nalmente equivalente a la actualizacion del factor de covarianza en el algoritmo AM.
En el RAM ¢(z) es una distribucién de propuesta simétrica d-dimensional, donde d
es la longitud del vector 6, es decir, el nimero de pardmetros.
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Algoritmo 3: Robust Adaptive Metropolis
Dado que 0(t) = 6,,
Generamos 0* = 0, + S,,_1u, donde u, ~ ¢ es un vector independiente,
normalmente ¢ = N (0, I),

Sea: ©*ly)
, p(0*ly

a = min (1, ,

( ZKHAy))

| 8" con probabilidad «
ot+1)= { 6, con probabilidad 1 — «

Se actualiza S, tal que:

Entonces:

T
SnSg; = Sn—l (I + nn(an - a*)_n) Sg—l

La reciente teoria de escalamiento éptimo ha producido una condicién para que
la tasa de aceptacion asintoticamente 6ptima de los algoritmos de Metropolis es el
conocido 0.234 cuando se aplica a ciertas distribuciones de destino multidimensio-
nales, por lo cual a* = 0.234. Y suponga que {n,},>1 C (0,1] es una secuencia
de tamano de paso que decae a cero. La matriz S para el primer paso suele ser la
identidad I, también la funcién {n,} suele ser {1, } = min(1, dn=2/3). El factor extra
d se agregd para compensar el crecimiento esperado o la contraccién de los valores
propios siendo del orden d~! (Cody McRae, 2019) y (Matti Vihola, 2011). En R
la libreria ramcmec realiza el paso de actualizacién de la matriz S sin necesidad de
programarlo, pudiendo modificar el valor de a* asi como el valor 2/3 de la funcién

{1 }-

3.1.5. El algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano (HMC)

Suponga que p(f|y) es una funcién de densidad final unidimensional, y — log p(0|y)
supone la forma de una curva en forma de campana inversa, para generar muestras
eficientes, es necesario muestrear en la regién correspondiente a los valores minimos
de —logp(0|y); y la region se puede alcanzar con la guia del gradiente de — log p(6|y)
(Samuel Thomas and Wanzhu Tu, 2020).

Ecuaciones Hamiltonianas

Las funciones hamiltonianas son funciones de la forma H (6, w) las cuales consis-
ten de dos partes tal que: H (6, w) = U(f) + K (w) donde w, § € IR*. En general, las
funciones U y K son funciones cuadraticas asociadas con las energias mecanicas po-
tencial y cinética, respectivamente. Este hecho hace atractivo utilizar la estructura
hamiltoniana para minimizar un funcional, como mostraremos (Steve Brooks et al.,
2011).

Sea p(Aly) la funcién de distribucion final de interés, entonces podemos definir
U(#) == —In(p(f|y)). Ahora sea w ~ Ny (0, M) con M matriz de varianza-covarianza
entonces:
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H(O,w) = —In(p(fly)) + w’ M w.

Las trayectorias hamiltonianas estan gobernadas por el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales:

dw

e — vV, In(p(6

% Voln(p(0ly))
do

—_— = -1 .

dt v

Donde Vyln(p(fly)) es el gradiente del logaritmo de la distribucién final. La
solucion a estas ecuaciones Hamiltonianas define el camino de dénde se puede mues-
trear valores de 6. La aleatoriedad del algoritmo viene de w ~ N (0, M). El método
de salto es una buena alternativa al método estandar de Euler para aproximar las
soluciones numéricas a las ecuaciones hamiltonianas, y se resuelve con un salto de
tamano €, de la siguiente manera:

w (t + f) = w(t) + (€/2)Vo In(p(0(t)|y)),

2
Ot +¢€) = 0(t) +eM tw (t - %) :
wt+ ) =w(t+5) + (/2Vo (Ot +O)ly)).

el algoritmo resultante es:

Algoritmo 4: Hamiltonian Monte Carlo

Considerando que 6(t) = 6;,

Generamos w; ~ N(0, M),

Resolvemos el mediante el método de salto, L veces con paso € el sistema de
ecuaciones hamiltonianas, generando asi 6,11 v w11,

Sea:
0 — min (1 exp(ln(p(9t+1’y))—(1/2)’LU;‘F+1th+1))
T exp(In(p(6i]y)) — (1/2)wawt) )

Entonces:

0t +1) = { ¢+1 con probabilidad « v

0, con probabilidad 1 — «

| —wy41 con probabilidad «
w(t +1) = { —w;  con probabilidad 1 —a

Al igual que con otros algoritmos MCMC, la probabilidad de transicion de HMC
esta disenada para cumplir los requisitos tedricos para el equilibrio y la reversibilidad
(Steve Brooks et al., 2011). Estas condiciones garantizan que nuestras muestras de
HMC proporcionan una representacion valida de la distribucion final. Dos parame-
tros que deben especificarse son el tamano del paso € y el nimero de pasos de salto
L. Los elementos de la matriz de covarianza M también se pueden ajustar en lugar
de normalmente usar la matriz de identidad predeterminada para mejorar la eficien-
cia (Samuel Thomas and Wanzhu Tu, 2020). Por lo general, es una buena practica
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establecer un valor € menor en relaciéon con la magnitud del parametro de interés.
Uno menor da como resultado aproximaciones mas cercanas y, por lo tanto, mayor
tasas de aceptacién. Pero una pequena e debe ir acompanada de un valor grande L
para asegurar la convergencia de la trayectoria (Samuel Thomas, 2020).

3.1.6. El algoritmo Markov Chain Monte Carlo ABC (MCMC
ABCQ)

Todos los métodos MCMC revisados anteriormente, en la inferencia bayesiana,
requieren del computo de la funcién objetivo p(f|y) o p(y|f) x p(f). Donde p(y|0)
y p(f) son la verosimilitud y distribucién inicial, respectivamente, pero ;qué sucede
cuando la funcién de verosimilitud p(y|#) no esta disponible analiticamente o compu-
tacionalmente sea muy costosa de evaluar? La clase de algoritmos y métodos desa-
rrollados para realizar inferencia bayesiana en este tipo de situaciones es conocido
como métodos libres de verosimilitud (likelihood-free computation) o métodos baye-
sianos aproximados (Aproximate Bayesian Computation-ABC). Los métodos libres
de verosimilitud estan ganando popularidad rapidamente como un enfoque practico
para ajustar modelos bajo el paradigma bayesiano que de otra forma habrian sido
computacionalmente impréacticos (Steve Brooks et al., 2011). Hasta la fecha, han
encontrado un uso generalizado en una amplia gama de aplicaciones.

La idea general de estos métodos se puede ver en el algoritmo de muestreo de
rechazo sin verosimilitud (Tavaré et al., 1997). Dado que tenemos y datos, este
procedimiento se describe a continuacion:

Algoritmo 5: Muestreo de rechazo sin verosimilitud

Generamos 0" ~ p(0),
Generar z datos del modelo p(z|¢'),
Aceptar €' si z =~ y.

De esta manera, la evaluacién de la verosimilitud p(y|6’), esencial para la mayoria
de los métodos MCMC, se compensa por una estimacion de la proximidad de un
conjunto de datos simulados z al conjunto de datos observados y. Aunque esta
proximidad puede especificarse en varias formas, todos los métodos ABC aplican este
principio bésico. Un procedimiento comin para mejorar la eficiencia del muestreador
en un MCMC es incorporar a la funcién objetivo dentro de un modelo aumentado.
En esta configuracion, se introducen parametros auxiliares en el modelo cuyo tnico
propésito es facilitar los calculos (por ejemplo los modelos jerdrquicos, ver, por
ejemplo, (Robert, Christian P., 1994)). La inferencia libre de verosimilitud adopta
un enfoque similar al aumentar la densidad (Steve Brooks et al., 2011):

p(0, zly)Lr < p(ylz, 0)p(z]0)p(0).

donde el parametro auxiliar z es un conjunto de datos simulado de p(z|@). Se supone
que la funcién p(y|z,0) es constante con respecto al punto z = y, de modo que
p(yly,0) = ¢, para alguna constante ¢ > 0, con el resultado de que la funcién
objetivo se recupera exactamente en z = y; es decir,

p(0,yly)Lr o< p(y|0)p(6).
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En el fondo la funcién p(f|y)Lr actia como una aproximacién de p(f]y). Se hacen
dos concesiones en la forma de p(y|z,0), y cada una de ellas puede inducir alguna
forma de aproximacién a p(6,y|y)pr. El primero considera que la funcién debe ser
una densidad de kernel de suavizado estandar, K, centrada en el punto x = y y
con escala determinada por un vector de parametros, generalmente tomado como
escalar. Es decir,

pe(y|z,0) = 1K (lz;m) .

La segunda concesién en la forma de p.(y|z,6) permite la comparacion de los con-
juntos de datos, z y y, que ocurren a través de un vector de baja dimension de
alguna estadistica T'(-). En consecuencia, dada la baja probabilidad de generar un
conjunto de datos auxiliar tal que z ~ y, se emplean funciones como:

pelylz, 0) = LK (WD)

las cuales proporciona regiones de alto valor cuando T'(z) ~ T'(y) y valores bajos en
caso contrario. Si el vector de estadisticas es suficiente para los pardmetros, entonces
el comparar las estadisticas de dos conjuntos de datos seran equivalentes a comparar
los conjuntos de datos z y y, por lo tanto, no habra pérdida de informacién en la
seleccién del modelo. Sin embargo, el evento T'(z) ~ T'(y) serd sustancialmente
més probable que z & y, por lo que los muestreadores sin probabilidad basados en
estadisticas T'(-) en general, son considerablemente més eficientes en términos de
tasas de aceptacion que las basadas solo en conjuntos de datos completos.

Una funciéon de ponderacion utilizada con frecuencia es el kernel de densidad
uniforme, donde T'(y) se distribuye uniformemente en la esfera centrada en 7'(z) con
radio e. Esto se escribe comtinmente como:

1sip(T(2), T <e
pu(yl2.6) { p(T(2), T(y))
0 en otro caso

donde p denota una medida de distancia (por ejemplo, euclidiana) entre T'(z) y T'(y).
La efectividad de los enfoques ABC depende de elegir una funcién de discrepancia
adecuada p(z,y) y una tolerancia adecuada e. El muestreo de rechazo ABC es muy
simple de implementar, aunque puede sufrir de una tasa aceptacién extremadamente
baja cuando la distribucion inicial es muy diferente a la distribucién final. Para
contrarrestar esta deficiencia, se desarroll6 una técnica ABC mas eficiente basada
en métodos MCMC. A continuacién presentamos esta variante, sea p la distribucion
inicial de los parametros 6 y ¢ una distribucién propuesta, la implementacién del
MCMC-ABC es la que sigue:
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Algoritmo 6: MCMC-ABC

Obtener 6y y zy del muestreo de rechazo ABC.
Parat=1,..,T
Genera 6* ~ q(6*|6"1),
Calcula
(0460
P(0i-1)q(0%10:—1)’

Si U(0,1) < r entonces:
Simula z* del modelo dado 6*
Si p(z*,y) < € entonces:

0; == 0* sino 0, :=0,_4,

Si no entonces 0; := 0;_;.
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Capitulo 4

Aplicaciones

En este capitulo primero propondremos un modelo empleando ecuaciones diferen-
ciales no lineales, y compararemos los resultados de los tres métodos MCMC de in-
terés mencionados en el capitulo anterior, luego revisaremos un modelo depredador-
presa el cual resolveremos solamente con el método RAM, y por ultimo trabajaremos
en modelos de datos circulares utilizando los tres métodos MCMC antes menciona-
dos més el método Metropolis-Hastings y compararemos los resultados obtenidos.

4.1. El modelo FH-N

El modelo de FitzHugh-Nagumo (FH-N) describe un prototipo de un sistema
excitable (por ejemplo los “disparos” en una neurona). Toma su nombre de Richard
FitzHugh (1922 - 2007), quien propuso el modelo tedrico en 1961, asi como de J.
Nagumo y otros que construyeron un circuito electréonico equivalente. El modelo
FitzHugh—Nagumo es una versiéon simplificada del modelo de Hodgkin y Huxley
(1952), que describe la dindmica de una neurona més en detalle (Cody Mcrae, 2019).
El sistema considera las variables V (t) como el potencial y a R(t) como la variable
de recuperacién de un axoén. Las ecuaciones son las siguientes:

dv Ve
:7<V——+R),

dt 3

dR 1
—~=-=(V-a+§R).
i = 5 (V-athR)
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Figura 4.1: Soluciéon del sistema FH-N que ilustra su comportamiento cualitativo

Donde los pardmetros «, 8,7y € R*. Para entender este modelo, simulamos da-
tos con los valores iniciales Vy = —1, Ry = 1, y parametros a=0.3, =0.3, v=2
en un intervalo de tiempo de 0 a 20. Adicionalmente, incluimos un error gaussiano
N(0,0% = 0.25) para i = 1,2 que emula el error de medicién en cada uno de los esta-
dos del sistema. Como el valor de algunos de los pardmetros son positivos se tomoé una
distribucién inicial log normal, por lo tanto, definiremos 0 = («, 8, v, Vo, Ro, 01, 02),
donde para los parametros («, 3,7, 01, 02) su distribucién inicial propuesta es:

0; ~ LN(:UGN 091‘)'

Por lo anterior, se cumple:

1n(91) ~ N(MGia 0_91')‘
Mientras que para Vj y Ry se les asigné una distribucion inicial normal. Es posible
que el experimental tenga conocimiento de algunos valores paramétricos con sus
respectivas incertidumbres, en tal caso eso sirve de informacién a priori para incor-
porarla al esquema de estimacién bayesiano. Asi, dado el conjunto de datos y;; y el
sistema de ecuaciones diferenciales, se considera el siguiente modelo estadistico:

Yij = U (t:]0) + €5,
donde:

» ;(t;]0) es la solucién (numérica) del sistema de ecuaciones del estado j, en
este casos j = 1,2, en el tiempo t; con valor de los parametros 6 .

= ¢;; es el error de medicién de la observacién i del estado j, €; ~ N(0, 0]2)

La distribucion estd dada por
p(0ly) o< p(ylf) x p(0).
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Donde [(y|f) es la funciéon de méxima verosimilitud asociada a una distribucién
normal. Es decir, si n; el nimero de observaciones del estado j, luego entonces,

p(ylo) = HHN Yij19;(t:16), 0;),

j=11:=1

por otro lado, la distribucién inicial que se propone es

p(0) =N(In(a)|pa, 06) N (In(5)| s, 05) N (In(7)] 11y, 04)
N(%“’LVO? UVO)N(RO‘MRm URO>N(IH(01)|N017 0'01>N<ln(0-2)|:u027 002)'

4.1.1. Método RAM

Como el método MCMC RAM realiza pasos adaptativos, a diferencia del Metro-
polis, no se puede controlar el soporte sobre el cual realiza los pasos, pues el método
RAM mueve a todo el vector @ sobre R” por lo que, para evitar el uso de banderas
en el computo de la verosimilitud (que verifican que los pardmetros sean positivos),
realizamos el cambio a la distribucion log-normal, ya que esta distribucion nos faci-
lita realizar inferencias para In(#) y pueda muestrear sobre todos los niimeros reales.
Posteriormente, regresar al soporte original de los parametros con la exponencial.
Se tomaron como hiper-parametros los siguientes valores:

= In(a) ~ N(In(0.5), 3)
= In(3) ~ N(In(0.5), 3)
= In(y) ~ N(In(5), 3)
= Vo~ N(0,1)

= Ry~ N(0,1)

= In(0?) ~ N(In(5), 5)
= In(c2) ~ N(In(5),5)

Con las especificaciones anteriores se obtuvo la siguiente distribucion final,

[\

HﬂN (yii19;(t:10), 05) x N(In(a)|In(0.5),3)N(In(5)|In(0.5), 3)

j=11=1

N(In(7)[In(5), 3) N (V5]0, 1) N (Ro[0, 1) N (In(o1)[ In(5), 5) N (In(a) | In(5), 5).

Primer AnaAlisis

Para llevar a cabo inferencias bayesianas sobre el sistema, como primer acerca-
miento se realiz6 la estimacién via RAM solo de («, 3,7), v suponiendo todos los
demés valores conocidos. Lo anterior produjo una sobrestimaciéon de los valores de
01y 09 respecto de su verdadero valor. Esto implicod que las estimaciones y los inter-
valos que comprenden a los parametros fueran mas anchos de lo esperado, reflejando
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asi el hecho de que suponiamos que las desviaciones estandar eran mayor a la que
los datos nos explicaban. Se simulé una muestra de tamano n=20, y se corri6 un
RAM con un periodo de calentamiento e iteraciones intermedias de 20,000 y un lag
de 45 para tener finalmente una muestra de tamano 5,000. Las siguientes graficas
se obtuvieron al realizar las estimaciones con 07 = 5y 05 = 5, y valores iniciales

conocidos, V) = -1y Ry = 1.

5 10 15 20

Figura 4.2: En esta figura se muestra los limites de nuestra soluciéon al ir variando
sobre la muestra para es estado V' con los resultados del primer andlisis
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Figura 4.3: En esta figura se muestra los limites de nuestra solucion al ir variando
sobre la muestra para es estado R con los resultados del primer anélisis

Las lineas verde y roja son la solucién del verdadero sistema, mientras que las
lineas azules son la solucién promedio y las lineas azules punteadas son los limites de
las soluciones del sistema al ir variando sobre los valores obtenidos de la distribucién
final. Se debe de senalar que estas bandas no son bandas de probabilidad, pues no
se estiman los pardmetros o7 y o3 para poder estimarlas. Los resultados obtenidos
fueron:

Cuadro 4.1: Resultados 1 RAM

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de probabilidad
Q@ 0.3 0.164 | 0.102 (1.085¢7% ; 0.513)

6] 0.3 0.275 |0.114 (5.972¢7% ; 0.612)

y 2 2.187 | 2.145 (1.075 ; 2.761)

En el cuadro 4.1 se pueden ver los valores verdaderos de cada parametro. También
se muestran la media y la mediana de las distribuciones finales de cada parametro,
como estimadores puntuales de cada uno de ellos. Adicionalmente se presentan in-
tervalos de credibilidad al 95 % de cada pardametro, derivados de las correspondientes
distribuciones finales.

Se puede ver que aunque puntualmente los parametros no se estiman muy bien,
los intervalos de credibilidad si capturan al verdadero valor. Esto va en concordancia
con los resultados de las graficas 4.2 y 4.3.

Segundo Analisis

Como segundo andlisis se realizaron inferencias sobre el modelos FH-N, conside-
rando ahora a los valores iniciales como parametros desconocidos para observar si la
metodologia propuesta en esta tesis, via el algoritmo RAM mejoraba las inferencias
para el modelo. Sin embargo, aun se consideraron fijos los valores 0? = 5y 02 = 5.
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Para este andlisis se simularon ahora un conjunto de 40 datos y se aplico la meto-
dologia propuesta usando el RAM, con un periodo de calentamiento e iteraciones
intermedias de 20,000 y con lag de 45 para obtener una muestra final de tamano
5,000. Los resultados fueron:

2
1

Figura 4.4: En esta figura se muestra los limites de nuestra solucién al ir variando
sobre la muestra para es estado V' con los resultados del segundo anélisis
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Figura 4.5: En esta figura se muestra los limites de nuestra solucion al ir variando
sobre la muestra para es estado R con los resultados del segundo analisis

De las graficas 4.4 y 4.5, se puede ver que el incluir los dos valores iniciales como
pardmetros, se tiene una mejor descripcién de la variabilidad de los datos (esta
aumenta). Ademas, la respuesta media estimada (linea azul) mejora respecta a la
verdadera respuesta (lineas verde y roja respectivamente). Sin embargo, a pesar de
las inferencias mejoran, aun no son del todo adecuadas ya que algunos datos no son
bien descritos por el proceso estimado.

El cuadro 4.2 muestra los estimadores puntuales y los intervalos de credibilidad al
95 % para cada uno de los parametros involucrados en el modelo. Se puede notar que
aunque los estimadores puntuales (media y mediana) todavia no son muy buenos, los
intervalos de credibilidad contienen a todos los verdaderos valores de los parametros.
El analisis anterior nos dice que al parecer faltan mas iteraciones para lograr una
mejor convergencia de las Cadenas de Markov, pero que se va por buen camino.

Cuadro 4.2: Resultados 2 RAM

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
o 0.3 0.182 | 0.124 (5.009¢7% ; 0.549)
15} 0.3 0.197 | 0.105 (6.745¢7% ; 0.649)
v 2 1.983 | 2.019 (0.994 ; 2.814)
Vo -1 -0.805 | -0.809 (-2.566 ; 0.797)
R, 1 0.892 | 0.825 (-0.123 ; 2.064)

Tercer Analisis

Los dos escenarios anteriores se hicieron con el objetivo de ser pasos intermedios
para llegar al caso general donde todos los pardmetros se consideran desconocidos. Se
consideraron los 40 datos, con un periodo de calentamiento e iteraciones intermedias
de 50,000 y un lag de 60 para obtener una muestra final de tamano 2,400. Las
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verdaderas soluciones con los puntos simulados se pueden ver en las graficas 4.6 y
4.7,

Figura 4.6: Verdadera solucion para es estado V' y los 40 datos simulados

Figura 4.7: Verdadera solucién para es estado R y los 40 datos simulados

Los histogramas de las muestras de la distribucién final de cada uno de los
pardmetros 0 y In() para («, 3,7) donde las lineas rojas son los verdaderos valores.
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Figura 4.9: Histogramas de Vj, Ry, 0% y o3 del tercer andlisis

Por su parte las siguientes figuras muestran promedios ergddicos, graficas de auto
correlacién y trazas correspondientes:
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Figura 4.10: Promedios ergédicos de los parametros o, 3, v, Vo, Ro, 07 y 03
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Figura 4.12: Trazas de la muestra final de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ry, 02 y 03

En la figura 4.13 y 4.14 se muestran las verdaderas soluciones del sistema y la
solucion media obtenida con la metodologia desarrollada en esta tesis:

Figura 4.13: Solucién media del estado V' y su verdadera solucion del tercer andlisis
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Figura 4.14: Solucién media del estado R y su verdadera solucién del tercer analisis

Cuadro 4.3: Resultados 40 datos

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
Q 0.3 0.2835 | 0.2827 (0.1476 ; 0.4092)

15} 0.3 0.1920 | 0.1770 (2.543¢% ; 0.4365)
v 2 2.048 2.058 (1.802 ; 2.270)

Vo -1 -0.8337 | -0.8223 (-1.2128 ; -0.4369)
Ry 1 0.8380 | 0.8229 (0.411 ; 1.268)

o2 0.25 0.3177 | 0.3060 (0.188 ; 0.480)

o3 0.25 0.3344 | 0.3227 (0.1968 ; 0.4882)

De las graficas 4.13 y 4.14 se puede apreciar que el haber considerado a las varianzas,
0%y 03, de los estados como pardmetros desconocidos y haber hecho inferencia sobre
ellos, la estimacion puntual fue muy buena. Lo anterior, ya que la estimacion se
ajusta practicamente a la verdadera solucién del sistema (para ambos estados). Por
otro lado, el cuadro 4.3 se puede ver que los estimadores puntuales de todos los
pardmetros (incluidos los valores iniciales y varianzas) aproximan bastante bien a
los verdaderos valores. Adicionalmente, se puede observar que todos los intervalos
de credibilidad contienen a los verdaderos valores correspondientes. Ain maés, estos
intervalos resultan mas angostos que en los dos andlisis anteriores.

Algo que no considero en los casos anteriores es que estimando las desviaciones
estandar oy y 0y se puede obtener bandas de probabilidad, mediante la relacion:

Yij = Yj(t:]0) + €
Entonces, si resolvemos el sistema de ecuaciones con todos los vectores # muestrea-
dos, y se simulan 2,000 valores con la distribucién normal que se considero desde el
principio se pueden obtener las bandas de probabilidad de la distribucién predictiva.
A continuacién se muestran las graficas donde las lineas naranjas son estimaciones,
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estas bandas si estan justificadas por la metodologia de la estadistica bayesiana vista
en el Capitulo 2.

Figura 4.15: Bandas de probabilidad del estado V' del tercer analisis

Figura 4.16: Bandas de probabilidad del estado R del tercer analisis

De la grafica 4.15 y 4.16 y del todo analisis previo, podemos concluir que la
metodologia propuesta en este trabajo de tesis, resulta en una buena opcién para
describir datos a través de modelos como el FH-N. Hay que mencionar que este
tercer analisis recurrié de un tiempo de 40 minutos. Ademas, se llevo a cabo en una
programacién en paralelo (la computacion en paralelo es el uso de miiltiples recur-
sos computacionales para resolver un problema y se distingue de la computaciéon
secuencial en que varias operaciones pueden ocurrir simultaneamente, disminuyen-
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do el tiempo de computo en comparacion a la programacién secuencial) usando el
lenguaje R para aprovechar los ocho cores.

Cuarto Analisis

En este cuarto andlisis, se quiso investigar el efecto de tener varianzas, o? y

o5, distintas para cada uno de los estados correspondientes. Es por eso, que se
consideraron los 40 datos, con un periodo de calentamiento e iteraciones intermedias
de 50,000 y un lag de 60 para obtener una muestra final de tamano 2,400. Las
verdaderas soluciones, asi como los puntos simulados, son:
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Figura 4.17: Verdadera solucién para es estado V' y los 40 datos simulados

Figura 4.18: Verdadera solucion para es estado R y los 40 datos simulados
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Los histogramas de las muestras de la distribucion final de cada uno de los
pardmetros 6 y In() para (o, 3,7) con las lineas rojas son los verdaderos valores.
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Figura 4.19: Histogramas de «, 5y 7 y sus respectivos logaritmos del cuarto andlisis
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Figura 4.20: Histogramas de Vp, Ry, 0 y o2 del cuarto analisis

Por su parte las siguientes figuras muestran promedios ergodicos, graficas de auto

correlaciéon y trazas correspondientes:
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Figura 4.23: Trazas de la muestra final de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ry, 0% y 03

En la figura 4.24 y 4.25 se muestran las verdaderas soluciones del sistema y la
solucion media obtenida con la metodologia desarrollada en esta tesis:

Figura 4.24: Soluciéon media del estado V' y su verdadera solucién del cuarto andlisis
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Figura 4.25: Solucién media del estado R y su verdadera solucion del cuarto analisis

Cuadro 4.4: Resultados 40 datos y varianzas distintas

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
o 0.3 0.2956 | 0.2959 (0.2352 ; 0.3573)
15} 0.3 0.1202 | 0.1075 (2.6e7% ; 0.2874)
¥ 2 2.103 2.106 (1.998 ; 2.2044)
Vo -1 -0.9643 | -0.9598 (-1.2149 ; -0.7114)
Ry 1 0.8755 | 0.8737 (0.6615 ; 1.0932)
o? 0.0625 0.0669 | 0.0647 (0.0376 ; 0.0996)
o3 0.5625 0.8010 | 0.7763 (0.4955 ; 1.1829)

En las graficas 4.26 y 4.27, se puede notar que el algoritmo no tiene dificultades
cuando las varianzas de los estados son distintas, y el hecho que las variaciones en
uno de los estados del sistema sea distinta al otro estado no perjudica la calidad de
las estimaciones. Ademas el cuadro 4.4 nos deja ver que los estimadores puntuales
sigue siendo buenos, y que, los intervalos de probabilidad contienen a todos los
verdaderos valores de sus respectivos parametros.
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Figura 4.26: Bandas de probabilidad del estado V' del cuarto analisis

Figura 4.27: Bandas de probabilidad del estado R del cuarto anélisis

Hay que mencionar que este cuarto analisis recurrio de un tiempo de 45 minutos,
similar al andlisis anterior, se llevo a cabo en una programacién en paralelo usando
el lenguaje R para aprovechar los ocho cores.

Quinto Analisis

Se repitio este mismo escenario con todos los parametros desconocidos, solo que
esta vez se tomaron 20 datos. El objetivo, era analizar como impactaba un tamano
de muestra menor a comparacién de los andlisis anteriores en nuestra modelaciéon
Las verdaderas soluciones, asi como los puntos simulados, son:
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Figura 4.28: Verdadera solucién para es estado V' y los 20 datos simulados
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Figura 4.29: Verdadera solucién para es estado R y los 20 datos simulados

Los histogramas resultantes, con las lineas rojas indicando los verdaderos valores,
fueron:
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Figura 4.31: Histogramas de V;, Ry, 0% y o3 del quinto andlisis

Sus promedios ergddicos, asi como, las graficas de auto correlacion:
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Figura 4.33: Gréficas de auto correlacién de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ro, 03 y 03

Se puede notar claramente que aunque realizamos las mismas iteraciones que en
el caso anterior (muestra de 40 datos), éstas pudieron no haber sido suficientes, lo
cual nos lleva concluir que: A menor niimero de datos requerimos un mayor numero
de iteraciones. Por otra parte, las trazas de la muestra final para cada parametro:
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Figura 4.34: Trazas de la muestra final de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ry, 07 y 02

Una comparacion de la verdadera solucién y la soluciéon promedio, se puede
observar en las siguientes graficas:

Figura 4.35: Solucién media del estado V' y su verdadera solucién del quinto analisis
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Figura 4.36: Solucién media del estado R y su verdadera solucién del quinto analisis

Cuadro 4.5: Resultados 20 datos

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

o 0.3 0.2127 | 0.2116 (0.1469 ; 0.2848)

15} 0.3 0.0819 | 0.0559 (2.968¢7% ; 0.2491501)
y 2 2.040 | 2.042 (1.907 ; 2.180)

Vo -1 -1.289 | -1.277 (-1.6703 ; -0.9356)

Ry 1 1.0535 | 1.0533 (0.8497 ; 1.3039)

o? 0.0625 0.0335 | 0.0303 (0.0135 ; 0.0612)

o3 0.5625 0.946 | 0.873 (0.4482 ; 1.636)

Otro motivo que nos hace creer que el nimero de iteraciones no fue suficiente son los
intervalos de credibilidad para los parametros « y 8 que no contienen a los verdaderos
valores, por ultimo, repitiendo la metodologia de la simulacién anterior, podemos
estimar la distribucion predictiva con las bandas de probabilidad, obteniendo los
siguientes resultados:
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Figura 4.37: Bandas de probabilidad del estado V' del quinto analisis

Figura 4.38: Bandas de probabilidad del estado R del quinto anélisis

Hay que mencionar que este quinto analisis recurrio de un tiempo de 20 minutos,
similar al andlisis anterior, se llevo a cabo en una programacién en paralelo usando
el lenguaje R para aprovechar los ocho cores. La disminucién en el tiempo se debe
a la disminucion en el nimero de datos, sin embargo, el tener un menor nimero de
datos también implica que se requieren mas iteraciones, algo que siempre se debe de
tomar en cuenta para cualquier método MCMC.

4.1.2. Método HMC

Para el método hamiltoniano, con el mismo modelo y los mismos valores en los
pardmetros § = (a = 0.3,3 =0.3,7=2,Vo = —1,Ry = 1,0% = 0.25,0% = 0.25), se
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realizaron las simulaciones utilizando la funcion “hmc” del paquete hmclearn de R.

Se tomaron como hiper-parametros los siguientes valores:

« In(a) ~ N(In(0.5), 3)
= In(3) ~ N(In(0.5), 3)
= In(7) ~ N(In(5),3)

= Vo~ N(0,1)

= Ry~ N(0,1)

= In(0?) ~ N(In(5), 10)
= In(02) ~ N(In(5), 10)

Uno de los mayores intereses de este método fue el célculo del gradiente, el cual se
calculé numéricamente mediante diferencias finitas con pasos de tamanos € = 1074,
Anteriormente utilizamos el método Richardson pero los tiempos de computo se
volvian excesivamente grandes (més de dos dias). Nuestros datos para ambos estados

son los siguientes:

Figura 4.39: Verdadera solucién para es estado V' y los 40 datos simulados
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Figura 4.40: Verdadera solucién para es estado R y los 40 datos simulados

Primer HMC

Para nuestro primer estudio se realizaron 10,000 iteraciones con pasos del método
Leapfrog de tamano L igual a 10 con €=0.01 y solo se tomaron las tltimas 1,000
como muestra final de nuestros pardmetros, obteniendo asi los siguientes resultados:
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Figura 4.41: Histogramas de «, [ y 77 y sus respectivos logaritmos de la primera
simulacion de HMC
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Donde nuestros resultados numeéricos fueron los siguientes:

Cuadro 4.6: 1 HMC

Parametro

Verdadero valor

Media

Mediana

Intervalo de Prob.

«

0.3

0.2487

0.2459

0.1181 ; 0.3993)

0.3

0.3421

0.3647

0.0798 ; 0.5659)

2.022 | 2.045

1.711 ; 2.2564)

-1.033

-1.007

1.153 | 1.127

0.7948 ; 1.5558

(
(
(
(-1.583 ; -0.6581)
(
(
(

)
o2 0.25 0.2508 | 0.2379 0.1405 ; 0.3899)
o5 0.25 0.2178 | 0.2118 0.1263 ; 0.3152)

29




En el cuadro 4.6 todavia no se puede notar una diferencia significativa entre el RAM
y el HMC, solo en el tiempo, pues fue con un tiempo total de cémputo de 5 horas.
Podemos ver en la siguiente grafica nuestra verdadera solucién del sistema (lineas
verde y roja respectivamente, al estado V y R) y nuestra solucién media estimada.

Figura 4.46: Solucién media del estado V' y su verdadera solucién de la primera
simulacién de HMC
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Figura 4.47: Solucion media del estado R y su verdadera solucién de la primera
simulacion de HMC

Las bandas de probabilidad obtenidas para la distribucién predictiva para nuestra
solucién verdadera se presenta en las siguientes graficas, (lineas naranjas).

Figura 4.48: Bandas de probabilidad del estado V' de la primera simulacion de HMC
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Figura 4.49: Bandas de probabilidad del estado R de la primera simulacién de HMC

Segundo HMC

Para nuestro segundo estudio se realizaron 10,000 iteraciones con pasos del méto-
do Leapfrog de tamano L igual a 20 con €=0.01 y solo se tomaron las ultimas 1,000
como muestra de nuestros parametros, obteniendo asi los siguientes resultados:
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Donde nuestros resultados numéricos fueron los siguientes:

Cuadro 4.7: 2 HMC

Pardametro

Verdadero valor

Media

Mediana

Intervalo de Prob.

«

0.3

0.2533

0.2517

0.1379 ; 0.3641)

0.3

0.3952

0.3968

0.2107 ; 0.5814)

1.990

2.001

1.728 ; 2.268)

-1.0107

-0.987

1.176

1.154

0.806 ; 1.6064)

(
(
(
(-1.398 ; -0.656)
(
(
(

o2 0.25 0.249 0.241 0.1507 ; 0.3693)
o5 0.25 0.220 0.2125 0.134 ; 0.3269)
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Podemos ver que nuestros intervalos de probabilidad mejoraron bastante a compa-
racion del escenario anterior y ya se puede notar una diferencia entre el método
HMC y el RAM. Sin embargo, el tiempo de computo se volvié el doble con un total
de 10 horas. En la siguiente grafica podemos comparar nuestra verdadera solucion
del sistema (lineas verde y roja respectivamente al estado V y R) y nuestra solucién
estimada con la mediana de nuestra muestra de los parametros.

Figura 4.55: Solucién media del estado V' y su verdadera solucion de la segunda
simulacion de HMC
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Figura 4.56: Solucion media del estado R y su verdadera solucién de la segunda
simulacion de HMC

Y por iltimo el calculo de las bandas de probabilidad de la distribucion predictiva
para nuestra solucién estimada (lineas naranjas).

Figura 4.57: Bandas de probabilidad del estado V' de la segunda simulacion de HMC
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Figura 4.58: Bandas de probabilidad del estado R de la segunda simulacion de HMC

Podemos notar que el paso L del método Leapfrog mejora la calidad de nuestras
estimaciones pero el tiempo de computo tiene mayor costo.

Método adjunto

Para evitar tiempos largos de computo, se propuso utilizar el método adjunto
para agilizar el calculo del gradiente numérico a comparacion de seguir utilizando
diferencias finitas (Sengupta, 2014). Sea Ip(f) mi funcién de logaritmo de la distri-
bucion final, la podemos separar como:

lpf) = 1(0ly) + In(p(0))-

Donde [(f|y) es la funcién log verosimilitud y p(#) la distribucién inicial. Se puede
observar que:

Volp = Vol(0|y) + Vo In(p(0)).

Las derivadas de las iniciales son bastante sencillas de calcular, mientras que para
la funcién log verosimilitud podemos suponer que tenemos datos y1 = (Y11, .-, Y1n) ¥
Yo = (Y1, -, Yan ), los cuales se distribuyen y1; ~ N(v(0,t;),03) y yo; ~ N(r(0,t;),03),
entonces:

161y) = = § In(2n0?) = 525 (0 — v(6. )7 (1 = v(6.1)

2 hn2m03) — 5 (o — r(60.0))" (g2 r(6.1)
02

Donde el vector v(6,t) y r(6,t) son la solucién numérica del sistema de EDO (es

decir v(0,t) = (v(0,t1), ...,v(0,t,))). Lo que nos interesa es calcular el gradiente de la

funcion log verosimilitud de forma eficiente. Donde si tomamos cualquier parametro

a* = (a, 8,7, Vo, Ro), entonces:
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. ol ol (0, 1) ol or(0,t)

do* 00 o0(0,1) dar | or(0.4) oar

a1 8r(9,t)
dr - o2 Z(ylz (Q,tz‘)) é?a* — Z Y2i — W

1 =1

En esta ecuacion se puede notar porque el gradlente de nuestra funcion log vero-
similitud tiene que ser calculado numéricamente, ya que no hay forma analitica de

evaluar el termino &éf ) y 67;9915 Cabe mencionar que para los pardmetros o3 y o3
no sucede esto:
dl n 1 1 n 1
- = 2T 0,t —v(0,t) = —— 0,t —v(0,1)).
T3 = 52 g 5 (O ) (1 —0(0.1)) = — 5t (8. ) (- 0(6.1)
Analogamente:

dl n 1

o7 = 303 T a3 (e 0. (e —r(6.0)

Es por eso, que de aqui en adelante trabajaremos con 6 = («a, 3,7, Vo, Ry). Definamos
nuestra funcién de costo como la funcién los verosimilitud:

7(6) =~ S n(2mo?) — 51— (6, 0) (1 — v(6,1)

1

— %ln(meg) - %(yz —7(0,1)" (g2 — r(6,1)).

2

Donde cada entrada de los vectores y1,v(6,t),y2,7(0,t) dependen del tiempo ¢, po-
demos tomar:

J(0) = /0 iz, 6)dt.

A continuacién se presenta la demostracion de Sengupta (2014) para utilizar el
método adjunto para célculo de derivadas. Tomemos = = (v, r):

Demostracion.

, 1 1 1 1
Jj(x,0) = —3 In(270}) — W(U —v(0,t;))* — 5 In(2703) — F(T —7(0,t;))?

1 )

Entonces:

L(@):/O j(x,e)dt+/0 N — f(x,0)]dt.

Si se cumple que @ — f(x,0) = 0 (para esto f(x,0) va a ser nuestro sistemas de
ecuaciones diferenciales, lo cual implica que si los puntos calculados son solucion del
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias) entonces:

as _dL
a9 df’
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dar
o

dL 0jdx 07 r(dt Ofdx Of
Y L T P AN 9 ar.
4 /U (&v ot ae) d“/o A <d0 9rdd 06

Sin embargo, integrando por partes:

/ )\Td_d A\ dz | Tﬁd_x
0 do g |, o dt do

Sustituyendo en la ecuaciéon anterior y agrupando tenemos:

dL Tdr (07  0f d\T oj Of o d
@_/0 @<%‘A% dt)dt+/0 (ae Aae) X

El primer termino se puede eliminar si:

El termino %% se puede calcular de forma eficiente, puesto que:

T

0

d\" _ 9j Y. of
At ox oxr’

Esta es la ecuacion adjunta y se usa para calcular a A. Por lo tanto el gradiente esta
dado por:

T

do 00 00 do

Y el ultimo termino se puede eliminar integrando la ecuacion adjunta hacia atras en
el tiempo, empezando con Ay = 0. Lo cual final implica que el calculo del gradiente

se reduce a:
dJ B dj r0f
do _/0 <89 A 89) dt.

Para nuestro modelo FHN, tenemos que la ecuacion adjunta vista anteriormente:
s 91 \r0f

¢ (?xz ! (?xZ ’

Sea n el numero de datos, y la condicién inicial A(T') = 0 (por esto es importante

integrar hacia atrds). También es importante ver que \; = A(t;), es decir i esta
relacionado al tiempo ¢;. Esto se puede ver con el siguiente sistema:

>.\1 (tz) - -+ fYV(tz)Q 1 )\1 (tz) %(yli - v(tl))
(;\Q(ti)) a < - %) <)\2(tz’)> - <é(y2i - R(tz))> '

Sengupta propone resolver este sistema de ecuaciones de forma numérica, también
notemos que:

ﬂ:/ (aj—ATaf)dt+>\Td
0

]

97
55 =0
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dfv dfi dfidf df 3
BLZ A ol 7 __(9 0 (V=1%5+R) 0 0>.
00 i a5 & @ R 7y~ »V-at+BR) 00

Por lo cual, nuestro célculo del gradiente se reduce a:
T .
4 _ / i _ ATg dt.
de o \0d 00

ﬂ_nz_l_(t. ) [ Ow ) (0 (V=% +R) 00
dé’_ i+1 i 1z 2t _R; 1(‘/;_a+BRZ) 00 .

1 1

i=1 ¥ 79
Recordemos que se puede evitar el iltimo termino de A, puesto que vale cero por ser
nuestra condicion inicial del sistema de ecuaciones. El siguiente escenario se realizo
con el método adjunto para calcular el gradiente, para 30,000 iteraciones, con L=20

y €=0.0005 para el método hamiltoniano Monte Carlo solo para los parametros «,
B, v, o2y 02, obteniendo los siguientes resultados:

alfa In alfa

Fraq y
040 100
I )
Frequency
0 100 200
B -

0.36 0.38 0.40 0.42 -1.00 -0.95 -0.80 -0.85

Cef 1] logiC8, 11}

beta In beta
g
= = &
o g
: 8 is
£ 2
= o = o
T T T T T i P T T T 1
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Csf 2] logiCa, 2]}
gamma In gamma

Fre) Y
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[NEN ]
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T T T T 1
0.50 0.55 0.60 0.65 L]

Cel, 3 logiC8, 31}

Figura 4.59: Histograma de «, S y v y sus respectivos logaritmos de la simulacion
utilizando el método adjunto
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Figura 4.63: Trazas de la muestra final de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ry, 0% y 03

La comparacién del verdadero comportamiento del modelos con las soluciones
medias, se muestran en las siguientes figuras:
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Figura 4.64: Solucién media del estado V' y su verdadera solucién de la simulacion
utilizando el método adjunto

Figura 4.65: Solucién media del estado R y su verdadera solucién de la simulacion
utilizando el método adjunto
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Cuadro 4.8: Método adjunto

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de prob.
o 0.3 0.3928 | 0.3887 (0.3628 ; 0.4222)
B 0.3 0.2750 | 0.2726 (0.2542 ; 0.2992)
v 2 1.805 | 1.806 (1.6758 ; 1.9248)
o? 0.25 0.1914 | 0.1974 (0.1552 ; 0.2176)
o5 0.25 0.2446 | 0.2586 (0.2199 ; 0.2703)

Podemos notar que aunque las estimaciones puntuales del cuadro 4.8 sean buenas,
hay un problema en los intervalos de probabilidad que no contienen a los verdaderos
valores, lo cual nos lleva a concluir que se requiere mayor estudio para aplicar este

método. Similar a todos los escenarios que anteriores, se estiman las bandas de
probabilidad,

15 20

Figura 4.66: Bandas de probabilidad del estado V' de la simulacién utilizando el

método adjunto

74



Figura 4.67: Bandas de probabilidad R de la simulacién utilizando el método adjunto

El algoritmo tardé cerca de nueve horas y media, y aunque no se note una
mejoria, tenemos que recordar que se calculo tres veces mas el niimero de iteraciones
a los estudios usando diferencias finitas, esto lo podemos ver en la siguiente tabla:

Cuadro 4.9: Comparacion HMC
Método célculo gradiente | Iteraciones | Tiempo de CPU
Diferencias finitas 10,000 10 horas
Método adjunto 30,000 9.6 horas

4.1.3. Método ABC

Bajo el método ABC, para la inferencia de parametros, revisamos dos anélisis
posibles, primero estimamos los parametros y los valores iniciales del sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, y como segundo analisis estimamos los parame-
tros junto el error que existe en los datos. El algoritmo a utilizar es el MCMC-ABC.
La distribucién propuesta q es N (0,1, I).

Estimacion de parametros sin ruido.

Para cada vector de parametros 6, se resolvio el sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias para obtener los datos z y se compard con los verdaderos datos y

con la siguiente medida:
n

p(z,y) =D (2 — ;)

j=1

Esto se realizé para ambos estados V' y R tal que p(z,y) < €. Se tomaron las mis-
mas distribuciones iniciales no informativas de los MCMC RAM anteriores y, como
primer analisis se tomo el valor de € = 1, donde la simulacién tardo 10 minutos para
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68,000 iteraciones, con 40 datos por estado, obteniendo asi los siguientes resultados:
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Figura 4.68: Histogramas de «, 5y v y sus respectivos logaritmos del escenario e=1
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Figura 4.69: Histogramas de Vy Ry del escenario e=1
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Figura 4.72: Trazas de la muestra final de los parametros «a, 5, v, Vo v Ry

La siguiente tabla que muestra nuestros resultados numéricos:

Cuadro 4.10: e=1

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
o 0.3 0.1803 | 0.1120 (4.64¢7% ; 0.5759)
16 0.3 0.2127 | 0.1148 (0.0001 ; 0.6782)
¥ 2 1.8894 | 1.8804 (1.0456 ; 2.6942)
Vo -1 -0.2155 | -0.4904 (-6.026 ; 6.3164)
Ry 1 2.0858 | 1.9276 (0.0165 ; 4.6337)

Se comparo la solucién media (lineas azul) con las verdaderas soluciones (lineas
verde y roja respectivamente) y los datos:
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Figura 4.74: Solucién media del estado R y su verdadera solucién del escenario e=1

Para un segundo analisis se tomo el valor de e=0.5, con tiempo de simulaciéon de
11 minutos, obteniendo los siguientes resultados:
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Figura 4.75: Histogramas de «, f y 7 y sus respectivos logaritmos del escenario
e=0.5
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Figura 4.76: Histogramas de Vyy Ry del escenario e=0.5
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Figura 4.79: Trazas de la muestra final de los parametros o, 5, v, Vo v Ry

Con la siguiente tabla de resultados:

Cuadro 4.11: e=0.5

Parametro | Verdadero valor | Media estimada | Mediana | Intervalo de Prob.
« 0.3 0.1940 0.1866 (0.00005 ; 0.4313)
6] 0.3 0.1704 0.0964 (3.291e7% ; 0.5435)
v 2 1.955 1.978 (1.511 ; 2.38)

Vo -1 -1.2068 -1.4278 (-5.9 ; 3.673)

Ry 1 1.608 1.5395 (0.5703 ; 2.798)

Se comparo la solucién media (lineas azul) con las verdaderas soluciones (lineas
verde y roja respectivamente) y los datos:
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Figura 4.81: Solucién media del estado R y su verdadera solucion del escenario e=0.5

Se puede observar, como en el segundo analisis mejoran los intervalos de probabi-
lidad. Sin embargo, si seguimos tomando valores de € mas pequenos podemos correr
el riesgo de obtener tasas de aceptaciéon muy bajas o incluso no poder muestrear ade-
cuadamente los parametros. Como ejemplo de esto, si resolvemos el sistema de EDO
con los verdaderos valores y lo comparamos a nuestros datos, obtenemos que nuestra
funcién p(z*,y) toma un valor mayor a 0.3. Es decir, si tomaramos nuestro e=0.3 el
algoritmo no funcionaria. Como tercer andlisis, investigamos el impacto que tienen
las distribuciones iniciales en las estimaciones, asi que se realizé la simulacién con
e=0.5 con iniciales mas informativas, con tiempo de 7 minutos. Las distribuciones
iniciales consideradas fueron:

» In(a) ~ N(In(0.5),1)
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= In(8) ~ N(In(0.5), 1)
« In(7) ~ N(In(3),1)
. Vo~ N(0,1)

« Ry~ N(0,1)

Los resultados obtenidos se muestran a continuacion.
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Figura 4.82: Histogramas de «, f y 7 y sus respectivos logaritmos del escenario
e¢=0.5 con distribuciones iniciales informativas
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Figura 4.84: Promedios ergédicos de los parametros «, 3, v, Vo v Ry
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Figura 4.86: Trazas de la muestra final de los parametros «, 3, v, Vo y Ro

Con la siguiente tabla de resultados numéricos:

Cuadro 4.12: ¢=0.5 con inciales informativas

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
Q 0.3 0.2897 | 0.2718 (0.0542 ; 0.5113)
15} 0.3 0.3251 | 0.304 (0.039 ; 0.63)

v 2 1.921 1.932 (1.365 ; 2.457)

Vo -1 -0.7156 | -0.6288 (-2.127 ; 0.0777)
Ry 1 0.9829 | 0.9266 (-0.0668 ; 2.0511)

Se comparé la solucién media (lineas azul) con las verdaderas soluciones (lineas

verde y roja respectivamente) y los datos:
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Figura 4.87: Soluciéon media del estado V' y su verdadera solucién del escenario e=0.5
con distribuciones iniciales informativas

=1
1

Figura 4.88: Solucién media del estado R y su verdadera solucion del escenario e=0.5
con distribuciones iniciales informativas
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Se puede observar que los métodos ABC dependen mucho del valor € que pro-
pongamos, asi como de las distribuciones iniciales, si estas no se eligen con cuidado
podemos tener tasas de aceptaciéon muy bajas, lo cual vuelve al método ineficiente.

Estimacion de parametros con ruido.

Para poder estimar los parametros o1 y o9 con este método, lo que se realizo fue
que al simular los datos z se agregd un error normal con la varianza como parametro
a estimar. Es decir,

2y = 2y + N(O, 96)

zr := zr + N(0, 6;)

Como primer caso se realizé la simulacién con las siguientes distribuciones iniciales
informativas:

= In(a) ~ N(In(0.5), 1)
= In(3) ~ N(In(0.5), 1)
= In(y) ~ N(In(3), 1)

= Vo~ N(0,1)

= Ry~ N(0,1)

= In(0?) ~ N(In(0.4), 1)
= In(02) ~ N(In(0.4), 1)

Con €=0.5 y con un tiempo de 4 minutos, nuestros resultados fueron los siguientes,
con 100,000 4+ 300 de lag de iteraciones para tamanos de muestra 300 por core.
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Figura 4.89: Histogramas de «, f y 7 y sus respectivos logaritmos del escenario
€=0.5 con estimacién de la variabilidad
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Figura 4.90: Histogramas de Vj, Ry, 07 y 02 del escenario ¢=0.5 con estimacién de
la variabilidad
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Figura 4.91: Promedios ergédicos de los parametros «, 3, v, Vo, Ro, 03 y 03
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90



Alfa Beta Gamma

o
] ] o
_— ﬂ — & 8] — j 7 o ]
F d il N — — = -4
~ 4 | =) ~ 4
v v ] @ ]
ST T T T T S T T T - q T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
seq(1, tmues, by = 1) seq(1, tmues, by = 1) seq(1, tmues, by = 1)
Vo RO sigmat
o -
a & =]
= = 5 oa] [—] — 2 ]
= e s o]
g o 11 — 8 -4 Y g C 1 _,_F
T s — — ch—
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
seq(1, tmues, by = 1) seq(1, tmues, by =1) seqi1, tmues, by = 1)
sigmaz
= —
)
s o=
5
o
=)

T T T T T
0 500 1000 1500 2000

sea(1, tmuss, by = 1}

Figura 4.93: Trazas de la muestra final de los pardmetros «, 3, v, Vo, Ry, 0% y 03

Con la siguiente tabla de resultados:

Cuadro 4.13: €=0.5 con inciales informativas y o2

Parametro | Verdadero valor | Media estimada | Mediana | Intervalo de Prob.
Q 0.3 0.3793 0.3961 (0.1583 ; 0.5045)
15} 0.3 0.3355 0.3799 (0.151 ; 0.455)

v 2 1.899 1.934 (1.55 ; 2.195)

Vo -1 -0.5025 -0.6659 (-1.0423 ; 0.4169)
Ry 1 0.9775 1.1886 (-0.1717 ; 2.0899)
o1 0.5 0.6938 0.749 (0.102 ; 1.4)

P 0.5 0.7405 0.7974 (0.218 ; 1.415)

Se comparo la solucién media (lineas azul) con las verdaderas soluciones (lineas
verde y roja respectivamente) y los datos:
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Figura 4.94: Soluciéon media del estado V' y su verdadera solucién del escenario e=0.5
con estimacion de la variabilidad

Figura 4.95: Solucién media del estado R y su verdadera solucion del escenario e=0.5
con estimacion de la variabilidad
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Se puede observar que el agregar un error a los datos simulados no es suficiente
para la estimacién correcta con el método ABC MCMC, esto requiere de un ma-
yor estudio para mejorar las estimaciones de los errores con métodos ABC (lo cual
es complicado en la literatura actualmente (Amani A. Alahmadi, 2020)). Sin em-
bargo, como ya tenemos estimaciones de oy y 09, podemos calcular las bandas de
probabilidad para ambos estados:

Figura 4.96: Bandas de probabilidad del estado V' del escenario e=0.5 con estimacion
de la variabilidad
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Figura 4.97: Bandas de probabilidad del estado R del escenario e=0.5 con estimacion
de la variabilidad

Como segundo caso, se tomé €=0.5 y se consideraron iniciales centradas en otro
punto con mayor varianza (es decir, no informativas) con el doble de iteraciones
(200,000 y 500 de lag) para tamanos de muestra 200 por core, y donde nuestra
distribucién propuesta fue N(6;_1,1.5 I'). Con un tiempo de 33 minutos, obtuvimos
los siguientes resultados:
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Figura 4.100: Promedios ergédicos de los parametros a, 3, vy, Vo, Ro, 0% y 03
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Con la siguiente tabla de resultados:

Cuadro 4.14: € = 0.5 y 02 y menos varianza propuesta

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
Q 0.3 0.2446 | 0.1937 (0.1104 ; 0.4244)
B 0.3 0.2366 | 0.2131 (0.0233 ; 0.5204)
v 2 1.974 1.962 (1.6218 ; 2.5311)
Vo -1 -0.8456 | -1.0252 (-2.6953 ; 0.2238)
Ry 1 1.3527 | 1.282 (0.4288 ; 2.45)

o1 0.5 0.5681 | 0.164 (0.0240 ; 2.5005)
09 0.5 2.2974 | 1.7235 (0.0043 ; 8.0366)

Se comparo la solucién media (lineas azul) con las verdaderas soluciones (lineas

verde y roja respectivamente) y los datos:
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Figura 4.103: Solucién media del estado V' y su verdadera solucién del escenario
€¢=0.5 con estimacién de la variabilidad y distribuciones iniciales lejanas

Figura 4.104: Solucién media del estado R y su verdadera solucion del escenario
e=0.5 con estimacién de la variabilidad y distribuciones iniciales lejanas
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Se calcularon las bandas de probabilidad para ambos estados:

Figura 4.105: Bandas de probabilidad del estado V' del escenario e=0.5 con estima-
cion de la variabilidad y distribuciones iniciales lejanas
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Figura 4.106: Bandas de probabilidad del estado R del escenario ¢e=0.5 con estima-
cion de la variabilidad y distribuciones iniciales lejanas

4.1.4. Comparacion

Por tltimo, comparamos los diferentes resultados para todos los métodos MCMC
utilizados para este modelo con 40 datos. Lo anterior considerando tanto su tiem-
po de computo como el nimero de iteraciones, para todos los pardametros 6 =
(e, B,7, Vo, Ro, 01, 02). Las figuras 4.107 y 4.108 muestra la verdadera solucién del
sistema, asi como, la solucién media obtenida bajo los diferentes procedimientos
analizados.
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Figura 4.107: Comparacion soluciones medias de los distintos métodos MCMC en el
estado V

15

00 05 10
|

05

-1.0

-1.5

Figura 4.108: Comparacion soluciones medias de los distintos métodos MCMC en el
estado R
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Al igual que con las soluciones medias, las figuras 4.109 y 4.110 muestran una
comparacion de las bandas de probabilidad obtenidas bajo los tres métodos MCMC:

Figura 4.109: Comparacién bandas de probabilidad de los distintos métodos MCMC
en el estado V
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Figura 4.110: Comparacién bandas de probabilidad de los distintos métodos MCMC
en el estado R

Cuadro 4.15: Comparacién de métodos MCMC

Método MCMC | Iteraciones | Tiempo de CPU
HMC 10,000 10 horas

RAM 118,000 40 minutos
ABC 300,000 33 minutos

Se puede notar claramente que los métodos MCMC, entre menos requisitos (como
se puede considerar al gradiente y/o verosimilitud) menor es tiempo de cémputo
que requieren. Por orto lado, entre més requisitos requieren, mas eficientes son las
estimaciones y las bandas de probabilidad (cosa que sucede con el HMC).

También se puede ver que si el gradiente y/o verosimilitud fueran calculadas de
forma rapida, dependiendo del problema, el tiempo de cémputo del método HMC no
seria tan diferente comparado con los métodos que no utilizan estos procedimientos.
Se sabe que el método hamiltoniano se desempena de forma eficiente cuando su
gradiente se puede calcular analiticamente sin ser costoso computacionalmente.

Hay que mencionar que todas las simulaciones se hicieron en una laptop Asus
tuf gaming fx505dv.

4.2. Modelo Dinamico de Poblacion

Las series de tiempo empiricas de especies que interactiian son altamente ttiles
para estudiar los mecanismos ecoldgicos. Los modelos matematicos son herramientas
valiosas para aclarar ain més esos mecanismos y procesos subyacentes. El modelo
explica la relacion entre un depredador metazoario, el rotifero Brachionus calyci-
florus s.s., y su presa Monoraphidium minutum, una alga verde unicelular, y las
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algas crecen en un medio con nitrégeno (Rosenbaum, 2019). El siguiente sistema
de ecuaciones modela la dinamica de poblacién en tiempo continuo de un sistema
predador-presa en un quimiostato con nitrégeno S, algas A y rotiferos R:

s L faS

E_(S —S)é—ahAJrSA
dA faS 1 frA
g S — A
dt ha+ S CRhR+AR d
AR frA

%_hR+AR OR

Donde S5*,9, ha, hr se pueden suponer como parametros constantes.

s
/\/\/\A/\/\/\/ <
T T T T T
0 5 10 15 20

T T

0 20 40 €0
0 20 40 60 80

R

R
20 80 100 140

Figura 4.111: Solucion del sistema predador-presa que ilustra su comportamiento
cualitativo

Anélogamente al andlisis de la seccion 4.1, se simularon datos con ciertos valores
de los parametros y se agregd un error gaussiano a ellos, en este caso solo para los
estados A y R. En este modelo tenemos que ; € RT para todos las entradas del
vector 6. Nuestros datos simulados son los siguientes:
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Figura 4.112: Solucién del sistema predador-presa con los datos simulados del estado
Ay R

4.2.1. Método RAM

Se tomaron como hiper-pardametros los siguientes valores, para tener distribucio-
nes iniciales no informativas:

« In(fa) ~ N(0,3
= In .fR)NN(O73

= In CR

)

)

= In(ca) ~ N(0,3)
) ~ N(0,3)

)

= In AO NN(O,?))

)
Ro) ~ N(0,3)

s In

=

~Y

(

(

(

(

= In(Sp) ~ N(0,3

(

(

= In(of) ~ N(0,3)

= In(03) ~ N(0,3)
Se realizaron simulaciones con 40 datos, con un periodo de calentamiento e ite-

raciones intermedias de 200,000 y lag 100 para poder obtener una muestra final de

tamafio 1,600 utilizando programacién en paralelo (220,000 por core). El tiempo de

cémputo fue de 6 horas. Se tomaron los valores contantes de S*=80, 6=0.55, h,=4.3,

hr=T75. Cabe notar que, como este sistema puede tener problemas de rigidez, se re-

solvié con el método “bdf” de la libreria de DeSolve de R; se noté que este método

es adecuado para este tipo de problemas, ya que el aumentar el nimero de pasos
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para la solucién numérica del sistema de EDO no tuvo un impacto significativo en
la calidad de las simulaciones.

Los resultados obtenidos fueron los siguientes, los histogramas de las muestras
finales en el siguiente orden: fa, fr, ca, cr, So, Ao, Ro, 03, o5 donde las lineas
rojas denotan los verdaderos valores de los parametros.
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Figura 4.113: Histogramas de los parametros fa, fg, é, o So, Ap usando el método

RAM
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Figura 4.114: Histogramas de los pardmetros Ry, o7, 02 usando el método RAM

Con los siguientes promedios ergddicos y graficas de autocorrelacion:
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Y los resultados numéricos de nuestras estimaciones fueron los siguientes:

Cuadro 4.16: Modelo predador presa
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Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
fa 15 15.29 | 15.30 (11.626 ; 16.6134)
fr 10 9.937 | 9.952 (9.0533 ; 10.7972)
1/ca 0.6 0.5811 | 0.5821 (0.5396 ; 0.6260)
1/cg 1.5 1.535 | 1.53 (1.4052 ; 1.6701)
So 10 6.5287 | 1.3192 (5.63¢7% ; 37.10)
Ap 15 54.895 | 24.882 (2.21 ; 145.93)

Ry 150 120.87 | 146.58 (24.893 ; 161.868)
o2 4 5.265 | 4.036 (2.35 ; 14.339)

o5 25 28.58 | 24.12 (14.756 ; 55.545)

Podemos notar claramente que los parametros que mas problema causaron son los
valores iniciales para los tres estados del sistema. En las siguientes graficas mostra-
mos la comparacion de nuestras verdaderas soluciones para cada uno de los estados

A, Sy R con la solucién estimada respectivamente (lineas azules).

20 30 40 50 80 70
| | | 1 1

10

Figura 4.117: Solucién media del estado S y su verdadera solucién usando el método

RAM
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Figura 4.118: Soluciéon media del estado A y su verdadera solucién usando el método

RAM
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1

Figura 4.119: Solucién media del estado R y su verdadera solucion usando el método
RAM
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Podemos notar que aunque no tengamos informacién del estado S, nuestros datos
de los otros dos estados ayudan a explicar la relacién que tienen con el estado S,
obteniendo buenas estimaciones de su verdadero comportamiento. También podemos
calcular las bandas de probabilidad respectivas de los estados A y R. Las graficas
4.120 y 4.121 muestran estas bandas (lineas naranjas), con las lineas azules muestran
el comportamiento medio del sistema. Cabe resaltar que, como no tenemos datos
del estado S, no podemos realizar estimaciones de su variabilidad y, por tanto, no
podemos calcular las bandas de probabilidad para este estado en particular.

60
1

20
|

-20
|

Figura 4.120: Bandas de probabilidad del estado A usando el método RAM

200
|

150
1

50
|

Figura 4.121: Bandas de probabilidad del estado R usando el método RAM

Las trazas de nuestra muestra se muestran en la siguiente gréafica:
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Figura  4.122: Trazas de la muestra final de los pardmetros
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Podemos observar que como se programé el algoritmo en paralelo, para cada
uno de los 8 nucleos disponibles tenemos una submuestra de tamano 200, y al jun-
tarles tenemos una muestra final de tamano 1,600. Podemos observar que algunos
nicleos presentan un comportamiento distinto a los otros al todavia no presentar
convergencia a los verdaderos valores. Una forma que podria resolver este problema
es aumentando el periodo de calentamiento hasta garantizar convergencia en los 8
nicleos, pero también se debe tomar en cuenta que esto va a aumentar el costo
computacional. En este modelo los parametros que presentan este problema en par-
ticular son los valores iniciales del sistema de EDO. Sin embargo, la metodologia
propuesta en este trabajo de tesis sigue ofreciendo inferencia adecuada en términos
de la distribucién predictiva, y sus correspondientes bandas de probabilidad.

Hay que mencionar que todas las simulaciones se hicieron en una laptop Asus
tuf gaming fx505dv.

4.3. Modelos de Datos Circulares

Para los modelos de datos circulares () se trabajé con 4 métodos MCMC, pri-
mero con el Metropolis-Hastings (MH) al completar el espacio y hacer simulaciones
sobre las variables (r,0) € [RT x (0,27)], y por medio de transformaciones a coor-
denadas polares calcular el vector p correspondiente, los otros 3 métodos a utilizar
son el HMC, el RAM y algoritmo de muestreo de rechazo ABC, donde utilizamos
distribuciones normales proyectadas N P(0|u, ). Se realizaron tres analisis con una
muestra simulada de tamano 100 y valores del vector p dados por (5,5); (1,1) y
(0.5,0.5). Para las valores de p; y ps se consideraron distribuciones iniciales no in-
formativas N (0, 5). Utilizamos el algoritmo de muestreo de rechazo ABC que realiza
iteraciones hasta obtener el nimero de muestra de que fijamos, por lo mismo no
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tuvimos un control en el nimero de iteraciones totales del algoritmo.

4.3.1.

Para nuestro primer estudio consideramos 100 datos de la variable 6 a partir del
vector i = (5,5), bajo el modelo NP(0, i, I). La medida de distancia utilizada para
el algoritmo de muestreo de rechazo ABC, que se empleé fue el siguiente (Mardia &

Jupp, 2009)

donde 6 es la media muestral de los datos circulares 6 (notemos que p # = 3" | 6;).
Esta es una funcién que mide la dispersion de los datos z con respecto a la media

Primer analisis

p(0,2) = %Z (1 — Cos(zj — éD)) ;

=1

de Op. El valor de e considerado fue de e= 0.01 .
Nuestros datos graficamente se ven de la siguiente manera:

Thetas Reales

Figura 4.123: Datos del vector u=(5,5)

Los resultados obtenidos fueron:

Cuadro 4.17: HMC

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

1 5 4.816 | 4.809 (4.13 ; 5.48)

142 5 4.905 | 4.896 (4.18 ; 5.61)
Cuadro 4.18: RAM

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

11 5 4.797 | 4.786 (4.15 ; 5.49)

4o 5 4.885 | 4.868 (4.15 ; 5.53)

112




Cuadro 4.19: MH

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

I 5 4.876 | 4.871 (4.17 ; 5.51)

42 5 4.961 | 4.944 (4.32 ; 5.66)
Cuadro 4.20: ABC

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

1 5 6.479 | 6.274 (4.2482 ; 8.7071)

42 5 6.595 | 6.365 (4.6391 ; 9.3031)

Donde si comparamos el tiempo de CPU y el nimero de iteraciones.

Cuadro 4.21: Comparacion

Método MCMC | Iteraciones | Tiempo de CPU
HMC 30,000 18 minutos
RAM 160,000 4 minutos

MH 40,000 30 minutos
ABC — 1 minuto

Los histogramas, promedios ergddicos, graficas de auto correlacién y trazas de

cada método MCMC se presentan a continuacion:
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Figura 4.124: Histogramas y promedios ergddicos del escenario p = (5,5) usando el

método HMC
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ACF

y.mul

Figura 4.125: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (5,5) usando
el método HMC
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Figura 4.126: Histogramas y promedios ergddicos del escenario p = (5,5) usando el

método RAM
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Figura 4.127: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (5,5) usando
el método RAM
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Figura 4.131: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (5,5) usando

el método ABC
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4.3.2. Segundo analisis

Para nuestro segundo estudio también consideramos una muestra aleatoria de
100 datos de la variable 6 ahora a partir del vector u = (1,1), , bajo el modelo
NP, u,I). La medida de distancia, para el algoritmo de muestreo de rechazo ABC,
que se emple6 fue la diferencia circular (Mardia & Jupp, 2009)

p(0,2) = 5 35" (1~ Cos(zi— 7).

i=1 j=1

con el valor de e = 0.0005, nuestros datos graficamente se ven de la siguiente manera:

Thetas Reales

Figura 4.132: Datos del vector u=(1,1)
Los resultados obtenidos fueron:

Cuadro 4.22: HMC2
Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
11 1 1.170 | 1.174 (0.947 ; 1.423)
4o 1 0.976 | 0.976 (0.735 ; 1.188)

Cuadro 4.23: RAM2
Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
1 1 1.182 | 1.183 (0.919 ; 1.416)
4o 1 0.978 | 0.979 (0.744 ; 1.225)

Cuadro 4.24: MH2
Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
1 1 1.216 | 1.215 (0.966 ; 1.468)
4o 1 1.010 | 1.006 (0.766 ; 1.251)
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Cuadro 4.25: ABC2

Pardmetro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
11 1 1.1952 | 1.1610 (0.7054 ; 1.771)
42 1 1.0393 | 1.0407 (0.6969 ; 1.3404)

Donde si comparamos el tiempo de CPU y el nimero de iteraciones.

Cuadro 4.26: Comparacion

Método MCMC | Iteraciones | Tiempo de CPU
HMC 30,000 13 minutos
RAM 160,000 4 minutos

MH 40,000 30 minutos
ABC — 1 minuto

Los histogramas, promedios ergddicos, graficas de auto correlacion y trazas de
cada método MCMC se presentan a continuacion:
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Figura 4.133: Histogramas y promedios ergddicos del escenario p = (1, 1) usando el
método HMC
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Figura 4.135: Histogramas y promedios ergddicos del escenario p = (1, 1) usando el

método RAM
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Figura 4.136: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (1,1) usando
el método RAM
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Figura 4.139: Histogramas y promedios ergddicos del escenario p = (1, 1) usando el

método ABC
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Figura 4.140: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (1,1) usando
el método ABC
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Una observacién importante que debemos de mencionar, es la importancia, como
ya se ha mencionado varias veces anteriormente, de escoger la medida de distancia
p vy el valor de e adecuados para cada problema, la diferencia circular que usamos
para este estudio se desempena mejor para datos circulares que presentan una mayor
variabilidad. Para los otros tres métodos, podemos ver que se siguen desempenando
de forma adecuada para los dos estudios realizados hasta ahora.

4.3.3. Tercer analisis

Para nuestro tercer estudio consideramos 100 datos de la variable 6 obtenido
del vector pu=(0.5,0.5). La medida de distancia, para el algoritmo de muestreo de
rechazo ABC, que se empleo fue la diferencia circular,

p(0.5) = 5 D31~ Cos(z—0y)),

i=1 j=1
con el valor de ¢ = 0.0005, nuestros datos graficamente se ven de la siguiente
manera:

Thetas Reales

Figura 4.141: Datos del vector u=(0.5,0.5)

Los resultados obtenidos fueron:

Cuadro 4.27: HMC3

Pardmetro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
11 0.5 0.5001 | 0.5004 (0.290 ; 0.726)
4o 0.5 0.283 | 0.361 (0.137 ; 0.582)

Cuadro 4.28: RAM3

Pardmetro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.
I 0.5 0.497 | 0.499 (0.263 ; 0.738)
142 0.5 0.362 | 0.359 (0.138 ; 0.592)
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Cuadro 4.29: MH3

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

I 0.5 0.510 | 0.509 (0.262 ; 0.712)

2 0.5 0.377 | 0.378 (0.147 ; 0.584)
Cuadro 4.30: ABC3

Parametro | Verdadero valor | Media | Mediana | Intervalo de Prob.

1 0.5 0.4943 | 0.4882 (0.1061 ; 0.9053)

42 0.5 0.3863 | 0.3877 (0.0979 ; 0.6617)

Donde si comparamos el tiempo de CPU y el nimero de iteraciones.

Cuadro 4.31: Comparacion

Método MCMC | Iteraciones | Tiempo de CPU
HMC 30,000 13 minutos
RAM 160,000 4 minutos

MH 40,000 30 minutos
ABC — 1 minuto

Los histogramas, promedios ergddicos, graficas de auto correlacién y trazas de
cada método MCMC se presentan a continuacion:
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Figura 4.142: Histogramas y promedios ergédicos del escenario = (0.5,0.5) usando
el método HMC
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Figura 4.143: Graficas de auto correlacién y trazas del escenario p = (0.5, 0.5) usando

el método HMC
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Figura 4.144: Histogramas y promedios ergédicos del escenario = (0.5,0.5) usando

el método RAM
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el método MH
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Figura 4.149: Gréficas de auto correlacién y trazas del escenario = (0.5,0.5) usando
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Podemos observar que con los tres analisis realizados anteriormente, es que to-
dos los métodos MCMC que se utilizaron para este modelo funcionaron de forma
adecuada. Sin embargo, aunque todos los intervalos de probabilidad contienen a los
verdaderos valores de los parametros p; y po, es el método HMC el que ofrece los
mejores intervalos, algo que también sucedié con el modelo FH-N, también hay que
resaltar que es el método ABC el que requiere un menor tiempo de cémputo, mien-
tras que el RAM es el punto medio entre estos dos métodos, ya es el método que
mejor optimiza la relacion entre calidad de las inferencias y tiempo de computo.

Algo que también se debe de senalar que aunque los datos circulares son datos
definidos en un espacio muestral distinto a R¥, y las metodologias propuestas en
esta tesis ofrecen alternativas a considerar para su andlisis.

Hay que mencionar que todas las simulaciones se hicieron en una laptop Asus
tuf gaming fx505dv.
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Conclusiones

Una de nuestras primeras conclusiones es que, con los resultados mostrados de
los datos circulares del método hamiltoniano de Monte Carlo, podemos concluir que
éste método es ptimo cuando el gradiente se obtiene analiticamente o su computo
numeérico no es tan costoso, lo cual no ocurre con los sistemas de EDO. En cambio,
para estimar los parametros del sistema FH-N tuvimos que emplear, alternativa-
mente, una estimacion numérica para el calculo del gradiente que involucraba dicho
método. En contraste, el MCMC RAM, que es una MCMC adaptativo, es mas efi-
ciente en comparacion, pues es menos costoso comparado al HMC. De cualquier
modo, siempre hay que resolver internamente en el algoritmo general, al sistema de
EDO en cada paso para el calculo de la distribucién final, lo cual se evité usando
los métodos ABC. Después de trabajar con los cuatro métodos MCMC analizados
en esta tesis, podemos hacer una tabla de ventajas y desventajas:

Cuadro 4.32: Ventajas y Desventajas

Meétodos
MCMC Ventajas Desventajas
RAM Es facil de implementar. Requiere de varias iteraciones y éstas au-
Es un método adaptativo. mentan segun la dificultad del modelo a
Es un precio justo entre tiempo analizar.
de cémputo y calidad de
estimaciones.

HMC El gradiente nos ayuda a mover Requiere el célculo del gradiente y si éste es
el vector de parametros de numérico puede ser muy costoso compu-
forma mds eficiente. tacionalmente.

No requiere tantas iteraciones
Réapido si el gradiente se puede
calcular analiticamente.
ABC No requiere verosimilitud. Depende de las distribuciones iniciales.
Es bastante rapido. Depende del valor de e.
Necesita que la medida de comparacién de los
datos sea suficiente.
Es complicado estimar la varianza.
MH Es facil de implementar. Depende fuertemente de la eleccion de la dis-
Es un método clésico para la tribucién propuesta.
inferencia bayesiana. Puede tener tasas de aceptacién muy baja.
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Algo que nos dimos cuenta en los modelos de datos circulares fue que el método
HMC, el calculo numérico del gradiente mediante diferencias finitas, puede requerir
mas tiempo de computo si se aumenta el niimero de datos. Mientras que con los
otros tres algoritmos MH, RAM y ABC con los que se comparé esto no sucedia, ya
que el aumentar el nimero de datos a 500, el tiempo de computo permanecia casi
igual mientras que en el HMC aumentaba a 1 hora.

Otra conclusién importante es que, para todos los escenarios mostrados, la meto-
dologia presentada en el Capitulo 2 nos permite una mejor descripcion del verdadero
comportamiento de los datos, al tener la estimacién de las varianzas o en los esta-
dos de los sistema, al igual el tener intervalos de probabilidad de los parametros, y
también poder realizar la estimacién de la distribucién predictiva por medio de las
bandas de probabilidad mostradas. Es en estos resultados donde se ve la importan-
cia de la metodologia mostrada y no simplemente realizar estimacién de parametros
via minimos cuadrados.

Algo que debe de quedar claro con el andlisis presentado es que los métodos
MCMC no son cajas negras que van a arrojar resultados positivos en todos los
escenarios o modelos de interés, y no nos debemos quedar con un solo método
para todos los problemas que vayamos a enfrentar, sino que uno debe de elegir
adecuadamente el método MCMC que més se adapte al modelo matematico que se
planea estudiar, esto para poder hacer mas eficiente el analisis que se propone hacer.

Aunque se cumpli6 el objetivo planteado de esta tesis, al comparar las ventajas
y desventajas de los métodos estocasticos de interés, atin hay mucho espacio para
ampliar lo que se trabajo en esta tesis. Un ejemplo de lo anterior, seria utilizar mo-
delos de ecuaciones en derivadas parciales o sistemas de ecuaciones mas complejos.
Otra oportunidad de interés podria ser la aplicaciéon de procesos gaussianos para
estos modelos, es por eso que se recomienda una ampliacién de los estudios hechos
en esta tesis en trabajos futuros.
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Apéndice A
Cddigos en R

A continuacién presentaremos los scripts escritos en R para las simulaciones que
se realizaron en el capitulo 4 de esta tesis, asi como una breve introduccion para la
programacion en paralelo en R.

Cdédigo RAM para EDO

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
library(ramcmc)
library(TeachingDemos)
library(modeest)

# RAM Script General:
# Sistema EDO

McraeODE = function(t, y, parms) {
# Variables del sistema de Ecuaciones Diferenciales
vV = yl1]
R = y[2]
# Pardmetros del vector "parms"
alpha = parms["alpha"]
beta = parms["beta"]
gamma = parms["gamma"]

# Sistema de EDO
dV = gammax*(R+V-((V"3)/3))
dR = -(1/gamma)*(V-alpha+beta*R)

res = c(dv,dR)
# Return lista de gradientes
list(res)

}

# Numero de datos

n<-40

# Tiempo de la ecuacién diferencial
t<-20

times = seq(0, t, by = .5)

parms = c(alpha=0.3,beta=0.3,gamma=2)
start = c(V=-1,R=1)

out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms)
out=as.data.frame (out)
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# Creacién de nuestros datos V y R
V<-out$V[2:41]+rnorm(20,0, .5)
R<-out$R[2:41]+rnorm(20,0,.5)

dsim.V.T<-out$Vv
dsim.R.T<-out$R

#Verosimilitud

L<-function(n,t,theta,yl,y2){
times = seq(0, t, by = .5)
parms = c(alpha=exp(thetal[1]),beta=exp(thetal[2]),gamma=exp(theta[3]))
start = c(V=theta[4],R=thetal[5])
out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms,atol = 10°-6, rtol = 107-6)
out=as.data.frame(out)
dsim.V<-out$V[2: (n+1)]
dsim.R<-out$R[2: (n+1)]
a<-dmvn(yl,mu=dsim.V,Sigma=exp(thetal[6])*diag(n))*dmvn(y2,mu=dsim.R,Sigma=exp(thetal[7])*diag(n))
return(a)

}

#Dn Final
dist.f<-function(n,t,l.theta,yl,y2){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-L(n,t,1l.theta,yl,y2)*dnorm(l.theta[1],l0og(0.5),3)*dnorm(1l.theta[2],1l0g(0.5),3)*dnorm(1l.thetal[3],log(5),3)
#Dn Valores Iniciales
b<-dnorm(1l.theta[4])*dnorm(1l.thetal[5])
#Dn Sigmas
c<-dnorm(l.thetal[6],log(5),5)*dnorm(1l.thetal7],log(5),5)
d<-axb*c
return(d)

}
### Paralelo:

library(parallel)
detectCores()

numCores <- detectCores()
cl <- makeCluster (numCores)

clusterEvalQ(cl,library(deSolve))
clusterEvalQ(cl,library(bbmle))
clusterEvalQ(cl,library(emdbook))
clusterEvalQ(cl,library(LaplacesDemon))
clusterEvalQ(cl,library(ramcmc))
clusterEvalQ(cl,library(TeachingDemos))
clusterEvalQ(cl,library(modeest))

clusterEvalQ(cl,

# Sistema EDO

McraeODE<-function(t, y, parms) {
# Variables del sistema de Ecuaciones Diferenciales
vV = yl[1]
R = y[2]
# Parametros del vector "parms"
alpha = parms["alpha"]
beta = parms["beta"]
gamma = parms["gamma"]

#Sistema de EDO
dv = gammax* (R+V-((V"3)/3))
dR = -(1/gamma)*(V-alpha+beta*R)

res = c(dV,dR)

# Return lista de gradientes
list(res)

#Numero de datos
clusterEvalQ(cl,n<-40)

140



#Tiempo de la ecuacién diferencial
clusterEvalQ(cl,t<-20)

#Verosimilitud
clusterEvalQ(cl,
L<-function(n,t,theta,yl,y2){
times = seq(0, t, by = .5)
parms = c(alpha=exp(theta[1]),beta=exp(thetal[2]),gamma=exp(thetal3]))
start = c(V=theta[4],R=thetal5])
out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms,atol = 10°-6, rtol = 107-6)
out=as.data.frame (out)
dsim.V<-out$V[2: (n+1)]
dsim.R<-out$R[2: (n+1)]
a<-dmvn(yl,mu=dsim.V,Sigma=exp (theta[6])*diag(n))*dmvn(y2,mu=dsim.R,Sigma=exp(thetal[7])*diag(n))

return(a)
}
)
#Dn Final
clusterEvalQ(cl,
dist.f<-function(n,t,l.theta,yl,y2){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-L(n,t,1l.theta,yl,y2)*dnorm(l.thetal[1],10g(0.5),3)*dnorm(1l.thetal[2],1l0g(0.5),3)*dnorm(1l.thetal3],log
#Dn Valores Iniciales
b<-dnorm(l.theta[4])*dnorm(1l.theta[5])
#Dn Sigmas
c<-dnorm(1l.thetal[6],log(5),5)*dnorm(1l.thetal7],log(5),5)
d<-axbx*c
return(d)
}
)

#Parametros Libres

clusterEvalQ(cl,NP<-7)

## V y R son los datos en general

clusterEvalQ(cl,x<-c(rnorm(1,log(0.5),3) ,rnorm(1,1log(0.5),3) ,rnorm(1,log(5),3),
rnorm(1) ,rnorm(1) ,rnorm(1,log(5),5) ,rnorm(1,log(5),5))

)

clusterExport(cl,"V")

clusterExport(cl,"R")

clusterEvalQ(cl,while(dist.f (40,20,x,V,R)==0){
x<-c(rnorm(1,l0g(0.5),3) ,rnorm(1,log(0.5),3) ,rnorm(1,log(5),3),
rnorm(1) ,rnorm(1) ,rnorm(1,log(5),5) ,rnorm(1,log(5),5))

clusterEvalQ(cl,t<-20)
clusterEvalQ(cl,burn<-25000)
clusterEvalQ(cl,ite.inter<-25000)
clusterEvalQ(cl,lag<-60)
clusterEvalQ(cl, tmues<-300)
clusterEvalQ(cl,n<-40)

clusterEvalQ(cl,ite<-burn+ite.inter+lag*tmues)
clusterEvalQ(cl,burn.tot<-burn+ite.inter)

clusterEvalQ(cl,y.a.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.b.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.g.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.v0.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.r0.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.s1l.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.s2.1ln<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,n.sample<-0)

clusterEvalQ(cl,S<-diag(NP))

## Algoritmo general:
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# For en cada nucleo:

start_time <- Sys.time()

clusterEvalQ(cl,for(j in 1:ite){
u<-c(rmvn(1,c(0,0,0,0,0,0,0),diag(NP)))
y0<-c(x)
yi<-c (x+S%*%u)

alpha<-min(1,dist.f(n,t,y1,V,R)/dist.f(n,t,y0,V,R))
unif<-runif (1)

if (unif<=alpha){x<-c(y1)}
if (unif>alpha) {x<-c(y0)}

# Actualizacidén de S
S <- adapt_S(S, u,current=alpha,n=j)

if (j>burn.tot & (j%%lag)==0){
n.sample<-n.sample+1
y.a.ln[n.sample]<-exp(x[1])
y.b.1n[n.samplel<-exp(x[2])
y.g.1n[n.sample]l<-exp(x[3])
y.v0.1n[n.samplel<-x[4]
y.r0.1n[n.sample]<-x[5]
y.sl.1n[n.sample]<-exp(x[6])
y.s2.1n[n.samplel <-exp(x[7])

}

B

end_time <- Sys.time()

end_time - start_time

### Obtuve 8 sub-muestras de 300 valores.
A<-matrix(data=NA,nrow=2400,ncol=7)

## Guardo datos en matriz B por core

clusterEvalQ(cl,B<-matrix(data=NA,nrow=300,ncol=7))

clusterEvalQ(cl,for(i in 1:300){
B[i,1]<-y.a.1ln[i]
B[i,2]<-y.b.1n[i]
B[i,3]<-y.g.1n[i]
B[i,4]1<-y.v0.1n[i]
B[i,5]<-y.r0.1n[i]
B[i,6]<-y.s1.1n[i]
B[i,7]<-y.s2.1n[i]

1))

# Observar los resultados del primer core
clusterEvalQ(cl,B) [[1]]

# Guardamos los datos en la matriz A del proceso general
for(j in 1:8){
for(i in 1:7){
for(k in 1:300){
A[k+(300%(j-1)),i]<-clusterEvalQ(cl,B) [[j1] [k,i]
1
}

stopCluster(cl)

Cdédigo HMC para EDO

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
library(ramcmc)
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library(modeest)
library(numDeriv)
library(hmclearn)

## HMC script general

McraeODE = function(t, y, parms) {
# Variables del sistema de Ecuaciones Diferenciales
vV = yl[1]
R = y[2]
# Parametros del vector "parms"
alpha = parms["alpha"]
beta = parms["beta"]
gamma = parms["gamma"]

#Sistema de EDO
dV = gammax* (R+V-((V"3)/3))
dR = -(1/gamma)*(V-alpha+beta*R)

res = c(dv,dR)
# Return lista de gradientes
list(res)

}

t<-20

#Tiempo inicial, hasta cuando y secuencia de pasos
times = seq(0, t, by = .1)

# Parametros

parms = c(alpha=0.3,beta=0.3,gamma=2)

# Valores iniciales

start = c(V=-1,R=1)

out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms)
out=as.data.frame(out)

# Creacién de nuestros datos V y R
V<-out$V[2:41]+rnorm(40,0,.5)
R<-out$R[2:41]+rnorm(40,0, .5)

# Escogemos los datos simulados de yl1 y y2:

dsim.V.T<-out$V[2:41]
dsim.R.T<-out$R[2:41]

# Definimos la funcién 11 (log-verosimilitud)

11<-function(n,t,theta,yl,y2){
times = seq(0, t, by = .5)
parms = c(alpha=exp(thetal[1]),beta=exp(thetal[2]),gamma=exp(thetal[3]))
start = c(V=thetal4],R=thetal5])
out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms,atol = 10°-6, rtol = 107-6)
out=as.data.frame(out)
dsim.V<-out$V[2: (n+1)]
dsim.R<-out$R[2: (n+1)]
11 = sum(dmvn(yl, dsim.V, Sigma=exp(thetal[6])*diag(n),log=TRUE))+sum(dmvn(y2,dsim.R,Sigma=exp(thetal[7])*diag(n),log
return(1l)

# Log Dn Final

1l.dist.f<-function(n,t,l.theta,yl,y2){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-11(n,t,1.theta,y1,y2)+log(dnorm(1l.thetal[1],10g(0.5),3))+log(dnorm(l.theta[2],10g(0.5),3))+log(dnorm(l.thetal3],1
#Dn Valores Iniciales
b<-log(dnorm(1l.theta[4]))+log(dnorm(1l.theta[5]))
#Dn Sigmas
c<-log(dnorm(l.theta[6],log(5),10))+log(dnorm(1l.thetal7],log(5),10))
d<-atb+c
return(d)
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}
tmues<-1000

x<-c(rnorm(1,log(0.5),3) ,rnorm(1,l0g(0.5),3) ,rnorm(1,log(5),3),
rnorm(1) ,rnorm(1) ,rnorm(1,log(5),10) ,rnorm(1,log(5),10))

# Funcién de log Dn final dependiendo de los parametros
fi<-function(x){
a<-1.dist.f(n=40,t=20,x,y1=V,y2=R)
return(a)
}
# Funcién de gradiente numerico de log Dn final
f2<-function(x){
a<-grad(l.dist.f,x,method="simple",n=40,t=20,y1=V,y2=R)
return(a)

}

# Matriz que va a guardar los datos
C1.hmc<-matrix(NA,nrow=1000,ncol=7)

# Funcién hmc de la libreria hmclear, tiene el algoritmo ya optimizado
start_time <- Sys.time()

b.C1<-hmc(N=10000,theta.init=x,epsilon = 0.01,L=20,f1,f2)

end_time <- Sys.time()

end_time - start_time

# Guardamos los datos

j<-1

for(k in 9001:10000){
C1.hmc[j,1]<-exp(b.Ci$theta.all[[1]1][[k]1][1])
C1.hmc[j,2]<-exp(b.Cl$theta.all[[1]1] [[k]][2])
C1.hmc[j,3]<-exp(b.Ci$theta.all[[1]1] [[k]][3])
C1.hmc[j,4]<-b.Ci$theta.all[[1]] [[k]] [4]
C1.hmc[j,5]<-b.Ci$theta.all[[1]1] [[k]] [5]
C1l.hmc[j,6]<-exp(b.Ci$theta.all[[1]1] [[k1][61)
C1.hmc[j,7]<-exp(b.Cl$theta.all[[1]1] [[k]] [7])
j<-j+1

Cédigo MCMC-ABC para EDO

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
library(ramcmc)
library(TeachingDemos)
library(modeest)

# McMC-ABC Script General:
# Sistema EDO

McraeODE = function(t, y, parms) {
# Variables del sistema de Ecuaciones Diferenciales
vV = yl1]
R = y[2]
# Parametros del vector "parms"
alpha = parms["alpha"]
beta = parms["beta"]
gamma = parms["gamma"]

#Sistema de EDO
dV = gammax*(R+V-((V~3)/3))
dR = -(1/gamma)*(V-alpha+beta*R)
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res = c(dvV,dR)
# Return lista de gradientes
list(res)

}

# Numero de datos

n<-40

# Tiempo de la ecuacién diferencial
t<-20

times = seq(0, t, by = .5)

parms = c(alpha=0.3,beta=0.3,gamma=2)
start c(V=-1,R=1)

out=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms)
out=as.data.frame (out)

# Creacién de nuestros datos V y R
V<-out$V[2:41]+rnorm(20,0,.5)
R<-out$R[2:41]+rnorm(20,0, .5)

dsim.V.T<-out$Vv
dsim.R.T<-out$R

### Paralelo:

library(parallel)
detectCores ()

numCores <- detectCores()
cl <- makeCluster (numCores)

clusterEvalQ(cl,library(deSolve))
clusterEvalQ(cl,library(bbmle))
clusterEvalQ(cl,library(emdbook))
clusterEvalQ(cl,library(LaplacesDemon))
clusterEvalQ(cl,library(ramcmc))
clusterEvalQ(cl,library(TeachingDemos))
clusterEvalQ(cl,library(modeest))

clusterEvalQ(cl,

# Sistema EDO

McraeODE<-function(t, y, parms) {
# Variables del sistema de Ecuaciones Diferenciales
vV = yl1]
R = y[2]
# Parametros del vector "parms"
alpha = parms["alpha"]
beta = parms["beta"]
gamma = parms["gamma"]

#Sistema de EDO
dVv = gammax (R+V-((V~3)/3))
dR = -(1/gamma)*(V-alpha+beta*R)

res = c(dv,dR)
# Return lista de gradientes
list(res)

#Numero de datos
clusterEvalQ(cl,n<-40)

#Dn Inicial NO INFORMATIVAS
clusterEvalQ(cl,
dist.i<-function(l.theta){
#Dn inicial Parametros.
a<-dnorm(1l.theta[1],0,2)*dnorm(1.theta[2],0,2)*dnorm(1.thetal[3],0,2)
#Dn Valores Iniciales
b<-dnorm(1l.theta[4],0,2)*dnorm(1.theta[5],0,2)
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#Dn sigmas
c<-dnorm(1l.theta[6],0,2)*dnorm(1l.thetal7],0,2)
d<-axb*c

return(d)

### V y R son los datos en general
clusterExport(cl,"V")
clusterExport(cl,"R")

clusterEvalQ(cl,burn<-150000)
clusterEvalQ(cl,ite.inter<-150000)
clusterEvalQ(cl,lag<-750)
clusterEvalQ(cl,tmues<-200)
clusterEvalQ(cl,n<-40)

clusterEvalQ(cl,ite<-burn+ite.inter+lag*tmues)
clusterEvalQ(cl,burn.tot<-burn+ite.inter)

clusterEvalQ(cl,z.a<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.b<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.g<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.vO<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.r0<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.s1<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.s2<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,n.sample<-0)

clusterEvalQ(cl,eps<-0.5)

clusterEvalQ(cl,theta0<-FALSE)

clusterEvalQ(cl,while(thetaO==FALSE){
x<-c(rnorm(1,0,2) ,rnorm(1,0,2) ,rnorm(1,0,2),

rnorm(1,0,2) ,rnorm(1,0,2) ,rnorm(1,0,2) ,rnorm(1,0,2))

# Tiempo de la ecuacién diferencial

t<-20

times = seq(0, t, by = .5)

parms = c(alpha=exp(x[1]),beta=exp(x[2]),gamma=exp(x[3]))
start = c(V=x[4],R=x[5])

out2=ode(y=start, times=times, func=Mcrae(ODE, parms=parms)
out2=as.data.frame (out2)

dsim.V<-out2$V[2: (n+1)] + rnorm(n,0,exp(x[6]))
dsim.R<-out2$R[2: (n+1)] + rnorm(n,0,exp(x[7]1))

d1<-(1/n)*sum((dsim.V-V)"2)
d2<-(1/n)*sum((dsim.R-R) ~2)

if (di<eps && d2<eps){

thetaO<-TRUE
x0<-x

## Algoritmo General:

start_time <- Sys.time()

clusterEvalQ(cl,for(i in 1:ite){
x1<-rmvn(1,x0,1.5*diag(7))

r<-(dist.i(x1)*dmvn(x0,x1,1.5+xdiag(7)))/(dist.i(x0)*dmvn(x1,x0,1.5xdiag(7)))
u<-runif (1)

if (u<r){
#Tiempo de la ecuacién diferencial
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t<-20

times = seq(0, t, by = .5)

parms = c(alpha=exp(x1[1]),beta=exp(x1[2]),gamma=exp(x1[3]))
start = c(V=x1[4],R=x1[5])

out2=ode(y=start, times=times, func=McraeODE, parms=parms)
out2=as.data.frame (out2)

dsim.V<-out2$V[2: (n+1)] + rnorm(n,0,exp(x[6]))
dsim.R<-out2$R[2: (n+1)] + rnorm(n,0,exp(x[71))

d1<-(1/n)*sum((dsim.V-V)"2)
d2<-(1/n) *sum((dsim.R-R) ~2)

if (dl<eps && d2<eps){x<-x1}
else (x<-x0)

}

else{x<-x0}

if (i>burn.tot & (i%klag)==0){
n.sample<-n.sample+1
z.a[n.sample]<-exp(x[1])
z.b[n.sample]<-exp(x[2])
z.g[n.sample]l<-exp(x[3])
z.v0[n.sample]<-x[4]
z.r0[n.sample]<-x[5]
z.s1[n.sample]<-exp(x[6])
z.s2[n.sample]<-exp(x[7])

x0<-x
B

end_time <- Sys.time()

end_time - start_time

### Obtuve 8 muestras de 300 valores.
Z<-matrix(data=NA,nrow=1600,ncol=7)

## Guardo datos en matriz B por core
clusterEvalQ(cl,B<-matrix(data=NA,nrow=200,ncol=7))
clusterEvalQ(cl,for(i in 1:200){

B[i,1]<-z.al[i]

B[i,2]<-z.b[i]

B[i,3]1<-z.gli]

B[i,4]<-z.v0[i]

B[i,5]<-z.r0[i]

B[i,6]<-z.s1[i]

Bl[i,7]<-z.s2[i]
»

# Guardamos los datos en la matriz Z del proceso general
for(j in 1:8){
for(i in 1:7){
for(k in 1:200){
Z[k+(200%(j-1)) ,il<-clusterEvalQ(cl,B) [[j1] [k,1il]
3}
}

stopCluster(cl)

Cédigo RAM para Datos Circulares

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
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library(ramcmc)
library(TeachingDemos)
library(modeest)

## RAM datos circulares script general:

# Verosimilitud
L<-function(n,mu,y1){
a<-rep(0,n)
b<-rep(0,n)
C6<-exp(-.5*((mu[1]~2)+(mul[2]°2)))/(2*pi)
for(i in 1:n){
blil<-(mul[1]*cos(y1[i]))+(mu[2]*sin(y1[i]))
ali]<-C6* (1+(b[i]*pnorm(b[i]) /dnorm(b[i])))
}
1<-prod(a)
return(1)

}

# Dn final

dist.f<-function(n,mu,y1){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-L(n,mu,yl)*dnorm(mu[1],0,5)*dnorm(mu[2],0,5)
return(a)

}

## Paralelo
library(parallel)
detectCores()

numCores <- detectCores()
cl <- makeCluster (numCores)

clusterEvalQ(cl,library(deSolve))
clusterEvalQ(cl,library(bbmle))
clusterEvalQ(cl,library(emdbook))
clusterEvalQ(cl,library(LaplacesDemon))
clusterEvalQ(cl,library(ramcmc))
clusterEvalQ(cl,library(TeachingDemos))
clusterEvalQ(cl,library(modeest))

#Numero de datos
clusterEvalQ(cl,n<-100)

#Verosimilitud
clusterEvalQ(cl,
L<-function(n,mu,y1){
a<-rep(0,n)
b<-rep(0,n)
C6<-exp(-.5+((mu[1]"2)+(mu[2]°2)))/(2*pi)
for(i in 1:n){
bl[il<-(mul[1]*cos(y1[i]))+(mu[2] *sin(y1[i]))
a[i]<-C6* (1+(b[i]*pnorm(b[i])/dnorm(b[il)))

}
1<-prod(a)
return(1l)
}
)
#Dn Final
clusterEvalQ(cl,
dist.f<-function(n,mu,y1){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-L(n,mu,y1)*dnorm(mul[1],0,5)*dnorm(mu[2],0,5)
return(a)
}
)

#Parametros Libres
clusterEvalQ(cl,NP<-2)
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# Exportamos nuestros datos "thetal"
clusterExport(cl,"thetal")

# Valores iniciales
clusterEvalQ(cl,x<-c(rnorm(2,0,5)))

clusterEvalQ(cl,burn<-25000)
clusterEvalQ(cl,ite.inter<-25000)
clusterEvalQ(cl,lag<-50)
clusterEvalQ(cl, tmues<-200)
clusterEvalQ(cl,n<-100)

clusterEvalQ(cl,ite<-burn+ite.inter+lag*tmues)
clusterEvalQ(cl,burn.tot<-burn+ite.inter)

clusterEvalQ(cl,y.mul.r<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,y.mu2.r<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,n.sample<-0)

clusterEvalQ(cl,S<-diag(NP))

## Algoritmo General:

# For en cada nucleo:

start_time <- Sys.time()

clusterEvalQ(cl,for(j in 1:ite){
u<-c(rmvn(1,c(0,0),diag(NP)))
yO0<-c(x)
y1<-c(x+S¥%*%u)

alpha<-min(1,dist.f(n,yl,thetal)/dist.f(n,y0,thetal))
unif<-runif (1)

if (unif<=alpha){x<-c(y1)}
if (unif>alpha) {x<-c(y0)}

# Paso Adaptativo
S <- adapt_S(S, u,current=alpha,n=j)

if (j>burn.tot & (j%%lag)==0){
n.sample<-n.sample+1
y.mul.r[n.samplel<-x[1]
y.mu2.r [n.sample]<-x[2]
}
B

end_time <- Sys.time()
end_time - start_time
### Obtuve 8 muestras de 200 valores.
Ti<-matrix(data=NA,nrow=1600,ncol=2)

## Guardo datos en matriz B por core
clusterEvalQ(cl,B<-matrix(data=NA,nrow=200,ncol=2))
clusterEvalQ(cl,for(i in 1:200){

Bli,1]<-y.mul.r[i]

B[i,2]<-y.mu2.r[i]
B

# Guardamos los datos en la matriz Tl del proceso general
for(j in 1:8){
for(i in 1:2){
for(k in 1:200){
T1[k+(200%(j-1)),i]<-clusterEvalQ(cl,B) [[j1] [k,i]
1}
}

stopCluster(cl)
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Cédigo HMC para Datos Circulares

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
library(ramcmc)
library(modeest)
library(numDeriv)
library(hmclearn)
library(TeachingDemos)
library(REdaS)

## HMC datos circulares script general:

# Log-Verosimilitud
11<-function(n,mu,y1){
a<-rep(0,n)
bi<-rep(0,n)
C6<-(-.5*((mul1]~2)+(mu[2]~2)))-1log(2*pi)
for(i in 1:n){
b1[il<-(mu[1]*cos(y1[il))+(mul[2] *sin(y1[i]))
al[il<-C6+log(1+(b1[il*pnorm(b1[i])/dnorm(b1[i])))
}
11<-sum(a)
return(11)

# Log Dn Final

1.dist.f<-function(n,mu,y1){
#Verosimilitud y Dn inicial Parametros.
a<-11(n,mu,y1)+log(dnorm(mu[1],0,5))+log(dnorm(mu[2],0,5))
return(a)

}

# Valores iniciales
x<-c(rnorm(2,0,5))

# Tamafio de muestra y numero de datos
tmues<-1000
n<-100

y.mul<-rep(NA, tmues)
y.mu2<-rep(NA, tmues)

# Funcién de log Dn final
fi<-function(x){
a<-1.dist.f(100,x,thetal)
return(a)
}
# Funcién gradiente numerico de log Dn final
f2<-function(x){
a<-grad(l.dist.f,x,method="simple",n=100,yl=thetal)
return(a)

}

# Funcién hmc de la libreria hmclear, tiene el algoritmo ya optimizado
start_time <- Sys.time()

b<-hmc (N=30000,theta.init=x,epsilon=0.01,L=10,f1,f2)

end_time <- Sys.time()

end_time - start_time

# Guardamos los datos con un lag=20
j<-1
for(k in 10001:30000){
if (&%%20==0){
y.mu1[j]<-b$theta.all[[1]][[k]][1]
y.mu2[jl<-b$theta.all[[1]1] [[k]1][2]
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j<-j+1
3}

Cédigo ABC para Datos Circulares

library(deSolve)
library(bbmle)
library(emdbook)
library(LaplacesDemon)
library(ramcmc)
library(TeachingDemos)
library(modeest)

## ABC Alogritmo Aceptacién-Rechazo datos circulares script general:

## Paralelo
library(parallel)
detectCores ()

numCores <- detectCores()
cl <- makeCluster (numCores)

clusterEvalQ(cl,library(deSolve))
clusterEvalQ(cl,library(bbmle))
clusterEvalQ(cl,library(emdbook))
clusterEvalQ(cl,library(LaplacesDemon))
clusterEvalQ(cl,library(ramcmc))
clusterEvalQ(cl,library(TeachingDemos))
clusterEvalQ(cl,library(modeest))
clusterEvalQ(cl,library(CircStats))

# Numero de datos
clusterEvalQ(cl,n<-100)

# Exportamos nuestros datos "thetal"
clusterExport(cl,"thetal")

clusterEvalQ(cl, tmues<-200)

clusterEvalQ(cl,z.mi<-rep(NA,tmues))
clusterEvalQ(cl,z.m2<-rep(NA,tmues))

clusterEvalQ(cl,n.sample<-0)

# Epsilon
clusterEvalQ(cl,eps<-0.01)

## Algoritmo general:

start_time <- Sys.time()

clusterEvalQ(cl,while(n.sample<tmues){
# Muestreando de las Dn iniciales:
x<-c(rnorm(1,0,5) ,rnorm(1,0,5))

theta.p<-rep(0,n)

for(j in 1:n){
al<-rnorm(1,x[1],1)
a2<-rnorm(1,x[2],1)

theta.p[jl<-atan2(a2,al)%%(2*pi)
}

# Primera medida de comparacién:
S<-(1/n)*sum(sin(thetal))
C<-(1/n)*sum(cos (thetal))
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if (C<0){theta.bar<-atan(S/C)+pi}
else{theta.bar<-atan(S/C)}

d<-(1/n)*sum(1-cos(theta.bar-theta.p))

# Segunda medida de comparacién:
#d<-(1/(n"~2) ) *sum(1-cos(sort (thetab)-sort (theta.p)))

if (d<eps){
n.sample<-n.sample+1
z.m1[n.samplel<-x[1]
z.m2[n.sample]<-x[2]
}
}
)

end_time <- Sys.time()
end_time - start_time
ABC<-matrix(data=NA,nrow=1600,ncol=2)

## Guardo datos en matriz B por core
clusterEvalQ(cl,B<-matrix(data=NA,nrow=200,ncol=2))
clusterEvalQ(cl,for(i in 1:200){

B[i,1]<-z.m1[i]

B[i,2]<-z.m2[i]
1))

# Guardamos los datos en la matriz ABC del proceso general
for(j in 1:8){
for(i in 1:2){
for(k in 1:200){
ABC[k+(200%(j-1)) ,i]<-clusterEvalQ(cl,B) [[j1] [k,i]
i3,
}

stopCluster(cl)

Cédigo de introduccion a programacion en
paralelo

library(parallel)
detectCores()

numCores <- detectCores()
cl <- makeCluster (numCores)

clusterEvalQ(cl,2+2)

y<-c(1,2,3,4,5)
clusterExport(cl,"y")

clusterEvalQ(cl,y)

clusterEvalQ(cl,x<-rnorm(20,0,1))
clusterEvalQ(cl,x)

clusterEvalQ(cl,x) [[1]]
clusterEvalQ(cl,x) [[1]1][1]

A<-matrix(data=NA,nrow=160,ncol=1)

for(j in 1:8){
for(k in 1:20){
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A[k+(20%(j-1)),1]1<-clusterEvalQ(cl,x) [[j1] [k]

}
summary (A)
plot(density(4))

stopCluster(cl)
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