AN\

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

ACTA DE EXAMEN DE GRADO

No. 00157
Matricula: 2143805692

7

N\ 7

EL TEOREMA DE EXTENSION DE
WHITNEY-FEFFERMAN En la Ciudad de México
del dia 3 del mes de

Iztapalapa de la

DRA.

DR. VICTOR ALBERTO

Bajo la Presidencia de la primera y con caracter de
f 5 Secretario el Ultimo, se reunieron para proceder al Examen
de Grado cuya denominacién aparece al margen, para la
obtencién del grado de:
;;;;;; MAESTRO EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

DE: OMAR SANCHEZ ANTONIO

Universidad Autdénoma Metropolitana,
suscritos miembros del jurado:

SHIRLEY THELMA BROMBERG SILVERSTEIN
DR. CARLOS HERNANDEZ GARCIADIEGO

, Se presentaron a las 16:00 horas
abril del afio 2017 en la Unidad
los

CRUZ BARRIGUETE

y de acuerdo con el articulo 78 fraccién III del
3 v Reglamento de Estudios Superiores de la Universidad
.j77C<ZﬁiEEi Auténoma Metropolitana, los miembros del  jurado
/&/9 resolvieron:
OMAR SANCHEZ ANTONIO
- ALUMNO
- 7
r ~ 1 Apro bar
REWSO
Acto continuo, la presidenta del jurado comunicéd al
interesado el resultado de la evaluacién y, en caso

aprobatorio,

le fue tomada la protesta.

DR. JOSE GILBERTO CORDOBA HERRERA

PRESIDENTA

DRA. SHIRLEY THELMA BROMBERG
SILVERSTEIN

VO

v

DR. CARLOS HERNANDEZ GARCIADIEGO

SECRETABIO

DR. VICTOR ALBERTO CRUZ BARRIGUETE




Casa abierta al tiempo
UNIVERSIDAD AUTGNOMA METROPOLITANA

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

EL TEOREMA DE EXTENSION DE
WHITNEY-FEFFERMAN

Tesis que presenta
Omar Sanchez Antonio
Para obtener el grado de
Maestro en ciencias (Matematicas)

Asesor: Dra. Shirley Thelma Bromberg Silverstein
Jurado Calificador:

Presidente: Dra. Shirley Thelma Bromberg Silverstein
Secretario: Dr. Victor Alberto Cruz Barriguete

Vocal: Dr. Carlos Hernandez Garciadiego

Ciudad de México, 3 de abril de 2017






Agradecimientos

De las muchas cosas que agradezco:

A la Universidad Auténoma Metropolitana, por la estadia durante estos tlti-
mos 2 afios, en particular a los profesores del departamento de Matematicas

que he tenido la oportunidad de conocer y que me han mostrado su amistad.
A Carlos Garciadiego, por formar parte de la revision de la tesis.

A Victor Cruz, por su amistad siempre mostrada y su apoyo en la minuciosa

revision de este trabajo.
A mi familia, de los cuales siempre recibi palabras de dnimo para continuar.
Finalmente, a mi asesora Shirley Bromberg, por haberme introducido en los

problemas que esta tesis trata, por tantas horas de discusion y de paciencia,

el apoyo incondicional mostrado, asi como sus consejos.






Indice general

Introduccién I
1 Problemas de extensiéon y aproximacién 1
1.1 Preliminares ..........oouiiiiiinniin e 1

1.2 Caracterizacionde C™ " LUN(E) ... o 5

1.3 Problemas de extension y aproximacion ........................... 7

1.4 Lemasdébilyfuerte ... 15

2 El teorema de Helly 27
2.1 Aplicacién del teoremade Helly ................. .. ... ... .. 27

3 Demostracion de los lemas de induccién 35
3.1 Ladescomposicién de Calderén-Zygmund ......................... 35

3.2 Demostraciéondellema 1.3........ ... ... .. .. 38

33 Lemaderescalamiento .. ............uuuieiiiiiiiieiiieeaenann.. 46

4 Control de polinomios 57
4.1 Controlde polinomios 1 ..., 57

4.2 Control de polinomios 2 .. ...ttt 68
Conclusiones 75

Bibliografia 77






Introduccion

Dada f: U — Rcon U C R” abierto, se dice que f es continuamente diferen-
ciable de orden m en U si para cadar < m y para cada x € U, la derivada

D" f(x)

existe y es continua, lo que se denota por f € C(U). Cuando el dominio de f no
es un conjunto abierto, ;es posible definir que la funcién f sea clase C™(U)?, por
ejemplo para U cerrado. En el sentido de extension se tiene la siguiente definicién.

Una funcion f: U — R es de clase C"(U) si existe F € C™(R") tal que
Fly = f.

La definicion anterior realmente plantea el problema de extension. La dificultad en
el problema de extension es que U puede ser de una naturaleza geométrica complicada,
por ejemplo fractal, en general sin ninguna estructura diferencial asociada. El primer
acercamiento a una solucién de este problema fue hecho en 1933 por H. Whitney en
[13], caracterizando el espacio de m-jets, es decir, polinomios de Taylor de funciones
en C™(R"). Supdngase que F € C™(R"), entonces el teorema de Taylor con residuo
integral implica

Fo) =30 LD - ) = [ o ey - EIGe s
rardl =)y Tm—y Y ’
donde z = (1 —t)y + tx. Se denota por

m

TF@ =Y D FO) )
i=0

Se tiene que el limite
D"P(x)—D'"TyF
o IDTPW) C I
x>y |x — y[m=r
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es uniforme en subconjuntos compactos. Un reciproco del hecho anterior, es conocido
como el teorema de extension de Whitney. Una formulacién es la siguiente.

Teorema de extension de Whitney. Supdngase E C R” cerrado, una funcion
f: E — Ryuna constante C > 0. Si para cada x € E existe Py polinomio de grado
m que satisface las siguientes condiciones:

* Py(x) = f(x)parax € E.

o |[ID"Py(x)|<Cparax € Eyr <m.

* [ID"(Px = Py)W| =C-|x—y|" " parax,y € Eyr <m.
Entonces existe F € C™(R") tal que Ty F = Px para cada x € E.

Otra vision del problema de extension es la caracterizacion de espacios traza. Con-
sidérese un espacio de funciones X(R"). Se escribe X(E) para denotar al espacio
traza, el cual consiste de las restricciones F|g donde F € X(R"). En este sentido
f € X(F), si f eslarestriccion de una funcién en X(IR"). Para el teorema de exten-
sion de Whitney, a cada funcién F € C™(R"), se asocia una colecciéon de funciones
{F; ) llamada m-jet, donde

D'F = F; parai <m.

Se define el espacio de m-jets J™ (R") que consiste de los m-jets { f; }2, tal que existe
F € C"™(R") con D'F = f;. De esta forma el teorema de extensién de Whitney ca-
racteriza al espacio traza J"(E). El problema consiste en caracterizar el espacio traza
C™(E), en términos intrinsecos.

Después del resultado de H. Whitney distintos avances surgieron sobre el problema
de extension o traza:

* En 1934, H. Whitney resuelve en [14] por completo el problema de traza, en el
caso C™(R!) haciendo uso de diferencias finitas. El titulo del articulo sugeria
la intencién de Whitney por resolver el caso n-dimensional, esté nunca llegd a
aparecer.

* En 1958, G. Glaeser en [11] encuentra el resultado andlogo al teorema de ex-
tension de Whitney, esta vez para m-jets generados por funciones en C"-® (R"),
el espacio de funciones en C™(R") con médulo de continuidad @ y dié una
solucién geométrica al caso C 1 (R").
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Desde la década de los setenta hasta la presente surgieron mas contribuciones a
la solucion del problema de extensidn, esta vez por Y. Brudnyi y P. Shvarstman.
Ellos resolvieron en [4] el problema de traza en el espacio C 1@ (R").

En 2003, otro progreso fue hecho por E. Bierstone, P. Milman y W. Pawlucki,
ellos resuelven en [1] la variante del problema de extension, en el caso donde £
es un conjunto sub-analitico generalizando las ideas de G. Glaeser.

Finalmente, C. Fefferman comienza en 2004 influenciado por el trabajo de Y.
Brudnyi y P. Shvarstman, el estudio de los problemas de extension caracterizando
al espacio C"~L1(E).

En esta tesis se retoma el trabajo de C. Fefferman y se da una exposicién de la solucién
basada en el articulo [7], con la caracteristica que se han modificado ciertos pasos a
manera de una clara exposicion. Este trabajo consta de cuatro capitulos:

En el primero de ellos, partiendo del teorema de caracterizacién para el espacio
C™~L1(E), se explica como surgen los teoremas de extension y aproximacion,
asf como la notacién que serd usada durante el trabajo. También, se da un esque-
ma de una técnica de induccién sobre subconjuntos de multi-indices disefiada
por C. Fefferman, planteando los lemas débil y fuerte.

En el segundo capitulo, el teorema de Helly, resultado cldsico para subconjuntos
convexos, juega un papel importante. Se demuestra que las propiedades de los
polinomios en el lema débil, pueden extenderse a toda una vecindad. La impor-
tancia de construir tales polinomios es la aplicacién de la hipétesis de induccién.

En el tercer capitulo, se presenta la descomposicion de Calderén-Zygmund y
se demuestran los lemas débil y fuerte, lo cual permite completar la técnica de
induccién. Ademds, se muestra la conexién que existe entre la hipétesis de in-
duccién y la descomposicion de Calderdn-Zygmund.

Finalmente, en el dltimo capitulo se lleva a cabo el estudio del control de los
polinomios. Esto es, tener un control de las derivadas de los polinomios hallados
en el capitulo 2, en términos de los cubos Calderén-Zygmund.
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1 Problemas de extension y aproximacion

1.1 Preliminares

Nociones de andlisis diferencial. Sean m,n > 1, se denota por C™(R") al espacio
que consta de funciones F : R" — R, cuyas derivadas de orden menor o igual a m son
continuas y para las cuales la norma

| Fllcm@gny = max sup | D" F(x)|
IT=m xeRrn

es finita. Por C™~1:1(R") se denota al espacio de funciones F: R” — R, cuyas deri-
vadas de orden menor o igual a m — 1 son continuas y cuya norma

D" F —D'F
||F||Cm—1.l(Rn) = méX sup |DrF(X)| + sup | (X) (y)l
r<m—1 | xeRrn x,yER” |X - Y|

x#y
es finita. Si F € C™~L1(R™), entonces existe una constante C > 0 tal que
D" F(x) = D"F(y)| < Clx =y,

es decir, la derivada de orden m — 1 es Lipschitz. Ahora, considérense F € C™(R") y
x € R”, por andlisis diferencial se sabe que la derivada

D'F(x)e L, (R",R),

sim
esto es, D" F es una funcién r-lineal simétrica. Si & = (h1,...,h,) € R", entonces

D"F(x)h" = Y ag-0F F(x)hP,
|Bl=r
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PRELIMINARES

donde
B =(B1.....Bn),
1Bl = B1+ B2+ -+ B,
Wb = pbr . pbn
y
918l

P F(x) = F(x) = DIF(x)(ei,.....ei,).

Bx’lg‘ ...8x£"’

Cuando sea necesario se usard la notacion de parciales 3P F o bien la de derivadas D" F.

Considérese el espacio vectorial de los polinomios P de grado menor o igual a
m — 1 definidos en R” y sea D su dimension. Para cada F € C™(R") y y € R", se
define el jet de F en y por

m—1 1
Jy(F)(x) =) —D"F(y)(x =),
r=0
En notacion de multi-indices
1
L(F)x) = Y Eaﬁ F(y)(x —y)P.
1Bl<m—1""
donde
B = (BiH(B2Y) - (Ba).

Para Fy, F» € C™(R") y una constante ¢ € R, se tiene
Jy(F1 + cF2) = J,(F1) + ¢Jy (F2),

es decir, la aplicacién que a cada F € C™(R") asigna el jet J,(F) es lineal. Para
referirse a tal propiedad se dird que el jet es lineal. Se denota por P, al conjunto de
polinomios centrados en y. Se observa que Jy, F' € Py, y que Py, es un subespacio afin
de P.

Una herramienta que serd de gran utilidad es el teorema de Taylor en su version
integral.

Teorema de Taylor con residuo integral. Supdngase U C R” abiertoy F: U — R
de clase C"™ en U. Siparaa € U y x € R” el segmento que une x y a estd en U,
entonces

m—1 . ) 1 _ ym—1
Fo- % G @G - = [ L D) -0t



PRELIMINARES

donde z = (1 —t)a + tx.

Una demostracién de este resultado puede encontrarse en el libro de R. Coleman
[5, pag. 112]. Si F € C™(R"), para cada x, y € R", se tiene
1 (1 _ t)m—l

1! D™F(z)(x — y)™d:s.

Fe) = 1P = [
Entonces para cada r < m, se tiene

1 (l _ t)m—l—r

DrF(X)—DrJy(F)(x): (m—l—r)!

D™F(z)(x —y)"™ "dzt.

Formas cuadrdticas en P. Sean P € Py x € R", se define

[Pllx = max [D"P(x)|.
r<m-—1

Para puntos x1, xo € R” distintos y polinomios Py, P> € P, se define

. |D"(P1 — P2)(x2)]
P _ P = ma
I P1 2||x1,x2 rsmfl |x1 — x2|™m— T

Como se observa las normas definidas son similares a las condiciones impuestas sobre
los jets en el teorema de extension Whitney. Considérese

X = (x1,...,xg) con x; puntos distintos en R" y
P= (P1,..., Pp) ePk, donde P¥ =Px---xP,
——

k veces

tales que cada P; € Py;. Se define la forma cuadritica positiva definida sobre Pk
respecto a X, como

k k
QP) =Y IIPiIZ + D IPi =Pl ;-
i=1 i,j=1
i#j

Si f: E — R, para xy,...,x; € E distintos, se define la norma respecto a X por

”f“é'n(fc) = minimo de Q(ﬁ) sobre los P € PF tales que P;i(x;) = f(x;).

En la definicién anterior, la forma Q(ﬁ) calcula la norma del mejor posible jet de f
en los puntos x;.



PRELIMINARES

Cubos. Se define el cubo centrado en el punto y de radio £ > 0 por
Oy = {x € R" : max|x; — y;| < {}
i<n
y se denota por 8¢, su didmetro.

Particiones de la unidad. Considérese una funcién ¢ € C°°(R"), tal que
0<¢=<1lenR" y sopgp =]0,1]".

La funcién ¢ se llama funcién de corte. Para y € R” y £ > 0, se ajusta la funcién de
corte ¢ de la siguiente manera

by() = ().

Entonces sop ¢, es el cubo centrado en y de arista £. Las funciones de corte juegan
un papel central en el teorema de extension de Whitney. Considérese £ C R” cerrado,
existe una familia F de cubos cerrados cuyos interiores son mutuamente disjuntos, tal
que

R'\NE=|]0ysp=L
QeF

Ademds, existen constantes ¢ y ¢ tales que
c189 <d(Q,E) <8¢ paracada Q € F.

La familia F se llama descomposicién de Whitney asociada a E. Sea y¢ el centro del
cubo Q, una particién de la unidad respecto a la descomposicién de Whitney es una
familia {¢y, } g7 de funciones de corte tales que

1. Z ¢y, (x) = 1 parax € R" \ E.
QeF

2. sop¢y, C Q.
3. [D"gyol = C(Sér parar < m.
Constantes controladas. Se usaran p,C,C’,C;j y A, A’, A; donde i € N, para de-

notar a constantes que dependen de m y n. Se escribird C(m, n) o bien C = C(m,n)
para enfatizar su dependencia.
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CARACTERIZACION DE C™~LI(E)

1.2 Caracterizacion de C" "' (E)

Considérese E C R" arbitrario, se denota por C"*(E) al conjunto de restricciones
F|g,donde F € C™(R"). La norma en C™(FE) se define por

I/ lemEy = mf{||Fllem@n : F € C*(R")y F = fenE}.

Dado un ¢ > 0, se define C"*(E, A - ¢) como el conjunto de funciones f tales que para
una constante A > 0, existe una funcién F € C™(R") que satisface

|Fllcmmny <Ay |F(x)— f(x)| < A-eparax € E.

Si f € C"™(E,A-e¢), se define la norma || f'||cm(E,4.¢)» como el infimo de las cons-
tantes A que satisfacen la propiedad anterior.

En la seccién anterior se definié una forma cuadratica en el conjunto Pk, por

k k
QP) =Y Il + D I1Pi— Pl -
i=1 i,j=1
i#j
La forma cuadratica caracteriza el espacio C~L1(E).

Teorema 1.1. Existe un niimero natural k* que depende de m y n con la siguiente
propiedad. Supongase E C R™ arbitrarioy f: E — R. Entonces f € C""LY(E) si
y solamente si

sup|[fllcmzy < o0,
X

donde X varia sobre las sucesiones (X1, ..., x) con a lo mds k* elementos de E dis-
tintos entre si.

Demostracion. [=] Supéngase que f € C™~L1(E), entonces existe F € C~L1(R?)
tal que
[Fllcm—1@ny <C y F = fenkE.

Considérense x1,Xx3,...,Xr € E puntos distintos tales que k < k*. Los puntos x;
definen polinomios
Pi = Jy, (F).

Para cadai < k, se satisface

Pi(x;) = f(xi) y |D" Pi(x;)| < C donder <m — 1.



CARACTERIZACION DE C™~LI(E)

Se sigue que

k
S IPZ, < C.

i=1

Para cadar < m — 1, se estima | D" (P; — P;)(x;)|. Para esto, como se ha visto
DrPi(xj) — Der(xj') = Derl.(F)()Cj) — D’F(xj).
El teorema de Taylor implica

1 (1 _ t)m—r—2

D" P;(x;)— D" Pj(x;) = s m—r—2

D" N (F(z)— F(x;))(x; —x;)™" ' 7"dt,

donde z = (1 —t)x; + tx;. La condicién de Lipschitz para la derivada de orden m — 1
de F implica

|D" Pi(xj) = D" Pi(x;)| < C - |x; — xj| - |xi — ;"7 < C - |xi —x; ™77 (1D
De la desigualdad (1.1), para cada i, j < k, se obtiene que
”Pl - Pj”xi,xj = C

y para P = (P1.....Py) € P*, sesigue que

QP)=C.
Por tanto
supl[fllem@) = €.
X
[<] Supdngase que supz| fllcmi) < C. Considérese S = {xi,...,xx} tal que
x; € Eyk < k* Por hipétesis existen polinomios Py, ..., Py, tales que

Pi(x;) = f(x:)

y que satisfacen
I Pillx; =C y I1Pi = Pjllx;.x; =C.

donde C es independiente de los puntos xy, ..., x. El teorema de extension de Whit-
ney implica que existe una funcién FS € C™~1-1(R") definida por

f, enS
FS = > 4P, enR"\S.
j



PROBLEMAS DE EXTENSION Y APROXIMACION

Aqui {¢; } es una particién de la unidad subordinada a la particién de Whitney de R\ S.
Para cada cubo Q; en la particién de Whitney, se ha tomado un punto x; € S tal que

d(Qj.S§) =d(Qj.xi).
La funcién FS satisface
IFS|lcm-11ny <C"y FS = fensS,
donde la constante C’ es independiente de S. Como consecuencia de aplicar el teorema

de extensién de Whitney, se ha obtenido la siguiente condicién:

Hipétesis de extensién finita en C™ 11 (R"): Para cada S C E con #S < k*
existe FS € C™~ LY (R™) tal que FS = fen Sy ||FS||Cm—1,1(Rn) <C.

El teorema 1.1 queda demostrado si se prueba que la hipétesis de extensién finita im-
plica que existe F € C™~L1(R") tal que
||F||Cm—l,](Rn) < A y F = f en E,

donde A depende solamente de m y n, es decir, f € C™~11(E). La demostracién de
este hecho se explicard en la siguiente seccién y con lo cual se concluye la prueba. B

1.3 Problemas de extension y aproximacion

En esta seccién lo tnico que hay que comprobar es que la hipotesis de extension
finita implica que f € C™ L1(E) con E arbitrario. De forma mds precisa se demos-
trard:

Teorema de extensién infinita en C™ 11 (R"). Existe un niimero natural k* que de-
pende solamente de m y n, con la siguiente propiedad. Supongase E C R" arbitrario
y f: E — R. Sipara cada S C E con a lo mds k* puntos existe FS € C" L1 (R?)

tal que
||FS||Cm—l~l(Rn) <1y FS=/fenSs.

Entonces existe F € C™~LL(R™) tal que
”F”Cm—l,l(Rn) < C y F = f en E,

donde C es una constante que solo depende de m y n.



PROBLEMAS DE EXTENSION Y APROXIMACION

Es posible relajar la hipdtesis sobre E a expensas de modificar el espacio de fun-
ciones C™~L:1(R™) por el espacio C™(R"), de tal manera se obtiene:

Teorema de extensién finita en C™” (R"). Existe un niimero natural k* que depende
solamente de m y n, con la siguiente propiedad. Supongase E C R" arbitrario y
f1 E —R.Siparacada S C E con alo mds k* puntos existe FS € C™(R") tal que

|FS||cm@ny <1y FS = fenS.
Entonces existe F € C™(R") tal que
[Fllcmwny =C y F=fenkE,

donde C es una constante que solo depende de m y n.

Localmente
Teo. de extension finita en C™(R") = Teo. de extension infinita en C"~ 11 (R").

La demostracién requiere de la regularizacion de funciones. Considérense una constan-
te £ > 0y una funcién regularizadora ¢, € C °°(R"). Por convolucién ¢, lleva funcio-
nes de C™~1:1(IR™) a funciones en C(R") y se deduce un problema de aproximacién.

Teorema de aproximacién finita en C(R"). Existen un entero k* y una constante
A que depende solamente de m y n con la siguiente propiedad. Sean E C R" finito,
f: E = Rye>0.8ipara cada subconjunto S C E con a lo mds k* puntos

feC™(S,e),

entonces

feC™E,A-¢)
v la norma de f en este espacio es menor que A.
Se tiene la siguiente implicacion
Teo. de aproximacion finita en C™ (R") = Teo. de extension finita en C'"(R").

Supdngase que para yg € R” se ha demostrado una version local del teorema de exten-
sién finita, es decir, existe p > 0 tal que f € C™(E N B(yo, p)).

Teo. extension finita = Teo. extension infinita. Considérese S C E tal que #S < k*.
Por hipétesis existe FS € C™~L1(R") tal que

||FS||Cmfl,1(]Rn) <ly FS(x) = f(x) para x € S.
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Dado un ¢ > 0, se toma la funcién regularizadora ¢ € C *°(R") tal que
- Pe(x)dx =1, soppe C B(0.6) y ||Pellcoony = C,
donde C = C(m, n). Se define por convolucién F, SS = ¢ * FS, donde como es usual
FE0) = [ e =0 FS 0y = [ )P = .
Ya que D’FES (x) = (D" ¢g) * FS5(x), se obtiene
D7 FZ ()] < C - IIF |l em—t.1 ).
Se tiene que FES eC™R")y

IFS | cmny < C.

Ademas, para cada x € R”, se tiene
F5(x)—F5(x) = / ¢e(2) F5 (x—z)dz—F5 (x) = f ¢e(2)[F5 (x—2)—F5 (x)]dz.
Rn Rﬂ

Ya que FS es Lipschitz, cuando z € sop ¢ C B(0, ¢), se obtiene
|F2 (1) = FS ()] <&,
y por tanto
[F2 (1) = f(0l < [FP () = FS () + |F3(x) = f(x)| < e para x € S.

Dados E; C E finito y un € > 0, se deduce la siguiente propiedad:

Hipétesis de aproximacién finita en C™ (R"): Para cada S C E1 con #S < k¥,
existe FS € C™(R™) tal que ”FS”Cm(Rn) <Cy|F5(x)— f(x)| < C -¢para
xes.
Se demostrara que la hipétesis anterior implica que existe F' € C™(IR") tal que
[Fllcm@ny = Ay |[F(x)— f(x)| < A-¢parax € Ejy,

donde A depende solo de m y n, es decir

f e C™E;NB(yo.p), A-é).
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La demostracién de este hecho se explicard en la siguiente seccién. La solucién al
problema de extension finita se obtiene si & = 0. De tal manera que

f € C"™(B(yo.p) N Ey).

Por tanto, se tiene que existen funciones en C™ (R") que extienden a f en subconjuntos
finitos de E. El siguiente paso es encontrar una extension de f en £ N B(yg, p) viael
teorema de Arzela-Ascoli. Para C > 0, se define

B={FeC™  ®R"): |Fllcm11@gn < C}.

Sea B = cl B(yo, p’) con p’ > p, se tiene que B C C™~1(B) y se demostrara que cl B
es compacto con la topologia inducida por la norma C™~1(R"). Paracadar < m — 1,
se define el conjunto 5, C C(B) como

B, ={D"F:FeB}donde D"F: X — L. (R", R).

sim

Notese que C(B) = {F: B — E continuas }, donde E es un espacio normado. Cada
D" F € B, satisface las siguientes propiedades

[D"F(x) = D"F(y)| _
|x =y -

C y |[D"F(x)| <C parax # y enB.

Entonces cada B, es equicontinuo y acotado uniformemente. El teorema de Arzela-
Ascoli implica
clB, C C(B)

es compacto, en donde la cerradura se toma respecto a la norma infinito. El siguien-
te paso es demostrar que una sucesion en B tiene una sub-sucesién convergente. Sea
(Fy) C B sucesion, (F),) como sucesion en By tiene una sub-sucesion (F,) convergen-
te. Las derivadas de la sub-sucesion (F)) tienen una sub-sucesién convergente en 5.
Procediendo inductivamente se encuentra una sub-sucesién convergente (D1 F,,) en
Bmnm—1. Sea (F,) la sub-sucesion en B tal que cada (D" F,) converge en B,. Lo tni-
co que queda demostrar es que en la topologia de C™~!(B) la sucesién encontrada
converge. De manera mds precisa se demuestra:

1. Si D" F, — G uniformemente en X y F,, — F converge uniformemente en B
entonces D" F = G.

2. F, — F enlanormade C""1(B).

Se demuestra 1, en el caso r = 1. Como F, es clase C! el teorema de Taylor implica

1
Fo(y) — Fy(x) — G)(y — x) = /0 [DF,(2) — G)](y — x)dt.

10
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donde z = (1 — ¢t)x + ty. Sumando F(y) — F(x) en ambos lados se obtiene

1
F(y) = F(x) = G(x)(y —x) = /0 [DFy(z) — G(x)](y — x)dt
+ [F(y) — F(x) = Fu(y) + Fu(x)].
Como F, — F, se tiene

F(y) = F(x) - F(y) + Fy(x) = ll;in[Fu(y) — Fu(x) = Fuy(y) + Fu(x)].

Luego

[Fu(y) = Fu(x) = Fy(y) + Fu(x)| < /OI[DFM — DF)J(2)(x — y)dt.
Entonces por la convergencia de DF;,, se obtiene
|[F(y) = F(x) = F(y) + Fy(x)| < ¢- |y —x].
Por otra parte
|DFy(2) = G(x)| < |[DFy(2) = G(2)| + |G(z) — G(x)].
Para el mismo & > 0, la convergencia de DF), y la continuidad de G implican
|DFy(2) = G(x)| = 2e.

Luego
[F) = F(x) =GXx)(y —x)[ =2¢-|y —x|+¢- |y — x|,

y se sigue que
DF(x) = G(x).

Para demostrar el inciso 2. La definicién de norma en C™~1(B) implica

| Fy — Fllgm—1(g) = sup max [D" F,(x) — D" F(x)|.
xepr<m—1

Ya que D" F, — D" F uniformemente en B. Si v — o0, entonces
£y = Fllgm—1m) —> 0.

Por tanto (F,) converge a F en C~1:1(B) lo cual implica que cl B es compacto. Para
cada x € B(yo,p) N E se define

B(x) = {F e B: F(x) = f(x).

11
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Se tiene que B(x) C B es cerrado en la topologia C™~1(B(yo, p)). La hipétesis de
extension finita para E1 C E N B(yg, p) finito implica

() Bx) # 2.

x€E

Es decir, las familias {3(x) : x € E N B(yg, p)} tienen la propiedad de interseccion
finita. La compacidad de cl B implica que

(| B #e

x€ENB(y0,p)

Esto asegura que existe F € mermB(yo,p) B(x) que es extensionde f en E N B(yo, p)
y su norma es menor que C. Por tltimo, considérese ¢ € C™(IR") una funcién de corte
en yo tal que sop ¢ C B(yo, %p), se define

F=¢-F.
Por tanto f € C"™L1(E N B(yo, % 0)), y esto termina la demostracion. |

En la demostracién del anterior se ha hecho una reduccion en las hipétesis y se ha
obtenido un resultado local. A continuacién, se demuestra que el teorema local implica
el caso E compacto.

Caso E compacto. Existe una constante p = p(m, n) tal que
P
E C B( ) _)7
U B(»r 3
yeE

y f e C"LYENB(y, ’g’)). Por compacidad existen yi,..., yy € E tales que

N
EcC U B(y,-, g)
i=1
El teorema de la cubierta de Vitali (véase [6, pag. 35]) implica que existen

Oyt Cneons

tales que
M

Ec|JaB(y).p)

Jj=1

12
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y los abiertos B(y]’., g) son mutuamente disjuntos. Considérese una particién de la
unidad {¢; }jM: | tal que cada ¢; satisface

6
sop$j C B(y}, g,o)-
Por hipétesis, para cada j < M existe una funcién Fj € C"~L1(R?) tal que

IFjllcm@n <C y Fj=f en ENB(y;,p),

donde C = C(m,n). Se define una funcién F € C"~11(R") por

M
F=Y ¢ F.
j=1

Para cada x € R” existe un nimero ky;;47; tal que x € sop¢; en a lo mds ky;zq7;
soportes. Esta propiedad implica

F(x) = f(x) = ) _¢i(@®)[Fi(x) = f(x)] = 0 parax € E

[ Fllcm®ny < A,
endonde A = A(m,n). Por tanto f € C" LI(E). |
Supoéngase que para cada compacto el problema de extension tiene solucion.

Caso E cerrado. Considérese {Q;}72, una familia de cubos en R” tal que g, = 1y
R" = J; Q;.Cada E; = Q; N E es compacto y del caso compacto f € C™~L1(E;).
Se toma {¢; } 72 | una particion de la unidad subordinada a la familia de cubos. Para cada
existe F; € C™ L1(R™) que es extension de f en E;, esto es

|Fillem-tin < C y Fi(x) = f(x) parax € E;.

Se define F € C™~L1(R™) como
F=) ¢iF.
i

La funcién F satisface las propiedades requeridas. Por tanto f € C™~L1(E). |

El resultado que hace falta establecer es el teorema de aproximacion finita local.
Tal resultado se enuncia a continuacion.

13
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Teorema 1.2. Existen constantes k¥, A y p que dependen solamente de m y n con la
siguiente propiedad. Sean E C R” finito, una funcion f: E — R, una constante
e > 0y un punto yo € R". Si para cada S C E tal que #S < k¥, se tiene que

feC™(S,e),

entonces
f € C™(E N B(yo.p). A-6).

y la norma de f en este espacio es menor que A.

Para concluir con la seccién se demuestra que localmente el teorema de aproxima-
cién implica el teorema de extension.

Teo. aproximacion = Teo. extension. Por hipétesis para cada € > 0, se tiene
f € C"(ENB(yo.p). A-¢).

Sea F; € C™(R") una aproximacion de f en E N B(yo,p). Se define la funcién
ge: R" — R por

_ ) Fe(x) = f(x), en EN B(yo,p)
8s(x) = { 0, en otro caso.

Existe una funcién G, € C™(R") de tal forma que G, = g, en E N B(yg, p). Como
E es finito, se tiene
E N B(yg,p) ={x1,.... XN}

Entonces

N
Ge(x) =) $i(x)ge(xi),
i=1
donde ¢; € C™(R™) es una funcidn de corte en el punto x;. Se sigue que
1Gellcm@n = Clx1.....xN) -max|gs(xi)] y
|Ge(x)| < C - ¢parax € R".

Se define F € C™(R") por
F - Fg - Ge.

Para x € E N B(yo, p), se tiene
F(x) = f(x) = Fo(x) = Ge(x) — f(x)
= Fe(x) — ge(x) — f(x) = 0.
Tomando ¢ < 1/C, se obtiene
|F|lcm@ny < C*-e+C <2C.

Por tanto f € C™(E N B(yo, p)) y esto termina la demostracion. |
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1.4 Lemas débil y fuerte

La demostracion del teorema 1.2 requiere de establecer sobre subconjuntos de
multi-indices una técnica de induccién y de establecer los lemas débil y fuerte. La
formulacién de los lemas débil y fuerte requiere de nuevos elementos que se presentan
a continuacién. Se denota por M al conjunto de multi-indices 8 = (81, ..., Bn) tales
que

Bl=B1+-+Br<m—1

Si o, B € M son distintos, entonces existe un entero k tal que
ap+ o #F P+ + Pre
Sea k el entero mas grande de los k tales que
oy + o #F B+ + B

Se escribe
a <pf siysolosi ay +---+ap <pBi+---+ B

Se tiene que la relacién < induce un orden total sobre M.

Otro ingrediente que serd necesario para formular los lemas débil y fuerte son con-
juntos de polinomios. Para M > 0, S C R" y y € R”, se define

Irs(y,S,M)={P eP: Existe G5 € C"™(R") tal que | D" G5 || cogn < M,
IG5 <M -genSyJ, (G5 = P}.
Dado ag > 0, se define
r“(y.S.M.ag) ={P € P: Existe G5 € C"™(R") tal que || D" G5 || corny < a0,
IG5 <M -gen Sy J, (G5 = P}.
Nétese que I'*(y, S, M)y ' (y, S, M, ap) son subconjuntos convexos de P y que
Fs(y,S,M),Fw(y,S,M,ao) pr

La técnica de induccién sobre subconjuntos de M depende de los lemas débil y fuerte.
En los siguientes lemas §g, denota la delta de Kronecker.

Lema débil. Sea A un subconjunto de M. Existen constantes k* y ag que dependen
solamente de m y n, tales que dados:

e Una constante W > 0.

15
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* Un conjunto E C R” finito, una funcion f: E — Ry una constante & > 0.
* Un punto yop € R"*.
* Polinomios Py € P indexados por A.

Si la familia de polinomios Py satisface:

HDI. 3 P, (yo) = dgq para cada a, B € A.

HD2. 3P Py(yo)| < ag para p ¢ A,

ypara cada S C E con#S < k¥, se tiene

HD3. Py, € I'%(yo,S,W,ayp).

HD4. feC™(S,W -¢).

Entonces existen constantes A y p, que dependen solamente de W, m y n tales que

f € C™(EN B(yo.p), A-e).

Ademds, la norma de f en este espacio es menor que A.

Lema fuerte. Sea A un subconjunto de M. Existe un entero k¥ que depende solamen-
te de m y n, tal que dados:

* Una constante W > 0.
e Un conjunto E C R” finito, una funcion f: E — R y una constante ¢ > 0.
* Un punto yo € R"*.
* Polinomios Py € P indexados por A.
Si la familia de polinomios Py satisface:
HFI. 38 Py(yo) = dga paraa, B € A.
HF2. |9P Py(yo)| < W para B > a.
ypara cada S C E con #S < k¥, se tiene
HF3. Py € I'S(y9, S, W).

HF4. f € C™(S,W -¢).
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Entonces existen constantes Ay p, que dependen solamente de W, m y n tales que
/€ C™(E N B(o.p). A-9).
Ademds, la norma de f en este espacio es menor que A.

Sea 0 = (0,...,0) el primer multi-indice. La demostracién del lema débil y fuerte
es sencilla para ciertos conjuntos.

Lema 1.1. El lema débil y fuerte son vdlidos para A, cuando 0 € A, con k* = 1y
F =0.

Demostracion. Supdéngase que para A se satisfacen las hipétesis del lema débil. El
polinomio Py € P satisface

Co,
Ppx) =1+ ) —;x(x —0)% ¥ lcoal = ao.
ol
acA
a#0
De la hipétesis HD3, para cada y € E existe (pg e C™(R") tal que
ID™ gy || < ao.
El teorema de Taylor implica

o 1 1— m—1
A -1= Y U yor 4 [ @ o,

donde z = (1 —t)yg + tx. Para x € B(yy, 1), se cumple

ao ao 1
Yix)—1| < E 247 < E —
o () =11 = a! +m! = o al’
aeA aF#0
aF#0
Considérese ag de manera que

1
2(e—1)°

ap =

Se tiene que
1
J(x)—1] < =
|‘/’0 (x) | < )
Siy € B(yo,1) N E, por HD3 se satisface

<l WM< W-e

| =

17
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La constante W cumple que
W <2W?.e.

Por HD4, para y € B(yo,1) N E, existe F¥ € C™(R") tal que
IF lcm@my =W y |[FY(y) = fO)I =W e

Témese W' = W + 2 W?2, se tiene

D) < We.

Por tanto F = 0 es una aproximacién de f en £ N B(yp, 1).

Ahora, supdngase que para A se satisfacen las hipdtesis del lema fuerte. El polinomio
Py € P satisface
|C0,a| <Ww.

Ademas, si k = 1, entonces para cada y € E existe (pg e C™(R") tal que
ID™ @y llcony < W.
El teorema de Taylor implica
w w
lpp () = 1] < Y~ —|x — ol ™ + — |x — yol™.
al m!
acA
a#0
Sea p > 0 tal que
1
63 () =11 = 5 para x € B(yo. ).

Entonces de forma similar al caso del lema débil, se tiene que F = 0 aproxima a f en
B(yo.p) N E. u

A continuacion, se establece un orden en los subconjuntos de M. Sean A, B € M
distintos, se tiene

ANAB# @.

Sea o el minimo de A A 3 bajo el orden definido en M. Se escribe
A< B siysolosi a € A.

Larelacién < induce un orden total sobre los subconjuntos de M. Nétese que bajo esta
relacion el elemento minimo es M y el elemento maximo es el conjunto vacio.

18
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En el orden definido, se demuestran los lemas débil y fuerte para cada A. Es de-
cir, se hace una induccién sobre los subconjuntos de M. La induccién comienza en
A = My termina en A = &, donde para este ultimo caso las hipétesis correspon-
dientes a los polinomios P, son vacias. Como consecuencia se obtendrd el teorema
1.2 y se habrd demostrado el teorema de aproximacion finita local. Los siguientes dos
lemas forman parte del paso de induccion.

Lema 1.2. Sea A un subconjunto propio de M. Si el lema débil es vdlido para cada
A < A, entonces el lema fuerte vdlido para A.

Lema 1.3. Sea A un subconjunto propio de M. Si el lema fuerte es vdlido para cada
A < A, entonces el lema débil es vdlido para A.

Por el lema 1.1, se sigue que el lema débil y fuerte se satisfacen para todos los
conjuntos A que tienen al multi-indice 0. El siguiente conjunto en el orden es

M\ {0}

Entonces para M \ {0} se satisfacen las hipétesis del lema 1.3. En este caso la familia
de polinomios P, con o # 0 esta dada por

1
Py(x) = a(x - yO)a + Ca.

El problema es definir correctamente un polinomio Py de manera que se satisfagan las
hipétesis del lema débil.

Otro caso sencillo de demostrar es cuando el conjunto es no monétono. Un conjunto
A C M es monétono, si para cada o € A, se tiene que o + y € A siempre que
a+yeM.

Demostracion del lema 1.3 para A no monétono. Como A no es monétono, existen
multi-indices

ae A yeM,

tales que @ +7 € M\ A. Se define A = AU{a+ 7}, entonces A < A. Sean k¥ ag, W
y P, como en las hipétesis del lema débil para A. Se deben encontrar polinomios
P, € P cona € A, que satisfagan las hipétesis del lema fuerte con la constante k¥ y
una nueva constante W', Se define

7! 1z -
Payy(x) = (o'ci—)?)! ] > Eaﬂpa()’o)(x — yo)P17.
|Bl=m—1—|y|
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Sip =B+ 7 € M, entonces

al B

P Pa+3(yo) = mﬁaﬁpé(yo),

y en otro caso 98 Pg+3(yo) = 0. Por la hipétesis H D2 para B ¢ A, se tiene

a  (B+p)
|3’3P&+)7(y0)|5(&+)7)! 7 -ag <m?" - ag,

luego parace € Ay B € M \ A, se obtiene
1P Pa(y0)| < m™" - ao.

Si la constante aq satisface
1

— 2m2n ’

entonces la matriz M = [0 Py (y0)] B.ac A €s invertible. Se definen polinomios PyeP
indexados por A, como

Py =) Po-My,.

a’eA

Los polinomios P, satisfacen
9P Py(yo) = dgq para B, € A.

Existe una constante C; = Cy(m,n), tal que M ™! satisface |Mﬂ_(11| < C} y para

B ¢ A se tiene
187 Pa(yo)| < C1.

La hipétesis HD3 implica que para S C E tal que #S < k¥ y o € A, se tiene que
Py € 'Y (30, S, W,ag), esto es, existe una funcién gog e C™(R") tal que

D™ 3 lco@n < ao ¥ log (x)| < W -eparax €S.
Se define la funcién ¢g+5 € C™(R"), por
va+7 () = P(0)gg (%),

donde

P(x) = (x = y0)"p(x)

a!
(a+ p)!
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y ¢ € C™(R") es una funcién de corte en yq tal que sop¢ C B(yo, 2). El teorema de
Taylor para x € R” implica

1
D™ g8 (x) = D™ 18 (yo) + /0 D™¢S (2)(x — yo)dt,

donde z = (1 — t)x + tyo. Cuando x € B(yo,2), se tiene
D" 13 ()] < C2 + 2a0 < Cs.
Inductivamente, se obtiene
93 lcm(B(yo.2)) < Ca-
Ademas, ya que sop¢ C B()o, 2), la férmula de Leibniz implica
ID™¢a+7llcomny = Cs.

Como Jy, ((pg ) = P5 y ¢ es plana en y, se tiene

B (v — AP paySiyy = & B apyp
0" pa+y(yo) = |a|§|:ﬁ|(“)a ¢ (¥0)0" "9z (yo) = (&Jr?)!(ﬁ_wa " Pa(yo).

Se toma 8 = 8 — 7 obteniendo

Jyo(@a+7) = Pa+y.

Cuando x € S se tiene

ol -
|§0&+)7(X)| = (&TP)JX — yolh" . |(/)g(x)| < C5 - &, donde C6 = C5(W,m,n).

En resumen, dados S C E con #S < k* y o € A, existe (pg e C™(R") tal que
ID™ 93 lIcogeny < Cs. l¢g (1) < Cs-eparax € Sy Jyy(¢a) = Pa.
Se definen funciones

-5 S -1
Oy = Z Do Ma/’a.

o’ ea

Entonces, para cada S C E con #S < k* y o € A, existe gbtf e C"™(R") con la
siguiente propiedad:

L 1 D™@g llcony < W'
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2. |gS(x)| < W'-eparax € S.
3. Jyo(@5) = Pa.

Esto es, Py € I'*(yo. S, W') donde W’ resulta ser una constante controlada por W, m
y n. Los polinomios P, € P satisfacen las hipétesis del lema fuerte. La hipétesis
inductiva implica que el lema fuerte es cierto para A con la misma k* y la nueva W',

Por tanto existen constantes A = A(W,m,n) y p = p(W,m,n) tales que
f € C"™(EN B(yo.p).A-e).

Entonces f satisface la conclusién del lema débil para A y esto termina la demostra-
cion. |

El dltimo tipo de subconjuntos de M para lo cuales resta demostrar el lema débil,
son los mondétonos. El estudio de este caso se hard en los siguientes capitulos.

Sea yo € R”, supéngase que en cada punto de un cubo centrado en yg, se ha de-
mostrado el lema fuerte con cierto A" < A. Entonces en cada punto del cubo existe
una aproximacion. Es posible “pegar” las aproximaciones para obtener una funcién que
aproxime a la funcidn en todo el cubo. El siguiente lema se concentra en demostrar esta
situacion. En capitulos posteriores se utilizard el lema en dos situaciones. La primera
es extender la aproximacion a un cubo centrado en yg y segundo como herramienta en
el paso de induccidn para el lema débil.

Para formular el lema, se establece la siguiente notacién. Sea O C R” un cubo,
recuérdese que §p denota el didmetro de Q. El cubo Q* denota al cubo centrado en Q
tal que g~ = 30¢.

Q*

Cubo Q y sucubo Q*.

En el siguiente lema, considérese A C M y supdngase que el lema fuerte es vélido
para cada A" < A.
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Lema 1.4. Existe un niimero natural kﬁm que depende solamente de m y n, tal que

dados:
* Una constante A > 0.
* Uncubo Q C R" tal que g = 1, un conjunto E C R” finito.
* Una funcion f: E > R.
* Una constante ¢ > 0.

Si para cada y € Q** existen un subconjunto AY < Ay polinomios Py € P con
a € A, que satisfacen:

Gl. SiB.a € A”, entonces 3P P (y) = 8Ba-
G2. Sia e Ay B e M\ A con B > «a, entonces |3F Py (y)| < A.
Dado S C E con#S < k¥,,, se tiene

G3. Para cada o € A” existe gog e C™(R") tal que

a. |D™f || comny < A.
b. |(p(f(x)| <A-eparax € S.
c. Jy(pS) = Py.

G4. Existe FS € C™(R") tal que
a. ||DrFS||CO(Rn) < Aparar <m.
b |FS(x)— f(x)| < A-eparax € S.
Entonces existe una constante A’ que depende solo de A, m y n tal que
FfeC™ENQO* A ).
Ademds, si F € C™(R™) es una aproximacion de f en E N Q*, entonces
ID"Fllco@m < A'.

Demostracién. Dado y € Q**, por hipGtesis existen un subconjunto A¥ < Ay poli-
nomios Py € P cona € A” que satisfacen las hipétesis del lema fuerte con E, f, ey
A. El lema fuerte implica que

f eC™ENBy,p).C-e),
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donde C y p dependen solamente de A, m y n. Se toma k,, como el maximo de las
k* asociadas al lema fuerte en cada A" < A. Por un lado, los abiertos B(y, p/5) con
y € Q* cubren a Q*. Por compacidad existen y1,..., yny € Q™ tales que

N
0* c | BGi.p/9).

i=1

Por otro lado, por el teorema de la cubierta de Vitali existen y],...,y,, € Q™ tales
que
Do Cneoowd

M
0* c |J 1 Bwj. ).

Jj=1

Considérese una particion de la unidad {¢; }jM: , tal que

6
sop ¢ C B(yj, gp).

Se define F € C™(R") por
M
F=> ¢ F,
j=1

en donde cada F; € C™(R") es una aproximacién de f en EN B(y]’., 0). Se tiene que

F es una aproximacién de f en E N Q™. En efecto, por definicién se cumple

M

| Fllem@ny < Z||¢j lcm@m I Fjllcm@my < Ax,
j=1

con Ay = A1(A,m,n). Para x € EN Q*, se tiene la siguiente estimacién
~ M A
IF) = f0l <Y ¢ IFr(0) — f(0)] < C -e.
j=1

Sea A" = max{C, A1}, esto demuestra que F es una aproximacién de f en E N Q*
con norma menor que A’. [

Como consecuencia, en el caso general para un cubo Q tal que §g # 1, se tiene:
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Corolario 1. Existe un niimero natural k¥, , que depende solamente de m y n, tal que

dados:
e Una constante A > 0.
* Un cubo Q C R", un conjunto E CR" finito.
* Una funcion f: E > R.
* Una constante ¢ > 0.

Si para cada y € Q** existen un subconjunto AY < Ay polinomios Py € P con
a € A, que satisfacen:

Gl. SiB,a € AY, entonces 98 P (y) = 8Bq-
G2. Six € /_ly yﬁ e M \_,Zly COH,B > o, entonces |a,3pg(y)| <A 8‘5|_|B|
Dado S C E con#S < k¥ _ setiene

ant’

G3. Para cada o € AV existe (p&g e C™(R") tal que
a. |D™S |l cogny < A- 857"
b lpS(x)| < A- 85|_m8 para x € S.
c. Jy(pd) = Pq.
G4. Existe FS € C™(R") tal que
a. ”DrFS”C()(Rn) <A 83_’ parar < m,
b. |FS(x)—f(x)| <A-gparax € S.
Entonces existe una constante A’ que depende solo de A, m y n tal que
FfeC™ENQ* A ).
Aderias, si F € C™(R™) es una aproximacion de f en E N Q% setiene que
ID"Fllco@m < A" 857"

Demostracion. Considérese la homotecia L: R” — R” definida por L(x) = 551)6.
Se tiene que 87,y = 1. Entonces para:

1. Una funcién f: L(E) — R dada por f = Sémfo L7t
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2. Polinomios Py = 83“'133Qy oL lcona € A.
3. Funciones <Z)(];(S) = (Sé“x'(p&g oL lcon#S <kf, .

Si Q, E, f, ¢ cumplen G1,...,G4 entonces también L(Q), L(E), f,e con la misma
constante A. Por el lema 1.4, se tiene

FfeC™L(E)NL(Q)*, A -¢).

Es decir, existe una funcién F € C™(R") que aproxima a f en L(E) N L(Q)*. Se
define F € C™(R") por .
F(x) =85 - F(L(x)).

Se tiene que F es una aproximacion de f con las propiedades requeridas. |
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2 El teorema de Helly

El teorema de Helly sobre la interseccién de conjuntos convexos de R? es uno de
los grandes resultados sobre convexidad. Fue demostrado por el matemético Eduard
Helly en 1913. La importancia en este resultado es la amplia variedad de aplicaciones.
Para nuestro interés, el teorema de Helly juega un rol central en la construccién de po-
linomios con ciertas caracteristicas.

Considérese un conjunto monétono 4. Supéngase la hipétesis del lema 1.3 y que
las hipétesis del lema débil para A, se satisfacen con W = 1 y una constante a; menor
que una constante lo suficientemente pequefia determinada por m y n. Esto es, para
S C E con#S < k*, la familia de polinomios P, € P satisface que

Py e I'*(yo,S,1,a1) y feC™(S,e).

2.1 Aplicacion del teorema de Helly

Esta seccidn consta de varios lemas, en cada uno de ellos se construyen polinomios
mediante el teorema de Helly. La version del teorema de Helly que serd usada es la
finita. Una demostracién se puede encontrar en el libro de R. Webster [12, pag. 316].

Teorema de Helly. Sea F una familia finita de conjuntos convexos en RP . Si la in-
terseccion de toda subfamilia de F con D + 1 elementos es no vacia, entonces la
interseccion de F es no vacia.

Para aplicar el teorema de Helly se necesita definir conjuntos convexos de P. Sean
M >0,S CR"yyeR”" sedefine

Iy(y,S,M)={P eP: Existe F5 € C"™(R") tal que | F5||cm@n) < M,
|FS — fI<M-senSyJy(F%) = P},
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APLICACION DEL TEOREMA DE HELLY

y para k > 1 se define

Ty(y.k.M)y= () I¥(y.5.M)

SCE
#S <k

={P €P: Paracada S C E con#S <k, existe F¥ € C"™(R")
tal que | FS | cm@@ny < M,|FS — f| <M -een Sy J,(F%) = P},

el cual también es convexo. Nétese que si k’ > k, entonces
Ff(y,k’, M) C Ff(y,k,M).

Es importante decir que en los siguientes lemas se puede prescindir del origen de las
constantes k¥, k¥ y k5.

La primera consecuencia directa de la hipétesis H D4 es la siguiente.
Lema 2.1. Supongase que
k* > (D + Dk} con kf > 1.
Entonces para cada 'y € R" el conjunto I'r(y, kf, C) es no vacio.

Demostracion. Considérense S1p,...,Sp+41 subconjuntos de E tales que #S; < k’f.
Se tiene que § = UiD:ng S; es un subconjunto de E tal que #S < (D + Dk¥ < k*.La

hipétesis HD4 implica que existe F5 € C™(R") que satisface
||FS||Cm(Rn) <ly |FS(x) — f(x)] <& parax € S.

Témese P = Jy(FS),luegoparacadai =1,...,D+1secumpleque P € I#(y,S;, 1).

Se sigue que
D+1

() Iy Si D) # 2.

i=1
Al aplicar el teorema de Helly a la familia de subconjuntos convexos I'r(y, S, 1), se
obtiene

Iy(y.kf.C)= () Iy(3.5.C) # 2,

SCE
#S <k

donde C > 1, y esto termina la demostracion. |

Del lema 2.1, se deduce que cada I'#(y, k¥#,C) C P consta de jets de funciones
clase C™(R™) que aproximan a f en subconjuntos de £ con k’f elementos. Es natural
pensar que satisfacen condiciones de residuo de Taylor.
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Lema 2.2. Supodngase que
ki > (D + 1)k}

y P € I'y(y,k¥,C). Entonces para cada y’ € R" existe P’ € I'r(y', k%, C’) tal que
|D"(P — P YW, |D"(P = PY(Y)| = C'ly = y'|""" para r <m—1.
Demostracion. Paracada § C E'y M > 0, se define el convexo

[(S.M)={P' € P: Existe F € C"(R") tal que || F | cmezm < M.
|F(x)— f(x)| <M -gparax € S,Jy(F)= P, y Jy(F) = P'}.

Considérense Si,...,Sp+1 subconjuntos de E tales que #S; < kg. Se tiene que
S = Ulpzﬁl S; es un subconjunto de E tal que #S < k’f. Por hipétesis existe un poli-
nomio P € I'r(y, k’f, C), lo que significa que existe F®¥ € C™(R") tal que

IFS|lem@ny < C, [FS(x) = f(x)]| <C -eparax € S; y Jy(F5) =P,

paracadai = 1,...,D + 1. Si P/ = Jy/(FS), se tiene que P’ € I'(S;,C), pues

S; C E y se sigue que
D+1

() I'($i.C) # 2.

i=1

El teorema de Helly implica que existe

P'e () I'(5.C"). donde C' > C.

SCE,
#S <k

Entonces para S C E con #S < k} existe F € C™(R") que satisface
[Fllem@ny < C', |[F(x)—f(x)| <C'-eparax €S, J,(F)=P y Jy(F)=P'.

Por tanto P’ € I'y(y’, k4, C’). Resta demostrar la conclusién del lema, para esto el
teorema de Taylor implica

1 . .
D"P'(y)=D"P(Y)=D"P'(Y)- Y  DFPOO -y
ism—l—rl'
1 . .
=D'FO) = Y, DTTF(G -y
i<m—1-r
1 1 — m—1—r
_ [ U= ey -y,
o (m—1—r)!
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donde z = (1 —t)y + ty’. Esta dltima igualdad implica que
[D"P'(y") = D"P(Y) = C'Iy" = y™", (2.1)

de manera que r < m — 1. Intercambiando y’ por y en la desigualdad (2.1), se obtiene
la otra desigualdad y esto termina la demostracién. |

En el siguiente lema se demuestra que la hipétesis del lema débil sobre los polino-
mios Py en el punto yg, se puede tener en una vecindad de yy.

Lema 2.3. Supodngase que
k* > (D + Dk},

Si 'y € B(yg,a1), entonces existen polinomios P € P con a € Ay una constante
C > 1 tales que:

HDI(y). 3P (y) = dgq parac, B € A.
HD2(y). [0 P (y)| < C - a1 para ¢ A.
HD3(y). Paracada S C E con#S < k’f ya € A, se tiene

PYeC-T'"(y,k¥ 1,a1).

Demostracion. Paraa € A, S C E'y M > 0, se define el conjunto convexo
rP(S,M)={P' e P: Existe 95 € C™(R"), tal que | D™ ¢} || cowmn < Ma,
@5 (X)| < M e parax € S, Jy(93) = Pay Jy(pg) = P'}.
Considérense S1,...,Sp+1 C E tales que #S; < kf. Se tiene que S = Ul-’::l S; es

un subconjunto de E tal que #S < k*. Por hipétesis, se tiene que Py € I'(y, S, 1,a1),
es decir, existe (pg e C™(R") tal que

ID™ S | co@ny < ar. los (x)| < e, parax €S y Jy,(p3) = Pa.

Sea P’ = Jy,(¢3). Luego P’ € I*(S;, 1) paracadai = 1,..., D + 1. Se sigue que

D+1

() T (Si 1) # @.

i=1

Para cada ¢ € A, dados S C E con #S < kf y C1 > 1, el teorema de Helly implica
que la interseccion de los conjuntos I ’(S, Cy) esno vacia. Entonces paracadao € A
existe Py € I (S, C1), esto es, existe @ € C™(R") tal que

ID™ ol cony < C1-ar. Jyo(@a) = Py Jy(Ga) = P3. (2.2)
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APLICACION DEL TEOREMA DE HELLY

El teorema de Taylor implica

D" PJ(y) — D" Po(y0) = D" G (y) — D" Ga(y0)
m—1—r 1 ) )
= > i—,Dr+l¢a(yO)(y —yo)'
i=1 ’

1 (1 _ t)m—l—r ;= .
T ooy P e — oL

dondez = (1 —¢)yg+ty yr <m— 1. Porhipétesis y € B(yo,a1), se tiene

m—1-r
ID"PY(y) = D" Pa(yo)l < Y Ca-di+Ci-al " <C5-a,

i=1
y para B € M, se deduce
108 P2 (y) — 8l < 188 PY(v) — 9 Po(p0)| + 19 Pu(y0) — 84l < (C3 + 1) -ar.

La matriz M = [3f PJ ()] B.acA €s invertible con a; adecuado. Los polinomios
Py € P cona € A definidos por

Py =Y P)-M,!

oo
a’'eA

satisfacen
08 PY ()| < Cs-aypara p ¢ A.

En virtud de (2.2) paracada S C E tal que #S < k’f ya € A, existe ¢§ e C"™(R")
tal que

ID™35 llco@ny < C1-ar. |@s (x)| < Cy-eparax €S y Jy(@5) = Pg.

Se definen funciones gﬁg e C™(R") por

-5 S ag—1
Po = Z Por 'Ma/oz’

a’'eA

y para cada o € A, se tiene que
D@3 llco@ny = C-ar. g5 ()| = C-eparax €Sy Jy(@y) = Py

y con lo cual el lema queda demostrado. |
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Lema 2.4. Supongase que
k* > (D + Dk¥ y k¥ > (D + 1)ib.

Siy € B(yo,a1) y se tienen polinomios P) € P como en el lema 2.3, entonces para
y' € R" existen polinomios Py € P indexados por A tales que, para S C E con
#S < kg, se tiene
P eC-I“(y.S.1,a1).
Demostracion. Parac € A, M >0y S C E, se define el convexo
rel(s, M) ={P e P: Existe ¢ € C"(R"), tal que D™ ¢llcowny < Mau,
lp(x)| < Meparax € S, Jy(p) = Py, y Jy(p) = P'}.

Considérense Si,...,Sp+1 C E tales que #S; < kg. Se tiene que S = Ui’;ﬁl S; es

un subconjunto de E tal que #S < kf. Por hipétesis, existe Py € C - ' (y, S, 1,ay).
Esto es, existe (p(f e C™(R") tal que

ID™ @3 [ comny < C -ar. |ps (x)| <C-e, parax €S y Jy(ps) = P

Témese P’ = Jy(p3), luego P’ € I'™(S;, C) paracadai = 1,..., D + 1. Se sigue

que
D+1

( rsi.c) +# 2.

i=1
Dados S C E con#S < k2# y C’ > C, el teorema de Helly implica que la interseccién
de los conjuntos I" [](S, C") es no vacia . Asi, para cada o € A existe un polinomio

7
P) €C’'-TI'(y',S,1,a1), con lo cual se termina la demostracion. [ ]

Dado A subconjunto monétono de M, se define paracaday €e R” k. > 1y M > 0,
el conjunto

rf(y.k.M)={P e Iy(y.k.M): 0 P(y) =0, paracada f € A}.

Obsérvese que
If(y.k, M) C Iy(y,k, M)

y en una vecindad de yg se puede asegurar que tal conjunto es distinto de vacio.
Lema 2.5. Supodngase que
k* > (D 4+ Dkt y k> 1.

Si y € B(yo,ay), entonces para C suficientemente grande, el conjunto Ff(y, k#,C)
es no vacio.
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Demostracion. Por el lema 2.3 existen polinomios Py € P con a € A tales que
Py € C1-I'™ (y,k},1). Ellema 2.1 implica que existe P € Iy (y,k}, C2) con Cy > 1.
El polinomio P € P definido por

P=P=Y ["P)]- P,
acA

satisface que
8’315()/) = 0 paracada § € A.

Resta demostrar que P € I'(y’, k¥, C). Considérese S C E tal que #S < k’f. Entonces
existe F$ € C™(R") tal que

IFS||cm@ny < Cay |FS(x)— f(x)| < Ca-eparax €S y Jy(FS) = P.
Ademads, para cada « € A existe go(f e C™(R"), que satisface
ID™ 03 lcogny < C1-a1, lgg ()| < Cr-sparax €S y Jy(pg) = Pg.

Se define la funcién

FS=F5—¢ 3 [0°P(y)]-¢5.
acA

donde ¢ € C™(R") es una funcién de corte en y tal que sop¢ C B(y, 1). Laregla de
Leibniz implica que
lea - Pllcmn) < C.
para C3 suficientemente grande. Lo cual implica
| F 5 llemeEmy < C".

Cuando x € S, se tiene la siguiente estimacién

|FS(x) = f(x)] < [FS(x) = £ + [0 P - 195 () (x)] < [C2 + C1] - .

Se sigue que
|FS(x) — f(x)] < C"-eparax € S.
Ademds

D" (p5¢)(y) = D" (¢5)(y) parar <m— 1,

y esto implica que Jy,(FS) = P. Por tanto P € I’jf(y, k*,C), donde se ha tomado
C = max{C’, C"}. Lo que termina la demostracion. [ |
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Para el caso del primer monétono no trivial M \ {0}, las hipétesis HD1 'y HD?2
implican que la familia de polinomios P, € P satisface

1
Py(x) = a(x _yO)a +ca y lcal < aq.

Fijado y € B(yo.a1). El lema 2.3 implica que existen polinomios Py € P cona # 0
tales que

1
Py (x) = Oj(x—y)“—l—da,

de manera que
|do| < C - ay.

Ahora, considérese S C FE tal que #S < kf. La hipétesis HD4 del lema débil
implica que f € C™(S,¢), es decir, existe F S e C™(R") que aproxima a f en S.
Por tanto, si P = Jy,(F 5, entonces como en el lema 2.5 el polinomio P definido por

P=P-) [*P()]- P,
aF#0

satisface que P € F]f (v, k%, C"). Ademis es constante

P(x)=F5(y) = Y _[0*F5 ()] - da.
aF#0

y |P| < C'(m,n).
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3 Demostracion de los lemas de induccion

En este capitulo se demuestra el lema débil para A monétono bajo la hipdtesis de
induccion del lema 1.3, es decir, se supone que para cada B < A el lema fuerte es
cierto. Se toma kﬁnt como el maximo de las constantes k* generadas por el lema fuerte
encada B < A.

Considérese un cubo Q¢ centrado en yo de didmetro fijo. Se descompone Q¢ en
una familia de cubos {Q,} que serd llamada descomposicién de Calderén-Zygmund.
La manera de hacer la descomposicion es por biseccion de Q. La biseccién termina
en 0, cuando, después de una homotecia al cubo unitario, se tiene que en cada punto
de Q3™ se satisfacen las hipotesis del lema fuerte para algin B < A. Entonces la hi-
pétesis de induccién del lema 1.3 implicara que una funcién f puede ser aproximada
localmente. La funcién f se ajustara de tal forma que f pueda ser aproximada local-
mente. Después, una particion de la unidad asociada a la descomposicion de Calderén-
Zygmund permitird obtener una aproximacién en todo Qg, con lo cual se obtendra la
conclusién del lema débil para A.

3.1 La descomposicion de Calderén-Zygmund

En andlisis armonico el lema de Calderén-Zygmund plantea la descomposicién de
R” en cubos, de tal forma que para una funcién f € L'(R"), su promedio en cada
cubo estd controlado. Para nuestro interés, se tiene una version del lema de Calderdn-
Zygmund adaptada a familias de polinomios y en nuestro caso en cada cubo se satisfa-
cen hipétesis parciales del lema fuerte.

La familia de cubos diadicos respecto a un cubo Q, consiste de Q junto con todos

los cubos que se generan por bisecciéon a Q. Un cubo de la familia se dice diadico.
Sea Q un cubo diddico tal que Q € QT y So+ = 28¢. Al cubo 07 se le llama
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cubo padre de Q. Los cubos Q y Q' se dicen adyacentes si son distintos y tienen
interseccion no vacia.

Q+

Descomposicion diddica de Q¢ y cubo padre.
Considérese un cubo centrado en y¢ denotado por Qy, tal que (Q¢)*** C B(yo,a1),
donde a1 es como en el capitulo 2 y una constante ¢ > 0 tal que
cay <8g, <ai.

Sea Q C Qg un cubo diddico, se dice que Q es un cubo bueno si satisface las
siguientes condiciones:

Bl. Para cada y € Q**, existe un conjunto AY < Ay una familia de polinomios
Py € P indexada por A”.

B2. Paracada f,a € A”, se tiene 38 Py (y) = 8Ba-
B3. 5|£|—|a||a,3 PY(y)| < al_(m+1) paracada f € My B > a.
B4. Dadoa € A” y S C E con#S < k,,, se tiene

PY e I*(y.S.a; ") 651

Un cubo diddico Q C Qy se dice cubo Calderén-Zygmund si es bueno y ningin cu-
bo que contiene propiamente a Q es bueno. Notese que dos cubos Calder6n-Zygmund
tienen interiores ajenos.

La biseccién comienza con Qg y se detiene cuando Q C Qg es un cubo bueno. El
siguiente resultado dice que el nimero de bisecciones es finito.

Lema 3.1. Si Q C Qg esdiddicoy g < €, entonces Q es un cubo bueno.

Demostracion. Se verifican las propiedades de un cubo bueno. Considérese y € o**,
por B2 los polinomios deben satisfacer BP)(y) =6 Ba- Si A” = M, los polinomios
PJ € P son de la forma

2 (X) = —(x = )%
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y se sigue que 38 Py (y) = 8gq- Comoay < 1, se tiene que al_(m+l) es suficientemen-

te grande y se tiene B3. Para demostrar B4, seana € My S C E con #S < k%, ,. Se
define la funcién go(f e C™(R") por

0o () = P (x) - $ ().
donde ¢ es una funcién de corte en y tal que sop¢ C B(y, 1). La regla de Leibniz
implica
ID™ 93 || cogeny < C-
Como dp < aj, se tiene
85 ID" g oy < € a1 < ay Y.
Para x € S, se cumple

8m—|a|

0 |g0(‘§(x)| <dgp <e= al_(m+1) - e

Finalmente el jet de (pg coincide con Py, pues ¢ es lo suficiente plana alrededor de y,
con lo que se concluye demostracién |

Corolario 2. La descomposicion de Calderon-Zygmund de un cubo Qg es finita.

Demostracion. Si Qg es bueno, entonces es Calderén-Zygmund y no se requiere seguir
subdividiendo. De lo contrario, después de un nimero finito de bisecciones se tiene que

con lo cual se obtendra un cubo bueno. [ |

El siguiente lema da informacidn sobre la geometria de los cubos Calderén-Zygmund.

Lema 3.2. Si Q y Q' son Calderén-Zygmund y adyacentes, entonces
1
ESQ <dg < 28g.
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Descomposicién de Calderén-Zygmund en R2.

Demostracion. Supéngase que Sg’ > §g y que §g < %SQ/. Por hipétesis el cubo O
no es Calderén-Zygmund, pero es adyancente a Q’. Como Sg+ = 289 se sigue que
8o+ < 280'. Se deduce
(05 ().

Luego para y € (QT)**, se tiene que y € (Q’)** y como Q’ es Calderén-Zygmund
existen AY < Ay polinomios Py € P indexados por AY que satisfacen las pro-
piedades de un cubo bueno para Q’. Resta demostrar que las propiedades Calderén-
Zygmund del cubo Q son vilidas para el cubo Q. La propiedad B2 se satisface,
pues no depende del cubo. Si se toma 8 > «, se tiene || — || > 0. De donde

(5Q+)Iﬂ|—|a| < (SQ’)LBHO['-

Se sigue que Q" es un cubo bueno, lo que contradice que Q sea Calderén-Zygmund.
Por tanto, los tinicos casos posibles para que Q y Q' sean adyacentes son g9 = 8o’y
do = %8 o', de los cuales la conclusion se sigue inmediatamente u

De los lemas 3.1 y 3.2, nétese que la descomposicion de Calderén-Zygmund de-
pende de ¢ y A.

3.2 Demostracion del lema 1.3

En esta seccion se completa la demostracion del lema 1.3. Por el corolario 2 existe
un entero N tal que

Qo=01U---UQw,
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donde cada @, es un cubo Calder6n-Zygmund. Para cada v < N se denota por y, al
centro de 0, y 8, a su didmetro.

Toémese {¢,,}f)\’:1 una coleccién de funciones de corte tales que

soppy C Q3" 'y ¢y =1len Q5.

A continuacién, se estudia el lema 1.3 en el caso del primer monétono no trivial.

Demostracion del lema débil caso M \ {0}. Considérense las siguientes constantes

#
kant

=1y k*=(D+1)>3.

Para cada v < N, el polinomio P, € F]f(yu, (D + 1)%,C) hallado en el lema 2.5, es
constante. Se define una funcién f,,: E — R por

H(x) = dp(X)[f(x) = Py].

Se sabe que el lema fuerte es valido para subconjuntos de M que contienen al multi-
indice 0. Entonces la hipétesis de induccién del lema 1.3 se satisface. Ademads, de las
propiedades del cubo @, se obtiene el siguiente resultado.

Afirmacién. El lema fuerte es vdlido para el punto 'y € Q}* y la funcion f,, con las

constantes k* =1y W = al_(m+1).

Como consecuencia para cada y € Q7 se tiene
fo e C"(ENB(y,p),A-¢),

donde las constantes p y A dependen de a1, m y n. El lema 1.1 implica que la funcién
Fy = 0 aproxima a f, en E N B(y, p). Asi, un argumento de compacidad sobre O
implica que F, = O aproximaa f, en ENQ}. Sea {6, }67:1 una coleccién de funciones
de corte tales que

sopf, C Oy ={y eR":d(y,0,) <(1+¢)8,} dondee; >0 y 6, =1en Q,.

Se define una particién de la unidad subordinada a la descomposiciéon de Calderdn-
Zygmund {6, }_ ., donde

v=1"’

N N
0, =év/2éu y Oy(x) =0six ¢ Usop@v. 3.1
pn=1 v=1
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Se define F € C™(R") por

N
F(x) =) 6,(x)P,.
v=1

Cuando x € Q¢ N E, se tiene

N
IF(x) = f@)] <D 6 (0)|Py— f(X)| < A-e.

v=1

Se acota ahora, |D" F(x)| para x € Q. La regla de Leibniz implica que

N
D" F(x) = Z D"0,(x)P, para r < m,

v=1

pues P, es constante. Ademds, se tienen las siguientes cotas
|ID"60,(x)| <Ci-8," y |Py]| <C.

Por lo tanto
|[D" F(x)| < A;.

Finalmente, considérese la funcién de corte 6y € C™(R") tal que
6o = len B(yo,car), sopbp C Qo y |D"6p| < Czay” parar < m, (3.2)

donde ca; < 8g,. Témese
F=0y-F.

Se tiene que F satisface
IFllcm@ny < A"y |F(x) = f(x)| < A’ - parax € E N B(yo,cai),
donde la constante A’ depende de a1, m y n. Por tanto
f € C™(EN B(yo.p). 4’ -e).
Con lo cual queda terminada la demostracién del lema débil en el caso M \ {0}. W
Para demostrar el caso general, considérense las siguientes constantes:
K = (D + 1%kl y KT = (D + 1)k,

Para cada v < N se define la funcién f,: E — R por

H(x) = du(X)[f(x) = Py(x)],

donde P, € ij (v, k’f, C). En el siguiente lema se muestra la manera de aplicar la
hipétesis induccidn del lema 1.3 y su relacion con los cubos Calderén-Zygmund.
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Lema 3.3. El corolario 1 esvdlido para E, Q,, f, y A, con la constante A = al_(mH).

Demostracion. El cubo Q, es Calderén-Zygmund, por lo que para cada y € Q}*
existen un subconjunto A” < A y una familia de polinomios Py con a € A” que sa-
tisfacen B2, B3 y B4, las cuales corresponden a las hipétesis G1, G2 y G 3 del corolario
1. Resta demostrar que se satisface la hipétesis G4. Con tal motivo, se toma S C E
con #S < k% y dado que ij(yv, k% C) # @, existe una funcién FS e C™(R") que
satisface

IFS lem@ny < Cy I (x) = f(x)| < C-sparax €.

Se define £ por
Fﬁg :¢v'[F\§_Pv]-

Para verificar G4 se deben acotar las derivadas de I*:f .Parar <myx € sopb,, el
teorema de Taylor implica

m—

1
Dr(FvS — P))(x) = / mDme(z)(x — yy)"dt,
o (m—1)!

1)
donde z = tx + (1 — t)y,. Luego

ID"(FS — P,)| < C -8 en 03" (3.3)

Como |D"¢y| < Cy - 8,7, se verifica de (3.3) que
|ID"ES| < Cy-8m7".
Finalmente, para x € S N Q* se tiene
1P () = ()] < |FS(x) = f(x)] < C-e.
Con lo cual termina la demostracion. |
Aplicando el corolario 1, se obtiene que para cada v < N la funcién f, satisface
fy e C"(ENQF. A ).
esto es, existe una funcién F,, € C™(R") tal que
| Fuollem@ny < A"y |Fo(x) = fox)| < A'-eparax € E N Q5

donde A’ solamente depende ay,m y n. A partir de las funciones F), que se obtienen
de la hipdtesis de induccidn, se estd en condiciones para demostrar el lema débil para
A monétono.
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Demostracion del lema 1.3. El plan es hacer un promedio de todas las soluciones lo-
cales F,, + P, usando una particién de la unidad. Para cada x € E N Q7 se tiene

[ f(x) = (Fy(x) + Py(x)| = | fo(x) + Py(x) — Fu(x) — Py(x)| = [Fu(x) — fu(x)],
lo cual implica
| f(x) = (Fy(x) + Py(x))| < A" -eparacadax € EN Q.

Se define F € C™(R") por
N
F=Y 6,-(F+P),
v=1

donde la funcién de corte 8, es como en (3.1). Cuando x € E N Qy, se tiene

N
|F(x) = f()] <D 60| Fo(x) + Py(x) = f(x)],

v=1
luego 3
[F(x) = f(x)] <A e

Lo siguiente es acotar la derivada D" F (x) para r < m, cuando x € Q. La regla de
Leibniz implica

r N
DPF=Y"Y" (r,)D"fQ-Dj(F,, P
j=0v=1 J
N N
=D D0y (Fo+ P+ + ) 6y D'(F, + Py).
v=1

v=1

Cuando x € Qy, se tiene que existe v < N tal que x € sop 6,,. En el ultimo sumando
de la suma, solamente habrd que acotar |D” Py, (x)|, pues F, es una aproximacion de
f» con norma menor que A". Si x € sop 6,, se tiene

lyy — x| < Ca - 6y.
Yaque P, € Ff#(yv, k%,C) y de la siguiente expresién
m—1—r 1 ) _
D'Pyx)= ) DR (x = ),

i=0
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existe una constante C3 tal que
|ID" P, (x)| < C3parar <m — 1. (3.4)
Por tanto, de (3.4) se sigue que
0,(x)|D" F,(x) + D" P, (x)| < [A" + C3]- 6, (x) para x € sop 6.

De la suma sobre v, se obtiene
N
> 60D Fy(x) + D" Py (x)]| < Ar,
v=1
donde A; depende solamente de ay,m y n. Si O, y O, son adyacentes, entonces

Qu Nsopb, # <. Por un lado, existe un entero M < N tal que x € sop6, en alo
mds M soportes. Por otro lado, la particién de la unidad satisface

N
Z D", (x) = 0 para i <r.

v=1
Lo cual implica
N . . . N _ . _
> DT, (x)[D' Py(x) + D Fy(x)] = Y D" 6,(x)[D' Py(x) — D' Py (x)]
v=1 v=1

N
+ ) D", (x)D' Fy(x).

v=1

Se observa que
|D"710,(x) D' Fy(x)| < [C18T][A8M] < Ay - 8777

Al sumar se obtiene
N . .
Y D", (x)D' F, (x)| < 4s. (3.5)

v=1
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Qv

Ou

Cubos adyacentes.

Por lo que resta acotar
|D" 710, (x)[ D' Py(x) — D' Py(x)]|,

y por tanto solo hace falta probar que:

Control de polinomios para cubos adyacentes:

D™ (P, = Pu) ()| = Clay ™08 donde € = C'(m,n).

La demostracion de la cota para el control de polinomios serd objeto de estudio en el
siguiente capitulo. El teorema de Taylor aplicado a P, — P, implica que

m—1-r

1 : i
D" (P, — Pu)(x)= Y_ FD“”(PU — Pu)(yp)(x = yu)’.
j=0 7’

Cuando x € sop 6,,, el control de polinomios implicard que
|Dr(Pv _ PM)(X)| < Clal—(m-‘rl)S‘r)n—r
y se tiene
|D"716,(x)[ D Py(x) — D' P,(x)]] < [C18, " DC ay " HD6m=1] < Ay - 817
Como la suma sobre los v tales que O, es adyacente a Q, es finita, se tiene

N
> D"0,(x)[D' Py(x) — D' Pu(x)]| < 4s. (3.6)

v=1
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La desigualdad del tridngulo, (3.5) y (3.6) implican
Z D70, (x)[D' Py(x) + D' F,(x)]| < A3 + As para x € sop 6,.
%
Por tanto
|ID"F(x)| < Ag parax € Qoy r < m.
Finalmente, considérese 6y € C"(R") que satisface las propiedades (3.2). Témese
F =06y-F.
Se tiene que F satisface
||F||Cm(Rn) < A"y |F(x)— f(x)| < A" -eparax € E N B(yg,cai),

donde A” solamente depende a1, m y n. Lo cual concluye la demostracion. |

Recuérdese que en la demostracion del lema débil para A se han tomado como
hipétesis

s W =1.
* g1 menor que una constante que depende de m y n.

Para terminar la prueba del lema 1.3, tdmese a; que dependa de m y n. En el caso que
W # 1, se toma

e=W-.¢

y entonces HD1, HD2 'y HD?3 se satisfacen para W’ = 1. Si para cada S C E se
encuentra F$ € C™(R") con norma a lo mds W, entonces

FS =w=1.FS,

satisface HD4 con norma a lo mas W’ = 1. Por el lema débil, existe F € C™(R")
tal que |F(x) — f(x)| < A - &, donde A depende solamente de m,n. Con lo que se
concluye

|F(x) — f(x)] < A" -eparax € E N B(yo,p).

donde A"y p depende solamente de W,m y n.
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3.3 Lema de rescalamiento

Hasta este punto se ha demostrado el lema débil para un subconjunto monétono
A bajo la hipétesis de induccion del lema 1.3. Ahora, se prueba el lema fuerte bajo la
hipétesis del lema 1.2. La demostracion del lema 1.2 se basa en un rescalamiento de
R". Se denota por M,, al conjunto de los multi-indices B = (B1, ..., Bx) tales que

Bl=P1+: 4By = m.

Lema de rescalamiento. Sean A un subconjunto de M y niimeros positivos W, a.
Supongase que se tienen niimeros reales Fy g indexados pora € Ay B € My, tales
que:

* Foo # Opara cada o € A.
* |Fy gl < W|Fyal|paracadaa € A, B € My, con B > a.
* Fop =0paracadaa,p € Acona # .

Entonces existen niimeros positivos A1, ..., Ay y una funcion ¢: A — M con las
siguientes propiedades:

1. ¢c < Aj <lparacadai = 1,...,n con c positivo y determinado por W,a,m y
n.

2. ¢(a) < & para cada o € A.
3. Para cada o € A, se tiene ¢ (o) = o 0 bien ¢p(a) ¢ A.

4. Si se define ﬁa,ﬁ cona € A, B € My, por

Fupg =P AP F, g conB=(Br.....Bn).

Entonces

|ﬁa’/;| < El|ﬁa,¢(a)| paracadaa € A, B € My, con B # ¢(a).

La demostracion del lema de rescalamiento puede encontrarse en el articulo de C.
Fefferman [7]. Las funciones que satisfacen 2 y 3 en el lema de rescalamiento son muy
particulares, como establece en el siguiente resultado.

Lema 34. Sean A C My ¢: A— M, supéngase que

1. ¢(a) < & para cada o € A.
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2. Paracadaa € A, ¢p(a) = x o p(a) ¢ A.
Entonces $(A) < Ay, ¢(A) = Asiysolosi¢p = 1d.

Demostracion. Se procede por induccién. Si 4 = @ y se tienen / y 2, entonces el
resultado es trivial. Se fija k > 1 y supéngase que el resultado es cierto para cada
AC Mcon#A =k —1. Se toma A C M con#A = k y supéngase que se satisfacen
1y 2.Sean « el elemento minimo de .4 y 8 el elemento minimo de ¢ (.4), entonces por
1 se tiene que B < «. Hay dos casos, si § < «, entonces  es el minimo de ¢(A) A A,
asi, p(A) < A. Si B = «, entonces se aplica la hipétesis de induccién a A \ {«}, pues
#(A\ {o}) = k — 1. Nétese que

(A\{a}) Ap(AN{a}) = AA $(A).

lo cual implica que ¢ (A \ {&}) < A\ {a} y por tanto ¢(A) < A. Por dltimo, de 2 si
¢(A) # A, entonces ¢ no es la identidad. [ |

El nombre rescalamiento se debe a que los nimeros A; definen una transformacion
T : R" — R" que cambia la escala en R” y la funcidn ¢ posibilita el uso de la hipdtesis
inductiva en la nueva escala.

A continuacién se demuestra el lema fuerte en el caso M \ {0}. Como se dijo, se
supondrd la hipétesis de induccion del lema 1.2.

Demostracion del lema fuerte caso M \ {0}. Considérese k¥ > (D +1)3 y supéngase
las hipétesis del lema 1.2. Por las hipétesis del lema fuerte la familia de polinomios
P, € P satisface

1
Paza(x_YO)a‘i‘Coe y W=1.

Notese que no existe condicidn alguna sobre las constantes ¢,,. A manera de simplificar
los cdlculos, se puede suponer que yo = 0. Se define la familia { Fy, g} por

_ (98 Py(0), paraa #0,8e M

La familia { F, g} satisface el lema de rescalamiento para una constante a que se fijard
después. Entonces existen Ap,...A, nimeros positivos tales que ¢ < A; < 1, los
cuales definen una nueva escala en R” por medio de la transformacién 7: R? — R”
dada por

T(xl,...,xn) = (Mxl,...,knxn). (3.8)

Se definen .
f=foT, Py=PyoT y E=T"YE).
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El lema de rescalamiento implica que existe una funcién ¢: M \ {0} — M tal que
d(M\ {0}) < M\ {0}. Para cada @ # 0, la funcién ¢ satisface por 2 en el lema de
rescalamiento, que

E = max |F, 5|, 3.9
| a,¢(a)| gg}\’;| a,ﬂ| (3.9

donde
Fa’lg = kﬂFa,ﬂ para B € My, a € A.

La eleccién de los A; implica los siguientes casos:
Caso ¢p(M \ {0}) < M\ {0}. Sea A’ = ¢(M \ {0}). Entonces
0ecA

y existe @ # 0 tal que ¢(@) = 0. Se define una familia de polinomios indexada por A’
como

~ 1 4
Py=—P;.
Ca
~ 1 4
Pazﬁ '« para o # 0.

De la definicion de ¢, se tiene
|Faol = |Faal,

en particular
lca] = A% >0,

lo cual implica que cg jé 0 y esto muestra que los polinomios P, estén bien definidos.
La matriz M = [08 P,(0)] B.acA €s invertible y M ~1 define polinomios P, € P
indexados por A’. Se tiene

Py = Py.

Pa:ﬁa_c_a

T Py paraca # 0.

A continuacién, se muestra que la familia de polinomios P, satisface hipétesis simila-
res a las del lema débil.

1. Claramente se tiene
92 Py(0) = 8p para f,a € A'. (3.10)
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2. Para Py, se tiene que la derivada de orden & es

_ 29
0% Py(0) = —.
Ca

Por otro lado el lema de rescalamiento implica

|ﬁa7ﬂ| < E|ﬁa,¢(a)| paracadaca # 0,8 € My, con 8 # ¢(a).
Sia = B = &, entonces

A _
— <a.
|cal
Por lo tanto

0% Po(0) — So.5| < a.
Para Py con « # 0, la derivada de orden & es

3 A% ¢
3% P (0) = — 2.
«0) =2

Como ¢(a) = «, la definicion de ¢ implica

|I$a,a| > |I:"o,“3| para cada 8 € M,,,
en particular si § = 0, se tiene

. . C
A% > |cg|, lo cual implica que Cal

e <1,
por tanto

|8&Pa(0) —Sual = a.
Se obtiene

92 Py (0) —8,.4| <@ parac € A, p € M.

3.11)
3. Considérese S C E tal que #S < k*, se tiene que S = T'(S) C E y #S < k*. Si

a # 0, entonces por hip6tesis existe (p&g € C™(R") tal que
D93 lcogny < Wy 193 (x)| < W -eparax €S,

pues Py € I'5(0, S, W). Se define

g5 =@SoT.

49



LEMA DE RESCALAMIENTO

Se estudian las derivadas de la funcién @g .Para || =my«a # 0, se tiene
10203 I cony < AP 19703 co@ny < A2 - .
El lema de rescalamiento implica
/\'B =< é|ﬁa,¢(a)|-
Entonces existe una constante C; = Cy(m, n) tal que
ID™ @5 | cogmy < C1W - | Fy g(@)l-

Para £ € S se tiene A
92 (D) = log (TH < W -e.

Ademas, Jy (@5 )= Py. Se definen las funciones indexadas por A’ dadas por

A~ 1 A
-8 _ L 4§
QDO - co_t(po('
L3 1
68 = 1598 paraa 0

Se calcula la derivada de orden m de cada funcién @; . Para la funcién indexada por
0, se tiene

- § 1 5 Cq - A -
ID™ G4 || coqamy < @”Dmsﬂg”cO(Rn) < |c—&|W a-|Fgol =C1W-a,
ademds, para X € S , Se tiene

& . 1
o5 (B)] < — W -e.
|ca|

Si a0 # 0, entonces

-8 1 A8 Ci, _ &
ID"Gg Icon = 75 1D™ @3 lcogn = 35 W @ [Faal = C1W -a

y para £ € S, se obtiene
o 1
e )] < oW e

Se definen nuevas funciones por

Go = s -
_ ~ Ca -~
@5 =¢S5 — ¢y parac # 0.
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Para o # 0, una estimacién para la derivada de orden m es

_ _ C _ _
||Dmg0[§||co(Rn) <CiW-a+ |A_Z|C1W -a <2C1W -a.

Para % € S ya # 0, se tiene

_& A 1 ca|l W w w
lef(X)|<—W'8+|—“—8§[k—a+ ]g.

A ¢ legl |ca|

Finalmente, el jet de ‘/_75 con o € A’ satisface que J()((/_JaS ) = Py.
4. Por dltimo, no es dificil mostrar que, si

f € C™(S,W -¢), entonces f € C™(S, W -¢).

Por hipétesis, para M \ {0} se tiene que los polinomios P, € P satisfacen que
Py, e I'°(0,S,W).

Por (3.10), (3.11) y los puntos 3 y 4, la familia P, con o € A’ satisface que
Py e ™ (0,8, W),

en donde W’ es una constante que serd determinada. Por ello se estudian las siguientes

constantes W W
a, 2CiW-a, —+—y W
2 el 7
Para la constante % + % se tiene la siguiente estimacion

|4
o + el <= WC(a) + WCs(a) = W - C(a),
o

pues A; > c(a). Los polinomios P, € P satisfacen las hipétesis del lema débil con

constantes que dependen de a. Del lema de rescalamiento, fijo W > 1 se tomaa > 0

lo suficiente pequefio para que
1
W-a<—.
2Cq

Bajo esta condicién
a<ly?2CiW-.a<1.

Entonces
d + ud <W-C(a) y W< !
— 4+ — -Cla —_—
2 esl = Y =5%¢a
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Si la constante a depende de m y n, entonces
W-C@a) <WW,m,n) y W<WW,m,n).

Se tiene que W/(W,m,n) y la estimacion anterior sobre las constantes son suficientes
para demostrar que
Py € TV(0,S,W',1).

Caso ¢ (M \ {0}) = M\ {0}. La definicion de ¢ implica
A% > fcal.
Mais aun, la constante a satisface
A%a > |cg).
Se definen polinomios P, € P indexados por M \ {0} como
Py=
Aa
Resta estudiar la derivada de orden 0 para cada P,. Se tiene

— C, _
Pu0) = 2l <

Py.

Lo que implica que .
187 Po(0) — 84| < a.
Para cada S C E con #S < k*, se tiene que S = T(S) C E y#S <k*. Sia #0
existe %5 € C™(R™) que satisface condiciones del lema fuerte. Se definen funciones
_$ 1
go(‘xg = T go(‘xg oT.

Se han obtenido las siguientes condiciones
_$ - =8, w -~ _ & _3 —
10" @ llcony < CLW -a. |93 ()| < sgeparak € Sy Jo(@y) = Pa.

Por hipétesis, si f € C™ (S, W -¢), entonces f eC m(§ , W - &). Resta demostrar que
la familia de polinomios P, satisfacen las hipétesis del lema débil. Dado W > 1, se

toma a tal que
C1W -a< 1.

Entonces las constantes W/A% y W estdn acotadas por constantes que dependen de a.
Si a depende de m y n, entonces se tienen las hipétesis del lema débil. La hipétesis
de induccién del lema 1.2 dice que el lema débil es valido para A’ y esto termina la
demostracién del caso. |
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Caso general. Bajo la hipétesis de induccién del lema 1.2, se toma
k* > max{k : k es la asociada al lema débil para cada A’ < A}

Demostracion. Supéngase que para A, k¥ y W las hipétesis del lema fuerte se satisfa-
cen. Para aplicar el lema de rescalamiento considérese otro pardmetro a que serd deter-
minado después. La familia { F}, g} definida en (3.7) satisface las hipétesis del lema de
rescalamiento y por tanto existen los A; con las condiciones requeridas. Considérese la
transformacién dada por (3.8) y la funcién dada en (3.9). Se tiene

P(A) < A.
Sea A = ¢(A). Existe una funcién
v A—> A
tal que )
¢(Y(@)) = & para @ € A.
Se define una familia de polinomios P; eP para @ € A, dada por
Pz = Pya)/ (3% Pys)(0)) para @ € A.
Las propiedades de ¢ implican
9% Py @) (O) = | Fy@.al = 2@ #0.

Por tanto los polinomios P estan bien definidos. Se calculan las derivadas del polino-
mio Pg,
1. Si B = @, entonces
. 9% Py (0
aot 5{(0) = — AW(‘X)( ) =1
0% Plﬁ(&) (0)

2. Sif # a,seax € Atal que ¥ (&) = o, entonces

i Bp F,
98 Poq)) < L LeOL L Fasl g
109 Pa(0) | Fap()l
Luego y
192 P5(0) — 85| < a. (3.12)

La condicién (3.12) implica la invertibilidad de la matriz M = [08 P5(0)] g.aeA- En-
tonces existe una constante C; = Cy(m, n) tal que

My | < Ci-a.
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LEMA DE RESCALAMIENTO

Se definen polinomios

Py = Z Isa/-M_/l— parao_te/_l.

o’a
a’ed

Hay que demostrar que los polinomios P € P satisfacen las hipétesis del lema débil.
Si B,a € A, entonces

0 Pa(0) = Y 0P P ()M} = Spa.

o
a’eA
Para B ¢ A, se tiene siguiente estimacion

108 Pa(0)] < > 108 Por(0)]| My

a’eA
= DA IMygl=a ) Myl
a’ed a’ed
Lo que implica
9P P5(0) — 85| < Ca-a para @ € A, p € M. (3.13)

Sea S C E con#S < k*, se tiene que S = T(S)CE y#S < k¥*. Paracadac € A,
existe %f e C™(R") tal que

D™ g llco@n < Wy 19q (x)] < W -eparax €.
pues Py € I'5(0, S, W). Se definen funciones
9o =¢soT.
El lema de rescalamiento implica
1083 llco@ny < C'W -l g

Para % € S , se tiene
165 ()| = |oS (TR)| < W -e.

Se definen funciones
@3 = @5 /(0% Po(0)) para a = (@) € A.
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Como 9% Py (0) # 0, la funcién (2)5 estd bien definida. Para B € M,, con |B| = m, se
tiene

ID™@S | co@m

10" 55 lcon < ——=%
T 0 pa(0)

<o el oy g

| Foal

Para X € S, se tiene

gl _ W

8% Py (0)| ~ |Fual

Z (pa’ Moe ‘a

a’ed

|65 (%)] <

Las nuevas funciones

satisfacen las siguientes propiedades

ID™35 lcony < C'W-a Y ML
a’eA

Para x € S de la misma forma, se obtiene

GE@)| < W-e Z

oeA | o0 |
Se tiene las siguientes cotas

C’' Y IMggl < C"-a,

a’ed

¥ e

& <", donde C" = C"(a,m,n).

a’'ed | (xa’|

Se obtiene que para cada S c E con#S < k* y para cada o« € A, existe una funcién
S e C™(R") tal que

ID™85 lcogny < C3(W.m.n) -a.
1§05 (%)| < C4(W,a,m,n)-sparax € S y

Jo(@3) = Pa.
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Ademas, si .
f eC™(S,W-¢) entonces f € C"™(S,W -¢). (3.14)

Se estd en condiciones de aplicar la hipétesis de induccién. Se necesita la siguiente
condicién

a més pequefia que: min{ag : ag es la asociada al lema débil para cada A" < A}.

Entonces B
Py € I'(0,S, W', agp), donde ag = Csa. (3.15)

Las hipétesis HD2, HD4 y HD3 se satisfacen de las condiciones (3.13), (3.14) y
(3.15) con constantes W' (@) y ay,, respectivamente. La hipétesis de induccién implica
que el lema débil es cierto para A. Por tanto existe una funcién Fecm (R™) tal que

IE|em@ny < C@) y |F(&)— f(R)] < C@)-¢ para & € E N B(0, p(a)).

Se define F € C™(R") por
F=FoT .

La regla de la cadena implica
182 Fllcony < AP 119 Fllcoggny para B € M.
Luego existe una constante A = A(a) tal que
| Fllemn < A.
Para x € B(0,p'(@)) N E con T~ 'x € B(0, p(@)) N E, se tiene
[F) = f@)| = FT ')~ f(T7 )| < A«

Se toma a que dependa de m, n y que satisfaga las hipétesis de lema de rescalamiento.
Entonces A(a) depende solamente de W, m y n lo que demuestra el lema fuerte para

A. [
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4 Control de polinomios

El objetivo de este capitulo es demostrar el control de polinomios para cubos ad-
yacentes. Esto es, si 0, y O son cubos Calderén-Zygmund adyacentes, entonces se
satisface la siguiente estimacion

ID"(Py — Pu)(yu)| < Cay™HDsm—r, 4.1)

donde C depende de m y n. Durante el resto del capitulo se supondran las hipétesis
de induccién del lema 1.3. Es decir, se supone que para cada subconjunto B < A, el
lema fuerte es valido. Una vez demostrado el control de polinomios se completard la
demostracion del lema débil para .A monétono.

4.1 Control de polinomios 1

Considérese el cubo Qg y su descomposicién de Calderén-Zygmund

Qo=01U---UQn.

Para cada v < N, se toma y, el centro de Q,. El lema 2.3 implica que existen polino-
mios P} € P cona € A, que satisfacen las condiciones similares a las del lema débil.
De las propiedades Calder6n-Zygmund del cubo Q,, se tiene la siguiente primera es-
timacion
mix 108 P ()| < a7™. 4.2)
a€A
Esta cota provee el primer control de polinomios y serd el primer objetivo a demostrar.
La utilidad de tener una cota de las derivadas de esos polinomios se explicard en la
seccion siguiente. Para demostrar la cota (4.2) se procedera por contradiccidn, pero
antes de esto, un resultado que se apega en la maximalidad de los cubos Calderdén-
Zygmund. Témese k,, como el mdximo de las constantes k¥ generadas por el lema
fuerte paracada B < Ay:
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CONTROL DE POLINOMIOS 1

* Un entero kf > 1 tal que kf(D +1) >k

ant-
* Q un cubo diddicoy y € Q***.

* Polinomios P; € P tales que a € Ay que satisfacen el lema 2.3.
* Las siguientes cotas

at™ < max 88171198 py < 2Mgi™, 4.3
1 — ,36{/\21 (0] | o (y)| = 1 ( )
(4SS

Se demostrard que bajo las hipétesis anteriores el cubo QO es bueno. Lo que serd
una contradiccidn, si se parte del supuesto que el cubo Q es Calderén-Zygmund.

Sea y’ € (QT)**. Por el lema 2.4 existen polinomios P "€ Pcona e Atales
que dado S C E con #S < k¥, se tiene

ant’

Pay/ eC-Ir“(y, S, 1,ay).

7
Bajo las condiciones anteriores se tiene que los polinomios Py , satisfacen propiedades
como:

Lema 4.1. La familia de polinomios Pg ‘e ‘P, satisface:

1.
cat™ < max 8817188 pY (v < caT™.
1 _ﬂe/\)jt 0 | e O] = Ca;
ac A

2. 8'5"'“'|a‘3P3/(y’)| < Cay para B € M con B > a.
3. |8“Pg/(y’) — 1] £ Cay paraa € A.
4. 851708 P (v)| < C paraa.p € A.
Donde ¢ y C dependen solamente de m y n.
Demostracion. El lema 2.4, implica que para o € A existe ¢, € C™(R") tal que
||Dm(,0a||co(Rn) <C-a;, Jy((Pot) = POJ;, Jy’((/)ot) = Pg/.

Por el teorema de Taylor para D" ¢ con r < m — 1, se tiene que

m—1-r
1 . .
Do (y) = ) i—,D’”fpa(y)(y’—y)’
i=0
1 (1 _t)m—l—r B
=/, mD’”wa(z)(y/—y)’" "dt,
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CONTROL DE POLINOMIOS 1

donde z = (1 — 1)y’ + ty. Como Diga(y') = D' PY (¥') y Diga(y) = D' P ()
parai <m — 1, se tiene

m—1—r

/ 1 . ~
DTPI()= Y DRI =) S Craly =y " (44
i=0
y
m—1-—r 1. )
DIPI() = Y, PR =) S Craly =y 1" (45)
i=0

Por la hipétesis (4.3), se tiene una cota que es independiente del punto y, esto es
|0P PY(y)| < 2ma1_m8|5|_|ﬂ| para o € A.

Por un lado, de (4.4) se tiene que

m—1—r
/ 1, , ~
IDTR OGN = Yo IR~y + Carly ="
i=0
m—1—r

< Y amsgT Ty =yl + Carly' — I
i=0

y por el otro lado

ly' =yl <Ci-8g.
8Q <apy

ap <ai™.

Lo anterior implica que existe una constante C, = C,(m, n), tal que

D" PY' (y)| < Cp-ai™ . glel=r para o € A. (4.6)
(o4 1 0
Sea
2 = mix 51108 PY (3],
acA
De la estimacion (4.6), se tiene
2 <Cy- al_m,

lo que demuestra la desigualdad a la derecha del inciso /. La definicién de §2 implica

DRI () <285 T parai <m—1-ryeeA “.7)
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CONTROL DE POLINOMIOS 1

Luego de (4.5) y por (4.7), paracada € Ay € M, se tiene

m—1-r 1 ) )
Do PRSIy =y + Canly =y

i=1

|D" Py (y)

A

m—1-r

3 285y =yl + Carly = yIm

i=1

< G285 + @y,

A

Como ademas
ap <1l y m—|B| <|a|—|B],

entonces

m—|B] loe|—| B

De esto, se sigue que
5|é‘3|—|01||3ﬁp(3/(y)| <C3[2+ 1]paraf € M, € A.

Por (4.3), se tiene que
C3[R2+1] > al_m.

Un primer requisito para escoger ap, es que exista una constante ¢ = c(m, n) tal que
R>c-a;™
y esto termina la demostracién del inciso / del lema.

Ahora se aborda la demostracién del inciso 2. Se tomano € Ay f € M con 8 > «.
Por la hipétesis HD2(y), se tiene

1081 P2 (y)| < C'ay

y de (4.4) se sigue
9P P (V)] < Caar.

Ademas, 8 > « implica |B| — |a| > 0, por lo que gléfl—lotl < 1 y esto prueba el inciso
2.

Para el inciso 3, tomese B = «. Por HD2(y) y dadoque B + y > « paray # 0, se
tiene que
97+ PY ()] < Clax,
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CONTROL DE POLINOMIOS 1

Excluyendo el primer término de la suma en (4.4), es decir, el término B py (y) =1,
que se tiene por HD1(y), se obtiene

8% PY' (y') — 1] < C4 - ay,

que es la conclusién del inciso 3.

Por ultimo para probar el inciso 4, considérense f € Ayy € Mcony + 8 € M.
Como .4 es monétono se tiene que B + y € A, luego por HD1(y) se obtiene

PYYPY(y) = 884 yar

con lo cual
|313+)/P(3’(y)| < 8|(¢21|—|f3|—|)’|_

Sustituyendo en (4.4), se obtiene
98Py ()] < Cs -8,

lo que culmina la demostracién. |

Considérese la matriz M = [Mg 4]g e 4. donde cada entrada estd dada por
Mo = 857198 P (1),
El lema 4.1 implica que para una constante C = C(m, n), se satisface

Mg «| < Cay para > «.
Mg o — 1| < Cay para f = a.
Mg o| < C para B, € A.

Se tiene que la matriz M — I es triangular acotada y la matriz inversa M ~! satisface

M| < C'ay parad’ > a.
M, — 1| < C'ay parad’ = a.
ML | < C'parac’,a € A.

La matriz M ~! define polinomios Py ‘e P donde

7Y =851 > 8, P My, (4.8)

o,
a’'eA

~
Las propiedades de los polinomios Py se enlistan a continuacién.

61



CONTROL DE POLINOMIOS 1

Lemad.2. 1. Paracada B,o € A, se tiene 3P ﬁg/(y/) = 8ga-

2.
M _ 3 5|B|—|a\ aﬂISy’ Nl < Ca™.
cay” < max g |07 Py () 1
a€A

3. 8|£|_|a||3ﬂﬁgl(y’)| < Cal_(m_l) paraa € A, B € Mcon B > «a.
4. Dadoa € Ay S C E con#S < k?,, existe 5 € C™(R") tal que

a. 857N D" g8 | cogny < Can.

b. 8$_|a||¢5(x)| < Ceparacada x € S.

c. Jy(gs) =Py .

Donde ¢ y C dependen solamente de m y n.

Demostracion. El inciso I se obtiene por la definicién (4.8) y de las propiedades de
M ™!, Para el inciso 2, se toman B € My a € A, se tiene

(857152 B o] = 3 [85710 2 1] M. (4.9)
a’eA
Multiplicando por M, se obtiene
> [857%108 B 0 Mure = [857%10P 22 (1)), (4.10)
a’eA

Como se definio en el lema 4.1, tdmese

2 = mix 5107 P ()
acA
y sea
Q= mix 51108 BY (y")].
acA
Para f € My« € A, setiene

55 P Py (V)] = 2.
La ecuacion (4.9) y el lema 4.1 implican

R<C-2<Cy-ai™.
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Para p € M ya € A, se tiene
s 0P Y (V)] = 2.

La ecuacién (4.10) implica
2 <C3-82

y se sigue que
~ £
2>—>c-a;™,
= c-aj
donde ¢ = ¢(m,n), con lo que se prueba el inciso 2.

Para el inciso 3, considérense 8 € M,a € A, con B > «. Basta acotar los términos de
la suma en (4.9). Por un lado, en el caso que S > o, para cada o’ € A se tiene

58 N88 PY () IMGLl < Cay - C" < C4-ay ™Y,
pues a; < 1. Por otro lado, si existe o’ € A tal que B < ', entonces &’ > «, luego
55 NP P2 (v 1Ml < C"a7™Clay < Cs a7V,
El inciso 3 queda demostrado.

#

nap- Del lema 2.4 se toma la

Por tltimo, para el inciso 4, tomese S C E con #S < k
funcién go(f € C™(R") y se definen

o5 =851 > 6,6 - My,

a’eA

o’ .
Como 8Q|°‘ < 83”, se tiene

| D™ @3 llcogeny < Coar85' " para a € A.
Si x € S, entonces de igual forma se cumple
65 ()] < Co85' .
Para el inciso 4, ndtese que el jet es lineal y esto concluye la demostracién del lema. W

Sean f € My @ € A tales que
2 = 8571998 B (3],
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Si B € A, entonces

c-ay™ <1,

tomando @, adecuado, se tiene que 8 ¢ A, lo cual es una nueva restriccion para a. Si
B > @, entonces el inciso 3 del lema 4.2 implica

Q2<cC -al_(m_l).

Pero por el inciso 2, se tiene
2<C-ai™,

lo cual es una contradiccién con a1 adecuado.

El tinico caso que resta por estudiar es ,3_ < a. Se define
AV = (A\{a}) U (B}

y se observa que

AN A ={B)Ua).

Lo cual implica que A* < A. Se definen polinomios P ﬁy "ePcona e A por

A continuacién, se enlistan las propiedades de los polinomios Py "
Lema 4.3. La familia de polinomios Pg " indexada por A satisface:
1. Bﬂpg/(y’) = 8gq para B, a € AV
2. 8571108 B (v')| < Cay™ para p e Mye € A,

3. Dadoo € AY', S C E con #S < k%, existe @g € C™(R") con las siguientes
propiedades

- _ —(m—1
a. 8 D™ | co@ny < Cay P
b. 83 ~%1@S (x)] < Cay™e para x € S.
c. Jy(@S) =Py .

Donde la constante C depende solamente de m y n.
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Demostracion. Para el inciso 1, si « = f8, entonces
0P PY () = B (/1P BY ()] = 8y
Sia # Byp = B, entonces
0Py () = 0P Py ) — 10 By NP P () = o.
Para B # B, se tiene
PP () = B ()~ [P P OO PY (V) = g

Lo anterior demuestra /.

Para el inciso 2, si o = S, entonces el lema 4.2 implica que

5 0P BY ()

0 - —1@l ag =y
’ 5o 108 Py (")
C-ay™

= 3 > = o~y
86 0P Y ()]

<C-ay™.

Si« # B, entonces

iy o sEaR B ()
55108 Py ()] = 857108 Py ()] + =2 -

8|,B|—|.B| 8[3132’/ ’

508 PY ()
<C-a;"+C-a;™ =2C-ai™,

lo cual prueba 2.

#

wnt- Se definen

Para el inciso 3, considérese S C E tal que #S < k
¢35 =5/ P (V)]
(pg = @5 — 98 24 (y/)]gbg paracadaa € A\ {a}.
Para o = B , se tiene

55 D™ G Nl cogany _Cea

Bi—lal 23 5y’ S < Clay
S 95 Yy

5 PNID" @SNl cogny <
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En el caso que @ # ,g , se tiene
85 oG llcony < 85 ID™ 58 ||co(Rn)

Ca
< Cay + Cay™- a_}n
1
< C//'al—(m—l)‘
Cuandox € Syoa = ,3 se tiene
m |a||
_1B] - 95 ()] C e _
5 S (o)l < L <= <Cia™

551~ ""'|aﬂ PNl 4
Si« # f, entonces
5 g8 ()] = 857 NgS (ol + 857108 PY (155 Pigs (o)l = € -arme.
Finalmente la linealidad del jet y la definicién de gaS terminan la demostracion. [ |

Partiendo de los polinomios Py € Py, con o € A que satisfacen el lema débil. Para
y € B(y0,a1), por el teorema de Helly existen polinomios Pg € Py con a € A que
también satisfacen propiedades similares a las del lema débil. Bajo la hipétesis (4.3),
dado y € (O1)** se ha encontrado una familia de polinomios PJ € Py’ indexada
por A < A que satisface condiciones similares a las del lema fuerte. Por el lema 4.3,
se estd en condiciones de demostrar que el cubo QT es bueno. Ahora, si se supone que
el cubo Q es bueno se tendrd una contradiccién.

Lema 4.4. El cubo Q7 es bueno.

Demostracion. Basta observar que §p+ = 289, luego la demostracion es inmediata.
|

Para finalizar la seccion, se demuestra la estimacién (4.2), es decir, las derivadas de
los polinomios P, del lema 2.3 estdn controladas por ay.

Lema 4.5. Sea k’f un entero que satisface

*> D+ Dk y k> (D + Dk?

ant:

Si Q es un cubo Calderon-Zygmund, y € Q*** y los polinomios Py € P cona € A
satisfacen HD1(y), HD2(y), HD3(y) del lema 2.3, entonces se tiene la siguiente
estimacion

55170k P (y)] < a7™ paraw € Ay B e M.
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Demostracion. Por el contrario, supdngase que
Sgl_lalmﬂ PY(y)| > ay™ paracadaa € Ay f € M.

La descomposicién de Calderén-Zygmund de Qg es finita, lo que implica que para Q
hay un nimero finito de cubos diddicos en Q¢ que contienen a Q. Para cada cubo Q
que contiene a Q, se define

@(0) = max §8171¢1198 py (1)1
(Q) /ggz Q 107 Py (»)]
acA

Obsérvese que
®(Q) > a;™ pues §g < 8p-

Sea Q el cubo maximal que contiene a O, como o(0) > a;™, pueden ocurrir los
siguientes casos, o bien Q = Qg o bien ®(Q 1) < a™. Se puede descartar el primer
caso escogiendo adecuadamente a1 . En efecto, la hipétesis HD2(y) implica que

S0P Py ()] < 85" cay < c55" Y < Cay ™Y,
Se toma a1 de manera que se satisface

y esto contradice que ®(0) > a;™. Entonces el tinico caso que se debe estudiar es
@(QT) <ay™. Yaque 28Q- = SQ-+, la definicion de @ implica

5y o clBllal |48 py
2(Q) = mix 851113 P ()
aeA
< mix (27'854)" 798 P2 (1)

T BeM
oA

<2"lo(0™)
y por consiguiente )
o(Q) < 2" ta™.
Ast 1Bl —le]
a7™ < méx §'°'71* 98 py <2"Mai™.
1S aK 05 107 Py (»)] = 2"a;
acA

Como Q C Q entonces y € (Q)***. Del lema 4.4, se tiene que O es bueno, esto es
una contradiccion, pues Q es un cubo Calder6n-Zygmund. |
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4.2 Control de polinomios 2

En esta seccidn, finalmente se demuestra el control de polinomios que se necesitd
para terminar la demostracién del lema débil para A monétono. Considérese nueva-
mente Q¢ y su descomposicién de Calderén-Zygmund

Qo=01U---UQn.

Por un lado, en el lema 2.5 del capitulo 2, se demostr6 que para cada v < N existe un
polinomio
Py € If (yy. k1. C),

donde y, es el centro de Q, y C es una constante que depende de m y n. Por otro
lado, en la demostracion del teorema 1.3, se utilizé funciones de corte {qﬁv}f)\':l que
son idénticamente uno en Q} y cuyo soporte estd en Q;*. Con estos elementos, se
definieron funciones

fv:¢v'[f_Pv]-

Resulta que la funcién f,,, un punto y € Q}* y el conjunto A” < A, que se obtiene
de las propiedades Calderén-Zygmund del cubo Q,, satisfacen las hipétesis del lema
fuerte. Entonces la hipétesis de induccion implica que existe F,, € C"(R") que apro-
ximaa f, en Q) N E. Por medio de una particién de la unidad {6, }f)vzl, se obtiene que
el promedio de las funciones Fy, + P, aproximaa f en Q.

Resta estudiar las derivadas de los polinomios P, — P, para cubos adyacen-
tes, lo que llamamos control de polinomios. Para esto, considérense y € Q*** y
Perl Jf (y,k, M). Primero se mostrard la existencia de un polinomio

P eTH(y k' M),
tal que la diferencia P — P’ satisface cotas similares a las de residuo de Taylor.

Lema 4.6. Sean Q y Q' cubos Calderén-Zygmund adyacentes o que coinciden. Si
y € Q™ y €(Q)*y P elf(yki,C)con

kK*> (D + Dk¥, kf>D+DK5 y k5 >kt,,,
entonces existe P’ € F]‘f(y/, k%, C') tal que
|D"(P" = P)(Y)| = C"ay™8™" para r <m—1.

Donde la constante C" solamente depende de m y n.
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Demostracion. Por el lema 2.2 existe P € T (', k%, C) tal que
ID"(P — P)(Y") = Cly —y'I"". @11

para cada r < m — 1. El lema 2.3 aplicado a y’ y kf implica que existen polinomios
P; que satisfacen HD1(y"), HD2(y") y HD3(y'). Se define

P'=P - [0"P(y)]- P}
a€A
Por HD1(y') para B € A, se tiene
FP(y)=0PP(y) = [0“P())]8pa = 0.
acA

Témese S C E tal que #S < k&, luego existe FS e C™(R™) tal que
IES | em@ny < C, |FS(x) = f(x)| <C-eparax e S y J,(F5) = P.

Por HD3(y'), se tiene que Pg/ e Cy-T'Y(y', S, 1), es decir, existe g5 € C™(R") tal
que
ID™ @5 lconmy < C1-ar, o5 ()| <Ci-ey Jy(ps) =Py

Se define . y
FS =FS—>"[0°P(y)]- 5 - 6.
acA

en donde 6 es una funcién de corte en y’ con sop C B(y’, 1). Para la norma de F S,
se tiene la siguiente estimacion

IFS lem@ny < 1FSllem@ny + Y _10*P(3)@s - Bllem@n < Ca.
acA

De forma similar, se tiene
|FS(x)— f(x)| < C3-cparax €S,
y Jy (FS) = P’ pues 6 es plana en y’. Se sigue que
P e TH(Y ki C).
Resta demostrar la cota en la conclusién del lema. La definicion de P’ implica

ID"(P — PY(5)| < ID"(P — BYO)| + Y 19%B ()| - ID" PY ().
aeA

Se tienen las siguientes estimaciones
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* Por (4.11) paracadar < m — 1, se tiene
ID"(P — P)(y)| < Cq-857".
* Para o € A, el teorema de Taylor y la monotonia de .A implican
1
#PON= 3 I TPOO -y =0
B+aem
luego por (4.11), se tiene
9P = 18%(P = PY()] < C - |y = '™l

Asfi ;
3P ()] < Ca- 857,

e Por el lema 4.5, se tiene

98P (v <85 Play™ parap e Mye € Al

Se concluye
ID"(P — P)()| < Cs-ay™ - 857",
donde C5 = Cs(m, n) y esto termina la demostracién. |

Una ligera modificacién en las hipétesis del lema anterior, permite tener el control
de polinomios en un mismo cubo Calderén-Zygmund.

Lema 4.7. Sea kf un entero tal que
k* > (D + k¥ y k¥ = (D + Dk?

ant:

Si Q es un cubo Calderon-Zygmundy y € Q**, entonces dados polinomios
Py, Py e ij(y,k#, C), se tiene

|[D" (P — Py)(y)| < al_(m+1)5g_rparar <m-—1.
Demostracion. Se procederd por contradiccidn. Supdngase que
1— P)(y)| >a, T parar <m—1.
D" (P, — P [rDsmer 1
Se demostrard que Q"‘ es un cubo Calder6n-Zygmund distinto de Q. Si y’ € (Q+)**,

entonces y' € Q***. Para y,y’ € Q*** y los polinomios Py, P, € ij(y,k#, C)el
#

lema 4.6 implica que existen polinomios P{, Pj € ij ' k%, C’) tales que
|D"(P; — PHY(YH| < C-a7™ o paar <m-—1lyi=12.
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La desigualdad del tridngulo implica que
8o "ID"(P1— P2)(y)] = 2C"-ay™ + 85 " |DT(P{ — Py)(V). (4.12)
Mas atn, el teorema de Taylor implica que
m—1-—r 1 . )
D'(Pr=P)(y) = ) =D (PL=P)O) =y
i=0
Existe una constante C; = Cy(m, n) tal que
méxgrél_rlDr(Pl — Pz)(y)l < max CISrQ_mlDr(Pl — Pz)(y/)l
r r
Entonces por la desigualdad (4.12), se tiene
ay "t < 5D (P = P)(0)] £ Co-ap™ 4+ méx Cy - 857 DT (P = P,
Luego existe una constante ¢ = c(m, n) tal que
c-a; "V < 5™MDT (P = PHOY)I
Témese B € M tal que

o "1 (P = PO = méx g 10 (P = PO,

Se define 2 = Bﬁ(Pl/ — P5)(¥") y se tiene que

—(m+1) gm—|B|
2] > cay " V8

de donde §2 # 0. Como Py, P} € F}‘E(y/, k* . C’) se tiene que B ¢ A. Considérense

ant’
los polinomios Py € P obtenidos en el lema 2.3 y sea A = A U {B}. Se definen
polinomios

Pg = (P{ - P})/%2.
Py = Py =[P P} (3P

Nétese que AY " < A. Se tiene que los polinomios P, satisfacen las propiedades de un
cubo bueno para Q.

Para la propiedad B2, si ,a € A” ' yo = ,3 , entonces la conclusion se obtiene de la
definicion de £2. Para @ # f3, se tienen dos casos.
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« Si B # B, entonces
0P Pa(y') = 8ga — 10° P ()] 0 = 8a
* Si B = B, entonces
0 Pa(y) = ¥ P 0 =P P ()] 1 = 0.
Para la propieadad B3, considérense o € A”" y 8 € M con B > a.
« Sia,B €AY por B2y yaque |B| > |, entonces
g0 Py =1 = a7 ",

«Sig¢ A ae A ya=p, entonces la definicién de £2 implica
85719 Py (vl < 1 < a7,

¢ Sig¢ A e A ya# B, entonces el lema 4.5 implica
198 Py (v)] < 851 Plarm.
Ademas . ]
55 P = 10 (v
y se tiene
108 Py (y')] < 5|5|—|/3|a1—m + 8|5|—|ﬂ|85\—|ﬂ|a1—m < C, ~8|5|+_|ﬂ|al_m.
Sia; < 1/Csz en la tltima desigualdad, se tiene la conclusién para B3.

Para la propiedad B4, témese S C E con #S < kP . entonces existen funciones
FiS e C™(R") tales que

IES lem@ny < C, |FS(x)— f(x)| <C-eparax e S y Jy(F>) = P;.

Por HD3(y’) se tiene POJ,)/ e C"-Ir'*“(y',S,1,ay), lo que implica que existe una
funcién gog e C™(R"™) tal que

ID™ 03 | co@ny < C" a1, lpg(x)] < C"-eparax € S y Jy(ps) = P
Se definen funciones
¢y =(F{ — Fy)/Q.
@3 =¢s — 0P Py (0163,

’ . . .
Para @ € A, se tienen los siguientes casos
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e Sia = ,3_, entonces
D™ @3 llco@ny < ID™(FF = F3)llco@n)/|192]

< 20ayH8fIm < ocsfiom < sBm L om ),

* Sia # B, entonces

1™ @3 co@n < 10" 05l co@n +19° P ()IID™ @5 Nl cogeny
<C"ay + 2C5|5|_|B|a1_(m+1)5|5|_m

< C//a1 +2C5|§|_ma1_(m+l) < 5|5|+—ma1—(m+1)_

Para x € S, se tiene

* Sia = B, entonces
93 (D] < [(FY = F3)(@)l/122|

<2C -Sg_m e < Sg_mal_(mﬂ)e.

* Sia # B, entonces

185 (01 = log (0l + 19 P’ (011165 ()|

<C"e+2C ay "SI < g5,

Finalmente de la linealidad del jet se sigue que Jy- (@5 ) = P, y portanto QT es bueno.

Resta demostrar que Q # Q. Para esto basta observar que los polinomios Py, P>
satisfacen
|D"(P1 — P2)(y)| <2-Cparar <m— 1.

Se toma a1 de manera que se satisface

2.C < al—(m+1)815;r’

entonces Q # Qp. Por tanto QT es un cubo Calderén-Zygmund distinto de Qy, lo
cual contradice que Q es un cubo Calderén-Zygmund. |

Finalmente se tiene el control de polinomios para cubos Calderén-Zygmund adya-
centes.
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Lema4.8. Sean Q y Q' cubos Calderén-Zygmund adyacentes. Siy € Q**,y’ € (Q')**
y se tienen polinomios P € F]f(y,k#, C)yP' e ij(y/,k#, C') con

k* > (D + D)k} y ky > (D + 1)%k%

ant-
Entonces

ID"(P' = P)(y")| < C"-ay " V8T para r <m -1,
donde C" depende solamente de m y n.

Demostracién. Sea k' = (D + 1)kf,,. El lema 4.6 aplicado a P, y’ y Q’, implica
que existe un polinomio 5
P ety kh.Cy)

tal que )
|ID"(P = P)(y')| < C2-ay™8gy " parar <m—1.

Como kj > (D + 1)k%, se tiene
rH Ky, Cn C T kg, Cr).

Entonces P/, P € F]f(y/, k%, C) y el lema 4.7 implican

|ID"(P' — P)(y")| < al_(mH) -8g " parar <m-—1.
Se sigue que

|D7(P" = P)(y")| < |D"(P' = P)(y)| + D" (P — P)(y")|
< Cpoay™SR T +ay s

< c’ 'a1_(m+1)3’6_r’

lo cual termina la demostracion. [ |
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Conclusiones

El teorema de extension de Whitney es un resultado central dentro del andlisis.
De manera general tiene distintas formas de abordar. Sean E, F espacios normados y
F(E, F) un espacio de funciones. Para X C E se tienen:

1. Problema de traza. Caracterizar f : X — F paralas cualesexiste F € F(E, F)
tal que Flxy = f.

2. Problema de operador. Estudiar las propiedades de los operadores
T: F(X,F)— F(E,F),

tales que Tf |x = f.

En esta tesis se abordé el trabajo de C. Fefferman [7], en el cual se resuelve el pro-
blema de traza para el espacio C~ 1 (E). Durante este trabajo, se estudiaron distintas
técnicas, como los lemas de induccion, la descomposicién de Calderén-Zygmund, el
lema de rescalamiento y el control de polinomios. El interés en dominar tales técnicas
radica en la amplia variedad de aplicaciones. Ademads, que el trabajo de C. Fefferman
en esta direccidn se basa en dichas técnicas.

Como resultado del estudio del teorema de extension de Fefferman, se tienen los
siguientes problemas:

1. Un andlogo del teorema 1.1 para funciones f: E — H, donde H es espacio de
Hilbert.

2. El cdlculo 6ptimo de la constante k¥ en el teorema 1.1. En este trabajo se tiene
la siguiente estimacién

K < (D + 1)32°,

donde D es la dimensién de P.
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3. Estudiar el problema de extensién y traza para algin otro espacio de funciones,
por ejemplo, el espacio C™®(R") que consta de funciones en R" con derivadas
de orden m y médulo de continuidad w, o bien el espacio de Sobolev WP (£2)
que consta de funciones en L?(§2) cuyas derivadas de orden m también son
funciones en L7 (§2), donde £2 C R” es un dominio.
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