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Introducción 

Las partículas  elementales de  espín 3/2  no  han  sido  descubiertas  experi- 

mentalmente. No obstante, el  interés  teórico  por estas partículas  se ha visto 

reforzado por  varias  razones.  Primero,  la  supersimetría  necesariamente  predice 

que la partícula  asociada  al  gravitón  (gravitino)  tenga  espín  3/2.  Cabe  men- 

cionar  que  la  supersimetría  se  considera  una  t,eoría  fundamental  de  la  naturaleza 

que  brinda  una  forma  consistente de  unificar  campos  bosónicos  (espín  entero)  con 

campos  fermiónicos  (espín  semientero).  Segundo,  la  combinación  de  varios  gravi- 

tinos  permite  unificar  interacciones  fundamentales,  tales  como  la  gravitación  con 

electromagnetismo o con  fuerzas  electrodébiles o fuertes  vía  supergravedad  exten- 

dida.  También  surgen  gravitinos en  te0ría.s  efectivas  obtenidas  de la teoría  de 

supercuerdas. Por  último, desde  un punto de vista  fenomenológico, es necesario 

buscar  diferentes  alternativas  teóricas  tendientes a verificar experimentalmente  la 

existencia  de  tales  partículas  elementales de  espín 3/2. 

Por otro  lado, el acopla.miento mínimo  para  partículas  de  espín  1/2  surge 

como  una  consecuencia de la invariancia  local  (de  norma)  de la  teoría  de  Dirac. 

Tal  acoplamiento  mínimo es  uno  de  los  mayores  logros  de la  teoría  de  Dirac para 

el estudio  de  partículas  relativistas en interacción con el campo  electromagnético. 

Otro logro  importante de la  teoría de Dirac  es  la  predicción  de  la  razón  giro- 

magnética g = 2 para el electrón. 
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Introducción 

E l  estudio  estándar de  campos  libres  no  masivos  de  espín 3 / 2  se  lleva a cabo 

mediante  el  formalismo de campo  espinorial-vectorial  de Rarita y Schwinger.  Sin 

embargo se desconoce  como  es que estos  campos  interactúan  con  otros  campos 

de  norma,  en  particular se sabe que el acoplamiento con campo  electromagnético 

estándar  (acoplamient,o  mínimo)  produce  serias  inconsistencias  en las ecuaciones 

de  campo. Así mismo  surgen  problemas  de  causalidad  debido a la  propagación  de 

las  señales a velocidades  superlumínicas,  lo  cual  contradice los postulados  funda- 

mentales  de  la  relatividad  especial. 

E n  1970 Weinberg  encontró que al  demandar  que  las  amplitudes  de  dispersión 

para partículas de  espín  arbitrario en interacción con campo  electromagnético  tu- 

vieran  un  buen  comport#amiento a a,ltas  energías  es  necesario  que la  razón  giro- 

magnética  de  tales  partículas  tuviera el  valor g = 2. 

Siguiendo  un  desarrollo  lagrangiano  consistente al requisito  de  que g = 2,  Fe- 

rrara e-¿ al encontraron que a nivel de árbol  debía  implementarse  en el lagrangiano 

un  término  de  interacción  electromagnética  dipolar.  Como  consecuencia  de  ésto, 

las  ecuaciones  de  campo  debían  contener  tal  término  de  interacción. De  este  modo 

modificaban  el  acoplamiento  mínimo  usual,  apuntando  hacia  un  acoplamiento  elec- 

tromagnético  no-mínimo para campos  de  espín 3/2. Debemos  mencionar  que la 

introducción del término  dipolar en las  ecuaciones de campo  cancela  las  divergen- 

cias y los  problemas  de  causalidad  nlencionados  anteriormente. 

Por otro  lado,  recientemente Nieto y Obregón  desarrollaron una teoría  para 

partículas  clásicas  supersimétricas de espín 3/2 en analogía a la  teoría  de  Galvao 

y Teitelboim para pasrtículas  clásica,s  supersimétricas  de  espín l/2. E n  su trabajo, 
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Introducción 

Nieto y Obregón  demostraron que si las matrices y que aparecen  en  las ecuaciones 

del campo  de Rarita-Schwinger se interpretan como variables de  Grassman  (de- 

bido  a  sus  propiedades  de  anticonmutación), entonces los paréntesis  de Poisson de 

las  constricciones  asociadas a las ecuaciones de R.arita-Schwinger (R-S) en  espa- 

cio tiempo  plano  producen las ecuaciones de  Einstein  completas  linealizadas  (sin 

imponer condiciones de  norma sobre el campo  gravitacional  lineal). 

Como es de  esperarse, si las matrices y se preservan en el operador diferencial 

del campo  de Rarita-Schwinger se obtiene el mismo  resultado,  pero  en  lugar  de 

usar  paréntesis  de Poisson debemos  usar  anticonmutadores  de los operadores. 

En el resultado  de Nieto y Obregón están involucradas todas las  componentes 

de las ecuaciones de Rarita-Schwinger, las cuales reproducen el conjunto  completo 

de ecuaciones de relatividad general linealizada.  Debe notarse  que  este  resultado 

es una analogía con el resultado de supergravedad  canónica,  en la cual la cons- 

tricción  de  transformaciones  supersimétricas es la raíz cuadrada  de la contricción 

de  traslaciones. Sin embargo en esta  última formulación el cuadrado de las cons- 

tricciones  supersimétricas  involucra sólo una  parte de las ecuaciones dinámicas 

de  relatividad  general, ya que la constricci6n supersimétrica  representa sólo una 

componente de las ecuaciones dc R-S. 

El resultado del trabajo de Nieto y Obregón muestra  por lo tanto que  las 

ecuaciones de  campo de R-S son la raíz cuadrada  de las ecuaciones de  campo  de 

relatividad  general  linealizada en el mismo  sentmido  que la ecuación  de  Dirac es 

la raíz cuadrada de la ecuacicin de Klein-Gordon. De este  modo, siguiendo esta 

analogía y sabiendo como es que la  gravedad  acopla con cualquier tipo de materia 
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Introducción 

o campo  de  norma, es de esperarse que la relatividad  general  nos  dicte  cómo  debe 

ser el acoplamiento  entre el campo de espín 3/2 y los campos  de  norma o materia, 

particularmente el campo electromagn6tico y el campo de Yang-Mills. 

Las observaciones anteriores son la principal  fuente  de  motivación para  este 

trabajo,  ya que en principio  podemos agrega,r un tensor  de  energía momento al 

lado derecho  de las ecuaciones de campo de Einstein e investigar su raíz cuadrada 

en  una  manera similar a la desarrollada por Nieto y Obregón.  Como resultado  de 

este proceso se espera  obtener ecuaciónes de Rarita-Schwinger  modificadas. En 

efecto, estas ecuaciónes deben incluir los términos de interacción con campos  de 

materia y campos de norma. Así , uno  esperaría que estos  términos de interacción 

nos digan  cómo es que debe ser el acoplamiento  de los campos  de espín 3/2 con 

cualquier tipo  de  materia o campos de norma. 

El plan  de  la  obra es  el siguiente: En el Capítulo 1 generalizamos el operador 

hamiltoniano  que  representa, las ecuaciones de relatividad  general  linealizada al 

incluir  tensores  de  energía  momento consistentes con la  estructura  matemática.  de 

este  hamiltoniano  para  campo electromagnético así como para  campos  de Yang- 

Mills. Basándonos en la forma  particular de estos términos extra de materia en 

las ecuaciones de  campo linealizadas de Einstein buscamos los correspondientes 

términos  extra en las ecua,ciones de Rarita-Schwinger. As í  , cuando elevemos al 

cuadrado tales  términos de interaccicin en las ecuaciones de R-S obtenemos  en 

particular el tensor de energía momento que se implementó  originalmente.  Proce- 

diendo  de  este  modo,  encontramos la. interacción para el campo  de espín 3/2 con 

campo electromagnético y campo de Ya.ng"ls. 
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Introducción 

Como ya  se ha mencionado anteriormente,  cuando  la ecuación de  Dirac  se 

eleva al cuadrado se obtiene la ecuación de Klein-Gordon libre.  Sin embargo 

introduciendo el acoplamiento  mínimo en la ecuacibn de Dirac se obtiene  no sólo 

la ecuación de Klein-Gordon sino a.demá.s  el cuadrado del campo electromagnético 

y  términos  de  interacción  que nos dan el acoplamiento del momento magnktico 

del electrón con el campo electromagnético aplicado  (términos  de  acoplamiento 

espín-campo  electromagnético ). En a,nalogía a lo anterior es de  esperarse  que 

al elevar al cuadrado las ecuaciónes de Rarita-Schwinger m0dificada.s resulten  no 

sólo las ecuaciones de  Einstein linealizadas sino además potenciales  que incluyen 

un  término de interacción análogo al  término de acophmiento espín-campo de  la 

teoría  de  Dirac. De modo que el cuadrado de las ecuaciones de  Rarita-Schwinger 

modificadas nos da  un hamilt'oniano generalizado que incluye todos los términos 

de  interacción  anteriormente descritos. 

El  resultado  de Nieto y Obregón es clue las ecuaciónes de R-S están rela- 

cionadas  en una  manera directa con  la, gravedad  linealizada'  en la  misma  forma 

en  que la ecuación de Dirac e&. relacionada con la ecuación de  Klein-Gordon. 

Por  otro  lado, las ecuaciones de espín 3/2 juegan papeles análogos a los de las 

supercargas  en  la cosmología cuántica, por lo que es natural  pensar que la Super- 

gravedad  puede ser útil en nuestro formalismo, ya que algunos modelos de  esta 

teoría  incorporan  naturalmente el campo  gravitacional, el campo  de espín 3/2 y 

los campos  de  norma electromagnético y de Yang-Mills. 

El resultado  más  importante de nuestra  propuesta es que la interacción  de 

campos de R-S con campo electjroma'gnético o campo  de Yang-Mills es de la  forma 

Fpv + y5Fpy donde Fpv representa el tensor de campo  electromagnktico o el tensor 
* 
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Introducción 

de  Yang-Mills y F p , ,  es  el dual del campo en cuestión. 

En  vista  de los  argumentos  anteriores  es  razonable  que al linealizar la  super- 

gravedad  seremos  capaces de obtener el mismo  tipo de resultados  que  se  obtienen 

en  el  análisis  de  la  gravedad  lineal en  los  casos  sin materia y con materia presente. 

E l  caso  sin  materia  presente  corresponderá a Supergravedad N=l  linealizada y 

será  estudiado en el  Capítulo 2 en  ana,logía. al  trabajo de Nieto y Obregón. A la  

vez,  mostramos  como llevar a ca.bo la linealización  de tal teoría,  lo  cual  será útil 

en los siguientes  capítulos. 

E n  el  Capítulo 3 linealizamos  Supergravedad  N=2,  como  se sabe,  esta  teoría 

unifica el campo  de  relatividad  general  (gravitón), el campo  electromagnético 

(fotón) y dos  campos de Rarita-Schwinger  (los  compañeros  supersimétricos  del 

gravitón y el  fotón).  Al  elevar a,l cuadrado  las  ecunciones  para  los  campos  de 

R-S obtenidas de esta  teoría lleganlos al  mismo  resultado  que  se  obtuvo a partir 

de  gravedad  lineal  al  implementar el tensor de energía  momento  generalizado  de 

campo  electromagnético. E s  decir,  obtenemos un término  de  interacción  idéntico 

al  obtenido  vía  relatividad  general  linealizada con materia.  Esta  interacción nos 

da  un  término  exactamente igual al  obtenido  por  Ferrara e t  al quienes  aplicaron 

procedimientos  totalmente  distintos. 

Es conveniente  hacer  incapié en que la  teoría  propuesta  en el Capítulo 1 sólo 

requiere  de  un campo de R-S, en contraste con el resultado  de  Supergraveda,d 

N=2 en  la  cual surgen  dos gravitinos  (campos de R-S) acoplados  con el campo 

electromagnético. En  este  sentido, es  posible  deducir  que  nuestra  propuesta  es 

más simple  que  el  resultado  obtenido  vía  Supergravedad N=2 y puede  resultar 
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Introducción 

más útil  desde un  punto de vista fenomenol6gico. 

La interacción  de  campos de Yang-Mills  con campos  de  Rarita-Schwinger 

se investiga en el Capítulo 4 al linealizar Supergravedad N=4. En este caso se 

complican aún más las expresiones dado clue incrementa el número de campos 

interactuantes  de Rarita-Schwinger con otro  tipo de campos. Esto se debe a que 

los campos de R-S interactúan con otros  campos,  tales  como  campos  escalares, 

pseudoescalares, vectoriales, pseudovectoriales y tensoriales. Lo anterior  pone  de 

manifiesto  nuevamente  que  nuestra formulación es mucho  más sencilla y clara  que 

el tratamiento  obtenido por medio de las teorías de supergravedad. Al imponer  que 

sólo interactuén los 4 campos de Rarita-Schwinger con  los campos  de Yang-Mills 

en  las ecuaciones obtenidas del lagrangiano de Supergravedad N=4, obtenemos la  

interacción para los campos de R-S con campos de Yang-Mills. Tal interacción es 

en esencia una generalizacihl de l a  que se obtiene por medio  de nuestra propuesta 

desarrolhda en el Capítulo 1, que consiste en agregar  a  las ecuaciones de  relatividad 

general  linealizada  un  tensor de energía momento  de Yang-Mills. 

Por otra  parte, es importante submayar que la  estructura  de los términos 

de  interacción Fpv + y5Fpy que obtuvimos en  el Capítulo 1 vía el mecanismo 

de  raíz  cua,drada  para los  ca.mpos de norma, electromagnético y de Yang-Mills es 

consistente con la interacción  obtenida vía supergravedad extendida N=2 y N=4 

respectivamente. 

I 

En resumen, el hecho de clue las ecuaciones de Rarita-Schwinger son la 

ra,íz cuadrada  de las ecuaciones de Einstein 

acoplamiento no-mínimo para  partículas de 

linealizadas nos permitió  obtener  un 

espín 3/2 con  los campos  de  norma 
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Introducción 

electromagnético y de Ya,ng-Mills. Este hecho  es reforzado cuando linealizamos 

Supergravedad y analizamoP las constricciones que resultan  de tal linealización. 

Las ecuaciones de Ra.rit,a-Schwinger obtenidas de supergraveda,d son muy simi- 

lares a las  que  obtenemos por medio de t,omar  la raíz cuadra#cla de  la  gravedad 

linealizada  que  obtenemos en el Capítulo 2. Sin embargo, estas expresiones son 

mucho  más  complicadas  debido  a que la aparición de más  campos complica la 

estructura  matemática de las expresiones. 

Debemos  comentar  que quiza la relación existente  entre  las ecuaciones del 

campo  de Rarita-Schwinger y las ecuaciones de relatividad  general  linealizada  no 

había sido  descubierta  a  partir de supergravedad  debido  a  su  complicada estructura 

cuando incluimos materia y t'ambién debido  a la necesaria linealización de  las 

teorías  de  supegravedad  extendida. 

Por  último,  dado que la gravedad acopla con cualquier tipo  de  materia, es 

de  esperar  que el formalismo propuesto en el Capítulo 1 nos permita  obtener el 

acoplamiento  de los campos de R-S con cualquier tipo  de  materia o campos  de 

norma. Además los resultados de este formalismo serán  más simples que aquellos 

que  pudieran  obtenerse vía supergravedades extendidas. 

Más aún, siguiendo el mecanismo  propuesto es posible construir modelos 

particulares  que involucren interacciones de interés fenomenológico. 
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Capítulo 1 

Acoplamiento No-Mínimo para Espín 3/2 
de  Gravedad  Linealizada 

E n  este  capítulo  hacenlos uso del  hecho  de  que  el campo  gravitacional  se 

acopla  con  cualquier  tipo de materia o ca,nlpos de  norma. Esto es  realizado  por 

medio  de  agregar un tensor de energía  momento  al  operador  hamiltoniano  que 

representa  las  ecuaciones de relatividad  general  linealizada.  Dicho  de otra  forma, 

agregamos  un  potencial al hamiltoniano de la gravedad  linealizada. 

E n  particular  tomando en cuenta la estructura del hamiltoniano  postulamos 

la  estructura  matemática de los temores de energía  momento  para los casos  del 

campo  electromagnético y  del campo de Yang-Mills.  De  acuerdo a la imple- 

mentación  de  estos  tensores de energía  momento  obtenemos,  aplicando el método 

de raíz cuadrada,  las  correspondientes  ecuaciones que describen  campos  de  espín 

3/2 en interacción con  el cempo  correspondiente al tensor de energía  momento 

implement  ado. 

Cabe  mencionar que  nuestro  formalismo  es  consistente  con  otros  formalimos, 

ya que  obtenemos el  nlismo término de interacción  para  partículas  de  espín 3/2 

con  campos  electromagnéticos que se ha. obtenido  requiriendo  que la  interacción 

entre  estos  campos  tenga buen comportamiento a altas  energías y que no  tenga 

inconsistencias  físicas  tales  como  la  propagación  superlumínica  de las seííales. 
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Capítulo 1 

Acoplamiento  no-mínimo  para espín 3/2 
de  Gravedad  Lineal 

.La teoría  cuántico  relativista  para  partículas de  espín 1/2 queda  descrita  por 

medio de la teoría de Dirac.  Tal  teoría  parte del lagrangiano [1,2] 

donde y p  son  las  matrices gama de Dirac 4 X 4,  p p  = -iap, m es la  masa  de  la 

partícula, @(x) es la  función  de onda  espinorial  de  cuatro  componentes y $(x) = 

@(x)tyo. E n  estas  expresiones  hemos  tomado la convención ti = c = 1 y qpv = 

diag (-, +, +, +). 

El lagrangiano (1 .1 )  es  invariante bajo transformaciones  globales  (donde 

los  parámetros  de  transfomación no  dependen  de las  coordenadas).  Entre  éstas 

se  encuentran las transformaciones  de  Lorentz  (rotaciones en el espacio  tetra- 

dimensional). E n  particular  para los espinores *(x) de  Dirac,  tenemos  que la 

representación  espinorial del  grupo  de  Lorentz  conduce a las  transformaciones de 

la  forma 

*’( :t . ’)  = exp (zcL,,,op”)Q(x), (1.2) 

donde e p ,  es  el parámetro de rotación del eje x p  al  eje x, y g p ”  = $(ypy” -y”yp), 

ver  referencia [2]. 
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Capítulo 1 Acoplamiento  no-mínimo ... 

De  este  modo,  tomando en cuenta que CcL = --igp, puede  demostrarse  que 

:as expresiones 

Y 

son  invariantes  bajo  la  tranformación (1.2). Por lo tanto, el lagrangiano (1.1)  es 

invariante bajo transformaciones de Lorentz. 

Considérese la tranformación  unitaria  (de  fase) 

donde a es la  fase o el p a r h e t r o  de transfomación,  entonces  nuevamente  las 

expresiones 

! t ( X ) A / V P * ( X ) ,  

son  invariantes y consecuentemente  lo es el lagrangiano (1.1).  

Existe  otro  tipo de  invariancia  del  la,grangiano (l.l), ésta es la invariancia 

de  norma o local. En  este  tipo de transformaciones  se  requiere  que  los  pasámetros 

de  transformación  dependan de las  coordenadas.  Sin  embargo  cuando  este  tipo 

de  tranformaciones  se lleva a cabo, surgen campos  que  compensan la acción  del 

requerimiento  local,  estos  campos  reciben el nombre  de  campos  de  calibración o 

campos  de  norma. 

-11- 



Capítulo 1 Acoplamiento no-mínimo ... 

En el caso particular  en que lmcemos una  transformación  de  fase  (aplicamos 

el grupo U (  1) ) y requerimos clue el parámetro cv dependa  de  las  coordenadas x,, 

se obliga  la  introducción del ca.mpo electronmgnético A, como campo  de  norma. 

Esto es explícito cuando en la ecuación de  Dirac 

se lleva a  cabo el acoplamiento míninlo vía la  sustitución 

De este  modo la ecuación de  Dirac para ulla partícula de masa m, espín 1/2 y 

carga e en  intera,cción con  el campo  electromagnético  queda dada por 

Uno de los logros más importantes de la  sustitución  de  acoplamiento  mínimo es 

que la ecuación (1.5) predice una razón giromagnética g = 2 para el electrón, lo 

cual  está  en  plena concordancia con  el experimento,  según  la  teoría  clásica  de  Pauli 

[31. 

Sin  embargo,  cuando el acoplamiento nlínimo se introduce  en  las ecuaciones 

que  describen  partículas  de espín mayor que 1/2 surgen  inconsistencias físicas. 

Este  problema  ha  estado con nosotros por un la.rgo tiempo,  Fierz y Pauli [4] 

habían  estudiado ya este  problema  en 1939. 

Las ecuaciones  que  describen  partículas  elementales de espín 3/2 se obtienen 

a pa,rtir del  lagrangiano  de  Rarita-Schwinger [5, 61 
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Este  lagrangiano conduce a las ecuaciones de campo 

En el caso de  campos no masivos, la ecuación (1.7) se reduce a 

Debido a las invariancias de 11orma del lagrangiano (1.6) con m = O se  pueden  fijar 

l as  constricciones 

(1.9a) 

(1.9b) 

La primera de estas constricciones a n d a  la, parte  de espín 1/2 de  las  componentes 

del vector  espinor !PP.  La segunda de ellas es una consecuencia directa  de  la 

primera al insertarse en (1.7). 

Velo y Zwanzinger [7] demostraron que para  partículas  de espin  mayor  que 

1/2 la insersión de  acoplamiento  mínimo en las ecuaciones (1.7)-(1.9b) produce 

incompatibilidad en las ecuaciones de movinliento, así como inconsistencias  físicas, 

entre las  que resalta  la propagacihn de las señales a velocidades superlumínicas. 

.En este  trabajo, usando el formalismo de partículas clásicas supersimétricas 

de  espín 3/2  de Nieto y Obregón [S] abordamos el problema del acoplamiento  de 

campos  de espín 3/2. En su trabajo, Nieto y Obregón demostraron  que  siguiendo 

un análisis similar al desa.rrolla,do por Galvao y Teitelboim [9] para  partículas  su- 

persimétricas  de espín 1/2, l as  ecuaciones del campo  de  Rarita-Schwinger resultan 

ser la raíz cuadrada  de las ecuaciones del campo  de  relatividad  general  linealizada. 
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Es el  objetivo de este  trabajo  extender el  resultado de Nieto y Obregón  al 

implementar un tensor de energía  momento de materia  (campos de norma)  a  las 

ecuaciones  de rehtividad general  linealizada. Así , sabiendo  cómo  el  campo  gravi- 

ta.ciona1  se acopla con  cua,lyuier campo de norma y aplicando  un  procedimiento de 

raíz  cuadrada  similar  al desarrollado  por  Nieto y Obregón al sistema de  ecuaciones 

de  relatividad  general  linealizada mas el tensor de energía  momento  implementado 

encontramos el  acoplamiento del campo de R-S con  el campo  correspondiente  al 

tensor de energía momento  inlplementado. 

Explícitamente, si a la ecmción de R-S (1.8) asociamos  el  operador 

donde dp = - jp5yp y pa = -z&, entonces  usando  los  anticonmutadores 

n , .  

&, 0 , )  = / l / L U ,  

tenemos  el  álgebra 

{S$!} = f i $ ,  

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

es  el  operador  “hamiltonia.no” que actua,  sobre el  campo  gravitacional  lineal hap 

en  gravedad  linealizada  estándar, i. e . ,  

Por lo  anterior es razonable  suponer que a nivel  del hamiltoniano fi$ podemos 

introducir un tensor de energía  momento  generalizado 7;fl a manera de potencial 
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Capítulo 1 Acoplamiento  no-mínimo ... 

que  describa  campos de ma,teria o de norma. Tal procedimiento  nos  permitirá 

obtener  la raíz  cuadrada del “hamiltoniano  total”Ht = “hamiltoniano + potencial” 

= “;I$’ + 7$ por  medio de  a,nticonmutadores, la  cual  nos  dará  las  ecuaciones  de 

R-S conteniendo la información del acoplanliento  con  el  campo  de  norma  descrito 

por  el  potencial  implementado. 

El tensor de energía  momento 7;: a ser implementado  debe  satisfacer varios 

requisitos:  primero,  debe  ser  un  tensor de 4” rango;  segundo,  debe  tener  unidades 

de  energía  (las  mismas que p 2  en e:!); y tercero,  debe  contener  símbolos  de  Levi- 

Civita  como  en ‘I?$’ . El idtimo  requisito  impuesto  sobre 7;: es con objeto  de 

poder  factorizar los  símbolos de Levi-Civita en el  sistema  total “;I;! + 7$ y  de 

esa  manera  nos  permita  obtener la  raiz cuadrada del hamiltoniano  total. 

E n  particular,  para  el  campo  electromagnético  encontramos  que  hay  dos  ten- 

sores a nuestra  disposición; el tensor de campo  electromagnético Fpy y su  dual. 

Sabemos  que  con  ellos es  posible  construir  expresiones  con  unidades  de  energía 

para  poder  tener  un  término de potencial.  Por  otro  lado,  como  se  mencionó  ante- 

riormente, la estructura  matemática de la ecuación (1 .13)  nos  obliga a acompañar 

los  términos F2 con  dos  símbolos  de Levi-Civita.  De  modo  que  el  tensor  de  energía 

momento  que  satisface  los  requisitos  anteriores  debe  ser de la  forma, 

7;”3 N ea p P a @  I, AY ( - 4 F p a F A y  + BFpuFA, + CFPUFA,), (1.15) 

donde 

Fpa = d p &  - da A,, (1.16) 

es  el  tensor  de  campo  electromagnético  usual y FPa = 1 A, B y C son 

matrices  constantes 4 x 4 (aquí  estamos  anticipando el hecho  de  poder  a,plicar  los 

operadores  sobre espinores  vectoriales  con 4 indices  espinoriales). 

- 
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Capítulo 1 Acoplamiento no-mínimo.. . 

Como  puede  apreciarse,  la  estructura  matemática  del  tensor  de  energía mo- 

mento  anterior  es  análoga a la  de (1.13), así  que el  sistema  combinado  de  expre- 

siones  nos  permite  factorizar los símbolos  de Levi-Civita en el  cálculo de la  raíz 

cuadra.da.  del  hamiltoniano  generalizado  conteniendo la  parte  libre “;I,”; y la  parte 

de  potencial “’p. 

La raíz  cuadrada  de  este  hamiltoniano mas términos  de  potencial  debe  darnos 

la ecuación  de R-S con  el término de  acoplamiento. E s  de esperar  que  cuando 

elevemos al cuadrado  esta  ecuación de R-S modificada,  debe  darnos el hamiltoniano 

completo  que  resultará en  el  hanliltoniano  libre fi;!, el término  de  potencial 7$p, 

y términos  extra de interacción  como sucede  en  el caso de las  ecuaciones  de  Dirac 

y Klein-Gordon. 

Después  de  factorizar los tensores  de  Levi-Civita en el hamiltoniano  total, 

Ht observamos  que el témino cle acoplamiento  debe  ser a nivel de  raiz  cuadrada 

de la forma 

F p ”  + FFAL”, (1.17) 

donde I’ puede  ser  en  general un producto de matrices de Dirac. Por conveniencia 

tomaremos  esta I? como 75. Esto lo  sugiere  el  álgebra con que  estamos  traba- 

jando [$] y al hecho de  que  cuando  elevamos  al  cuadrado  el  término  de  interacción 

(1.17), esperamos  obtener  directamente  términos  cuadráticos en  el campo  electro- 

magnético y su  dual, 

Usando (1.17)  en las  ecuaciones  de  campo  de R-S encontramos  que el acopla- 

miento  debe  estar  dado  por 
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donde  hemos  factorizado el  símbolo  de  Levi-Civita y hemos  introducido  una  cons- 

tante  de  acoplamiento gl que  debe  estar  relacionada con la constante  gravitacional 

K ,  puesto  que  ésta  última  acompaña al temor de energía  momento  que  hemos 

implementado en  el hamiltoniano de relatividad  general  linealizada. 

Como  se  mencionó  anteriormente, es  de esperarse  que el cuadrado de la  

ecuación (1.18) deba da.rnos no sólo  el hamiltoniano  generalizado;  el  cual  contiene 

no sólo la parte  libre 'I?;! mas la. parte de potencial 7Gp, sino además  términos 

extra de  interacción 2;;. 

El hamiltoniano  libre es el mismo que el  de la. ecuación (1.13) 

El tensor  de  energía  momento est& dado  por 

mientras  que los términos  extra de interacción 2;; están  dados  por 

(1.20) 

Aquí  hemos  hecho  la  identificacibn 8, G Ly:, y hemos  usado  el  álgebra de 6,: Jz 

{ & , e s }  = 1. (1.21) 

La aparición de las  relaciones de conmutación  entre p,, y FA-, en (1.20) son el 

análogo  al  término  extra que aparece  cuando  la  ecuación  de  Dirac  con  acoplamiento 
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mínimo (1.5) se  eleva  al  cuadrado  vía los anticonmutadores (1.11)  y (1.21). Este 

término  nos  da  la  interacción de espín-campo  electromagnético  para  el  momento 

magnético  de  las  partículas de espín 1/2. Esta analogía nos lleva a problemas 

interesantes  relativos a la interpretación  física del acoplamiento y es  tema.  de  tra- 

bajo  para subsecuentes  investigaciones,  donde  debemos  buscar  un  valor  de la  razón 

giromagnética  de  las  pa.rtículas  de espín 3/2.  

Es interesante  notar que q:;’ puede  ser interpretado  como  parte  de  un  tensor 

de  energía  momento  total el cual  debe  contener  también la parte  de  interacción 

t$, ésto  sugiere que el  tensor de  energía  momento  implementado  debe  contener 

tales  términos de interacción. 

E s  muy  importante  mencionar que  el término  de  acoplamiento (1.17) de- 

ducido  vía  relatividad  lineal  ha sido obtenido  por  Ferrara e t  al [lo] por  un  procedi- 

miento  distinto al nuestro. Este procedimiento  es  un  procedimiento  lagrangiano, 

el  cual  requiere g = 2 a nivel  de  &bol  en  la,s interacciones de pastículas  de  espín 

3/2 con  campo  electromagnético. La  razón  de  este  requisito  es  que  las  amplitudes 

de  dispersión  tenga,n  un  buen  comportamiento a altas  energías  para  partículas de 

espín  arbitrario,  ésto fue  deducido  por  Weinberg [ll] en 1970. 

Una  característica  sumamente  importante de este  término  de  interacción 

obtenido es que  evita el mal  comportamiento a altas  energías  de 1a.s interacciones 

de  partículas  de espín 3/2 .  Otra.  característica  de  este  término  es  que  además 

previene la  propagación  superlumínica de las  señales,  esto  ha  sido  mostrado por 

Ferrara e t  aE [lo] usando  un  análisis  similar  al  que  usaron Velo y Zwanzinger [7].  
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Ahora  estamos en posición de estudia.r el acoplamiento  de  campos  de R-S 

con otro  campo  de  norma interesante: el campo  no-abelian0  de Yang-Mills. Tal 

campo  de  norma surge como consecuencia. de requerir  que el lagrangiano (1.1) 

sea  invariante  bajo  la acción del grupo SU(2) .  Es importante mencionar  que el 

espinor @(x) debe  representar un isodoblete tal como el sistema  protón-neutrón, 

z. e. @(x) = (,(,, P ( 4 )  . 

La contribución al lagrangiano de Dirac (1.1) de un  campo  no-abelian0  de 

Yang-Mills está  dada por el tensor 

Aiu  = 3,A: - 3,A: + f i j k A i A i ,  (1.22) 

donde k es el índice  interno del ca,mpo, A:. es  el campo  de Yang-Mills en sí y 

f i j k  son las  constantes  de  estructura del ca,mpo asociadas a un  grupo  compacto 

G. Puesto que  en  general se manejan  simetrías  internas  de los campos en conside- 

ración,  tendremos  que el tensor de Yang-Mills estará  dado por 

k k  
Fpu = Apu, (1.23) 

donde las a ’ s  son las matrices  generadoras de la  simetría  interna  bajo conside- 

ración. 

De este modo, en analogía al caso electromagnético  implementamos un  tensor 

de  energía  momento  como  potencial en el hamiltoniano  de  relatividad  general 

linealizada  de  la  forma 

7$ N P C P  AY 
P V  ( A F p u F A y  + BFpuFx7 + CFpcrFA7): ( 1.24) 

donde nuevamente A, B y C son matrices  constantes 4 x 4. Nuestra  interacción 

resultante  será  análoga  a  (1.17),  ésto es 

F,,” + 7 5 F P V ,  (1.25) 
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y por  lo tanto el acoplamiento  a nivel de ecuaciones de R-S será 

donde  también 92 es una constante de acoplamiento  que  debe estar relacionada 

con la  constante  gravitacional K .  

Siguiendo el mismo procedimiento aplicado  anteriormente  para  encontrar el 

hamiltoniano  generalizado  correspondiente.  Encontramos en este caso que los 

términos  de  potencial 7fip y de interacción ?$ resultan ser esencialmente los 

mismos  que  en el caso electromagnético, s61o es necesario reemplazar gl por g2 y 

el tensor  de  campo electromagnético (1.16) por el tensor  de campo  de Yang-Mills 

(1.23),  ésto es 

Y 

(1.28) 

Nótese que el índice interno X: de (1.22) no aparece  en estas expresiones, ya que 

ha sido  absorbido  en  (1.23). 

Al igual que para el caso electromagnético, los términos  de  acoplamiento  de 

espín-campo  para el campo de Yang-Mills s o n  materia  de  futuras investigaciones. 
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Capítulo 2 

Campo de espín 3/2 y campo de Einstein 
lineal de Supergravedad N=l 

En  este  capítulo demostramos  que  Supergravedad  linealizada N=l conduce a 

los mismos resultados  obtenidos por Nieto y Obregón y al  mismo tiempo  mostra- 

mos como llevar a cabo la linealiza.ci6n de la  teoría, lo cual  será  usado  en los 

capítulos  posteriores. Nieto y Ol>regcin mostraron  que  las  ecuaciones  de  Rarita- 

Schwinger son la raíz cuadrada de las ecuaciones de  Einstein  linealizadas. Esto es, 

cuando asociamos  a  las ecuaciones de  Rarita-Schwinger  operadores  diferenciales, 

obtenemos como cuadrado  de ellos  el operador  que  representa  las  ecuaciones de la 

gravedad  linealizada. 

Es conveniente mencionar clue Supergravedad N = l  no  tiene  campos  que  des- 

criban  interacción con materia y los únicos campos interactuantes son el campo 

gravitacional  lineal y el campo de Rarita-Schwinger. 

i-Tp 
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Campo de espín 3/2 y campo de Einstein 
lineal de Supergravedad N=l 

El objetivo  principal de este capitulo es mostrar  que el formalismo  desa- 

rrollado  por  Nieto y Obregón [S] para  partículas  de  espín 3/2 puede  ser  también 

obtenido  al  linealizar Supergraveda,d N = 1 .  

Es importante  mencionar que  el  hecho  de  que las  constricciones  asociadas a 

las  ecuaciones  de R-S sean la raiz cuadrada  de  la  gravedad  linealizada  es  un  re- 

sultado  análogo  al  resultado de  supergravedad  canónica  mostrado  por  Teitelboim 

1121 y Tabenski y Teitelboim [13], donde la  constricción de transformaciones  super- 

simétricas es la  raíz  cuadrada de la  constricción de traslaciones  de la relatividad 

general  canónica. 

La formulación  canónica, de la. supergravedad  se  puede  escribir  en  forma 

hamiltoniana  mediante 

S 1 
H = d 3 X ( V ( 3 - I a  + -WOabJTab + $!,S), 

2 (2.1) 
donde Vt, WOab y $0 son  multiplicadores  de  Lagrange y “ l a  son los generadores 

de  traslaciones, J a b  son los generadores  de  rotaciones y S son los  generadores  de 

las  transformaciones supersirn6t)ricas y el álgebra de éstas  variables  está  dado por 
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Como  puede  apreciarse, en esta  formulación  la  constricción  de  transforma- 

ciones  supersimétricas es la raiz cuadrada de  sólo una  parte  de  las  ecuaciones de 

relatividad  general, en esencia ésto es una  consecuencia de  que la  constricción  su- 

persimétrica S es la  ecuación  cero  de  Rarita-Schwinger. En  el  resultado de Nieto  y 

Obregón,  las  constricciones  supersimétricas  contienen  todas  las  ecuaciones  de R-S, 

por  lo  cual  al  elevar al cuadrado  tal  constricción,  obtenemos el conjunto  completo 

de  ecuaciones  de  relatividad  general  linealizada. 

Comenzemos usando  el  langrangiano  para  Supergravedad N=l dado  en  la 

referencia [ 141 

donde e = det e: es  el  deterrninante  de la  tétrada., R es la  curvatura, Q P  es  el 

campo  del  gravitino  (espín 3 / 2 ) ,  y D, es  la,  derivada  covariante  que  incluye la  

conexión  de  espín. 

Linealizemos  las  ecuaciones  obtenidas a. part,ir  del  lagrangiano (2.2) elimi- 

nando  términos  cuadráticos y potencias mayores  de Q así  como  términos  de 
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orden  uno  en hffp en la conexihn de espín que está.  contenida en D, que a su vez 

es  aplicada  sobre q. Explícitamente, la derivada,  covariante está  dada por 

donde la conexión  de  espín  está  dada por 

y wpmn( e) es  de  orden h,,,, de modo que a orden  lineal D, ”+ a,. 

Después  de  haber  hecho la linealización,  encontramos  que  las  ecuaciones  de 

R-S lineales  son 

E p V P n Y 5 Y u q &  = o. (2 .5)  

A estas  ecuaciónes  podemos  asociar el  opera.dor (constricción) 

SW ECLuPqj 01 3 u = o ,  (2.6) 

donde  los  operadores 8, y fiu han sido ya definidos  en  el capítulo  anterior. 

donde 
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es el operador  “hamiltoniano”  que  actua sobre hap en  gravedad  linealizada  están- 

dar como se ha descrito  en el capítulo  anterior y en la referencia [S]. 

Como ya se había anuncia.do, las ecuaciones de Rarita-Schwinger en espacio- 

tiempo  plano  resultan ser la raíz cuadrada de las ecuaciones de  campo de  Einstein 

linealizadas. 

Nótese que  no  tenemos  contribución ni interacciones con campos  de  norma 

o de  materia, la inclusicin de  campos de norma  ser&  desarrollada  en los capítulos 

siguientes. 
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Capít u10 3 

Interacción  electromagnética para 
espín 3/2 de Supergravedad N=2 

Una de  las interacciones más interesantes de los campos  de espín 3/2 es la in- 

.keracción electromagnética. Tal interacción será estudiada, en el presente  capítulo, 

bajo la visión de Supergravcdacl N=?. Est,a. teoría involucra. la  interacción del 

campo gravitacional, 2 campos de Rarita-Scllrvinger y el campo electromagnético. 

Debemos anticipar que surgircin  con1plica)ciones matemáticas debido a. la 

aparición  de dos campos de Rarita-Sclxvinger. Sin embargo,  a  pesar de la aparición 

de los dos ca.mpos de Rarita-Schwinger obtenemos un  término  de  acoplamiento 

análogo al obtenido en el Capítulo 1. 
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Interacción  electromagnética  para 
espín 312 de Supergravedad N=2 

E n  este  capítulo  estudiamos el  acoplamiento de campos  de  espín 3/2 con 

campo  electromagnético.  La idea es analizar  el  acoplamiento  electromagnético 

para campos  de  espín 3/2 usando  Supergravedad N=2 linealizada [14]. La razón 

de hacer  ésto es  que la teoría  inr-olucra natmdmente el campo de espín 3 / 2 ,  el 

campo  gravitacional  y el campo electromagnktico. 

E l  lagrangiano  para Supergravedad N=2 está dado  por 

donde  los  elementos  de este 1agrangia.no tienen la  misma definición  que en el 

capitulo  anterior, F p '  = + E ' " " " P F ~ ~  es el  dual  usual  del  tensor  de  campo  elec- 

tromagnético y P/,,v = a , ~ ,  - d, ,~ , ,  - +-[Q;~@; - ~ : @ $ c i . j  es  el rotor supercova- 

riante. 
2 h  

La aparición de  los  símbolos e i j (  i, J = 1,2 . )  en el lagrangiano  y  en la expresión 

para'el  super-rotor es consecuencia. del hecho  de que est,amos trabajando con una 

supersinletría  mayor, la cual  illvolucra la aparición de dos campos de R-S. En las 

expresiones  anteriores se refleja  este  hecho  debido a. que el  símbolo cij mezcla los 
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dos gravitinos.  Cabe  mencionar que una simplificación podría  lograrse  al  escribir  el 

par de gravitinos como las componentes de un hi-espinor  mayor  (ocho  componentes 

espinoriales).  Sin  embargo,  tendríamos que asumir  una  formulación  matricial de 

las  ecuaciones de  los campos, en la cual  las  ecuaciones  mismas  serían  componentes 

matriciales de  operadores que actuan  sobre los  campos. 

Optaremos  por conservar  los  indices latinos en las  ecuaciones  que se refieren 

a cada uno  de  los  gravitinos al mantener  las e ; j  en lugar de una descripción en 

términos  matriciales.  Obviament,e  nuestra  formulación de  raíz  cuadrada de la 

gravedad  linealizada propuesta en el Capítulo 1 es mucho más  simple en  el  sentido 

de  que  podemos obtener el mismo a.coplamiento  con  campo electromagnético  pero 

para un sólo campo de R-S. 

Al desarrollar  variaciones  de la acción  respecto a $;, obtenemos  las  ecua- 

ciones  de  campo  para los gravitinos; 

Después  de  linealizar  las  ecuaciones  anteriores  usando  el  mismo  procedimiento  que 

en  el capítulo  anterior,  las  ecuaciones se reducen a 

Nótese  que  el  término que está encerrado e n  paréntesis  cuadrados F+"P Fa@ + 
+ + ~ ~ E " P P ~ F ~ ~  es exactamente el término de interacción  previamente  obtenido en 

el Capítulo 1. E n  el  contexto  present'e,  ta,l tkrmino se ha  obtenido a partir de 
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una  teoría  de  campos de norma  consistente,  lo  cual  refuerza  nuestro  resultado  de 

haber  obtenido  este  término de int,eracción a pa.rtir  de  nuestra  formulación  de  la 

raíz cuadrada  de  la rela,tivida.cl general  linealizada. 

También  debe  advertirse que este  término de interacción  fue  encontrado  por 

Ferrara e t  al [lo] siguiendo  un  formalismo lagrangiano  basado  en el requerimento 

de  dar a la  razón  giromagnética el valor y = 2 para  partículas  de  espín  a.rbitrario. 

La razón  del  requerimento  anterior  para y es  que este  valor  cancela el mal com- 

portamiento a altas  energías de  los sistemas de partículas de espín  arbitrario en 

interacción con  el campo  electromagn4tico y conduce a la. continuidad de la. matriz 

de  dispersión  de  los  procesos  involucrados 1113. Una  caracterísitica  sumamente 

importante  de  este  término de  interaccibll  es  que  cuando  se  introduce a nivel  de 

árbol  en  los  lagrangianos que involucra11 pa,rtículas  de  espín 3/2 y campo  elec- 

tromagnético,  éste  modifica  las  ecuaciones del movimiento  de  los  campos  de R-S. 

La aparición  de  este  término  dipolar  extra en las  ecuaciones  de  campo  ca,ncela 

divergencias y además  previene  las  inconsist,encias  físicas  mencionadas,  entre  las 

cuales  resalta la propagacih de 1a.s seíiales a velocidades superlumínicas. 

Por  las razones  menciolmdas  es  de  espera,r  que  las  soluciones a las  ecuaciones 

(3.3) no tengan  inconsistencias físicas como  las  antes  mencionadas. 

Después  de  fact0riza.r un símbolo  de Levi-Civita,  las  ecuaciones (3.3) pueden 

escribirse  en la forma  alternativa 

donde gl = 7 es la consta,nte de acoplamiento, que como  se  había  comentado en 

el Capítulo 1 está directa.ment,c  wlacionada. con la. const,ante  gravitacional. 
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'Procediendo  de  forma  análoga a. la  desa.rrollada en  los  capítulos  anteriores, 

podemos  asociar a las  ecuaci6nes de R-S anteriores  el  operador  (constricción) 

SF? a3 = t f f @ f y n i j & l j u  + glc&lv + &85Fpv)] = o,  (3.5) 

el  cual  es  esencialmente la  constricci6n (1.18) deducida  en  el  Capítulo 1 ,  salvo 

factores  de S's y E'S que  están  asociados a.1 hecho de la  aparición  de dos gravitinos. 

Usando los  anticonmutaclores  definidos en los  capítulos  anteriores,  obtenemos 

que  el  álgebra  que la constricci6n  mterior  obedece es 

El primer  término en la. ecuación  anterior  es  precisamente  el  operador hand-  

toniano  asociado a las  ecuaciones de  relativiclad  general  linealizada  descrito  por 

(1.13) salvo  factores  de  deltas; 

E l  segundo  término es el tensor  generalizado  de  energía  momento para el 

campo  electromagnético el cual fue implementado  en  el  Capítulo 1 para  obtener 

la interacción  del  campo electromagnético con campos  de  espín 3 / 2  salvo  factores 

de  épsilons. Ta.1 tensor es 
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Este  resultado confirma y refuerza  nuest'ra. construcción  del  tensor de energía 

momento  implementado  en el formalismo  que  desarrollamos  en el Capítulo 1. 

Recordemos  que  nuestra  guía para. const,ruir tal  tensor fue la  estructura  matemá- 

tica del  operador hamiltonicvro (1.13) correspondiente al hamiltoniano (3.7) obte- 

nido en este formalismo. 

Sin  embargo, como ya se había advertido,  aparecen  términos  extras  de  in- 

tera,cciÓn. Estos  términos son antilogos a los que surgen  en la  ecuación  de  Klein- 

Gordon  al  elevar  al cuadra.do la  ecuación  de Dira.c con campo  electromagnético  vía 

acoplamiento  mínimo.  Tales  términos son 

Como mencionamos  anteriorment,e,  esta.  interacción  debe  brindarnos la informa- 

ción  de  los  términos de  acoplamiento  entre  el  momento  magnético (a través  del 

tensor  de  espín) y el tensor de ca,mpo electromagnético  para  estas  partículas. 

Además  cabe  mencionar que si investiganlos  consecuencias de  esta  teoría,  una 

de  las  primeras  que  tenemos clue buscar es la razón giromagnética  asociada  al 

gravltlno. 
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Interacción de Yang-Mills para 
espín 3/2 de Supergravedad N=4 

Dado su interés fenomenolcigico,  es también muy  interesante  investigar la 

interacción de  un  campo de Rarita-Schwinger con un ca.mpo de I’ang-Mills. De 

manera  análoga al caso electromagnético, ahora hacemos uso de  Supergravedad 

N=4 como la supergraveda,d de menor supersimetría  que  involucra la aparición 

de  campos  de  norma no-ahelianus de Yang-Mills, campos  de  Rarita-Schwinger, 

así  como otros  campos  interactuantes. 

Nuevamente  la  estructura. ma.temAtica de las ecuaciones y los operadores se 

complican  debido a la aparicihn de indices internos que se refieren a los gravitinos 

y a  las  componentes de las matrices clue dan la  simetría  interna  de los campos  de 

Yang-Mills. 

El término de interaccihn obtenido es esencialmente el mismo  tipo  de  in- 

teracción  obtenido en el Capítulo 1 por medio de nuestro  formalismo  de la raíz 

cuadrada  de  la gravedad lineal con  el campo  electromagnético y el campo  de Yang- 

Mills. 
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C apít u10 4 

Interacción de Yang-Mills para 
espín 3/2 de Supergravedad N=4 

Ahora  estamos en posici6n de esp1ora.r  el acoplamiento entre  un  campo  de 

Yang-Mills con el campo  de Rarita-Schwinger. Como se recordará, l a  invariancia 

de  norma de  las  teorías  introduce los canlpos de  norma, en particular el caso de 

una invariancia SU(2)  [2] implica, la. apa,rición del campo  de Yang-Mills, tal  campo 

es no-abelian0 (no conmutativo).  Para el estudio  de  la  interacción  de los campos 

de Yang-Mills con  el ca,mpo de R-S, usaremos Supergravedad N=4 [14, 151. 

El lagrangiano de Supergrasedad N=4 está  dado por 

donde los campos  interactua,ntes son l a  ti-trada Vk,  los campos de  Rarita-Schwin- 

ger Ikf , los campos  de Yang-hlills Ai:,, y Bl:,,, los campos  de  espín 1/2 yz, un 
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campo escalar 4 y un ca,mpo pseudoesca1a.r B. 

Después de llevar a, cabo la linealizacicin de las ecuaciones y anular los campos 

que  no nos son de interés en el presente bralmjo (dejando sólo los campos  de R-S 

y los campos de Yang-Mills) obt,enemos las ecuaciones de movimiento para los 

gravitinos 

donde los operadores 8, ,$,, y Os han sido definidos en los capitulos  anteriores. 

En la filosofía de los cálculos precedentes,  podemos  asociar a la ecuación para 

los gravitinos, el operador 

donde  ahora la consta.nte de a.copla.nliento g2 es $. La contribución del campo 

no-abelian0  está  dada por el tensor de Yang-Mills 

donde 

son los campos no-abelianos dc Yang-hlills con  constantes de estructura eneZjk y 

e~e2-i' respectivamente. En las ecuaciones anteriores los indices i y j se refieren a los 

cua.tro  gravitinos que se encuentran presentcs en esta  teoría y a las  componentes 

- 34- 



Capítulo 4 Int .  de Yang ... 

de  las  matrices a y ,B que son las generadoras  de la  simetría  interna  del  grupo 

S U ( 2 )  x S U ( 2 )  de Supergravecklcl N=4. Esta  simetría es de la  que  se  había  hablado 

anteriormente  como la simetría  interna prcqia del campo.  Nótese  que  en  analogía 

a lo expuesto  en el Capítulo 1 relativo a la supresión  del  índice  interno  del  campo, 

aquí  sucede  algo  similar, ya clue en  el tensor de Yang-Mills el índice k de  (4.5a) y 

(4.5b)  ha sido absorbido  en (4.4). 

Debemos  hacer  notar que en la  constricción  (4.3)  hemos  conservado la no- 

tación  original de la referencia [15]. Para,  recupera-  la  notación  usada  en  este 

trabajo, es  necesario llevar a. cabo la  sustitución "iI9.5 -+ 0 5 .  De  este  modo, la 

constricción  (4.3)  se  convierte e u  

Nótese clue el término de  acoplamiento es en esencia el obtenido  en el Capítulo 1 

y es  de la  forma F,, + 75FLL./ como  sucede en el ca.so electromagnético. 
- 

Al usar  los anticonnlut'a.dores de los capítulos  precedentes,  obtenemos  el 

álgebra 
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Al identificar  términos en la ecuación  anterior, vemos que el  primero  de  ellos  resulta 

ser  esencialmente el mismo  tensor que representa  las  ecuaciones  de  relatividad 

general  linealizada  dado  por el hamiltolliano (1.13). En  este  caso  nos  da  también 

la ecuaciones  de  Einstein  linealiza,das, sin embargo  alxrecen  factores  de  deltas  igual 

que  en  el  caso  electromagnético como consecuencia del tamaño  de  la  supersimetría 

que  estamos  empleando.  Específicament’e  encontramos 

El segundo  término es una gencraliza.ci6n del tensor  energía  momento  del  campo  de 

Yang-Mills  encontrado en  el Capitmulo 1. Por  supuesto  el  tensor  obtenido  aquí  tiene 

más términos  en  un  sentido  estricto ya que el tensor que representa la interacción 

del  campo de Yang-Mills  está  expresado  como  una  combinación  lineal  de dos cam- 

pos no  abelianos, el A:,, y cl Biu.  Sin  embargo,  la  estructura  matemática en 

términos  del  tensor Fpv es esencialnlente la  misma que la del  tensor  de  energía 

momento (1.27), salvo  ciert,os  factores c l ~  kpsilons, &to es 

En  este  caso los  indices  latinos se aplican  sohre los cuatro  gravitinos y también  se 

refieren a las  componentes de  las  matrices y p. El resultado  anterior  refuerza 

nuevamente  nuestro  método de introducir  temores de energía 

dos a las  ecuaciones de Einstein  lineales,  ya que  hemos  visto 

momento  apropia- 

que  una  teoría de 
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norma  formal  (supergraveda,d) da resultados análogos a. los que hemos obtenido 

(en el Capítulo 1) en  nuestro formalismo de raíz cuadrada  de  la  gravedad lineal con 

materia. No está de  más  repetir que nuestra formulación es mucho menos compli- 

cada  que  la  obtenida vía  supergravedad, ya que  nuestros  operadores diferenciales 

se aplican  solamente sobre un gmvitino y no sobre  dos o cuatro  de ellos. 

El  siguiente término es el correspondiente a,l término  de  interacción (1.28) para el 

campo de Yang-Mills, &to es 

(4.10) 

Como es claro,  estos  términos de interacción son mucho  más  complicados  que los 

que  hemos obtenido en (1.28). Sin emba,rgo, &tos nos brindan  un enfoque  diferente 

al que  obtuvimos nosotros por nuestro  procedimiento de raíz cuadrada. 

Debido  a la importarlcia de estas iut,ccuxioncs, los resultados que hemos 

obtenido  tanto en el caso elcctromagn&ico como en el caso de Yang-Mills éstos 

deben  ser  aún  sujetos a futuras investigaciones que nos brinden  una  completa 

interpretación física del f e n h e n o  de acopla.miento de espín-campo para campos 

de espín 3/2 con campos  de norma. 



Conclusiones 

Hemos discutido el problerna del acoplamiento electromagnético  mínimo para 

los campos  de  espín 3/2 y las patología,s que surgen en los fenómenos que  involucran 

estos  campos. Hemos conlentado  también la posible solución al problema del 

acoplamiento  por medio del formalismo desarrollado por Weinberg y Ferrara e t  al 

al asignar  un valor fijo a la, razón giromagndtica para  partículas  de  espín  arbitrario. 

Sin embargo nuestra. fc)rmulaci6n parte del trabajo precedente de Nieto y 

Obregón,  en  donde  demuestran que las ecuaciones del campo  de Rarita-Schwinger 

son la raíz cuadmda  de la, ecuaciones de Einstein 1inea.lizadas en el mismo  sentido 

que la ecuación de  Dirac es la, ra.íz cuachda de la ecuación de  Klein-Gordon. 

Este  resultado es análogo a.1 resultado de supergrwedad canónica, ya que en 

ambos casos las constricciones supersim6tricas son la raíz cuadrada  de las cons- 

tricciones  de relativicla,cl general. Sin enlbargo en el ca.so del trabajo de Nieto y 

Obregón,  al ser consideradas todas la,s componentes de las ecuaciones de  Rarita- 

Schwinger resultan  todas las ecua,ciones de campo de relatividad  general  linea- 

lizada.  Esto  no sucede en el  caso de supergravedad  canónica, ya  que la constricción 

supersimétrica involucra s6lo una pa.rte de las ecuaciones de R-S que  como con- 

secuencia al ser elevada al cuadrado  produce sólo una  parte  de las ecua,ciones de 

relatividad  general. 
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El resultado del trabajo ant,eriormente  mencionado  es  usado para  encontrar  la 

forma en  que  los campos de norma (o de materia)  deben  interactuar  con los campos 

de espín 3/2. Específica,mente,  introduciendo  tensores de energía  momento  apro- 

piados a manera  de  potencial en el operador  hamiltoniano que representa  las  ecua- 

ciones  de  relatividad  general  linealizada  encontramos el  a.coplamiento para  campos 

de  espín 3/2 por medio de interpretar  las  ecuaciones de R-S con acoplamiento  como 

!a raíz  cuadrada de las  ecuaciones de la  relatividad  general  linealizada con ma.teria. 

(campos de norma). 

En  particulas  para el caso del campo  electromagnético y el  campo  no-abelian0 

de Yang-Mills,  estos  tensores de energía  momento  generalizados  se  contruyeron 

siguiendo  criterios  físicos y matelnáticos yuc  también  eran  aplicables  al  operador 

que actua  sobre el campo  gravitacional  linealizado.  Estos  tensores de energía  mo- 

mento  fueron sumados  al  haIlliltoniano  linealizado,  permitiéndonos  así  investigar 

la raíz  cuadrada del sistema gravedad linealizudu, mas materia.  De  esta  forma  en- 

contramos  las  ecuaciones  de  Rarita-Schwinger  modificadas,  las  cuales  contienen  la 

información de la  intemcción  entre el campo  descrito por  el tensor de energía  mo- 

mento y el  campo de Rarita-Scllwinger. Así , la  interacción  entre  estos  campos nos 

permitió  encontrar el  acoplamiento  buscado, el cua l  resulta  ser  un  acoplamiento 

no-mínimo. 

Por  medio de linealizar los modelos de Supergravedad N=2 y N=4, obtuvi- 

mos  resultados  similares  a los obtenidos por medio de nuestra  formulación de raíz 

cuadrada de la  gravedad  lineal con  ma.tc:ria,. Debe  mencionarse,  sin  embargo que 

nuestra  formulación es mucho m r i s  silnple en el sentido de que en los  modelos de 

supergravedad  lineal  aparecen muchos 1uás campos en interacción. En particu- 
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lar el número de gravitinos (ca,mpos de espín 3/2 supersimétricosj  incrementa de 

acuerdo a la  supersimetría que se maneje. 

Como es  de esperarse,  al elevar los operadores  (raíz  cuadrada)  al  cuadrado, 

obtenemos  no sólo  las  ecuaciones  lineales de la gravedad y el  tensor de energía  mo- 

mento,  sino  además  obtenemos  términos de interacción  análogos a los términos de 

acoplamiento  espín-campo  elect,romagndtico en las  ecuaciones de Dirac y de  Klein- 

Gordon.  Necesariamente, la, interpretación  física de esos términos  de  acoplamiento 

merecen  estudios post'eriores. 

En el caso de la  interacción  electromagnética,  el  acoplamiento  obtenido  por 

nosotros  coincide  con  el  obtenido por Weinberg y Ferrara, e t  al quienes  usaron un 

procedimiento que involucra el requisito de que la. ra,zón giromagnética  tome el 

valor g = 2 a nivel de  &bol  pa.ra  partículas  de  espín  arbitrario.  Estos  autores 

obtuvieron  el  mismo  término cle interacción clue hemos  obtenido  en  este  trabajo 

por  medio  de  nuestro  procedimiento de raíz cuadrada,. Este  tkrmino  dipolar de in- 

teracción  cancela  el  mal  conlportamiellto a altas  energías  en  sistemas de partículas 

de espín 3/2, así como  la,s  inconsistencias  físicas  discutidas  por  Velo y Zwanzinger. 

En conclusión,  encontra,mos que los términos de interacción  del  campo  elec- 

tromagnético y del campo de Yang-Mills con  campo de R-S son  ambos de la  forma 

Es  interesante  mencionar que un término dc estructura.  similar ha  sido  implemen- 
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tado por Cucchieri, Porrati  y Deser [16], al  analizar el acoplamiento  gravitacional 

para  campos masivos de espín más  alto,  en  particular, el término Curvatura en 

la expresión  anterior  resulta ser el tensor  de Ricci mismo. Esto  pasa,  cuando 

consideramos la teoría  de  campos de espín 5/2. 

En el enfoque de raíz cuadrada implementado por nosotros,  siempre es posible 

agregar a la interacción  anterior cualquier tipo de materia o campos de norma. 

Es materia  de  trabajo  futuro el proponer interacciones particulares que puedan 

implicar  algún  interés fenomenológico. 

Por dtimo, el material  presentado en este  trabajo de tesis fue aceptado  para 

511 1)ublicación en los Proccedings of the  First Mexican School on Gravitation and 

Llathernatical Physics (World Scientific Ed.) [17]. Tal evento  fue llevado a cabo 

en  la  ciudad de Guanajuato  Guanajuato en Diciembre de 1994. 
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