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Introducciéon

Las particulas elementales de espin 3/2 no han sido descubiertas experi-
mentalmente. No obstante, el interés teérico por estas particulas se ha visto
reforzado por varias razones. Primero, la supersimetria necesariamente predice
que la particula asociada al gravitén (gravitino) tenga espin 3/2. Cabe men-
cionar que la supersimetria se considera una teoria fundamental de la naturaleza
que brinda una forma consistente de unificar campos bosénicos (espin entero) con
campos fermionicos (espin semientero). Segundo, la combinacion de varios gravi-
tinos permite unificar interacciones fundamentales, tales como la gravitacién con
electromagnetismo o con fuerzas electrodébiles o fuertes via supergravedad exten-
dida. También surgen gravitinos en teorias efectivas obtenidas de la teoria de
supercuerdas. Por ultimo, desde un punto de vista fenomenoldgico, es necesario
buscar diferentes alternativas tedricas tendientes a verificar experimentalmente la

existencia de tales particulas elementales de espin 3 /2.

Por otro lado, el acoplamiento minimo para particulas de espin 1/2 surge
como una consecuencia de la invariancia local (de norma) de la teoria de Dirac.
Tal acoplamiento minimo es uno de los mayores logros de la teoria de Dirac para
el estudio de particulas relativistas en interaccién con el campo electromagnético.
Otro logro importante de la teoria de Dirac es la prediccién de la razén giro-

magnética g = 2 para el electrén.



Introduccién

El estudio estdndar de campos libres no masivos de espin 3/2 se lleva a cabo
mediante el formalismo de campo espinorial-vectorial de Rarita y Schwinger. Sin
embargo se desconoce como es que estos campos interactian con otros campos
de norma, en particular se sabe que el acoplamiento con campo electromagnético
estandar (acoplamiento minimo) produce serias inconsistencias en las ecuaciones
de campo. Asi mismo surgen problemas de causalidad debido a la propagacién de
las senales a velocidades superluminicas, lo cual contradice los postulados funda-

mentales de la relatividad especial.

En 1970 Weinberg encontré que al demandar que las amplitudes de dispersion
para particulas de espin arbitrario en interaccién con campo electromagnético tu-
vieran un buen comportamiento a altas energias es necesario que la razén giro-

magnética de tales particulas tuviera el valor g = 2.

Siguiendo un desarrollo lagrangiano consistente al requisito de que g = 2, Fe-
rrara et al encontraron que a nivel de arbol debia implementarse en el lagrangiano
un término de interaccién electromagnética dipolar. Como consecuencia de ésto,
las ecuaciones de campo debian contener tal término de interaccién. De este modo
modificaban el acoplamiento minimo usual, apuntando hacia un acoplamiento elec-
tromagnético no-minimo para campos de espin 3/2. Debemos mencionar que la
introduccién del término dipolar en las ecuaciones de campo cancela, las divergen-

cias y los problemas de causalidad mencionados anteriormente.

Por otro lado, recientemente Nieto y Obregén desarrollaron una teoria para
particulas clasicas supersimétricas de espin 3/2 en analogia a la teoria de Galvao

y Teitelboim para particulas clésicas supersimétricas de espin 1/2. En su trabajo,
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Introduccion

Nieto y Obregén demostraron que si las matrices v que aparecen en las ecuaciones
del campo de Rarita-Schwinger se interpretan como variables de Grassman (de-
bido a sus propiedades de anticonmutacién), entonces los paréntesis de Poisson de
las constricciones asociadas a las ecuaciones de Rarita-Schwinger (R-S) en espa-
cio tiempo plano producen las ecuaciones de Einstein completas linealizadas (sin

imponer condiciones de norma sobre el campo gravitacional lineal).

Como es de esperarse, si las matrices v se preservan en el operador diferencial
del campo de Rarita-Schwinger se obtiene el mismo resultado, pero en lugar de

usar paréntesis de Poisson debemos usar anticonmutadores de los operadores.

En el resultado de Nieto y Obregdn estan involucradas todas las componentes
de las ecuaciones de Rarita-Schwinger, las cuales reproducen el conjunto completo
de ecuaciones de relatividad general linealizada. Debe notarse que este resultado
es una analogia con el resultado de supergravedad canonica, en la cual la cons-
triccién de transformaciones supersimétricas es la raiz cuadrada de la contriccién
de traslaciones. Sin embargo en esta ultima formulacién el cuadrado de las cons-
tricciones supersimétricas involucra sélo una parte de las ecuaciones dindmicas
de relatividad general, ya que la constricciéon supersimétrica representa sélo una

componente de las ecuaciones de R-S.

El resultado del trabajo de Nieto y Obregén muestra por lo tanto que las
ecuaciones de campo de R-S son la raiz cuadrada de las ecuaciones de campo de
relatividad general linealizada en el mismo sentido que la ecuacién de Dirac es
la rafz cuadrada de la ecuacién de Klein-Gordon. De este modo, siguiendo esta

analogia y sabiendo como es que la gravedad acopla con cualquier tipo de materia
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Introduccion

o campo de norma, es de esperarse que la relatividad general nos dicte cémo debe
ser el acoplamiento entre el campo de espin 3/2 y los campos de norma o materia,

particularmente el campo electromagnético y el campo de Yang-Mills.

Las observaciones anteriores son la principal fuente de motivacién para este
trabajo, ya que en principio podemos agregar un tensor de energia momento al
lado derecho de las ecuaciones de campo de Einstein e investigar su raiz cuadrada
en una manera similar a la desarrollada por Nieto y Obregon. Como resultado de
este proceso se espera obtener ecuaciénes de Rarita-Schwinger modificadas. En
efecto, estas ecuaciones deben incluir los términos de interaccién con campos de
materia y campos de norma. Asi , uno esperaria que estos términos de interaccién
nos digan cémo es que debe ser el acoplamiento de los campos de espin 3/2 con

cualquier tipo de materia o campos de norma.

El plan de la obra es el siguiente: En el Capitulo 1 generalizamos el operador
hamiltoniano que representa las ecuaciones de relatividad general linealizada al
incluir tensores de energia momento consistentes con la estructura matematica de
este hamiltoniano para campo electromagnético asi como para campos de Yang-
Mills. Basandonos en la forma particular de estos términos extra de materia en
las ecuaciones de campo linealizadas de Einstein buscamos los correspondientes
términos extra en las ecuaciones de Rarita-Schwinger. Asi , cuando elevemos al
cuadrado tales términos de interaccién en las ecuaciones de R-S obtenemos en
particular el tensor de energia momento que se implementé originalmente. Proce-
diendo de este modo, encontramos la interaccién para el campo de espin 3/2 con

campo electromagnético y campo de Yang-Mills.



Introducciéon

Como ya se ha mencionado anteriormente, cuando la ecuacion de Dirac se
eleva al cuadrado se obtiene la ecuacién de Klein-Gordon libre. Sin embargo
introduciendo el acoplamiento minimo en la ecuacién de Dirac se obtiene no sélo
la ecuacion de Klein-Gordon sino ademas el cuadrado del campo electromagnético
y términos de interaccién que nos dan el acoplamiento del momento magnético
del electrén con el campo electromagnético aplicado (términos de acoplamiento
espin-campo electromagnético ). En analogia a lo anterior es de esperarse que
al elevar al cuadrado las ecuaciénes de Rarita-Schwinger modificadas resulten no
sélo las ecuaciones de Einstein linealizadas sino ademés potenciales que incluyen
un término de interaccién andlogo al término de acoplamiento espin-campo de la
teoria de Dirac. De modo que el cuadrado de las ecuaciones de Rarita-Schwinger
modificadas nos da un hamiltoniano generalizado que incluye todos los términos

de interaccion anteriormente deseritos.

El resultado de Nieto y Obregén es que las ecuaciénes de R-S estan rela-
cionadas en una manera directa con la gravedad linealizada en la misma forma
en que la ecuacién de Dirac esta relacionada con la ecuacion de Klein-Gordon.
Por otro lado, las ecuaciones de espin 3/2 juegan papeles andlogos a los de las
supercargas en la cosmologia cudntica, por lo que es natural pensar que la Super-
gravedad puede ser 1til en nuestro formalismo, ya que algunos modelos de esta
teoria incorporan naturalmente el campo gravitacional, el campo de espin 3/2 y

los campos de norma electromagnético y de Yang-Mills.

El resultado mas importante de nuestra propuesta es que la interaccién de
campos de R-S con campo electromagnético o campo de Yang-Mills es de la forma

Fuy+7vsF,, donde F,, representa el tensor de campo electromagnético o el tensor
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Introduccion

de Yang-Mills y F, v €s el dual del campo en cuestion.

En vista de los argumentos anteriores es razonable que al linealizar la super-
gravedad seremos capaces de obtener el misino tipo de resultados que se obtienen
en el analisis de la gravedad lineal en los casos sin materia y con materia presente.
El caso sin materia presente corresponderd a Supergravedad N=1 linealizada y
serd estudiado en el Capitulo 2 en analogia al trabajo de Nieto y Obregén. A la
vez, mostramos como llevar a cabo la linealizacién de tal teoria, lo cual sera ttil

en los siguientes capitulos.

En el Capitulo 3 linealizamos Supergravedad N=2, como se sabe, esta teoria
unifica el campo de relatividad general (gravitén), el campo electromagnético
(fotén) y dos campos de Rarita-Schwinger (los companeros supersimétricos del
gravitéon y el fotén). Al elevar al cuadrado las ecuaciones para los campos de
R-S obtenidas de esta teorfa llegamos al mismo resultado que se obtuvo a partir
de gravedad lineal al implementar el tensor de energia momento generalizado de
campo electromagnético. Es decir, obtenemos un término de interaccion idéntico
al obtenido via relatividad general linealizada con materia. Esta interaccién nos
da un término exactamente igual al obtenido por Ferrara et al quienes aplicaron

procedimientos totalmente distintos.

Es conveniente hacer incapié en que la teoria propuesta en el Capitulo 1 sélo
requiere de un campo de R-S, en contraste con el resultado de Supergravedad
N=2 en la cual surgen dos gravitinos (campos de R-S) acoplados con el campo
electromagnético. En este sentido, es posible deducir que nuestra propuesta es

més simple que el resultado obtenido via Supergravedad N=2 y puede resultar
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Introduccién

més 1til desde un punto de vista fenomenoldgico.

La interaccién de campos de Yang-Mills con campos de Rarita-Schwinger
se investiga en el Capitulo 4 al linealizar Supergravedad N=4. En este caso se
complican ain mds las expresiones dado que incrementa el nimero de campos
interactuantes de Rarita-Schwinger con otro tipo de campos. Esto se debe a que
los campos de R-S interactiian con otros campos, tales como campos escalares,
pseudoescalares, vectoriales, pseudovectoriales y tensoriales. Lo anterior pone de
manifiesto nuevamente que nuestra formulacion es mucho mds sencilla y clara que
el tratamiento obtenido por medio de las teorias de supergravedad. Alimponer que
solo interactuén los 4 campos de Rarita-Schwinger con los campos de Yang-Mills
en las ecuaciones obtenidas del lagrangiano de Supergravedad N=4, obtenemos la
interaccién para los campos de R-S con campos de Yang-Mills. Tal interaccion es
en esencia una generalizacién de la que se obtiene por medio de nuestra propuesta
desarrollada en el Capitulo 1, que consiste en agregar a las ecuaciones de relatividad

general linealizada un tensor de energia momento de Yang-Mills.

Por otra parte, es importante subrrayar que la estructura de los términos
de interaccion F,, + 75F“,, que obtuvimos en el Capitulo 1 via el mecanismo
de raiz cuadrada para los campos de norma electromagnético y de Yang-Mills es
consistente con la interaccién obtenida via supergravedad extendida N=2 y N=4

respectivamente.

En resumen, el hecho de que las ecuaciones de Rarita-Schwinger son la
raiz cuadrada de las ecuaciones de Einstein linealizadas nos permitié obtener un

acoplamiento no-minimo para particulas de espin 3/2 con los campos de norma



Introduccion

electromagnético y de Yang-Mills. Este hecho es reforzado cuando linealizamos
Supergravedad y analizamos las constricciones que resultan de tal linealizacién.
Las ecuaciones de Rarita-Schwinger obtenidas de supergravedad son muy simi-
lares a las que obtenemos por medio de tomar la raiz cuadrada de la gravedad
linealizada que obtenemos en el Capitulo 2. Sin embargo, estas expresiones son
mucho mds complicadas debido a que la aparicidn de mas campos complica la

estructura matematica de las expresiones.

Debemos comentar que quiza la relacién existente entre las ecuaciones del
campo de Rarita-Schwinger y las ecuaciones de relatividad general linealizada no
habia sido descubierta a partir de supergravedad debido a su complicada estructura
cuando incluimos materia y también debido a la necesaria linealizacién de las

teorias de supegravedad extendida.

Por ltimo, dado que la gravedad acopla con cualquier tipo de materia, es
de esperar que el formalismo propuesto en el Capitulo 1 nos permita obtener el
acoplamiento de los campos de R-S con cualquier tipo de materia o campos de
norma. Ademas los resultados de este formalismo serdan més simples que aquellos

que pudieran obtenerse via supergravedades extendidas.

Maés aun, siguiendo el mecanismo propuesto es posible construir modelos

particulares que involucren interacciones de interés fenomenoldgico.



Capitulo 1

Acoplamiento No-Minimo para Espin 3/2
de Gravedad Linealizada

En este capitulo hacemos uso del hecho de que el campo gravitacional se
acopla con cualquier tipo de materia o campos de norma. Esto es realizado por
medio de agregar un tensor de cnergia momento al operador hamiltoniano que
representa las ecuaciones de relatividad general linealizada. Dicho de otra forma,

agregamos un potencial al hamiltoniano de la gravedad linealizada.

En particular tomando en cuenta la estructura del hamiltoniano postulamos
la estructura matematica de los tensores de energia momento para los casos del
campo electromagnético y del campo de Yang-Mills. De acuerdo a la imple-
mentacién de estos tensores de energia momento obtenemos, aplicando el método
de raiz cuadrada, las correspondientes ecuaciones que describen campos de espin
3/2 en interaccién con el campo correspondiente al tensor de energia momento

implementado.

Cabe mencionar que nuestro formalismo es consistente con otros formalimos,
ya que obtenemos el mismo término de interaccién para particulas de espin 3/2
con campos electromagnéticos que se ha obtenido requiriendo que la interaccién
entre estos campos tenga buen comportamiento a altas energias y que no tenga

inconsistencias fisicas tales como la propagacién superluminica de las senales.
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Capitulo 1

Acoplamiento no-minimo para espin 3/2

de Gravedad Lineal

La teorfa cuantico relativista para particulas de espin 1/2 queda descrita por

medio de la teoria de Dirac. Tal teorfa parte del lagrangiano [1,2]
L =T(x) P, +m)¥(a), (1.1)

donde v, son las matrices gama de Dirac 4 X 4, p, = —t0,, m es la masa de la
particula, ¥(z) es la funcién de onda espinorial de cuatro componentes y ¥(z) =
U(z)Tvo. En estas expresiones hemos tomado la convencién h = ¢ =1y n,, =

diag (—, +,+,+).

El lagrangiano (1.1) es invariante bajo transformaciones globales (donde
los parametros de transfomaciéon no dependen de las coordenadas). Entre éstas
se encuentran las transformaciones de Lorentz (rotaciones en el espacio tetra-
dimensional). En particular para los espinores ¥(z) de Dirac, tenemos que la
representacion espinorial del grupo de Lorentz conduce a las transformaciones de
la forma

U'(z') = exp (i€, 0" )¥(2), (1.2)

donde €, es el parametro de rotacién del eje 2, al eje z, y o = F=(yHy¥ —4YyH),

ver referencia [2].

-10-



Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

De este modo, tomando en cuenta que p, = —id,, puede demostrarse que

las expresiones

¥(z)v*9, ¥ (x),

T(z)¥(a),

son invariantes bajo la tranformacién (1.2). Por lo tanto, el lagrangiano (1.1) es

invariante bajo transformaciones de Lorentz.

Counsidérese la tranformacién unitaria (de fase)
U'(2') = expia¥(z), (1.3)

donde « es la fase o el pardametro de transfomacién, entonces nuevamente las

expresiones

T(x)y"0, (),

()T (2),

son invariantes y consecuentemente lo es el lagrangiano (1.1).

Existe otro tipo de invariancia del lagrangiano (1.1), ésta es la invariancia
de norma o local. En este tipo de transformaciones se requiere que los parametros
de transformacién dependan de las coordenadas. Sin embargo cuando este tipo
de tranformaciones se lleva a cabo, surgen campos que compensan la accién del
requérimiento local, estos campos reciben el nombre de campos de calibracién o

campos de norma.
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

En el caso particular en que hacemos una transformacién de fase (aplicamos
el grupo U(1) ) y requerimos que el parametro o dependa de las coordenadas z*,
se obliga la introduccion del campo electromagnético 4, como campo de norma.

Esto es explicito cuando en la ecuacién de Dirac
("5 + m)|T >=0, (14)
se lleva a cabo el acoplamiento minimo via la sustitucion
P — Pu — Ay

De este modo la ecuacién de Dirac para una particula de masa m, espin 1/2 y

carga e en interacciéon con el campo electromagnético queda dada por
(v (P —eAu) +m)|¥ >=0. (1.5)

Uno de los logros mas importantes de la sustituciéon de acoplamiento minimo es
que la ecuacién (1.5) predice una razén giromagnética ¢ = 2 para el electrén, lo

cual esta en plena concordancia con el experimento, segin la teoria clasica de Pauli

3].

Sin embargo, cuando el acoplamiento minimo se introduce en las ecuaciones
que describen particulas de espin mayor que 1/2 surgen inconsistencias fisicas.
Este problema ha estado con nosotros por un largo tiempo, Fierz y Pauli [4]

habian estudiado ya este problema en 1939.

Las ecuaciones que describen particulas elementales de espin 3/2 se obtienen
a partir del lagrangiano de Rarita-Schwinger [5, 6]

o ,
Ls = =30 U,(2)37,(9, + 5-7,) Vo (2). (1.6)

-19-
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

Este lagrangiano conduce a las ecuaciones de campo

m

HP7,(0y + Sp W(2) =0, (17)
En el caso de campos no masivos, la ecuacion (1.7) se reduce a
" Pl ~5y,0,¥, = 0. (1.8)

Debido a las invariancias de norma del lagrangiano (1.6) con m = 0 se pueden fijar

las constricciones

Y ¥u(z) =0, (1.9a)
9", (z) = 0. (1.9b)

La primera de estas constricciones anula la parte de espin 1/2 de las componentes
del vector espinor ¥,. La segunda de ellas es una consecuencia directa de la

primera al insertarse en (1.7).

Velo y Zwanzinger [7] demostraron que para particulas de espin mayor que
1/2 la insersién de acoplamiento minimo en las ecuaciones (1.7)-(1.9b) produce
incompatibilidad en las ecuaciones de movimiento, asi como inconsistencias fisicas,

entre las que resalta la propagacion de las senales a velocidades superluminicas.

.En este trabajo, usando el formalismo de particulas cldsicas supersimétricas
de espin 3/2 de Nieto y Obregén [8] abordamos el problema del acoplamiento de
campos de espin 3/2. En su trabajo, Nieto y Obregén demostraron que siguiendo
un analisis similar al desarrollado por Galvao y Teitelboim [9] para particulas su-
persimétricas de espin 1/2, las ecuaciones del campo de Rarita-Schwinger resultan

ser la raiz cuadrada de las ecuaciones del campo de relatividad general linealizada.

13-



Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

Es el objetivo de este trabajo extender el resultado de Nieto y Obregén al
implementar un tensor de energfa momento de materia (campos de norma) a las
ecuaciones de relatividad general linealizada. Asi , sabiendo cémo el campo gravi-
tacional se acopla con cualquier campo de norma y aplicando un procedimiento de
raiz cuadrada similar al desarrollado por Nieto y Obregdn al sistema de ecuaciones
de relatividad general linealizada mas el tensor de energia momento implementado
encontramos el acoplamiento del campo de R-S con el campo correspondiente al

tensor de energia momento implementado.

Explicitamente, si a la ecuacién de R-S (1.8) asociamos el operador

St = 07§ j, =0, (1.10)
donde ép = —\1[2—757,) y Ppo = —10,, entonces usando los anticonmutadores
{0,,0,} = v, (1.11)

tenemos el algebra

{84,870y =HsP, (1.12)
donde
Hﬁf = 6aup06ﬂy)w77p)\ﬁaf)'y» (1.13)

es el operador “hamiltoniano” que actua sobre el campo gravitacional lineal k4

en gravedad linealizada estandar, 7. e.,

Holhap = (nun®’pap* — 8265 pap*

v

— 0P’ P’ = 1 pupy +620°p, + 620%p)hag =0,  (1.14)

Por lo anterior es razonable suponer que a nivel del hamiltoniano ’Hfjff podemos

introducir un tensor de energia momento generalizado Tuol‘f’ a manera de potencial

-14-



Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

que describa campos de materia o de norma. Tal procedimiento nos permitira
obtener la raiz cuadrada del “hamiltoniano total” H; = “hamiltoniano + potencial”
= ﬂgf + 7;ff,ﬁ por medio de anticonmutadores, la cual nos dard las ecuaciones de
R-S conteniendo la informacion del acoplamiento con el campo de norma descrito

por el potencial implementado.

El tensor de energia momento 7, u‘f,ﬁ a ser implementado debe satisfacer varios
requisitos: primero, debe ser un tensor de 4° rango; segundo, debe tener unidades
de energia (las mismas que p* en 7:(25 ); v tercero, debe contener simbolos de Levi-
Civita como en 7:{35 . El dltimo requisito impuesto sobre Tu“f es con objeto de

poder factorizar los simbolos de Levi-Civita en el sistema total ’Flfjf + Tlf:,ﬂ y de

esa manera nos permita obtener la raiz cuadrada del hamiltoniano total.

En particular, para el campo electromagnético encontramos que hay dos ten-
sores a nuestra disposicion; el tensor de campo electromagnético F,, y su dual.
Sabemos que con ellos es posible construir expresiones con unidades de energia
para poder tener un término de potencial. Por otro lado, como se mencioné ante-
riormente, la estructura matematica de la ecuacién (1.13) nos obliga a acompaiar
los términos F2 con dos simbolos de Levi-Civita. De modo que el tensor de energia

momento que satisface los requisitos anteriores debe ser de la forma,
T ~ €% P M(AF,, Fyy + BF,,Fxy + CF,, F\,), (1.13)
donde
F/)O’ :6pAa‘—aaAp, (116)
es el tensor de campo electromagnético usual y F’pa = %epowF“”. A By C son

matrices constantes 4 X 4 (aqui estamos anticipando el hecho de poder aplicar los

operadores sobre espinores vectoriales con 4 indices espinoriales).
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

Como puede apreciarse, la estructura matematica del tensor de energia mo-
mento anterior es analoga a la de (1.13), asi que el sistema combinado de expre-
siones nos permite factorizar los simbolos de Levi-Civita en el calculo de la raiz
cuadrada del hamiltoniano generalizado conteniendo la parte libre 7%;';5 y la parte

de potencial Tf,‘,ﬂ .

La raiz cuadrada de este hamiltoniano mas términos de potencial debe darnos
la ecuacién de R-S con el término de acoplamiento. Es de esperar que cuando
elevemos al cuadrado esta ecuacion de R-S modificada, debe darnos el hamiltoniano

el término de potencial 7,27

completo que resultars en el hamiltoniano libre H2# ur s

nvo

¥ tériminos extra de interaccién como sucede en el caso de las ecuaciones de Dirac

v Klein-Gordon.

Después de factorizar los tensores de Levi-Civita en el hamiltoniano total,
H,; observamos que el témino de acoplamiento debe ser a nivel de raiz cuadrada

de la forma

Fpu+PF;LV7 (117)

donde I" puede ser en general un producto de matrices de Dirac. Por conveniencia
tomaremos esta I' como 5. Esto lo sugiere el algebra con que estamos traba-
jando {8] y al hecho de que cuando elevamos al cuadrado el término de interaccién
(1.17), esperamos obtener directamente términos cuadraticos en el campo electro-

magnético y su dual.

Usando (1.17) en las ecuaciones de campo de R-S encontramos que el acopla-

miento debe estar dado por

eaﬁﬂy{éuﬁu + g1 {F;w + 75Fuu”lp,8 = O, (118)
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

donde hemos factorizado el simbolo de Levi-Civita y hemos introducido una cons-
tante de acoplamiento g; que debe estar relacionada con la constante gravitacional
Kk, puesto que ésta ultima acompaiia al tensor de energia momento que hemos

implementado en el hamiltoniano de relatividad general linealizada.

Como se menciond anteriormente, es de esperarse que el cuadrado de la
ecuacion (1.18) deba darnos no sélo el hamiltoniano generalizado; el cual contiene
no soélo la parte libre H;’;E mas la parte de potencial Tﬁ,ﬂ , sino ademas términos

extra de interaccién Z5f.

El hamiltoniano libre es el mismo que el de la ecuacién (1.13)
. N o
Hif = 601“paeﬂy vnpf\pf’p‘Y‘
El tensor de energia momento esta dado por
1

2é5(FpoFM + FPUF/\‘Y))a (1-19)

7

mientras que los términos extra de interaccion I;'f estan dados por

TP =2 gf P78 M (FpoFary + Fpp oy +

I8 = g1(8,(=iFre o + Faybo — V2i05 Fryp) (1.20)

+ é/\(_“ippo,'y + Fpo‘ﬁ’y - \/éié5FP0',"f))'
Aqui hemos hecho la identificacion 65 = %75 y hemos usado el &lgebra de 6;:

{65,605} = 1. (1.21)

La aparicién de las relaciones de conmutacién entre p, y Fay en (1.20) son el

analogo al término extra que aparece cuando la ecuacién de Dirac con acoplamiento
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

minimo (1.5) se eleva al cuadrado via los anticonmutadores (1.11) y (1.21). Este
término nos da la interaccién de espin-campo electromagnético para el momento
magnético de las particulas de espin 1/2. Esta analogia nos lleva a problemas
interesantes relativos a la interpretacion fisica del acoplamiento y es tema de tra-
bajo para subsecuentes investigaciones, donde debemos buscar un valor de la razén

giromagnética de las particulas de espin 3/2.

Es interesante notar que T}f*lj] puede ser interpretado como parte de un tensor
de energia momento total el cual debe contener también la parte de interaccion
Iﬁ‘f , ésto sugiere que el tensor de energia momento implementado debe contener

tales términos de interaccion.

Es muy importante mencionar que el término de acoplamiento (1.17) de-
ducido via relatividad lineal ha sido obtenido por Ferrara et l [10] por un procedi-
miento distinto al nuestro. Este procedimiento es un procedimiento lagrangiano,
el cual requiere ¢ = 2 a nivel de arbol en las interacciones de particulas de espin
3/2 con campo electromagnético. La razén de este requisito es que las amplitudes
de dispersiéon tengan un buen comportamiento a altas energias para particulas de

espin arbitrario, ésto fue deducido por Weinberg [11] en 1970.

Una caracteristica sumamente importante de este término de interaccién
obtenido es que evita el mal comportamiento a altas energias de las interacciones
de particulas de espin 3/2. Otra caracteristica de este término es que ademds
previene la propagacién superluminica de las sefiales, esto ha sido mostrado por

Ferrara et al [10] usando un anélisis similar al que usaron Velo y Zwanzinger [7].
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

Ahora estamos en posicién de estudiar el acoplamiento de campos de R-S
con otro campo de norma interesante: el campo no-abeliano de Yang-Mills. Tal
campo de norma surge como consecuencia de requerir que el lagrangiano (1.1)
sea invariante bajo la accién del grupo SU(2). Es importante mencionar que el

espinor ¥(z) debe representar un isodoblete tal como el sistema protén-neutrén,
- —_ (p(2)
. e. Y(z)= (z(i)).

La contribucién al lagrangiano de Dirac (1.1) de un campo no-abeliano de

Yang-Mills estd dada por el tensor
o o l k y y
Ab = 0,45 — 0, AL + fURALAD, (1.22)
donde k es el indice interno del campo, A’;U es el campo de Yang-Mills en si y
f* son las constantes de estructura del campo asociadas a un grupo compacto

G. Puesto que en general se manejan simetrias internas de los campos en conside-

racién, tendremos que el tensor de Yang-Mills estard dado por

F,o =a*A*

por> (1.23)

donde las a’s son las matrices generadoras de la simetria interna bajo conside-

racion.

De este modo, en analogia al caso electromagnético implementamos un tensor
de energia momento como potencial en el hamiltoniano de relatividad general

linealizada de la forma
TP ~ €2, P78 M AF o Fyy + BF,o Fyy + CEpp Fry), (1.24)

donde nuevamente A, B y C' son matrices constantes 4 x 4. Nuestra interaccién

resultante sera analoga a (1.17), ésto es

F[Ll/ + ’75Fp,ua (125)
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Capitulo 1 Acoplamiento no-minimo...

y por lo tanto el acoplamiento a nivel de ecuaciones de R-S sera
6aﬂuu[éupu + 92{Ftw + ')’SF;W}] =0, (1.26)

donde también ¢, es una constante de acoplamiento que debe estar relacionada

con la constante gravitacional «.

Siguiendo el mismo procedimiento aplicado anteriormente para encontrar el
hamiltoniano generalizado correspondiente. Encontramos en este caso que los
términos de potencial Tﬁ,ﬁ y de interaccién j’,‘ff resultan ser esencialmente los
mismos que en el caso electromagnético, sélo es necesario reemplazar ¢, por g, y
el tensor de campo electromagnético (1.16) por el tensor de campo de Yang-Mills
(1.23), ésto es

TP = 2626 P7eh M (F )y Fyy + Fpp By + izéswpam L ELRG), (1.27)

7

I8 = 42(0,(—iFxy,0 + Faybo — V2i85Fry 5) (1.28)

+ O\(—~iF 5y + Fpopy — V2ib5F,5 ).

Noétese que el indice interno k de (1.22) no aparece en estas expresiones, ya que

ha sido absorbido en (1.23).

Al igual que para el caso electromagnético, los términos de acoplamiento de

espin-campo para el campo de Yang-Mills son materia de futuras investigaciones.
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Capitulo 2

Campo de espin 3/2 y campo de Einstein
lineal de Supergravedad N=1

En este capitulo demostramos que Supergravedad linealizada N=1 conduce a
los mismos resultados obtenidos por Nieto y Obregon y al mismo tiempo mostra-
mos como llevar a cabo la linealizacién de la teoria, lo cual serd usado en los
capitulos posteriores. Nieto v Obregon mostraron que las ecuaciones de Rarita-
Schwinger son la raiz cuadrada de las ecuaciones de Einstein linealizadas. Esto es,
cuando asociamos a las ecuaciones de Rarita-Schwinger operadores diferenciales,
obtenemos como cuadrado de ellos el operador que representa las ecuaciones de la

gravedad linealizada.
Es conveniente mencionar que Supergravedad N=1 no tiene campos que des-

criban interaccion con materia y los inicos campos interactuantes son el campo

gravitacional lineal y el campo de Rarita-Schwinger.
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Capitulo 2

Campo de espin 3/2 y campo de Einstein
lineal de Supergravedad N=1

El objetivo principal de este capitulo es mostrar que el formalismo desa-
rrollado por Nieto y Obregén [8] para particulas de espin 3/2 puede ser también

obtenido al linealizar Supergravedad N = 1.

Es importante mencionar que el hecho de que las constricciones asociadas a
las ecuaciones de R-S sean la raiz cuadrada de la gravedad linealizada es un re-
sultado andlogo al resultado de supergravedad candnica mostrado por Teitelboim
[12] y Tabenski y Teitelboim [13], donde la constriccién de transformaciones super-
simétricas es la raiz cuadrada de la constriccion de traslaciones de la relatividad

general canodnica.

La formulacién candnica de la supergravedad se puede escribir en forma

hamiltoniana mediante

1 _
H = /d3$(V0aHa + 'iwoabjab + \I/()S), (21)
donde Vi, woas ¥y o son multiplicadores de Lagrange y H, son los generadores
de traslaciones, J*° son los generadores de rotaciones y S son los generadores de

las transformaciones supersimétricas y el dlgebra de éstas variables estd dado por

-99.
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Capitulo 2 Campo de espin 3/2 y ...
(8(2), 8} = ol )y " Mo,
[S(). Hel')] = 5802, Sean T,
[S(), 7] = =0z, 2)o"S.
[Ha(2), Ho(e)] = 8, )5 aseaT * + HasS),
[H(0), T4 = B, o/ YEUHE — 02),
T (w), T4 = 6 Y™ T e T 4 Mg g,

donde Scap, Qaved ¥ Hap juegan el papel de términos de curvatura.

Como puede apreciarse, en esta formulacién la constriccion de transforma-
ciones supersimétricas es la raiz cuadrada de sélo una parte de las ecuaciones de
relatividad general, en esencia ésto es una consecuencia de que la constriccidn su-
persimétrica S es la ecuacién cero de Rarita-Schwinger. En el resultado de Nieto y
Obregdn, las constricciones supersimétricas contienen todas las ecuaciones de R-S,
por lo cual al elevar al cuadrado tal constriccién, obtenemos el conjunto completo

de ecuaciones de relatividad general linealizada.

Comenzemos usando el langrangiano para Supergravedad N=1 dado en la

referencia [14]

3 1-
L= _%7'\’, - ;\Pue’“’p”'ys’ruDP\IIm (2.2)

donde e = det ey es el determinante de la tétrada, R es la curvatura, ¥, es el
campo del gravitino (espin 3/2), y D, es la derivada covariante que incluye la

conexién de espin.

Linealizemos las ecuaciones obtenidas a partir del lagrangiano (2.2) elimi-

nando términos cuadraticos y potencias mayores de ¥ asi como términos de
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Capitulo 2 Campo de espin 3/2 y ...

orden uno en h,p en la conexién de espin que estd contenida en D, que a su vez

es aplicada sobre ¥. Explicitamente, la derivada covariante estd dada por
1
Dp\Ija' = (ap + swzlno'mn)q’a’ (23)

donde la conexion de espin esta dada por
2

r2
Womn = wpmn(e) + —

e+ (Upym T — Uy + 0,07, 00, (2.4)

Y Womn(€) es de orden hqog, de modo que a orden lineal D, — 0.

Después de haber hecho la linealizacion, encontramos que las ecuaciones de
R-S lineales son

" y5y,0,¥ 5 = 0. (2.3)
A estas ecuaciénes podemos asociar el operador (constriccion)
S = Mg b, =0, (2.6)

~

donde los operadores 8, y p, han sido ya definidos en el capitulo anterior.

Luego, haciendo uso de los anticonmutadores de éu [8] dados por

{éua éll} = Nupv, (27)

obtenemos el cuadrado de la constriccién (2.6). Especificamente, tenemos

{$0. 80y =HoY, (2.8)
donde
Hﬁf = 60”/)0613‘//\‘/?“)\]30137
= nw,n“ﬂp,\p)‘ — 65(55}),\]))‘ (2.9)

— PP’ = 1P pupy +690%p, + 62p°p,,
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Capitulo 2 Campo de espin 3/2 y ...

es el operador “hamiltoniano” que actua sobre h,s en gravedad linealizada estan-

dar como se ha descrito en el capitulo anterior y en la referencia [8].

Como ya se habia anunciado, las ecuaciones de Rarita-Schwinger en espacio-
tiempo plano resultan ser la raiz cuadrada de las ecuaciones de campo de Einstein

linealizadas.

Nétese que no tenemos contribucién ni interacciones con campos de norma
o de materia, la inclusién de campos de norma sera desarrollada en los capitulos

siguientes.

-925-



Capitulo 3

Interaccién electromagnética para
espin 3/2 de Supergravedad N=2

Una de las interacciones més interesantes de los campos de espin 3/2 es la in-
teraccion electromagnética. Tal interaccién serd estudiada, en el presente capitulo,
bajo la visién de Supergravedad N=2. Esta teoria involucra la interacciéon del

campo gravitacional, 2 campos de Rarita-Schwinger y el campo electromagnético.

Debemos anticipar que surgiran complicaciones matematicas debido a la
aparicion de dos campos de Rarita-Schwinger. Sin embargo, a pesar de la aparicién
de los dos campos de Rarita-Schwinger obtenemos un término de acoplamiento

analogo al obtenido en el Capitulo 1.
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Capitulo 3

Interaccién electromagnética para
espin 3/2 de Supergravedad N=2

En este capitulo estudiamos el acoplamiento de campos de espin 3/2 con
campo electromagnético. La idea es analizar el acoplamiento electromagnético
para campos de espin 3/2 usando Supergravedad N=2 linealizada [14]. La razén
de hacer ésto es que la teorfa involucra naturalmente el campo de espin 3/2, el

campo gravitacional y el campo electromagnético.

El lagrangiano para Supergravedad N=2 estd dado por

1. .
L= _ER _ ._\I;iLqupU'Ys’Yqu\pzy _ ¢ aﬂFQﬂ
2 2 4 (3.1)

K i L L Ty Py ] ’ '
+———§W”kLF’ + FR) 4 s (F* + FR) W ey,

42

donde los elementos de este lagrangiano tienen la misma definicién que en el
capitulo anterior, F** = 1et 9P F, 5 es el dual usual del tensor de campo elec-
tromagnéticoy F,,, = 0,4, —0, A, — ;ﬁ\/—i[\I/L\I’{, - \Ilf,\Il{L]eij es el rotor supercova-

riante.

La aparicion de los simbolos €;;(7, j = 1,2.) en el lagrangiano y en la expresion
para el super-rotor es consecuencia del hecho de que estamos trabajando con una
supersimetria mayor, la cual involucra la apariciéon de dos campos de R-S. En las

expresiones anteriores se refleja este hecho debido a que el simbolo €;; mezcla los
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Capitulo 3 Interaccién electromag...

dos gravitinos. Cabe mencionar que una simplificacién podria lograrse al escribir el
par de gravitinos como las componentes de un bi-espinor mayor (ocho componentes
espinoriales). Sin embargo, tendriamos que asumir una formulacién matricial de
las ecuaciones de los campos, en la cual las ecuaciones mismas serian componentes

matriciales de operadores que actuan sobre los campos.

Optaremos por conservar los indices latinos en las ecuaciones que se refieren
a cada uno de los gravitinos al mantener las ¢;; en lugar de una descripcion en
términos matriciales. Obviamente nuestra formulacion de raiz cuadrada de la
gravedad linealizada propuesta en el Capitulo 1 es mucho maés simple en el sentido
de que podemos obtener el mismo acoplamiento con campo electromagnético pero

para un sélo campo de R-S.

{

«» obtenemos las ecua-

Al desarrollar variaciones de la accién respecto a ¥
ciones de campo para los gravitinos;
K
4/2

K: - . . N - , . . .
— ——UHFBe(87P I — 50T IRy 4 1517 (50T — 5:@;,)]@’;6’16’1’6} = 0.

2v2

€ ) ~ ~
= ST DU b [P 4 F) 4 s (Fyy 4 B[ When (32)

Después de linealizar las ecuaciones anteriores usando el mismo procedimiento que

en el capitulo anterior, las ecuaciones se reducen a

_ e
N6

Nétese que el término que esta encerrado en paréntesis cuadrados F1of = paf

ij

€ y57,0, T [F + 475627 F 0197, = 0. (3.3)

%w,e"ﬂpana es exactamente el término de interaccién previamente obtenido en

el Capitulo 1. En el contexto presente, tal término se ha obtenido a partir de
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Capitulo 3 Interaccion electromag. ..

una teoria de campos de norma consistente, lo cual refuerza nuestro resultado de
haber obtenido este término de interaccién a partir de nuestra formulacién de la

raiz cuadrada de la relatividad general linealizada.

También debe advertirse que este término de interaccién fue encontrado por
Ferrara et al [10] siguiendo un formalismo lagrangiano basado en el requerimento
de dar a la razén giromagnética el valor ¢ = 2 para particulas de espin arbitrario.
La razén del requerimento anterior para g es que este valor cancela el mal com-
portamiento a altas energias de los sistemas de particulas de espin arbitrario en
interaccién con el campo electromagnético y conduce a la continuidad de la matriz
de dispersién de los procesos involucrados [11]. Una caracterisitica sumamente
importante de este término de interaceién es que cuando se introduce a nivel de
arbol en los lagrangianos que involucran particulas de espin 3/2 y campo elec-
tromagnético, éste modifica las ecuaciones del movimiento de los campos de R-S.
La aparicién de este término dipolar extra en las ecuaciones de campo cancela
divergencias y ademas previene las inconsistencias fisicas mencionadas, entre las

cuales resalta la propagacién de las seniales a velocidades superluminicas.

Por las razones mencionadas es de esperar que las soluciones a las ecuaciones

(3.3) no tengan inconsistencias fisicas como las antes mencionadas.

Después de factorizar un simbolo de Levi-Civita, las ecuaciones (3.3) pueden

escribirse en la forma alternativa
Gaﬂuu[éi]'éllpl/ + gleij(ﬁ,uy + \/z_é5F;w)] qug = 07 (34)

donde g; = % es la constante de acoplamiento, que como se habia comentado en

el Capitulo 1 esta directamente relacionada con la constante gravitacional.
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Capitulo 3 Interaccién electromag...

-Procediendo de forma andloga a la desarrollada en los capitulos anteriores,

podemos asociar a las ecuaciénes de R-S anteriores el operador (constriccidn)

S‘»q_ﬂ = eaﬁlw[b"ijé”ﬁu —|— glfij(’F;tU + \/iéSF;u/)] - Oa (35)

)

el cual es esencialmente la constriccién (1.18) deducida en el Capitulo 1, salvo

factores de §’s y €'s que estan asociados al hecho de la aparicion de dos gravitinos.

Usando los anticonmutadores definidos en los capitulos anteriores, obtenemos
que el algebra que la constriccién anterior obedece es

(85, 80M) = €,7€8, D nyapop 66"
+ ng(FPUF)\Y + _\/395(F/)0F>\‘7 + F)\’pra) + FpaF)\—Y)GUGM

+ g1(6Y ™8, (~iFry. 0 + 2Fr Po — V2005 Fry ) (3.6)

+ eij5lkéA(_—éFpa,7 + 2Fpa]§7 - \/ilé5 Fyo7))]-

El primer término en la ecuacion anterior es precisamente el operador hamil-
toniano asociado a las ecuaciones de relatividad general linealizada descrito por

(1.13) salvo factores de deltas;

7:((5561']-61/; = @ paed /\777/)/\]301376”6“- (37)

I v

El segundo término es el tensor generalizado de energia momento para el
campo electromagnético el cual fue implementado en el Capitulo 1 para obtener
la interaccién del campo electromagnético con campos de espin 3/2 salvo factores

de épsilons. Tal tensor es

0B 1 1
T2l el er = 2g}(F 0 Fy.y + 75

\/—éS(/FpUF)\W + F,\yf':'pg) + FPUFAA,)eijelk. (3.8)
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Capitulo 3 Interaccién electromag...

Este resultado confirma y refuerza nuestra construccién del tensor de energia
momento implementado en el formalismo que desarrollamos en el Capitulo 1.
Recordemos que nuestra guia para construir tal tensor fue la estructura matema-
tica del operador hamiltoniano (1.13) correspondiente al hamiltoniano (3.7) obte-

nido en este formalismo.

Sin embargo, como ya se habia advertido, aparecen términos extras de in-
teraccién. Estos términos son andlogos a los que surgen en la ecuaciéon de Klein-
Gordon al elevar al cuadrado la ecuacién de Dirac con campo electromagnético via

acoplamiento minimo. Tales términos son

igf"fk’ = gleau”aeﬂy’w(éijelkép(—'il:—',\%a + 2F5 o — V2i05Fy5)  (3.9)

+ €980\ (—iFypy + 2F 0 — V2i05F 1))

Como mencionamos anteriormente, esta interaccion debe brindarnos la informa-
cién de los términos de acoplamiento entre el momento magnético (a través del
tensor de espin) y el tensor de campo electromagnético para estas particulas.
Ademas cabe mencionar que si investigamos consecuencias de esta teoria, una
de las primeras que tenemos que buscar es la razon giromagnética asociada al

gravitino.
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Capitulo 4

Interaccion de Yang-Mills para
espin 3/2 de Supergravedad N=4

Dado su interés fenomenoldgico, es también muy interesante investigar la
interaccién de un campo de Rarita-Schwinger con un campo de Yang-Mills. De
manera analoga al caso electromagnético, ahora hacemos uso de Supergravedad
N=4 como la supergravedad de menor supersimetria que involucra la aparicion
de campos de norma no-abelianos de Yanug-Mills, campos de Rarita-Schwinger,

asl como otros campos interactuantes.

Nuevamente la estructura matemética de las ecuaciones y los operadores se
complican debido a la aparicion de indices internos que se refieren a los gravitinos
y a las componentes de las matrices que dan la simetria interna de los campos de

Yang-Mills.

El término de interaccién obtenido es esencialmente el mismo tipo de in-
teraccion obtenido en el Capitulo 1 por medio de nuestro formalismo de la raiz

cuadrada de la gravedad lineal con el campo electromagnético y el campo de Yang-

Mills.



Capitulo 4 Int. de Yang...

Capitulo 4

Interaccion de Yang-Mills para
espin 3/2 de Supergravedad N=4

Ahora estamos en posicién de explorar el acoplamiento entre un campo de
Yang-Mills con el campo de Rarita-Schwinger. Como se recordard, la invariancia
de norma de las teorfas introduce los campos de norma, en particular el caso de
una invariancia SU(2) [2] implica la aparicién del campo de Yang-Mills, tal campo
es no-abeliano (no conmutativo). Para el estudio de la interaccién de los campos

de Yang-Mills con el campo de R-S, usaremos Supergravedad N=4 [14, 15].

'El lagrangiano de Supergravedad N=4 esta dado por

V 1 T _pvpo, i 1 oy K
L=— 4KQR(W) pr enve O/UD,,\I/(,+§I/g‘ (6 40, +€**8,Bd, B]

1
+ VX uD X V(A'n _X”[JV + Bn BII/JV) _ §K:-B(‘(élfl An[l,ll + BT), Bn}Ll/)

pu nv Nz

&V

_+_
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e TUL(FG) + FGOW), —ins(FCY + F(”))\Il A (4.1)

KV —-K v a.j K K L po Tt i 3V K} —1 o 1
+ zz—e ¢‘IJQF(’:])0W7 X! — 71'62 P05 Bet?? ¥v,Y, — e2"*D, By Y577 X
Y Voo . ;
— m\llu (O¢ + 1e* %0, Bs )y v* y' — e "ytea — 1egyd )y, ¥t
\/_V gy ) 62 + 62
Y2l ko gl : IYNTE AT YB 2K
+ P V. (ea +iepyd)ot’ ¥, + o2 Ve,

donde los campos interactuantes son la tétrada V', los campos de Rarita-Schwin-

ger \IJL, los campos de Yang-Mills A" vy B"

wy ¥ By, los campos de espin 1/2 ', un
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campo escalar ¢ y un campo pseudoescalar B.

Después de llevar a cabo la linealizacién de las ecuaciones y anular los campos
que no nos son de interés en el presente trabajo (dejando solo los campos de R-S
y los campos de Yang-Mills) obtenemos las ecuaciones de movimiento para los
gravitinos

v \ féi‘ . N o P
[e¥8 (5,,9#1) + g2 B = V20 F1Y)) + h_f (e + V2iepbs)o®®1T% =0, (4.2)

donde los operadores 8, ,p, y 65 han sido definidos en los capitulos anteriores.

En la filosofia de los cdlculos precedentes, podemos asociar a la ecuacion para

los gravitinos, el operador

o 75
11)

qujﬂ = eaﬁu(&jé”ﬁ“rgz(p(liu V265 F ” 6A+\/_Z€B95 *7 =0, (4.3)

IR

donde ahora la constante de acoplamiento g, es 4. La contribucién del campo

no-abeliano esta dada por el tensor de Yang-Mills

F({;rjf) - O(U)AW + \/§'i95/3(kz‘j)B£Ua (4.4)

donde
Ak, = 0,45 — 0,45 4 eqet AL AL, (4.50)
Bﬁa = apBﬁ - a{,B,‘)’ + 6BeijkB;Bg, (4.5b)

son los campos no-abelianos de Yang-Mills con constantes de estructura e 4e/* y

i1k . « . ’ . . .
ep€'’” respectivamente. En las ecuaciones anteriores los indices ¢ y j se refieren a los

cuatro gravitinos que se encuentran presentes en esta teoria y a las componentes
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de las matrices a y 8 que son las generadoras de la simetria interna del grupo
SU(2)x SU(2) de Supergravedad N=4. Esta simetria es de la que se habia hablado
anteriormente como la simetiia interna propia del campo. Nétese que en analogia
a lo expuesto en el Capitulo 1 relativo a la supresion del indice interno del campo,
aqui sucede algo similar, ya que en el tensor de Yang-Mills el indice k de (4.5a) y

(4.5b) ha sido absorbido en (4.4).

Debemos hacer notar que en la constricciéon (4.3) hemos conservado la no-
tacién original de la referencia [15]. Para recuperar la notacién usada en este
trabajo, es necesario llevar a cabo la sustitucién —i65 — 65. De este modo, la

constriccidn (4.3) se convierte en

64 LYV A 61
S ﬂ=e°‘ﬂ (6”9 pY +gz(F’ +\/—95F‘ )) 32——]— eA—\/_eBG5 A (4.6)

pv

Nétese que el término de acoplamiento es en esencia el obtenido en el Capitulo 1

y es de la forma F,, + v5F),., como sucede en el caso electromagnético.

Al usar los anticonmutadores de los capitulos precedentes, obtenemos el

algebra

ﬂ _ B
uijo Vkl} =€ ;Apo’e vAY

PO Ay
+ 205 (F(5, Figy +

{S2 [P D7 7850k

1 o A o A I A
\/9 s(ECS Fomy + G Fay) + Fi Foay)
+ 92(6:,6°(—iF)) 3" + >F*,j)13" V2ib5F)57)

+ SuBN—IETY + 2R 5 - V26 FYST)

1) N . )

+ %f:’ “upawﬂeﬁfesefﬁ” — V2ep65(806° — 6786,)p)

+ 292(6/1 ('l]) u \/—639 (U) l/ - SBFU) l/)] (47)
i6;: . )

+ 2; O[Ok V2EN26:07 57 — \epbs (620% — §2%8,)p7)
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+2g2(6AF“) " \/_6395 kl) “ Fkl) ]
_ bijdi
42

[(6124 B)( Uuu +77;w0'aﬂ+6a ﬂ—*‘lsﬂ “)+ZeBa" ﬂ]

Al identificar términos en la ecuacién anterior, vemos que el primero de ellos resulta
ser esencialmente el mismo tensor que representa las ecuaciones de relatividad
general linealizada dado por el hamiltoniano (1.13). En este caso nos da también
la ecuaciones de Einstein linealizadas, sin embargo aparecen factores de deltas igual
que en el caso electromagnético como consecuencia del tamano de la supersimetria

que estamos empleando. Especificamente encontramos

7'( 511(5[k = 60 pe Eﬂ vnpkﬁg‘ij—yéij&lk. (48)

pv

El segundo término es una generalizacién del tensor energia momento del campo de
Yang-Mills encontrado en el Capitulo 1. Por supuesto el tensor obtenido aqui tiene
mas términos en un sentido estricto ya que el tensor que representa la interaccién
del campo de Yang-Mills estd expresado como una combinacién lineal de dos cam-
pos no abelianos, el Aﬁo v el Bﬁa‘ Sin embargo, la estructura matemadtica en
términos del tensor Fj, es esencialmente la misma que la del tensor de energia

momento (1.27), salvo ciertos factores de épsilons, ésto es

af e PO A
Tuiinny = 292 n’ €%, N (F otz Fas(kn (4.9)

\/—95( m(l])F,\A,(u) + F a(zJ)FA-y(kl)) + F a(ij)ﬁ,\'y(kl))-

En este caso los indices latinos se aplican sobre los cuatro gravitinos y también se
refieren a las componentes de las matrices a y 5. El resultado anterior refuerza
nuevamente nuestro método de introducir tensores de energia momento apropia-

dos a las ecuaciones de Einstein lineales, ya que hemos visto que una teorfa de
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norma formal (supergravedad) da resultados analogos a los que hemos obtenido
(en el Capitulo 1) en nuestro formalismo de raiz cuadrada de la gravedad lineal con
materia. No estd de mds repetir que nuestra formulacién es mucho menos compli-
cada que la obtenida via supergravedad, ya que nuestros operadores diferenciales

se aplican solamente sobre un gravitino y no sobre dos o cuatro de ellos.

El siguiente término es el correspondiente al término de interaccién (1.28) para el

campo de Yang-Mills, ésto es

7 = s 4 Av, /\7 ~o A, zr
qu(ijkl) = €%po€ uaqyl92(06(— 3F(u T+ 207 - — V2ibs F, Fis

+ SN —AFTT 2F0T T — V2O FTT))]

4 Sk 11 e 16:5(V2ePP0507 57 — e pbs (6265 — 6°58,)p7)

2k HPY
+2g2(eaFfS 08 — V2epbs F% ol — epFl o)) (4.10)
58S (VAR ﬂegés(ézé“—éméwm
+ 2g2(eaF o = V2epbs ot — epFy0 o8]
_ Sijbu

4r? [(ei+eQB)(7‘z°"’aw+mwo"‘*+6305+55 2)+2¢hop0)).

Como es claro, estos términos de interaccién son mucho més complicados que los
que hemos obtenido en (1.28). Sin embargo, éstos nos brindan un enfoque diferente

al que obtuvimos nosotros por nuestro procedimiento de rafz cuadrada.

Debido a la importaucia de estas interacciones, los resultados que hemos
obtenido tanto en el caso electromagnético como en el caso de Yang-Mills éstos
deben ser alin sujetos a futuras investigaciones que nos brinden una completa
interpretacién fisica del fenémeno de acoplamiento de espin-campo para campos

de espin 3/2 con campos de norma.
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Hemos discutido el problema del acoplamiento electromagnético minimo para
los campos de espin 3/2 y las patologias que surgen en los fenémenos que involucran
estos campos. Hemos comentado también la posible solucién al problema del
acoplamiento por medio del formalismo desarrollado por Weinberg y Ferrara et al

al asignar un valor fijo a la razén giromagnética para particulas de espin arbitrario.

Sin embargo nuestra formulacién parte del trabajo precedente de Nieto y
Obregdn, en donde demuestran que las ecuaciones del campo de Rarita-Schwinger
son la raiz cuadrada de la ecuaciones de Einstein linealizadas en el mismo sentido

que la ecuacién de Dirac es la raiz cuadrada de la ecuacion de Klein-Gordon.

Este resultado es analogo al resultado de supergravedad canonica, ya que en
ambos casos las constricciones supersimétricas son la raiz cuadrada de las cons-
tricciones de relatividad general. Sin embargo en el caso del trabajo de Nieto y
Obregdn, al ser consideradas todas las componentes de las ecuaciones de Rarita-
Schwinger resultan todas las ecuaciones de campo de relatividad general linea-
lizada. Esto no sucede en el caso de supergravedad canénica, ya que la constriccién
supersimétrica involucra sélo una parte de las ecuaciones de R-S que como con-
secuencia al ser elevada al cuadrado produce sélo una parte de las ecuaciones de

relatividad general.
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El resultado del trabajo anteriormente mencionado es usado para encontrar la
forma en que los campos de norma (o de materia) deben interactuar con los campos
de espin 3/2. Especificamente, introduciendo tensores de energia momento apro-
piados a manera de potencial en el operador hamiltoniano que representa las ecua-
ciones de relatividad general linealizada encontramos el acoplamiento para campos
de eépin 3/2 por medio de interpretar las ecuaciones de R-S con acoplamiento como
ia raiz cuadrada de las ecuaciones de la relatividad general linealizada con materia

(campos de norma).

En particular para el caso del campo electromagnético y el campo no-abeliano
de Yang-Mills, estos tensores de energia momento generalizados se contruyeron
siguiendo criterios fisicos y matematicos que también eran aplicables al operador
que actua sobre el campo gravitacional linealizado. Estos tensores de energia mo-
mento fueron sumados al hamiltoniano linealizado, permitiéndonos asi investigar
la raiz cuadrada del sistema gravedad linealizada mas materia. De esta forma en-
contramos las ecuaciones de Rarita-Schwinger modificadas, las cuales contienen la
informacion de la interaccién entre el campo descrito por el tensor de energia mo-
mento y el campo de Rarita-Schwinger. Asi, la interaccién entre estos campos nos
permitié encontrar el acoplamiento buscado, el cual resulta ser un acoplamiento

no-minimo.

Por medio de linealizar los modelos de Supergravedad N=2 y N=4, obtuvi-
mos resultados similares a los obtenidos por medio de nuestra formulacién de raiz
cuadrada de la gravedad lineal con materia. Debe mencionarse, sin embargo que
nuestra formulacién es mucho maés simple en el sentido de que en los modelos de

supergravedad lineal aparecen muchos més campos en interaccién. En particu-
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lar el niimero de gravitinos (campos de espin 3/2 supersimétricos) incrementa de

acuerdo a la supersimetria que se maneje.

Como es de esperarse, al elevar los operadores (rafz cuadrada) al cuadrado,
obtenemos no sélo las ecuaciones lineales de la gravedad y el tensor de energia mo-
mento, sino ademads obtenemos términos de interaccién analogos a los términos de
acoplamiento espin-campo electromagnético en las ecuaciones de Dirac y de Klein-
Gordon. Necesariamente, la interpretacion fisica de esos términos de acoplamiento

merecen estudios posteriores.

En el caso de la interaccién electromagnética, el acoplamiento obtenido por
nosotros coincide con el obtenido por Weinberg y Ferrara et al quienes usaron un
procedimiento que involucra el requisito de que la razén giromagnética tome el
valor ¢ = 2 a nivel de arbol para particulas de espin arbitrario. Estos autores
obtuvieron el mismo término de interaccién que hemos obtenido en este trabajo
por medio de nuestro procedimiento de raiz cuadrada. Este término dipolar de in-
teraccion cancela el mal comportamiento a altas energias en sistemas de particulas

de espin 3/2, as{ como las inconsistencias fisicas discutidas por Velo y Zwanzinger.

En conclusién, encontramos que los términos de interaccién del campo elec-

tromagnético y del campo de Yang-Mills con campo de R-S son ambos de la forma

Curvatura + v5Curvatura Dual.

Es interesante mencionar que un término de estructura similar ha sido implemen-
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tado por Cucchieri, Porrati y Deser [16], al analizar el acoplamiento gravitacional
para campos masivos de espin mas alto, en particular, el término Curvatura en
la expresién anterior resulta ser el tensor de Ricci mismo. Esto pasa, cuando

consideramos la teorfa de campos de espin 5/2.

En el enfoque de raiz cuadrada implementado por nosotros, siempre es posible
agregar a la interaccién anterior cualquier tipo de materia o campos de norma.
Es materia de trabajo futuro el proponer interacciones particulares que puedan

implicar algun interés fenomenoldgico.

Por ultimo, el material presentado en este trabajo de tesis fue aceptado para
su publicacién en los Proccedings of the First Mexican School on Gravitation and
Mathematical Physics (World Scientific Ed.) [17]. Tal evento fue llevado a cabo

en la ciudad de Guanajuato Guanajuato en Diciembre de 1994.
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