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 ( )3Kmol m f  

A s
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 ( )3Kmol m f  

T  Temperatura del sólido.   ( )K°  
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masa de catalizador.  

 ( ) . Kmol Kg cat s  
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 ( )3  . m g Kg cat s  
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u  Concentración adimensional.   
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α  Parámetro de geometría  
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Resumen 

 
RESUMEN 
 
 
 

Es de nuestro interés explorar la aplicabilidad de la metodología de linealización 

del término de reacción química, desarrollada por Marroquín y col. (1998, 1999), a la 

obtención aproximada de Factores de efectividad No-isotérmicos. Al aplicar la 

metodología de linealización, se conduce a la formación de un problema lineal de valores 

a la frontera en cuya solución aparece como argumento un parámetro análogo al módulo 

de Thiele, al que denominamos módulo de Thiele modificado ( )ψ . Dicho parámetro en 

esencia está definido como la modificación del módulo de Thiele por los efectos de la no 

linealidad tanto en la concentración, como en la temperatura que se conservan tras la 

linealización del término de reacción del balance de masa o de calor.  

 

La metodología de linealización implementada se basa en la expansión en series 

de Taylor del término de reacción alrededor de las condiciones en algún punto de la 

partícula catalítica; la serie es truncada en el segundo término a manera de que el 

problema de difusión-reacción se transforme en un problema de valores a la frontera 

lineal, el cual puede ser solucionado de manera analítica.  

 

En el presente trabajo se exponen los resultados que se obtienen al implementar la 

metodología desarrollada por Marroquín y col. a la obtención aproximada de Factores de 

efectividad de partículas catalíticas porosas en las cuales los gradientes internos de 

temperatura tienen importancia significativa . La obtención aproximada del Factor de 

efectividad No-isotérmico se ha desarrollado para una de las reacciones químicas más 

sencillas ( )A B→ ; para la cual la expresión cinética para la velocidad de reacción es no 

lineal tanto en la concentración, como en la temperatura; además, es importante indicar 

que no se contempla el problema de desactivación de la partícula catalítica. 

 

Los resultados obtenidos para el Factor de efectividad No-isotérmico, 

provenientes de solucionar el problema linealizado, presentan una buena aproximación 
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para el caso de una reacción endotérmica, con respecto a la solución del problema 

original resuelto de forma numérica; y sin embargo, para el caso de una reacción 

exotérmica no producen los resultados esperados.  

 

Por último se presenta el resultado de un análisis para determinar las condiciones 

en las que la metodología de Marroquín puede aplicarse de manera aceptable a la 

predicción de Factores de efectividad No-isotérmicos. 
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Introducción 

 

CAPÍTULO I 
 

INTRODUCCIÓN 
 
 

Muchos son los procesos de reacción química que involucran reacciones con 

limitaciones difusionales dentro de la pastilla catalítica. En estos casos, el cálculo del 

Factor de efectividad es uno de los pasos más importantes en el diseño y simulación de 

un reactor de lecho empacado. En realidad, la evaluación de la velocidad global de 

reacción es lo deseable; sin embargo se presenta una gran complejidad al realizar esta 

evaluación. 

 
Ahora bien, en un proceso de reacción catalítica gas-líquido-sólido, están 

involucrados fenómenos de transporte tales como la trasferencia de masa y calor entre 

gas-líquido, líquido-sólido, la difusión intrapartícula y la reacción química de las especies 

que reaccionan en los sitios activos del catalizador, los cuales pueden cambiar su 

naturaleza en el transcurso de la reacción (Quixiang y col., 1995). Todos estos fenómenos 

deben ser considerados para obtener la magnitud de la velocidad de reacción global. 

Como puede apreciarse la complejidad existente en la evaluación de la velocidad global 

de reacción radica en la interacción entre la cinética y los fenómenos de transporte 

asociados en el proceso de una reacción catalítica.  

 

Por otro lado, una práctica común al abordar el problema de evaluación de la 

velocidad global de reacción, es su representación como el producto de dos factores: la 

velocidad de reacción intrínseca ( )Ar , evaluada a condiciones de referencia, y el Factor 

de efectividad ( )η ; Ar  es la magnitud que tendría la velocidad de reacción en ausencia de 

problemas difusionales y de resistencias externas a la transferencia de masa y calor y η  

es un número que indica la influencia de los fenómenos difusionales y de los cambios en 

la naturaleza del catalizador. Como puede apreciarse, la representación de la velocidad  

global de reacción mediante el producto de los factores especificados anteriormente no 
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simplifica la dificultad en su evaluación, sino que manifiesta con mayor claridad que 

existe una contribución o influencia de los fenómenos de resistencia a la transferencia y 

de los cambios en la naturaleza del catalizador en un proceso de reacción catalítica; y 

como consecuencia, al mismo tiempo, desplaza la dificultad de evaluar la velocidad de 

reacción a la dificultad de evaluar el Factor de efectividad. 

 

Como es de esperarse, el Factor de efectividad depende de forma compleja de la 

concentración, la temperatura y en muchos casos del cambio de la actividad del 

catalizador. Lo anterior, debido a la forma de la expresión de velocidad de reacción ( )Ar  

y de su dependencia en la temperatura ( )T . En este sentido uno de los primeros intentos 

en la evaluación del Factor de efectividad fue precisamente, la consideración de la 

independencia con la temperatura, es decir, la consideración del proceso isotérmico; la 

justificación a la mencionada aproximación (Churchill, 1977), radica en el hecho de que 

el tiempo característico para el proceso de conducción es generalmente mucho menor que 

para el proceso de difusión, por lo que se considera que el efecto de los gradientes de 

temperatura es mínimo. Sin embargo, aún con esta simplificación, sólo son posibles 

soluciones analíticas para problemas lineales de valor a la frontera,  como los formados 

por expresiones cinéticas de orden cero y primero. 

 

  Por otra parte, es un hecho de gran interés industrial la solución de problemas de 

reacción catalítica que siguen expresiones cinéticas más complejas, como también lo es 

que estas expresiones constituyen un problema con valores a la frontera no lineal; por lo 

que en la obtención del Factor de efectividad se tiene que recurrir a metodologías 

numéricas, como los métodos de diferencias finitas o de los métodos de colocación 

ortogonal. Sin embargo, en la simulación de un reactor de lecho empacado, al considerar 

los problemas de difusión y conducción intrapartícula, las ecuaciones deben ser resueltas, 

en principio, para cada partícula catalítica del lecho empacado; por lo que en estudios de 

diseño y optimización, la utilización de metodologías numéricas podría conducir a un 

requerimiento de tiempo excesivo; en adición a lo anterior, podrían surgir otras 

dificultades relativas a la inestabilidad y rigidez de la implemetación de la solución 

numérica y de perdida de exactitud en algunos casos. En consecuencia existe una fuerte 
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necesidad de procurar la obtención de métodos simples de cálculo del Factor de 

efectividad (Quixiang y col., 1995).  

ANTECEDENTES 

 

En el camino de obtener un método simple para evaluar el Factor de efectividad; a 

la fecha, han surgido diversos trabajos que proponen metodologías aproximadas para el 

cálculo del Factor de efectividad. Entre estos se encuentra el trabajo de E. Gonzo y col. 

(1981). Estos autores tratan el problema de una placa catalítica isotérmica en donde hay 

flujo unidireccional de difusión y ausencia de gradientes de presión. En esta placa, las 

especies A, B, C y D, las cuales se consideran diluídas, se difunden y reaccionan; la 

reacción que tratan es una sola, independiente y reversible, para la cual se puede expresar 

la velocidad de reacción ( )ir  en términos de potencias de la concentración, además se 

desprecian los efectos a la resistencia externa de transferencia de masa. La ecuación 

diferencial que representa este problema es: 

 
2

2 *
12

A
v

d C r
dx

φ γ=  ( )1.1  

 
donde φ  es el módulo de Thiele, *

vr  es la velocidad de reacción adimensional y  

 
'

1 '
1

A A
i

i s

D C v
D C

γ
 

≡  
 

 ( )1.2  

 
Gonzo y col. (1981) implementarón una metodología de solución al problema no 

lineal de valores a la frontera descrito anteriormente, mediante el método de 

perturbaciones, cuando el parámetro 2φ  toma valores muy grandes o muy pequeños.  

 

Para el caso en que 2 1φ =  se propone en base a la forma del término de reacción 

de la ecuación diferencial adimensional, que la solución a la ecuación diferencial anterior, 
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expresada en términos del compuesto clave, es una serie en potencias del módulo de 

Thiele ( )φ ; la cual contiene como coeficientes tres funciones, como la siguiente: 

 
( ) 2 4

0 1 2( ) ( ) ...AC A X A X A Xφ φ= + − +  ( )1 3.  

donde X es la posición adimensional a lo largo de la partícula. Por otro lado, la propuesta 

de la serie, se realiza mediante la inspección de la ecuación diferencial que representa al 

problema estudiado. 

 

Después de proponer la solución, esta se sustituye en la ecuación diferencial, y a 

través de la igualación de los términos de potencias de φ , se establece que los términos 

4 ,φ ( ) ( ) ( )0 1 2,A X A X y A X  de la serie, deben satisfacer un sistema desacoplado de 

ecuaciones diferenciales, una para cada función; ecuaciones que relativamente son fáciles 

de solucionar de manera analítica. 

 

Por lo anterior se pueden obtener expresiones para el Factor de efectividad, 

válidos para valores bajos y altos del módulo de Thiele; el Factor de efectividad cuando 
2 1φ ? , resulta ser del tipo: 

 
( )2 4

11 0η β φ φ= − +
 

( )1 4. a  

 
donde 

 

( )
1

1
1 1 1
3 B C D

K m b c d
K K

β γ γ γ
−′ −   = + − +  ′ ′   

 ( )1 4. b  

 
donde m, b, c, y d son los ordenes de reacción para A, B, C y D respectivamente: 
 

En el caso en que 2 1φ ? , la velocidad de reacción es muy grande y ellos utilizan 

la transformación de Bishoff (1965), por lo que: 
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3

10
h
αη

φ
 

= +  
 

 ( )1 5. a
 

 
donde 
 

1/ 2
1

*12

Aeq

v A

C

K r dC
K

α
 

′ −  =   ′  
 

∫  ( )1 5. b
 

 
Posteriormente se relacionan ambas expresiones para η  (Ecs. (1.4a) y (1.5a)), 

mediante una propuesta de relación; dicha propuesta de relación se expande cuando 
2 1φ =  y 2 1φ ? , las expresiones resultantes son comparadas con las expresiones 

obtenidas anteriormente a través de la solución de los casos límite (Ecs. (1.4a) y (1.5a)), 

lo que produce el establecimiento de un sistema de ecuaciones algebraicas para los tres 

coeficientes que aparecen en la propuesta de relación. Sin embargo, es muy difícil  

obtener valores analíticos de η , esto debido a los límites inferiores de ambas integrales. 

En el caso más simple, una reacción de primer orden reversible, ellos encontrarón una 

desviación máxima de menos del 3%. 

 

En forma adicional, E. Gonzo y col. (1981) aplicaron la metodología descrita al 

problema de difusión-reacción para una partícula catalítica porosa isotérmica donde 

ocurre una reacción reversible, así como también el caso en donde se lleva a cabo una 

reacción irreversible; el caso donde existen resistencias externas a la transferencia de 

masa y donde la expresión cinética es del tipo Langmuir-Hinshelwood. 

 

Para el caso en que la reacción es reversible, a valores de 1m ≥  (orden de 

reacción con respecto al Compuesto A) dan muy buenos resultados, mejores que los 

propuestos por Petersen (1965), mediante la siguiente relación empírica: 

 
( )

( )
/

/r

Tanh φ α
η

φ α
=  ( )1 6.  
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Sin embargo, cuando 0.5m = , se presentan dos casos opuestos; el primero de 

ellos es cuando 2φ < , en el cual los resultados son muy buenos, respecto a al solución 

numérica, mientras que cuando 2φ > , los resultados son extremadamente lejanos de la 

solución numérica. En general, se concluye para el caso de una reacción irreversible su 

expresión propuesta puede ser usada seguramente en todo el rango de valores para φ  

cuando 0.5m ≥ , sin embargo cuando 0.5m <  solo puede ser usada para 1φ < . 

 

Si la expresión cinética es del tipo de Langmuir-Hinshellwood, para el caso en 

que 0=b , 1=m  y K → ∞ , donde la expresión cinética es del tipo: 

 
( )

( )
1*

1

1
1

A
v

A

C K
r

K C
−

=
−

 ( )1 7.  

 
El Factor de efectividad esta dado por: 

 

( )
( )

1/ 22
1

1 2
1

r
a

s

φ
η

φ

+
=

+
 ( )1 8. a

 

 
donde: 

 

( )
1/ 2

1
1

1 1

2
1 1

2

1
1

1

ln 12 1

3 21 1
2 3

K
a

K K

s a

sr
a

 + 
= −     

   = ± −  
   

 
=  

 

 
( )1 8. b
 

 

Sí se usan valores negativos del discriminante de la ecuación que se emplea para 

evaluar 1s , entonces, cuando 1 1K ≤  existe buena concordancia entre los resultados 

numéricos y los aproximados, sin embargo cuando 1 1K > , no necesariamente dan buenos 

resultados.  
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Para el caso en que existen resistencias externas a la transferencia de masa, la 

condición de frontera en la superficie debe ser modificada y el Factor de efectividad debe 

ser corregido: 

 
( )0/s vs vr rη η ′ ′=  ( )1 9.  

 
El balance en la superficie puede ser reescrito como: 

 
20 1i

i i s
is

CB h
C

γ η
 ′

− = ′ 
 ( )1 10.

 
 

El sistema de ecuaciones descrito por la Ec. (1.8) debe ser resuelto por prueba y 

error. Los resultados presentan una desviación máxima del 2% con respecto de la 

solución numérica. 

 

Quixiang Yin y col. (1995) abordaron también el caso de una sola reacción 

reversible que tiene lugar en una pastilla catalítica, solo que además contemplaron la 

existencia de resistencias externas. La metodología usada por Yin y col., esta basada 

también en las soluciones asintótica del Factor de efectividad a valores altos y bajos del 

módulo de Thiele, sin embargo, a diferencia del análisis de Gottifredi y col. (1981), los 

coeficientes resultantes de relacionar ambas expresiones, son determinadas únicamente 

como función de los parámetros derivados de las expresiones asintóticas para η ; es decir, 

no es necesario usar expresiones empíricas.  

 

Gonzo y Lemcoff (1983) aplicaron la metodología de perturbación de Gottifredi y 

col. (1981) para valores altos y bajos del módulo de Thiele, a la predicción de Factores de 

efectividad isotérmicos para reacciones irreversibles en paralelo e independientes. Los 

resultados obtenidos son buenos, debido a que el máximo error respecto a la solución 

exacta del problema es menor al 10%, en la mayoría de los casos es menor al 5%. Sin 

embargo en la mayoría de los casos, la etapa de integración es tan complicada que tiene 

que ser evaluada numéricamente. 
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En esta línea de investigación Gonzo y Romero (1988) extendieron el uso de esta 

metodología, al análisis del sistema de dos reacciones acopladas en paralelo, donde la 

expresión cinética es del tipo de Langmuir-Hinshelwood. En este trabajo, se encuentra 

una buena aproximación entre sus resultados y la solución numérica del problema 

completo. Por otro lado Yin y Li (1995), también abordaron el problema de dos 

reacciones en paralelo, extendiéndolo para cualquier cinética y diferentes geometrías. El 

trabajo de Yin esta basado prácticamente en la misma metodología empleada por Gonzo 

y col (1988), para el mismo tipo de sistema en estudio; la diferencia entre uno y otro 

trabajo, radica en el hecho de que Quixiang Yin no emplea una expresión empírica para 

relacionar las expresiones para el Factor de efectividad válidas para valores altos y 

pequeños del módulo de Thiele, sino que sus expresiones están basadas en las 

características del sistema de reacción. 

 

Por otro lado Marroquín y col. (1998, 1999), desarrollaron otra metodología para 

la evaluación del Factor de efectividad. Ellos abordaron el problema de una pastilla 

catalítica isotérmica, sin resistencias externas a la transferencia de masa, en donde se 

lleva acabo un reacción que sigue una cinética no lineal; ejemplificaron la metodología 

desarrollada con una reacción de segundo orden. Esta metodología esta basada en la 

linealización del término de reacción mediante su expansión en series de Taylor alrededor 

de las condiciones de la superficie para el compuesto clave; lo anterior permite establecer 

un problema lineal de valores a la frontera, y por lo tanto, obtener expresiones analíticas 

para el Factor de efectividad, las cuales son análogas a las obtenidas al solucionar el 

problema clásico de una expresión de reacción irreversible de primer orden. Los 

resultados analíticos obtenidos por Marroquín y col. (1998,1999), solo presentan un 

parámetro análogo al módulo de Thiele, el cual es fácilmente evaluado. La comparación 

de los resultados de su metodología con la solución numérica, arroja desviaciones por 

debajo del 14% para valores del módulo de Thiele altos y disminuye a valores bajos del 

módulo de Thiele, para diferentes modelos cinéticos. 

También Marroquín y col. (1999), han extendido la metodología de linealización 

del término de velocidad de reacción, a expresiones cinéticas del tipo de Monod; los 

resultados obtenidos mediante dicha metodología, en comparación con los resultados 
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numéricos, han arrojado desviaciones por debajo del 10%. Para una expresión de 

velocidad de reacción no lineal, la metodología desarrollada por Marroquín, ha 

proporcionado resultados aceptables en la evaluación de Factores de efectividad 

isotérmicos.  

 

Por otra parte Morales y col. (2000), también han utilizado la metodología de 

Marroquín en el estudio de membranas líquidas. A este respecto Morales y col. han 

extendido la aplicabilidad de la metodología de linealización de Marroquín y col. a la 

evaluación del Factor de facilitación de membranas líquidas. Particularizando el sistema 

estudiado por Morales y col.; este consistió en una membrana líquida de espesor L, a 

través del cual se transporta un soluto A y donde se encuentra disuelta la especie B ; en 

donde la fase gas con el soluto A, ubicada a la izquierda de la membrana,  tiene una 

presión parcial mayor que la fase gas con soluto A del lado derecho. Además las 

concentraciones de A en la frontera se obtubieron vía la ley de Henrry y donde la especie 

B disuelta en la membrana reacciona reversiblemente para formar un producto de acuerdo 

a la siguiente expresión estequiométrica 1

1

k

k
A B P

−

→+ ← ; lo que provoca que aumente la 

permeabilidad del soluto A a través de la membrana (transporte facilitado). 

 

La expresión para la velocidad de reacción que Morales y col. ocuparón tiene la 

siguiente forma:  

 
1 1A A B PR k C C k C−= −  ( )1 11.  

 
Además, en el sistema se consideró que el transporte convectivo era 

insignificante, que las resistencias a la transferencia del soluto A en las interfases gas-

líquido son insignificantes respecto a la resistencia dentro de la película y que los 

procesos de difusión dentro de la película se pueden describir empleando la ley de Fick. 

 

En su estudio, Morales y col. encontraron desviaciones no mayores a 1.63% con 

respecto a la solución numérica del problema no linealizado, para el caso en que la 

relación de difusividades del complejo y el acarreador es uno. Sin embargo para cuando 
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esa relación de difusividades es diferente a 1, no pudierón tomar desiciones certeras en 

cuanto a la veracidad de sus predicciones. 

 

También Morales y col. (2002) tienen estudios preliminares respecto a la 

implementación de la metodología de linealización de Marroquín y col. del término de 

reacción a la evaluación del Factor de efectividad isotérmico en procesos que contemplan 

desactivación como consecuencia a la deposición de Coque en las partículas, su estudio 

de deposición, han  contemplado los procesos de desactivación en paralelo y en serie. 

 

Considerarón que la reacción que tiene lugar en la partícula tiene la forma: 

 
1kA B→  ( )1 12.  

 
Se considera que al inicio de la reacción, no hay coque en la partícula; además se 

consideran conocidas las concentraciones de A y B en la superficie de la pastilla y que en 

toda la partícula los fluxes son contínuos y las concentraciones son finitas. 

 

Se propone que la relación entre la concentración de A y B es la siguente: 

 

( )1

1 1B B A
B

U U U
rξ =

= + −  ( )1 13. a
 
 

 
donde: 

 

A B
B

B A

Dr
D

ν
ν

 
=  

 
 ( )1 13. b

 
 
Los resultados de Morales y col. a diferentes magnitudes del tiempo para 

desactivación en serie, muestran excelente acuerdo para los perfiles de concentración de 

los compuestos A y B en las cercanía del punto de linealización ( )0.8 1.0ξ≤ ≤  y tras el 

alejamiento de este, el acuerdo de las concentraciones es menor. La concentración 

predicha para el coque presenta buen acuerdo a lo largo de toda la pastilla. Un análisis 
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semejante para desactivación en paralelo, reveló menor acuerdo que el obtenido para el 

caso de desactivación en serie. 

 

La metodología de Marroquín ha mostrado, en general, buen comportamiento en 

los casos estudiados tanto por el mismo Marroquín y col., como en los casos estudiados 

por Morales y col.; y sin embargo, hasta ahora no hay ningún estudio que muestre 

resultados acerca de la aplicabilidad de la metodología de linealización a sistemas de 

difusión-reacción en condiciones no isotérmicas.  

 

Al respecto de estudios en sistemas no isotérmicos de reacción catalítica, la 

constante ha sido el desarrollo de metodologías semianalíticas, tal y como lo muestra la 

metodología propuesta por Paterson (1970), la cual en escencia es una aproximación del 

problema de difusión-reacción no isotérmico original; la aproximación está basada en la 

concepción de una zona en la pastilla catalítica en la que la concentración del reactante se 

agota y la temperatura permanece constante; a dicha zona se le ha denominado por los 

autores como la "zona efectiva de reacción". Es importante mencionar que la suposición 

sólo es válida para reacciones donde existe muy alta reactividad, y en partícular cuando la 

reacción es altamente exotérmica y en algunas situaciones cuando es medianamente 

exotérmica.  

 

La metodología para solucionar el problema de difusión-reacción planteado, y 

obtener el Factor de efectividad, consiste en proponer una función polinomial como 

solución para el perfil de la temperatura (de acuerdo a el conocimiento de la física del 

problema), la cual está en términos de polinomios de Jacobi y tiene parámetros 

ajustables; además se sustituye la expresión de la solución propuesta y otras 2 relaciones 

más en el balance de materia; las dos expresiones se obtienen al combinar la expresión 

para la solución y las condiciones de fronteras junto con la expresión del balance de 

materia. Después se resuelve la expresión obtenida mediante la técnica de colocación 

ortogonal. Cuando la solución propuesta contiene un sólo parámetro y se ocupa un solo 

punto de colocación, la mencionada metodología proporciona resultados con un buen 

acuerdo en un amplio número de casos. Para esta situación, la solución al problema de 
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difusión reacción es una expresión algebráica; pero aún en este caso, la integración 

involucrada en la evaluación del Factor de efectividad tiene que realizarse en forma 

numérica. Si es requerido un mayor número de puntos de colocación, el problema se 

convierte en resolver un sistema de "n" ecuaciones algebráicas no lineales con "n" 

incógnitas, muy parecido al planteado por Villadsen y Stewart (1967), para el problema 

númérico completo. De hecho, cuando no se presenta agotamiento del reactivo, la 

aproximación hecha por Petersen y col. no es válida y sugieren reguir el procedimiento 

realizado por Villadsen y Stewart. 

 

Los mejores resultados obtenidos por Petersen se dan cuando la cinética es de 

primer orden o de  orden cero y la metodología que proponen es capaz de predecir 

multiplicidad de estados estacionarios. Sin embargo, requiere algún tipo de solución 

numérica, aún en los casos más sencillos, y sólo es válida para reacciones de gran 

reactividad  y altamente exotérmicas; además se basa en la proposición de una solución 

en términos de polinomios de Jacobi y contiene parámetros de ajuste, dicha solución 

parece no tener ningún significado físico real; y lo más importante, es que en gran 

número de problemas, la metodología no simplifica de manera apreciable la forma de 

obtener el Factor de efectividad como para emplearla en vez obtener desde el principio, el 

Factor de efectividad numéricamente, de forma completa y sin simplificaciones; en este 

sentido, parece ser mejor, obtener desde el principio el Factor de efectividad No-

isotérmico, mediante la solución numérica del problema completo (sin simplificación 

alguna). 

 

Por otro lado, en el trabajo de Hlaváček V. y Marek M. (1967), se muestra una 

forma de obtener el factor de efectividad no isotérmico de forma aproximada, la cual es 

totalmente analítica; para llevar a cabo lo anterior, se realiza una aproximación en 

terminos de series de Maclaurin del termino exponencial de la expresión de reacción, esto 

es: 

 

1
e e

θ
θ

γ θ

 
 
 + 
  =  

( )1 14.  
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La mencionada aproximación está justificada para valores bajos de la 
concentración adimensional  o en los casos en que 1 θ

γ? . 
 

 Por otro lado, cuando la concentración en la partícula catalítica es muy cercana a 

cero (el reactante está de agotarse), el término exponencial de la expresión de reacción, se 

puede expandir en series de Taylor  en los alrededores del punto donde ( )0 Maxθ θ= ; y sí 

se desprecian los términos mayores de la serie, se obtiene la siguiente aproximación: 

 

( )21 1 1e e

θ γβ θ γβ
θ β βγ

     − + +  + +   =  
( )1 15.  

 
Con las aproximaciones anteriores, se obtienen los siguentes problemas a resolver: 

 

( )
2

2  expd a d
dx x dx

θ θ δ θ+ = ±  ( )1 16. a
 

 
y 

 

( )
2

2  expd a d
dx x dx

λΩ Ω
+ = ± Ω  ( )1 16. b

 
 

donde  

 
2δ γ β= Φ  

( )21
θ γβ

β
−

Ω =
+

 

( )2 exp
11

δ γβλ
ββ

 
=  ++  

 

( )1.17  

 

Hlaváček y Marek muestran una solución analítica a las expresiones (1.16a) y 

(1.16b): 

 
( )ln 2 lnA Cosh C Dxθ = − ±  ( )1.18  
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donde 

 

2
AD δ =  

 
 

( )1.18  

 

Sin embargo, esta metodología no es general y sólo es aplicable para el caso en 

que la cinética es de orden cero, cuando con las aproximaciones Ecs. (1.14) y (1.15) se 

puede escribir el balance de calor en la forma de las Ecs. (1.16a) y (1.16b); por lo que 

para el caso de cinéticas diferentes, las expresiones correspondientes a las Ecs.  (1.16a) y 

(1.16b) podrían no tener solución analítica. 

 

Por lo tanto, los resultados mostrados por Hlaváček y Marek, si bien,  tienen gran 

concordancia con los obtenidos de solucionar el problema completo, e inclusive es capaz 

de predecir multiplicidad de estados estacionarios; dicha metodología, está restringida a 

cuando la expresión de velocidad de reacción es independiente de la concentración (orden 

de reacción cero). 

 

También Petersen (1962) ha trabajado al respecto, en su trabajo, desarrolló una 

solución asintótica del problema válida a valores grandes del módulo de Thiele.  

 

El procedimiento para obtener la mencionada solución, consiste es escribir el 

balance de masa: 

 

( )2
2

1 0i
i p i i
dPd R D S P

R dR dR
ρ  − ℜ = 

 
 ( )1.19  

 

en la  forma siguiente: 

 

( ) ( )
2

2 2 ´́
2

2 0
1 / i

d dh h h
d h d

ψ ψ ψ
ξ ξ ξ

 
− − ℜ =  − 

 
( )1.20a  

 

donde 
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( ) ( )
( )

( )

0

0
´

´́
´

´

0

i

is

i i
i

i is

p i is

i is

P
P
R R

R
P
P

S P
h R

D P

h

ψ

ω

ψ

ρ

ξ ω

≡

−
=

ℜ
ℜ ≡

ℜ

 ℜ
≡  

  
=

 

( )1.20b  

 

Es aquí donde se realiza la aproximación, se puede despreciar el término segundo 

de la Ec. (1.20a), debido a que se acota el problema a valores altos de h; por lo que el 

problema de valores a la frontera se puede escribir como: 

 

( )
2

´́
2 0i

d
d

ψ ψ
ξ

− ℜ =  
( )1.21a  

 
  0                    1

  1                    0;   0

En
dEn
d

ξ ψ
ψξ ψ
ξ

= =

= = =
 

( )1.21b  

 
Por otra parte realizando las siguientes definiciones: 

 
dp
d
ψ
ξ

=  

de donde 
2

2

dp dp
d d

ψ
ψ ξ

=  

( )1.22  

 
La Ec. (1.21a) puede integrarse en una ocación, esto es: 

 

( )
1/ 21

´́

00

2 i
d d
d ξ

ψ ψ ψ
ξ =

  
= ℜ  

   
∫  ( )1.23  

 

a partir de la expresión anterior, se puede obtener el factor de efectividad, esto es: 
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( )
( )

2
0 0

2 ´3
040

4 /3 i x

p i is

R D dP dxd
h d R S Pξ

πψη
ξ π ρ

=

=

 
= = −  ℜ 

 ( )1.24  

 
En el camino de resolver la Ec. (1.23) es necesario realizar la siguiente 

aproximación: 

 

( )exp exp 1E E v
RT RT
∆ ∆   − − −   

   
:  ( )1.25  

 
donde 

 
f

f

T T
v

T
−

=  
( )1.26  

 
y si además, la temperatura de referencia es sT , entonces se obtiene: 

 
( ) ( ) ( )exp expi s isK f Pδ δψ ψℜ = −  ( )1.27a

 
 

donde 
 

( )( )

0

2

exps
s s

i i is

g s

i
i

is

EK K
R T

E H D P
R T

P
P

δ

ψ

 
= − 

 
∆ −∆

=

≡

 ( )1.27b
 

 
Además, sí se restringe la discusión a expresiones cinéticas, donde: 
 

( ) ( )n
is isf P Pψ ψ=  ( )1.28  

 
entonces 

 

( ) ( )
2

2
2 exp exp 0ni

i i
d h
d

ψ δ δψ ψ
ω

− − =  
( )1.29a
 

 
donde 
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0

0

1

0

n
p s is

i

R R
R

S P
h R

D

ω

ρ κ −

−
≡

 
≡   

 

 

( )1.29b
 

 
Las condiciones de frontera son: 
 

0;         1
1;         0

y               0

i

i

id
d

ω ψ
ω ψ

ψ
ω

= =
= =

=

 
( )1.30  

 
Cuando 1n = , se obtiene: 
 

( ) ( )( ){ }1/ 22 exp / 2
1 exp 1i

i i

hd
d

δψ δψ δψ
ω δ

= − − +  
( )1.31  

 
Desarrollando la segunda integración y satisfaciendo la condición de frontera 

restante: 
 

( )( )
( )( )

1

1/ 2
0

2 exp / 2 1
1 exp 1

dx h w
x x

δψ

δ= −
− +  

∫  
( )1.32  

 
La velocidad de reacción puede obtenerse directamente de la Ec. (1.23), ya que 

/d dwψ  puede ser calculado, debido a que se conoce ( )0iψ . 
 
de esta forma: 
 

( ) ( )( ){ }1/ 2

0

2 exp / 2
1 exp 1i hd

dw
δψ δ δ

δ
  = − − + 
 

 
( )1.33  

 
de acuerdo a lo anterior, el factor de efectividad para una cinética de 1° orden es: 
 

( ) ( )( ){ }1/ 23 2 exp / 2
1 exp 1 ;       para todo  0

h
δ

η δ δ δ
δ

= − − + >  
( )1.34  

 
Una expresión similar, para una cinética de 2° orden es: 

( ) ( )( ){ }1/ 23 2 exp / 2
1 exp 1 ;       para todo  0

h
δ

η δ δ δ
δ

= − − + >  
( )1.34  
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Sin embargo, los resultados de esta metodología solo pueden usarse en los casos 

en que rigorosamente existen valores altos de h; en este sentido, los valores de h son tales 

que los factores de efectividad no isotérmicos que pueden ser predichos, no reproducen 

adecuadamente, sino hasta la zona posterior a la zona de multiplicidad de estados 

estacionarios. 

 
En estos sentidos, la metodología de Marroquín y col. y su extensión a Factores de 

efectividad No-isotérmicos podría representar una opción totalmente analítica en la 

evaluación de Factores de efectividad No-isotérmicos.  

 

En general, se ha observado que los resultados de la metodología de Marroquín en 

los problemas estudiados por Morales y col. y los estudiados por el mismo Marroquín y 

col., sugieren posible extensión de la metodología en cuestión a problemas No-

isotérmicos. Además, la posibilidad de implementar una metodología totalmente analítica 

y lo que ello implica; lo anterior, respecto a el mejor manejo y comprensión del problema 

en estudio que permite una expresión analítica, respecto a una solución numérica y por 

último la posibilidad de que se presenten problemas de estabilidad y rigidez numérica, asi 

como el consumo de tiempo en la solución numérica de un problema como el 

mencionado; son motivantes suficientes para realizar el análisis pertinente con fin de 

determinar las posibilidades del método de Marroquín en cuanto a su aplicabilidad a 

sistemas de difusión reacción en sistemas No-isotérmicos. 

 

En este trabajo se pretende desarrollar un método para la evaluación de Factores 

de efectividad No-isotérmicos, basado en una aproximación similar a la desarrollada por 

Marroquín y col. (1998,1999); en cuanto a una linealización de la expresión de velocidad 

de reacción mediante una serie de Taylor truncada. 
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Objetivo, alcances y definición del problema 

OBJETIVOS Y ALCANCES DE LA INVESTIGACIÓN 

 

 

• Extender la metodología de linealización de Marroquín y col. (1998, 1999) a 

la obtención aproximada de Factores de efectividad No-isotérmicos para el 

caso en que una reacción química tiene lugar en una pastilla catalítica porosa y 

cuya expresión de velocidad sea no lineal. 

 

• Determinar los alcances de la metodología de linealización para predecir 

aceptablemente el Factor de efectividad No-isotérmico. 

 

 
 

 
DEFINICIÓN DEL PROBLEMA 
 
 

Estimar de forma aproximada el Factor de efectividad No-isotérmico de una 

partícula catalítica porosa por medio la implementación de la técnica de linealización del 

término de velocidad de reacción propuesto por Marroquín y col. (1998, 1999). En la 

partícula no es necesario considerar resistencias externas a la transferencia de masa y 

calor, tiene lugar una reacción cuya expresión para la velocidad de reacción es no lineal, 

tanto en la temperatura como en la concentración, y la cual puede ser expresada en 

términos de potencias del componente reactante; se considera, no existen resistencias 

externas a la transferencia de masa y calor. Por último, es importante mencionar, que no 

se contempla el efecto de la desactivación del catalizador en la predicción del Factor de 

efectividad.  
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Planteamiento del problema 

CAPÍTULO II 
 

 
PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

 

Se considera el problema de determinar el Factor de efectividad de una pastilla 

catalítica porosa en la cual no es necesario considerar las resistencias externas al 

transporte de calor y de masa, pero donde sí son de importancia significativa los 

problemas difusionales de masa y calor al interior de la partícula. Además se supone que 

en la partícula, se lleva a cabo una reacción química con la siguiente estequiometría: 

 
A BA Bν ν→  ( )2.1  

 
donde los iν  representan al respectivo coeficiente estequiométrico ( ),i A B= . Por otro 

lado se considera que para la reacción química (Ec. 2.1), la velocidad de reacción puede 

expresarse en términos de la ley de potencias de la concentración del reactante, es decir: 

 
 m

A Ar k C=  
 

( )2.2a
 

donde  

0

a

g

E
R Tk A e
−

=  
( )2.2b  

 
y aE  es la denominada Energía de Activación. 

 
Las ecuaciones que describen el sistema de estudio son, por un lado el balance de 

masa y calor, las cuales se expresan de la forma siguiente: 

 
1 ( , )A

eA A A s
dCdD r r C T

dr drr
α

α ρ
   =  

  
 ( )2.3  

( )1 ( , )e A A s
d dTr H r C T
dr drr

α
αλ ρ  − = −∆  

  

 

( )2.4  
 
y por el otro, las condiciones de frontera a las que están sujetas las Ecs. (2.3) y (2.4):
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Adimensionalización 

En el centro de la partícula ( 0r = ), existe la continuidad del campo o la condición 

de simetría según sea el caso:  
 

0AdC
dr

=  o AC  está definida ( )2.5  

0dT
dr

=  o T  está definida ( )2.6  
 
y en la superficie de la partícula ( r R= ) no existen resistencias externas a la 

transferencia de masa y calor, es decir la temperatura y la concentración son muy 

cercanas a las del seno del fluido, y se consideran conocidas: 
 

fA A A s
C C C≅ ≅

 

( )2.7  
f sT T T≅ ≅

 ( )2.8
 

 

ADIMENSIONALIZACIÓN 

 
 

Una vez establecidas las ecuaciones que modelan el sistema de interés Ecs. (2.3) a 

(2.8), es conveniente expresar dichas ecuaciones en forma adimensional1 y para ello se 

proponen las siguientes variables adimensionales: 

 

; ; ;A A
A

As s A s

C rT ru
C T R r

θ ξ= = = ℜ =
 

( )2.9
 

 
Por lo que se puede llegar de manera fácil al sistema de ecuaciones 

adimensionales siguientes: 

 

Balance de materia y energía adimensionales: 

 
21

A
d du

d d
α

α ξ φ
ξ ξξ

  
= ℜ  

    
( )2.10

 

1 Ver detalles en el apéndice A. 
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Parámetros 

21
A

d d
d d

α
α

θξ βφ
ξ ξξ

  
= − ℜ  

  

 

( )2.11
 

 
Condiciones de frontera adimensionales 

 
En 0ξ =   

 

0 o udu
dξ

=  es finita ( )2.12  

0 o ud
d
θ
ξ

=  es finita ( )2.13  

 
En 1ξ =  

 
1u =
 

( )2.14
 

1θ =
 

( )2.15
 

 

DEFINICIÓN DE PARÁMETROS 

 

En las expresiones anteriores, se ha hecho uso de la definición de los siguientes 

parámetros: 
 

Módulo de Thiele 

 
2

2 A ss

eA As

R r
D C

ρ
φ =

 
( )2.16

 
 
Incremento adimensional adiabático de temperatura (Froment, 1979):  

 
( ) eA As

e s

H D C
T

β
λ

−∆
=

 
( )2.17
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Parámetros 

Número de Arrhenius 

 
a

g s

E
R T

γ =
 

( )2.18
 

 
en donde H∆−  es el calor de reacción y el subíndice “s” indica que la cantidad está 

evaluada a las condiciones de la superficie externa de la partícula catalítica. 

 
 

RELACIÓN ENTRE CONCENTRACIÓN Y TEMPERATURA 

 
 

Las ecuaciones que expresan el balance adimensional de masa y calor, 

representadas por las Ecs. (2.10) y (2.11), están acopladas mediante el término de 

reacción, por lo que deben ser resueltas de manera simultanea. Sin embargo es 

conveniente obtener una relación entre la concentración y la temperatura adimensionales 

con el fin de solucionar sólo alguna de las ecuaciones diferenciales (Froment, 1979 y 

Carberry, 1976). En este sentido es posible obtener alguna información al respecto, sin 

necesidad de solucionar completamente el problema2; para ello es necesario eliminar el 

término de reacción entre las Ecs. (2.10) y (2.11), lo anterior se realiza mediante la 

multiplicación de la Ec. (2.11) por ( )1 β  y sumando la ecuación resultante a la Ec. 

(2.10). Por lo que fácilmente se llega a: 

 

( )1 0
d ud

d d
α

α

θ
β

ξ
ξ ξ ξ

   +      =  
      

 
( )92.1  

2 Ver detalles en apéndice B 

 
efectuando dos integraciones consecutivas y aplicando las condiciones de frontera en 

0ξ =  y 1ξ = ,es posible llegar a la relación  deseada entre temperatura y concentración 

adimensionales (Froment, 1979): 

( ) ( )11 1 0u θ
β

− + − =
 

( )202. a
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Linealización  

 
o en la forma: 

 
( )1 1 uθ β= + −

 
( )202. b
 

 
Haciendo uso de la Ec. (2.20b), se puede rescribir el término de reacción de las 

Ecs. (2.10) y (2.11) en términos de una sola variable, es decir: 

 
( ) [ ]{ }exp 1 1 ( 1)m

A u u uβγ βℜ = − − − −
 

( )2.21
 

 
 
LINEALIZACIÓN DEL TÉRMINO DE REACCIÓN  

 

Es de nuestro interés implementar la metodología de Marroquín y col. (1998, 

1999) para la obtención de Factores de efectividad No-isotérmico y como se ha 

mencionado con anterioridad se requiere realizar la linealización del término de velocidad 

de reacción en dicha metodología. Esta linealización está basada en una expansión en 

series de Taylor alrededor de las condiciones de la superficie, esto es: 

 

( ) ( )
2

2
2

ˆ ...A A
A A s ss

s s

d du u u u
du du

 ℜ ℜ ℜ = ℜ + − + − +  
     

( )2.22
 

 
La serie es truncada hasta su segundo término; por lo que sustituyendo la expresión 

exacta para la velocidad de reacción por la expresión aproximada3, la Ec. (2.10) puede 

rescribirse como: 

( )( )( )21 1 1d du m u
d d

α
α ξ φ γβ

ξ ξξ
  

= + − −  
    

( )2.23a
 

 
además si se introduce la definición: 

 
2 2 2 1A A A

ss s s

d d ddu
d du d du

ψ φ φ φ
θ θ β

 ℜ ℜ ℜ      = − = − =                 
( )2.23b

 

3 Ver detalles en el Apéndice C 
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Linealización  

 
por lo que: 

 
( )βγφβψ −= m2

 ( )2.24a
 

 
o bien, 

 
2 mψ φ γ

β
 

= − 
   

( )2.24b
 

 
que es el denominado Módulo de Thiele modificado, parámetro en donde recae el efecto 

de la no-linealidad de la velocidad de reacción tanto en la temperatura como en la 

concentración. Por lo tanto se obtiene la siguiente ecuación: 

 
21 d du u

d d
α

α ξ βψ φ βψ
ξ ξξ

  
− = −  

    
( )2.25

 
 
Cuyas condiciones de frontera a satisfacer son:  

 

En 0ξ =  
 

0du
dξ

=  o  u es finito
 

( )2.12
 

 

En 1ξ =

 
1u =
 ( )2.14

 
 

 

 

SOLUCIÓN DEL PROBLEMA LINEALIZADO 
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Solución del problema lineal 

La solución general para el problema anterior Ecs. (2.25), (2.12) y (2.14), se 

obtiene mediante la obtención de la solución del problema homogéneo asociado al 

problema original y la obtención de una solución particular, es decir: 

 
c pu u u= +

 

( )62.2  

 

SOLUCIÓN AL PROBLEMA HOMOGÉNEO 

 

Comencemos por obtener la solución al problema homogéneo cu , para ello se 

debe resolver la ecuación diferencial homogénea siguiente: 

 
21 d du u

d d
α

α ξ βψ φ βψ
ξ ξξ

  
− = −  

    
( )2.27
 

 
En el proceso de solución de la ecuación anterior, es conveniente definir el 

siguiente parámetro: 

 
2λ βψ= −

 
( )2.28a
 

 
por lo que: 
 

2

2

  si 0
  si 0

λ βψ βψ

λ βψ βψ

= − − >

= − <  
( )2.28b

 
 

Dada la definición anterior, es fácil percibir que existen dos formas para la Ec. 

(2.25); las formas que presenta la Ec. (2.25) y su respectiva solución, para el caso de 

coordenadas cartesianas ( )0α = , son: 

 
 
 

• 2   si 0λ βψ βψ= − − >  
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Solución del problema lineal 

2
2

2 0d u u
d

λ
ξ

   + =  
     

( )2.29a
 

 
cuya solución analítica (Ochoa, 2001) es: 

 
( ) ( )cu ASen BCosλξ λξ= +

 
( )2.29b

 
 

• 2 ´ 0oλ βψ βψ= − <  

 
2

2
2 0d u u

d
λ

ξ
   − =  
     

( )2.30a
 

 
y su solución es: 

 
( ) ( )cu ASenh BCoshλξ λξ= +

 
( )2.30b

 
 

De forma análoga pueden obtenerse las soluciones homogéneas para las 

geometrías cilíndricas y esféricas4, sin embargo, solo se presentarán los resultados para el 

caso de la geometría cartesiana. 

 

SOLUCIÓN PARTICULAR 

 

Es necesario ahora, con el fin de obtener la solución general, determinar la 

solución particular ( )pu  de la Ec. (2.25); lo anterior puede llevarse a cabo, a través del 

método de variación de parámetros (Ross, 1980), sin embargo en nuestro caso, se realizó 

por inspección del conjunto de ecuaciones, de donde se puede percatar que 

pu c constante= =  satisface la ecuación diferencial Ec. (2.25); y de donde se puede 

obtener: 

• 2 ´ 0oλ βψ βψ= − − >  

 

4 Ver apéndice D 
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Solución del problema lineal 

2
2 2 2

2

d c c
d

λ φ λ
ξ

+ = +
 

( )2.31a
 

 
2

1pu c φ
λ

 = = + 
   

( )2.31b
 

 

• 2 ´ 0oλ βψ βψ= − <  

 
2

2 2 2
2

d c c
d

λ φ λ
ξ

− = −
 

( )2.32a
 

 
2

1pu c φ
λ

 = = −  
   

( )2.32b
 

 
 

SOLUCIÓN GENERAL DEL PROBLEMA LINEALIZADO 

 

 
De esta forma, las soluciones generales para la ecuación diferencial expresada por 

la Ec. (2.25) son: 

 

• 
2 ´ 0oλ βψ βψ= − − >  

 

( ) ( )
2

1 1 1u A Sen B Cos φλξ λξ
λ

 = + + + 
   

( )2.33
 

 

• 
2 ´ 0oλ βψ βψ= − <  

 

( ) ( )
2

2 2 1u A Senh B Cosh φλξ λξ
λ

 = + + −  
   

( )2.34
 

A esta altura sólo se requiere determinar las constantes presentes en (2.33) y 

(2.34), que son soluciones a la Ec. (2.25); para ello se obliga a las Ecs. (2.33) y (2.34) a 

satisfacer las condiciones de frontera expresadas por las Ecs. (2.12) y (2.14), esto es:  
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Solución del problema lineal 

Para el caso: 
 

• 
2 ´ 0oλ βψ βψ= − − >  

 
En 0ξ =  

 

( )( ) ( )( )1 1
0

0 0 0du A Cos B Sen
d ξ

λ λ λ λ
ξ =

= − =
 

( )2.35a
 

 
de donde 0A = , y por lo tanto: 

 

( )
2

1 1u B Cos φλξ
λ

 = + + 
   

( )2.35b
 

 
En 1ξ =  

 

( )
2

11
1 1u B Cos

ξ

φλ
λ=

 = + + = 
   

( )2.35c
 

 
de donde: 

 

( )

21B
Cos

φ
λ λ

 = −  
   

( )2.35d
 

 
Para el caso: 
 

• 
2 ´ 0oλ βψ βψ= − <  

 
En 0ξ =  

 

( )( ) ( )( )
0

0 0 0du A Cosh B Senh
d ξ

λ λ λ λ
ξ =

= + =
 

( )2.36a
 

de donde 0A = , y por lo tanto: 

 

( )
2

1u BCosh φλξ
λ

 = + −  
   

( )2.36b
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Solución del problema lineal 

 
En 1ξ =  
 

( )
2

1
1 1u BCosh

ξ

φλ
λ=

 = + − = 
   

( )2.36c
 

 
de donde: 

 

( )

2
01B

Cosh
φ

λ λ
 =  
 

 

( )2.36d
 

 
De esta forma, las soluciones generales para la Ec. (2.25), sujeta a las condiciones 

de frontera expresadas por las Ecs. (2.12) y (2.14), son las siguientes: 

 

Para el caso: 
 

• 2 ´ 0oλ βψ βψ= − − >  

  
( )
( )

2 2

1
Cos

u
Cos

λξ φ φ
λ λ λ

   = − + +   
     

( )2.37a
 

 
o bien: 

 
( )
( )

2

1 1
Cos

u
Cos

λξφ
λ λ

   = − +  
      

( )2.37b
 

 
Para el caso: 
 

• 
2 ´ 0oλ βψ βψ= − <  

 
( )
( )

2 2

1
Cosh

u
Cosh

λξφ φ
λ λ λ

   = + −   
     

( )2.38a
 

ó 
 

( )
( )

2

1 1
Cosh

u
Cosh

λξφ
λ λ

   = − +  
      

( )2.38b
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Solución del problema lineal 

Las Ecs. (2.37b) y (2.38b) proporcionan el perfil adimensional de concentración 

( )u  a lo largo de la pastilla catalítica; y la Ec. (2.20b), expresión que relaciona a la 

temperatura con la concentración, junto con las Ecs. (2.37b) y (2.38b), nos permite 

determinar los perfiles adimensionales de temperatura ( )θ . 

 

A continuación se presentan gráficas que muestran el comportamiento del perfil 

de concentración ( )u , de acuerdo a las Ecs. (2.32) y (2.33). La primera figura 

corresponde a una reacción exotérmica ( )0βψ− > , y la segunda a una reacción 

endotérmica ( )0βψ− < . Ambas (Fig. 1 y 2) corresponden a una expresión de velocidad 

de reacción de primer orden respecto al reactante ( )1m = , la pastilla catalítica es una 

placa ( )0α =  y en ambas el valor para el parámetro 10γ = . 
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Solución del problema lineal 
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Figura: 1. Perfil de concentración adimensional ( )u  a lo largo de la mitad del espesor 

( )ξ  de una placa catalítica porosa, donde tiene lugar una reacción exotérmica de primer 

orden ( )1m =  y donde se tiene los siguientes valores de parámetros 10γ =  y 0.101β = . 
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Solución del problema lineal 
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Figura: 2. Perfil de concentración adimensional ( )u  a lo largo de la mitad del espesor 

( )ξ  de una placa catalítica porosa, donde tiene lugar una reacción endotérmica de primer 

orden ( )1m =  y donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ =  y 0.4β = −  
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Solución del problema lineal 

Como puede apreciarse en la Fig. 1 para la reacción exotérmica , la concentración 

del compuesto reactante se consume más rápidamente que la concentración para la 

reacción endotérmica  (Fig. 2). Este hecho es razonable, debido a que, la rapidez de 

reacción depende exponencialmente de la temperatura, y a que como consecuencia de 

ello la velocidad de reacción es mayor a medida que se incrementa la temperatura. 

Además este suceso está relacionado directamente con la liberación de energía que toma 

lugar en las reacciones exotérmicas, ya que si se libera energía de manera muy rápida 

(respecto al tiempo característico de conducción de calor intrapartícula), esta tiende a 

acumularse y a generar un incremento de temperatura. Cabe aclarar que cuando nos 

referimos a que se libera energía de manera muy rápida, nos referimos a que el tiempo 

característico de generación de calor mediante la reacción es menor al tiepo característico 

con el se difunde el calor a través de la partícula. 

 

Sin embargo, como puede apreciarse en la Fig. 1,  la concentración del reactante 

para la reacción (Ec. 2.33); en la serie con φ = 1.6  llega a tomar valores negativos para 

ciertos valores del módulo de Thiele ( )φ  y este hecho carece de sentido físico (línea 

puntuada Fig. (1) en la serie donde φ = 1.9). 

 

Como ya fue mencionado anteriormente, es posible también obtener los perfiles 

adimensionales de temperatura, las Figs. 3 y 4 muestran el comportamiento del perfil de 

temperatura  en relación al parámetro denominado módulo de Thiele ( )φ , estas figuras 

corresponden a los mismos casos estudiados en la representación del perfil de 

concentración de Figs. 1 y 2. 
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Solución del problema lineal 
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Figura: 3. Perfil de temperatura adimensional ( )θ  a lo largo del medio grosor ( )ξ  de 

una placa catalítica porosa, para una reacción exotérmica de primer orden ( )1m = , donde 
se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ =  y 0.101β = . 
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Solución del problema lineal 
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Figura: 4. Perfil de temperatura adimensional ( )θ  a lo largo del medio de grosor ( )ξ  

de una placa catalítica porosa, para una reacción endotérmica de primer orden ( )1m = , 
donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ =  y 0.4β = − . 
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Solución del problema lineal 

Es importante mencionar que valores para los parámetros  (β, φ, γ  y m) tales que 

0βψ− >  ; representan una reacción exotérmica, mientras que valores tales que 0βψ− <  

una reacción endotérmica. Además es importante comentar que 0.101β =  es un valor 

relativamente cercano al estado de isotermicidad, el cual se ha encontrado en 0.1β = , 

para la combinación de parámetros que se ha manejando. 
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Discusión y resultados 

CAPÍTULO III 
 
 
DISCUSIÓN Y RESULTADOS 
 
 

DEFINICIÓN DEL FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO.  

 
 

Una vez obtenida la expresión adimensional para la concentración, proveniente de 

solucionar el problema definido por las Ecs. (2.25), (2.12) y (2.14), es posible estimar el 

Factor de efectividad No-isotérmico. El Factor de efectividad ha sido definido como 

sigue: 

 

( )

( )

( )
( )

1p

p

p

A

v A

p A svA s

v

r u dV
r u

dV
v r ur u dV

η = = ∴
∫

∫∫  
( )3.1a

 

 
que en términos de las variables adimensionales, toma la forma: 
 

( )1

p

A
p

v

u dV
v

η = ℜ∫  
( )3.1b

 
 

 

OBTENCIÓN APROXIMADA DEL FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO. 

 
 
Para evaluar de manera analítica el Factor de efectividad No-isotérmico, es 

necesario sustituir la expresión para la concentración adimensional (Ecs. (2.37b) ó 

(2.38b) ) en la expresión adimensional linealizada para la velocidad de reacción ( Ec. 

(2.22) ) e integrar en el volumen la expresión resultante (Ec. 3.22). Existe otro camino 

para obtener el Factor de efectividad, que consiste expresar el Factor de efectividad en 

términos de derivadas de la expresión para la concentración, obtenida de solucionar el 

problema aproximado descrito por las Ecs. (2.25), (2.12) y (2.14).  
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( )21 1d du u
d d

α
α ξ φ βψ

ξ ξ ξ
  

= + −  
    

( )2.23
 

 
Para llevar acabo lo mencionado anteriormente hay que observar que el término 

derecho de la ecuación anterior, es la velocidad de reacción adimensional lineal, y 

posteriormente integrar la ecuación diferencial Ec. (2.25) desde 0=ξ  hasta 1=ξ , esto 

es: 

 

ξξ
ξ

ξ
ξ

ξ

α
ξ

ξ

α d
d
dud A∫∫

=

=

=

=

ℜ=






 1

0

1

0

ˆ
 

( )3.2a  

 
Posteriormente se completa la integral de volumen y se multiplica por ( )1 pv  a la 

expresión resultante para obtener la definición del Factor de efectividad No-isotérmico 

expresada por la Ec. (3.1b). 

 
1 1

0 0

1 1
A

p pA A

dud dA d dA
v v d

ξ ξ
α α

ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ

= =

= =

   ℜ =   
   

∫ ∫ ∫ ∫
 

( )3.2b  

 
de esta forma se ha obtenido la expresión para evaluar el Factor de efectividad No-

isotérmico en términos de derivadas de la concentración (el flujo en la superficie): 

 
1

0 1

1 1

p pA A

du dud dA dA
v d v d

ξ
α α

ξ ξ

ξ ξ
ξ ξ

=

= =

        =      
         

∫ ∫ ∫
 

( )3.2c  

 
y comparando con la Ec. (3.1b), se obtiene 

 

1

1

p A

du dA
v d ξ

η
ξ =

   =   
   

∫
 

( )3.3
 

 
Para el caso particular de coordenadas cartesianas ( )0=α  la Ec. (3.3) toma la 

siguiente forma: 

 

1

du
d ξ

η
ξ =

 
=  

   
( )3.4
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Es posible obtener también las expresiones para las geometrías cilíndrica y 

esférica. 

 
 

APARICIÓN DE UNA ZONA MUERTA EN LA PASTILLA CATALÍTICA. 

 
 
Por otra parte, el perfil de concentración adimensional del compuesto reactante 

(u) expresado por las Ecs. (2.37b) y (2.38b), y cuya obtención proviene de solucionar el 

problema aproximado representado por las Ecs. (2.25), (2.12) y (2.14); ha presentado 

valores negativos para algunas combinaciones de los parámetros involucrados ( )γβφ ,, , 

tal y como se muestra en la Fig. (1). La existencia de valores negativos para la 

concentración del compuesto reactante carece de sentido físico, este hecho tiene una 

repercusión directa sobre la evaluación del Factor de efectividad No-isotérmico 

aproximado. Ahora bien, en la expresión utilizada para evaluar el Factor de efectividad 

aproximado Ec. (3.1b), no existe forma alguna de distinción entre los valores de 

concentración que tienen significado físico de los que no lo tienen. 

 

RADIO CRÍTICO. 

 
La existencia de valores negativos de la concentración del compuesto reactante 

han provocado la necesidad de obtener una expresión para el Factor de efectividad en la 

cual se tome en cuenta la posible existencia de una zona muerta (u = 0) al interior de la 

partícula, y en consecuencia la determinación del lugar preciso donde tiene lugar dicho 

fenómeno ( )cξ . 

 

CORRECCIÓN DEL FACTOR DE EFECTIVIDAD. 

 

La evaluación del Factor de efectividad se realizará en la zona de la pastilla 

catalítica en la cual se tengan valores significativos de la concentración (valores 
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positivos). Para llevar a cabo lo anterior, se considera que la concentración del compuesto 

reactante se hace igual a cero desde el punto al que se ha denominado como radio crítico 

( )cξ  y hasta el centro de la partícula ( )0=ξ ; lo que trae como consecuencia que la 

velocidad de reacción sea cero también en el mismo intervalo Ec. (2.21). Por 

consiguiente, no hay contribución de la integral que define a el Factor de efectividad  Ec. 

(3.1b)  en el intervalo antes mencionado. Es decir, solo es necesario integrar en el 

intervalo donde hay contribución de la velocidad de reacción esto es desde la superficie 

de la pastilla 1ξ =  y hasta el radio crítico cξ ξ=  (García-Ochoa, 1988 ).  

 

En consecuencia, el Factor de efectividad se toma la forma: 

 
11 ˆ
c

A
p A

d dA
v

ξ
α

ξ ξ

η ξ ξ
=

=

= ℜ∫ ∫
 

( )3.5
 

 
de manera similar a lo ya realizado se integra la Ec. (2.25), solo que ahora, en el intervalo 

de integración cξξ ≤≤1 . 

 

∫∫
=

=

=

=

ℜ=






 11 ξ

ξξ

α
ξ

ξξ

α ξξ
ξ

ξ
cc

d
d
dud A

 
( )3.6a

 
 

y completando la integral en el volumen y posteriormente multiplicando por ( )1 pv  se 

obtiene la expresión que nos permite evaluar el Factor de efectividad No-isotérmico: 

 
1 11 1ˆ
c c

A
p pA A

dud dA d dA
v v d

ξ ξ
α

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ
ξ

= =

= =

 
ℜ =  

 
∫ ∫ ∫ ∫

 
( )3.6a

 
 

1

1

cp A

du du dA
v d d

α

ξ ξ ξ

η ξ
ξ ξ= =

     = −    
     

∫
 

( )3.7
 

 
Para el caso particular de coordenadas cartesianas ( )0=α . 
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c
d
du

d
du

ξξξ ξξ
η

==








−








=

1  
( )3.8

 

EXPRESIONES EXPLÍCITAS PARA EL FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-

ISOTÉRMICO. 

 
 

El Factor de efectividad No-isotérmico en coordenadas cartesianas, se obtienen 

por la sustitución de las Ecs. (2.37b) y (2.38b)  ó en la Ec. (3.8), por lo que: 

 
• βψλ −=2  o 0>− βψ  

 

( ) ( )
( ) 








−






=

λ
λξ

λ
λ
φη

Cos
SenTan c

2

 
( )3.9

 

 
Cuando la concentración del compuesto reactante es tal que 0≥u  a lo largo  de 

toda la partícula, entonces  0=cξ ; en este caso, la Ec. (3.9) toma la forma: 

 

( )λ
λ
φη Tan

2







=

 
( )3.10

 
 

 
• βψλ =2  o 0<− βψ  

 

( ) ( )
( ) 








−






=

λ
λξ

λ
λ
φη

Cosh
SenhTanh c

2

 
( )3.11

 
 

 
de la misma manera, sí 0=cξ , entonces la Ec. (3.9) toma la forma: 

 

( )λ
λ
φη Tanh

2







=

 
( )3.12

 
 

Es posible obtener también expresiones explícitas para el Factor de efectividad en 

coordenadas cilíndricas y esféricas, a través de un procedimiento similar, sin embargo  
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como se mencionó anteriormente, sólo se presentarán resultados para coordenadas 

cartesianas ( )0=α . 

 

A continuación se presenta en manera gráfica, una comparación entre los perfiles 

para la concentración adimensional con significado físico (Fig. 5), de aquellos que no lo 

tienen (Fig. 6). 
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Figura: 5. Perfil de concentración adimensional ( )u  a lo largo de la mitad del grosor de 

( )ξ  de una placa catalítica porosa, para una reacción exotérmica de primer orden 

( )0m = , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ =  y 0.101β = .} 
 

 46 



Discusión y resultados 

 

 

 

 

 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

2.5

φ = 1.6

 

 

Pe
rf

il 
de

 c
on

ce
nt

ra
ci

ón
 a

di
m

en
si

on
al

 (u
)

Longitud adimensional (ξ)

 

Figura: 6. Perfil de concentración adimensional ( )u  a lo largo de la mitad del grosor de 

( )ξ  de una placa catalítica porosa, para una reacción exotérmica de primer orden 

( )0m = , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ =  y 0.101β = . 
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DETERMINACIÓN DEL RADIO CRÍTICO. 

 

El radio crítico ( )cξ  que aparece en las ecuaciones Ecs. (3.9) y  (3.11) debe ser 

determinado con antelación para realizar la evaluación del Factor de  Efectividad  No-

isotérmico. La determinación del radio crítico cξ  puede realizarse considerando que  en 

este punto la concentración del compuesto reactante se agota ( )0u = , por consiguiente 

los valores de ξ  que hacen que las Ecs. (2.37b) y (2.38b) tomen el valor de cero, 

corresponden al radio crítico, esto es: 

 
• βψλ −=2  ó 0>− βψ  

 
( )
( ) 110

2

+








−





=

λ
λξ

λ
φ

Cos
Cos

 
( )3.13

 
 

• βψλ =2  ó 0<βψ  

 
( )
( ) 110

2

+








−





=

λ
λξ

λ
φ

Cosh
Cosh

 
( )3.14

 
 

Como puede observarse de las Ecs. (3.11) y (3.12), el valor del parámetro cξ  está 

determinado por su relación de los valores que toman  φ, γ  y β , es decir, de los 

parámetros que describen las características del sistema en estudio.  

 

La Fig. (7) representa el comportamiento típico del radio crítico ( )cξ  como 

función del módulo de Thiele ( )φ  para un determinado valor de los parámetros 

(β, γ, α  y µ)  . La Fig. (8) muestra la dependencia que tiene el radio crítico ( )cξ del 

parámetro que representa las características caloríficas del sistema ( )β .           
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Figura: 7. Radio crítico ( )cξ  como función del módulo de Thiele ( )φ , para una placa 
catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer orden 
( )0m = , donde 10γ =  y β  está indicado en la figura. 
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Figura: 8. Influencia del parámetro ( )β sobre el comportamiento del Radio crítico ( )cξ , 
para una placa catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer 
orden ( )0m = , donde 10γ =  y β  indicada en la figura. 
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Como puede apreciarse de la Fig. (7), los valores reales del radio crítico aparece 

en varios intervalos no continuos para los valores del módulo de Thiele (φ  ;  0.58 - 

1.015, 2.576 - 2.85, 4.4 - 4.65,…), en estos intervalos, la discontinuidad observada en la 

Fig. (7) implica raíces imaginarias de la Ec. (3.13). Por otra parte el radio crítico sólo 

tiene significado físico en el primer intervalo, donde se encuentran los valores más bajos 

del módulo de Thiele, y es donde se presentan valores que tiene significado físico para el 

radio crítico; en consecuencia sólo en este intervalo se obtienen comportamientos que 

cumplen las restricciones físicas del problema para el perfil de concentración y 

temperatura.  

 

Con el fin de detallar un poco mejor el comportamiento del radio crítico, 

centremos nuestra atención en la Fig. (8), y en particular sobre la serie donde 0.101β = . 

Como puede apreciarse, la forma de esta curva, en general tiene el mismo 

comportamiento que la curva correspondiente al primer intervalo de valores de φ  para las 

series donde 2.0β =  y 4.0  de la Fig. (8); ahora bien, como puede apreciarse, hay un 

intervalo para ( )0.0 1.4 ,φ φ = −  tal que, sólo hay valores imaginarios del radio crítico, 

lo que implica que no se agota el compuesto reactante para esa combinación de 

parámetros. Para el intervalo de valores del Módulo de Thiele de 1.4 10.0φ −;  (valores 

reales para cξ ) se puede observar que el valor del radio crítico se acerca de forma rápida 

hacia la superficie ( )1ξ =  a medida que el módulo de Thiele se incrementa. Esta curva 

sigue creciendo hasta valores de cξ  mayores a 1; lo que implicaría que la concentración 

del compuesto reactante es mayor en alguna parte al interior de la pastilla catalítica que la 

concentración en la superficie de la pastilla. 
 

Otra observación importante sobre el radio crítico es precisamente su 

comportamiento con respecto a la variación del parámetro β , en este sentido, se puede 

decir que en tanto que se incrementa el valor de β , el radio crítico presenta valores reales 

en un intervalo cada vez más corto de valores del módulo de Thiele. Lo que implica que 

el compuesto reactante se agota más rápidamente a medida que la reacción es más 

exotérmica.  

 51 



Discusión y resultados 

 

El comportamiento que presenta el radio crítico según lo muestra la Fig. (7) y (8), 

indica que sólo para un rango acotado de valores para los parámetros que describen el 

sistema de estudio, existe solución con sentido físico para el problema linealizado de 

difusión reacción en una pastilla catalítica no isotérmica, además que dicho rango de 

valores para los parámetros se reduce a medida que la reacción es más exotérmica. 

 

También el radio crítico ha presentado un comportamiento similar al aumento de 

la factibilidad de realización de la reacción, es decir al aumento de la energía de 

activación ( )γ , con respecto al de aumentar la exotermicidad de la reacción ( )β ; es 

decir, a medida que γ  es mayor es el mayor el acotamiento del rango de valores para los 

parámetros, que proporcionan valores con sentido físico para la solución al problema 

lineal de difusión reacción en la pastilla catalítica no isotérmica.  
 

COMPORTAMIENTO DEL FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO 

APROXIMADO. 

 

Una vez determinado el valor del radio crítico; de acuerdo a las Ecs. (3.13) y 

(3.14), es posible determinar el Factor de efectividad No-isotérmico. La Fig. (9) muestra 

los resultados obtenidos de aplicar la metodología propuesta por Marroquín y col. (1998, 

1999) a la obtención del Factor de efectividad No-isotérmico. Es importante mencionar 

que para la combinación de parámetros dados, el valor para 0.1β =  representa el caso 

isotérmico, valores de β  mayores representan reacción exotérmica y valores menores 

representan reacción endotérmica. 

 

La Fig. (10) muestra la influencias del radio crítico, sobre el comportamiento del 

Factor de Efectividad No-isotérmico, para el caso de una reacción exotérmica ( )0<βψ . 

Es importante mencionar que para las reacciones endotérmicas ( )0βψ > estudiadas, 

no se encontró agotamiento del compuesto reactante en posiciones anteriores al centro de 

la partícula catalítica. 
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Figura: 9. Influencia del módulo de Thiele ( )φ  en el comportamiento del Factor de 

efectividad No-isotérmico ( )η , para una placa catalítica porosa, donde se lleva a cabo una 

reacción de primer orden ( )0m = , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 
10γ = , con los valores de β  indicados. 
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Figura:  10. Relación entre el radio crítico ( )cξ  y el comportamiento del Factor de 

efectividad No-isotérmico ( )η , a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ  en una placa 
catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer orden 
( )0m = , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los valores de 
β  indicados. 
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Como se observa en la Fig. (9), el Factor de efectividad No-isotérmico calculado 

con la linealización para el caso de una reacción endotérmica muestra la tendencia 

encontrada en la literatura (Froment, 1993 y Carberry, 1976); sin embargo, para el caso 

de reacciones exotérmicas, el Factor de efectividad calculado, no presenta una buena 

aproximación de acuerdo a lo observado en la literatura (Froment, 1993 y Carberry, 

1976).  

 

Es evidente que el agotamiento del compuesto reactante, de acuerdo al modelo 

linealizado, tiene influencia directa en el comportamiento del Factor de efectividad 

calculado. En la Fig. (10) se observa, para la combinación de parámetros indicada, que la 

zona donde la curva del Factor de efectividad disminuye rápidamente coincide con la 

aparición del radio critico. 

 

COMPARACIÓN ENTRE EL FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO 

OBTENIDO DEL PROBLEMA LINEAL Y DEL NO LINEAL. 

 
 

Las Figs. (11) y (12) muestran los resultados del Factor de efectividad obtenidos 

de solucionar el caso no lineal (Ecs. 2.25) y el linealizado (Ecs. 2.10)  para el caso de una 

Reacción exotérmica; de la misma forma y la Fig. (13) muestra los resultados para el 

caso de una Reacción endotérmica; es importante mencionar que la solución del 

problema no lineal Ecs. (2.10), se realizó mediante la técnica numérica de discretización 

de las ecuaciones diferenciales denominada diferencias finitas. 
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Figura:  11. Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de solucionar el 

problema lineal (problema aproximado), a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , 
en una placa catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer 
orden ( )m = 1 , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los 
valores de β  indicados. 
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Figura:  12. Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de solucionar el 

problema no lineal (problema completo), a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , 
en una placa catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer 
orden ( )m = 1 , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los 
valores de β  indicados. 
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Figura: 13. Comparación entre el Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de 
solucionar el problema no lineal (líneas sólidas) y el problema lineal (líneas puntuadas), a 
diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una placa catalítica porosa, donde se 

lleva a cabo una reacción endotérmica de primer orden ( )0m = , donde se tiene los 
siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los valores de β  indicados. 
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Como se puede apreciar en las Figs. (11) a (13), sólo el Factor de efectividad No-

isotérmico para el caso de una reacción endotérmica obtenido de solucionar el problema 

linealizado, tiene un acuerdo aceptable a los valores obtenidos del problema exacto. A 

continuación se presentan unas gráficas que muestran el error absoluto entre el Factor de 

efectividad No-isotérmico, evaluado mediante los problemas linealizado y no linealizado, 

para una reacción endotérmica y una reacción exotérmica. 
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Figura: 14. Error absoluto entre el Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de 
solucionar el problema no lineal (problema completo) y de solucionar el problema 
linealizado, a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una placa catalítica porosa, 

donde se lleva a cabo una reacción endotérmica de primer orden ( )0m = , donde se tiene 
los siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los valores de β  indicados en la figura.  
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Figura: 15. Error absoluto entre el Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de 
solucionar el problema no lineal (problema completo) y de solucionar el problema 
linealizado, a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una placa catalítica porosa, 

donde se lleva a cabo una reacción exotérmica de primer orden ( )0m = , donde se tiene 
los siguientes valores de parámetros: 10γ = , con los valores de β  indicados en la figura.  
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Los resultados obtenidos para el Factor de efectividad No-isotérmico, mediante la 

implementación de la técnica de linealización del término de reacción de Marroquín, no 

proveen resultados adecuados para el caso de una reacción exotérmica; y sin embargo 

para el caso de una reacción endotérmica, si proveen de resultados aceptables. Dicho 

comportamiento se debe a que en una reacción exotérmica, la no linealidad del término 

de reacción es más fuerte que en una reacción endotérmica. Los resultados mostrados en 

las Figs. (11) y (12), que expresan, que a medida que la exotermicidad de la reacción 

aumenta, el Factor de efectividad No-isotérmico tiene un comportamiento menos 

adecuado. 

 
Como se ha mencionado anteriormente, se puede obtener, de manera análoga, el 

mismo tipo de resultados para las geometrías cilíndrica y esférica; y sin embargo, por su 

simplicidad, sólo se han presentado los resultados para coordenadas cartesianas; lo 

anterior es debido a que, al sólo realizar el desarrollo de la obtención de los Factores de 

efectividad para una placa no produce la perdida de generalidad respecto al 

procedimiento empleado para determinar, tanto los perfiles de concentración y 

temperatura, como el Factor de efectividad No-isotérmico para coordenadas esféricas y 

cilíndricas. Sin embargo, aunque no se describe el procedimiento para la determinación 

del Factor de efectividad, a continuación se presentan gráficas para el Factor de 

efectividad para coordenadas cilíndricas Fig. (16) y para coordenadas esféricas Fig. (17). 

 

Otra observación importante es el hecho que a medida que se aleja del punto de 

linealización, los perfiles de concentración y temperatura, difieren más de los obtenidos a 

través de solucionar el problema no lineal, tal y como lo muestra la siguiente gráfica (Fig. 

(18)).  

 

 62 



Discusión y resultados 

 
 
 
 
 
 

 

0.1 1 10

1

0.2
β = 0.3

-0.3

-0.15

 

 

Fa
ct

or
 d

e 
ef

ec
tiv

id
ad

 n
o 

is
ot

ér
m

ic
o 

(η
)

Módulo de Thiele (φ)

 
Figura: 16. Factor de efectividad No-isotérmico obtenido de solucionar el problema 
linealizado, a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una pastilla catalítica 

cilíndrica porosa, donde se lleva a cabo una de primer orden ( )0m = , donde se tiene los 
siguientes valores de parámetros: 0.10=γ  y 101.0=β  . 
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Figura: 17. Factor de efectividad No-isotérmico obtenido de solucionar el problema 
linealizado, a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una pastilla catalítica 

esférica porosa, donde se lleva a cabo una de primer orden ( )0m = , donde se tiene los 
siguientes valores de parámetros: 0.10=γ  y 101.0=β  . 
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Figura: 18. Comparación del perfil de concentración adimensional, obtenido de 
solucionar el problema no lineal (problema completo) y de solucionar el problema 
linealizado, a diferentes valores del Módulo de Thiele ( )φ , en una placa catalítica porosa, 

donde se lleva a cabo una reacción endotérmica de primer orden ( )0m = , donde se tiene 
los siguientes valores de parámetros: 0.10=γ  y 101.0=β  . 

 

 65 



Discusión y resultados 

LINEALIZACIÓN DEL TÉRMINO DE REACCIÓN EN DOS PUNTOS. 

 

En el trabajo de Morales y Col., (2000) en el que abordan la evaluación 

aproximada de Factores de mejora en membranas líquidas, mediante la técnica de 

linealización de Marroquín y Col.(1999), (1998); la evaluación precisa del flux es 

deseable. En este sentido Morales propone el manejo de  dos secciones en la membrana 

líquida; lo que implicó tener las ecuaciones pertinentes para ambas secciones de la 

membrana. Lo anterior implica ocupar dos puntos de linealización del término de 

reacción. 

 

Los  resultados obtenidos por Morales en comparación de la solución numérica no 

arrojaron errores arriba del 7%. Además el comportamiento de la Fig. (18) indica que la 

predicción de las expresiones para el perfil de concentración adimensional Ecs. (2.37b) y 

(2.38b), difieren de los perfiles de concentración obtenidas de solucionar el problema no 

lineal, en mayor grado, a medida que se esta más alejado del punto de linealización. Dado 

lo anterior, existe la posibilidad de que si en vez de llevar a cabo la linealización del 

termino de reacción alrededor de un sólo punto, se linealiza alrededor de dos puntos, el 

comportamiento de los perfiles obtenidos del resolver el problema linealizado, es más 

adecuado. 
 

El primero de los puntos de linealización puede ser el mismo que se usó para 

linealizar con un solo punto, y el segundo punto, al no tener mejor criterio para escogerlo, 

se ha decidido sea 2
cξξ = . Una vez especificados los puntos de linealización, 

procedamos a efectuar la linealización del término de reacción en los dos puntos 

mencionados ( 1ξ =  y 1
22

cξξ ξ = = 
 

). 

 

La forma linealizada del término de reacción en un punto cualquiera 0ξ , se puede 

obtener mediante la siguiente expresión: 
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( )
0

0
0

ˆˆ
ξ

ξ
ξ

uu
du

d A
A

i
A −






 ℜ

+ℜ=ℜ
 

( )3.15
 

 
además 

 

( ) 2
1 1

A
A

d m
du u u

γβ

β

 ℜ   = ℜ −  
  − −      

( )3.16
 

 
De esta forma, la expresión para linealizar la velocidad de reacción en algún 

punto 0ξ  es: 

 

( )
( )

0

0

02
ˆ 1

1 1
i
A A

m u u
u uξ ξ

ξ ξ

γβ

β=

=

  ℜ = ℜ + − − 
− −      

( )3.17
 

 
donde 

0
0u u

ξ ξ=
= . 

 

En particular para el punto de linealización en 1ξ = (punto I): 

 

( )( )ˆ 1 1I
A m uγβℜ = + − −

 ( )3.18
 

 
Para el punto de linealización en 1

2
ξ ξ=  (punto II): 

 

( )[ ] 




 −













−−
−+ℜ=ℜ

= 2
1

2
12

12
1

211
1ˆ uu

uu
m

A
II
A β

γβ
ξξ  

( )3.19
 

 
donde 1

2 1
2

u u
ξ ξ=

= . 

 

De esta forma se generan dos problemas lineales de valor a la frontera acoplados a 

través de las condiciones de la frontera. Uno de ellos válido en la región 1
2

1ξ ξ< ≤  

(problema I) y el otro válido en la región 1
2cξ ξ ξ≤ <  (problema II). 
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A continuación, se escriben los problemas formados al realizar la linealización en 

dos puntos: 
 

Problema I: 

 

        21 ˆ
I

I
A

d du
d d

α
α ξ φ

ξ ξξ
 

= ℜ 
 

          1
2

1ξ ξ< ≤  
 

( )3.20a
 

 

Condiciones de frontera: 
 

En 1ξ =   1Iu =
 

( )3.20b
 

 

En 1
2

ξ ξ=   
2

1uuu III ==   
 

( )3.20c
 

 

Con ˆ I
Aℜ  dado por la Ec. (3.18). 

 

Problema II: 
 

        21 ˆ
II

II
A

d du
d d

α
α ξ φ

ξ ξξ
 

= ℜ 
 

  1
2cξ ξ ξ≤ <  

 

( )3.21a
 

 
Condiciones de frontera: 

 

En 1
2

ξ ξ=   
1

1 2
2

I IIdu du
d d

ξ ξ
ξ ξ

   
=   

   
  

 
( )3.21b

 

 
En cξ ξ=   0IIu =

 
( )3.21c

 
 

con ˆ II
Aℜ  dado por la Ec. (3.19). Además si se define el siguiente parámetro: 
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DEFINICIÓN DE PARÁMETROS.  

 

 

 

 

Módulo de Thiele para el punto i de linealización. 
 

2
ˆ

i

i
A

i
d
d

ξ ξ

ψ φ
θ

=

 ℜ
= −   

   
( )3.22a

 
 

y como 
 

( )1 1 uθ β= + −
 

( )3.22b
 

 
d duθ β= −

 ( )3.22c
 

 
2 ˆ

i

i
A

i
d
du

ξ ξ

φψ
β

=

 ℜ
=   

   
( )3.23

 

 

Parámetro λ para el punto i de linealización. 
 

2
i iλ βψ= −

 
( )3.24a

 
 
tenemos: 
 

2
i iλ βψ= −  sí 0iβψ− >  

2
i iλ βψ=  sí 0iβψ− <

 

( )3.24b
 

 

De acuerdo a la Ecs. (3.23) y (3.24), el primero de los dos problemas resultantes 

de la linealización en dos puntos, se pueden rescribir como sigue: 
 

• 2
i iλ βψ= −  ó 0iβψ− >  

 
Problema I: 
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2 2 21 I

I I
d du u

d d
α

α ξ λ φ λ
ξ ξξ

 
+ = + 

 
   1

2
1ξ ξ< ≤                     

( )3.25
 

 

Con condiciones de frontera expresadas por las Ecs. (3.20b) y (3.20c).  

SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE VALORES A LA FRONTERA LINEALIZADO EN 

DOS PUNTOS. 

  

Para el caso en que se estudia una placa catalítica ( )0α = , el problema 

representado por las Ecs. (3.25), (3.20b) y (3.20c), como se ha visto con anterioridad, 

tiene como solución la siguiente expresión: 
 

( ) ( )
2

1 1 1I
I I

I

u A Sen B Cos φλ ξ λ ξ
λ

 
= + + + 

 
  

 

( )3.26
 

 
Aplicando las condiciones de frontera expresadas por las Ecs. (3.20b) y (3.20c), 

se llega a: 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1
2

1
2

1 1
2 2

2

2

1 1

1 1

I I I II

I I I I I

I

I I

Cos Sen Tan Cos
u u

Cos Sen Tan Cos

Cos
Cos

λ ξ λ ξ λ λ ξφ
λ λ λ ξ λ λ ξ

λ ξφ
λ λ

    −    = − − − +      −       

  
− +       

 ( )3.27
 

 

De forma similar y de acuerdo a las Ecs. (3.23) y (3.24), el problema II se puede 

rescribir de la siguiente manera:  
 

Problema II: 
 

1
21

2

2 2 21 II

II A II
d du u u

d d
α

α ξ
ξ λ φ λ

ξ ξξ
 

+ = ℜ + 
 

       1
2cξ ξ ξ≤ <  

 

( )3.28
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Las condiciones a la frontera, a las cuales se sujeta la Ec. (3.28), están expresadas 

por las Ecs. (3.21b) y (3.21c). Y la solución general para (3.28) está expresada por 

la siguiente ecuación: 
 

( ) ( ) 1
21

2

2

2 2
II

II II Au A Sen B Cos u
ξ

φλ ξ λ ξ
λ

 = + + ℜ + 
 

 
 

( )3.29
 

 
Aplicando las condiciones de frontera a la Ec. (3.29), se obtiene la siguiente 

expresión: 
 

( )

( ) ( )

( )

1 1 1
2 2 21

2

1
2

1
21

2

2

2

1

1

A II
IIII

II
II

A II
II

u u Cos

u Sen
Sen

u Cos

ξ

ξ

φ λ ξ
λ

λ ξ
λ ξ

φ λ ξ
λ

       + ℜ + −        = − 
 
 
  

  
 ℜ + −       

 
( )3.30

 

 

 Donde 1
2

u  es el valor del la concentración en la posición que escogimos para 

realizar el segundo punto de linealización. El valor del la concentración ( )
2

1u en el 

segundo punto de linealización ( )
2

1ξ  es desconocido; sin embargo, es posible determinar 

una expresión algebraica para establecer dicho valor; esta expresión algebraica es 

obtenida como resultado de la aplicación de las condiciones de frontera que acoplan al 

problema I y el problema II. La expresión para determinar el valor de la concentración en 

el segundo punto de linealización es la siguiente: 
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( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1
2 2

1
2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1
2 2 21

2

2

11 1

11

I I I
I

I I I

II II II II
II

A II II II II
II II

I
I

Cos Tan Sen
u

Sen Tan Cos

u Cot Cos Sen

Cos Cot Sen

Cos

ξ

λ ξ λ λ ξ
λ

λ ξ λ λ ξ

λ λ ξ λ ξ λ ξ
λ

φλ λ ξ λ ξ λ ξ
λ λ

λ
λ

 +  − 
−  

  + − + + =   
         ℜ − + + +            

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

1
2

2

2

1 1

1 1

I I I

I II I I

I I

I I

Tan Sen Cos

CosSen Tan Cos

Sen

Cos

ξ λ λ ξ λ ξφ
λ λλ ξ λ λ ξ

λ λ ξφ
λ λ

     +      + − −      −         
      + +    
      

 

 

( )3.31
 

 

En la linealización en dos puntos, se genera, como parte de la solución, una 

expresión no lineal para determinar el valor de la concentración en el segundo punto de 

linealización, tal como lo muestra la Ec. (3.31); y en principio podría tener más de una 

raíz con valor de significancia física. Lo anterior podría significar la posibilidad de 

predecir la multiplicidad de estados estacionarios. 

FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO MEDIANTE LA LINEALIZACIÓN EN 

DOS PUNTOS DEL TÉRMINO DE REACCIÓN.  

 

Una vez obtenidas las expresiones explícitas para el perfil de concentración (Ecs. 

(3.27) y (3.30)) y determinada la ecuación que nos permite evaluar el valor de la 

concentración en el segundo punto de linealización (Ec. (3.31)), estamos en posibilidad 

de determinar expresiones para el Factor de efectividad No-isotérmico resultantes del 

modelo de linealización en dos puntos. 

 

En el caso en que el término de reacción se ha linealizado en dos puntos, la Ec. 

(3.5), que define al Factor de efectividad No-isotérmico, se convierte en: 
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2
2

2
2

11 ˆ ˆ
c

I I
A A

p A

d d dA
v

ξ ξ ξ
α α

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ ξ ξ
= =

= =

 
 = ℜ + ℜ
 
 

∫ ∫ ∫
 

( )3.32
 

 
Para el caso de coordenadas cartesianas ( )0=α , la ecuación anterior se puede 

escribir como: 

 

∫∫
=

=

=

=

ℜ+ℜ=
1

2
2

2
2

ˆˆ
ξ

ξξ

ξξ

ξξ

ξξξξη dd I
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I
A

c  
( )3.33

 
 

Efectuando la operaciones  indicadas en la expresión anterior y de acuerdo a las 

Ecs. (3.18) y (3.19), se tiene: 
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De esta forma, el Factor de efectividad No-isotérmico, obtenido de solucionar el 

problema linealizado en dos puntos: 
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( )3.34
 

 
donde: 

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

1
2

1
2

1 1
2 2

2

1

1 1
I

I I

I I I

Cos
u

Cos
A
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      − − −        =
−  

( )3.35a
 

  

( )

( ) ( )
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( )3.35b

 

 

( )

( )

1 1 1
2 2 21

2

1
2

2

2

1A II
II

II

u u Cos

A
Sen

ξ

φ λ ξ
λ

λ ξ

       + ℜ + −        =  
 
 
  

 
( )3.35c

 

 

y 

1
21

2

2

2 A
II

B u
ξ

φ
λ

   = − ℜ +  
     

( )3.35d
 

 

En esencia el Factor de efectividad No-isotérmico obtenido mediante la 

linealización en dos puntos, no cambia significativamente respecto al obtenido mediante 
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un solo punto; y sin embargo, la complejidad de resolver el problema linealizado en dos 

puntos, respecto al linealizado en un solo punto, es considerablemente mayor. Lo anterior 

indica, de acuerdo a los resultados obtenidos, que no se justifica la introducción de dos 

puntos de linealización. 
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Figura: 19. Factor de efectividad No-isotérmico ( )η , obtenido de solucionar el problema 
linealizado en dos puntos (problema aproximado), a diferentes valores del Módulo de 
Thiele ( )φ , en una placa catalítica porosa, donde se lleva a cabo una reacción exotérmica 

de primer orden ( )m = 1 , donde se tiene los siguientes valores de parámetros: 10γ = , 
con los valores de β  indicados. 
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LIMITACIONES DE LA METODOLOGÍA DE LINEALIZACIÓN DEL TÉRMINO DE 

REACCIÓN. 

 

La metodología de Marroquín implementada a la obtención de Factores de 

efectividad No-isotérmicos ( )η , sólo pedice adecuadamente los Factores de efectividad 

para el caso de reacciones endotérmicas; y para reacciones exotérmicas solo se obtienen 

aproximaciones aceptables en cierto rango de valores del módulos de Thiele ( )φ . 

Además es incapaz de predecir valores del Factor de efectividad para la zona de valore 

para el módulo de Thiele ( )φ  donde típicamente se encuentran la multiplicidad de 

estados estacionarios (Valores del módulo relativamente altos). 

 

La siguiente 

 figura que muestra los resultados del análisis realizado a  la metodología de 

linealización de Marroquín, respecto a en que condiciones predice de manera adecuada 

los valores del Factor de efectividad No-isotérmico ( )η . Para la obtención de la 

mencionada figura se tomo como criterio el hecho de que las curvas del Factor de 

efectividad caén más abruptamente de lo deseable, en términos de una buena predicción, 

desde que se presenta el máximo en la curva del Factor de efectividad como función del 

Módulo de Thiele ( )φ , el cual coincide  con la aparición del radio crítico ( )cξ . En este 

sentido, la obtención de las condiciones en las que el método predice aceptablemente los 

valores del Factor de efectividad, estan dados por la determinación de los valores de los 

parámetros ( ),  β φ  a los que se presenta el agotamiento del compuesto reactante y por lo 

tanto donde las curvas del Factor de efectividad caén abruptamente.  

 

La Fig. (20) muestra un mapa de parámetros, tales que su combinación permiten 

que el modelo pueda predecir aceptablemente los valores de efectividad (combinación de 

parámetros que se encuentran en el área bajo la curva). 
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Figura: 20. Mapa de combinaciones para los parámetros módulo de Thiele ( )φ  y el 

número de Pratter ( )β cuyos valores permiten la aplicabilidad de la metodología de 

linealización de Marroquín; en la figura, se muestran los resultados para una placa 

catalítica ( )0α = . 
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CAPÍTULO IV 
 
CONCLUSIONES 
 
 

PERFILES DE CONCENTRACIÓN Y TEMPERATURA. 

 
 

Se ha aplicado la metodología de linealización del término de reacción 

desarrollada por Marroquín y col. a la obtención de Factores de efectividad en partículas 

catalíticas no isotérmicas. La implementación de dicha metodología nos permite pasar de 

un problema de valores a la frontera no lineal a un problema de valores a la frontera 

lineal, el cual es posible solucionar de forma totalmente analítica. La solución de dicho 

problema nos proporcionó expresiones explícitas para la concentración. Además, a través 

de la relación entre temperatura y concentración, también se obtuvieron expresiones 

explícitas para la temperatura. 

 

La expresiones para la concentración y temperatura tienen como argumento al 

módulo de Thiele modificado ( )ψ , dicho parámetro aparece como consecuencia del 

proceso de linealización del término de reacción y es él, el que captura la información de 

la no linealidad del término de reacción que se conserva tras la aplicación de la técnica de 

linealización al problema estudiado. 
 

Los perfiles de concentración para una reacción endotérmica obtenidos mediante 

la solución del problema lineal, presentan buen acuerdo respecto a los obtenidos mediante 

la solución del problema no lineal. Sin embargo, no sucede lo mismo para los perfiles de 

concentración obtenidos para una reacción exotérmica, los perfiles obtenidos para este 

caso presentan desviaciones mayores, y en algunos casos dichas desviaciones son de 

considerable significancia. Además, el acuerdo entre los perfiles de concentración 

obtenidos del problema lineal y el no lineal, en ambas reacciones (exotérmica y 

endotérmica), muestran mayor desviación a medida de que se esta más retirado del punto 

de linealización. 
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FACTOR DE EFECTIVIDAD NO-ISOTÉRMICO. 

 

También se obtuvieron expresiones explícita para el Factor de efectividad No-

isotérmico, para partículas con geometrías de placas, cilindros y esferas. Dichas 

expresiones se pueden obtener a través de la definición para el Factor de efectividad, es 

decir, en términos de integrales de la velocidad de reacción o en términos de derivadas de 

la concentración, a partir de la expresión que representa el balance de masa o calor. 

Además es posible aplicar dicha metodología, de manera relativamente sencilla, a otro 

tipo de expresión cinéticas más complejas (tal como lo demostraron Marroquín y col. con 

anterioridad). 

 

APARICIÓN DE UNA ZONA MUERTA EN LA PASTILLA CATALÍTICA Y RADIO 

CRÍTICO. 

 

Por otra parte, el perfil de concentración adimensional del compuesto reactante 

(u), proveniente de solucionar el problema aproximado, ha presentado valores negativos 

para algunas combinaciones de los parámetros involucrados en la descripción física del 

problema ( )γβφ ,, . La aparición de dicha zona muerta, tiene su justificación en el hecho 

de que en el proceso de linealización del término de reacción, aparecen la ecuación 

diferencial, además de un término lineal, otro término que es de orden cero, el cual sigue 

contribuyendo en la ecuación diferencial aún cuando el compuesto reactante se agote. 

 

Debido a que la existencia de valores negativos para la concentración del 

compuesto reactante carece de sentido físico, su consideración tiene una repercusión 

directa sobre la evaluación del Factor de efectividad No-isotérmico aproximado. En este 

sentido y con el fin de evitar que en la evaluación del Factor de efectividad se consideren 

valores negativos de la concentración del compuesto reactante, fue necesario que la 

evaluación del Factor de efectividad se realizara de tal forma que se despreciara la zona 

de la partícula catalítica en donde se presentan concentraciones negativas; es decir se  

integró desde la superficie de la pastilla 1ξ =  hasta el radio crítico cξ ξ= , que es el valor 
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de la posición axial adimensional donde se presenta el agotamiento del compuesto 

reactante.  

 

Como resultado de la consideración física de que la concentración del reactante 

sea a lo menos cero, las expresiones explicitas para el Factor de efectividad No-

isotérmico incluyen como argumento además de los parámetros que caracterizan el 

sistema, también, al denominado radio crítico ( )c
ξ .  

 

DETERMINACIÓN DEL RADIO CRÍTICO. 
 

De lo anterior, es necesario determinar el valor del radio crítico para poder 

realizar la evaluación del Factor de efectividad No-isotérmico. La determinación del 

radio crítico ( )cξ , se realiza haciendo uso del hecho de que ( )cξ  es la posición a lo ancho 

de la placa catalítica, donde el compuesto reactante se agota ( )0u = . 

 

Se encontró que para el caso de una reacción exotérmica ( )βψ− , el denominado 

radio crítico tiene valores reales en varios intervalos no continuos para los valores del 

módulo de Thiele, entre dichos intervalos, sólo se encuentran raíces imaginarias para el 

radio crítico (las que carecen de sentido físico). Además, de los diferentes intervalos sólo 

el primero de los intervalos, el que se presenta a los valores más bajos del módulo de 

Thiele, presenta valores para el radio crítico, que cumplen las restricciones físicas del 

problema.  

 

En cuanto al incremento de la exotermicidad de la reacción, los rangos para el 

Módulo de Thiele para los cuales se obtienes valores reales y con significancia física para 

el radio crítico, se acotan a medida que el parámetro β  se incrementa. Lo que implica 

que el compuesto reactante se agota más rápidamente a medida que la reacción es más 

exotérmica.  
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El comportamiento que presenta el radio crítico para una reacción exotérmica, 

indicó que existe solución con sentido físico para el problema linealizado de difusión-

reacción en la partícula catalítica, sólo en un rango acotado de valores para los 

parámetros que describen el sistema de estudio; además que dicho rango de valores para 

los parámetros se reduce a medida que la reacción es más exotérmica. 

 

El radio crítico también, ha presentado un comportamiento similar respecto al 

incremento de la energía de activación ( )γ ; es decir, a medida que γ aumenta, existe un 

mayor acotamiento de los valores del Módulo de Thiele para los cuales hay valores reales 

y con significancia física del radio crítico. 

 

FACTIBILIDAD DE IMPLEMETAR LA METODOLOGÍA DE LINEALIZACIÓN A LA 
EVALUACIÓN DE FACTORES DE EFECTIVIDAD NO ISOTÉRMICA. 

 

Los valores para el Factores de efectividad, que el problema linealizado predice 

para el caso de una reacción endotérmica, presentan la tendencia encontrada en la 

literatura; sin embargo, para el caso de reacciones exotérmicas, el Factor de efectividad 

que el problema linealizado predice, no tiene buen acuerdo con la tendencia encontrada. 

Además, es evidente que el agotamiento del compuesto reactante y en consecuencia la 

aparición del radio crítico tienen influencia directa en el comportamiento del Factor de 

efectividad predicho. La aparición del radio crítico y por lo tanto, también el mal 

comportamiento del Factor de efectividad, es debido a que en una reacción exotérmica, la 

no-linealidad del término de reacción es más fuerte que en una reacción endotérmica, con 

lo anterior nos referimos a que, al aplicar la metodología de linealización, la pérdida de 

información, en cuanto a la no linealidad del término de reacción, es menor en una 

reacción endotérmica y en una reacción levemente exotérmica que en una reacción 

altamente exotérmica. Lo anterior lo sustenta, el que en los resultados se aprecie que a 

medida que la velocidad de reacción aumenta, el Factor de efectividad No-isotérmico 

tiene un comportamiento menos adecuado respecto a lo esperado.  
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De lo anterior, se puede decir que en una reacción exotérmica, la aparición de 

valores negativos de concentración y en consecuencia del radio crítico, condiciona y 

provoca la caída abrupta del Factor de efectividad. La aseveración anterior se puede 

avalar, también, en el comportamiento de los perfiles de concentración y el Factor de 

efectividad que se presenta en una reacción endotérmica; En el sentido de que, en dicho 

caso no hay de agotamiento del reactivo y por lo tanto no existen valores reales del radio 

crítico y en cambio, sí hay un acuerdo aceptable entre los Factores de efectividad. 

 

Por otra parte, la metodología presenta problemas debido a que la velocidad con la 

que ocurren los cambios en la concentración del reactivo de acuerdo a las predicciones 

del modelo linealizado, en una reacción exotérmica; son más rápidas que las que predice 

el modelo no linealizado (agotamiento prematuro del compuesto reactante), sobre todo en 

la zona donde se dan las condiciones en que el control del proseso de difusión reacción 

está dado tanto por los efectos de la reacción como por los efectos difusión dentro de la 

partícula difusionales. Lo anterior también implica la imposibilidad de la metolodología 

para la predicción de la multiplicidad de estados estacionario, esto debido, a que los 

mencionados estados estacionarios, tipicamente se encuentran en la zona, donde la 

metodología tiene problemas para dar una buena predicción de los perfiles 

adimensionales de concentración y temperatura. 

 

LINEALIZACIÓN EN DOS PUNTOS DEL TÉRMINO DE REACCIÓN.  
 

La predicción de las expresiones para el perfil de concentración adimensional 

obtenidos de solucionar el problema linealizado, difieren de los perfiles de concentración 

obtenidas de solucionar el problema no lineal, en mayor grado a medida que se esta más 

alejado del punto de linealización. Lo anterior y la muy buena experiencia de Morales y 

col. (2000), respecto a la empleación de dos puntos de linealización en la obtención de 

Factores de facilitación, motivarón a que en vez de llevar a cabo la linealización del 

termino de reacción alrededor de un sólo punto, se linealiza alrededor de dos puntos. Lo 
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anterior con la finalidad de que el comportamiento de los perfiles obtenidos del resolver 

el problema linealizado, es más adecuado.  

 

La implementación de la metodología de linealización en dos puntos al término de 

velocidad de reacción, provoca el establecimiento de dos problemas lineales de valor a la 

frontera; dichos problemas están acoplados por una de las condiciones a la frontera, por 

lo que tienen que resolverse simultáneamente.  

 

Mediante la solución simultanea de ambos problemas de valor a la frontera, es 

posible obtener expresiones explicitas para el perfil de concentración y de temperatura. 

En las expresiones explícitas para el perfil de concentración, aparecen parámetros 

análogos a los obtenidos mediante la linealización en un solo punto, solo que para el caso 

de la linealización en dos puntos, dichos parámetros tienen diferente definición de 

acuerdo al dominio en donde es válido cada uno de los dos diferentes problemas de valor 

a la frontera resultantes de la linealización.  

 

Además de la aparición de parámetros análogos a los que aparecen en la 

linealización en un solo punto, aparece otro parámetro como consecuencia de linealizar 

en dos puntos. Dicho parámetro es el valor de la concentración en el punto interior de 

linealización.  

 

Para la determinación de dicho parámetro, es posible obtener una expresión para 

determinar la magnitud de la concentración en el punto interior de linealización, a partir 

de la aplicación de las condiciones de frontera. 

 

COMPORTAMIENTO DEL FACTOR DE EFECTIVIDAD PROVENIENTE DE LA 
LINEALIZACIÓN EN DOS PUNTOS DEL TÉRMINO DE REACCIÓN.  
 

Es posible obtener expresiones explícitas para el Factor de efectividad No-

isotérmico, provenientes de la linealización en dos puntos del término de reacción, de 

acuerdo a la técnica de Marroquín. 
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El Factor de efectividad No-isotérmico, obtenido mediante la linealización en dos 

puntos de la expresión de velocidad de reacción, tiene un comportamiento semejante al 

presentado al Factor de efectividad obtenido de linealizar la expresión cinética en un solo 

punto. Sin embargo, la complejidad de resolver el problema linealizado en  dos puntos es 

mayor. De acuerdo a los resultados observados, dicha complejidad al resolver el 

problema linealizado en dos puntos, no se justifica, debido a la insuficiente mejora de la 

predicción del Factor de efectividad No-isotérmico. 
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APÉNDICE A 
 
 
 
PROCESO DE ADIMENSIONALIZACIÓN 
 

VARIABLES ADIMENSIONALES. 

 

Se proponen las siguientes variables adimensionales  

 

; ; ;A A
A

As s A s

C rT ru
C T R r

θ ξ= = = ℜ =
 

( )1−A
 

 
De donde: 

 

; ; ;A As s A A A s
C C u T T r R r rθ ξ= = = = ℜ  ( )2−A

 
 

Sustituyendo las variables adimensionales tenemos: 
 

s
AseA

sAA

CD
rR

d
du

d
d ρ

ξ
ξ

ξξ
α

α

ℜ
=
















 21
 ( )3−A

 

( )
s

se

sAA

T
rRH

d
d

d
d ρ

λξ
θξ

ξξ
α

α

ℜ∆−
−=
















 21
 ( )4−A

 
 
 

PARÁMETROS ADIMENSIONALES. 

 
 
Si definimos el siguiente parámetro adimensional: 
 
 

Módulo de Thiele 
 

2
2 A ss

eA As

R r
D C

ρ
φ =  ( )5−A
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Sustituyendo la Ec. (A-5) en las Ecs. (A-1) y (A-2), se tiene: 
 

Ad
du

d
d

ℜ=















 21 φ
ξ

ξ
ξξ

α
α  ( )6−A

 

( )
A

se

eAAs

T
DCH

d
d

d
d

ℜ
∆−

−=















 21 φ
λξ

θξ
ξξ

α
α  ( )7−A

 
 
Además si Definimos el siguiente parámetro adimensional: 
 

Incremento adimensional adiabático de temperatura 
 

( ) eA As

e s

H D C
T

β
λ

−∆
=  ( )8−A

 
 
 

FORMA ADIMENSIONAL DEL PROBLEMA NO LINEAL DE VALOR A LA 

FRONTERA. 

 
 
Sustituyendo la Ec. (A-8) en las Ecs. (A-6) y (A-7), se puede obtener la forma 

adimensional de las Ecs. (A-1) y (A-2), esto es: 
 

Ad
du

d
d

ℜ=















 21 φ
ξ

ξ
ξξ

α
α  ( )9−A

 

Ad
d

d
d

ℜ−=















 21 βφ
ξ
θξ

ξξ
α

α  ( )10−A
 

 

 

FORMA ADIMENSIONAL DEL TÉRMINO DE VELOCIDAD DE REACCIÓN. 

 
En las expresiones anteriores Ecs. (A-9) y (A-10), Aℜ  representa a la velocidad de 

reacción adimensional, la cual se obtiene al dividir la velocidad de reacción entre la 

velocidad de reacción evaluada en la superficie, esto es: 
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Además, si se define el siguiente parámetro adimensional: 
 

Número de Arrhenius 
 

sg

a

TR
E

=γ  ( )12A −  

 
se puede llegar fácilmente a la expresión adimensional del término de velocidad de 

reacción. 
 

m
A ue







 −

=ℜ θ
θ

γ
1

 ( )13A −  
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APÉNDICE B 
 
 
 
OBTENCIÓN DE LA RELACIÓN ENTRE TEMPERATURA Y 

CONCENTRACIÓN ADIMENSIONALES 
 
 
Para obtener una expresión que relacione a la concentración y a la temperatura, partimos 

de la Ec. (2.10), a la que multiplicamos por 1/β, por lo que se obtiene: 
 

( )
2
0

1
A

dd
d d

α
α

θ
β

ξ φ
ξ ξ ξ

  
  

= − ℜ  
  

  

 ( )1−B
 

 
Sumando las Ecs. (2.11) y (B-1), se obtiene: 

 

( )1 0
d ud

d d
α

α

θ
β

ξ
ξ ξ ξ

   +      =  
      

 ( )1B a−
 

 
Integrando la ecuación anterior: 

 

( )
0

d u

d

θ
β

ξ

 + 
  =  ( )1B b−

 
 
Tras una nueva integración desde la superficie a cualquier otra posición en la pastilla, se 

obtiene: 

 
1

0u
ξ

ξ ξ

θ
β

=

=

 
+ = 

 
 

( )1B d−
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RELACIÓN ENTRE TEMPERATURA Y CONCENTRACIÓN. 

 
 
De donde se obtiene la relación entre u y θ: 
 

( ) ( )

( )

11 1 0

1 1

u

u

θ
β

θ β

− + − =

= + −
 ( )2−B

 

 
 

TÉRMINO DE VELOCIDAD DE REACCIÓN EN TÉRMINOS DE UNA SOLA 

VARIABLE. 

 
 
Con la expresión anterior Ec. (B-2), se puede rescribir el término de velocidad de 
reacción, es decir: 
 

( )
( )

1
1 1

u
u m

A e u
β

γ
β

 − −
  − − ℜ =  ( )3−B
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APÉNDICE C 
 
 

LINEALIZACIÓN DEL TÉRMINO DE REACCIÓN. 
 
 

La metodología de linealización está basado en una expansión en series de Taylor 

alrededor de las condiciones de la superficie, esto es: 

 

( ) ( ) ....ˆ 2
2

2

+−






 ℜ
+−






 ℜ

+ℜ=ℜ s
s

A
s

s

A
sAA uu

du
duu

du
d

 ( )1−C  

 
donde el subíndice s representa el valor en la superficie de la pastilla catalítica.  

 

Sí la serie es truncada hasta su segundo término, y se utiliza una expresión 

cinética como la expresada en la Ec. (2.2), entonces se tiene:  
 

( )
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( )
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1
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   − − − −
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ℜ = =

  ℜ     = − +      − −     
ℜ  = −  

 

( )1C a−  

 
Por lo tanto el término ve velocidad de reacción linealizada es: 
 

( )( )111ˆ −−−=ℜ umA βγ
β

 ( )2−C
 

 
 

ECUACIÓN DIFERENCIAL LINEAL. 

 
 
Sustituyendo la Ec. (C-2) en la Ec. (2.10) se obtiene: 
 

( ) ( )( )2
0

1 1 1d du m u
d d

α
α ξ φ γβ

ξ ξ ξ
  

= + − −  
  

 ( )3−C
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que junto con las condiciones de frontera Ecs. (2.12) y (2.14), forman un problema lineal 
de valores a la frontera. 
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APÉNDICE D 
 
SOLUCIÓN DEL PROBLEMA LINEAL DE VALORES A LA 

FRONTERA EN COORDENADAS CILÍNDRICAS ( )1=α . 

 

SOLUCIÓN HOMOGÉNEA. 

 
 

Aquí la ecuación diferencial homogénea a resolver es: 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

2
2 2 2

2 0d u du u
d d

ξ ξ ξ λ
ξ ξ

 
+ + = 

 
 ( )1−D

 
 
Cuya solución5 es: 
 

( ) ( )0 0cu AJ BYλξ λξ= +  ( )1−D
 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 
La ecuación diferencial a resolver es: 

 

022
2

2
2 =









−+ u
d
du

d
ud λξ

ξ
ξ

ξ
ξ  ( )3−D

 
 
Cuya solución6 es: 

 
( ) ( )0 0cu AI BKλξ λξ= +  ( )4−D

 

SOLUCIÓN PARTICULAR. 

 

5 Métodos  Matemáticos aplicados a la Ingeniería Química (2001), J. A. Ochoa. 
6 Ob.cit. 
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A través de la observación de la ecuación diferencial, se puede apreciar que 

.cteu =  es una solución a la ecuación diferencial Ec. (2.23). 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   

 
2

2 2 2 2 2 2
2

2
0 1p

d c dc c
d d

u c

ξ ξ λ ξ ξ φ λ
ξ ξ

φ
λ

 + + = + 

 = = + 
   

( )5−D
 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   
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2 2 2 2 2 2
2

2

1p

d c dc c
d d

u c

ξ ξ λ ξ ξ φ λ
ξ ξ

φ
λ

+ − = −

 = = −  
 

 
( )6−D
 

 
 

SOLUCIÓN GENERAL. 

 
 
De esta forma, la solución general al problema de valores a la frontera descrito por 

las Ecs. (2.23), (2.12) y (2.14), es: 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( ) ( )
2

0
0 0 1u AJ BY φλξ λξ

λ
 = + + + 
 

 ( )7−D
 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 

( ) ( )
2

0 0 1u AI BK φλξ λξ
λ

 = + + −  
 

 ( )8−D
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CUMPLIMIENTO DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA. 

 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 
 
Aplicando condiciones de frontera: 
 
En 0=ξ  

 

( ) ( ) 100
2

00 +





++=

λ
φBYAJDefinido

 
  

 
De donde 0=B , por lo tanto: 
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Por lo tanto: 
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2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 
Aplicando condiciones de frontera: 

 

En 0=ξ  
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De donde ∴= 0B  
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En 1=ξ  

 

( )

( )
2

0

2

0

1

11







=







−+=

λ
φ

λ

λ
φλξ

I
A

AI
 

 

 
Por lo tanto: 
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λξφ φ
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SOLUCIÓN DEL PROBLEMA LINEAL DE VALORES A LA 

FRONTERA EN COORDENADAS ESFÉRICAS ( )2=α . 

 

SOLUCIÓN HOMOGÉNEA. 

 
 
Cuando α = 2, por tanto la Ec. (2.24) toma la forma: 
 

2
2 2

2 2 0d u du u
d d

ξ ξ ξ βψ
ξ ξ

 
+ − = 

 
 ( )11−D  
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Si los siguientes parámetros toman los siguientes valores7: 
 

1; 0; 2 : 0 :q b a c d βψ= = = = = −   
 

Entonces: 
 

1 1
2 2; 0; ;ζ λ βψ ν= − Β = = − =   

 
Y la solución es: 
 

( )1
2

1
2cu Zξ λξ−=  ( )12−D  

 
Con: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1
2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 2

1 2

; 0

; 0

Z C J C J cuando

Z C I C I cuando

λξ λξ λξ βψ

λξ λξ λξ βψ

−

−

= + − >

= + − <
 ( )13−D  

 
 
De esta forma también tenemos dos casos: 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( ) ( )1 1
2 2

1 1
2 21 2cu C J C Jξ λξ ξ λξ− −

−= +  ( )14−D  

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 
( ) ( )1 1

2 2
1 1

2 21 2cu C I C Iξ λξ ξ λξ− −
−= +  ( )15−D  

 
Para rescribir las Ecs. (D-14) y (D-15) en términos de funciones trigonométricas, 

hacemos uso de las identidades: 

 

7 Notas de Ecuaciones Diferenciales Parciales, J. A. Ochoa, p.138. 
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( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
2

1
2

1
2

1
2

2

2

2

2

J Sen

J Cos

I Senh

I Cosh

πλξ

πλξ

πλξ

πλξ

λξ λξ

λξ λξ

λξ λξ

λξ λξ

−

−

=

=

=

=

 ( )16−D  

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   

 
( ) ( )

1 2c

Sen Cos
u A A

λξ λξ
ξ ξ

= +  ( )17−D  

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 
( ) ( )

1 2c

Senh Cosh
u A A

λξ λξ
ξ ξ

= +  ( )18−D  

 
 
 

SOLUCIÓN PARTICULAR. 

 
 
A través de la observación de la ecuación diferencial, se puede apreciar que 

.cteu =  es una solución a la ecuación diferencial Ec. (2.23). 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( )
2

2 2 2 2 2 2
2

2

2

1p

d c dc c
d d

u c

ξ ξ λ ξ ξ φ λ
ξ ξ

φ
λ

+ + = +

 = = + 
 

 
( )19−D  

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

 

( )
2

2 2 2 2 2 2
2

2

2

1p

d c dc c
d d

u c

ξ ξ λ ξ ξ φ λ
ξ ξ

φ
λ

+ − = −

 = = − + 
 

 
( )20−D
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SOLUCIÓN GENERAL. 

 
 
De esta forma, la solución general al problema de valores a la frontera descrito por 

las Ecs. (2.23), (2.12) y (2.14), es: 
 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( ) ( ) 2

1
Sen Cos

u A B
λξ λξ φ

ξ ξ λ
 = + + + 
 

 
( )21−D  

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <  

 

 

 

( ) ( ) 2

1
Senh Cosh

u A B
λξ λξ φ

ξ ξ λ
 = + + −  
 

 ( )22−D
 

 
 

CUMPLIMIENTO DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA. 

 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 
 
Aplicando condiciones de frontera: 
 
En 0=ξ  

 

( ) ( ) 1
0

0
0

0 2

+





++=

λ
φCosBSenADefinido   

 
De donde ∴= 0B  
 

( ) 1
2

+





+=

λ
φ

ξ
λξSenAu   

 

 99 



Apéndice D 

En 1=ξ  
 

( ) 11
2

+





+=

λ
φλASen   

 
entonces: 
 

( )
21







−=

λ
φ

λSen
A   

 
Por lo tanto: 
 

( )
( )

( )
( )

2 2

2

1

1 1

Sen
u

Sen

Sen
u

Sen

λξφ φ
λ λ ξ λ

λξφ
λ λ ξ

   = − + +   
   

   = − +  
    

 

( )23−D
 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   

Aplicando condiciones de frontera: 
 
En 0=ξ  

 

( ) ( ) 2

1
0

0
0

0






−++=

λ
φCoshBSenhADefinido   

 
De donde ∴= 0B  
 

( ) 2

1 





−+=

λ
φ

ξ
λξSenhAu   

 
En 1=ξ  
 

( )
2

11 





−+=

λ
φλASenh   

 
entonces: 
 

( )
21







=

λ
φ

λSenh
A   

 
Por lo tanto: 
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( )
( )

( )
( )

2 2

2

1

1 1

Senh
u

Senh

Senh
u

Senh

λξφ φ
λ λ ξ λ

λξφ
ψ λ ξ

   = + −   
   

    = + −  
    

 
( )24−D
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APÉNDICE E 
 
 
FACTOR DE EFECTIVIDAD PARA GEOMETRÍAS CILÍNDRICA Y 

ESFÉRICA. 
 

FACTOR DE EFECTIVIDAD PARA UNA PASTILLA CATALÍTICA CILÍNDRICA 
( )1α = . 
 

11 ˆ
c

A
p A

d dA
v

ξ
α

ξ ξ

η ξ ξ
=

=

= ℜ∫ ∫
 

( )1E −
 

 
1 11

0 0

1 1ˆ ˆ
c c

A A
p pA

d dA d dzd
v v

ξ ξπ

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ ξ ξ θ
= =

= =

= ℜ = ℜ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

( )2E −
 

 
1 11

0 0

1 ˆ ˆ
c c

A A
p

d dz d d
v

ξ ξπ

ξ ξ ξ ξ

η θ ξ ξ π ξ ξ
= =

= =

= ℜ = ℜ∫ ∫ ∫ ∫
 

( )3E −
 

 
donde : 
 

1 1

0 0 0 2pv d dzd
π πξ ξ θ= =∫ ∫ ∫

 
 

 
Como Aℜ  en su forma linealizada es: 

 

( )( )1 1A m uγβℜ = + − −%
 

( )4E −
 

 

( )( ){ }
1

2 1 1
c

m u d
ξ

ξ ξ

η γβ ξ ξ
=

=

= + − −∫
 

( )5E −
 

 

( ) ( )
1 1

2 1
c c

d m u d
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ γβ ξ ξ
= =

= =

  = + − − 
  

∫ ∫
 

( )6E −
 

 
Como la expresión explícita para el perfil de concentración para una pastilla 

catalítica cilíndrica es: 
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2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   

 

( )
( )

( ) ( )
( )

2
0

0

2
0

0

1 1

1 1

J
u

J

J
u

J

λξφ
λ λ

λξφ
λ λ

   = − +  
    

   − = −  
    

 ( )7E −
 

 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   
 

( )
( )

( ) ( )
( )

2
0

0

2
0

0

1 1

1 1

I
u

I

I
u

I

λξφ
λ λ

λξφ
λ λ

   = − +  
    

   − = −  
    

 ( )8E −
 

 

de esta forma: 

 
2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   

 

( ) ( )
( )

21 1
0

0

2 1
c c

J
d m d

J

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

λξφη ξ ξ γβ ξ ξ
λ λ

= =

= =

      = + − −    
      

∫ ∫
 

 

 

( ) ( ) ( )
21 1 1

0
0

12
c c c

d m d J d
J

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

φη ξ ξ γβ ξ ξ λξ ξ ξ
λ λ

= = =

= = =

     = + − −             
∫ ∫ ∫

 
 

 

( ) ( ) ( )
1 2 1 1

2 2
0

0

1 1 12
2 2

c c c

m J d
J

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

φη ξ γβ ξ λξ ξ ξ
λ λ

= = =

= = =

     = + − −             
∫

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 2
0

0

1 1 12 1 1
2 2

c

c cm J d
J

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ ξ λξ ξ ξ
λ λ

=

=

     = − + − − −             
∫
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

12 2
1

0

1 1 12 1 1
2 2 c

c cm J
J

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ ξ λξ ξ
λ λ λ

=

=

     = − + − − −               
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2
1 12 2

0

1 12 1 1
2 2

c c
c c

J J
m

J
λ λξ ξφη ξ γβ ξ

λ λ λ

   −      = − + − − −                      
 

 

( ) ( ) ( )
( )

2
1 12 2

0

1 1 2 c c
c c

J J
m

J
λ λξ ξφη ξ γβ ξ

λ λ λ

  − = − + − − −            
 

 
Si el radio crítico se encuentra en el centro de la pastilla catalítica, entonces: 

 

( ) ( )
( )

2
1

0

1 1 2
J

m
J

λφη γβ
λ λ λ

   = + − −            
( )9E −

 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   
 

( ) ( )
( )

21 1
0

0

2 1
c c

I
d m d

I

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

λξφη ξ ξ γβ ξ ξ
λ λ

= =

= =

      = + − −    
      

∫ ∫
 

 

 

( ) ( ) ( )
21 1 1

0
0

12
c c c

d m I d d
I

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

φη ξ ξ γβ λξ ξ ξ ξ ξ
λ λ

= = =

= = =

     = + − − +             
∫ ∫ ∫

 
 

 

( ) ( ) ( )
1 2 11

2 2
0

0

1 1 12
2 2

c cc

m I d
I

ξ ξξ

ξ ξ ξ ξξ ξ

φη ξ γβ λξ ξ ξ ξ
λ λ

= ==

= ==

     = + − −             
∫

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

2 2
0

0

1 1 12 1 1
2 2

c

c cm I d
I

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ λξ ξ ξ ξ
λ λ

=

=

     = − + − − −             
∫

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2

12 2
1

0

1 1 12 1 1
2 2c

c cm I
J

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ λξ ξ ξ
λ λ λ

=

=

     = − + − − −             
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 12 2

0

1 12 1 1
2 2

c c
c c

I I
m

I
λ λξ ξφη ξ γβ ξ

λ λ λ

   −  = − + − − −               
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
1 12 2

0

1 2 1c c
c c

I I
m

I
λ λξ ξφη ξ γβ ξ

λ λ λ

  − = − + − − −            
 

 
Si el radio crítico se encuentra en el centro de la pastilla catalítica, entonces: 

 

( ) ( )
( )

2
1

0

21 1
I

m
I

λφη γβ
λ λ λ

       = + − −                 
( )10E −

 
 

FACTOR DE EFECTIVIDAD PARA UNA PASTILLA CATALÍTICA ESFÉRICA ( )2α =  
 

11 ˆ
c

A
p A

d dA
v

ξ
α

ξ ξ

η ξ ξ
=

=

= ℜ∫ ∫
 

 

 

( )
1 12

2 2

0 0

1 1ˆ ˆ
c c

A A
p pA

d dA Sen d d d
v v

ξ ξπ π

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ ξ θ ξ φ θ
= =

= =

= ℜ = ℜ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

( )11E −
 

 

( )
12

2

0 0

1 ˆ
c

A
p

Sen d d d
v

ξπ π

ξ ξ

η θ θ φ ξ ξ
=

=

= ℜ∫ ∫ ∫
 

( )12E −
 

 
donde : 
 

2 1

0 0 0

4( )
3

v d Sen d d
π π πξ ξ θ θ φ= =∫ ∫ ∫

 
 

 

Como Aℜ  en su forma linealizada es: 

 

( )( )1 1A m uγβℜ = + − −%
 

 

 
 

( )( ){ }
1

23 1 1
c

m u d
ξ

ξ ξ

η γβ ξ ξ
=

=

= + − −∫
 

( )13E −
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( ) ( )
1 1

3 1
c c

d m u d
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

η ξ ξ γβ ξ ξ
= =

= =

  = + − − 
  

∫ ∫
 

( )14E −  

 
 
Como la expresión explícita para el perfil de concentración para una pastilla 

catalítica cilíndrica es: 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( ) ( )
( )

2

1 1
Sen

u
Sen

λξφ
λ ξ λ

   − = −  
    

 
 

( )15E −  

 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   
 

( ) ( )
( )

2

1 1
Senh

u
Senh

λξφ
λ ξ λ

   − = −  
    

 ( )16E −
 

 

de esta forma: 
 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − − >   
 

( ) ( )
( )

21 1
2 23 1

c c

Sen
d m d

Sen

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

λξφη ξ ξ γβ ξ ξ
λ ξ λ

= =

= =

      = + − −    
      

∫ ∫
 

 

 

( ) ( ) ( )
21 1 1

2 2 13
c c c

d m d Sen d
Sen

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ

φη ξ ξ γβ ξ ξ λξ ξ ξ
λ λ

= = =

= = =

      = + − −              
∫ ∫ ∫

 
 

 

( ) ( ) ( )
2 1

1 13 31 1 13
3 3c c

c

m Sen d
Sen

ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

φη ξ γβ ξ λξ ξ ξ
λ λ

=
= =

= =
=

      = + − −              
∫

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

3 31 1 13 1 1
3 3

c

c cm Sen d
Sen

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ ξ λξ ξ ξ
λ λ

=

=

      = − + − − −              
∫
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( ) ( )
( ) ( )

( )

2
3 3

2

31 1 1c c c
c c

Cos Sen
m

Tan Sen
ξ λ λξ λξφ λη ξ γβ ξ

λ λ λ λ

   −    = − + − − + − −                   
 

 

Si el radio crítico se encuentra en el centro de la pastilla catalítica, entonces: 

 

( ) ( )

2

2

31 1 1m
Tan

φ λη γβ
λ λ λ

      = + − + −              
 

 

2 ´ 0Caso en que oλ βψ βψ= − <   
 

( ) ( )
( )

21 1
2 23 1

c c

Senh
d m d

Senh

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

λξφη ξ ξ γβ ξ ξ
λ ξ λ

= =

= =

      = + − −    
      

∫ ∫
 

 

 

( ) ( ) ( )
2 1

1 13 31 1 13
3 3c c

c

m Senh d
Senh

ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

φη ξ γβ λξ ξ ξ ξ
λ λ

=
= =

= =
=

      = + − −             
∫

 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

3 31 1 13 1 1
3 3

c

c cm Senh d
Senh

ξ

ξ ξ

φη ξ γβ λξ ξ ξ ξ
λ λ

=

=

      = − + − − −             
∫

 
 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

2
3 3

2

31 1 1c c c
c c

Senh Cosh
m

Tanh Senh
λξ ξ λ λξφ λη ξ γβ ξ

λ λ λ λ

   −     = − + − + − + −                

 

 

 

Si el radio crítico se encuentra en el centro de la pastilla catalítica, entonces: 

 

( ) ( )

2

2

31 1 1m
Tanh

φ λη γβ
λ λ λ

        = + − − −      
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APÉNDICE F 
 

LINEALIZACIÓN EN DOS PUNTOS DEL TÉRMINO DE REACCIÓN.  

 

Partiendo de: 
 

21  A
d du

d d
α

α ξ φ
ξ ξ ξ

 
= ℜ 

   
( )1F −
 

 
Condiciones de frontera: 
 

En 0ξ =  
 

0 o  es finitadu u
dξ

=
 

( )2F −
 

 
 

En 1ξ =  
 
                                                      

1u =
 

( )3F −
 

 
donde: 
 
                                                          

( )
( )

1
1 1

u
u m

A e u
β

γ
β

 − −
 

− −  ℜ =
 

 

 

la linealización en los dos puntos ( 1ξ =  y 1
22

cξξ ξ = = 
 

), es como sigue: 

 

Linealización en el punto 1ξ = . 
 

( )11
1

ˆ ˆI A
A A

d u u
du ξξ

ξ
==

=

ℜ ℜ = ℜ + − 
   

( )4F −
 

 
Linealización en el punto 1

2
ξ ξ= . 
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11 22 1
2

ˆ ˆII A
A A

d u u
du ξ ξξ ξ

ξ ξ
==

=

ℜ   ℜ = ℜ + −       
( )5F −
 

 
donde: 
 

( ) 2
1 1

A
A

d m
du u u

γβ

β

 ℜ    = ℜ −  
  − −      

( )6F −
 

 
De esta forma, la expresión general para linealizar la velocidad de reacción en algún 
punto 0ξ  es: 
 

( )
( )

0

0

02
ˆ 1

1 1
i
A A

m u u
u uξ ξ

ξ ξ

γβ

β=

=

  ℜ = ℜ + − − 
− −      

( )7F −
 

 
donde  

0
0u u

ξ ξ=
= . 

 
En particular para el punto de linealización en 1ξ = (punto I): 

 
( )( )ˆ 1 1I

A m uγβℜ = + − −
 

( )8F −
 

 
Para el punto de linealización en 1

2
ξ ξ=  (punto II): 

 

( )
( )1

21
2 1

2

2
ˆ 1

1 1
II
A A

m u u
u uξ ξ

γβ

β=

  ℜ = ℜ + − − 
− −      

( )9F −
 

 
donde 1

2 1
2

u u
ξ ξ=

= . 

 

De esta forma se generan dos problemas lineales de valor a la frontera. Uno de 
ellos válido en la región 1

2
1ξ ξ< ≤  (problema I) y el otro válido en la región 1

2cξ ξ ξ≤ <  
(problema II). 
 
Problema I: 
 

21 ˆ
I

I
A

d du
d d

α
α ξ φ

ξ ξξ
 

= ℜ 
 

            1
2

1ξ ξ< ≤
 

( )10F a−
 

   
 

 109 



Apéndice F 

condiciones de frontera: 
 
En 1ξ =   1Iu =  
 
En 1

2
ξ ξ=   I IIu u=  y  1

2

Iu u=
 

( )10F b−
 

 
 

Con ˆ I
Aℜ  dado por la Ec. (F- 8). 

 
Problema II: 
 

21 ˆ
II

II
A

d du
d d

α
α ξ φ

ξ ξξ
 

= ℜ 
 

  1
2cξ ξ ξ≤ <
 

( )11F a−
 

 
condiciones de frontera: 
 

En 1
2

ξ ξ=   
1

1 2
2

I IIdu du
d d

ξ ξ
ξ ξ

   
=   

   
  y   1

2

Iu u=  

 
En cξ ξ=   0IIu =

 

( )11F b−
 

 
 
con ˆ II

Aℜ  dado por la Ec. (F- 9). Además si se define el siguiente parámetro: 
 
                                                        

2
ˆ

i

i
A

i
d
d

ξ ξ

ψ φ
θ

=

 ℜ
= −   

   
( )12F a−
 

 
como: 
 

( )1 1 uθ β= + −  
 

d duθ β= −
 

 

 
 
                                                           

2 ˆ

i

i
A

i
d
du

ξ ξ

φψ
β

=

 ℜ
=   

   
( )12F b−
 

 
además sí se define el siguiente parámetro: 
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2
i iλ βψ= −

 
( )13F −

 
 
tenemos: 
 

2
i iλ βψ= −  sí 0iβψ− >  

 
2
i iλ βψ=  sí 0iβψ− <

 

 

 
De acuerdo a la Ecs. (F- 8) y (F- 12b), el primero de los dos problemas resultantes 

de la linealización en dos puntos, se pueden rescribir como sigue: 
 
 

2
i iλ βψ= −  ó 0iβψ− >  

 
Problema I: 
 

2 2 21 I

I I
d du u

d d
α

α ξ λ φ λ
ξ ξξ

 
+ = + 

 
   1

2
1ξ ξ< ≤

 
( )14F a−
 

 
condiciones de frontera: 
 
En 1ξ =   1Iu =  
 
En 1

2
ξ ξ=                   I IIu u=  y  1

2

Iu u=  

 

( )14F b−
 

 
Se ha visto con anterioridad que el problema de valores a la forntera tiene como 

solución la siguiente expresión: 
 
      

( ) ( )
2

1 1 1I
I I

I

u A Sen B Cos φλ ξ λ ξ
λ

 
= + + + 

   

 

 
Aplicando las condiciones de frontera, se llega a: 
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( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1
2

1
2

1 1
2 2

2

2

1 1

1 1

I I I II

I I I I I

I

I I

Cos Sen Tan Cos
u u

Cos Sen Tan Cos

Cos
Cos

λ ξ λ ξ λ λ ξφ
λ λ λ ξ λ λ ξ

λ ξφ
λ λ

    −    = − − − +      −       

  
− +       

 
( )15F −

 

 
 
Problema II: 
 
 
      

1
21

2

2 2 21 II

II A II
d du u u

d d
α

α ξ
ξ λ φ λ

ξ ξξ
 

+ = ℜ + 
 

      1
2cξ ξ ξ≤ <
 

( )16F a−
 

 
La solución para (F- 16a) es: 
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Aplicando las condiciones de frontera, se tiene: 
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 donde 1

2
u  es el valor del la concentración, en la posición que escogimos para realizar el 

segundo punto de linealización y se encuentra resolviendo la siguiente ecuación: 
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Apéndice F 
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