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INTRODUCCIÓN 

El Teorema de. qartan-Dieudonné afirma que toda transformación ortogonal 

es la composición de reflexi·o~es a través de hiperplanos y su importancia radica en 

que caracteriza al grupo de las transformaciones ortogonales. El Teorema de Cartán

Dieudonné fue demostrado alrededor de 1950; en la literatura existen demostraciones 

por inducción sobre la dimensión del espacio ortogonal, por ejemplo en [Pl, DS]. Más 

recientemente en [Ul] se presenta una demostración constructiva de dicho teorema 

para el caso en que se tiene definido un producto interno en el espacio vectorial, y 

para los espacios ortogonales no degenerados de signatura ( n, n) . 
El objetivo principal de esta tesis es presentar una demostración constructiva 

del Teorema de Cartan-Dieudonné para el caso de que se tenga una forma bilineal 

no degenerada sobre el espacio vectorial de dimensión finita, y por ende se obtiene 

un algoritmo general para obtener las reflexiones a través de hiperplanos cuya com

posición nos dará una transformación ortogonal dada de antemano; este algoritmo es 

más general que el que se presenta en [Ul]; en el sentido que es para transformaciones 

ortogonales sobre espacios ortogonales no degenerados de signatura (p, q). 
La representación matricial de una reflexión a través de un hiperplano es una 

matriz llamada de Householder [Ul]. En la teoría de las Álgebras de Clifford existe 

una forma alternativa para calcular la imagen de un vector bajo una reflexión a 

través de hiperplanos y es esta herramienta lo que se propone en este trabajo para la 

realización de los cálculos. 

Otro objetivo central del presente trabajo es aplicar el Teorema de Cartan 

Dieudonné para la caracterización de las isometrías de coincidencia. La teoría de 

redes de sitios de coincidencia ( CSL) .ha provisto de respuestas parciales al complejo 

problema que surge en la descripción de las fronteras e interfaces de grano (ver, por 

ejemplo, Sutton & Baluffi, 1995) . La mayoría de los modelos geométricos de fronteras 

de grano existentes idealizan dos cristales que se encuentran en la frontera como dos 

redes interpenetradas, y se asume que fronteras de grano con propiedades especiales 

aparecen cuando hay un alto grado de "ajuste" ( o correspondencia) entre las redes. 

Debido al advenimiento de los cuasicristales, ha sido deseable extender la teoría 
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aparecen cuando hay un alto grado de "ajuste" ( o correspondencia) entre las redes. 

Debido al advenimiento de los cuasicristales, ha sido deseable extender la teoría 

matemática de CSL a más dimensiones. En general, el problema puede ser planteado 

como sigue: Sea runa red en Rn y sea Tuna transformación ortogonal; Tes llamada 

una isometría de coincidencia si T (f) n res una subred de r. El problema es, por lo 

tanto, identificar y caracterizar las isometrías de coincidencia de una red r dada. 

Para atacar este problema, Muchas aproximaciones han sido usadas . Fortes 

en [FO] desarrolló una teoría matricial de CSL para dimensiones arbitrarias; la misma 

aproximación por matrices fue implementada por Duneau et al. (1992), mientras tanto 

Baake (1997); [BA] usó números complejos y cuaterniones para resolver el problema 

para redes hasta dimensión 4. Otra propuesta se da en Aragón et al. (1997) donde 

se propuso un criterio débil de coincidencia y se usaron redes de 4 dimensiones para 

caracterizar redes de coincidencia en el plano. 

En [ARl], iniciamos el estudio de problema de CSL usando álgebras de Clifford 

y en este trabajo se continúa con dicha propuesta con un doble propósito: 

El primero es mostrar el potencial de las álgebras de Clifford para expresar 

ideas geométricas, que usamos para resolver el problema de coincidencia, el cual es 

simplemente geométrico. 

Segundo, trataremos de mostrar que las álgebras de Clifford, ya usadas como 

un poderoso lenguaje en muchos campos, también pueden ser útiles en cristalografía 

geométrica. Aunque nada nuevo aparezca, los resultados proveen nuevas ideas en este 

y otros problemas en cristalografía·geométrica y el acercamiento pudiera ser valioso 

para una extensión a dimensiones arbitrarias. 

En este trabajo las reflexiones son consideradas como transformaciones prim

. itivas y _las álgebras de Clifford surgen como una herramienta natural para este pro

blema, sin hacer uso de matrices y solamente con un mínimo de teoría de grupos. 

A grandes rasgos se demuestra que una isometría arbitraria de coincidencia 

puede ser descompuesta como un producto de reflexiones de coincidencia por vectores 

de una red r, y el grupo de isometrías de coincidencia se caracteriza proporcionando 

una forma de generarlo a partir de los vectores de r. 

Los objetivos del presente trabajo son: 

l. Ofrecer una prueba constructiva del Teorema de Cartan Dieudonné. 

2. Obtener una caracterización de las isometrías de coincidencias para redes arbi

trarias. 
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3. Proponer a las Álgebras de Clifford como una herramienta para trabajar matemática

mente a las redes y las transformaciones ortogonales. 

A continuación hacemos una breve descripción del contenido de la tesis. 

El capítulo 1 inicia con el estudio de los espacios ortogonales no degenerados 

y los conceptos relacionados con los espacios ortgonales; hacemos énfasis en el com

portamiento de las rotaciones en los espacios Artinianos que nos permitirá encontrar 

un algoritmo para el teorema de Cartan-Dieudonné. 

En· el. ¡::apítulo 2 se estudian las reflexiones a través de hiperplanos desde la 

óptica de las Álgebras de Clifford y se realiza la demostración constructiva del Teo

rema de Cartan-Dieudonné para espacios ortogonales no degenerados de dimensión 

finita . 

En el capítulo 3 se expone la teoría básica de redes, se plantea el problema de 

las redes de coincidencia y se caracterizan las isometrías de coincidencia para redes 

cuadradas n dimensionales. 

En el capítulo 4 se caracterizan las isometrías de coincidencia para redes planas 

incluyendo las rectangulares y las rómbicas. Además se encuentra un algoritmo gen

eral para determinar el índice de coincidencia y una base de la red de coincidencias. 
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Capítulo 1 

ESPACIOS ORTOGONALES Y ÁLGEBRAS DE CLIFFORD 
REALES 

En este capítulo presentamos las propiedades básicas de las Álgebras de Clif

ford o también llamadas Álgebras Geométricas . Existen diferentes enfoques para la 

construcción de las Álgebras de Clifford. Uno de ellos utiliza formas bilineales no

degeneradas sobre un espacio vectorial real de dimensión finita que deben relacionarse 

con la multiplicación de una manera determinada a.xiomáticamente. Este enfoque se 

presenta en [DS] . Otro enfoque, esencialmente axiomático , que no usa formas bilin

eales se presenta en [Hl]. 

Dos culturas antiguas: la griega y la árabe aportaron elementos constitutivos 

para la matemática. Ambas tenían enfoques distintos de la matemática, la primera 

cultura se centró fundamentalmente en la geometría, sin contar con una idea precisa 

de número (razón y proporción entre segmentos de línea) y en la segunda, era pre

cisamente lo contrario , su interés estuvo en la idea de número, sin mucho énfasis en la 

geometría. Posteriormente algunos matemáticos como Vieta obtuvieron un concepto 

abstracto de número mediante la creación del Álgebra. Fue Descartes quien propuso 

unificar el álgebra y la geometría obteniendo como producto la Geometría Analítica. 

Sin embargo, Descartes no logra construir con ella lo que puede considerarse como 

una Álgebra Geométrica; es decir, realizar una articulación entre la geometría y álge

bra, en donde el concepto de número y su correspondiente representación geométrica 

se fundieran; en donde las operaciones algebraicas, y sus propiedades, como son la 

suma y producto tuvieran un claro significado geométrico. Es importante señalar que 

Descartes propuso un producto geométrico pero con este provocó una desarticulación. 

Posteriormente hubo esfuerzos como la geometría algebraica y el análisis vectorial, 

donde la geometría y el álgebra interactúan pero no se funden. 

A mediados del siglo pasado hubo varios intentos por establecer una Álgebra 

Geométrica, quienes lo intentaron fueron Hamilton (Cuaternios) , Grasmann (Álge

bras de Extensión) y Clifford (Álgebras de Clifford). Hamilton lo consigue pero no 
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se percata de ello y Clifford lo realiza aunque no alcanza a desarrollarlo en plenitud 

debido a su muerte prematura; de hecho el nombre de Álgebra Geométrica lo propone 

Clifford aunque es más conocido el de Álgebra de Clifford. 

Lo desarrollado por estos tres matemáticos importantes tuvo su mayor reper

cusión después de una fuerte disputa a finales del siglo pasado, en el concepto de 

vectores y de hecho es donde más se aplica. 

Las Álgebras de Cliffórd tratan sobre espacios lineales n-dimensionales con 

suma y producto. Aquí es donde el Álgebra y la Geometría logran fundirse y esto 

lo ha estado afirmando D. Hestenes desde hace 40 años. Con base en el Álgebra 

Geométrica, Hestenes ha reescrito parte de la Física (ver [Hl], [H2], [H3]), mientras 

que Delanghe, desde hace 20 años, ha desarrollado con base en Álgebras de Clifford, 

lo que actualmente se conoce como Análisis de Clifford, [DS]. En [AR] exploramos 

cierta equivalencia entre estos dos trabajos. 

Lo desarrollado por Hamilton, Grasmann y Clifford dio como resultado el 

álgebra de vectores junto con la teoría de matrices. El desarrollo de la física y de la 

propia matemática hizo necesaria la extensión del álgebra vectorial dando lugar al 

concepto de tensores y después al de formas diferenciales; los cuales poseen un gran 

defecto, su operatividad no contiene una idea geométrica clara. 

Para comprender esta fusión del Álgebra y la Geometría expondremos primero 

las propiedades de los escalares y de los vectores. 

Los griegos entendían por número a un segmento de línea que tuviera esa mag

nitud; cabe resaltar que no importaba.si el segmento de línea era rotado o traslada~o, 

para ellos en esencia era lo mismo. Por otra parte, un vector, el cual introdujo Hamil

ton, se entiende como un segmento de línea dirigido, orientado y con magnitud; es 

decir, un vector puede ser trasladado y considerarse el mismo, pero al momento de 

ser rotado automáticamente es otro vector. 

En el álgebra vectorial existe la multiplicación de un escalar con un vector y 

de aquí surge una "dualidad" ( dos formas de concebir a un número) para el escalar 

A, el cual también se puede pensar como un operador lineal tal que al vector a lo 

transforma en el vector A.a. Esta dualidad también existe entre los vectores, es decir 

a cada vector b le asociamos el operador lineal que a cada vector a lo transforma en. 

el vector a x b. 

También en el álgebra vectorial existe la suma de vectores, mas no la suma de 

escalares con vectores. En cambio en álgebra geométrica si existe una tal suma; esto 

puede parecer absurdo pero no lo es tanto si recordamos que podemos sumar 3 + x 3 

aún cuando 3 es un escalar y x 3 es un polinomio; esta suma se puede justificar y a 
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través de una artimaña no muy sofisticada también se puede justificar la suma ). + a, 

con ). escalar y a vector. Para fines prácticos es necesario lograr la abstracción de 

este hecho "sumar peras con manzanas" -puede ser que este haya sido un motivo por 

el cual no se haya apreciado el valor del trabajo de Hamilton, Grasmann y Clifford. 

Este tipo de "sumas" también aparece ep los números complejos. 

Los números complejos surgen con el fin de poder resolver la ecuación x2 + 1 = 
O, denotando con i su solución, es decir, i2 = -1, y todo número complejo es de la 

forma a+ bi, con a, b E IR. De hecho, a través de los complejos se puede definir una 

multiplicación en el plano real, a través de la identificación 

(a,b)-+a+bi, 

y la multiplicación queda establecida por la siguiente regla: 

(a, b) (e, d) = (ac - bd, be+ ad) 

A cada complejo z se le puede asociar un operador lineal en el plano a saber: 

Tz (w) = wz; w E C, y las rotaciones quedan dadas por los complejos unitarios 

es decir con los complejos de la forma: 

z = cos 0 + isen0 . 

En este caso 0 es el ángulo de rotación . . 

En su deseo de extender los complejos a IR3 , Hamilton, el 18 de Octubre de 

1843, descubrió los cuaternios, que son de la forma: 

A i, j, k se les llama unidades imaginarias pues Hamilton definió la multipli

cación como: 

y también definió: 

-2 -2 k2 l 
'I, =] = = - . 

ZJ -ji= k, 

jk -kj = i, 
ki -ik = j. 
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Estas últimas reglas son semejantes al producto vectorial del análisis vectorial. 

La multiplicación de dos cuaternios cualesquiera se obtiene por linealidad, usando las 

reglas de multiplicación de las unidades imaginarias. Siguiendo la idea de los complejos 

se define el conjugado de a= ao + a1i + aú + a3k, como: 

y se obtiene que 
3 

aa= ¿a¡, 
l=O 

por lo que se deduce que todo cuaternio a distinto de cero tiene inverso, el · cual 

está dado por: 

-1 a a =-
aa 

Hamilton concibió geométricamente a los vectores en IR3 como segmentos de 

línea con dirección y magnitud, y algebraicamente como al cuaternio de la forma: 

por lo tanto todo cuaternio se puede escribir de la siguiente manera: 

-a=ao+ a, 

donde a0 se llama la parte escalar de a y 71 su parte vectorial. El espacio de los 

cuaternios es denotado por IHI. 

Con la identificación (x1, x2 , x3) --t 7 = x1i + x2j + x3k, los cuaternios dan 

lugar a las rotaciones en JR3 , a través de 

Ta (7) = a 7a, con a E lHI unitario y 7 E JR3
. 

También los cuaternios pueden ser usados para obtener las rotaciones en JR4 a 

través de 

Tar (x) = axr, con a, r E lHI unitarios, y x E JR4
. 

con la identificación (xo, x1, X2, x3) --t x = x0 + x 1i + xú + x3k. Los cuaternios y los 

complejos son ejemplos de álgebras de Clifford. 



Espacios ortogonales 9 

1.1. Espacios ortogonales 

En esta sección exponemos el material necesario del álgebra lineal para es

tablecer un lenguaje básico que se usa a lo largo del presente trabajo; para ello 

consideramos una forma bilineal sobre un espacio vectorial y estudiamos los con

ceptos relacionados con ella, como ortogonalidad, complemento ortogonal, etc. La 

mayoría de los resultados se presentan sin demostración; las demostraciones pueden 

ser consultadas en [DS], [Pl],[ST]. 

Definición 1 Sea X un espacio vectorial real. B es llamada una forma bilineal si 

B :X x X - IR cumple: 

mente: 

{El} Condición de bilinealidad. 

Si v, v', w, w' E X y>. E IR, entonces 

B (>.v + v', w) 

B (v', >.w' + w) 

{B2) Condición de simetría. 

Si v, w E X, entonces 

>.B (v, w) + B (v', w) y 

>.B (v, w) + B (v, w'). 

B(v,w)=B(w,v). 

En caso de que la forma bilineal B satisfaga la siguiente condición: 

{B3) Condición de no degeneración. 

Si para cada v E X , v -=/=- O existe w E X tal que B ( v, w) -=/=- O o equivalente-

B ( v, w) = O para cada w E X {=} v = O, 

se dice que la forma bilineal es no degenerada y el par (X, B) es llamado espacio real 

ortogonal no degenerado. 

El concepto de forma bilineal es una generalización del concepto de producto 

interno, por ende, muchos conceptos de los espacios euclideanos se generalizan cuando 

se tiene un espacio vectorial real con una forma bilineal. 

Definición 2 Sea X un espacio vectorial real y B una forma bilineal X. Se definen 

los siguientes conceptos: 
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1. Se dice que u, v E X son ortogonales si B (u, v) = O. 

2. Se dice que u E X es isotrópico si B (u, u) = O. 

3. Se dice que u es invertible si u es no isotrópico, es decir, si B (u, u) =/= O. El 

término invertible se justificará en la siguiente sección. 

4- Sean W, V < X ( subespacios vectoriales de X ). Se dice que W y V son 

ortogonales, si B (v, u) = O, para cada u E V y cada v E W. 

Nota: En esta tesis denotaremos con mathcalV < X a cualquier subespacio 

vectorial de X sea propio o no. 

5. Un subespacio V< X es llamado espacio nulo si B (v, u) = O, para cada u, v E 

v. 

6. Sea W < X ( subespacio vectorial) se define el complemento ortogonal de W 
como el conjunto W.L = { u E XI B (v, u) = O, para cada v E W}. 

Observaciones: 

l. Si u es isotrópico entonces el subespacio generado por u es un subespacio nulo 

de X. 

2. Claramente W.L es un subespacio de X (W.L <X). La siguiente proposición 

nos dice bajo que condiciones un subespacio y su correspondiente complemento 

ortogonal descomponen al espacio vectorial en dos· subespacios, más específica

mente, para x E X existen únicos v E W y u E W.L tales que x =u+ v . 

Proposición 3 Sea (X, B) un espacio real ortogonal no degenerado de dimensión n 

y sea W < X entonces: X =WEB W.L {:} W es no degenerado. Es decir, el espacio 

(W, B lw) es no degenerado, B lw denota la restricción de B a W. En particular para 

a E X; X = lRaEB (JRa) .L {:} B (a, a) =/= O. 

A menos de que se diga lo contrario, de aquí en adelante (X, B) denota un 

espacio real ortogonal no degenerado de dimensión n. 

Sea e = { e1, ... , en} cualquier base ordenada del espacio vectorial X. Para 

cada i,j = 1, ... , n definimos aii := B (ei, ei). La matriz A = (aij) es llamada la 

matriz de B relativa a la base e y describe la acción de B de la siguiente manera: 

Sean v, w E X y x = [v]e, y = [w]e las coordenadas de v, w con respecto a la 

base e; entonces B (v, w) = xtAy. 
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Como B es no degenerada y simétrica, entonces A es simétrica y no-singular, 

y un resultado clásico de formas bilineales asegura la existencia de una base ordenadJ 

e*= (ei, ... , e~) de X y p, q EN, con p + q = n, tales que: 

(1) B (e;, e;) = 1 para j = 1, 2, ... ,p. 

(2) B(e;,e;) =-lparaj=p+l,p+2, ... ,p+q. 

(3) B (e;, e;) = O para i,j = 1, 2, ... , n, con i =/= j. 

Es decir e* = { ei, ... , e~} diagonaliza a la matriz asociada a la forma bilineal 

B. 

( 4) El número de elementos tales que B (e;, e;) = 1 es independiente de la base 

que diagonaliza a la forma bilineal B. A la base e* se le llama base ortonormal 

con respecto a B para X. En el caso de q = O, a (X, B) se le llama positivo 

definido y en tal caso la forma bilineal es llamada producto interno. La función 

<I> e• : X --+ ]Rn tal que <I> e• ( v) = [vle• es un isomorfismo entre el espacio ortogonal 
(X, B) y el espacio lRn y lo provee de una forma bilineal B* : lRn x lRn--+ lR, a 

saber: 

p p+q 

B* (x, y) = ¿ XiYi - ¿ XiYi 

i=l i=p+l 

la cual conserva las mismas propiedades de B; donde: x 

Y= (Y1, · · ·, Yp+q) E ]Rn_ 

A (lRn, B*) lo denotaremos simplemente con JRM, y al espacio ortogonal (X, B) SP

le llama de característica o signatura (p, q) y su base ortonormal se denotará con 

e. Por el anterior isomorfismo a (X, B) con signatura (p, q) se le puede denotar 
con JRP,q_ 

1.1.1. Grupo ortogonal 

Los operadores lineales sobre (X, B) de más interés son aquellos que preservan 

la forma bilineal, es decir, los ortogonales. 

D efinición 4 Al conjunto de los operadores lineales T : X --+ X, tales que 

B(Tv,Tw) = B(v,w), 

se le llama el grupo pseudo~ortogonal de (X, B) y es denotado por O ( X) . Sus 

elementos son llamados transformaciones ortogonales. 
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Denotamos O (p, q) := O (IRp,q) y O (p) = O (JRP) . 

El grupo O (p, q) puede ser considerado como el conjunto de las matrices in

vertibles Q, de tamaño n x n que satisfacen Qt AQ = A, donde A es la matriz asociada 

a la forma bilineal B relativa a la base canónica de JRP,q. 

Definición 5 SO (p, q) := { Q E O (p, q) 1 det ( Q) = 1} es el espacio de las trans

formaciones ortogonales especiales o rotaciones de JRP,q. Los elementos de O (p, q) \ 

SO (p, q) son llamadas antirotaciones. 

En caso de que B (a, a) =I= O, el subespacio (IRa)-1 es de dimensión n - l y 

se llama el hiperplano asociado con a E X; aún más, para v E X, v = >.a+ b, 

con b E (IRa)-1 = Ha y >. E R Como se demuestra en el siguiente resultado la 

transformación lineal <.p ª : X -+ X, <.p ª ( v) = - >.a + b es ortogonal y se llama la 

reflexión a través del hiperplano Ha. 

Proposición 6 Bajo las mismas condiciones de la proposición anterior, la transfor

mación lineal T: X= W E9 w-1-+ X; para v = x + y, con x E W, y E w-1; dada 

por T ( v) = x - y es una transformación ortogonal. 

Cualquier subespacio no-degenerado de X, con base en su complemento ortog

onal permite construir operadores ortogonales y precisamente el teorema de Cartan

Dieudonné nos describe a los operadores ortogonales con los elementos invertibles de 

X . Los siguientes lemas juegan un papel importante en la demostración del teorema 

de Cartan-Dieudonné. 

Lema 7 Sean a, b elementos invertibles tales que B (a, a) = B (b, b). Entonces existe 

un mapeo <.p tal que <.p (a) = b, que es la reflexión a través de un hiperplano o la 

composición de dos reflexiones a través de hiperplanos. 

Demostración Si B (a, a) = B (b, b) y a, b son invertibles entonces a+ by 

a - b son ortogonales, esto se sigue de: B (a+ b, a - b) = B (a, a) - B (b, b). 

Se tiene la siguiente igualdad: B (a+ b, a+ b)+B (a - b, a - b) = 4B (a, a) =I= O. 

De aquí se deduce que a+ b o a - b es invertible, pues ambos sumandos de la igualdad 

anterior no pueden ser cero. 

Si a - bes invertible, entonces <fJa-b : X -+ X existe y 

<fJa-b (a)= <fJa-b (½ (a - b) +½(a+ b)) =-½(a - b) +½(a+ b) = b 

Si a+ b es invertible, entonces <fJa+b : X -+ X existe y 
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cpbcpa+b (a)= cpbcpa+b (½ (a - b) +½(a+ b)) = 
cpb (½ (a - b) - ½(a+ b)) = cpb (-b) = b. 

13 

■ 

Lema 8 Cualquier operador ortogonal del espacio n dimensional real ortogonal (X , B) 
no degenerado es expresable como la composición de un número finito de reflexiones 

a través de hiperplanos de X. 

Demostración 

La demostración es por inducción. 

Supongamos que el resultado es válido para espacios n-dimensionales y sea 

(X, B) un espacio ortogonal no degenerado de dimensión n + 1 con base ortonormal 

{ ei I i = 1, .. . , n + 1} y T : X -t X un operador ortogonal. T ( en) y en cumplen las 

condiciones del lema anterior por lo cual existe cp que es la reflexión de un hiper

plano o la composición de dos reflexiones de hiperplanos en X tal que cpT ( en) = en . 

El mapeo cpT induce una transformación ortogonal sobre el espacio generado por 

{ ei I i = 1, ... , n} y la hipótesis de inducción es aplicable. 

· ' El lema anterior se puede considerar como una versión débil del teorema de 

Cartan-Dieudonné, el cual afirma que cualquier transformación ortogonal es la com

posición de a lo más n reflexiones a través de hiperplanos. En el siguiente capítulo se 

demostrará esta versión del Teorema de Cartan-Dieudonné de manera constructiva 

y para ello es necesario considerar a los espacios Artinianos. 

1.1.2. Espacios Artiniarios 

El espacio Artiniano más simple, también llamado el plano de Lorentz o plano 

Artiniano, es R1•1. En el plano Artiniano se tiene que el generado por u = (1, 1) es 

un espacio nulo de dimensión l. 

Proposición 9 Sea (X, B) un espacio ortogonal no degenerado de signatura (1 , 1) , 
si u E X es un vector isotrópico distinto de cero, entonces existe un único vector 

isotrópico v distinto de cero tal que B ( u, v) = l. 

Demostración 

Sea u un vector isotrópico distinto de cero. Se tiene que: 

Ru e (Rul. 



14 Espacios ortogonales y álgebras de Clifford reales 

Por ser (X, B) no degenerado se tiene que dim ( (JRul) = 1, por lo cual 

lRu = (lRu)l.. 

Sea w E X, no isotrópico, tal que w ~ lRu, entonces para cada vector a E X existen 

reales a, /3, tales que 

bajo estas condiciones se tiene que 

B (a, u) 

B (a, a) 

a=au+/3w, 

{3B (w, u), 

2a/3B (u, w) + {32B (w, w) , 

así que el problema se reduce a resolver el siguiente sistema: 

por lo cual: 

/3B (w, u) 

2a/3B (u, w) + /32B (w, w) 

/3 

a = 

1 
B(w,u)' 

B(w,w) 
(B (u, w)) 2 

· 

1, 

O· , 

Con los valores anteriores se encuentra el vector v = au + {3w que satisface las 

condiciones del problema, la unicidad es consecuencia de que el sistema tiene solución 

única. 

■ 

Proposición 10 Sea (X , B) un espacio ortogonal no degenerado de signatura (1, 1), 
y u E X un vector isotrópico distinto de cero. Si B (v, u) =/= O entonces los vectores 

u, v son linealmente independientes. 

Demostración 

Es consecuencia de lRu = (JRu)l.. 

■ 

Proposición 11 Si (X , B) es un espacio ortogonal no degenerado de signatura (1, 1), 
entonces dicho espacio sólo contiene dos líneas nulas. 
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Demostración 

Sea u un vector isotrópico distinto de cero. Existe un único vector isotrópico 

v distinto de cero tal que B ( u, v) = l. Se tiene que { u, v} es una base de X, así que 

para cualquier w E X , existen a, /3 reales tales que: 

w =a.u+ f]v. 

Sea w un vector isotrópico tal que IRw =/= IRu. 

Por lo anterior , se tiene que w = a.u + f]v con /3 =/= O : 

B(w,w) O 

a/3 O, 

por lo tanto a= O. De lo anterior se tiene que IRw = IRu ó IRw = IRv. 

■ 

Figura 1 En la figura JI y N son los espacios nulos del plano Art iniano y se presentan los 

vectores cuya norma al cuadrado es uno y también los vect ores cuya norm a al cuad rado 
es -1 

Definición 12 Un plano artiniano es un subespacio generado por dos vectores isotrópi

cos linealmente independientes. 

Proposición 13 Sea (X, B) un espacio ortogonal no degenerado de signatura (p, q) 

y u E X un vector isotrópico distinto de cero. Entonces existe un plano artiniano 

P < X, tal que u E P. 

Demostración 
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Sea u un vector isotrópico. Existe un vector v tal que B ( u, v) # O. 

Consideremos al espacio P = ( u, v) , el cual es no degenerado, por lo cual la 

signatura de (P, Bl p) es (1, 1), (1, - 1) ó (-1, - 1) por tener un vector isotrópico sólo 

es posible la signatura ( 1, -1) . 

■ 

Definición 14 Un espacio ortogonal no degenerado (X, B) es llamado Artiniano 
si existen planos artinianos Pi, A, ... , Ps tales que 

X=A EB A EB ··· EB Ps 

y P;, es ortogonal a Pj, para i # j. 

Observación Un espacio Artiniano es de signatura (p,p) y es isomorfo a JRP,P 

Proposición 15 Si (X, B) es un espacio Artiniano entonces existe un espacio nulo 

contenido en X tal que su dimensión es igual a ½ dim X . 

Demostración 

Se tiene que: 

X= Pi E9 A E9 · · · E9 Ps, 

con P;, ortogonal a Pj para i # j y cada uno de ellos es un plano Artiniano. 

Sea Ni < P;, una línea nula de Pi, entonces 

es un subespacio nulo de X que satisface las condiciones pedidas. 

■ 
1.1. 3. Transformaciones ortogonales sobre espacios A rtinianos 

En esta parte de la tesis se estudiarán las transformaciones ortogonales so

bre espacios Artinianos. Las demostraciones de las proposiciones que se dan sin de

mostración pueden ser consultadas en [ST] . 

Definición 16 Sea (X, B) un espacio ortogonal no degenerado. Se dice que N < X, 

es un espacio nulo maximal si N es nulo y si N 1 < X es nulo y N e N1 , entonces 

N=N1. 

Proposición 17 Sea (X, B) un espacio ortogonal no degenerado, si N1 ,N2 < X son 

subespacios nulos maximales. Entonces se tiene que dim N1 = dim N2 . 
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Proposición 18 Sea (X, B) un espacio ortogonal no degenerado y N < X un sube

spacio nulo maximal. Se tiene que dim N :S ½ dim X. En caso de que X sea un espacio 

Artiniano, se tiene que dimN = ½ dimX. 

Lema 19 Sea (X, B) un espacio Artiniano y N < X un subespacio nulo maximal. 

Si T E O (X, B) , tal que T ( N) = N, entonces T es una rotación. 

Proposición 20 Sea (X, B) un espacio Artiniano y N < X un subespacio nulo 

maximal. Si T E O (X, B) , tal que T ( x) = x para cada x E N, entonces dim X es 

divisible entre cuatro. 

Proposición 21 Sea (X, B) un espacio Artiniano y N < X subespacio nulo max

imal. Si T E O (X, B) tal que T ( x) = x para cada x E N, entonces las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

1. im(T- I) = N. 

2. Ker(T- I) = N. 

3. Si x E X y B (x, x) i= O, entonces (T- I) x es un vector isotrópico diferente de 

cero. 

Lema 22 Sea (X,B) un espacio- ortogonal no degenerado. Para que exista T E 

O (X, B) tal que (T - I) (x) es vector isotrópico distinto de cero para cada x vector 

no isotrópico distinto de cero, es necesario y suficiente que las siguientes condiciones 

se satisfagan: 

1. (X, B) es un espacio A rtiniano de dimensión 4k. 

2. T es una rotación de (X, B), con un espacio nulo maximal como espacio fijo . 

Este último lema se usa para demostrar el teorema de Cartan-Dieudonné. 

1.2. Álgebras de Clifford reales 

1.2.1. Álgebra 

En esta sección se revisa el concepto general de álgebra real. 

Definición 23 Un espacio vectorial real A es llamado álgebra real si existe un 

mapeo bilineal * : A x A - A. Este mapeo se denomina multiplicación del álgebra 

y usualmente se denota a* b := ab. 
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A es llamada: 

(i) Asociativa. Si para cualesquiera a, b, e E A se tiene: 

( ab) e = a (be) . 

(ii) Conmutativa. Si el producto es simétrico, es decir, para cualesquiera a, b E A. 
se tiene: 

ab = ba. 

(iii) Con identidad. Si existe un elemento lA) tal que, para cualquiera a E A se 

tiene: 

Por definición un álgebra es distributiva sobre la adición, esto es, para cua

lesquiera a, b, e E A se cumple: 

a (b + e) = ab + ac. 

En caso de ser A un álgebra asociativa con identidad lA, los reales pueden ser 

inyectados a A con la inyección >. - >.l(A) · El espacio lRlA es un subespacio de A , 
más aún, es una subálgebra de A. Los reales como álgebra es isomorfa a lRlA, por 

eso es usual identificar lA con 1 E lR e inclusive no hacer ninguna distinción entre la 

multiplicación por escalar del espacio vectorial y la multiplicación del álgebra. Por lo 

dicho se suele asumir lRlA = R 

Una álgebra, A se dice que es generada por {1} y el espacio vectorial X, si 

los elementos de esta son sumas y productos de escalares y elementos de X. 

Definición 24 Sea A una álgebra asociativa con identidad. Si para el elemento a 

existe un elemento b tal que 

ab l, 

ba l, 

entonces el elemento a es llamado invertible y b su inverso, que suele denotarse 

con: b := a-1 . 
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Una álgebra A es llamada campo si ésta es asociativa, conmutativa, con 

identidad y cada elemento a -/= O es invertible. 

Ejemplos: 

(1) Los reales y los complejos considerados como espacios lineales sobre los reales 

y con la multiplicación usual son álgebras reales y aún más , son campos. 

(2) Consideremos el conjunto de las transformaciones lineales de un espacio vectori

al X el cual denotamos con End (X). Este espacio vectorial con la composición 

es una álgebra y es llamada el álgebra de los endomorfismos de X. 

1.2.2. Álgebras de Clifford 

En esta sección damos la definición de un álgebra de Clifford, sintetizada 

en [DS]. También se ve que algunas definiciones de la sección anterior pueden ser 

consideradas desde la óptica del algebraica, esto es debido a la relación de una forma 

bilineal y una álgebra de Clifford, de hecho, la forma bilineal determina el Álgebra 

de Clifford. 

Definición 25 Sea (X, B) un espacio real ortogonal no degenerado de dimensión n 

y A una álgebra asociativa real con identidad 1 tal que: 

(Cl} A contiene copias de IR y de X como subespacios lineales. 

(C2} Para cada v E X se cumple: v2 = B (v, v). 

( C3) A es generada como anillo por las copias de 1R y de X o equivalentemente 

como álgebra real asociativa generada por { 1} y X. 

Entonces A es llamada una Álgebra de Clifford real para (X,B) y es de

notada por A= C (X). 

En el axioma (C2) descansa la relación existente entre las álgebras de Clifford 

con las formas bilineales y por ende la interpretación geométrica de dichas álgebras, 

pues ia forma bilineal determina los vectores ortogonales y los operadores ortogonales. 

Ejemplos. 

1 El álgebra de los complejos es una álgebra de Clifford para JR0 ,1 . 

2 El álgebra de los cuaternios es una álgebra de Clifford para JR0,
2

. 



20 Espacios ortogonales y álgebras de Clifford reales 

1. 2. 3. Bases para álgebras de Clifford 

En esta sección encontramos un base para C ( X) en términos de una base 

ortonormal de (X, B) , y de aquí se deduce el carácter finito dimensional de C ( X) 
para X de dimensión finita. 

Por definición C ( X) es generada por { 1} y X, y al considerar una base ortonor

mal de X, los elementos de C ( X) son de la forma: 

con A= {a1, a2, .. . , as}, ea; E e, ni EN para ai E A, e i = 1, 2, ... , n . 

Pero 

por lo cual esto se reduce a la forma: 

además tenemos: 

L AA ea¡ ea2 ... eas, 
A 

(1.1) 

(1.2) 

cuando (X, B) es de signatura (p, q) . En general para cualesquiera v, w E X se cumple: 

1 

2 ( vw + wv) = B ( v, w) , 

y se sigue del siguiente hecho: B (v + w, v + w) = (v + w)2
. 

Por (1.2) para {31 , ... , {35 , s distintos números con 1 ::; {Jj ~ n, j = 1, ... , s se 

tiene 

e13 · .. e13 = (-l)u e · .. e 1 .s O¡ O .s > 

donde: 

y CT es el número de transposiciones de la permutación 

Para los productos e,,
1 

• • · e,,r supongamos que los vectores básicos se repiten 

en este producto, luego de ordenar los factores de acuerdo con índices crecientes, por 
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la propiedad (1.1) cada vector aparece a lo más una vez, por lo cual e,,
1 

· · · e,,r puede 

ser reducido a un producto que contenga a lo más n factores . 

Para mayor comodidad de la notación para A= {!\, ... , ,8
5

} E p (N)0 deno

tamos: 

eA - e131 . . . e13,, 

e0 l. 

Donde p (N) 0 es la colección de subconjuntos ordenados del conjunto N = 
{1 , 2, . .. ,n} . 

El conjunto {eA IA E p (N) 0 } genera a C (X) y de aquí se deduce que 

dimC (X) :'.S; 2n. 

Hemos encontrado un conjunto que genera a C (X) y a continuación probamos 

unós lemas para dar una base para C ( X) . 

Definición· 26 El elemento a E C (X) se denomina invertible si existe a-1 E C (X) 

tal que 

Recordando que un vector s E X es llamado invertible (según la primera 

sección} si B (s, s) f= O, esta condición es equivalente a lo condición de ser invertible 

con respecto al álgebra, esto es: 

Teorema 27 s E X es invertible{:::} B (s, s) f= O, aún más, 

-1 S S 
s =-

s2 B (s, s)" 

Demostración Se tiene el siguiente hecho: s f= O E X es divisor de cero si 

y sólo si B(s,s) = O. 

En efecto: 

Sis f= O y B (s, s) = O; 

ss B(s, s), 

SS O. 

Supongamos que s f= O E X es divisor de cero entonces existe y f= O E X tal 

que 

ys = O 
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De lo anterior se continúa el siguiente proceso 

yss Os 

yB(s,s) - O 

Como y=/= O E X y B(s,s) es un escalar entonces B(s;s)=O . .... 

Supongamos que s =/= O E X es invertible y =/= O E X tal que 

sy = 1 

De lo anterior: 

ssy sl 

B(s ,s)y s 
s 

y 
B(s,s) 

■ 

Lema 28 Si A E p (N) 0 , entonces: 

(i) eA es invertible. 

(ii) eieA = ±eAej, con j = 1, .. . , n. 

Lema 29 Sea A E p (N) 0 . Sin es par y eje A = eAei para j = 1, ... , n, entonces 

eA = e0 = l. 

Sin es impar y eje A= eAei para j = 1, ... , n, entonces A E {1, N}. 
Sea n = p + q impar y eN E lR entonces e N = ± 1 y p - q = 1 mod ( 4) . 

Demostración Por hipótesis la signatura de (X, B) es (p, q) con p + q = 
n = 2k + 1 y k E N. 

Tenemos lo siguiente: 

(eN)2 = (-lt(2k+l)+q, 

como eN E lR entonces (eN)
2 = 1 y esto implica que k (2k + 1) + q es par lo que 

equivale a decir que k + q es par. 

Entonces 2k + 2q = p + 3q - 1 es divisible entre cuatro, y de aquí: 

p ~ q - 1 = O mod 4. 

■ 
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Teorema 30 Sea C (X) una álgebra de Clifford para un espacio (X,B) ortogonal, no 

degenerado n dimensional del tipo (p, q) y sea e = { e1 , .. . , ep, ep+I, . . . , ep+q} una bas 

ortogonal para (X,B) entonces: 

(i) Sin es par, dimC (X)= 2n y {eA I A E p (N) 0} es una base para C (X) . 

(ii) Sin es impar y eN rf-. R , entonces dimC (X)= 2n y {eA I A E p(N) 0 } es 

una base para C ( X) . . __ 

(iii) Sin es impar y eN E R , entonces eN = ±1 y p - q = 1 mod ( 4). En este 

caso dimC (X)= 2n-l y { eA I A E p (N)0 , #A par} es base para C (X). 

Demostración 

Veamos bajo que condiciones el conjunto A = { eA IA E p (N) 0 } es linealmente 

independiente. Para esto notemos que para cada BE p (N)0 se tiene: 

¿ >.AeA =O~ ( ¿ >.AeA) e·¡/ = O, 
AEp(N)0 AEp(N)0 

con lo cual se logra que el coeficiente e8 sea el coeficiente de e0, así que resulta sufi

ciente probar que >-0 = O para probar la independencia lineal de { eA I A E p (N)0} . 

¿ >.AeA =O ⇒ ¿ >.AejeAe_¡I = ¿ éA,jAAeA = O, donde 
AEp(N)0 AEp(N)0 AEp(N)0 

De aquí se deduce que: ¿ >.AeA = O, donde: 
AE¡:,*(N)0 

p* (N)0 = {eA I A E p (N)0 y ejeA = eAej para cada j EN}. 
Sin es par se tiene: p* (N)0 = {0} lo que implica que >-0 = O y esto a su vez 

implica que A es una base. Sin es impar se tiene: p* (N)0 = {0, N} lo que implica 

que >-0 + >.NeN = O. Supongamos que eN rf-. R entonces se tiene que AN = O ( Al 

supo~er AN =/- O se concluye que eN E R ) y de aquí >-0 = O. Por lo tanto el conjunto 

A es una base. Finalmente supongamos que eN E R, en este caso también se tiene 

eN = ±1, y para cada A E p (N)0 , con cardinalidad impar, se tiene: 

Por lo hecho en el caso impar se sigue que el conjunto { eA I A E p (N) 0 , #A par} es 

u~ conjunto maximal linealmente independiente de { eA I A E p (N) 0}. En este caso \ 
d1mC (X)= 2n- 1 . 

■ . 1 
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El teorema anterior nos dice que la dimC (X) = 2n-l ó dimC (X) = 2n esto 

permite la siguiente definición. 

Definición 31 Sea C ( X) una álgebra de Cliff ord para un espacio ( X ,B) ortogonal, 

no degenerado n dimensional de signatura (p, q). Si dimC (X) = 2n entonces C (X) es 

llamada una Álgebra de Clifford universal para el espacio(X,B). Si dimC (X)= 
2n-l entonces C (X) es llamada una álgebra dé · Clífford no universal para el espacio 

(X,B). 

Teorema 32 Sea C (X) una álgebra de Clifford para el espacio ortogonal real (X,B) y 

sea W un subespacio no-degenerado de X . Entonces la subálgebra de C (X) generada 

por W es una álgebra de Cliff ord para W 

En este trabajo no demostraremos la existencia de las Álgebras de Clifford para 

un espacio ortogonal real de dimensión finita. A continuación demostramos la unicidad 

de una Álgebra Universal de Clifford de un espacio ortogonal real de dimensión finita. 

Teorema 33 Sea C (X) una Álgebra de Clifford para un espacio (X,B) ortogonal, 

no degenerado n dimensional, y dimC (X)= 2n, y sea C (Y) una álgebra de Clifford 

para un espacio (Y,B') ortogonal. Suponga que c.p : X ---t Y es un mapeo ortogonal; 

entonces existe un único morfismo de álgebras '-Pc(x) : C (X) - C (Y) tal que mapea 

lc(X) a lc(Y) y un único morfismo reverso de álgebras '-Pc(X) : e ( X) - e (Y) tal que 

mapea lc(x) a lc(Y) y que hacen que los siguientes diagramas sean conmutativos: 

X 
r.p y -linc linc 

C(X) 
'PC(X) e (Y) -

X 
r.p y -linc linc 

C (X) 
'Pc(X) 

C(Y) -
Nota: Un morfismo de álgebras c.p: A - A' satisface la condición c.p(ab) = c.p(a)c.p(b) 

y si es morfismo reverso de álgebras cumple c.p( ab) = c.p(b )c.p( a) 

Demostración 

Sea e = { ei} una base ortogonal de (X, B). Por lo tanto el conjunto 

A={eA I A E p (N)0 } 



Álgebras de Clifford reales 25 

es una base de C ( X) . Sea <p : X ---+ Y un mapeo lineal ortogonal. Primero 

construimos un morfismo de álgebras 'Pc(x) que cumpla las condiciones pedidas. 

{ 
[1 <p' ( ei) si A # 0, 

Sea 'PC(x) (eA) := iEA esta función se extiende por lineali-
lC(Y) si A= 0. 

dad a todo C (X). Observemos que: 'Pc(x) (ei) = <p (ei) para i EN y de este hecho se 

obtiene la conmutatividad del diagrama. 

Antes de probar que 'PC(X) es un mapeo de álgebras, supo~gámos que existe <p1 

un morfismo de álgebras que cumple las condiciones pedidas; entonces por hipótesis 

se tiene lo siguiente: <p1 (eA) = iEA y <p1 (ei) = <p (ei), por lo tanto { 
[1 <p' (ei) si A# 0, . 

lccy) si A= 0 .. 
se tiene la unicidad de 'Pc(x). 

Ahora damos la prueba de que 'Pc(x) ( ei) es un modismo lineal de álgebras 

y para esto basta demostrar la igualdad 'Pc(x) (eAeB) = 'Pc(x) (eA) 'Pc(x) (eB) para 

A,B E p(N)0 . 

Supongamos que i E N y i (/:. A para A E p (N) 0 . 

'Pc(x)(eAei) = (-l)"<pc(x)(eA'); donde A' es el conjunto ordenado igual a 

A U { i} y a es el número de transposiciones de la permutación: 

jEA' 

(-1)" II 'Pc(X) (ei) (-lt' 'PC(x) (ei), 
jEA 

donde a' es el número de transposiciones de la permutación: 

por lo cual se obtiene 'Pc(X) (eAei) = (-1)"+<1' [1 'PC(X) (ej) 'Pc(X)> pero a= CT1
, luego 

jEA 
entonces: 'PC(x) (eAei) = [1 'Pc(x) (ei) 'Pc(x) (ei). 

i E A. 

jEA 
De forma análoga se prueba: 'Pc(x) (eAei) = [1 'Pc(x) (ei) 'PC(x) (ei) cuando 

jEA 
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Usando lo anterior se logra demostrar lo deseado, es decir, cpc(x) (eAeB) = 
<pqx) (eA) cpc(x) (eB) para A, BE p (N) 0 . 

Para el morfismo reverso cpC(X) la construcción es similar. 

■ 

Corolario 34 Bajo las mismas hipótesis del teorema anterior con la condición adi

cional de que cp es un isomorfismo, .es decir, los espacios ortogonales (X, B) y (Y, B*) 

son isomorfos y dimC (Y)= 2n, se tiene que C (X)~ C (Y) como álgebras. 

Demostración 
Siguiendo la notación de la demostración del teorema anterior se obtiene que 

{ cpc(x) (ei)} es una base ortonormal de (Y, B*) y por lo tanto cpqx) (eA) es una base 

de C (Y) por lo cual C (X)~ C (Y). 

■ 
El corolario anterior contiene la unicidad del álgebra universal de Clifford para 

el espacio ortogonal (X, B) al tomar X = Y y B = B*. 

El espacio vectorial (X, B) con signatura (p, q) es isomorfo a Illp,q, y su álgebra 

de Clifford universal es isomorfa al álgebra de Clifford Universal de Illp,q, que deno

tamos con lllp,q· Por esta razón nosotros denotamos a la única álgebra universal de 

(X, B) como lllp,q y le llamamos de signatura (p, q) . 

1.2.4. s- Vectores e involuciones en lllp,q· 

En esta parte expresamos a una álgebra de Clifford como un espacio vectorial 

graduado, lo cual permite definir operaciones relacionadas con dicha graduación. 

A los elementos del espacio vectorial generado por { eA I A E p (N) 0 , #A= s } 

se le llamas-vectores y es denotado por lll;,q, es claro que dim (Ill;,q) = (;). 
(1) lll~,q es un espacio 1-dimensional de O-vectores . Una base para Ill~,q está da

da por {1}, y sus elementos son llamados escalares. 

(2) ni1,q es un espacio u-dimensional de 1-vectores. Puede ser identificado con 
lllP,q y sus elementos son llamados vectores. 

(3) lll;,q es un espacio 1-dimensional den-vectores. Una base para ~,q está da

da por { eN} el elemento básico eN es llamado pseudoescalar. 

Por lo ya dicho, a E Illp,q suele ser llamado multivector y puede ser escrito: 

n 

a 
r=l 

a = ¿ >.AeA AA E R. 
AEp(N)

0 



Álgebras de Clifford reales 27 

Por lo tanto 

s=l 
De lo anterior se observa fácilmente que la siguiente función , de ID;p,q sobre 

R;,q. es una proyección: 

de Rp,q sobre R;,q. 
Para simplificar la notación los vectores; es_ deci_r, los elementos de RM , los 

denotaremos con letras latinas minúsculas y a los multivectores con letras latinas 

mayúsculas. En caso de que el multivector A sea un r-vector lo denotaremos con 

A=Ar. 

1.2.5. Productos interno y externo 

Para v , w E RM, su producto vw puede ser visto de la forma: 

1 1 
vw = 2 ( vw + wv) + 2 ( vw - wv) , 

si definimos 

V·W 
1 

2 (vw + wv), 

v/\w 
1 

2 (vw - wv) , 

observamos que v · w es un escalar y, aún más, v · w = B (v , w). Los vectores v, w son 

ortogonales si sólo si vw = -wv, lo cual sugiere la equivalencia entre ortogonalidad y 

anticonmutatividad entre vectores. El producto /\ es antisimétrico y es un bivector. 

Los vectores v , w son colineales si y sólo si vw = wv , lo cual sugiere la equivalencia 

entre dependencia lineal y conmutatividad entre vectores. 

También se tiene la siguiente igualdad: 

VW - V · W + V /\ W 

(vw) 0 + (vw) 2 

con esto podemos extender los productos interno y externo para r- y s-vectores 

arbitrarios. 

Definición 35 Sea Ar E R;,q y Bs E R;,q; los productos interno y exterior están 

dados por: 

{ 
(ArBs)¡r-s1, sir, S > O, 

O, si r = O o s = O. 

(ArBs)r+s 
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Figura 2 La interpretación geométrica del producto externo de dos vectores es el 

paralelogramo orientado gen·erado por dos vectores . Geométricamente u A I ' y 1· 1\ u . son 
dos paralelogramos congruentes pero con diferen t e orientación 

para multivectores A , B se tiene: 

A - B 
n 

L (A)k . (B)¡ , 
k ,l= l 

n 

a/\ b ¿ (A)k /\ (B)1 . 

k ,l = l 

Definición 36 Un multivector Ar es llamado r -vector simple si éste puede ser 

factorizado como producto de vectores anticonmutativos, es decir, existen vectores a 1 , 

a2 , ... , ar tales que: 

donde: ajak = -akaj, para j , k = l , 2, . . . , r y j # k. 

Lema 37 Sea a un vector y Ar = a 1a2 · · · ar un r-vector simple. Entonces se tiene: 

r 

a · Ar = ¿ ( - 1 t + 1 
a · ak ( a1 a2 • • · iik · · · ar) , 

k=l 

donde iik significa que el factor es omitido. 

Teorema 38 Sea a un vector y Ar un r-vector. Entonces, se tiene: 

(aAr)r-i = t (aAr - (-1r Ara) , 

(aAr)r+l = t (aAr + (-1r Ara) , 

a· Ar+ a/\ Ar = (aAr)r- l + (aAr)r+l. 

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

Las demostraciones del lema y el teorema anteriores pueden ser encontrados 

en [H2]. 
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Definición 39 Un multivector A+ (A_) es llamado par (impar) si cada una de sus 

partes r vectoriales son pares (impares) . Lo que es equivalente a: 

(A+\= O, para cada r impar, 

(A_)r = O, para cada r par. 

Por la anterior definición cualquier multivector se puede escribir en la forma: 

A= A+ +A_. (1.7) 

donde A+ es un multivector par y es ·11amado la parte par de A . Analógamente con 
A_. 

De la distributividad se tiene: 

a·A+ 

al\ A+ 

a-A_ 

a/\ A _ 

1 

2 (aA+ - A+a) , 

1 

2 (aA+ + A+a) , 

1 

2 (aA_ + A _a) 

1 

2 (aA_ - A_a) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

La suma de estas expresiones da lugar a la siguiente fórmula para cualquier 

vector a y para cualquier multivector A. 

aA = a · A + a /\ A (1.12) 

Teorema 40 Sea Ar = a 1a2 ·· · ar uo r-vector simple y sea a un vector, entonces, a 

es una combinación lineal del conjunto { a 1 , a2 , ... , ar} si y sólo si a /\ Ar = O. 

Demostración 

El multivector A facilita la desco_mposición del vector b en sus componentes 

ortogonales al subespacio 91 (An); esto es: 

b = bAA- 1 = (b · A) A-1 + (b /\ A) A- 1, entonces: 

b = b11 + b.1 , donde: 

b11 = PA(b) = (b· A)A- 1 (1.13) 

(1.14) 

es fácil verificar que b¡¡A = b ·Ay b11 /\A= O y que b.1A = b /\Ay b.1 ·A= O, es decir 

b .1 es ortogonal a cada vector en g 1 
( An) . 
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Definición 41 Un conjunto de vectores {a1 , a2 , ... , an} es llamado un marco de 

referencia si A= a1 /\ a2 /\ · · · /\ an i= O. 

La condición anterior es equivalente a pedir que los vectores sean linealmente 

independientes. 

Figura 3 La interpretación geométrica del producto externo de tres vectores , es el 

paralelepípedo orientado, generado por los tres vectores . 

Un concepto importante en cristalografía es el de marco de referencia recíproco 

y este queda definido de la siguiente manera. 

Definición 42 Sea {a1 , a2 , .. . , an} un marco de referencia. El marco de referencia 

{ a 1 , a2 , ... , an} es llamado su marco de referencia recíproco si se cumple: 

El marco de referencia recíproco está dado por: 

k ( l)k-1 ~ A-1 a = - a¡ /\ a2 /\ · · · /\ ak /\ · · · /\ an n · 

La notación ak indica que el factor ak se omite. 

El marco de referencia recíproco nos ayuda, como veremos más adelante, para 

encontrar la matriz asociada a una transformación lineal y para encontrar el deter

minante; mientras tanto damos otros resultados. 

Supongamos que {a1 , a2 , ... , an} es un marco de referencia y sea a un vector 

en el espacio generado por este marco de referencia. Un problema básico es encontrar 

los escalares /3 k tales que: 
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(1.15) 

La solución está dada por: 

La anterior relación también resuelve el siguiente sistema de n ecuaciones 

n 

pues el sistema se puede plantear como la ecuación vectorial dada en (1.15). 

Una matriz n x n con entradas /3{ determina un operador lineal T de Q1 (An) 
dada por 

n 

T(ak) = ¿/3{ai, 
j=l 

de manera recíproca, un operador ortogonal determina una matriz dada por 

donde { ai}es el marco de referencia recíproco de { ak}. 
El determinantede la transformación es por definición el determinante de su 

matriz asociada con respecto a un marco de referencia, y su fórmula es: 
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Capítulo 2 

ALGORITMO DEL TEOREMA DE CARTAN-DIEUDONNÉ 

En este capítulo trabajaremos las transformaciones ortogonales desde la óptica 

de las álgebras de Clifford. Algunas proposiciones ya han sido demostradas anterior

mente en el capítulo 1, pero en este capítulo las enunciaremos nuevamente y daremos 

pruebas usando este lenguaje matemático. 

2.1. Reflexiones a través de hiperplanos 

Uno de los principales objetivos de construir las Álgebras de Clifford es tener 

una multiplicación de vectores y tratar de generalizar los resultados obtenidos en los 

complejos y en los cuaternios en lo concerniente a las rotaciones. 

Definición 43 Una transformación ortogonal es una transformación lineal T : JRP ,q -

JRP,q tal que 8 (T (x), T (y)) = 8 (x, y). 

Definición 44 Sea s E JRP,q un vector invertible. Definimos <p
8 

: JRP,q -t JRP,q como: 

<p
8 

(x) = -sxs-1
. 

La definición asume que <p s ( x) E JRP,q, para cada x E JRP,q. En efecto: 

1 
sxs 2 (sx+xs+(sx-xs))s 

1 

2 (28 (x, s) + sx - xs) s 

1 1 
8 (x, s) s + 2sxs - 2xs2

. 

De la última igualdad se tiene que: 

sxs 28 (x, y) s - xs2
, 

28(x,y) lll>PQ 
-

2 
s+xE~ ' . 

s 
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Lema 45 Sea s un vector invertible en lRp,q. La función cp s : JRP,q ---+ lRp,q, definida 

como cp
8 

(x) = -sxs- 1 es una transformación ortogonal. Aún más, es una reflexión 

respecto al hiperplano Hs = { x E JRP,Q I B ( x, s) = O} . 

Demostración 

La linealidad de la función 'Ps (x) = -sxs-1 se sigue de las propiedades del 

producto. Sean x, y E JRp,q_ Entonces 

B (-sxs- 1
, -sys-1 ) 

1 

2 ( (-sxs-1
) ( -sys-1

) + ( -sys-1
) (-sxs-1

)) 

1 

2s (xy + yx) s-1 = sB (x, y) s-1 

B(x,y). 

Sea ahora x E H8 • Entonces 

2B (x, s) 
'Ps (x) = -sxs-1 = -

2 
s +X= x. 

s 

Sea x E gen { s}, donde gen { s} es el conjunto generado por el vector s. 

Entonces existe ,X E lR tal que x = .Xs y 

'Ps (x) = -s (>.s) s-1 = ->.s = -x. 

Por lo anterior se deduce que 'Ps es una reflexión respecto al hiperplano 

Hs-

ó' 

Figura 1 Procedimiento, en el plano, para calcular -.-;.1 s 1 

Observaciones: 

La función 'Ps (x) = -sxs-1 satisface lo siguiente: 

■ 
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l. 'Ps = 'P>.s para cada>. E IR, tal que>.=/- O. 

2. La función inversa de 'Ps es 'Ps, esto es, 

- 1 
'Ps = 'Ps· 

3. Debido a que las transformaciones ortogonales forman un grupo, entonces: 

es una transformación ortogonal para si E JRP,q, s; =/- O. 

35 

El siguiente lema se puede visualizar con un hecho meramente geométrico: 

"Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto medio". 

Consideremos dos vectores a, b con la misma norma, y analizemos la siguiente figura: 

Como las diagonales de un rombo son perpendiculares, y se cortan en su punto 

medio, entonces al reflejar el vector a respecto a la diagonal a+ b obtenemos el vector 

b. Al analizar la siguiente figura: 

-b b 
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Nos percatamos que al reflejar al vector a a través de la diagonal a - b, se 

obtiene-by al reflejar -b a través del vector e (perpendicular al vector b), se obtiene 

b. 

En resumen el vector b se puede obtener reflejando al vector a una o dos veces. 

Lema 46 Sea C (X) una álgebra de Clifford Universal para un espacio ortogonal, no 

degenrado (X,B), n dimensional de signatura (p,q). Si a,b E X son invertibles y 

además a2 = b2 =/- O, entonces existe una transformación ortogonal cp : X - X, tal 

que cp (a) = b. 

Demostración 
Para el caso en que a = b basta tomar cp = I, donde I es la función identidad 

de X en X. 

El caso de que a =/- b haremos una generalización de las observaciones hechas 

anteriormente. 

Primero probaremos que a - b y a + b son ortogonales: 

2B(a-b,a+b) - (a-b)(a+b)+(b+a)(a-b) 

( a2 
- ba + ab - b2

) + (ba + a2 
- ab - b2

) 

O. 

Ahora probaremos que a - b, o a + b es invertible: 

(a+ b)2 + (a - b)
2 

( a2 + ab + ba + b2
) + ( a2 

- ab - ba + b2
) 

4a2 =/- O. 

La igualdad anterior garantiza que a - b o a + b es invertible. 

Si ( a - b) es invertible, entonces podemos definir la transformación ortogonal 

cp a-b (X) = - ( a - b) X ( a - b )-1 
, X E X 

Verifiquemos que se cumple 'Pa-b (a) = b: 

cp a-b (a) = ( a - b) ( 1 ( a - b) + 1 ( a + b)) ( a - b )-
1 

_! (a - b) (a - b) (a - b)-1 
- ! (a - b) (a+ b) (a - b)-1 

2 2 
1 1 - 2 (a - b) + 2 (a+ b) = b. 
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En caso de que (a - b) 2 = O, entonces (a+ b) es invertible y podemos definir 

la siguiente transformación ortogonal: 

Verifiquemos que se cumple <pb<pa+b (a) = b : 

<pb<pa+da) = b (a+ b) (1 (a - b) + 1 (a+ b)) (a+ b)_1·b-1 

= b (1 (a+ b) ((a - b)) (a+ b)-1 + 1 (a+ b) (a+ b)(a + b)-1
) b- 1 

- b(-1(a-b)+1(a+b))b-1 

bbb- 1 = b. 

En resumen, podemos expresar a <p como sigue: 

{ 

I, 

<p = <pa-b> 
<pb<pa+b, 

si a= b, 
si a y= b y ( a - b )2 y= O, 
si a y= b y ( a - b) 2 = O. 

. 1 
A continuación se presenta una demostración constructiva del teorema de 

Cartan-Dieudonné. Se obtendrán esencialmente dos algoritmos. 

Lema 4 7 Cualquier transformación ortogonal sobre el espacio ortogonal ( X ,B) , no 

degenerado n dimensional de signatura (p, q), se puede expresar como la composición 

de a lo más 2n reflexiones a través de hiperplanos. 

Demostración 

Sea una transformación ortogonal T : X -+ X, sobre el espacio (X ,B) orto

gonal no degenerado n dimensional de signatura (p, q) . 
Sea { w1 , w2 , . . • , wn} una base ortogonal de (X,B) tal que w¡ y= O para i = 

1, 2, . .. , n. Se definen los siguientes subespacios: 

½=gen{wj,Wj+1,· · · , wn}, paraj=l,2, ... ,n. 

Consideremos a T ( w1 ) y w1 , y definamos la función cp1 : X -+ X, como: 

si T(wi) = w1 , 

si T(w1) -=I= w1 y (T(w1 ) - w1 )
2 y= O, 

si T ( w1) -=I= w1 y (T ( w1) - w1 )2 = O, 
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donde 

como: 

donde 

r.p1 satisface: 
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c1 T (wi) - w1, 

d1 = T(w1)+w1 . 

r.p1T (w1) w1, 

r.p1 T (½) e ½. 

Consideremos ahora a r.p1 T ( w2) y w2, y definamos la función r.p2 X -t X 

si r.p1 (T ( w2)) = W2, 
si r.p1T (w2) =/= W2 y (r.p1T (w2) - w2)2 =/= O, 
si r.p1 (T (w1)) =/= w1 y (r.p1T (w2) - w2)2 = O, 

c2 = r.p1T (w2) - w2, 

d2 - r.p 1T (w2) + w2 . 

De antemano sabemos que r.p2r.p1 T ( w2) = w2, y como c2, d2 E. Vi entonces es 

fácil probar que r.p2r.p1T (w1) = w1 . En resumen tenemos que: 

donde 

r.p2 r.p1T(wi) wi parai = 1,21 

r.p2r.p1 T (½) e ½. 

Consideremos a r.p2r.p1 T ( w3) y w3 y definamos la función r.p3 : X -t X como: 

si r.p2r.p1 (T (w3)) = w3, 
si r.p2r.p1T (w3) =/= w3 y (r.p2r.p1T (w3) - w3)2 =/= O, 
si r.p1 (T (w3)) =/= W3 y (r.p2r.p1T (w3) - w3)2 = O, 

c3 - r.p2r.p1T (w3) - W3, 

d3 r.p2r.p1T (w3) + w3. 

De antemano sabemos que r.p3r.p2r.p1T (w2) = w2, y como c3, d3 E½ entonces es 

fácil probar que r.p2r.p1T (wi) = wi para i = 1, 2, 3. En resumen tenemos que: 

r.p3r.p2r.p1 T ( wi) - Wi para i = 1, 2, 3, 

r.p3r.p2r.p1T (¼) e ¼. 
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Para simplificar la escritura se introduce ahora la siguiente notación: 

<I>1c = 'P1c'P1c-l · · · cp1, para k = l, 2, ... , n. 

Siguiendo el mismo procedimiento podemos obtener cp1 , cp2 , . . . , 'Pn transformaciones 

ortogonales tales que: 

<I>1cT (wi) wi para i = 1, 2, . . . , k, 

<'P1cT (Vi+1) e Vi+1, 

es decir: 

<'PnT (wi) = Wi para i = 1, 2, ... , n. (2 .1) 

Donde: 

si <'P1cT (w1c+1) = W1c+1, 
si <'P1cT (w1c+1) i= W1c+1 y (<I>1cT (w1c+1) - W1c+1)2 i= O, 
si <'P1c (T (w1c+1)) i= W1c+1 y (<P1cT (w1c+i) - w1c+1/ = O, 

y además: 

c1c+1 = <'P1cT (w1c+1) - W1c+1, 

d1c+1 <'P1cT (w1c+1) + W1c+1-

De (2.1) obtenemos lo siguiente: 

T -1 -1 -1 = 'P1 'P2 · · · 'Pn 

y cada cp-¡;_ 1 es una reflexión a través de un hiperplano o la composición de dos de éstas , 

por lo cual T es la composición de a lo más 2n reflexiones a través de hiperplanos. 

■ 

Corolario 48 Sea T una transformación ortogonal sobre el espacio (X,B), ortogonal 

no degenerado n dimensional y de signatura (p, q) . Entonces existen a1 , a2 , .•. , as E X 

invertibles, con s s; 2n tales que: 

Dado que un caso especial de las formas bilineales es el producto interno, que 

es una forma bilineal no degenerada de signatura ( n, O) , tenemos lo siguiente. 
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Corolario 49 Cualquier transformación ortogonal sobre el espacio (X,B), ortogonal 

no degenerado n dimensional y de signatura (n, O) o (O, n), se puede expresar como 

la composición de a lo más n reflexiones a través de hiperplanos. 

Demostración. 

Sólo probaremos el caso en que la forma bilineal es de signatura (n, O). Para 

el caso de la signatura (O, n) la demostración es análoga. 

Sea una transformación ortogonal T : X - X, sobre el espacio (X,B), or

togonal no degenerado n dimensional de signatura (p, q). Consideremos una base 

ortogonal {w1 , w2 , ... , wn} de (X,B), tal que w; =/= O para i = 1, 2, ... , n. 

Consideremos a T (w1) y w1. La función cp1 : X - X , se define como: 

si T (w1) = w1, 
si T (w1) =/= w1 y (T (wi) - w1)2 =/= O, 
si T (w1) =/= w1 y (T (w1) - w1)2 = O. 

Por ser B un producto interno, si T ( w1) =/= w1 entonces (T ( w1) - w1)2 > O, por lo 

cual cp1 es de la forma 

si T ( w1) = w1, 
si T(w1) =/= W1 y (T(wi)- w1)2 =/= O, 

En general las funciones 'Pk del teorema anterior se pueden reducir a la forma: 

y 

Por lo cual: 

si cl>k (T (wk+1)) = Wk+l· 
si cl>kT (wk+1) '=!= w~+1 

-1 ( ) { J. 
'Pk+l x = -e xc-1 k+l k+lº 

si cl>kT (wk+1) = w~+1 
si cl>kT (wk+1) =/= w~+1 

T -1 -1 -1 
= 'P1 'P2 · · · 'Pn = 'P1 'P2 · · · 'Pn, 

y cada cp-¡; 1 es la identidad o una reflexión a través de hiperplanos. 

• 
Corolario 50 Sea T una transformación ortogonal sobre el espacio (X,B) ortog

onal, no degenerado n dimensional de signatura (n, O) o (O, n). Entonces existen 

a1, a2, ... , as E X invertibles, con s :S n, tales que: 
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Retomando la idea de la demostración del lema anterior, una inspección a 

simple vista nos dice que una manera de reducir la cantidad de reflexiones a través 

de hiperplanos sería la siguiente. Supongamos que se han encontrado rp1 , rp2 , . .. , 'Pk , 

reflexiones a través de hiperplanos , tales que: 

c.pkc.pk-I · · · c.p1T (wi) wi para i = 1, 2, ... , l, 

c.pk'Pk-l · · · c.p1 T ( wi) E gen { W1+1, W1+2, . .. , wn} para i = l + 1, . .. , n. 

Si existe Wj E W1+1, W1+2, ... , Wn tal que: 

c.pk'Pk-1···c.p1(T(w1)) - wz, o 

c.pk'Pk-l · · · c.p1T (wz) -:/ wk+l y (c.pk · · · c.p1T (wz) - w1)2-:/ O, 

entonces podemos reordenar los elementos de tal manera que Wz+1 satisfaga una de 

las dos condiciones anteriores, por lo cual se tendría que c.pk+l es la identidad o una re

flexión a través de un hiperplano. Sin embargo el lema 21 del capítulo anterior, nos in

dica bajo que condiciones puede suceder que ningún elemento de { Wz+1, W1+2, . . . , wn} 

cumpla con las condiciones antes pedidas y, bajo estas circunstancias, no se puede 

garantizar que c.pk+l sea la identidad o una reflexión a través de un hiperplano. La 

solución del problema entonces radica en evitar que se cumplan las condiciones del 

lema 21. 

Ahora consideremos una transformación ortogonal T : X -t X, con X de 

signatura (p, q) , tal que T ( x )- x es un vector no cero isotrópico para cualquier vector 

x no isotrópico. Consideremos a la transformación 'Pvo (x) = -v0xv01 con -vo E X y 

la transformación S = 'PvoT-:/ I. Notemos que S no satisface las condiciones del lema 

21 . Al considerar una base { w1 , w2, ... , Wp+q} ortogonal de X, la podemos reordenRr 

de tal manera que S (wi) -w1 no isotrópico. Así que podemos encontrar rp1 (reflexión 

a través de hiperplanos o la identidad) tal que: 

c.pl S ( W1) W1, 

c.p1 S ( wi) E gen { w2, .. . , Wp+q} , 

La dimensión de Vi = gen { w2, . . . , Wp+q} no es múltiplo de 4 y la transformación 

ortogonal c.p1 S restringida a ½ no satisface las condiciones del lema 21. 

Nota: Para ahorrar trabajo de cómputo podemos considerar a 
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Como la dimensión de ½ no es múltiplo de cuatro, entonces podemos encontrar 

wi E½ tal que 

cp1S (wi) - Wj =j: O, no isotrópico o 

cp1S (wi) - Wj O. 

Podemos reordenar la base de ½ de tal manera que w2 cumpla con algunas de las 

condiciones anteriores. Podemos entonces encontrar cp2, reflexión a través de hiper

planos o la identidad, tal que: 

wiparai=l,2, 

Este procedimiento se continúa de tal manera que ahora podemos encontrar 

cp1, cp2, cp3 y cp4, con epi una reflexión a través de hiperplanos o la identidad para 

i = 1, 2, 3, 4, tales que: 

cp4cp3cp2cp1 S ( wi) Wi para i = 1, 2, 3, 4, 

cp4 cp3'P2'P1 s (½) e ¼: 

Si ahora consideramos a cp = cp4cp3cp2cp1, .hay dos casos posibles: 

l. epi =/: I para i = 1, 2, 3, 4. 

Se tiene que det ( cpS) = -1, así que cpS restringida a ½ no cumple las condi

ciones del lema 21 anterior por lo cual podemos encontrar 

cp8, cp7 , cp6, cp5 tales que: 

'Ps'P1'P6'Ps cpS (wi) wi para i = 1, 2, ... , 8, 

'Ps'P1'P5'Ps cpS (Va) e Va. 

Si cada epi =/: I para i = 5, 6, 7, 8; entonces volvemos a tener un caso análogo a 

uno ya considerado. 

2. Si epi = I, para alguna i = 1, 2, 3, 4. 

Bajo estas condiciones puede suceder que det ( cpS) = 1 y dim ½ = 4 ( k - 1). 

En el caso de que cpS restringida al espacio ½ no cumpla las condiciones del 

lema 21, podemos aplicar el proceso descrito en lema anterior, es decir, se puede 



Reflexiones a través de hiperplanos 43 

encontrar cp5, que es la identidad o una reflexión a través de un hiperplano , tal 

que: 

cp5 cpS (wi) wi para i = 1, 2, ... , 5, 

cp5 cpS (wi) E gen { w6, W7, ... , wn} para i > 5. 

En el caso de que cpS restringida al espacio gen{ w5 , w6 , ... , wn} cumpla con las 

condiciones del lema 21, al considerar a T 1 = cpv
1 

con v1 E ½ se tiene que la 

transformación T 1cpS, restringida al espacio½, no satisface las condiciones del 

lema 21, por lo cual se puede encontrar cp5, qu es la identidad o una reflexión a 

través de un hiperplano, tal que: 

cp5T1 cpS ( wi) wi para i = 1, 2, ... , 5, 

cp5 T1<pS (¼) E ¼ para i > 5. 

Al continuar con el procedimiento anterior, siempre tendremos los casos ya de

scritos. En resumen para cada l = 1, 2, 3, ... , n, podemos encontrar <p5 , <p5 _ 1 , . .. , cp3 , <{)2, cp1 

tales que: 

donde epi es una reflexión a través de un hiperplano para i = 1, 2, . . . , s , s < l y 

{ v1 , ... , Vp+q} es un reordenamiento de { w1 , . .. , wn} . 
En conclusión podemos encontrar cp5 , cp5 _ 1 , ... , cp3 , cp2 , <p1 tales que: 

donde 'Pi es una reflexión a través de un hiperplano para i = 1, 2, ... , s, s ~ n y 

{ v1, ... , Vp+~} es un reordenamiento de { w1 , ... , Wp+q}, es decir: 

Como p + q = 4k entonces es imposible que s = p + q; en efecto: 

det ( cp s'P s-1 · · · cp3cp2cp1 S) 
det ('Ps'Ps-l · · · cp3cp2cp1) det (S) 

(1)(-1) 

lo cual es una contradicción. 

-- - -~-- - --~-~---

det (I) 

1, 

1, 
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Así que 

I, con s < n, 

T 

En conclusión, se ha demostrado el siguiente lema: 

Lema 51 Sea T: ffi.P,q---+ ffi.P,q una transformación ortogonal. Si T (x)-x es un vector 

no cero isotrópico para cada vector x no isotrópico, entonces T es la composición de 

a lo más p + q reflexiones a través de hiperplanos. 

El siguiente teorema es conocido como el teorema de Cartan-Diuedonné 

Teorema 52 Sea T : ffi.P,q ---+ ffi.P,q una transformación ortogonal. Entonces T es la 

composición de a lo más p + q reflexiones a través de hiperplanos . 

Demostración Sean = p+q Consideremos una base ortogonal { w1 , w2., . .. , wn} 
de ffi.p,q, con w¡-/= O para i = 1, 2, 3, ... , n. Si existe Wj E { w1 , W2, .. . , wn} tal que 

T(w ·)-w· Oó J . J 

T(wj) -/= WjY (T(wj)-wj)2-/=0, 

podemos reordenar la base { w1 , w2, ... , wn} de tal manera que w1 satisfaga algunas 

de las condiciones anteriores y podemos encontrar rp1 , que es la identidad o una 

reflexión a través de un hiperplano, tal que: 

rp1T (wi) - w1, 

rp1T(wi) E gen{w2,W3, ... ,wn} paral=2,3, ... ,n. 

Si existe Wj E { W2, W3, ... , wn} tal que 

T (wj) - Wj = O ó 

T (wj) -/= Wj y (T (wi) - wj)2-/= O, 

podemos reordenar la base { w2, w3, ... , wn} de tal manera que w2 satisfaga algunas 

de las condiciones anteriores y podemos encontrar rp2, la identidad o una reflexión a 

través de un hiperplano tal que: 
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cp2cp1T (wi) - wi para i = 1, 2. 

'P2'Pi T (Vi) e Vi para l = 3, 4, ... , n. 

Supongamos que se han encontrado cp1, cp2, ... , 'Pk reflexiones a través de hiper

planos tales que: 

'Pk'Pk-1 · · · cp1T (wi) vi para i = 1, 2, ... , l; con k::; l 

'Pk'Pk-1 · · · cp1T(wi) E gen{v1+1,Vk+2,···,vn} parai=l+l, . .. ,n, 

con { Vi, Vk+2, ... , vn} un reordenamiento de { w1, W2, ... , wn}. Si 'Pk'Pk-I · · · cp1T sobre 

gen{ V1+1, Vk+2, .. . , Vn} cumple que T (x)-x es un vector no cero isotrópico, para cada 

x E JRP,q no isotrópico entonces podemos encontrar r 1, ... , Ts, reflexiones a través de 

hiperplanos con s ::; n - l, tales que: 

y { u1+1, uk+2, .. . , un} un reordenamiento de { V¡+1, vk+2, ... , vn}- En conclusión: 

y k + s::; n. 

■ 

2.2. Ejemplos 

En esta sección ilustraremos cómo descomponer una transformación ortogonal 

en reflexiones a través de hiperplanos. Los cálculos se hicieron con el paquete para 

realizar cálculos en Algebras de Clifford basada en el programa [A]. 

Sea T la transformación ortogonal sobre el espacio R2•3 , cuya representación 

matricial, con respecto a la base canónica de IR.2•3 , es 

1 5 4 3 o 
-5 1 3 -4 o 

Te= 4 3 1 5 o 
3 -4 -5 1 o 
o o o o -1 

En este caso se cumple: 

T (ei) - ei =I= o, 
(T (ei) - ei)2 o, 
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Para i = 1, 2, 3, 4, y 

Podemos considerar a c1 = e5. Es fácil verificar que 'Pc
1 
T restringida a gen{ e1, e2, e3, e4} 

satisface las condiciones del Lema 2.2. Del lema 2,8 y de la demostración del teorema 

3.1 podemos considerar 

Ahora se tiene: 

Cabe destacar que 'Pc
2
'Pc

1 
T ya no satisface las condiciones del lema 2.2 en 

gen { e1, e2, e3, e4}. En este momento se cumplen las siguientes condiciones 

y podemos tomar 

Con lo anterior se garantiza: 

'Pe,¡'Pc3 'Pc2 'Pc1 T (ei) ei, para i = 1, 2, 5, y 

(c.pqc.pc3 'Pc2 'PciT(ei)- ei)
2 i= O para i = 3,4. 

Finalmente, consideramos 

Podemos verificar que: 

esto es, 

Denotamos con Aj la representación matricial, con respecto a la base canónica, 

de la reflexión 'Pe;, para 1 ~ j ~ 5. Tenemos entonces lo siguiente: 
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1 o o o o 1 o o o o -1 o o o o 
o 1 o o o o 27 7 23 o o 1 o o o 

2 T61 A5= o o 7 24 o A4= o -7 73 o A3= o o 1 o o 
~~ 257 -25 - ,tfg o o o o 23 161 o o o o 1 o 25 -25 -2 -25 -50 

o o o o 1 o o o o 1 o o o q 1 

-1 5 4 3 o 1 o o o o 
5 23 -10 15 o o 1 o o o -2 -2 

A2 = -4 10 9 6 o A1= o o 1 o o 
-3 15 6 .li o o o o 1 o 2 2 
o o o o 1 o o o o -1 

Es fácil verificar que Te = A1A2A3A4A5. 

Al desarrollar c1c2c3c4c5 , el máximo grado de k vectores, que aparecen en dicha 

expansión es 3; lo anterior da pie a la sospecha de que la factorización de la trans-

formación ortogonal puede realizarse con tres reflexiones. A continuación mostramos 

otra factorización de la transformación ortogonal. 

Aplicando el algoritmo a T, pero usando la base ortogonal { w 1 , w2, w3, W4, w5} , 

donde: 

W1 e3 + e 4 - e 5 , 

W2 e1 + e2, 

W3 = e3 + e4 + 2e5 , 

W4 = e3 - e4 y 

W5 = e1 - e2, 

se tiene que :(T (wi) - wi)2 
=/= O, para 1 ~ i ~ 5. Podemos entonces considerar: 

d1 T (w1) - w1, 

'Pd
1
T(wi) -wí =/= O y (cpd

1
T(wi)- wí) 2 

=/= O, para i = 2,3,4,5 

~ 'Pd1T(w2)-w2, . 

'Pd2 'Pd1T(wi) - wí =/= O y (cpd2 cpd
1
T(wi) -wí) 2 

=/= O, para i = 3,4,5 

d3 cpd2 cpd1T(wi)-w3, 

O 'Pd3 'Pd2 'Pd1T(wi)-wi, para i = 4,5, 

con lo que se obtiene la factorización T = 'Pd
1 
'Pd

2 
'Pd

3
. 
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Si B1 , B2 , B3 son las representaciones matriciales con respecto a la base canónica 

de c.pd
1

, c.pd
2

, c.pd
3

, respectivamente, tendremos lo siguiente: 

51 7 35 35 -7 2 -2 -2 2 
7 3 §_ 5 1 

B1= -;52 25 2
23 -;; 

-5 2
35 

-2 ~? _
2
23 5 5 -2 2 2 2 

7 -1 -5 5 -1 

347 104 286 208 26 

To4 -47 -ss9 _
9
64 

-83 

B2 = ~;r 9
88 ~33 11i 3

22 

Tos ~l ~7i Ti9 -1l 

-269 98 9
22 -1T 3 

3 -3 -3 3 -1 

43 25 35 5 5 

1~5 ~as ~38 185 
-3 

5 

B3 = 
~58 1~5 l~l -,;s 37 

185 -¿s --18 ±~ ~3 
) 

-¿s 185 187 1iª 3 

3 -3 -3 3 
-1 

Puede verificarse que Te = B1B2B3 y observese que c1c2c3C4C5 = ½d1d2d3. 

Obsérvese también que en esta segunda factorización, al aplicar el algoritmo, en 

ningún momento llegamos a las condiciones del lema 21. 

2.3. Resultados importantes 

El resultado más importante, hasta el momento , de esta tesis es haber en- . 

contrado un algoritmo que permite descomponer una transformación ortogonal en el 

espacio vectorial ortogonal no degenerado JRP,q, como la composición de a lo más p + q 

reflexiones respecto a hiperplanos. 

Algo que se debe de destacar del algoritmo es lo siguiente: 

l. Se requieren a lo más p+q pasos para encontrar la descomposición en reflexiones 

a través de hiperplanos. 

2. En el k-ésimo paso sólo se utiliza saber la imagen de la transformación ortogonal 

en k-vectores de una base ortogonal. 

3. El algoritmo se puede implementar en un programa donde ya estén implemen

tados los algoritmos para realizar las operaciones con Álgebras de Clifford. 



Capítulo 3 

REDES DE COINCIDENCIA 

El modelo CSL, propuesto por Ranganathan, (1966) para el estudio de redes 

de coincidencia, se basa en considerar solamente los puntos comunes a dos redes 

(la red de ·intersección) estos puntos comunes se interpretan como puntos de buen 

. ªjustez: asume que aparecen fronteras especiales, entre dos cristales creciendo con 

orientaciones distintas, cuando la densidad de lugares de coincidencia es alta, por que 

muchos átomos ocuparían lugares comunes a ambas redes. El soporte experimental 

para el modelo CSL está basado en las propiedades especiales de la redes, como la 

periocidad del acomodamiento de sus átomos. Trabajando con este modelo, tenemos 

que considerar dos copias idénticas de una misma red r (una de las 14 redes de 

Bravais) llevadas a un punto en común. Después, una red es rotada, por un ángulo 

0 con respecto a un· eje que pase a través de este punto en común. Entonces , para 

diferentes valores del ángulo 0 pueden aparecer dos posibilidades: ningún sitio de la red 

coincidirá ( excepto el lugar donde pasa el eje de rotación) o, debido a la periodicidad 

de r, una infinidad dé lugares coincidirán formando una red. Tal red es una CSL y 

la razón de los volúmenes de las celdas primitivas para la CSL y para la red r se 

llama índice de coincidencia. Un valor alto en la densidad de lugares de coincidencia 

corresponde a un valor bajo del índice de coincidencia. 

Como ya hemos mencionado, el problema de las redes de coincidencia ha sido 

tratado con diferentes herramientas matemáticas y la más usual es la de matrices, 

sin embargo, en este trabajo usaremos los vectores de la red y desarrollaremos una 

teoría bajo este enfoque. 

Las razones de nuestro desarrollo se encuentran en los capítulos anteriores 

donde hemos estudiado las transformaciones ortogonales mediante el producto de 

vectores 

Usualmente, en la cristalografía matemática sólo se han considerado las rota

ciones, sin embargo, nosotros basamos el estudio en las reflexiones a través de hiper

planos para caracterizar las isometrías de coincidencia. 
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En el tratamiento geométrico de las redes usaremos el producto interno canónico 

en IRn y, por ende, su Álgebra de Clifford asociada. 

3.1. Teoría básica de redes y subredes 
n 

Definición 53 Un subconjunto r e IRn se llama red, si es de la forma r = E9 .Zai, 
i=l 

con a 1 , a 2 , ... , an vectores linealmente independientes. Se dice que estos vectores son 

una base para r y que dicha red está generada por los vectores a 1 , a 2 , ... , ¾; el con

junto { a1, a2, ... , an} se llama marco de referencia para la red r, ·y n · se llama el 

rango de la red. 

Definición 54 Sea { a1, a2, ... , ¾} un marco de referencia para la red r. El con

junto { a;-, a2, ... , a:i} se llama marco de referencia recíproco de { a1, a2, ... , ¾} si se 

satisface ai · a; = Óij para i, j = 1, 2, ... , n. 

Proposición 55 Sea { a1, a2, ... , an} un conjunto de vectores linealmente indepen

die_ntes de IR.n. Entonces las coordenadas del vector x ElRn con respecto a dicha base 
n · 

están dadas por x · a;, es decir, x = ¿ (x · a;)~-
i=l 

Demostración 

Existen a 1, ... , <xn E IR tales que x = E aiai, ahora x · a; = (f ai~) ·a;= 
~l =l 

n 

¿ (ai~ · a;) como~· a;= Óij entonces x ·a;= ªi· Como se quería probar. 
i=l · 

■ 
Nota: Si { a;-, a2, ... , a~} es el marco de referencia recíproco de { a1, a2, ... , ¾}, 

entonces { a1, a 2, ... , ¾} es marco de referencia recíproco de { a;- , a2, .. . , a:i}, en otras 

palabras, (a;)* =~para i = 1, 2, ... , n. En caso de que { a1, a2, . . . , an} sea ortonor

mal entonces él es su propio marco de referencia recíproco. 

n 
Proposición 56 x E IRn pertenece a la red r = E9 .Zai si y sólo si x • y E .Z para 

i=l 
cada y E f*, donde f* es la red generada por {a;-, a2, . .. , a:i} . 

Las siguientes condiciones son equivakentes: 

n 
1. x E IRn pertenece a la red r = ffi .Z~. 

i=l 

2. x · y E .Z para cada y E f* . 
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3. x · a; E Z para cada j = 1, 2, 3, . .. , n. 

Demostración 
n 

De la proposición anterior se tiene que x ~ L (x · a;) a¡. 
i=l 

⇒) Si x E r entonces (x · a;) E Z para j = 1, 2, .. . , n. Sea y E r* entonces 

y= t ,6ia¡ con ,61, ,62 , ... , ,6n E Z, ahora x ·y= X· (t ,6iai) = t ,6i (x · a;) E Z . 

n 

~) En particular se tiene que (x · a;) E Z, así pues, x = I:: (x · a:) a¡ E r . 
i=l 

■ 

Teorema 57 Sea T : Rn --+ Rn una transformación lineal. La matriz asociada 

al marco de referencia { a 1 , a 2 , ... , ¾} está dada por aii = a: · T (aj) para i, j = 

1,2, ... ,n. 

Demostración 
n 

Se tiene que T (ak) = L (T (ak) -a:) ai, así pues las entradas de la matriz con 
k=l 

respecto al marco de referencia { a 1 , a 2 , . . . , an} es aii = a: · T ( ªi) . 

■ 
Una red r tiene diferentes bases, por eso es importante determinar lo siguiente: 

l. Cu_ándo dos conjuntos linealmente independientes generan a la misma red. 

2. Cuándo un conjunto linealmente independiente contenido en la red r es una 

base de la red . 

Dada una base {a1 , a2 , ... , ¾} de r, el politopo generado por dichos vectores 

es llamado celda unitaria de la red r, y es el n-vector An = >..J, donde J = e123 ... n, el 

valor absoluto de ).. es el volumen de la celda unitaria. A continuación veremos que 

para bases distintas de una red, sus respectivos politopos tienen el mismo volumen. 

Lema 58 Sean { a1 , a2 , ... , ¾}, { a~ , a;, ... ,~} dos bases de una red r. Entonces la 

matriz de cambio de base entre ellas, satisface que el valor absoluto de su determinante 

es igual a 1. 

Demostración 
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Como { a 1 , a2, ... , an}, { a~, a;, ... , a~} son bases de r, entonces: 

n 

ak ¿ akia:, con aki E Z, y 
i=l 

n 

a~ ¿ (3kiai, con (3ki E Z, 
i=l 

consideremos las matrices A = [aki] y B = [f3kd, ahora como cada entrada de las 

matrices es un entero) entonces det A y det B son enteros, pero B = A-1
) entonces 

det B = d 
1 

A, así pues se concluye que det A y ~A son enteros. Esto sólo es posible 
et det 

si ldet Al = l. 

Lema 59 Sea { a 1 , a2, ... , ¾} una base de la red r y sea { a~, a;, .. . , a~} e r si 

entonces {a~, a;, ... ,~} es una base der. 

pues: 

Demostración 

Basta probar que: 

a~ /\ a; /\ · · · /\ ª.f-1 /\ ak /\ ª.i+l /\ · · · /\ ~ 
O'.k · = --------=--------=----- E Z 1 a' /\ a' /\ · · · /\ a' 1 2 n 

Tenemos que: 

n 

ak = Lªkjª.f • 
j=l 

n 

a~= ¿f3kjaj con (3ki E Z, 
j=l 

n 

■ 

¿ f3lkf3 2jak /\ aj con Tkj E Z. En 

general se tiene que: 

k,j=l 
k,j,j 

1 1 1 ~ 
ª1 /\ ª2 /\ · · · /\ ªj-1 = D 'ªªa(l) /\ ªo-(2) /\ · · · /\ aa(j-1) 

O' 
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donde Cí es una permutación de { 1, 2, ... , n} y , u E Z. Desarrollando lo anterior, 

llegamos a: 

a~ /\ a; /\ · · · /\ ªJ-1 /\ ak /\ ª.i+l /\ · · · /\ ~ = 
¿ f3u au(l) /\ au(2) /\ · · · /\ au(j-1) /\ ak /\ au(j+l) /\ · · · /\ ªu (n) con f3u E Z 
u 

u(j)=k 

ahora: ª u(l ) /\ ª u(2) /\ · · · /\ au(j-1) /\ ª k /\ ¾ (j+l ) /\ · · · /\ ª u(n) = ±a1 /\ ª 2 /\ · · · /\ ~' 

así pues: 

donde, E Z 

Así que: 

Ü!k3· = 
a~ /\ a; /\ · · · /\ ª.i-l /\ ak /\ ª.i+l /\ · · · /\ a~ 

±,. 
a~ /\ a; /\ · · • /\ ~ 

Como se quería probar. 

■ 

Corolario 60 Sea {a1 , a2 , ... , ¾} una base de la red r y sea {a~ , a; , ... ,~} e r un 

. conjunto de vectores linealmente independientes. Si idet Al = 1 donde A es la matriz 

cambio de base entre ellas entonces {a~ , a; , . .. , a~} es una base de r . 

Demostración 
Tenemos que: 

n 

a~ =¿ {3ki ªi , con {3ki E Z, 
j=l 

la matriz B = [f3ki] define una transformación lineal, tal que T (ak) = a~ y se tiene 

que: 

a~ /\ a; /\ · · · /\ ~ = det (A) a1 /\ a2 /\ · · · /\ ¾ 

= ±a1 /\ a2 /\ · · · /\ ¾ 

por el lema anterior se deduce que: {a~ , a; , ... , a~} es una base der. 

3.2. Redes de coincidencia 
n 

■ 

Una red r = EB Z~ e JRn es un grupo abeliano finitamente generado y como 
i=l 

grupo es isomorfo a un grupo de rango n. Esta percepción nos ayuda a definir el 

concepto de subred. 
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n 
Definición 61 Sea r = E9 Zai e Rn, se dice que la red f' e r es subred de r, 

i=l 
si r' es un subgrupo de índice finito, es decir, si [r : f'] < oo ( el número de clases 

derechas es finito ) y a su vez se dice que r es una super red de r'. 
La notación f' < r indica que f' es subgrupo de r. 

Definición 62 Dos redes f 1, f 2 e Rn se dicen conmensurables sir 1 íl f2 es sub

red de r 1 y de r 2 , lo anterior se denota con r 1 ~ r 2 . 

n 

Como r = EB Zai es un subgrupo abeliano al considerar r' 
i=l 

n 

EB za: un 
i=l 

subgrupo de r se tiene que r' es subgrupo normal de r ( r' <J r ), por lo que 

podemos construir el grupo cociente r /r' = {r' +ala E r} donde: 

r' + a = {b + a lb Ef'} 

el cual es denotado por f' +a= [a] . La operación en el grupo cociente se define como 

[a] + [b] = [a+ b]; además se tiene que [a] = [b] si y sólo si a - b E r'. Al ser 

[r : f'] < oo entonces el grupo r /f' es de orden finito. 

n 
Proposición 63 Sea r = EB Zai . e Rn , y r' una subred de r entonces para cada 

i=l 
a E r existe m E N tal que ma E f'. 

Demostración 

Por ser r /r' un grupo finito, para [a] existe m E N tal que m [a] = [ma] = 
[O]= f', así pues ma E f' . 

■ 
La proposición anterior es válida si la condición se reduce sólo a los elementos 

n n 

Proposición 64 Sean r = E9 z~ y r' = E9 Zbi redes en Rn tales que r' < r .. Si 
i=l i=l 

para cada~ existe mi EN tal que miai E r' entonces r' es subred der. 

Demostración 

Debemos de probar que r /r' es de índice finito, es decir que r /r' tiene un 

número finito de elementos. 

Sea ki = mín { m E N lmai E r'}. Se tiene que ki~ E r', es decir [ki~] = [O] ; 

para O < r < ki se tiene que [r~] =/- [ü] . 
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Sea a =z1a 1 + · · · + Znéln E r. Para cada zi existen enteros qi, ri tales que 

zi = qiki + ri con O :'Sri < ki, con lo anterior se tiene que: 

n n 

por lo cual [a]= [z1a1 + · · · + Znéln] = ¿ [zi~] = ¿ [riai]. De donde se deduce que 
i=l i=l 

n 

el grupo r /f' a lo más tiene TI ki elementos. 
i=l • 
n 

Proposición 65 Sean r = EB Zai y f' redes en JR.n tales que f' < r. La red f' es 
i=l 

subred de r si y sólo si para cada ~ existe mi E N tales que mi~ E f'. 

Demostración 

Es consecuencia de las dos proposiciones anteriores. 

• 
n 

Proposición 66 Sean r = EB Z~ y f' redes en JR.n tales que f' < r. Si f' es subred 
i=l 

de r entonces el rango de f' es igual a n. 

Demostración 

Como f' está contenido en JR.n, entonces, al considerar una base A de la red 

f', y como todos los elementos de A son linealmente independientes (1.i.) se deduce 

que la base A tiene a lo más n elementos, así pues una base de f' a lo más tiene n 

elementos, así pues, el rango de f' es menor o igual que n. 

Ahora existen mi E N mi~ E f'. El conjunto {mi~ li = 1, 2, ... , n} e r' es 

un conjunto de vectores 1.i. con n elementos, por lo cual, si {b1, b2 , ... , bk} es base 

de f' entonces k 2: n, por lo que se deduce que el rango de f' es igual a n. 

• n n 

Supongamos que r = EB Z~ y f' = EB Zbi son redes en JR.n. Entonces se tiene 
i=l i=l 

que los conjuntos { a 1 , a 2 , ... , éin} y {b1, b 2 , ... , bn} son bases de JR.n, así que podemos 

considerar la matriz de cambio de base entre ellas, cuyas entradas de dicha matriz 

son los números reales O'.ij tales que 

n 

~ = L Ó'.ijbj, 
j=l 
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pero, por la proposición anterior existen mj E N, Zii, Zi2, ... , Zin E Z tales que: 

n 

¿ zijbj , 

j=l 

n 
~ Zij b . 
~m- J 
j=l t 

Zij 
de donde se deduce que aij . = E Q, es decir , la matriz cambio de base tiene 

. ffij . 
entradas racionales, aún más, 

aij = éli · b j. 

En resumen se tienen las siguientes proposiciones. 

n n 

Proposición 67 Sean r = ffi Zai y r' = ffi Zb i redes en !Rn tales que r' < r. La 
i=l i=l 

red r ' es subred de r si y sólo si la matriz de cambio de bases entre sus marcos de 

referencia tiene entradas racionales. 

n n 

Proposición 68 Sean r = ffi Zai y r' = ffi Zb i redes en !Rn tales que r' < r. La 
i=l i=l 

red r' es subred de r si y sólo si 

Con estas proposiciones establecemos una relación entre las redes y sus duales. 

n n 

Proposición 69 Sea r = ffi Zéli y r' = ffi Zb i redes en !Rn tales que r' < r . La red 
i=l i=l 

f' es subred de f' si y sólo si r* es subred de (f')* . 

Demostración 
n n 

Consideremos las redes r * = EB za; y (r')* = EB Zb¡ duales de r y r' respec-
i=l i=l 

tivamente. Primero probaremos que f * C (r')* . 

Tenemos que r' < r , esto es, b i E r para cada i = 1, 2, .. . , n por lo tanto 

b i · a_; E Z. 

Ahora { ai , a2, ... , a:i} es el marco de referencia de r* y {bi , b2, ... , b~} es el marco 

de referencia de (r' )*. Debemos de comprobar que (b¡)* -a; E Z , en efecto: 

Como (b ;)* = b i por la última relación se tiene que: 

(b;)* · a_; E Z, 

u,~-._ ... - .. ~--.. -.,._,...._.,_ ... _ " -
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de lo cual se concluye que f* e (f') * . 

La demostración de la suficiencia sigue un razonamiento análogo al anterior. 

Ahora sabemos que ai • bJ E (Q i,j = 1, 2, ... , n, por ser r' subred de r, para 

demostrar que f* es subred de (r')* basta comprobar que 

b: · (a;)* E (Q para i,j = 1, 2, ... , n; 

y esta obviamente se cumple. 

• 
La demostración del siguiente teorema puede ser encontrado en [RO, Pag 258]. 

Teorema 70 (De las bases simultáneas) Sea r e IRn, una red y f' una subred de 

r. Entonces existen bases { a1 , a2 , . . . , ¾} y {b1 , b2 , ... , bn} de r y f' , respectiva

mente, tales que: 

n n 

Teorema 71 Sean r = EB Zai y f' = EB Zbi dos redes en IRn, con f' una subred de 
i=l i=l 

r. Entonces se tiene que: 

[f : r'] = 1 b1 /\ b2 /\ · · · /\ bn 1 

ª1 /\ ª2 (\ ... /\ ¾ 

Al definir la conmensurabilidad entre las redes r 1 y r 2 se exigió que r 1 íl r 2 sea 

subred de r 1 y de f 2, pero esta condición es redundante, en el sentido que sir 1 íl f 2 

es subred de r 1 , entonces automáticamente r 1 íl r 2 es subred de f 2 ; en efecto: 
n n 

Supongamos que f 1 = ffiZ~ y f 2 = ffiZbi, como r 1 nr2 es subred de f1, 
i=l i=l 

entonces existen mi EN, tales que mi~ E f 1 ílf2, esto es, mi~ E f2, de donde se 

deduce que la matriz cambio de base entre ellas tiene entradas racionales, esto es: 

n 

bi = ¿ aiiªi, con O'.ij E (Q, 
j=l 

de donde se infiere que existen ni E N, tales que nibi E f 1 íl fz. En conclusión: 

f 1 íl f2 es subred de fz. Además si f 1 ~ f2, automáticamente se tiene: f2 ~ f l· 
n n 

Proposición 72 Dos redes r 1 = EB Z~ y f 2 = EB Zbi son conmensurables si y sólo 
i=l i=l 

si existen mi E N, tales que mi~ E r 2 . 
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n n 
Proposición 73 Dos redes r 1 = EB Zél.i y f 2 = EB Zbi son conmensurables si y sólo 

i=l i=l 
si 

n n n 
Proposición 74 Sean r 1 = EB Zai, r 2 = EB Zbi y f 3 = EB Zci tres redes en IR.n, 

~1 ~1 ~1 
tales que r 1 ~ f 2 y r 2 ~ f3 entonces r 1 ~ f3. 

Demostración 

Como r 1 ~ f 2 existen mi EN, tales que miél.i E f2, esto es: 

Como f 2 ~ f 3 existen ki EN, tales que kibi E f 3, así obtenemos que 

Consideremos a k = mcm [k1, k2 , ... , kn]. También se satisface: 

zlikb i E f 3 para cada i = 1, 2, ... , n, 

por lo tanto 

así pues r1 ~ f3. 

■ 

Definición 75 Sea r una red en JRn_ Una transformación ortogonal se dice que es 

una isometría de coincidencia si Tr ~ r. El entero: 

E (T) := ¡r : rr n r] 

es llamado índice de coincidencia de T con respecto a r-. 
Se denota OC(r) = {TE (O, n) IE (T) < oo}. 

Definición 76 Para r una red en IR.n el conjunto OC(r) es un grupo bajo la com

posición y dicho grupo es llamado OC-grupo der. 

En la definición anterior se afirma que el conjunto OC(r) es un grupo, lo cual 

se probará en la siguiente proposición. 
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Proposición 77 Sea r una red en ffi.n, se tiene que el conjunto 

OC(r) ={TE (O, n) IET < 00} 

es un grupo bajo la composición. 

Demostración 
n 
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Sean r = EB Za¡ una red en ffi.n y T1, T2 E OC(f). Tenemos que T1 (f) = 
i=l 

n n 

EB ZT1 ( a¡) y T2 (r) = EB ZT2 ( ai) . Como T1 (f) ~ f y T2 (r) ~ f entonces T1 (r) ~ 
~1 ~1 .· 

T2 (f) , así que existen mi, ni E N taies que · 

mi (T1 (a¡)) E f 

niT2 (a¡) E (f) , 

entonces 

de donde se deduce que T2T1 (r) ~ r. 

Falta probar que si T1 (f) ~ f entonces rl-l (f) ~ r. 

Como T1 (r) ~ f entonces existen mi EN y Zi1, Zi2, . . . , Zin E Z tales que 

Zi1a1 + Zi2a2 + · · · + Zin~, 

Zi1T1-
1 (a1) + zi2T1-

1 (a2) + · · · + ZinT1-
1 (~) 

de donde se deduce que rl-l (r) ~ r. 

n n 

Teorema 78 Sea r = EB Za¡ una red y f* = EB za; su red dual, entonces 

Ahora 

i=l i=l 
OC(f) =OC(f*). 

Demostración 

Sea TE OC(r). Se tiene que: 

T (a.¡) · a; E (Q. 

T (a.¡)· a; r- 1 (T (a¡))• T~ 1 (a;) 

= a¡ · r-1 (a;) , 

■ 
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como (a;)* = ai, entonces 

(a7)* · T- 1 (a;) E Q, 

de donde se deduce que r- 1 E OC(f*), por lo tanto TE OC(í*). Así puesi 

OC(r) cOC(f*) ' 
y de manera análoga se demuestra que OC(f*) cOC(r). 

Lema 79 Sea r una red de ]Rn y sea >. E JR, >.=/=O. Se cumple: 

OC(r) = OC(>.r). 

Demostración 
n n 

■ 

Consideremos r = EB Za. Entonces >.r = EB Z (>.~). Además si { ai, a2, ... , a~} 
~l ~l 

{ 
a* a* a*} 

es el marco recíproco de { a 1 , a 2 , . . . , an} entonces {, ; , ... , ; es el marco 

a~ 
recíproco de , {>.a1 , >.a2 , .. . , >.an} esto es (>.ai)* = ; . Sea T E OC(í), se tiene 

que 

T ( ~) · a; E Q, 

de donde se obtiene 

■ 

Lema 80 Sea r una red de ]Rn , y sea T E (O , n) . Entonces se cumple: 

oc (Tr) ~ oc (r) . 

Demostración 
n n 

Sean r = EB Z~ y T E (O, n) . Tenemos que T (í) = EB ZT ( ai) . Considere-
i=l i=l 

mos la función 

c.p (S) = rsr-1
. 

Afirmamos que c.p : OC(f) --+OC(Tr) , en efecto: 

Si S E OC(r) , existen mi EN, tales que: 

Ahora 
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por lo cual 

mi (Tsr-1) (T(<1i)) = T(miS(<1i)) = T(b) E Tr. 

Así que se concluye que TST-1 E OC(Tr) . 

También afirmamos que i.p : OC(r) -----tOC(Tr) es un isomorfismo de grupos, 

lo cual probaremos enseguida. 

l. i.p (S1S2) = i.p (S1) i.p (S2) : · 

t.p (S1S2) = TS1S2T-1 = (TS1T-1) (TS2T-1) = t.p (S1) t.p (S2) 

2. t.p es inyectiva: 

Supongamos que i.p(S1 ) = i.p(S2), esto es, TS1r-1 = TS2r-1, de donde fácil

mente se tiene que S1 = S2. 

3. t.p es suprayectiva: 

Dado RE OC(TI'), se puede demostrar fácilmente que S = r-1 RT E OC(r) . 
La prueba es análoga a lo hecho anteriormente en esta demostración. 

■ 

Lema 81 Si r 2 es una subred de r 1 de índice m = [r1 : r 2], entonces OC(r 1) =OC(r2) 
y para T EOC(r1) se tiene: 

E1 (T) JmE2 (T) 

Demostración 

Sea TE OC (r 1), para cada a E r 1 existe ma EN tal que: 

y a su vez existe na E N tal que: 

Por lo tanto para cada b E T (r 1 ) existe kb E N tal que: 

de donde se concluye que OC(r 1) cOC(r2). 

Sea TE OC(f2). Para cada a E r 2 existe ma EN tal que: 
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Por lo tanto, para cada b ET (r 2 ) existe kb E N tal que: 

de donde se concluye que OC(f 2) e OC(r 1). 

■ 

Teorema 82 Las redes conmensurables tienen el mismo OC-grupo. 

Demostración 
Al considerar las redes comensurables r 1 y f 2 la igualdad entre OC(f1) y 

OC(f2) es cierta pues ambas son iguales a OC (r 1 n f2). 

■ 

3.3. Caracterización del grupo OC(r) 

El teorema de Cartán-Dieudonné afirma que toda transformación ortogonal se 

puede ver como composición de reflexiones de hiperplanos y en álgebras de Clifford 

una reflexión de hiperplanos T(x) se puede expresar como T(x) = -bxb-1
, con b E 

~n; esto nos ayudará a caracterizar cuando una transformación ortogonal pertence a 

OC(r). 

3. 3. 1. Caracterización del grupo OC (r) para redes cuadradas 

Proposición 83 Sea r una red generada por los vectores a 1 , a 2 , ... , ¾· Supongamos 

que TE OC (f) es una reflexión de la forma T (x) = bxb-1
, con b E ~n. Entonces 

podemos encontrar e E r tal que T (x) = -bxb-1 = -cxc-1 . 

Demostración 

Como la reflexión de hiperplanos TE OC (r), para a E r podemos encontrar 

m E N, tal que mT (a) = T (ma) E r . Así que podemos afirmar lo siguiente: existe 

X E r tal que y= T(x) E r, esto es: 

Ahora se tiene que: 

de donde se obtiene que: 

y= -bxb- 1 E r. 

y-b 

y/\b 

yb = -bx, 

-b-x 

-b/\x=x/\b, 
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por lo tanto: 

y /\ b - X/\ b - O, 

(y- x) /\ b - O, 

63 

así que existe,\ E IR tal que: y - x = ,\b E r, pues x, y E r. Tomando e= ,\b E r , 
tenemos que: T (x) = -bxb-1 = -cxc-1. 

■ 
El · resu1tado anterior nos dice que siempre que tengamos una reflexión que 

pertenezca a OC (r) la podemos representar usando elemen.tos de la propia red. Ahora 

la pregunta es si la reflexión R (x) = -axa-1 con a E r siempre pertenece a OC (r). 
Denotaremos con zn a la red generada por los vectores canónicos básicos de 

n 
IR.n, esto es, zn = EB Zei, donde ei son los vectores básicos de IR.n. 

i=l 

Proposición 84 Si e EZn y e i= O entonces la reflexión R (x) = -cxc-1 E OC (zn) . 

Demostración 

Tenemos que: 
-cxc-1 = - 2x- cc+x 

c2 

al tomar x E zn entonces :~e E Q, pues ambos x y e se expresan en coordenadas 

enteras de la base canónica de zn, al considerar m = c2 EN, obtenemos: 

mR (x) = -2 (x · e) e+ x EZn 

lo anterior es válido para cualquier x E zn,por lo cual R (x) E OC (zn) . 

■ 
Con este resultado ya podemos afirmar el siguiente teorema: 

Teorema 85 Una reflexión R (x) de hiper-planos en IR.n pertenece al grupo OC (zn) 

si y sólo si R (x) se puede expresar como: 

R (x) = -cxc- 1 

con e E zn_ 

Este teorema se demuestra directamente de último lema y de la primera 

proposición mencionada en esta sección. 
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Lema 86 Sea TE (O, n) y la red T (zn) si b ET (zn) y b =/= O entonces la reflexión 

R (x) = -bxb- 1 E OC (T (zn)) . 

Demostración 

Lo que debemos de probar es que para x E T (zn) existe un entero mx E N 

tal que mxR (x) ET (zn); en efecto: 

Como b, x ET (zn) entonces b = T (a) y x =T (x') con a, x' E zn, así que: 

R(x) = -bxb-1 = -T(a)T(x')T(a-1) = T(-axa-1
) por el teorema anterior 

podemos encontrar mx E N tal que: 

mx (-axa-1
) E zn; 

por lo tanto: 

■ 

Corolario 87 Sea TE OC (zn) si b ET (zn) y b =I= O entonces la reflexión R (x) = 
-bxb-1 E OC (zn). 

Demostración 
Se demuestra pues R (x) = -bxb-1 E OC (T (zn)) = OC (zn) ya que T (Zn) 

y zn son conmensurables. 

■ 

Lema 88 Sea TE OC (zn) y a E zn y b ET (zn) tales que a 2 = b2 . Entonces existe 

un mapeo SE OC (.zn) tal que S (a)= b. 

Demostración: 
n 

Sea a E zn = EB Zei y T (zn) E oc czn) si b ET (zn) entonces existe un 
i= 

entero m tal que m ( a - b) EZn, por lo cual la reflexión definida como 

S (x) = - (ma-mb) x (ma-mb)-1 = - (a-:- b) x (a - b)-1 E OC (zn), 

ya se probó que la condición a2 = b2 implica que (a+ b) y (a - b) son ortogonales, 

ahora consideremos a E zn y b ET (zn) tales que a2 = b 2 : 

S(a) - -(a-b)a(a-b)-1 

-(a-b) (ª;b + ª;b) (a-b)-1 

- -(a-b) (ª;b) (a-b)-1 -(a-b) (ª;b) (a-b)-1 

_ (a; b) _ (a; b) = b. 
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Como se quería probar. 

■ 

Corolario 89 Sea zn una red y TE OC ('lln)y a E'lln y b ET ('lln) tales que a2 = b 2 . 

Entonces existe e E zn tal que S (a)= b donde S (x) = -cxc-1. 

Teorema 90 Sea zn una red y T E OC ('lln). Existen reflexiones R 1 , R2, ... , R1 E 

OC ('lln) tales que T = R1R2 · · · R¡. 

Demostración 

Es por inducción sobre la dimensión del espacio. 

Para n = 1, las únicas transformaciones ortogonales en 'll son I (x) = x y 

S (x) = -x y son precisamente de coincidencia para b E 'll y b =/= O tenemos que 

S (x) = -bxb-1 y I (x) = S2 (x) por lo cual es válido paran= l. 

Supongamos que el teorema es cierto para n = k. 

Consideremos zk una red y T E OC (zk+l) , ahora para T ( ek+i) y ek+i existe 

S E OC (zk+l) , que es una reflexión, tal que S (T ( ek+i)) = ek+i, ahora ST E 

OC (zk+i) pero cpT lzkE OC ('lln) así que: ST = R1, R2, . .. , R1 donde las reflexiones 

R1, R2, .. . , R1 E OC ('llk) , así que: 

S = c.p-1 R1, R2, . . . , Rk -

Nota: R 1 , R2, . . . , Rk E OC ('lln) se pueden considerar en OC (zn+l) al exten

derlas de la siguiente manera R;, (ek+i) = ek+l· 
De esta manera queda demostrado el teorema. 

■ 

Corolario 91 Sea zn una red y T E oc ('lln). Existen C1, C2, . .. ' Ck E zn tales que 

T (x) = (-ll (c1c2 · · · ck) (x) (c1c2 · · · ck)-1. 

Teorema 92 Una transformación ortogonal T pertenece al grupo OC ('lln) si y sólo 

si existen C1, C2, . .. , Ck E zn tales que: 

n 

Al considerar una red cuadrada r = EB 'lléli, esto es: éli · aj = >-.óij para i , j = 
i=l 

1, 2, ... , n y en donde >-. es volumen de la celda unitaria, tenemos que el teorema 

anterior también es cierto y la demostración es análoga. 
n 

Teorema 93 Dada una red cuadrada r = EB 'lléli una transformación ortogonal T 
i=l 

pertenece al grupo OC ('lln) si y sólo si existen c1 , c2 , ... , ck E r tales que: 

T (x) = (-ll (c1c2 · · · ck) (x) (c1c2 · · · ck)-1 
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3.4. Resultados importantes 

l. En este capítulo se ha reconstruido parte de la teoría de de las redes de coinci

.dencia, sin usar criterios de matrices, que es la forma usual, las demostraciones 

que hemos usado se basan en la proposición 63. 

2. También usando la proposición 63; se ha ha caracterizado las las reflexiones a 

través de hiperplanos que son de coincidencia; proposición 82. Este resultado 

fue lo que motivó el encontrar el algoritmo del capítulo anterior. 

3. En este capítulo se llegó a la conclusión de que que cualquier isometría de 

coincid~ncia de una red cuadrada es la composición de reflexiones de hiperplanos 

ortogonales a los vectores de la red; es decir, los vectores de la red cuadrada 

caracterizan a las isometrías de coincidencia. 



Capítulo 4 

BASES E íNDICE DE COINCIDENCIA PARA REDES PLANAS 

En esta sección usaremos el algoritmo de Cartan-Dieudonné expuesto en el 

capítulo anterior para caracterizar el grupo OC (r) para redes en el plano. En resumen 

se tienen los siguientes resultados: 

l. Si T (x) = -bxb-1 E OC (r) , existe un vector e E r, tal que 

T (x) = -bxb-1 = -cxc-1 

2. si a E zn, entonces la reflexión epa través de hiperplanos definida como: 

pertenece a oc (zn) 

3. Si ep E OC (zn) y es una reflexión a través de un hiperplano entonces existe 

a E zn, tal que: 

ep (x) = epa (x) = -ax:a- 1 

4. Toda T E OC (zn) es la composición de reflexiones a través de hiperplanos y 

cada una de ellas perteneciente a OC ( (zn)) . 

5. Una consecuencia inmediata del algoritmo de Cartan-Dieudonné es que dada 

una transformación ortogonal T : IR2 
-t IR2 , distinta de la identidad, entonces: 

T (x) -ax:a-1, si det (T) = -1, 

T (x) aw2xw21a-1 = epaepw
2 

(x) si det (T) = 1, 

con a E IR2 y {w1 , w2 } es una base ortogonal. 

En efecto: 

Supongamos que det T = - l. 
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Si T (w1 ) = w1 entonces con a= T (w2)-w2 , se obtiene que: T (x) = -axa-1
. 

Si T (w1 ) =/= w1 entonces con a= T (w1)-w1 , se obtiene que: T (x) = -axa- 1
. 

En el caso de que det T = l. 

Como T es distinta de la identidad y es una rotación entonces T (w1) =/= w1 , 

al considerar a= T (w1) -w1 , se tiene que la transformación cp (x) = 'PaT es una 

transformación ortgonal con 

det (cpaT) -1, 

'PaT (w1) - W1, 

de lo anterior se deduce que 'PaT (w2) = -w2 , por lo cual: 

Así que 

Proposición 94 Si T : JR2 - JR2 , es una transformación ortogonal,distinta de la 

identidad, y {w1 , w2 } es una base ortogonal entonces existe a E IR2 , tal que: 

T (x) = -axa-1
, si det (T) = -1, 

T (x) aw2xw21a-1 = TaTw2 (x) si det (T) =l. · 

Demostración 

Ya se hizo. 

■ 

4.1. Bases e índice de coincidencia para reflexiones sobre redes planas 

arbritarias 

En esta sección describiremos las isometrías de coincidencia para redes planas 

y en el caso de una reflexión de coincidencia daremos un algoritmo general para 

encontrar una base de la red de coincidencia. 

En seguida encontraremos condiciones suficientes para que la transformación 

ortogonal 'Pe (x) = -cxc-1 E OC (r) con c E r = Za1 + Za2 una red; para que 

'Pe (x) = -cxc-1 E OC (r) para cada i = 1, 2 es suficiente que existan mi E Z tal 

que mi'Pe (ai) = mi (-caic-1 ) E r, esto es: 

( 
_ 1) 2(c-a¡) 

m · -ca-e = -m·---'-----'-C + m·a¡ E f i i i c2 i , 
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de donde se concluye que -m/<:~a;) e E r, por lo cual es suficiente que: 

(e.<¾) 
--2-E(Q. 

e 

Al usar lo anterior, la siguiente proposición. 

69 

Proposición 95 Sea r = Za1 + Za2 e IR.2, una red plana, si ai · aj E (Q, para 

i, j = l, 2. Entonces para e E r, se cumple: 

'Pe (x) = -cxc- 1 E OC (f) . 

Proposición 96 Sea r = Za1 + Za2 e IR.2 , una red plana, si T E OC (f) , entonces 

existen C1, C2 E f, tales que: 

T 'Pc1 o 

T 'Pc1 (x) 'Pc2 (x) . 

Demostración 

Sea <¾, tal que T (ai) f= <¾, existe mi E N, tal que, mi (T (<¾) - <¾) E r; 
definamos a c1 = mi (T ( <¾) - <¾) ; se cumple lo siguiente: 

Si detT = -1, entonces T = 'Pci· 

Si det T = l, entonces 'Pci TE OC (r) y es una reflexión por lo cual existe un 

vector C2 E r , tal que: 

'Pc1 T - 'Pc2' 

T 'Pci 'Pc2· 

• 
Proposición 97 Sea r = Za1 + Za2 e IR.2 , una red plana, si ai • aj E (Q, para 

i, j = l, 2. Entonces para c1 , c2 E r, se cumple: 

Én el siguiente asumiremos que se cumplen las condiciones de la proposición 

anterior. 
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Dado un vector u E r, existe>. EN, tal que v = >.u (a1 /\ a 2 ) E r, y aún más, 

el vector v es ortogonal al vector u. 

En efecto: 

u (a1 /\ a2) =(u · a1) a2- (u· a2) a1, 

como (u·~) E Q, podemos encontrar un entero para que>. (u· ai) E Z para i = 1, 2. 

Consideremos a la reflexión 'Pu, con u =a1a 1 + a 2a 2 E r, se cumple: 

'Pu (u) -u, 

'Pu (v) v, 

Por lo cual la red A = Zu +Zv satisface: 

A 

[r: A] 

[r : A] 

< rncpu(r) < r, 

[r n 'Pu (r) : A] [r: r n 'Pu (r)] 

[r n 'Pu (r) : A] E (cpu) 

n n 

Un resultado ya conocido establece si r' = EB Z~ es subred de r = EB Zbi 
~l ~l 

entonces [r: r'] es igual al volumen de la celda primitiva de los vectores ai entre el 

volumen de la celda primitiva por los vectores bi. 

De lo anterior se deduce que E ( 'Pu) divide a [I' : A] = 1 ª~~:
2 

I -

A continuación calculamos u/\ v. 

U/\ V 

u/\v 

u/\v 

U/\ V 

(a,1a1 + a2a2) /\(>.(u· a1) a2- (u· a2) a1), 

>. (a1 (u· a1) a1 J\ a2 - Cl'2 (u· a2)) a2 J\ a1, 

>. (a,1 (u· ai) + C\'2 (u· a2)) a2 /\ a1, 

>. (u2
) a2 /\ a1, 

En resumen se ha demostrado la siguiente proposición. 

Proposición 98 Sea r = Za1 + Za2 e IR2 , una red plana, si ai • ªi E Q, para 

i,j = 1, 2. Entonces para u E r, se cumple: 

1. Existe>. EN, tal que v = >.u (a1 /\ a2 ) E r, con v un vector ortogonal a u. 
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A continuación describimos un método para encontrar una base para 'Pu (r)nr. 
Debido a que 'Pu = 'Po.u, para cualquier a =/= O E JR, para analizar la reflexión con 

respecto al vector u = a 1a 1 + a 2a 2 , sin pérdida de generalidad podemos suponer que 

gcd (a1, a 2 ) = l; por lo cual podemos encontrar /31 , /32 E Z, enteros tales que: 

lo anterior garantiza que existe un vector w E r tal que: 

r= Zu+ Zw , 

en efecto, considere w = /32a 1 - /31 a2 , se tiene: 

se tiene que: 

'Pu (u) = - u E r n T (r), 

y consideremos a la más pequeño natural m, tal que: 

mcp ( w) E r n 'Pu (r) , 

afirmamos que { u, me.pe (w)} es una base para la red de coincidencia r n 'Pe (r) , en 

efecto: 

Sea y E r n 'Pe (r) ) entonces existe X E r tal que: 

y 'Pu (x) , 

y 'Pu (au + /Jw), 

y - acpu (u)+ /Je.pu (w), 

y -0'.U + /Je.pu ( W) , 

y+ O'.U f]T (w), 

como mes el natural más pequeño que satisface me.pe (w) E 'Pur n T (r), entonces: 

/3 = km, 

con k un entero. Con esto tenemos la conclusión de nuestro resultado y la siguiente 

proposición es válida 

Nota: El índice de coincidecia es m pues el índice de coincidencia es igual : 

l 

'Pu (u)/\ (me.pu (w)) 1 = m. 
a1 /\ a2 
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Proposición 99 Sea r = Za1 + Za2 e IR2
, una red plana, si ai · ªi E Q, para 

i,j = 1, 2. Entonces para u= a 1a 1 + a 2a 2 E r, con gcd (a1, a2) = 1, 

1. Existe un vector w E r, tal que { u, w} es una base de r. 

2. Si m es el mínimo natural, tal que me.pu ( w) E r n T (r) , entonces E ( 'Pu) = m. 

Pr.oposición 100 Si T : IR2 - IR2, T E OC (Z2), distinta de la identidad, entonces 

existe a E Z2
, tal que: 

Demostración 

T(x) 

T(x) 

= -axa-1 o 

-1 -1 -ae2xe2 a 

En el caso de que T E OC (Z2) y det (T) = -1, entonces T es una reflexión a 

través de un hiperplano, como es distinta de la identidad, entonces T ( ei) =/- ei para 

alguna i = 1, 2; consideremos al vector 

como T ( ei) tiene entradas racionales entonces T ( ei) - ei tiene entrada racionales por 

lo cual podemos encontrar>. E Z tal que >.b E Z2 , al definir a= >.b, se obtiene que: 

T (x) = -axa-1. 

En caso de que T E OC(Z2
) y det (T) = 1 y sea distinta de la identidad, 

entonces tenemos que T es una rotación con un ángulo 0, por la proposición anterior 

entonces: 

T (x) = be2xe2b-1
. 'Pb'Pe

2
, 

con b = T ( ei) -e1 , y existe >. E Z tal que >.b E Z2 , al definir a = >.b, se obtiene la 

igualdad: 

■ 
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4.2. Bases e índice de coincidencia para redes cuadradas 

En esta sección se aprovecharán las propiedades las particularidades de las 

redes cuadradas para encontrar el índice y una base de de la red de coincidencia para 

una isometría de coincidencia; para resolver dichos problemas, basta con analizar el 

caso de la red cuadrada r = Z2. 

Aplicando las proposiciones 94 y 98 se obtiene el siguiente corolario. 

Corolario 101 Para la red r E OC (Z2
) se cumple lo siguiente. 

1. Si T E OC (r) entonces existe u E Z2
, tal que: 

a) T = 'Pu, si det (T) = -1, 

b} T = 'Pu'Pe; para i = 1,2; con { e1, e 2} la base canónica de !R2
; en caso de 

que det(T) = l. 

2. ~ ( cpu) divide a u2
. 

Con lo anterior se caracteriza al grupo OC (Z2 ) y se ha obtenido un proced

imiento para obtener a cualquier elemento de OC (Z2 ) . 

Debido a que 'Pe; (Z2
) = Z2

, se observa que: 

y una consecuencia inmediata de la observación anterior es que cada vector u E Z2
, 

define al menos tres transformaciones ortogonales que pertenecen a OC (Z2 ) , a saber: 

y además: 

'Pu (x) 

Rui (x) 

- -uxu- 1 
) 

Rui (Z2
) n Z2

, 

~ (Rui), 

por lo cual es suficiente con calcular una base de 'Pu (Z2 ) n Z2 para obtener una base 

de Rui (Z2
) n Z2

. 

Consideremos a 'Pu E OC (Z2) con u= a 1e1 + a 2e2 E Z2 y gcd (a1, a2) = 1, 

) 
l uxu 

'Pu (x = -uxu- = --2- · 
u 
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Notemos que para cualquier x E '71}, se tiene que u2T (x) E '11} . 

Además se tiene los siguiente 

(a~ - ai) e1 - 2a1a2e2 
Q'.2 + Q'.2 1 2 

-2a1 a2e1 - ( a~ - ai) a2e2 
Q'.2 + Q'.2 1 2 

En caso de que a 1, a 2 sean impares entonces ( a~ - ai) y af + a~ son pares por lo 

cual 
u 2 

2 c,ou (ei) E '11} 

no es difícil probar que ~
2 

es el menor entero positivo tal que ~
2 

'Pu ( e 1) E Z2 , por lo 

cual ~
2 

divide a E ( 'Pu) . 

· Considerando a e' = ~2 
Tu ( e 1) y a d' = ~2 

Tu ( e 1) y la red generada por dichos 

vectores obtenemos una subred de 'Pu (Z2 ) n Z2 , y por un razonamiento similar a uno 

ya utilizado se obtiene que .E ( cpJ divide a ( ~
2

) 

2 

, en resumen obtenemos lo siguiente: 

u2 
E (cpJ l 

2 
·¿; (cpJ u2 

l 

E ( 'Pu) (~2) 2 l 

de las dos primeras obtenemrnr 

u2 
u2 

E (cpu) q = 2pq, 

2 pq 

como p, q son enteros entonces, existen dos posibilidades: 

l. p = 2 y q = 1, bajo estas condiciones se concluye que a 2 = E ( cpJ , pero por la 

tercera condición se tiene que: 

la condición a 2 

residuo 2. 

(~

2

)

2 

u
2
k 

u 2 
- 4k, 

4k es imposible pues a 2 al dividirse entre 4 queda como 
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2. La otra posibilidad es p = l y q = 2, por lo cual 

u2 

u2 

2 

E (epu) 2, 

E (epu), 

y la anterior condición no entra en ninguna contradicción. 
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Ahora analizemos el caso en que a 1, a 2 sean primos relativos y uno de ellos 

par, no es difícil probar que u2 es el menor entero positivo tal que u 2T ( ei) E 'l}, para 

i = 1, 2por lo cual u2 
J E ( epu), por lo ya probado se deduce que u2 = E ( epu) . 

Proposición 102 Si u= a 1e1 +a2e2 E '11} y gcd (a1 , a 2) = 1, se cumple lo siguiente: 

1. Si a 1 y a 2 son impares entonces: 

2. Si a 1 o a2 es par, entonces: 

Demostración 

Ya se hizo. 

Teorema 103 Sea a = a 1e 1 + a 2e2 E Z2 con gcd (a1 , a 2 ) - 1 entonces las redes 

Z2 n epª (Z2
) y Z2 n Ra (Z2

) tienen una base cuadrada. 

Si a 1 o a 2 es par, entonces a2 es impar y además 

(Z2 
: Z2 n epa (Z2

)] = a2
, a2 es impar, 

en caso de que a 1 y a 2 son impares entonces a2 es par y además: 

2 

(Z2
: Z2 n Ra (Z2

)] = ~, a es par. 
2 

Caso I a 2 es impar 

Consideremos al vector b = -a2e 1 + a 1e2 , se sabe que: 

epa (a) -a, 

epa (b) b 
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y la red generada por a , bes subred de 'll} n c.p (Z2) como a/\ b = a 2 entonces: 

Za+ Zb = Z2 n Ra (Z2) 

Caso II a2 es par entonces existen e, d E: Z2 n Ra (Z2) tales que 

d2 c2 

de = -cd 

y además { e, d} es base cuadrada de Z2 n Ra (Z2). 

En efecto: 

Consideremos e, d E Z2, tales que 

e+ d = 

e/\ d 

se tiene que: 

donde: 

b 

e' 

d' 

1 
e - 2(a-b)=c.pa(c'), 

1 
d 2 ( a + b) = c.p ª ( d') 

-a2e 1 + a 1e2, bes ortogonal a a. 
1 - 2(a-b), 

1 

2 (b - a) 

satisface lo pedido, es decir, { e, d} es base cuadrada de Z2 n T (Z2) . 

■ 

Corolario 104 Sea una T E OC (Z2), con Z2, entonces Z2 n T (Z2) es una red 

cuadrada. 

Demostración 

La transformación ortogonal Tes de la forma T (x) = -axa-1 o de la forma 

T (x) = ae2xe2a ~1 con a =a1 e 1 +a2e2 E Z2 con gcd ( a 1 , a2) = l. 

■ 
A continuación se muestra una tabla que resume los resultados obtenidos en 

esta parte del trabajo. 
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Bases e índice de Coincidencia para una rotación R E OC (Z2) 

Base de Z2 n R (Z2) Indice de Coincidencia 
a2 impar {a,b} ª2 

a 2 par {½(a-b),½(a+b)} 
a¿ 
-
? 

Donde a =A (R (e1) - e1) es un vector de Z2 con entradas primas relativas y 

b = ae12. 

En la sección de ejemplos daremos la representación matricial para T E 

OC (Z2). 

4.3. Bases e índice de coincidencia para redes rómbicas 

Al considerar una red rómbica r = Za1 + Za2, es decir, con la condición 

lla111 = lla2II entonces { a1 + a 2, a1 - a2} es una base ortogonal de IR2, sin pérdida de 

generalidad, podemos suponer que a 2= b2 = l. Al aplicar las proposiciones 94 y 98 

se obtiene el siguiente corolario. 

Corolario 105 Sea r = Za1 + Za2 una red tal que af = bf = 1, a1 · a2 E Q, las 

siguientes proposiciones son válidas 

1. si T : IR2 
-t IR2

, T E OC (f), distinta de la identidad, entonces existe c E r , tal 

que: 

T (x) -cxc-1
, si det (T) = -1, 

T (x) 'Pc'Pd
2 

(x) = cd2xd21c- 1 si det (T) = 1, 

2. Existe,\ EN, tal que v = >.c (a1 /\ a2) E r, con v un vector ortogonal a c. 

3. E(rpa) divide a>.(c2). 

Observaciones: 

l. Notemos que del teorema anterior se puede concluir que Tes la composición de 

dos reflexiones de hiperplanos que pertencen a OC (r) . 

2. Sic E r, no necesariamente, 'Pe (x) = -cxc-1 , está en OC (r) . 



78 Bases e índice de coincidencia para redes planas 

Cabe destacar lo siguiente; debido a que r.pª = r.p>.a para cualquier >- E JR, 
entonces podemos considerar a las coordenadas del vector e , con respecto a la base 

{ a, b} del corolario anterior son enteros y primos relativos ,. 

Debido a que r.pd
2 
(r) = r, se observa que: 

( r.per.pdJ (r) n f = e.pe (f) n r , con a E r 

y una consecuencia inmediata de la observación anterior es que cada vector a E r, 
define dos transformaciones ortogonales a saber: 

-cxc-1 
) 

y además, en caso de que e.pe (x) E OC (r) entonces: 

Re (íE:2) n Z2
, 

E (Re), 

por lo cual es suficiente con calcular una base de r.pª (Z2) n Z2 para obtener una base 
. ( 2) 2 de.Ra Z n Z. 

Para encontrar la base y el índice de coincidencia para redes rómbicas , se 

procede como se indica en la demostración de la proposición 99. 

A continuación analizaremos el caso en el que la red rómbica una red rómbica 

r ~ Za+Zb, tal que a 2 = b 2 = 1, a· b (j. Q, 

Para cualesquiera x y v distinta de cero se tiene que: 

· _ 1 X· V 
-vxv = -2--v+x 

y2 
(4.1) 

A continuaciEn seguida encontraremos condiciones suficientes para que la 

transformación ortogonal e.pe (x) = -cxc-1 E OC (r) con e E r = Za1 + Za2 una 

red; para que e.pe (x) = -cxc-1 E OC (r) para cada i = 1, 2 es suficiente que existan 

mi E Z tal que mir.pe (ai) = mi (-c~c- 1) E r, esto es: 

( 
_ 1) 2(c-~) 

m · -ca·v = -m·---v+m·a · E r 
' ' ' c2 ' ' , 

de donde se concluye que -mi 2( ~-:,) e E r, por lo cual es suficiente que: 

(e.~) 
--2- EQ 

e 
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Sin pérdida de generalidad podemos suponer e= a 1a+a2b E r, con gcd (a1, a 2) = 

1, se tiene que 

e· a1 = a1 + a2a · a2, 

e· a2 a2 + a1a1 · a2, 
2 2 2 2 e a 1 + a 2 + Cl'1 a2a1 · a2, 

En caso de que a1 · a2 1- (Q. 

Se debe de cumplir que: 

ªi +a~+ 2a1a2a1 · a2 
ª2 + C\'1 ª1 . ª2 

ªi +a~+ 2a1a2a1 · a2 

-

-

p 
, 

q 
r 
, 

s 

con p,q,r,s E Z y además gcd(p,q) = gcd(r,s) = 1; de las expresiones anteriores 

obtenemos: 

a2 (q - 2a1p) a1 · a2 p (ai + aD - qa1, 

a1 (s - 2a2r) a1 · a2 = r (ai + aD - sa2, 

si algunos de los factores de a 1 · a2 fueran distinto de cero, entoces se llegaría a la 

conclusión de que a1 · a 2 , tiene que ser racional por lo cual, los factores de a1 • a2 

tienen que ser igual a cero, es decir, se deben de satisfacer: 

a2 (q - 2a1p) o, 
a1 (s - 2a2r) o, 

P ( ªi + aD - qa1 o, 
r (ai + aD - sa2 o, 

algún Cl'i =/: O para i = 1, 2. 

Caso I a 1 =/: O; 
Se debe de cumplir: 

r 1 

así que r = 1, s = 2a2; por lo tanto: 

r (ai + aD - sa2 o, 
(ai + aD - 2a~ O· 

' 
C\'2 _ C\'2 = O· 1 2 ' 

(a1 + a2) (a1 - a2) O; 
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en conclusión c = a 1+a2 , oc= a1-a2. 

En el caso de que a:2 -=1- O; llegamos a la misma conclusión; 

En resumen si a · b <l. (Ql, entonces: OC (r) = { I, cpd
1

, cpd
2

, cpd
1 
cpd

2
} , con r = 

Za1 + Za2 , ªi =a~= 1, d 1 = a 1+a2 y d 2 = a 1-a2. 

4.4. Bases e índice de coincidencia para redes rectangulares 

También aprovecharemos las propiedades especiales de una red rectangular 

plana generada por los vectores { a, b} ; sin perdida de generalidad podemos_ asumir 

a 2 = l; al usar las proposiciones 94 y 98, se obtienen el siguiente corolario. 

Proposición 106 Sea r =Za+ Zb una red tales que a, b son ortogonales, a2 = 1, 

b 2 E (Ql. 

1. si T: ~ 2 
.- ~2, TE OC(r), distinta de la identidad, entonces existe c E r, tal 

que: 

T(x) 

T(x) 

-cxc-1
, si det(T) = -1, 

cpccpa (x) = caxa-1c- 1 si det (T) = l. 

2. Existe A EN, tal que v = >-c (a1 A a 2 ) E r, con v ortogonal al vector c. 

Observaciones: 

l. Notemos que del teorema anterior se puede concluir que Tes la composición de 

dos reflexiones de hiperplanos que pertencen a OC (r) . 

2. Si e E r , no necesariamente, cpc (x) = -cxc-1 , está en OC (r) .más adelante 

daremos criterios para saber cuando cpc (x) = -cxc-1 E OC (r) . 

Debido a que epa (r) = r, se observa que: 

(cpccpa) (r) n r = cpc (r) n r, con c E r 

y una consecuencia inmediata de la observación anterior es que cada vector c E Z2, 

define dos transformaciones ortogonales a saber: 

<pe (x) 

Re (x) 

-cxc- 1 
. , 
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y además, en caso de que 'Pe (x) E OC (r) entonces: 

- Re (::z:?) n ·11}, 

E (Re), 
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por lo cual es suficiente con calcular una base de 'Pe (Z2
) n Z2 para obtener una base 

de Re (Z2
) n Z2 y para ello se puede usar la demostración de la proposición 99. 

A continuación analizamos el que a2 = 1 y b2 = A (/: (Q, sea e= a 1a+a2b E r , 
con gcd (a1 , a 2 ) = 1, se tiene que 

e· a a 1 

e· b Aa2, 

c
2 ªi + Aa~ , 

Se debe de cumplir que: 

ª1 p 
-

a2 + Aa2 1 2 
-

q 
ACX2 r 

ª2 + Aa2 1 2 s 

con p, q, r, s E. Z y además gcd (p, q) = gcd (r, s) 

obtenemos: 

, 

, 

l; de las expresiones anteriores 

si algunos de los factores de A fueran distinto de cero, entoces se llagaría a la conclusión 

de que A, tiene que ser racional por lo cual, los factores de A tienen que ser igual a 

cero, es decir, se deben de satisfacer: a 1 = O o a 2 = O; en conclusión e= a o e= b. 

En el caso de que a 2 =/= O; llegamos a la misma conclusión; 

En resumen si b2 
(/: (Q, entonces: OC (r) = { I , 'Pa, 'Pb, 'Pb'Pa}, con r = Za+ 

Zb, y a2 = 1, a, b ortogonales. 

4.5. Ejemplos 

l. Consideremos el problema de determinar la base de una CSL, para una red 

cuadrada, correspondiente a E= 17 = 12 +42
. Se sabe que (ver R) que tan~=¼ 

para un ángulo de rotación 0 = 28,0724°. Con respecto a la base cánonica, la 

matriz de la rotación con un ángulo 0 es: 

( ~, -/7 ) . 
17 17 
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Al considerar a = T ( e 1) - e 1 = ( ~f ) ; así que podemos considerar al 

vector a = (-1, 4) E 'll} que se obtiene de la siguiente manera: 1
; ( ~{7 ) 

( ~1) 
Así que la expresión en álgebras de Clifford de T es: 

Por lo ya analizado el índice de coincidencia es: 

[z2
: z2 nT (z2

)] = a 2 = 11 

y la base de la red Z2 n T (Z2
) es: 

La siguiente gráfica ilustra lo que hemos concluido: 



Ejemplos 

2. Definiremos el conjunto E (5) = {T E OC (Z2
) IE (T) = 5}, es fácil deter 

los elementos del conjunto y aún más daremos la base de T (Z2
) n Z2

. No 

que: 

12 + 22 5, 

12 + 32 10, 

83 

minar 

ternos 

en la siguiente tabla indicaremos las transformaciones ortogonales pertenec 

a E (5), indicando el ángulo de rotación, en caso de ser T una rota~ion 

ientes 

, y ·la 

base de la intersección. 

0'.1 0'.2 e d Base de T (Z2
) n Z2 Angulo de rotación de Re 

1 2 e1 + 2e2 2e1 - e2 
2 1 2e1 + e2 e1 - 2e2 
1 -2 e1 - 2e2 2e1 + e2 
2 -1 2e1 - e2 e1 + 2e2 
1 3 e1 + 3e2 3e1 - e2 
3 1 3e1 + e2 e1 - 3e2 
1 -3 e1 - 3e2 3e1 + e2 

8 son En total tenemos 16 elementos en E (5), de las cuales 8 son reflexiones y 

rotaciones. A continuación mostramos la gráfica cuando el ángulo de ro tación 

es de 53.13°. 

¡; 

; 

R 

; 

f; 
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Representación matricial de OC (Z2 ) 

Sabemos que TE OC (Z2
) es de la forma: 

T( )-{ <pª(x) = -axa-1
, si det(T) = -1, 

x - <pa<pe
2 

(x) = ae2xe21a-1, si det (T) = 1, 

donde a =ae1 + /3e2 con a, /3 E Z y gcd (a, /3) = l. Por lo anterior la repre

sentación matricial de T , con respecto a la base canónica, es de la forma: 

( -•'+8' 2a8 ) 
0 2+.82 - 0 2+.82 si det T - -1 

2o.B a,2-.82 
- 0 2+.82 0 2+.82 

( •'-8' 'ª" ) 0 2+.82 - 0 2+.82 si detT - 1 
2o.B 02-.82 1 

0 2+.82 0 2+.82 

3. Consideremos a la red r generada a 1 = ( 1, O) , a 2 = ( ½, 1) , las diagonales son 

d1 = 0,4), d2 = (½,-1) 
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Consideremos a la T : IR2 
---+ IR2 una transformación ortogonal cuya repre

sentación matricial , con respecto a la base canónica es: ( ji ~3

; ) 

14 14 

y la representación matricial con respeto a la base { a 1 , a2 } es: 

El ángulo de rotación es 158.21°. Se tiene que T(d1) ~d1 = -~~e1 -
9i1e2 = 

-
1;a1 - *ª2 , así que podemos considerar al vector: · · · 

como T es una rotación, entonces 

el vector b = a1 +a2 , satisface que { a, b} genera a la red r, para encontrar la 

base de '-Pa (r) n r, calculemos '-Pa (a) y '-Pa (b) : 

-a, 
9 

--a+b 
7 ' 

así que el menor entero para que '-Pa (b) E r es 7, por lo cual el índice de 

coincidencia es 7. 

El conjunto { -a, 7cpª (b)}, es decir, la base es de T (r) n r es 

{-2a1 - a2, -lla1 - 2a2} 
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4. Consideremos a la red rectangular r generada por los vectores a 1 = ( -1, ~) , 
ª2 = (1 , v2) . 

Consideremos a la T : IR.2 
---+ IR.2 una transformación ortogonal, cuya repre

sentación matricial , con respecto a la base canónica es: 

( 
_.! .fl ) -/3 _:½ 

y la representación matriciaÍ con· respeto a la base { a 1 , a2 } es: 

( =t =t) 
( 

_.! _;! ) ( o ) ( o ) El ángulo de rotación es 120º. Se tiene que -½ -½ 1 1 

( =I ) T (a2) - a2 = -~a1 - ~a2 , así que podemos considerar al vector: 

como T es una rotación, entonces 

el vector b = 5a1 +4a2 , satisface que { a, b} genera a la red r , para encontrar la 

base de T (r) n r, calculemos 'Pa (a) y 'Pa (b) : 

'Pa(a) 

'Pa (b) 

-a, 
7 9 

-2ª1 - 2ª2, 

así que el menor entero para que 'Pa (b) E r es 2, por lo cual el índice de 

coincidencia es 2. 

El conjunto { -a, 2'-Pa (b)} , es decir, la base es de Ta (r) n r es 

La siguiente gráfica muestra lo que se acaba de concluir. 



87 

Resultados importantes 

4.6. Resultados importantes 
l. En el capítulo anterior se caracterizaron las isometrías de coincidencia para redes 

cuadradas n- dimensionales y en este capítulo se utilizó dicha cara.eterización 

para encontrar una base y el índice de coincidencia para redes de coincidencia 

planas, en el caso de que la red sea cuadrada. 

2. En el caso de las redes cuadradas planas; se demostró que la red de coincidencias 

también es cuadrada. 
3. Con pequeñas adaptadones se han cara.eterizado las isometrías de coincidencia 

redes planas en caso de que sean rómbicas; estableciendo un algoritmo para 

calcular su índice de coincidencia y una base. 
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4. Lo mismo se ha logrado para redes planas rectangulares. 



·. Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

Esta tesis en su planteamiento original se propusieron varios objetivos en

tre ellos obtener una demostración constructiva del Teorema de Cartan-Dieudonné, 

el haber logrado este objetivo nos permitió obtener un algoritmo que permite de

scomponer una transfromación ortogonal como producto de reflexiones a través de 

un hiperplano y nos abrió la posbilidad de aplicar este algoritmo para estudiar la 

estructura de las isometrías de coincidencia de redes. 

Cabe aclarar que el problema de las isometrías de coincidencia para redes, 

casi no se había abordado el caso de las redes no cuadradas y en esta tesis, debido 

al desarrollo de la misma, nos fue posible caracterizar las isometrías de coincidencia 

para redes no cuadradas en el plano. Además no se había determinado, antes de esta 

tesis, un mecanismo general para encontrar la base de una red de coincidencias. 

En el caso de las redes cuadradas n-dimensionales hemos demostrado una 

especie de Teorema de Cartan-Dieudonné, más especícamente, una isometría es de 

coincidencia si y sólo si es la descomposición de reflexiones a través de hiperplanos 

ortogonales a los vectores de la red. Este resultado en (Zl, Z2] ha sido generalizado 

para otro tipo de redes n-dimensionales. 

Debido a la generelazación de los resultados obtenidos en esta tesis, se pueden 

abordar problemas futuros como: 

l. Comparación numérica entre usar matrices y álgebras de Clifford para descom-

poner una transformación ortogonal en reflexiones a través de hiperplanos . 

2. Utilizar el algoritmo encontrado en la tesis para la descomposición QR. 

3. Caracterización de las isometrías de coincidencia en el plano hiperbólico . 

4. Dada la descomposición de una isometría de coincidencia en reflexiones a través 

de hiperplanos; encontrar un mecanismo que nos permita determinar el índice 

de coincidencia y una base para redes n- dimensionales en espacios ecuclídeos 

e hiperbólicos . 
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