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Resumen

En el estudio de σp, la abscisa de estabilidad de un polinomio p(t), se obtuvieron diversas desigualdades entre la
abscisa de un polinomio y su derivada, tanto en el caso Hurwitz como en el caso Schur. Utilizando las desigualdades
mencionadas se obtuvieron cotas inferiores de la abscisa de polinomios intervalo Hurwitz.

Además, también se desarrollo una aplicación de la abscisa de estabilidad de un polinomio p(t) de grado tres, para
el estudio de la dinámica de un sistema controlado el cual tiene a p(t) como su polinomio característico asociado.

Mediante la construcción de un segmento de polinomios, el cual esta caracterizado mediante un parámetro localizado
en un intervalo Máximo de disipatividad e inestabilidad, se pudo generar una familia de sistemas inestables disipativos
que presentan atractores caóticos (con multi-enroscados) en sus soluciones. Por otra parte, a partir de una familia de
sistemas lineales de�nida a trozos (por pedazos) controlada mediante una función de saturación continua de�nida por
pedazos se pudo generar una familia monoparametrica de atractores que presentan multi-enroscados en la dinámica
de sus solución, se obtuvieron condiciones necesarias y su�cientes para preservan atractores con multi-enroscados en
términos de un parámetro k.

También, a partir del estudio del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados se pudieron demostrar las
siguientes propiedades topológicas.

El conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizado:

es abierto.

es no convexo.

es no acotado.

con coe�cientes positivos es arco-conexo.

A partir del análisis de una familia de Polinomios Intervalo se pudo demostrar que si los polinomios de Kharitonov de
una familia de grado cuatro son polinomios Hadamardizados entonces toda la familia esta compuesta de polinomios
Hadamardizados.
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Introducción

En esta tesis hemos trabajado tres temas interesantes sobre la estabilidad de sistemas lineales:

1. La abscisa de estabilidad de un polinomio y su relación con la aparición de bifurcaciones.

2. El máximo intervalo de estabilidad y su generalización a Máximo Intervalo para la presencia de enroscados.

3. La abscisa de estabilidad y el producto de Hadamard.

Comenzamos exponiendo algunas ideas sobre la abscisa de estabilidad. En el análisis de la estabilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales podemos estudiar la parte lineal del sistema, en la tesis doctoral de 1892 Problema general sobre
la estabilidad de movimiento, Liapunov de�nió rigurosamente los conceptos principales de la Teoría de la estabilidad
y destaco los casos en que la linealización implica la estabilidad local del sistema. Para la estabilidad asintótica de un
sistema continuo es necesario que todas las raíces de su polinomio característico asociado se encuentren en C−, donde
C− es el conjunto de números complejos que tienen parte real negativa. En el caso en que un polinomio tenga todas
sus raíces en C− se dice que es un polinomio Hurwitz.

Diversos matemáticos se han ocupado del estudio de la determinación del número de raíces de ecuaciones algebraicas
en determinados lugares (dentro y fuera del eje real, en la mitad del plano, etc) desde las primeras décadas del siglo
XIX, tales como, Cauchy, Sturm, Jacobi, Borchardt, Cayley, Sylvester y Hermite. Routh (1887) y Hurwitz (1895)
demostraron que la estabilidad se puede determinar directamente de los coe�cientes del polinomio característico
asociado. Los trabajos de Routh y Hurwitz, dieron lugar al Criterio de Routh-Hurwitz, probablemente el criterio más
popular para determinar si un polinomio es o no polinomio Hurwitz.

Diversos problemas de la mecánica, de la física y de la teoría del control se reducen al problema de las raíces de los
polinomios, esto motivo numerosas investigaciones que tenían por objeto conocer la posición de las raíces en el plano
complejo sin conocerlas. Para los polinomios de coe�cientes reales se buscaban las cotas entre las que podían estar
estas raíces, así se elaboraban métodos para la búsqueda de cotas entre las que están comprendidas las raíces reales de
un polinomios de coe�cientes reales, obteniéndose diversas cotas para las raíces reales. Una de las diversas aplicaciones
del Criterio de Routh-Hurwitz es el estudio de cotas superiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio [34], donde
σp se de�ne de la siguiente manera:

De�nición 1. Si p(t) es un polinomio estable de grado n con ceros w1, . . . , wn, el número negativo

σp := máx1≤m≤n{ Re (wm)}

es de�nido como la abscisa de estabilidad de p(t).

Si σp es la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(t) entonces podemos predecir una cierta tasa mínima de
decaimiento, por otra parte, el cálculo de la abscisa de estabilidad a sido requerido en el diseño de sistemas dinámicos
y de control (ver [69], [70], [71]).

En este trabajo se estudia la abscisa de estabilidad de un polinomio y presentamos varias cotas inferiores de la
abscisa de estabilidad a partir de una relación entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(t) y su
derivada p′(t), esta desigualdad la usaremos para obtener cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio
estable. Después utilizaremos la desigualdad obtenida para obtener cotas inferiores de Familias de Polinomios Intervalo
estables. Extendemos el estudio de la abscisa de estabilidad a polinomios Schur estables (polinomios cuyas raíces se
encuentran dentro del círculo unitario D); presentamos una relación entre las abscisas de estabilidad de un polinomio
Schur p(t) y su derivada p′(t), utilizando esta desigualdad para obtener cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de
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un polinomio Schur estable. Los polinomios Schur son importantes en el estudio de la estabilidad de sistemas discretos
(ver [41]).

Después explicamos de que manera la abscisa de estabilidad puede ser útil en el estudio de bifurcaciones y en la
generación de atractores extraños. Existen muchos estudios acerca de este tipo de atractores (ver [18, 53, 56]). Estos
atractores han sido utilizados en aplicaciones en electrónica (ver [39, 45, 68]).

El segundo tema que trata esta tesis es el que tiene que ver con el Máximo Intervalo de Estabilidad: dado un
polinomio Hurwitz p(t) de grado n y un polinomio arbitrario q(t) consideremos la familia p(t) + kq(t) donde k ∈ R.
El Máximo Intervalo de Estabilidad es denotado por (kmı́n, kmáx) de modo que p(t) + kq(t) resulta ser Hurwitz
para todo k ∈ (kmı́n, kmáx), kmı́n es conocido como el Mínimo Extremo Izquierdo y kmáx como el Máximo Extremo
Derecho. En esta tesis hemos generalizado este concepto de la siguiente manera: dado un polinomio p(t) con m
raíces en C+ y n − m raíces en C− y otro polinomio q(t) con grado ≤ n queremos encontrar el máximo intervalo
(λmı́n, λmáx) de modo que p(t) + λq(t) tenga m raíces en C+ y n − m raíces en C− para todo λ ∈ (λmı́n, λmáx) y
utilizaremos este resultado para investigar una familia de sistemas monoparamétricos en R3 que preservan la presencia
de atractores caóticos cuando el parámetro k esta en el intervalo. El tercer tema de la tesis es relacionar la abscisa
de estabilidad con el producto de Hadamard. Dados dos polinomios f(t) = ant

n + an−1t
n−1 + · · · + a1t + a0 y

g(t) = bnt
n + bn−1t

n−1 + · · · + b1t + b0 el producto de Hadamard de f y g esta denotado como f ? g y esta de�nido
como (f ? g)(t) = anbnt

n + an−1bn−1t
n−1 + · · ·+ a1b1t+ a0b0. En este trabajo solo obtuvimos resultados para grados

pequeños, pero el inicio de la investigación nos permitió obtener importantes propiedades del conjunto de polinomios
Hurwitz Hadamardizados.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capítulo 1 mencionamos todos los trabajos sobre la
abscisa que fueron desarrollados anteriormente a esta tesis. El capítulo 2 está dedicado a presentar nuestros resultados
teóricos. A partir del Teorema de Gauss-Lucas se obtienen cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio
Hurwitz, estos resultados se pueden extender al estudio de cotas inferiores de la Abscisa de estabilidad de Familias de
polinomios Intervalo así como también se obtienen cotas inferiores para la abscisa de estabilidad para el caso discreto
(polinomios Schur). En el capítulo 3, a partir de la de�nición de la abscisa de estabilidad como un parámetro de
bifurcación se generan atractores que presentan multi-enroscados partir de sistemas controlados de�nidos por pedazos.
Se da una aplicación de la abscisa de estabilidad mediante el traslado de las raíces de un polinomio Hurwitz de grado
tres para tener un nuevo polinomio inestable con dos raíces en C+ y una raíz en C−, el cual forma parte de una familia
de polinomios tipo Segmento de polinomios, la cual es caracterizada por un parámetro que varia en un intervalo
que preserva la dinámica de un sistema asociado a la familia obtenida. Entonces aplicamos estos resultados para la
generación de una familia de atractores basada en una clase de sistemas inestables disipativos de tipo afín a sistemas
lineales.

En el capitulo 4 dado un polinomio p(t) con m raíces en C+ y n−m raíces en C− y otro polinomio q(t) con grado
menor que n encontramos un intervalo (λmı́n, λmáx), tal que, p(t) + kq(t) tiene m raíces en C+ y n−m raíces en C−
∀k ∈ (λmı́n, λmáx). Esto nos permite generar una familia monoparametrica de sistemas en R3 donde se preserva la
presencia de atractores caóticos, en estos sistemas utilizamos sistemas lineales por pedazos para generar atractores con
enroscados. En el capítulo 5 continuamos generando la presencia de atractores caóticos pero ahora utilizamos funciones
de saturación. En el capítulo 6 se estudia la relación entre la abscisa de estabilidad y el producto de Hadamard de dos
polinomios, también se dan algunas propiedades del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados (H(Had)).
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Capítulo 1

Antecedentes sobre el estudio de la Abscisa
de estabilidad

Consideremos un polinomio p(z) de grado n de la forma siguiente:

p(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an (1.1)

donde a1, a2, . . . , an son números reales, los ceros de p(z) son denotados por ξ1, · · · , ξn. Así de�nimos la abscisa de
estabilidad de p(z) de la forma siguiente

σ := máx
1≤i≤n

Re(ξi)

Teorema 1 (Criterio de estabilidad espectral). El polinomio p(z) es asintóticamente estable, si y sólo si, σ < 0.

Ver [38] para una demostración. Varias �cotas inferiores� para la abscisa de estabilidad han sido dadas por G. F:
Schrack [61]. El propósito de esta sección es mostrar algunas cotas superiores negativas para la abscisa de estabilidad
para un polinomio que se sabe que es estable. Tales cotas podrían ser obtenidas numéricamente como en el trabajo de
V. Zakian [71].

Nuestro interés, sin embargo, se encuentra en las cotas que son expresadas explicitamente en términos de los
coe�cientes del polinomio. Un problema más sencillo surge en la determinación explicita de cotas inferiores y superiores
para el módulo de los ceros, por ejemplo, consideremos el polinomio real (6.1) con a0 = 1 y sea A el máximo de los
módulos de los coe�cientes a1, a2, . . . , an:

A = máx (|a1|, |a2|, . . . , |an|).

Entonces el número 1+ A
a0

es una cota superior para los módulos de todas sus raíces reales o imaginarias (|x| < 1+ A
a0
),

no obstante, esta cota suele ser muy grande si solo nos interesan las raíces reales. (Ver [46] y [55]).
El problema de encontrar cotas superiores para la abscisa de estabilidad fue propuesto por O. Taussky [64]. Dos

de los resultados (Teorema 4 y 5) dependen en forma especial de un resultado de la teoría de control lineal debido a
Bückner [16].

La solución del problema de estabilidad debida a Hurwitz [40] es de la forma siguiente: Sea a0 = 1, ak = 0 para
k < 0 y para k > n y consideramos los llamados determinantes de Hurwitz de orden k = 1, 2, . . . , n.

Hk = det (hij), 1 ≤ i, j,≤ n,

donde hij = a2i−j .

Teorema 2 (Criterio de Routh�Hurwitz, [40]). El polinomio (6.1) es estable, si y sólo si, Hk > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Este criterio de estabilidad y otros relacionados pueden consultarse en [11], [22], [30] y [47]. El problema de
encontrar cotas superiores para la abscisa de estabilidad σ de un polinomio estable puede dar la siguiente interpretación
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cuantitativa: ¾Conociendo no solo que los determinantes Hurwitz son positivos, sino también su valor numérico,
podemos decir algo sobre el valor numérico de σ?

A continuación se presentan tres desigualdades para σ que involucran determinantes Hurwitz. Las primeras dos
requieren de un radio de inclusión para p, i.e., de un número R > 0, tal que, |ξi| ≤ R, para todos los ceros ξi de p.
Tal radio de inclusión puede ser construido a partir de los coe�cientes del polinomio (Ver Marden [55]). Un radio de
inclusión es dado por la fórmula

R = 2 máx
1≤k≤n

|ak|
1
k

1.1. Antecedentes sobre el cálculo de Cotas Superiores para la abscisa de

estabilidad de un polinomio estable

A continuación presentamos un primer resultado.

Teorema 3. Sea R un radio de inclusión para el polinomio estable p. Entonces su abscisa de estabilidad satisface

σ ≤ −2
−n(n−1)

2 ·R
−(n−1)(n+2)

2 ·Hn. (1.2)

El Teorema 3 nos da una primera cota superior para la abscisa de estabilidad, su demostración esta basada en la
Fórmula de Orlando (ver [30]), a continuación se presenta un ejemplo donde se aplica este Teorema.

Ejemplo 1. Sea p(z) = (z + 1)7 = z7 + 7z6 + 21z5 + 35z3 + 21z2 + 7z + 1, donde a0 = 1, a1 = 7, a2 = 21, a3 = 35,

a4 = 35, a5 = 21, a6 = 7, a7 = 1, entonces, R = 7(2) = 14, H7 = 2097152, n = 7, −n(n−1)
2 = −7(6)

2 = −21,
−(n−1)(n+2)

2 = −(6)(9)
2 = −27, por lo tanto,

−1 = σ ≤ −2−21 · 14−27 · 2097152

≤ −2097152

221 · 1427
= −113.38× 10−33.

Teorema 4. Bajo las hipótesis del Teorema 3 tenemos que:

σ ≤ −2n ·R−2n+2 Hn

Hn−2
(1.3)

Ver [34] para una demostración.
Del ejemplo anterior, R = 14, H7 = 2097152 > 0, H5 = 473088 > 0. Por lo tanto

−1 = σ < −2−7 · 14−14+2 · 2097152

473088

= −−2097152

473088
× · 1

27 · 1412
= −6.1× 10−16.

Para formular el siguiente resultado utilizaremos una notación adicional. Sea

sk =

n∑
i=1

ξki , k = 0, 1, 2, . . . (1.4)

(llamada �suma de Newton�). Siendo polinomios simétricos en los ceros estos números deben ser expresables como
polinomios en los coe�cientes de p.

Denotamos por Dk el determinante de orden k + 1,

Dk = det (dij), 0 ≤ i, j,≤ k, k = 0, 1, 2, · · · , (1.5)

donde

d0j = (−1)jsk−j , j = 0, 1, · · · , k,
dij = a2i−1−j , i = 1, · · · , k, j = 0, · · · , k. (1.6)

Así tenemos el siguiente teorema.
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Teorema 5. Sea el polinomio p(z) = zn + a1z
n + · · ·+ an estable y además

A =
n2

a1
+

n−1∑
k=1

1

Hk+1 ·Hk−1
· [Dk]2.

Entonces σ, la abscisa de estabilidad de p satisface la siguiente desigualdad

σ < − 1

A
(1.7)

Ver [34] para una demostración.
Notación. Del Criterio de Routh-Hurwitz tenemos que Hk = det (hij), donde si k = 3.

H3 =

 a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3


Ya que detA = detAt ∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣
Ejemplo 2. Sea p(z) = (z + 1)7 = z7 + 7z6 + 21z5 + 35z4 + 35z3 + 21z2 + 7z + 1. Aquí σ = máx {ζ} = −1 con
ζi = ζ = −1∀ i; i = 1, 2, . . . , 7, construimos la matriz de Hurwitz H(f).

H(f) =



7 35 21 1 0 0 0
1 21 35 7 0 0 0
0 7 35 21 1 0 0
0 1 21 35 7 0 0
0 0 7 35 21 1 0
0 0 1 21 35 7 0
0 0 0 7 35 21 1


Los menores principales son: H1 = 7, H2 = 112, H3 = 2352, H4 = 43008, H5 = 473088, H6 = 2097152 y H7 =
2097152, todos positivos. Además, R = 2 máx1≤k≤n |ak|

1
k , entonces R = 2 · |a1|

1
1 = 2(7) = 14.

Realizando la suma de Newton para este polinomio tenemos que sk =
∑n
i=1 ζ

k
i (k = 0, 1, 2, . . . , 7), así s0 = 7, s1 =

−7, s2 = 7, s3 = −7, s4 = 7, s5 = −7, s6 = 7 y s7 = −7. La expresión s7 +a1s6 +a2s5 +a3s4 +a4s3 +a5s2 +a6s1 +a7s0

es igual a

−7 + (7)(7) + (21)(−7) + (35)(7) + (35)(−7) + (21)(7) + (7)(−7) + (1)(7) = (7− 7)a7 = 0

Ahora calculamos Dk, utilizando las expresiones correspondientes; D1 = 42 > 0, D2 = 490 > 0, D3 = 6272 > 0, . . . ,
D6 = 229376 > 0. Calculamos el valor A;

A =
72

7
+

[D1]2

H2 ·H0
+

[D2]2

H3 ·H1
+

[D3]2

H4 ·H2
+

[D4]2

H5 ·H3
+

[D5]2

H6 ·H4
+

[D6]2

H7 ·H5

= 7 +
[42]2

112 · 1
+

[490]2

2352 · 7
+

[6272]2

43008 · 112
+

[56448]2

473088 · 2352
+

[229376]2

2097152 · 43008
+

[229376]2

2097152 · 473088
= 49

Así, −1 = σ < − 1
A = − 1

49 = −0.204 (Cota mejorada).

En las tres estimaciones (1.2), (1.3) y (1.7) las expresiones de la derecha dependen de todos los coe�cientes (a1,
a2, . . . , an) del polinomio.

En la demostración de los Teoremas 4�5 se utiliza una fórmula debida Bückner [16] y desarrollada después por
E�ertz [26], además de técnicas de transformadas de Fourier y Laplace.
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1.2. Antecedentes sobre el cálculo de Cotas Inferiores de la abscisa de

estabilidad de un polinomio estable

En esta sección presentamos cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de un polinomio utilizando funciones
simétricas de los ceros.

Sin pérdida de generalidad vamos a considerar un polinomio estable de la forma siguiente.

p(z) =

n∑
j=0

ajz
j , an > 0, n > 1, (1.8)

cuyos ceros son zi, i = 1, 2, . . . , n. Entonces, la abscisa de estabilidad σ es de�nida como

σ := máx
1≤i≤n

Re(zi) (1.9)

Este parámetro se denomina en ocasiones como el grado de estabilidad. Aunque el término abscisa de estabilidad tiene
preferencia ya que grado implica una cierta cantidad entera.

Los índices n, i y j se usaran de manera habitual para los siguientes rangos: n = 2, 3, . . .; i = 1, 2, . . . , n; j =
0, 1, . . . , n.

1.2.1. Cotas inferiores a partir de funciones simétricas elementales

Las cotas inferiores del Teorema 6 son estructuralmente más simples que las de los siguientes teoremas, estas cotas
son funciones de las funciones simétricas elementales de los ceros de p(z).

Teorema 6. Sea p(z) un polinomio real estable y sea σ su abscisa de estabilidad como fue de�nida en (1.8) y (1.9).
Entonces las constantes

Smi = −

((
n

m

)−1(
n

i

)(
am
ai

))1/(i−m)

(1.10)

son cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de p(z), es decir,

Smi ≤ σ, m = 0, 1, · · · , i− 1.

La igualdad se tiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales, excepto para Sn−1,n para la cual la igualdad se tiene
si todos los ceros tiene igual parte real.

Ver [62] para una demostración. El teorema 6 de�ne
(
n+1

2

)
cotas inferiores. El siguiente teorema muestra la mejor

cota inferior de este conjunto.

Teorema 7. Sea p(z) un polinomio estable real y sean Smn cotas inferiores de la abscisa de estabilidad como fueron
de�nidos en 1.8 y 1.10. Entonces la mejor cota inferior estará entre las cotas siguientes

Sk,k+1 = −
(
n− k
k + 1

)(
ak
ak+1

)
, k = 0, 1, · · · , n− 1.

Ver [62] para una demostración. A partir de este teorema se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1. Sea p(z) un polinomio real estable y sea σ su abscisa de estabilidad de�nidos como en 1.8 y 1.9. Además,
sea µ ≤ 0 un número dado y sea q(z) un polinomio con abscisa de estabilidad µ. Una condición necesaria para que
p(z) sea al menos estable como q(z) es que las siguientes desigualdades

ak
ak+1

≥ k + 1

n− k
· |µ|, k = 0, 1, · · · , n− 1, (1.11)

se satisfagan.

Este corolario es una generalización de la siguiente condición necesaria: Un polinomio estable tiene coe�cientes
positivos y de hecho se reduce a esta condición para µ = 0.
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1.2.2. Cotas inferiores a partir de sumas de potencias

Cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio p(z) pueden obtenidas a partir de funciones simétricas
de los recíprocos de los ceros de p(z).

Consideremos el polinomio siguiente

q(z) = p

(
1

z

)
· zn =

∑
j

an−jz
j ,

cuyos ceros son z−1
i .

Consideremos ahora las sumas de potencias de los recíprocos de los ceros de un polinomio p(z). Denotemos la k-
ésima suma de potencias por sk, es decir,

sk =
∑
i

z−ki , k = 1, 2, · · · . (1.12)

Especí�camente, las primeras cuatro sumas de potencias como funciones de los coe�cientes de p(z) son

s1 = −a1/a0,

s2 = (a2
1 − 2a0a2)/a2

0,

s3 = (−a3
1 + 3a0a1a2 − 3a2

0a3)/a3
0,

s4 = (a4
1 − 4a0a

2
1a2 + 2a2

0a
2
2 + 4a2

0a1a3 − 4a3
0a4)/a4

0.

Tales sumas de potencias aparecerán en el siguiente teorema.

Teorema 8. Sean p(z) un polinomio real estable, σ su abscisa de estabilidad y sk, (k = 1, 2, · · · ,) las sumas de
potencias de los recíprocos de los ceros de p(z) de�nidos como en 1.8, 1.9 y 1.12 respectivamente. Entonces, para
sk 6= 0, las constantes

Tk =


−((−1)k+1ncks

−1
k )1/k

{
sk > 0, k impar,
sk < 0, k par,

−((−1)kns−1
k )1/k

{
sk > 0, k par,
sk < 0, k impar,

donde ck = cosk+1
(

π
k+1

)
, son cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de p(z), es decir,

Tk ≤ σ, k = 1, 2, · · · .

La igualdad se tiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales.

Ver [62] para una demostración.

1.2.3. Cotas inferiores a partir de otras funciones simétricas

Adicionalmente diversas cotas inferiores de la abscisa de estabilidad pueden ser obtenidas a partir de otras funciones
simétricas elementales.

Consideremos la siguiente función simétrica de los recíprocos de los ceros de un polinomio p(z) de�nida por

h(z) =
∑

i,k=1,i6=k

(z2
i zk)−1.

En términos de los coe�cientes de p(z),
h(z) = (3a3a0 − a2a1)a−2

0 .

Obtenemos la siguiente cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio real estable p(z) para h(z) 6= 0:

Sh = − 3

√
n(n− 1)c

h(z)
≤ σp,
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con

c =

{
1
4 para h(z) > 0.
−1 para h(z) < 0

La igualdad se obtiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales.

1.3. Antecedentes sobre el cálculo de Cotas superiores para la abscisa de

estabilidad de un polinomio intervalo estable

El problema de la estabilidad en Familias Intervalo de Polinomios fue planteado originalmente por Faedo [28], quien
trató de resolverlo utilizando las condiciones de Routh-Hurwitz, hasta que Vladimir L. Kharitonov dio una solución
completa al problema. Kharitonov mostró que se puede concluir que una familia intervalo de polinomios es estable si
únicamente cuatro elementos de esta familia, llamados polinomios de Kharitonov son estables, publicó por primera
vez su Teorema para polinomios reales en 1978 [43]. El trabajo de Barmish [9] introdujo este resultado en la literatura
occidental.

Consideremos el conjunto de polinomios estables

fn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

2 + · · ·+ an−1z + an,

donde cada ai es un número real que satisface las desigualdades

αi ≤ ai ≤ βi (i = 1, 2, . . . , n).

En esta sección se obtienen algunas cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto de polinomios.

1.3.1. Preliminares

Consideremos el polinomio

fn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z + an, (1.13)

donde los ai son números reales que satisfacen las desigualdades

αi ≤ ai ≤ βi (i = 1, 2, . . . , n). (1.14)

donde αi, βi son números reales. Denotamos

α = (α1, α2, . . . , αn),

β = (β1, β2, . . . , βn),

a = (a1, a2, . . . , an),

donde αi, βi, ai son números reales.
Sean λ1, λ2, . . . , λn las raíces del polinomio fn(z). El polinomio fn(z) es llamado estable si Re(λi) < 0 (i =

1, 2, . . . , n). Sea Gn el conjunto de todos los polinomios estables de la forma (1.13) donde los coe�cientes son reales.
Por S[α, β] denotamos el conjunto de todos los polinomios de la forma (1.13) donde los coe�cientes satisfacen las

desigualdades
αi ≤ ai ≤ βi (i = 1, 2, . . . , n). (1.15)

además, sea T [α, β] el conjunto de todos los polinomios de la forma (1.13) donde los coe�cientes satisfacen las relaciones

ai = αi ó ai = βi (i = 1, 2, . . . , n). (1.16)

El conjunto T [α, β] contiene 2n polinomios. Es conocido de [10], [11], [22] y [43], que S[α, β] ⊂ Gn, si y sólo si,
T [α, β] ⊂ Gn. El conjunto S[α, β] es llamado estable si cada polinomio fn(z) ∈ S[α, β] es estable. Análogamente, el
conjunto T [α, β] es llamado estable si cada polinomio fn(z) ∈ T [α, β] es estable. El número ω = máx1≤i≤nRe(λi) es
llamado la abscisa de estabilidad del polinomio fn(z) ∈ Gn.

El número ω, tal que, ω = máxfn(z)∈S[α,β] [máx1≤i≤nRe(λi)] es llamado la abscisa de estabilidad del conjunto
S[α, β] ⊂ Gn. En esta sección se obtienen algunas cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto S[α, β] ⊂
Gn.
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1.3.2. Estimación de los determinantes de Hurwitz para un polinomio intervalo

Sean

D = [α1, β1]× [α2, β2]× · · · × [αn, βn],

D1 = {(γ1, γ2, . . . , γn) ∈ D : γ1 = α1 ∨ γ1 = β1,

γ2 = α2 ∨ γ2 = β2, . . . , γn = αn ∨ γn = βn}.

Para el polinomio fn(z) consideremos (ver[30], [47]) la matriz Hurwitz H = {bij} (i, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1) donde

bij = a2i+1−j (i, j = 0, 1, . . . , n− 1)

ak = 0 para k < 0 y k > n,

a0 = 1.

Por dk (k = 1, 2, . . . , n) denotamos el menor principal de orden k de la matriz H. Por lo tanto,

d1 = a1, d2 =

∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣ , etc.
Así que dn es una función (un polinomio) de los coe�cientes a1, a2, . . . , an.

Sea
dn = dn(a1, a2, . . . , an) = dn(a) = det (H),

donde a ∈ Rn,
hi(z) = dn(a1, a2, . . . , ai−1, z, ai+1, . . . , an) (i = 1, 2, . . . , n). (1.17)

Por lo tanto, hi(z) es un polinomio en la variable z con coe�cientes reales.
Supongamos que

fn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z + an = u(z) + w(z)

es un polinomio estable, donde

u(z) = an + an−2z
2 + an−4z

4 + · · ·
w(z) = an−1z + an−3z

3 + an−5z
5 + · · ·

Sean
z1, z2, z3, . . . las raíces del polinomio u(z),

y
z1, z2, z3, . . . las raíces del polinomio w(z),

donde
Im(z1) ≤ Im(z2) ≤ Im(z3) ≤ · · ·

y
Im(z1) ≤ Im(z2) ≤ Im(z3) ≤ · · ·

Con estas notaciones y suposiciones tenemos (ver[11], [22], [30]) el siguiente lema.

Lema 1. El polinomio fn(z) = u(z) + w(z) es estable, si y sólo si,

Re(zi) = 0(i = 1, 2, . . .)

Re(zi) = 0(i = 1, 2, . . .)

Im(z1) < Im(z1) < Im(z2) < Im(z2) < · · ·

o
Im(z1) < Im(z1) < Im(z2) < Im(z2) < · · ·
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Sea bj un número complejo, tal que, Im(bj) 6= 0. Consideremos el polinomio

gn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ aj−1z
n−j+1 + bjz

n−j + aj+1z
n−j−1 + · · ·+ an−1z + an. (1.18)

Además, sean ρ1, ρ2, . . . , ρn las raíces del polinomio gn(z). Así tenemos el siguiente resultado.

Lema 2. [13]. Si fn(z) es un polinomio estable con coe�cientes reales, con Im(bj) 6= 0, entonces las raíces del polinomio
gn(z) satisfacen que

ρk + ρl 6= 0 (k, l = 1, 2, . . . , n).

Demostración. De la hipótesis de que Im(bj) 6= 0 y ya que cada ai es real tenemos que Im(ρi) 6= 0 (i = 1, 2, . . . , n).
La prueba del Lema 2 se hará por reducción al absurdo. Supongamos que existen ρk y ρl, tales que

ρk = α+ iβ

ρl = −ρk = −α− iβ,

donde β 6= 0.
En primer lugar, vamos a demostrar que α 6= 0. Supongamos lo contrario, que α = 0.
Entonces

ρk = iβ, ρl = −iβ (β 6= 0), gn(iβ) = gn(−iβ) = 0.

Para n− j par, tenemos que

gn(iβ) + gn(−iβ) = 2[an − an−2β
2 + an−4β

4 − · · ·+ bj(iβ)n−j · · · ] = 0.

Por lo tanto, Im(bj) = 0, contradiciendo la suposición de que Im(bj) 6= 0. Para n− j impar, tenemos que

gn(iβ)− gn(−iβ) = 2i[an−1β − an−3β
3 + · · ·+ bj(i)

n−j−1(β)n−j · · · ] = 0.

Por lo tanto, Im(bj) = 0, otra vez contradiciendo la suposición de que Im(bj) 6= 0. Esto completa la prueba de que
α 6= 0.

Sea ρk = α+ iβ, por hipótesis
ρk = −ρl, gn(ρk) = gn(ρl) = 0.

Por lo tanto, para n− j impar, tenemos que

gn(ρk) + gn(−ρk) = 2u(ρk) = 0

y para n− j par, tenemos que
gn(ρk)− gn(−ρk) = 2w(ρk) = 0.

Por lo tanto, ρk = α + iβ(α 6= 0) es una raíz del polinomio u(z) o de w(z). Esto contradice el Lema 1, porque el
polinomio es estable. Esto completa la demostración del Lema.

Ver [13] para una demostración.

Sean µ
(i)
1 , µ

(i)
2 , . . . , µ

(i)
ri (ri ≤ n) las raíces del polinomio hi(z) (i = 1, 2, . . . , n).

Establecemos un lema que será útil más adelante.

Lema 3. [13]. Si el polinomio fn(z) es estable entonces todas las raíces del polinomio hi(z) son reales, i.e., Im(µ
(i)
j ) =

0 (j = 1, 2, . . . , ri : i = 1, 2, . . . , n).

Demostración. Supongamos lo contrario, digamos que existe β, tal que, hi(β) = 0 con Im(β) 6= 0 . Entonces, para el
polinomio

pn(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ ai−1z

n−i+1 + βzn−i + ai+1z
n−i−1 + · · ·+ an−1z + an

tenemos que
hi(β) = dn(a1, a2, . . . , ai−1, β, ai+1, . . . , an) = 0.
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De la fórmula de Orlando [30], para el polinomio pn(z), tenemos que

dn(a1, a2, . . . , ai−1, β, ai+1, . . . , an) = (−1)n(n−1)/2an
∏

1≤i<j≤n

(γi + γj) = 0. (1.19)

donde γ1, γ2, . . . , γn son las raíces del polinomio pn(z). La hipótesis de que el polinomio fn(z) es estable implica que
an 6= 0. De esto y de la ecuación (1.19), se tiene que existen γk y γl, tales que, γk + γl = 0. Esto contradice el Lema
2, por lo tanto, el Lema 3 es verdadero.

Ahora probaremos el siguiente Teorema.

Teorema 9. [13]. Si

fn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z + an, fn(z) ∈ S[α, β] ⊂ Gn,

entonces
mı́n
a∈D

dn(a) = mı́n
a∈D1

dn(a)

Demostración. Sea

s = (a1, a2, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) ∈ D ⊂ Rn,
s = (a1, a2, . . . , ai−1, αi, ai+1, . . . , an),

s = (a1, a2, . . . , ai−1, βi, ai+1, . . . , an),

hi(x) = dn(s),

donde los aj son constantes para j 6= i.
Vamos a demostrar que

mı́n
x∈[αi,βi]

hi(x) = mı́n (dn(s), dn(s)). (1.20)

Sean x1, x2, . . . , xr las raíces del polinomio hi(x) y y1, y2, . . . , yr−1 las raíces de dhi(x)
dx . De la hipótesis fn ∈ S[α, β] ⊂

Gn y del Lema 3 se tiene que todas las raíces del polinomio hi(x) son reales. Por lo tanto, las siguientes desigualdades
son verdaderas

x1 ≤ y1 ≤ x2 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yr−1 ≤ xr.

Por lo tanto, si xr < αi (o βi < x1) y x ∈ [αi, βi], se sigue que
dhi(x)
dx 6= 0, y (1.20) es cierta. De la hipótesis fn(z) ∈ Gn,

tenemos que, xj /∈ [αi, βi] (j = 1, 2, . . . , n).
Por lo tanto, para [αi, βi] ⊂ [xk, xk+1] existe al menos un punto yk ∈ [αi, βi], tal que

dhi(yk)

dx
= 0 y

d2hi(yk)

dx2
< 0,

(hi(xk) = hi(xk+1) = 0, hi(x) > 0 para x ∈ [αi, βi] ⊂ [xk, xk+1]).

Por lo tanto, (1.20) se satisface para (i=1, 2, . . . , n), lo cual completa la prueba del Teorema 9.

E Teorema 9 puede ser usado para encontrar mı́na∈D dn(a).

1.3.3. Cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto S[α, β]

Sea fn(z) un polinomio, tal que, fn(z) ∈ S[α, β] ⊂ Gn y supongamos que

fn(z) = (z − λ1)(z − λ2) · · · (z − λn) (1.21)

De�nimos
ω = máx

fn(z)∈S[α,β]
[ máx
1≤i≤n

Re(λi)].
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Ya que fn(z) ∈ S[α, β] ⊂ Gn, se tiene que, ai > 0 (i = 1, 2, . . . , n).
De esto se sigue que (ver [55], pag. 106)

|λi| ≤ máx

(
a1,

a2

a1
,
a3

a2
, . . . ,

an
an−1

)
, (i = 1, 2, . . . , n)

y de las desigualdades (1.15) tenemos que

|λi| ≤ máx

(
β1,

β2

β1
,
β3

β2
, . . . ,

βn
βn−1

)
para i = 1, 2, . . . , n. (1.22)

Sea R > 0 un número real, tal que, para todo fn(z) ∈ S[α, β]

|λi| ≤ R (i = 1, 2, . . . , n). (1.23)

Por lo tanto, un número R que satisface las desigualdades (1.23) puede ser obtenido, por ejemplo, de las desigualda-
des (1.22).

Vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 10. [13]. Si

fn(z) = zn + a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · ·+ an−1z + an = (z − λ1)(z − λ2) · · · (z − λn)

y fn(z) ∈ S[α, β] ⊂ Gn, entonces

ω = máx
fn(z)∈S[α,β]

[ máx
1≤i≤n

Re(λi)] ≤ −2−n(n−1)/2R−(n−1)(n+2)/2 mı́n
a∈D1

dn(a)

Demostración. De la fórmula de Orlando aplicada al polinomio fn(z), tenemos que

dn(a) = (−1)n(n−1)/2an
∏

1≤i<j≤n

(λi + λj) = (−1)n(n−1)/2
∏
l=1

(−λl)
∏

1≤i<j≤n

(λi + λj).

En el caso donde ω = máx1≤i≤nRe(λi) = λk, obtenemos que

dn(a) = (−1)n(n−1)/2(−ω)
∏
l=1
l 6=k

(−λl)
∏

1≤i<j≤n

(λi + λj),

dn(a) ≤ (−ω)Rn−1(2R)n(n−1)/2 = (−ω)2n(n−1)/2R(n−1)(n+2)/2.

Por lo tanto
ω ≤ −2−n(n−1)/2R−(n−1)(n+2)/2dn(a). (1.24)

En el caso donde ω = máx1≤i≤nRe(λi) = Re(λk), λk = λl y k < l, obtenemos que

dn(a) = (−1)n(n−1)/2an(2ω)
∏

1≤i<j≤n
i 6=k,j 6=l

(λi + λj)

dn(a) ≤ (−ω)2Rn(2R)n(n−1)/2−1 = (−ω)2n(n−1)/2R(n−1)(n+2)/2. (1.25)

Las desigualdades (1.24) y (1.25) dan

ω ≤ −2−n(n−1)/2R−(n−1)(n+2)/2dn(a).

De esto y del Teorema 9, tenemos que

ω = máx
fn(z)∈S[α,β]

[ máx
1≤i≤n

Re(λi)] ≤ −2−n(n−1)/2R−(n−1)(n+2)/2 mı́n
a∈D1

dn(a)

Esto completa la prueba del Teorema 10.
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Ejemplo 3. Consideremos el siguiente polinomio

f3(z) = z3 + a1z
2 + a2z + a3, (1.26)

donde

1.5 ≤ a1 ≤ 1.6

2 ≤ a2 ≤ 2.25

1 ≤ a3 ≤ 2. (1.27)

En este caso tenemos que

α = (1.5, 2, 1)

β = (1.6, 2.25, 2)

D = [1.5, 1.6]× [2, 2.25]× [1, 2]

D1 = {(γ1, γ2, γ3) ∈ D : γ1 = 1.5 ∨ γ1 = 1.6, γ2 = 2 ∨ γ2 = 2.25, γ3 = 1 ∨ γ3 = 2}

d3(a) = detH = a1a2a3 − a2
3.

El conjunto T [α, β] contiene los siguientes polinomios

f1(z) = z3 + 1.5z2 + 2z + 1

f2(z) = z3 + 1.5z2 + 2z + 2

f3(z) = z3 + 1.5z2 + 2.25z + 1

f4(z) = z3 + 1.5z2 + 2.25z + 2

f5(z) = z3 + 1.6z2 + 2z + 1

f6(z) = z3 + 1.6z2 + 2z + 2

f7(z) = z3 + 1.6z2 + 2.25z + 1

f8(z) = z3 + 1.6z2 + 2.25z + 2

Es fácil veri�car que los polinomios f1(z), f2(z), . . . , fn(z) son estables. Por lo tanto, todos los polinomios (1.26)
satisfaciendo las condiciones (1.27) son estables.

Denotemos por Hi la matriz Hurwitz para el polinomio f i(z) (i = 1, 2, . . . , 8).
Sean

di = det (Hi) (i = 1, 2, . . . , 8).

En este caso tenemos que d1 = 2, d2 = 2, d3 = 2.375, d4 = 2.75, d5 = 2.2, d6 = 2.4, d7 = 2.6, d8 = 3.2. Del Teorema 9
obtenemos que

mı́n
a∈D

d3(a) = mı́n
a∈D

d3(a) = mı́n (d1, d2, . . . , dn) = 2.

De las desigualdades (1.22) tenemos que

R = máx

(
β1,

β2

β1
,
β3

β2

)
= máx

(
1.6,

2.25

1.6
,

2

2.25

)
= 1.6

y del Teorema 10, para R = 1.6, tenemos que

ω ≤ −2−3(1.6)−52 < −0.023.
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Capítulo 2

Nuevos resultados sobre la abscisa

Los resultados de este capítulo están contenidos en el trabajo [23].

2.1. Construcción de una familia de polinomios

Consideremos el polinomio estable p(z) con raíces ξ1, ξ2;

p(z) = z2 + a1z + a2, p
′(z) = 2z + a1, p

′′(z) = 2,

de�nimos la abscisa de estabilidad como σ := máx1≤i≤nRe(ξi). Ahora consideremos la Familia fr(z) = p(z − r) con
(r ≥ 0) cuyas raíces serán ξ1 + r, ξ2 + r. Podemos reescribir la Familia fr(z) como

fr(z) = z2 +
p′(−r)

1!
z + p(−r) = z2 +

(a1 − 2r)

1!
z + (r2 − a1r + a2).

Si r = 0, tenemos que f0(z) = z2 +a1z+a2 = p(z) el cual es estable, por lo tanto, la familia tiene un elemento estable.
Ya que la familia de polinomios fr(z) es de grado dos, para tener estabilidad robusta es necesario y su�ciente que

a1 − 2r > 0 y r2 − a1r + a2 > 0. La primera desigualdad implica que r < a1/2, analizando el discriminante a2
1 − 4a2

tenemos que:

1. a2
1 − 4a2 < 0⇒ σ = −a12

2. a2
1 − 4a2 ≥ 0⇒ σ = −a1−

√
a21−4a2
2

Ahora para n = 3 tenemos que:

p(z) = z3 + a1z
2 + a2z + a3,

fr(z) = p(z − r) = z3 + (a1 − 3r)z2 + (a2 − 2a1r + 3r2)z + (a3 − a2r + a1r
2 − r3),

fr(z) = z3 +
p′′(−r)

2!
z2 +

p′(−r)
1!

z + p(−r).

Nuevamente, para que cada elemento de la familia sea un polinomio Hurwitz es necesario y su�ciente que:

1. a1 − 3r > 0, a2 − 2a1r + 3r2 > 0, a3 − a2r + a1r
2 − r3 > 0 y

2. (a1 − 3r)(a2 − 2a1r + 3r2)− (a3 − a2r + a1r
2 − r3) > 0.

De a1 − 3r > 0 se tiene r < a1/3, de a2 − 2a1r + 3r2 tenemos que r <
a1−
√
a21−3a2
3 , esto implica que

r < mı́n

{
a1

3
,
a1 −

√
a2

1 − 3a2

3

}
,

también obtenemos un polinomio de grado tres entre las condiciones, lo cual di�culta el mejoramiento de cotas para
el parámetro r por este camino.

18



2.2. Primer Enfoque

Para p(z) = zn+a1z
n−1 +a2z

n−2 + · · ·+an−2z
2 +an−1z+an estable podemos escribir la familia fr(z) de la forma

siguiente:

fr(z) = zn +
p(n−1)(−r)

(n− 1)!
zn−1 + · · ·+ p′(−r)

1!
z + p(−r),

fr(z) = zn + g1(r)zn−1 + g2(r)zn−2 + · · ·+ gn−1(r)z + gn(r).

donde f0(z) = p(z), el cual es estable. Entonces tenemos que fr(z) es una familia de polinomios cuyos coe�cientes son
polinomios en la variable r. Con este planteamiento podemos relacionar el estudio de la abscisa de estabilidad de un
polinomio con el estudio de la estabilidad de familias de polinomios. Existe una gran cantidad de literatura acerca de
la Teoria de la Estabilidad de Familias de Polinomios ver, por ejemplo, [1], [2], [3], [10], [11], [25], [48].

2.2.1. El Teorema de Bialas Generalizado

El Teorema de Bialas fue publicado en 1985 [12], ahora vamos a utilizar una generalización de este teorema para
calcular la abscisa de estabilidad de un polinomio.

Consideremos el polinomio de la forma

P (z, r) = P0(z) + rP1(z) + · · ·+ rmPm(z)

donde (1)P0(z) es un polinomio estable con coe�cientes positivos, (2)gr[Pi(z)] < gr[P0(z)], i = 1, . . . ,m. Además, sea
Hi la matriz Hurwitz de Pi(z)∀ i, i = 1, . . . ,m.

El mayor intervalo de estabilidad (rmin, rmax) , tal que, P (z, r) es Hurwitz ∀ r ∈ (rmin, rmax) esta dado por

rmax = 1/λ+
max

(M)

rmin = 1/λ−
min

(M)

donde λ+
max

(M) es el máximo valor propio positivo de M , λ−
min

(M) es el mínimo valor propio negativo de M y M esta
dada por

M =



0 I 0 · · · 0 0
0 0 I · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · I 0
0 0 0 · · · 0 I

−H−1
0 Hm −H−1

0 Hm−1 −H−1
0 Hm−2 · · · −H−1

0 H2 −H−1
0 H1


. (2.1)

La prueba de este teorema es similar a la del Teorema 17.8.1 [10] (ver también [29] y [60]. Ideas relacionadas fueron
expuestas en el trabajo de J. Chen [19]. Esta generalización ha sido ampliamente divulgada por D. Henrion (ver [36]).

2.2.2. La abscisa de estabilidad y el Teorema de Bialas Generalizado

Podemos escribir la familia de polinomios fr(z) de la forma siguiente

fr(z) = p(z) + rp1(z) + r2p2(z) + · · · .

Mediante el resultado dado en 2.2.1 podemos calcular el Mínimo Extremo Izquierdo (rmin) y el Máximo Extremo
Derecho (rmax). En este caso, la abscisa de estabilidad coincide con el Máximo Extremo Derecho, ya que

σ = −máx
r
{r > 0 | fr̄(z) es Hurwitz ∀r̄, r̄ < r}
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Teorema 11. Sea p(z) un polinomio Hurwitz y sea la familia de polinomios fr(z) = p0(z) + rp1(z) + r2p2(z) + · · ·+
rnpn(z) con p0(z) = p(z),

p1(z) =
n(n− 1) · · · (2)(1)

(n− 1)!
(−1)zn−1 +

(n− 1)(n− 2) · · · (3)(2)

(n− 2)!
(−1)a1z

n−2 + · · ·

+
(3)(2)(1)

2!
(−1)an−3z

2 +
(2)(1)

1!
(−1)an−2z + (−1)an−1,

p2(z) =
(n)(n− 1)(n− 2) · · · (4)(3)

(n− 2)!
(−1)2zn−2 +

(n− 1)(n− 2) · · · (4)(3)

(n− 3)!
a1(−1)2zn−3 + · · ·

+
(4)(3)

2!
an−4(−1)2z2 +

3

1!
an−3(−1)2z + an−2(−1)2, . . . ,

pn(z) = (−1)n.

y sean H0, H1, . . . , Hn las matrices Hurwitz de pi(z) para i = 0, 1, . . . , n. De�namos M como 2.1, entonces la abscisa
de estabilidad esta dada por σ = −rmax.

Demostración. Sea p(z) un polinomio Hurwitz de grado n, obtenemos la familia de polinomios fr(z) = p(z− r) la cual
podemos escribir como

fr(z) = p0(z) + rp1(z) + r2p2(z) + · · ·+ rnpn(z).

A partir del Teorema de Bialas Generalizado, tomando P (z, r) = fr(z), el Teorema se tiene ya que σ = −rmax.

El Teorema de Bialas generalizado se obtiene directamente de las ideas de Saydy, Tits, Abed y Barmish (ver [10, 60]).
A continuación presentamos un ejemplo el cual ilustra el teorema dado.

Ejemplo 1. Consideremos el polinomio Hurwitz p(z) = z3+6z2+11z+6, entonces fr(z) es una familia de polinomios,
tal que,

fr(z) = P0(z) + rP1(z) + r2P2(z) + r3P3(z),

= [z3 + 6z2 + 11z + 6] + r[−3z2 − 12z − 11] +

+r2[2z + 6] + r3[−1].

con H0, . . . , H3 las matrices Hurwitz de los polinomios P0, . . . , P3 respectivamente.

H0 =

6 6 0
1 11 0
0 6 6

 , H1 =

−3 −11 0
0 −12 0
0 −3 −11

 , H2 =

0 6 0
0 3 0
0 0 6


y

H3 =

0 −1 0
0 0 0
0 0 −1

 .

construyendo la matriz M y calculando sus valores propios λ tenemos que

λ = {0, 0, 0, 1/3, 2/5, 1/2, 1/2, 2/3, 1}

Así λ+
máx(M) = 1, entonces por el Teorema 11 tenemos que

σ = − 1

λ+
máx(M)

= −1.

Es fácil veri�car que p(z) puede ser factorizado como p(z) = (z + 1)(z + 2)(z + 3).
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2.3. Segundo enfoque

En esta sección presentamos algunas cotas inferiores de la abscisa de estabilidad como una consecuencia del Teorema
de Gauss-Lucas. A partir de un polinomio Hurwitz de orden n mediante una sucesivo descenso del orden del polinomio
obtenemos una sucesión de cotas inferiores que dependen de los coe�cientes del polinomio de grado n. Estos resultados
son extendidos para obtener cotas inferiores de familias de polinomios de tipo intervalo.

Primero presentamos una desigualdad entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(z) y su derivada
p′(z). Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar p(z) de la forma siguiente

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0

A partir de esta desigualdad podemos obtener una cota inferior para la abscisa de estabilidad de p(z) y una familia
Hurwitz de polinomios intervalo. Cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio fueron obtenidas en [61]
y [62]. Usando la notación dada anteriormente vamos a denotar la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(z)
por σp y la abscisa de estabilidad de p′(z) por σp′ . Esta relación es la desigualdad σp′ ≤ σp. Después utilizaremos esta
desigualdad para obtener una cota inferior para la abscisa de estabilidad de un polinomio y encontrar cotas inferiores
para la abscisa de estabilidad de una familia Hurwitz de polinomios intervalo.

2.3.1. Abscisa de polinomios Hurwitz: Una desigualdad entre σp y σp′

La prueba del Teorema 13 está basada en el siguiente resultado de Gauss-Lucas.

Teorema 12 (Gauss-Lucas). Cualquier semiplano cerrado que contiene todos los ceros de un polinomio p(z) también
contiene todos los ceros de su derivada, p′(z).

Ver [33, pág. 463], [50, pág. 11 y 12] y [67, pág. 84] para una demostración.
Consideremos un polinomio Hurwitz p(z) de la forma indicada entonces tenemos que

p′(z) = nanz
n−1 + (n− 1)an−1z

n−2 + (n− 2)an−2z
n−3 + · · ·+ 2a2t+ a1.

Así tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13. Si p(z) es un polinomio Hurwitz y σp, σp′ son las abscisas de estabilidad de p y p′ respectivamente,
entonces tenemos que σp′ ≤ σp.
Demostración. Sea p(z) un polinomio Hurwitz. Si ξ1, ξ2, . . . , ξn son las raíces de p(z) entonces su abscisa de estabilidad
σp esta dada por σp = −R donde R = máx{r > 0 : ξ1 + r, ξ2 + r, . . . , ξn + r ∈ C−,∀r < r}. Entonces σp = −R donde
R = máx{r > 0 : p(z − r) es un polinomio Hurwitz,∀r < r}. Por el teorema de Gauss-Lucas (ver [33, pag. 463]) si
p(z) es Hurwitz entonces p′(z) es Hurwitz. Así tenemos que si p(z − r) es un polinomio Hurwitz entonces p′(z − r) es
un polinomio Hurwitz. Esto implica que σp′ ≤ σp.

Ahora vamos a considerar dos ejemplos.

Ejemplo 2. Sea p(z) = z3 + 19
6 z

2 + 8
3z+ 2

3 . La abscisa de estabilidad de p(z) es σp = −0.5 y la abscisa de estabilidad
de p′(z) = 3z2 + 19

3 z + 8
3 es σp′ ≈ −0.58. Así tenemos que σp′ < σp.

Ejemplo 3. Sea p(z) = z3 + 4z2 + 5z + 2. La abscisa de estabilidad de p(z) es σp = −1 y la abscisa de estabilidad de
p′(z) = 3z2 + 8z + 5 es σp′ = −1. En este caso tenemos que σp′ = σp.

El Teorema 13 nos plantea el siguiente problema abierto: Si p(z) es un polinomio Hurwitz encontrar condiciones
necesarias y su�cientes para tener la igualdad entre σp′ y σp. Relacionado con este problema, de manera inmediata se
pueden dar los siguientes resultados.

Teorema 14. Si p(z) = an(z − α)n es un polinomio Hurwitz entonces se tiene que σp′ = σp.

Demostración. Sea p(z) = an(z − α)n un polinomio Hurwitz, Por lo tanto, p′(z) = nan(z − α)n−1. Esto implica que
σp′ = σp.

Teorema 15. Si p(z) = an(z−α1)(z−α2) · · · (z−αn) es un polinomio Hurwitz donde sus raíces son reales y distintas
entonces σp′ < σp.

Demostración. Sean α1, α2, . . . , αn las raíces reales y distintas de p(z) entonces por el teorema de Rolle [63], existe un
número β entre cada αi y αi+1, tal que, p

′(β) = 0, además, p′ tiene n−1 raíces distintas. Así se tiene que, σp′ < σp.
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2.3.2. Una cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio

A partir de esta desigualdad podemos obtener el siguiente resultado que nos da una cota inferior para la abscisa
de estabilidad de un polinomio estable.

Teorema 16. Sea p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z+ a0 un polinomio Hurwitz con coe�cientes positivos, entonces
tenemos que

(a) Si [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 ≥ 0, entonces

−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an
≤ σp

.

(b) Si [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 < 0, entonces

−an−1

nan
≤ σp

.

Demostración. [a] Sea p(z) = anz
n+an−1z

n−1 +an−2z
n−2 + · · ·+a1z+a0 un polinomio Hurwitz. Entonces tenemos

que
p(n−2)(z) = n(n− 1) · · · 3anz2 + (n− 1)(n− 2) · · · 2an−1z + (n− 2) · · · 2an−2

es un polinomio Hurwitz. Por el teorema 13 tenemos que σp(n−2) ≤ σp(n−3) ≤ · · · ≤ σp′ ≤ σp. Pero

p(n−2)(z) = 0, si y sólo si , n(n− 1)anz
2 + 2(n− 1)an−1z + 2an−2 = 0.

Si [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 ≥ 0 entonces tenemos que

−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an
= σp(n−2) ≤ σp.

La prueba de [b] se sigue de la misma manera.

A continuación presentamos algunos ejemplos los cuales ilustran el teorema dado.

Ejemplo 4. Consideremos el polinomio p(z) = 6z5 + 43z4 + 110z3 + 125z2 + 64z + 12 para este polinomio tenemos
que [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 = 12736 ≥ 0. De la parte (a) del teorema 16 tenemos que

−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an
= −0.96

es una cota inferior de σp, esto es, −0.96 ≤ −1/2 = σp.

Ejemplo 5. Sea el polinomio p(z) = z4 +3z3 +5z2 +4z+2. Entonces tenemos que [2(n−1)an−1]2−8n(n−1)anan−2 =
−156 ≤ 0. Por la parte (b) del teorema 16 tenemos que

−an−1

nan
= −3/4

es una cota inferior de σp, esto es, −3/4 ≤ −1/2 = σp.

Realizando las siguientes sustituciones m = n− 1, i = n en las cotas inferiores dadas en [61] y [62].

Smi = −

[(
n

m

)−1(
n

i

)(
am
ai

)]1/(i−m)

, m = 0, 1, . . . , i− 1. (2.2)
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obtenemos que

S(n−1)n = −an−1

nan

el cual es el mismo resultado obtenido en la parte (b) del teorema 16. Del teorema 16 (a) tenemos una cota para la
abscisa de estabilidad de p(z) la cual depende de tres coe�cientes mientras que las cotas inferiores de 2.2 sólo dependen
de dos coe�cientes de p(z) así en algunos casos esta cota es mejor que las dadas en 2.2 como se ilustra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 6. Sea p(z) = 6z5 + 43z4 + 110z3 + 125z2 + 64z + 12. Por la parte (a) del teorema 16 tenemos que

−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an
≈ −0.96

es una cota inferior de σp = −1/2 y −an−1

nan
= −1.43 < −0.96 < − 1

2 = σp.

Ejemplo 7. Sea p(z) = 6z3 + 19z2 + 16z + 4. Por la parte (a) del teorema 16 tenemos que

−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an
≈ −0.58

es una cota inferior de σp = −1/2 y Smi = −
[(
n
m

)−1(n
i

) (
am
ai

)]1/(i−m)

< −0.58 < σp,∀ m = 0, 1, . . . , i− 1.

2.3.3. Cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia Intervalo de poli-

nomios

A partir de los resultados dados podemos estudiar cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia
Hurwitz de polinomios intervalo. Consideremos nuevamente una familia de grado n con la siguiente notación:

F = {p(z) : p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0, donde ai ∈ [αi, βi], i = 0, 1, 2, . . . , n}

La abscisa de la estabilidad de la familia de polinomios intervalo es de�nida como máxp∈F σp. Así tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 17. Consideremos el polinomio intervalo Hurwitz p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 con 0 < α0 ≤
a0 ≤ β0, 0 < α1 ≤ a1 ≤ β1, . . . , 0 < αn ≤ an ≤ βn. Tenemos que

(a) −βn−1

nαn
es una cota inferior para la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios y

(b) si [2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2 ≥ 0 entonces
−2(n−1)βn−1+

√
[2(n−1)αn−1]2−8n(n−1)βnβn−2

2n(n−1)βn
es cota inferior de

la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios.

Demostración. (a) Del teorema 16 tenemos que en ambos casos
(
[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 ≥ 0(< 0)

)
, −an−1

nan
es una cota inferior para la abscisa de estabilidad para un polinomio p(z) dado. Por otro lado, tenemos que −βn−1 ≤
−an−1 ≤ −αn−1 además 1

βn
≤ 1

an
≤ 1

αn
así tenemos que −βn−1

nαn
≤ −an−1

nan
, así tenemos la parte (a) del teorema.

(b) Supongamos que [2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2 ≥ 0. Además, de las siguientes desigualdades

1. αn−2 ≤ an−2 ≤ βn−2

2. αn−1 ≤ an−1 ≤ βn−1

3. αn ≤ an ≤ βn

tenemos que

1. 2(n− 1)αn−1 ≤ 2(n− 1)an−1 ≤ 2(n− 1)βn−1
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2. 8n(n− 1)αnαn−2 ≤ 8n(n− 1)anan−2 ≤ 8n(n− 1)βnβn−2

3. 1
βn
≤ 1

an
≤ 1

αn
,

entonces

1. −2(n− 1)βn−1 ≤ −2(n− 1)an−1

2. [2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2 ≤ [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

3. 1
2n(n−1)βn

≤ 1
2n(n−1)an

.

Por lo tanto

−2(n− 1)βn−1 +
√

[2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2

2n(n− 1)βn
≤
−2(n− 1)an−1 +

√
[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)βn

Esto prueba el teorema 17.

Ahora presentamos un ejemplo el cual ilustra el teorema dado.

Ejemplo 8. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz

p(z) = a3z
3 + a2z

2 + a1z + a0

donde 0.25 ≤ a0 ≤ 1.25, 0.75 ≤ a1 ≤ 1.25, 2.75 ≤ a2 ≤ 3.25 y 0.25 ≤ a3 ≤ 1.75. En este caso α0 = 0.25, β0 = 1.25,
. . . , α3 = 0.25, β3 = 1.75. Además [2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2 = 46 > 0, por la parte b) del teorema tenemos
que

−2(n− 1)βn−1 +
√

[2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2

2n(n− 1)βn
≈ −0.41

es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Hurwitz.

2.4. Polinomios Schur

Ahora extenderemos el estudio de la abscisa de estabilidad de un polinomio a polinomios Schur. Se dice que un
polinomio es Schur si tiene todas sus raíces dentro del círculo unitario, D. Consideremos el sistema

xn+1 = Axn. (2.3)

Si el polinomio característico asociado al sistema es Schur entonces el sistema (2.3) es estable. A continuación de�nimos
la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur. Para más información sobre polinomios Schur ver [11] y [41].

De�nición 2. Si p(z) es un polinomio Schur y ξ1, ξ2, . . . , ξn son las raíces de p(z) entonces la abscisa de p(z), σp
es de�nida como

σp = máx
1≤i≤n

{|ξi|}.

El planteamiento utilizado en esta sección esta basado en la siguiente idea: si p(z) = anz
n+an−1z

n−1+· · ·+a1z+a0

es un polinomio Schur y σp es la abscisa de estabilidad de p(z) consideremos p(rz) con r > 0. Entonces σp = 1/R
donde

R = máx {r̄ > 0 : p(rz) es un polinomio Schur ∀r < r̄}.

A continuación presentamos una desigualdad entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Schur p(z) y su derivada
p′(z). Esta desigualdad será utilizada para obtener cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur
y posteriormente cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una Familia Intervalo de polinomios Schur.
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2.4.1. Una desigualdad entre σp y σp′

En la demostración de la desigualdad utilizaremos el siguiente resultado.

Teorema 18. Cualquier círculo C que encierra todos los ceros de un polinomio p(z) también encierra todos los ceros
de su derivada p′(z).

Ver [55] para una demostración.

Teorema 19. Si p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 es un polinomio Schur y σp, σp′ son las abscisas de
estabilidad de p(z) y p′(z) respectivamente. Entonces σp′ ≤ σp.

Demostración. Sea p(z) un polinomio Schur. Si ξ1, ξ2, . . . , ξn son las raíces de p(z) entonces su abscisa de estabilidad
σp esta dada por σp = 1/R donde R = máx{r > 0 : |rξ1|, |rξ2|, . . . , |rξn| < 1,∀r < r}. Entonces σp = 1/R, donde
R = máx{r > 0 : p(rz) es un polinomio Schur ,∀r < r}.

Por el teorema 18, si p(z) es Schur entonces p′(z) es Schur. Por lo tanto, si p(rz) es un polinomio Schur entonces
p′(rz) es un polinomio Schur. Así, σp′ ≤ σp.

Ejemplo 9. Sea p(z) = z3 + 31
30z

2 + 1
3z+ 1

30 . La abscisa de estabilidad de p(z) es σp = 0.50 y la abscisa de estabilidad
de p′(z) = 3z2 + 31

15z + 1
3 es σp′ ≈ 0.43. Tenemos que σp′ < σp.

Ejemplo 10. Consideremos p(z) = z4 + 11
6 z

3 + 3
2z

2 + 7
12z + 1

12 . La abscisa de estabilidad de p(z) es σp ≈ 0.70 y la
abscisa de estabilidad de p′(z) = 4z3 + 11

2 z
2 + 3z + 7

12 es σp′ ≈ 0.59. Por lo tanto, σp′ < σp.

El Teorema 19 plantea el siguiente problema abierto: Si p(z) es un polinomio Schur, encontrar condiciones necesarias
y su�cientes para que se tenga la siguiente igualdad σp′ = σp.

2.4.2. Una cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur

A continuación presentamos el siguiente resultado.

Teorema 20. Sea p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + an−2z
n−2 + · · ·+ a2z

2 + a1z + a0 un polinomio Schur.

(a)
∣∣∣an−1

nan

∣∣∣ ≤ σp.
(b) Si [2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 < 0 entonces√

2an−2

n(n− 1)an
≤ σp.

Demostración. (a). Si p(z) = anz
n+an−1z

n−1 +an−2z
n−2 + · · ·+a1z+a0 es un polinomio Schur entonces p(n−1)(z) =

n(n−1) · · · 3 ·2anz+(n−1)(n−2) · · · 2an−1 es un polinomio Schur. Por el teorema 19 tenemos que σp(n−1) ≤ σp(n−2) ≤
· · · ≤ σp′ ≤ σp. Pero p

(n−1)(z) = 0, si y sólo si, n(n − 1) · · · 3 · 2anz + (n − 1)(n − 2) · · · 2an−1 = 0. Esto implica que

z = −an−1

nan
. Por lo tanto, σp(n−1) =

∣∣∣an−1

nan

∣∣∣ ≤ σp.
(b). Sea p(z) = anz

n + an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + · · · + a1z + a0 un polinomio Schur entonces p(n−2)(z) = n(n −
1) · · · 3 · anz2 + (n− 1)(n− 2) · · · 2an−1z + (n− 2) · · ·+ 2an−2 es un polinomio Schur. Por el teorema 19 tenemos que
σp(n−2) ≤ σp(n−3) ≤ · · · ≤ σp′ ≤ σp. Pero p

(n−2)(z) = 0, si y sólo si, n(n − 1)anz
2 + 2(n − 1)an−1z + 2an−2 = 0. Si

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2 < 0 entonces∥∥∥∥∥−2(n− 1)an−1 +
√

[2(n− 1)an−1]2 − 8n(n− 1)anan−2

2n(n− 1)an

∥∥∥∥∥ =

√
2an−2

n(n− 1)an
≤ σp.
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Ejemplo 11. Para el polinomio Schur p(z) = z5 + z4 + 1
4z

3 − 1
4z

2 − 1
8z, n = 5, an−2 = 1

4 , an−1 = 1, an = 1. Por la

parte (a) del teorema 20 tenemos que
∣∣∣an−1

nan

∣∣∣ = 0.2 es una cota inferior de σp, es decir, 0.2 ≤ σp ≈ 0.70.

Ejemplo 12. Considerar p(z) = z4 + 11
6 z

3 + 3
2z

2 + 7
12z + 1

12 un polinomio Schur. Aquí, n = 4, an−2 = 3
2 , an−1 = 11

6 ,

an = 1 y [2(n−1)an−1]2−8n(n−1)anan−2 = −23 < 0. Por la parte (b) del teorema 20 tenemos que
√

2an−2

n(n−1)an
= 0.50

es una cota inferior de σp, es decir, 0.50 ≤ σp ≈ 0.70.

2.4.3. Cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una Familia Intervalo de poli-

nomios tipo Schur

Consideremos una Familia Intervalo de polinomios tipo Schur de la forma

F = {f(z) : f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0, donde ai ∈ [αi, βi], i = 0, 1, 2, . . . , n}

la abscisa de estabilidad es de�nida como máxp∈F σp.

Teorema 21. Considerar la familia de polinomios Schur f(z) = anz
n+an−1z

n−1+· · ·+a1z+a0 con 0 < α0 ≤ a0 ≤ β0,

0 < α1 ≤ a1 ≤ β1, . . . , 0 < αn ≤ an ≤ βn. Tenemos que si [2(n−1)αn−1]2−8n(n−1)βnβn−2 < 0 entonces
√

2αn−2

n(n−1)βn

es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Schur.

Demostración. Del teorema 20 tenemos que si [2(n−1)an−1]2−8n(n−1)anan−2 < 0 entonces
√

2an−2

n(n−1)an
es una cota

inferior de un polinomio p(z) dado. Además, tenemos que αn−2 ≤ an−2 ≤ βn−2, por otro lado, 1
βn
≤ 1

an
≤ 1

αn
. Por lo

tanto √
2αn−2

n(n− 1)βn
≤

√
2an−2

n(n− 1)an
.

Ejemplo 13. Consideremos la familia de polinomios Schur

f(z) = a2z
2 + a1z + a0

donde 0.2 ≤ a0 ≤ 0.8, 0.1 ≤ a1 ≤ 0.25, 2.5 ≤ a2 ≤ 4. Aquí α0 = 0.2, β0 = 0.8, α1 = 0.1, β1 = 0.25, α2 = 2.5, β2 = 4
y n = 2. Ya que [2(n− 1)αn−1]2 − 8n(n− 1)βnβn−2 = −51.16 < 0, por el teorema 21√

2αn−2

n(n− 1)βn
≈ 0.22

es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Schur.
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Capítulo 3

Aplicaciones de la Abscisa

3.1. Aplicaciones

Aplicaciones

Ahora presentamos algunas aplicaciones de la abscisa de estabilidad. Los resultados presentados en este capítulo
están contenidos en el artículo [23].

Aplicación I El Teorema 11 tiene una aplicación directa si se analiza desde el siguiente punto de vista: Si el polinomio
Hurwitz p(z) = zn + a1z

n−1 + a2z
n−2 + · · · + an es el polinomio característico de un sistema y existe la siguiente

incertidumbre
p(z) + rp1(z) + r2p2(z) + · · ·+ rnpn(z) (3.1)

donde p1(z), p2(z), . . . , pn(z) son los polinomios de�nidos en el Teorema (11) entonces estamos interesados en calcular
el máximo r̄, tal que, la familia (3.1) es Hurwitz ∀ r, 0 ≤ r < r̄. El Teorema 11 dice que r̄ = −σ donde σ es la abscisa
de estabilidad de p(z).

Aplicación II Consideremos el sistema ẋ = Ax donde

A =



0 1 0 0 · · · 0
0 0 1 0 · · · 0
0 0 0 1 · · · 0
...

...
... 0

. . .
...

0 0 0 0 · · · 1
−an −an−1 −an−2 −an−3 · · · −a1


entonces pA(t) = tn + a1t

n−1 + a2t
n−2 + · · · + an es el polinomio característico de A. Por lo tanto, el espectro de

Lyapunov del sistema ẋ = Ax es el conjunto { Reλ : pA(λ) = 0}. Así, tenemos que:

σpA = máx{ Reλ : pA(λ) = 0},

esto es, la abscisa de estabilidad de un polinomio es el valor máximo de los exponentes de Lyapunov de un sistema
lineal.

Ejemplo 14. Consideremos el sistema ẋ = Ax donde

A =


−3 0 0 0
5 −2 0 0
4 3 −1 0
2 1 0 − 1

2

 ,
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PA(t) = t4 + 13
2 t

3 + 14t2 + 23
2 t + 3 es el polinomio característico de A. Podemos construir una familia de polinomios

fr(t), tal que,

fr(t) = P0(t) + rP1(t) + r2P2(t) + r3P3(t) + r4P4(t),

=

[
t4 +

13

2
t3 + 14t2 +

23

2
t+ 3

]
+ r

[
−4t3 − 39

2
t2 − 28t− 23

2

]
+

+r2

[
6t2 +

39

2
t+ 14

]
+ r3

[
−4t− 13

2

]
+ r4[1],

con H0, . . . , H4 matrices Hurwitz de P0, . . . , P4 respectivamente,

H0 =


13
2

23
2 0 0

1 14 3 0
0 13

2
23
2 0

0 1 14 3

 , H1 =


−4 −28 0 0
0 − 39

2 − 23
2 0

0 −4 −28 0
0 0 − 39

2 − 23
2

 , H2 =


0 39

2 0 0
0 6 14 0
0 0 39

2 0
0 0 6 14



H3 =


0 −4 0 0
0 0 − 13

2 0
0 0 −4 0
0 0 0 − 13

2

 y H4 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 .

Construimos la matriz N y calculamos sus valores propios los cuales son:

λ = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.33, 0.4, 0.5, 0.5, 0.57, 0.66, 0.8, 1, 1.33, 2}.

Así, λ+
máx(N) = 2 por el Teorema 11 tenemos que

σp = − 1

λ+
máx(N)

= −1

2
.

Por lo tanto, el valor máximo de los exponentes de Lyapunov del sistema ẋ = Ax es σp = − 1
2 .

Aplicación III La utilidad de conocer la abscisa de un polinomio se puede apreciar en el estudio de la estabilidad
de fenómenos físicos, químicos o biológicos. Para explicar tal idea consideremos el sistema ẋ = Ax donde σ es la
abscisa de estabilidad del polinomio característico asociado al sistema pA(z), entonces las soluciones x(z) satisfacen la
siguiente desigualdad ‖x(z)‖ ≤ keσz, donde k > 0 es una constante.

3.2. Generación de atractores caóticos

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias paramétrico (SED):

ẋ = f(x, µ),

con x ∈ Rn, µ ∈ Rm y f es una función continuamente diferenciable en U ∈ Rn. Diversas técnicas han sido desarrolladas
para el análisis del comportamiento de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciables. El Teorema de
Hartman-Grobman establece que su evolución interna es determinada por su matriz Jacobiana. Bajo determinadas
condiciones, la estabilidad del sistema linealizado implica la estabilidad del sistema (SED). Esto es, el comportamiento
de sus soluciones es descrita por el conjunto espectral del sistema linealizado. Muchas veces un cambio estructural
de las soluciones es deseada para obtener una diferente dinámica según nuestras necesidades. El cambio obtenido es
por medio del vector de parámetros µ. En el desarrollo de la sección se mostrará que la abscisa de estabilidad es un
parámetro de bifurcación, ya que, r = σp es un valor en donde las soluciones del sistema cambian su comportamiento
(los retratos fase son diferentes). Ahora bien, si el parámetro de bifurcación varia en cierto intervalo, una dinámica no
predecible podría aparecer en la solución de un sistema. Se han diseñado sistemas con diversas técnicas para obtener
soluciones que presentan atractores extraños (que presentan enroscados). En este capítulo generamos atractores que
presentan multi-enroscados, que es un tipo de caos ordenado, mediante una clase de sistemas lineales disipativos
inestables (UDS) por medio de la utilización de cotas inferiores de la abscisa de estabilidad.
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3.2.1. Preliminares

Nuevamente damos la de�nición de la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz.

De�nición 3. Si p(t) es un polinomio Hurwitz y z1, z2, . . . , zn son sus raíces, el número negativo

σp = máx
1≤i≤n

{Re zi}. (3.2)

es de�nido como la abscisa de estabilidad de p(t).

3.2.2. La abscisa, generación de inestabilidad y multi enroscados

Ahora, utilizaremos la abscisa de estabilidad para encontrar una cota inferior de hiperbolicidad e inestabilidad
necesaria en sistemas disipativos inestables (UDS) para generar caos. Consideremos el sistema controlado:

ẋ = Ax+Bu, (3.3)

con el polinomio característico de A, p(t) = tn+an−1t
n−1+· · ·+a1t+a0 Hurwitz. Nuevamente de�nimos fr(t) = p(t−r)

con r ≥ 0. Notemos que fr(t) es un conjunto de polinomios, tal que, f0(t) = p(t) es un polinomio Hurwitz y la abscisa
de estabilidad esta de�nida mediante la siguiente expresión:

σfr = −máx
r̄
{r̄ > 0 : fr(t) es Hurwitz ∀r, r < r̄}. (3.4)

Por el Teorema de Taylor fr(t) = p(t− r) puede reescribirse como:

fr(t) = tn +
p(n−1)(−r)

(n− 1)!
tn−1 + · · ·+ p′(−r)

1!
t+ p(−r)

= tn +An−1(r)tn−1 + · · ·+A1(r)t+A0(r). (3.5)

Si r = −σp entonces fr(t) tiene raíces en el eje imaginario. Por lo tanto, el sistema es inestable en el intervalo (−σp,∞).
Ahora describiremos la clase de inestabilidad que vamos a considerar.

De�nición 4. El sistema

ẋ = Ax, (3.6)

con valores propios λi, i = 1, 2, 3 se dice ser disipativo(con respecto de la variedad generada mediante los valores

propios con parte real negativa) si
∑3
i=1 λi < 0. El sistema se dice ser inestable y disipativo de tipo I (UDS-I) si uno

de sus valores propios es un número real negativo y los otros dos son complejos conjugados con parte real positiva y se
dice ser de tipo II (UDS-II) si uno de sus valores propios es un real positivo y los otros dos son complejos conjugados
con parte real negativa.

Así, podemos decir que el polinomio característico p(t) asociado al sistema (3.6) es disipativo si la suma de sus
raíces es negativa. De forma similar p(t) será un polinomio UDS-I (UDS-II resp.) si sus raíces satisfacen la de�nición
para los sistemas de tipo I (tipo II, resp.).

Lema 1. Sea p(t) un polinomio real Hurwitz de grado n con raíces t1,. . . , tn. Entonces tenemos que:

i) fr(t) es Hurwitz (y disipativo) para r < −σp.

ii) fr(t) es disipativo para r < Udiss(p) = − 1
n

∑n
j=1 tj.

Demostración. La prueba de i) es inmediata a partir de la de�nición de la abscisa de estabilidad. Para la parte ii) si
las raíces tj de p(t) tienen parte imaginaria no nula entonces su traslación r + tj y su conjugada son raíces de fr(t)
con r ∈ R. Como p(t) =

∏n
j=1 (t+ tj) entonces

fr(t) =

n∏
j=1

[(t+ r) + tj ]

=

n∏
j=1

[t+ (r + tj)].
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Ahora, ya que p(t) es Hurwitz p(t) es disipativo. Además:

n∑
j=1

(r + tj) =

n∑
j=1

tj + nr,

y como
∑n
j=1 tj < 0 entonces se tiene que

n∑
j=1

tj + nr < 0⇔ r < − 1

n

n∑
j=1

tj .

Por lo tanto, fr(t) es disipativo para r < − 1
n

∑n
j=1 tj .

Observación 1. El Lema anterior nos da una cota superior de disipatividad, sin embargo podría pasar que σp =
Udiss(p) en el caso cuando Re(tj) = c para todo j = 1, . . . , n.

El hecho de que un polinomio Hurwitz p(t) es inestable para (−σp,∞) y que Udiss(p) es una cota superior para la
disipatividad nos permite pasar de la estabilidad al caos en el sentido de sistemas (UDS) si al menos una de sus raíces
es diferente. El siguiente corolario es una consecuencia de estos resultados.

Corolario 1. Consideremos el polinomio Hurwitz p(t) = (t+ ζ)(t+ ζ)(t+ ρ), con ρ real y Im(ζ) 6= 0. Entonces

i) fr(t) es Hurwitz, si y sólo si, r < −σp.

ii) Si ρ 6= Re(ζ) entonces fr(t) es UDS, si y sólo si, r ∈ (−σp, Udiss(p))

Para la generación de multi-enroscados vamos a considerar el siguiente sistema controlado:

ẋ = Ax+BS + bu (3.7)

donde B ∈ Rn, bT = (0, 0, . . . , 0, 1), S es la siguiente función de saturación:

S =


s1 para c1 < x1,
s2 para c2 < x1 ≤ c1,
...

sm para cm < x1 ≤ cm−1.

u = cT (r)x = (a0−A0(r), a1−A1(r), . . . , an−1−An−1(r))x, donde Aj(r) = pj(−r)
j! . Entonces el sistema controlado es

ẋ =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

... 0
−A0(r) −A1(r) −A2(r) · · · −An−1(r)

x+BS.

El polinomio característico asociado al sistema es:

fr(t) = tn +An−1(r)tn−1 + · · ·+A0(r),

= tn +
pn−1(−r)
(n− 1)!

tn−1 + · · ·+ p(−r)
0!

,

= p(t− r).

Cuando r = 0 se tiene que A0 es una matriz estable y f0(t) = p(t) pero cuando r > −σp podemos obtener sistemas
donde la presencia de atractores multi-enroscados es observada. Así, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 22. Consideremos el sistema controlado de dimensión tres (3.7) con polinomio característico Hurwitz
pA(t) = (t + ζ)(t + ζ)(t + ρ) donde Im(ζ) 6= 0. Si Re(ζ) 6= ρ entonces el sistema en lazo cerrado con el control
u = cT (r)x es UDS para todo r ∈ (−σpA , Udiss(pA)).

30



Demostración. La demostración se obtiene de los resultados anteriores.

Un sistema que satisface el teorema anterior puede presentar comportamiento caótico en sus puntos de equilibrio
mediante una función de saturación S adecuada. Ahora ilustraremos la generación de atractores que presentan multi-
enroscados. Consideremos el siguiente sistema:

ẋ =

 0 1 0
0 0 1
−50 −20 −7

x+

−0.3
−0.4
6.1

S +

0
0
1

u (3.8)

con

S =


3, para 0.375 < x1;
2, para 0.225 < x1 ≤ 0.375;
1, para 0.075 < x1 ≤ 0.225;
0, para x1 ≤ 0.075.

u = (50− p(−r), 20− p′(−r)
1! , 7− p′′(−r)

2! )x donde p(t) = t3 + 7t2 + 20t+ 50 es Hurwitz.
El sistema controlado es:

ẋ =

 0 1 0
0 0 1

−p(−r) −−p
′(−r)
1! −−p

′′(−r)
2!

x+

−0,3
−0,4
6,1

S. (3.9)

Tenemos que fr(t) = t3 + p′′(−r)
2! t2 + p′(−r)

1! t+p(−r) para r = 0 se tiene que f0(t) = t3 + 7t2 + 20t+ 50 es un polinomio
Hurwitz y no hay multi-enroscados en las soluciones. La �gura 3.1 muestra las proyecciones de la solución estable
sobre los planos: a) (x1, x2); b) (x1, x3) y c) (x2, x3).

Figura 3.1: Proyecciones de la solución del sistema (3.8) sobre los planos: a) (x1, x2); b) (x1, x3) y c) (x2, x3).

La abscisa de f0(t) es σf0 = −1. Entonces otro comportamiento podría aparecer cuando r ∈ (1,∞). Por ejemplo, para

r = 2, f2(t) = t3 + t2 + 4t + 30 y se tiene que
∑3
j=1 tj < 0. Por lo tanto, el sistema (3.9) es disipativo cuando r = 2.

En la �gura 3.2 en el sistema dado se muestra la generación de atractores con multi-enroscado con comportamiento
caótico.
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Figura 3.2: Proyecciones del atractor sobre los planos: a) (x1, x2); b) (x1, x3) y c) (x2, x3).
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Capítulo 4

Máximo intervalo para la presencia de
atractores extraños enroscados

Los resultados presentados en este capítulo se encuentran contenidos en el trabajo [5].
En este capítulo vamos a considerar un sistema lineal capaz de generar atractores con multi-enroscado con comporta-
miento caótico cuando es controlado por una ley u determinada:

ẋ = Ax (4.1)

donde x ∈ Rn es un vector de estado y A ∈ Rn×n determina la dinámica del sistema. Información cualitativa acerca del
comportamiento de las soluciones es determinada por el operador lineal A de (4.1) y especí�camente sus valores propios
Λ = {λ1, . . . , λn}. Un punto de equilibrio x∗ de (4.1) es llamado silla si es un punto de equilibrio hiperbólico en el sentido
de que A tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al menos un valor propio con parte real negativa
pero no valores propios con parte real nula. Los puntos de equilibrio silla, los cuales conectan las variedades estables e
inestables,W s yWu respectivamente, son responsables de sucesivas dilataciones y estrechamientos, por lo tanto, juegan
un rol importante en la generación de caos, particularmente puntos de equilibrio silla-focos. La dilatación (expansión)
causa que las trayectorias del sistema exhiban dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales, mientras que
el estrechamiento crea el comportamiento de enroscado en las soluciones. Los puntos de equilibrio silla-foco de un
sistema caótico en R3 pueden ser caracterizados en dos tipos según sus valores propios Λ = {λi, λj , λk} ⊂ C: (i)
el punto de equilibrio silla foco es estable en uno de sus componentes pero inestable y oscilatorio en los otros dos.
Esto es, el componente estable correspondiente a un valor propio real negativo (Re{λi} < 0 y Im{λi} = 0) mientras
que las componentes inestables relativas a dos valores propios complejos conjugados (Re{λk} > 0 y Im{λk} 6= 0).
(ii) el punto de equilibrio silla foco que es estable en dos de sus componentes pero inestable y oscilatorio en la otra.
Así, las componentes disipativas son oscilatorias: Re{λk} < 0 y Im{λk} 6= 0) mientras que la componente inestable
corresponde a un valor propio real positivo Re{λk} > 0 y Im{λk} = 0).

Si el sistema (4.1) tiene un punto de equilibrio silla-foco el cual es responsable de variedades estables e inestables
y la suma de sus valores propios es negativa entonces el sistema es llamado sistema inestable disipativo (UDS). Según
la discusión anterior es posible de�nir dos tipos de UDS y dos tipos de puntos de equilibrios correspondientes en R3.

De�nición 5. Consideremos el sistema (4.1) en R3 con valores propios λi, i = 1, 2, 3, tal que
∑3
i=1 λi < 0. Entonces

el sistema se dice ser un UDS de tipo I (UDS-I) si uno de sus valores propios es un real negativo y los otros dos son
complejos conjugados con parte real positiva y se dice ser de tipo II (UDS-II) si uno de sus valores propios es real
positivo y los otros dos son complejos conjugados con parte real negativa.

La de�nición anterior implica que el sistema UDS-I es disipativo en uno de sus componentes pero inestable en
las otras dos, las cuales son oscilatorias. El inverso es el sistema UDS-II el cual es disipativo y oscilatorio en dos
de sus componentes pero inestable en la otra. Algunos sistemas hiperbólicos de dinámica caótica en R3 pueden ser
relacionados a estos dos tipos de UDS alrededor de sus puntos de equilibrio; por ejemplo, el sistema de Chua, otros
sistemas lineales por pedazos y sistemas no lineales.
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Para la generación de caos también se utilizan sistemas discontinuos, estos han sido extensivamente usados en
diferentes áreas de la ciencia. Existe interés en la generación de atractores caóticos o hiper-caóticos con múltiples
enroscados basados en UDS-I.

Por otro lado, a través de las aproximaciones para generar atractores caóticos con multi-enroscado existen unos
pocos trabajos para generar familias de atractores caóticos con multi-enroscado. Por ejemplo, en [27] una familia de
atractores con multi-enroscado fue presentada basada en un sistema dado por (4.1) y aplicando diferentes señales de
control. En [5] una familia de atractores con multi-enroscado fue presentada como una familia monoparametrica debido
a que con solamente un parámetro el sistema genera un único, doble o triple atractor de enroscado. Recientemente en
[33, 34] una familia hipercaótica de atractores con multi-enroscado fue introducida de�niendo un sistema con multi-
enroscado en R3 y este es tomado como un subsistema para sistemas con multi-enroscado en Rn con 4 ≤ n ∈ N. Otros
trabajos has desarrollado una metodología sistemática para la construcción de sistemas autónomos hipercaóticos de
tiempo continuo con múltiples exponentes de Liapunov [35, 36].

Ahora en este capítulo introducimos una familia de atractores con multi- enroscado basada en una familia de
polinomios. Esto es, consideremos un sistema como (4.1) con polinomio característico p0 y UDS-I, así el interés es
generar una familia polinomial P(t, k) = p0 +kp1, tal que, soporte un nuevo sistema dado por (4.1) pero permaneciendo
UDS-I. Información acerca de la Teoría de Familias de polinomios P(t, k) puede ser estudiada en [37-39]. El objetivo
es encontrar el intervalo máximo de inestabilidad, ie, el intervalo máximo de dinámica robusta (MDI) que nos asegura
puntos de equilibrios-silla en (4.1) para conectar las variedades estables e inestables, W s y Wu respectivamente.

En este capítulo generamos una familia de sistemas UDS mediante la construcción de una familia monoparametrica
de atractores caóticos basada en una clase de sistemas dinámicos. El resto del capítulo es organizado como sigue: la
sección 4.1 contiene los preliminares de familias de atractores caóticos generadas por sistemas lineales de�nidos por
pedazos. La sección 4.2 describe la teoría para que a partir de una familia de polinomios encontrar el intervalo máximo
de dinámica robusta (MDI). La sección 4.3 contiene el mecanismo para generar una familia monoparametrica de
atractores multienrollamiento basado en sistemas inestables disipativos (UDS);

4.1. Establecimiento del problema

Consideremos un sistema controlado de la forma siguiente:

ẋ = Ax+Bu, (4.2)

donde B ∈ Rn×m y el par ordenado (A,B) esta en forma canónica controlable donde u ∈ Rm es la señal de control.
Consideramos que el sistema (4.2) es un sistema UDS-I para u = 0 y el polinomio característico asociado a la
matriz A es p0. Es posible generar un polinomio característico de una familia de sistemas lineales de la siguiente
manera: Sea P(t, k) = p0(t) + kp1(t) donde k es un parámetro real, p0(t) es el polinomio característico de A y
p1(t) = cnt

n + cn−1t
n−1 + · · · + c1 es un polinomio arbitrario. Por lo tanto, la dinámica de una familia de sistemas

lineales dados por (4.2) para u = 0 es gobernada por la familia polinomial P(t, k). Si k = 0 entonces el comportamiento
de las soluciones para el sistema es dado por el polinomio característico p0(t). Entonces, podríamos perturbar la variable
k alrededor de cero y mantener la misma estabilidad o inestabilidad de la dinámica original. Siguiendo este concepto
una pregunta surge: ¾Qué tanto podemos perturbar el parámetro k para preservar la dinámica del sistema? ie, estamos
interesados en conocer el rango máximo del parámetro k, tal que, el sistema permanece UDS-I. El caso para p0(t)
estable es llamado el problema de encontrar el intervalo máximo de estabilidad y fue estudiado por Bialas [10, 12]
y recientemente por López-Renteria et al. en [48]. Usando estas ideas generamos y caracterizamos la dinámica de
sistemas mediante sus puntos de equilibrio. La descripción de la caracterización es dada como sigue: Supongamos que
la familia monoparametrica de sistemas:

ẋ = Fk(A,B, p1, x, u) (4.3)

para k = k0 tiene n1 valores propios en C− y n− n1 valores propios en C+. Por la continuidad de los coe�cientes del
polinomio p0(t) la perturbación de k alrededor de k0 nos da la siguiente de�nición.

De�nición 6. Llamamos intervalo de dinámica robusta de la familia monoparametrica (4.3) a un intervalo [a, b]
alrededor de k0 si el polinomio característico pk(t) tiene n1 raíces en C− y n− n1 raíces en C+ para todo k ∈ [a, b].

Entonces el siguiente paso es la búsqueda del intervalo máximo de dinámica robusta, esto es, encontrar un intervalo
para k alrededor de k0 donde el sistema conserve su dinámica.
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Bajo el siguiente esquema, otro importante problema relacionado es el diseño del control para generar atractores
caóticos con multi-enroscado mediante sistemas inestables disipativos discontinuos de tipo lineal con múltiples puntos
de equilibrio x∗ = −A−1Bu ∈ Ω ⊂ Rn los cuales son puntos silla hiperbólicos con variedades asociadas estables e
inestables, W s

x∗ y Wu
x∗ , respectivamente. La dinámica de la solución del sistema lineal (4.2) es caracterizada por el

conjunto de valores propios Λ : espectro(A). Así, el polinomio característico p0(t) de A esta restringido a tomar valores
que satisfacen la hipótesis para sistemas de tipo I o II dados en la de�nición 6.

Estamos interesados en generar una familia de sistemas continuos a trozos en la siguiente forma: Diseñamos una
familia monoparametrica de sistemas ẋ = A(k)x+Bu, k ∈ R gobernada por una ley de�nida de la siguiente manera:

u =



u1 en Dx∗1 ;
...
uj en Dx∗j ;
...
ur en Dx∗r .

(4.4)

que genera atractores con multi-enroscado con ui en un dominio Di ⊂ Rm, i = 1, 2, 3, · · · , r con ∩ri=1Di = ∅ y
∪ri=1Di = Rm. Además, determinaremos el intervalo máximo de disipatividad y dinámica robusta (k, k̄) alrededor de
k = 0, esto es, el intervalo máximo de perturbación de la matriz A(k) por medio del parámetro k para tener atractores
con enroscados. Para conseguir esto supondremos que el sistema (4.2) tiene las siguientes características:

DS1: En lazo cerrado es disipativo e inestable, esto es, el origen es un punto silla hiperbólico.

DS2: Es completamente controlable.

Respecto a la hiperbolicidad se requiere que A(0) tenga n1 valores propios en C− y n− n1 valores propios en C+ sin
valores propios imaginarios puros.

4.2. El intervalo máximo UDS

La �nalidad es establecer un resultado para una familia de polinomios P(t, k) = p0(t) + kp1(t) para la cual p0(t)
tiene n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+ para todo k en el intervalo máximo de dinámica robusta (k−mı́n, k

+
máx).

Supongamos que la familia P(t, k) satisface las siguientes suposiciones:

Suposición 1. P(t, k) es una familia de polinomios de

1. grado �jo n,

2. coe�cientes continuos con respecto de k ∈ I = [a, b].

Así, calculamos el intervalo de máxima inestabilidad y el intervalo de disipatividad y en consecuencia el intervalo
máximo UDS (k, k). Finalmente, estudiamos una familia de atractores basada en una clase de sistemas disipativos
inestables. Comenzaremos enunciando algunos resultados que nos ayudaran a establecer el intervalo máximo de ines-
tabilidad y disipatividad.

Teorema 23 (Intersección de la frontera). Bajo la suposición 1, si P(t, a) tiene todas sus raíces en G ⊂ C en tanto
que P(t, b) tiene al menos una raíz en U = C− G. Entonces existe al menos un ρ en [a, b], tal que

• P(t, ρ) tiene todas sus raíces en G ∪ ∂G,

• P(t, ρ) tiene al menos una raíz en ∂G

donde ∂G es la frontera de G. Para un polinomio especi�co P(t, k0), con k0 ∈ [a, b], sus coe�cientes dependen
continuamente sobre el vector de parámetros ć(k0) ∈ Rn entonces el vector de parámetros ć(k) asociado a la familia de
polinomios P(t, k) varia en un conjunto Ω ∈ Rn. Si P(t∗, k0) = 0 entonces t∗ es una raíz, de esta manera, el conjunto
de raíces Λk0(t) := {t∗|P(t, k0) = 0} esta compuesto de los valores propios asociados al sistema. A continuación
enunciamos el siguiente teorema.

35



Teorema 24 (Principio de exclusión del cero). Bajo la suposición 1 la familia polinomial P(t, k) contiene al menos
un polinomio estable y Ω es arco-conexo. Entonces la familia entera es estable, si y sólo si

0 /∈ P(t∗, k),∀t∗ ∈ ∂G. (4.5)

La generalización de este teorema fue presentada en [48].

Teorema 25 (Generalización del principio de exclusión del cero). Consideremos la familia polinomial P (λ, t) con
grado constante donde λ ∈ Ω y Ω ⊂ Rl es un conjunto arco-conexo. Supongamos que existe un elemento de la familia
con n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+. Entonces la familia entera seguirá teniendo n1 raíces en C− y n − n1

raíces en C+, si y sólo si, P (λ, iω) 6= 0 para todo λ ∈ Ω y para todo ω ∈ Rl.

Demostración. Ver [48] para una prueba.

En [48] el intervalo máximo de estabilidad robusta es calculado mediante el uso del principio de exclusión del
cero generalizado, el cual puede ser visto como un caso particular en nuestro nuevo contexto de dinámica robusta.
(De�nición 6 para n1 = n). Ahora, en un caso más general, consideramos el problema de encontrar el intervalo máximo
de dinámica robusta mediante una aproximación polinomial. Estamos interesados en el intervalo máximo (k−mı́n, k

+
máx),

tal que, P (t, k) tiene n1 raíces en C− y n− n1 raíces en C+ para todo k en (k−mı́n, k
+
máx) y n > gr p1(t). En la misma

forma que en [48], calculamos k−mı́n y k+
máx. Si p0(−iω) = P (ω2)− iωQ(ω2) y p1(iω) = p(ω2) + iωq(ω2) entonces

P(iω, k)p0(−iω) = G(ω) + kF (ω) + ikωH(ω),

donde

F (ω) = p(ω2)P (ω2) + ω2q(ω2)Q(ω2),

G(ω) = P 2(ω2) + ω2Q2(ω2),

H(ω) = q(ω2)P (ω2)− p(ω2)Q(ω2).

Ahora de�nimos para un polinomio arbitrario f(t) el conjunto

R(f) = {ε ∈ C : f(ε) = 0}.

Sea R(f)R+ el conjunto de elementos reales positivos de R(f) y ahora de�nimos los siguientes conjuntos:

K+ = {F (ωl) : ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0}, F (ωl) > 0},
K− = {F (ωl) : ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0}, F (ωl) < 0}.

De esta manera con lo antes mencionado damos el siguiente resultado para una familia de polinomios.

Teorema 26 (Intervalo máximo de dinámica robusta). Considerar la familia polinomial P (t, k) = p0(t)+kp1(t) donde
p0(t) es un polinomio de grado n con n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+. Supongamos que n > gr p1(t) y sean
F (ω), G(ω) y H(ω) los polinomios de�nidos anteriormente. Entonces P(t, k) tiene n1 raíces en C− y n−n1 raíces en
C+ para todo k ∈ (k−mı́n, k

+
máx) donde

k∗mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K+

}
,

k∗máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K−

}
.

Demostración. Para k = 0 tenemos que P (t, 0) = p0(t) tiene n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+. Para aplicar el
principio de exclusión generalizado necesitamos que si para todo k ∈ [k−, k+], P (iω, k)p0(iω) 6= 0 para todo ω ∈ R
entonces P (t, k)p0(−t) tiene n raíces en C− y n raíces en C+. De la construcción de la familia se tiene que si k = 0
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entonces P(iω, 0)p0(−iω) = p0(iω)p0(−iω) tiene n raíces en C− y n raíces en C+ para todo ω ∈ R. Entonces, estamos
interesados en los valores máximo y mínimo (alrededor de k = 0) de k donde ocurra un cambio de estabilidad en el
sistema. Esto es, el máximo k− y el mínimo k+ para el cual ocurre que P(iω, k)p0(−iω) = G(ω)+kF (ω)+ikωH(ω) = 0.
Para lograr esto, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

G(ω) + kF (ω) = 0 y ωH(ω) = 0. (4.6)

El sistema anterior se satisface de forma simultanea si G(ωl) + kF (ωl) = 0 donde ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0}. Así, tenemos

que k = −G(ωl)
F (ωl)

. Por lo tanto, ya que G(ω) > 0 para todo ω ∈ R, los valores deseados están dados por las siguientes
expresiones:

k−mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) > 0, ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0}

}
= máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K+

}
k+

máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) < 0, ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0}

}
= mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K−

}
como a�rmamos.

Observación 1. En la demostración consideramos valores reales positivos ωl ∈ R(H)R+ debido a la simetría de H(ω)
y el valor real de los valores de k. Además, no es necesario considerar casos cuando F (ωl) = 0 ya que de lo contrario
el sistema (4.6) podría tener G(ωl) = 0, pero

G(ωl) = |p0(iωl)|2 = p0(iω)p0(−iω) = 0,

lo cual es imposible que pase ya que p0(t) no tiene raíces en iR. Sin embargo, si ocurre esto se tiene que K+ = {0+}
ó K− = {0−}, entonces evaluando en ω = 0 y dependiendo del signo de F (0) podríamos tener que:

k−mı́n = ĺım
r→0+

−G(0)

r
= −∞,

ó

k+
máx = ĺım

r→0−
−G(0)

r
= +∞.

Similares resultados pero para Familias de polinomios de tipo Segmentos y rayos de polinomios Hurwitz se pueden ver
en [2, 3].

Ahora, si n = 3 y n1 = 1 podemos obtener información acerca del máximo intervalo de dinámica robusta, además,
necesitamos una condición para la suma negativa de raíces de un polinomio dado (condición de disipatividad).

Lema 2 (Disipatividad). La suma de las raíces del polinomio p(t) = a0t
n + a1t

n−1 + · · ·+ an−1t+ an es negativa, si
y sólo si, a1a0 > 0.

Demostración. Sean z1, . . . , zn las raíces de p(t) y

p(t) = a0

n∏
j=1

(t− zj),

su factorización. Por las formulas de Viète (ver en [49]) tenemos que:

p(t) = a0(tn − s1t
n−1 + · · ·+ (−1)nsn),

donde sj =
∑

1≤i1<···<ij≤n zi1 · · · zij para j = 1, 2, . . . , n. Entonces aj = (−1)ja0sj donde j = 1, . . . , n. Para j = 1

tenemos que s1 = z1 + · · · zn y a1 = −a0s1. Por lo tanto, s1 es negativo, si y sólo si, a1a0 > 0.

Mediante la aplicación del Teorema 26 y el Lema 2 a la familia P (t, k) = p0(t) + kp1(t) podemos establecer una
familia de sistemas que presenta en su solución múltiples enroscados como se mostrará en la siguiente sección.
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4.3. Generación de una familia monoparametrica de atractores con multi-

enroscado

El sistema controlado (4.2) puede ser caracterizado por su par (A,B):

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

...
an1 an2 · · · ann

 , B =


b1
b2
...
bn

 . (4.7)

Ahora de�nimos la matriz D en términos de los coe�cientes del polinomio p1(t) = cn−1t
n−1 + cn−2t

n−2 + · · ·+ c0 de
la siguiente manera:

D =


0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
...

c0 c1 · · · cn−1

 . (4.8)

Así, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 27. El sistema controlado (4.2) satisface las hipótesis (DS1) y (DS2) si ẋ = (A+kD)x+Bu es un miembro
de la familia Fk(A,B, p1, x, u) con polinomio característico asociado P (t, k) para todo k ∈ (k, k). Entonces es posible
generar una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados.

Demostración. La demostración se obtiene de los resultados anteriores.

Observación 2. Si c1 = 0 tenemos que (k, k) = (k−mı́n, k
+
máx). Si c1 6= 0 tenemos que el sistema (4.2) es UDS-I, por

lo tanto, satisface que la suma de todos los valores propios, de su polinomio asociado, es negativa y esta condición es
también afectada por la perturbación kc1 en el coe�ciente a1, y por lo tanto, (k−mı́n, k

+
máx) es no vació.

A continuación desarrollamos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 15. Considerar el sistema controlado dado por (4.2) para

A =

 0 1 0
0 0 1
−30 −4 −1

 y B =

0.15
0.3
0.4

 ,

entonces el número de enroscados mostrados en el atractor puede ser determinado por la señal de control u. Por
ejemplo, un atractor con cuatro enroscados puede ser dado por la siguiente señal de control:

u =


3, para 0.375 < x1;
2, para 0.225 < x1 ≤ 0.375;
1, para 0.075 < x1 ≤ 0.225;
0, para x1 ≤ 0.075.

La �gura 4.1 muestra la proyección del atractor sobre los planos: (a) (x1, x2); (b) (x1, x3) y (c) (x2, x3).

Como estamos interesados en la generación de una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados
determinada de la siguiente manera:

ẋ = (A+ kD)x+Bu, (4.9)

donde k es el parámetro de la familia (4.9). Sin perdida de generalidad, la matriz D puede ser dada de la siguiente
forma:

D =

0 0 0
0 0 0
0 0 − 1

2

 .
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Figura 4.1: Proyección del atractor para k = 0 sobre los planos.

Notemos que el polinomio característico para k = 0 es p0(t) = t3+t2+4t+30; del ejemplo 15 y del Lema 2 el sistema (4.2)
es UDS-I para u = 0. Por otra parte, el polinomio característico de A+ kD es P (t, k) = t3 + (1− 1

2k)t2 + 4t+ 30, así,
tenemos que p1(t) = − 1

2 t
2. Además,

pA(iω) = 30− ω2 + iω(4− ω2),

p1(iω) =
1

2
ω2,

así

P (ω2) = 30− ω2,

Q(ω2) = 4− ω2,

p(ω2) =
1

2
ω2,

q(ω2) = 0,

y por lo tanto

F (ω) =
1

2
ω2(30− ω2),

G(ω) = ω6 − 7ω4 − 44ω2 + 900,

H(ω) = −1

2
ω2(4− ω2).

Por lo tanto, R(H)R+ = {2} y F (2) = 52 > 0. Entonces K− = {0−} y K+ = {52}. Así que k+
máx = +∞ y k−mı́n =

−G(2)
F (2) = − 676

52 = −13. En consecuencia, el intervalo máximo es (k−mı́n, k
+
máx) = (−13,+∞) y ya que a1 + kc1 = 1− 1

2k

entonces S = (−∞, 2). Así, si k ∈ (−13, 2) entonces el sistema (4.9) es un UDS-I para el cual se tiene una familia que
presenta en su solución atractores con multi-enroscados.

La �gura 4.1 muestra las proyecciones del atractor para k = 0 y la �gura 4.2 muestra las proyecciones del atractor
para k = −1 sobre los planos: (a) (x1, x2); (b) (x1, x3) y (c) (x2, x3).

Para generar una atractor con cuatro enroscados la señal de control puede ser dada como sigue:

u =


3, para 0.75 < x1;
2, para 0.45 < x1 ≤ 0.75;
1, para 0.15 < x1 ≤ 0.45;
0, para x1 ≤ 0.15.
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En este caso de�nimos B de la siguiente forma:

B =

 0.3
0.25
0.4

 .

Figura 4.2: Proyección del atractor para k = −1 sobre los planos.
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Capítulo 5

Otros resultados sobre la presencia de
atractores caóticos

En este capitulo consideramos un sistema inestable disipativo lineal controlado mediante una función multi-saturada
y un control con retroalimentación con un parámetro k. Nuevamente usamos el concepto de intervalo máximo de
dinámica robusta para el parámetro k que está presente en la señal de control y damos condiciones necesarias y
su�cientes para que este parámetro preserve atractores con multi-enroscados. Así, una familia de atractores con multi-
enroscados es generada por medio de una familia de sistemas discontinuos con matrices compañeras monoparamétricas
múltiples. Por último presentamos un ejemplo para ilustrar el trabajo teórico.

Los resultados de este capítulo están contenidos en el artículo [24].

5.1. Establecimiento del problema

El problema de la generación de atractores caóticos a partir de sistemas disipativos inestables ha sido estudiado
mediante la construcción de una familia monoparametrica de sistemas dinámicos llamados sistemas controlados de la
forma:

χ̇ = Ãχ+ b̃u, (5.1)

donde χ ∈ Rn es el vector de estados, Ã ∈ Rn×n es un operador lineal, b̃ ∈ Rn es un vector constante. El polinomio
característico de la matriz Ã es pÃ = tn +a1t

n−1 + · · ·+an−1t+an. Es conocido que si el par (Ã, b̃) es completamente
controlable existe un cambio de coordenadas x = Q−1χ, tal que, el sistema (5.1) puede ser expresado como:

ẋ = Ax + bu, (5.2)

donde

A =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 . . . −a1

 , b =


0
0
...
0
1

 .

El control más comúnmente usado para esta clase de sistemas es de la forma u = −kcTx con vector de incertidumbre
cT = (cn, cn−1, . . . , c1). Entonces el polinomio característico del sistema en lazo cerrado es de la siguiente forma
pA(t) + kp1(t), el cual es un rayo de polinomios donde pA(t) es el vértice y p1(t) = cnt

n−1 + cn−1t
n−2 + · · · + c1 es

la dirección. Si pA(t) es inestable entonces es posible perturbar el sistema mediante el parámetro k para encontrar un
rayo o segmento de polinomios inestables. En ese sentido, puede ser determinado el intervalo máximo de inestabilidad
(k−mı́n, k

+
máx) para el cual la familia pA(t) + kp1(t) es inestable, i.e., si k ∈ (k−mı́n, k

+
máx) entonces al menos uno de los

valores propios de A esta contenido en la zona de inestabilidad.
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Nuestro caso de estudio es cuando el parámetro k varia en el intervalo máximo de inestabilidad, para generar
sistemas disipativos inestables (UDS) con puntos de equilibrio silla-foco los cuales son responsables de las variedades
estables e inestables y la suma de sus valores propios es negativa. Para generar una familia de atractores mediante
sistemas UDS con múltiples puntos de equilibrio silla hiperbólicos p1, p2, . . . , pm utilizamos una familia de sistemas
continuos de�nidos por pedazos que generan atractores con multi-enroscados mediante un sistema de�nido como
en (5.2) provisto de la familia de leyes de control que conmutan uj , las cuales originan sistemas lineales por pedazos
de la forma siguiente:

ẋ =


A1(k)x + bu1, para x ∈ Dp1 ;
A2(k)x + bu2, para x ∈ Dp2 ;

...
Am(k)x + bum, para x ∈ Dpm ;

(5.3)

donde k ∈ (k, k), Dpi ⊂ R3 son los dominios para cada ui, para i = 1, 2, . . . , m, tal que, ∩mi=1Dpi = ∅ y ∪mi=1Dpi =
R3. El intervalo (k, k) es el intervalo máximo de disipatividad y dinámica robusta, esto es, el intervalo máximo de
perturbación de la matriz A que nos permitirá seguir teniendo atractores con enroscados alrededor del punto de
equilibrio pi = −A−1(k)bui. Para conseguir lo antes mencionado supondremos que el sistema (5.2) satisface que:

DS1 es disipativo e inestable en el punto de equilibrio p = −A−1bu ∈ R3 el cual es un punto de equilibrio silla
hiperbólico.

DS2 esta en forma canónica controlable.

En las siguientes secciones diseñaremos el sistema de�nido por pedazos Ai(k)x+ bui, i = 1, . . . ,m para m ≥ 3.

5.2. Puntos de equilibrios hiperbólicos de tipo I y II

El análisis comenzará con un test para conocer si un polinomio satisface las condiciones de inestabilidad y disi-
patividad. Para establecer esta caracterización de los puntos de equilibrio hiperbólicos de tipo I y II es necesario el
siguiente resultado.

De�nición 7. Un polinomio p(t) de grado 3 es llamado disipativo si la suma de sus raíces λi, i = 1, 2, 3 es negativa.
Un polinomio disipativo p(t) será llamado polinomio UDS-I si tiene una raíz real negativa y las otras dos son complejos
conjugados con parte real positiva. Por otro lado, será llamado polinomio UDS-II si una de sus raíces es positiva real
y las otras dos son complejos conjugados con parte real negativa.

Lema 3. El polinomio p(t) = t3 + a1t
2 + a2t + a3 tiene dos raíces imaginarias puras, si y sólo si, a2a1 − a3 = 0 y

a2 > 0.

Demostración. (⇒) Sí iω es una raíz de p(t) entonces a3 − a1ω
2 + iω(a2 − ω2) = 0. Esto implica que a3 − a1ω

2 = 0 y
a2 = ω2. Así, a2a1 − a3 = 0 y a2 > 0.
(⇐) Si a2a1 − a3 = 0 y a2 > 0 entonces

p(t) = t3 + a1t
2 + a2t+ a2a1

= t(t2 + a2) + a1(t2 + a2)

= (t+ a1)(t2 + a2)

= (t+ a1)(t+ i
√
a2)(t− i

√
a2)

Ejemplo 16. Consideremos el polinomio p(t) = t3 − t2 + 4t − 4, podemos ver que a2 = 4 > 0 y a2a1 − a3 =
(4)(−1)− (−4) = 0. Por lo tanto, p(t) tiene dos raíces imaginarias puras.

El lema 3 nos da la posibilidad de determinar los límites del intervalo máximo de inestabilidad, estamos interesados
en encontrar polinomios que garanticen la generación de sistemas UDS-I. Supongamos que si p(t) = t3 +a1t

2 +a2t+a3

es un polinomio con a3 > 0 y tiene dos raíces de la forma α ± iβ con α > 0 del análisis de la derivada de p(t) y su
discriminante 4a2

1 − 12a2, (a
2
1 − 3a2) se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 28. El polinomio p(t) = t3 + a1t
2 + a2t+ a3 tiene una raíz negativa real y dos raíces complejas conjugadas

α± iβ con α > 0 y β 6= 0, si y sólo si, a3 > 0 y una de las siguientes condiciones se satisface:

a) a2
1 − 3a2 ≤ 0 y [a2a1 ≤ 0 o a2a1 − a3 < 0];

b) a2
1 − 3a2 > 0,

−a1+
√
a21−3a2

3 < 0 y

p

(
−a1 −

√
a2

1 − 3a2

3

)
> 0;

c) a2
1 − 3a2 > 0,

−a1−
√
a21−3a2

3 > 0 y

p

(
−a1 +

√
a2

1 − 3a2

3

)
> 0;

d) a2
1 − 3a2 > 0,

−a1−
√
a21−3a2

3 < 0,
−a1+

√
a21−3a2

3 > 0 y

p

(
−a1 ±

√
a2

1 − 3a2

3

)
> 0.

Demostración. ⇒]. Si p(t) = t3 +a1t
2 +a2t+a3 (a3 > 0) tiene una raíz negativa real y dos raíces complejas conjugadas

α± iβ con α > 0 y β 6= 0 entonces la grá�ca de p(t) puede tener una de las siguientes formas (ver la �gura 5.1):
Las grá�cas están determinadas por el comportamiento de la derivada de p′(t): En las grá�cas 1 y 3 la función p(t)

Figura 5.1: Grá�ca de p(t).

es creciente y entonces p′(t) = 3t2 + 2a1t+ a2 es positivo para cada valor de t, por consiguiente, a2
1 − 3a2 ≤ 0; por lo

tanto, a) se tiene.
La grá�ca 2 indica que p(t) tiene dos puntos críticos negativos (cuando p′(t) = 0) que determinan valores mínimos y

máximos locales donde el valor máximo local es negativo, esto es, a2
1−3a2 > 0,

−a1+
√
a21−3a2

3 < 0 y p(
−a1−

√
a21−3a2

3 ) > 0;
por lo tanto, b) se tiene.

La grá�ca 4 indica que p(t) tiene dos puntos críticos positivos (cuando p′(t) = 0) que determinan un valor mínimo

local y un valor máximo local el cual este último es positivo, esto es, a2
1−3a2 > 0,

−a1−
√
a21−3a2

3 > 0 y p(
−a1+

√
a21−3a2

3 ) >
0 y entonces c) se tiene.

La grá�ca 5 indica que p(t) tiene un punto crítico negativo y un punto crítico positivo (cuando p′(t) = 0) que
determinan un valor máximo local y un valor mínimo local, respectivamente, los cuales son positivos, esto es, a2

1−3a2 >

0,
−a1−

√
a21−3a2

3 < 0,
−a1+

√
a21−3a2

3 > 0 y p(
−a1±

√
a21−3a2

3 ) > 0 y entonces d) se tiene.
⇐] Supongamos que a) se satisface, entonces p′(t) ≥ 0 para cada t ∈ R, así, p(t) es una función creciente. Puesto que
a3 > 0 obtenemos las grá�ca 1 y en consecuencia p(t) tiene una raíz negativa y dos raíces α + iβ con α > 0 y β 6= 0.
Los otros casos se demuestra en forma similar.

43



Ejemplo 17. Si consideramos el siguiente polinomio p0(t) = t3 + t2 + 4t+ 30 del análisis de sus coe�cientes podemos
ver que:

1. a3 = 30 > 0,

2. 4a2
1 − 12a2 = −52 < 0,

3. a2a1 − a3 = −26 < 0.

Esto es, p0(t) satisface la condición a) del Teorema 28, así, tiene una raíz real negativa y dos raíces de la forma α+ iβ
con α > 0 y β 6= 0.

En forma similar, tomando f(t) = p(−t) tenemos el siguiente resultado para caracterizar los puntos hiperbólicos
de tipo II.

Teorema 29. El polinomio f(t) = t3 + b2t
2 + b1t+ b0 tiene una raíz real positiva y dos raíces complejas de la forma

α± iβ con α < 0, si y sólo si, una de las siguientes condiciones se satisface:

a) b0 < 0, b22 − 3b1 ≤ 0 y [b1b2 ≥ 0 o b0 − b1b2 < 0];

b) b0 < 0, b22 − 3b1 > 0,
−b2+
√
b22−3b1

3 < 0 y

f

(
−b2 −

√
b22 − 3b1

3

)
< 0;

c) b0 < 0, b22 − 3b1 > 0,
−b2−
√
b22−3b1

3 > 0 y

f

(
−b2 +

√
b22 − 3b1

3

)
< 0;

d) b0 < 0, b22 − 3b1 > 0,
−b2−
√
b22−3b1

3 < 0,
−b2+
√
b22−3b1

3 > 0 y

f

(
−b2 ±

√
b22 − 3b1

3

)
< 0.

Demostración. Es similar a la prueba del Teorema 28.

5.2.1. El máximo intervalo UDS con funciones de saturación

Como hemos mencionado el objeto de estudio de este capítulo es la generación de atractores extraños desde el
punto de vista de la teoría de diseño de control mediante la consideración del siguiente sistema de control:

ẋ = Ax + bu, (5.4)

donde b ∈ Rn y el par ordenado (A, b) esta en forma canónica controlable. Además, si se considera el control lineal
u(k,x) = −kcTx con cT = (cn, cn−1, . . . , c1) entonces el polinomio característico del sistema en lazo cerrado es P (t, k) =
p0(t)+kp1(t) donde k es un parámetro real, p0(t) es el polinomio característico de A y p1(t) = cnt

n−1+cn−1t
n−2+· · ·+c1

es un polinomio arbitrario. Si consideramos a p0(t) como un polinomio estable (sus n raíces están contenidas en el
semiplano abierto izquierdo) entonces la familia polinomial P(t, 0) = p0(t) es estable. Así, podemos perturbar la
variable k alrededor del cero manteniendo la estabilidad del sistema, tal problema es llamado el problema de encontrar
el intervalo máximo de estabilidad y fue estudiado por Bialas alrededor de 1985 [10] y recientemente por López-Renteria
et al en [48]. Problemas relacionados fueron estudiados en [2, 3].

El objetivo es establecer un resultado similar para la familia de polinomios P (t, k) = p0(t) + kp1(t) para la cual
p0(t) tiene n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+ para todo k en el intervalo máximo de perturbación alrededor del
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cero. Este es el problema de encontrar el intervalo máximo de dinámica robusta con una aproximación polinomial y
fue resuelto en [5] (ver el capítulo 4 de esta tesis).

El siguiente resultado concerniente al intervalo máximo UDS fue reportado en la referencia citada.
Recordemos la siguiente de�nición, que fue establecida en el capítulo anterior.

De�nición 1. Un intervalo de dinámica robusta de la familia monoparametrica pk(t) es un intervalo [a, b] donde pk(t)
tiene n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+ para todo k ∈ [a, b]. El más grande de estos intervalos será llamado el
intervalo máximo de dinámica robusta.

Consideremos p0(−iω) = P (ω2)− iωQ(ω2) y p1(iω) = p(ω2) + iωq(ω2) entonces

P (iω, k)p0(−iω) = G(ω) + kF (ω) + ikωH(ω),

donde

F (ω) = p(ω2)P (ω2) + ω2q(ω2)Q(ω2),

G(ω) = P 2(ω2) + ω2Q2(ω2),

H(ω) = q(ω2)P (ω2)− p(ω2)Q(ω2).

Ahora, de�nimos para un polinomio arbitrario f(t) el siguiente conjunto:

R(f) = {ξ ∈ C : f(ξ) = 0} .

Así, R(f)R+ denota el conjunto de elementos reales positivos de R(f) y ahora de�nimos los conjuntos siguientes:

K+ = {F (ωl) : ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0} , F (ωl) > 0} ,
K− = {F (ωl) : ωl ∈ R(H)R+ ∪ {0} , F (ωl) < 0} .

Si no existen elementos en R(H)R+ ∪ {0}, tales que, F (ωl) > 0 entonces de�nimos K+ = {0+}. En forma similar, si
R(H)R+ ∪ {0} no contiene elementos, tales que , F (ωl) < 0 entonces de�nimos K− = {0−}. Con lo antes mencionado
se tiene el siguiente resultado para una familia de polinomios, que corresponde al Teorema 26 del capítulo anterior.

Teorema 30. (Intervalo máximo de dinámica robusta) Consideremos la familia polinomial P (t, k) = p0(t) + kp1(t)
donde p0(t) es un polinomio de grado n con n1 raíces en C− y n − n1 raíces en C+. Supongamos que n > deg p1(t)
y sean F (ω), G(ω) y H(ω) los polinomios de�nidos anteriormente. Entonces P (t, k) tiene n1 raíces en C− y n − n1

raíces en C+ para todo k ∈ (k−mı́n, k
+
máx) donde

k−mı́n = máx

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K+

}
,

k+
máx = mı́n

{
−G(ωl)

F (ωl)
: F (ωl) ∈ K−

}
.

Si K+ = {0+} (K− = {0−}, resp.) entonces k−mı́n = −∞ (k+
máx =∞, resp.).

Para crear una familia de sistemas de USD necesitamos obtener el intervalo máximo de inestabilidad y necesitamos
la condición de negatividad para la suma de las raíces que es la condición de disipatividad (ver [5]).

Lema 4. La suma de las raíces del polinomio p(t) = a0t
n + a1t

n−1 + · · ·+ an−1t+ an es negativa, si y sólo si, a1a0 > 0.

Los resultados anteriores son su�cientes para establecer el intervalo máximo UDS.

Teorema 31. Consideremos el sistema controlado:

ẋ = Ax + bu,

donde A ∈ Rn×n, b,x ∈ Rn, u = −kcTx con k ∈ R y cT = (cn, cn−1, . . . , c1). Si el polinomio característico de A,
p0(t) = tn + a1t

n−1 + · · ·+ an, tiene n1 raíces en C− y n−n1 raíces en C+ entonces el intervalo máximo de dinámica
robusta esta dado por K = S ∩ (k−mı́n, k

+
máx) donde S = {k ∈ R : a1 + kc1 > 0}.
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5.3. Una familia de atractores con multi-enroscado

En esta sección se genera una familia de atractores con múlti-enroscados basada en un sistema lineal de�nido por
pedazos diseñado utilizando su matriz compañera, que depende de un parámetro k, mediante el uso de un control
multi-saturado.

Vamos a considerar el siguiente sistema controlado:

ẋ = Ax + bu, (5.5)

donde A es una matriz 3×3 con entradas en R; x,b ∈ R3 y u ∈ R es un control saturado dado por u = −kcTx−fs(cTx)
donde k ∈ R, cT = (c3, c2, c1) y fs(c

Tx) es la función saturada siguiente:

fs(c
Tx) =

 w, para v < cTx;
µcTx, para |cTx| ≤ v;
−w, para cTx < −v.

(5.6)

Supongamos que el sistema satisface las hipótesisDS1 yDS2. La hipótesisDS2 nos permite considerar el sistema (5.5)
en forma controlable, esto es,

A =

 0 1 0
0 0 1
−a3 −a2 −a1

 , y b =

0
0
1

 ,
donde su polinomio característico es PA(t) = t3 + a1t

2 + a2t+ a3. No es difícil ver que la matriz A−1 tiene la siguiente
expresión:

A−1 =

−a2a3 −a1a3 − 1
a3

1 0 0
0 1 0

 ,
y si x = (x1, x2, x3)T el punto de equilibrio x∗ = −A−1bu = (− u

a3
, 0, 0)T es localizado en el eje x1. Por lo tanto, basta

con considerar los planos de conmutación c3x1 = v y c3x1 = −v (con c1 = c2 = 0) los cuales son ortogonales al eje x1.
Por lo tanto, el control saturado es u = −kc3x1 − fs(x1) y fs es dada por la siguiente función saturada:

fs(x1, w) =

 w, para v/c3 < x1;
µc3x1, para |x1| ≤ v/c3;
−w, para x1 < −v/c3;

(5.7)

donde µ es la pendiente del segmento medio, el radial superior {fs(x1, w) = w : x1 ≥ v/c3} y el radial inferior
{fs(x1, w) = −w : x1 ≤ −v/c3} son llamadas mesetas saturadas y el segmento {fs(x1, µ) = µx1 : |x1| ≤ v/c3} entre
las dos mesetas saturadas es llamado la pendiente saturada . Para k = 0 el sistema es capaz de generar atractores caóti-
cos mediante una función saturada y el sistema conmuta entre UDS-I y UDS-II para la meseta saturada y la pendiente
saturada respectivamente (ver [54] por ejemplo). El sistema en lazo cerrado (5.5) con control de retroalimentación
escalar u(x, k) = −kcTx− fs(x1, w) esta |dado por:

ẋ = (A− kbcT )x− fs(x1, w)b (5.8)

El polinomio característico de la meseta saturada A+ kbcT es PSP (t, k) = t3 + t2 + t+ (a3 + kc3) y corresponde a un
sistema UDS de tipo I.

En forma similar, el polinomio característico de la pendiente saturada es PSS(t, k) = t3+a1t
2+a2t+(a3+kc3+µc3).

La parte de la pendiente saturada puede modi�car la estabilidad del sistema y corresponde a un sistema UDS de tipo
II. Por lo tanto el control de realimentación puede modi�car la estabilidad del sistema y destruir el comportamiento
caótico, los resultados anteriores del intervalo máximo de inestabilidad máxima nos ayudan a garantizar que el sistema
tenga soluciones con comportamiento caótico.

Con el �n de lograr la aparición de múltiples puntos de equilibrio en los cuales la solución del sistema se comporta de
forma caótica, una serie de funciones multi-saturadas es considerada en lugar de una función saturada. En primer lugar,
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vamos a considerar dos conjuntos, el primero es el conjunto de valores de saturación Λw = {w1, w2, . . . , wd} y el segundo
es el conjunto de valores de conmutación Λv = {v1, v2, . . . , vr}, tal que, v1 < v2 < . . . < vr y w1 < w2 < · · · < wd con
d = 2(r − 1) y r, d ∈ N. La cardinalidad del conjunto Λw es el número de enroscados en el atractor.

Así, con estos dos conjuntos es posible de�nir la función continua multi-saturada de�nida por pedazos de la siguiente
manera:

fs(x1,∆w,∆v) =



wd, para vr/c3 ≤ x1;
µd−1c3x1 + βd−1, para vr−1/c3 ≤ x1 < vr/c3;

...
µ2c3x1 + β2, para v3/c3 ≤ x1 < v4/c3;

w2, para v2/c3 ≤ x1 < v3/c3;
µ1c3x1 + β1, para v1/c3 ≤ x1 < v2/c3;

w1, para x1 < v1/c3;

(5.9)

con

µ1 =
w2 − w1

v2 − v1
, µ2 =

w3 − w2

v4 − v3
, . . . , µd−1 =

wd − wd−1

vr − vr−1
,

and β1 = −µ1v1 + w1, β2 = −µ2v3 + w2, . . . , βd−1 = −µd−1vr−1 + wd−1.
El sistema (5.5) con control multi-saturado u = −kcTx− fs(x1,∆w,∆v) es dado de la siguiente manera:

ẋ =



(A− kbcT )x− wdb, para vr/c3 ≤ x1;
(A− (k + µd−1)bcT )x− βd−1b, para vr−1/c3 ≤ x1 < vr/c3;

...
(A− (k + µ2)bcT )x− β2b, para v3/c3 ≤ x1 < v4/c3;

(A− kbcT )x− w2b, para v2/c3 ≤ x1 < v3/c3;
(A− (k + µ1)bcT )x− β1b, para v1/c3 ≤ x1 < v2/c3;

(A− kbcT )x− w1b, para x1 < v1/c3.

(5.10)

Entonces, hay dos clases de puntos de equilibrio que se describen en los siguientes conjuntos:

Ax1
=

{
wj
(
A− kbcT

)−1
b =

(
wj

a3 + kc3
, 0, 0

)T}d
j=1

,

Bx1 =

{
βj
(
A− (k + µj)bc

T
)−1

b =

(
βj

a3 + (k + µj)c3
, 0, 0

)T}d−1

j=1

.

El polinomio característico de la meseta saturada A−kbcT es el mismo PSP (t, k) = t3 +a1t
2 +a2t+(a3 +kc3) mientras

que el polinomio característico de la pendiente saturada A−kbcT +µjbc
T es PSS(t, k) = t3+a1t

2+a2t+(a3+kc3+µjc3)
para j = 1, . . . , d− 1.

El teorema 30 nos muestra como encontrar el intervalo máximo de dinámica robusta para PSP y el lema 4 nos
permite obtener el intervalo de disipatividad. En consecuencia el teorema 31 nos permite mantener la inestabilidad y
disipatividad en un intervalo máximo no importando que tipo de sistema UDS tengamos en el sistema en lazo abierto.
De aquí en adelante, supondremos que el conjunto de puntos de equilibrio Ax1

son de tipo I. Sin embargo, es necesario
garantizar el cambio de inestabilidad de los polinomios característicos de las pendientes saturadas de tipo I a tipo II.

Lema 5. Consideremos el polinomio PSS(t, k) = t3 + a1t
2 + a2t + (a3 + kc3 + µjc3) con a1 > 0. Supongamos que

para k = −µ el polinomio PSS tiene una raíz negativa y un par de raíces complejas con parte real positiva (UDS-I).
Entonces PSS tiene una raíz positiva y dos raíces complejas con parte real negativa (UDS-II), si y sólo si, a2

1−3a2 > 0
y k ∈ Kj

B donde

Kj
B =


k < k1,j , si D < 0;
k < k2,j , si D > 0;

k < mı́n {k1, k2} , si D < 0 y D > 0;
(5.11)
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con

k1,j = mı́n

{
− 1

c3
(D3 + a1D

2 + a2D + a3 + µjc3),−a3

c3
− µj

}
,

k2,j = mı́n

{
− 1

c3
(D

3
+ a1D

2
+ a2D + a3 + µjc3),−a3

c3
− µj

}
,

y

D =
−a1 +

√
a2

1 − 3a2

3
,

D =
−a1 −

√
a2

1 − 3a2

3
.

Demostración. La prueba se basa en el teorema 29. Ya que PSS(t,−µ) satisface una de las hipótesis del teorema 28
entonces no puede satisfacer el inciso a) del teorema 29 para todo k. Sin embargo, la condición a2

1 − 3a2 > 0 es la
misma en ambos teoremas. Ahora, la condición a3 +kc3 +µjc3 < 0 se satisface, si y sólo si, k < −a3c3 −µj . Entonces, si

D =
−a1+

√
a21−3a2

3 yD =
−a1−

√
a21−3a2

3 podemos ver que P (D, k) < 0, si y sólo si, k < − 1
c3

(D3+a1D
2+a2D+a3+µjc3).

En forma similar, P (D, k) < 0 se satisface, si y sólo si, k < − 1
c3

(D
3

+ a1D
2

+ a2D + a3 + µjc3). De�nimos

k1,j = mı́n

{
− 1

c3
(D3 + a1D

2 + a2D + a3 + µjc3),−a3

c3
− µj

}
,

k2,j = mı́n

{
− 1

c3
(D

3
+ a1D

2
+ a2D + a3 + µjc3),−a3

c3
− µj

}
.

De esto, el inciso b) del teorema 29 se cumple, si y sólo si, D < 0 y k < k1; el inciso c) se satisface si D > 0 y k < k2 y
el inciso d) es válido, si y sólo si, k < mı́n {k1, k2}, D < 0 y D > 0. Por último, el cambio de inestabilidad es dado por:

Kj
B =


k < k1,j , si D < 0;
k < k2,j , si D > 0;
k < mı́n {k1, k2} , si D < 0 y D > 0;

(5.12)

Esto termina la demostración.

Sea KAx1
el intervalo máximo UDS de tipo I para la meseta saturada. Entonces todas las pendientes saturadas son

UDS de tipo II si k ∈ KBx1
=
⋂d−1
j=1 K

j
B . Así, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 32. Consideremos el sistema controlado en R3:

ẋ = Ax+ bu (5.13)

que satisface las hipótesis DS1 y DS2. Sea u = −kc3x1 − fs(x1,∆w,∆v) el control saturado con fs(x1,∆w,∆v) la
función multi-saturada (5.9). Entonces, el sistema en lazo cerrado (5.1) posee los conjuntos de puntos de equilibrio
Ax1

UDS de tipo I y Bx1
UDS de tipo II, si y sólo si, k ∈ Kmáx = KAx1

∩ KBx1
. Además, es posible generar una

k-familia la cual tiene d-atractores con enroscados los cuales se generan a partir del conjunto de puntos de equilibrio
Ax1 .

Demostración. La demostración se obtiene a partir de los resultados anteriores.

Para ilustrar los resultados obtenidos hemos tomado el ejemplo numérico citado en [54] donde con los resultados
obtenidos se pueden generar atractores caóticos. El ejemplo es dado de la siguiente manera:

Ejemplo 18. Consideremos el sistema controlado

ẋ = AIx+ bu (5.14)

=

 0 1 0
0 0 1
−0,7 −0,7 −0,7

x+

0
0
1

u.
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El polinomio característico del sistema en lazo abierto es pAI
(t) = t3+0,7t2+0,7t+0,7 y por el inciso a) del teorema 28

tenemos que:

a3 = 0,7 > 0,

4a2
1 − 12a2 = −6,44 ≤ 0,

a1a2 − a3 = −0,21 < 0.

Esto implica que la matriz A asociada al sistema tiene un valor propio real negativo y un par de valores propios
complejos de la forma α ± iβ con α > 0. Además, por el lema 4 la suma de sus valores propios es negativa debido a
que a1 = 0,7 > 0. Por lo tanto, el sistema (5.14) es UDS de tipo-I. La función de saturación implementada (5.7) es
dada como sigue:

fs(x1) =

 7, si 1 < x1;
7x1, si |x1| ≤ 1;
−7, si x1 < −1.

(5.15)

A partir de esta función saturada es posible generar la función multi-saturada como sigue:

fs(x1) =



35, si 41 ≤ x1;
7x1 − 252, si 39 ≤ x1 < 41;
21, si 21 ≤ x1 < 39;
7x1 − 126, si 19 ≤ x1 < 21;
7, si 1 ≤ x1 < 19;
7x1, si −1 ≤ x1 < 1;
−7, si x1 < −1.

(5.16)

El sistema (5.14) es UDS de tipo I en la meseta saturada, sin embargo, el sistema (5.14) cambia a UDS de tipo II
(como se mencionó anteriormente debido a la pendiente saturada) teniendo la siguiente matriz AII :

AII =

 0 1 1
0 0 1

6,3 −0,7 −0,7

 (5.17)

Debido a que los puntos de equilibrio están situados sobre el eje x1 podemos tomar c1 = c2 = 0 y c3 = 1; también con los
conjuntos Λv = {−1, 1, 19, 21, 39, 41} y Λw = {−7, 7, 21, 35} obtenemos µ0 = 7 y la otra parte de la retroalimentación
u = −kx1 − fs(x1) generamos a partir del sistema (5.14) el sistema:

ẋ =



 0 1 0
0 0 1

(−0,7− k) −0,7 −0,7

x +

 0
0
35

 , si 41 ≤ x1;

 0 1 0
0 0 1

(6,3− k) −0,7 −0,7

x +

 0
0
−252

 , si 39 ≤ x1 < 41;

...
... 0 1 0

0 0 1
(−0,7− k) −0,7 −0,7

x +

0
0
7

 , si 1 ≤ x1 < 19;

 0 1 0
0 0 1

(6,3− k) −0,7 −0,7

x, si − 1 ≤ x1 < 1;

 0 1 0
0 0 1

(−0,7− k) −0,7 −0,7

x−

 0
0
−7

 , si x1 < −1.

(5.18)
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A continuación calculamos el intervalo máximo para obtener un sistema UDS de tipo I: Para los polinomios pAI
(t) =

t3 + 0.7t2 + 0.7t+ 0.7 y p1(t) = t2 tenemos que:

pAI
(iω) = (0.7− 0.7ω2) + iω(0.7− ω2),

p1(iω) = −ω2,

para los cuales

P (ω2) = 0.7− 0.7ω2,

Q(ω2) = 0.7− ω2,

p(ω2) = −ω2,

q(ω2) = 0,

y entonces

F (ω) = ω2(0.7ω2 − 0.7),

G(ω) = (0.7− 0.7ω2)2 + ω2(0.7− ω2)2,

H(ω) = ω2(0.7− ω2).

No es difícil de ver que K− =
{
F (
√

0,7) = −0,147
}
y K+ = {0+}. Por lo tanto, por el teorema (30) y el lema (4)

el intervalo máximo UDS de tipo I es descrito mediante k+
máx = mı́n

{
−G(

√
0,7)

F (
√

0,7)
= 0,3

}
= 0,3 y k−mı́n = −∞. Para

el calculo del intervalo máximo UDS de tipo II tenemos que: Para los polinomios pAII
(t) = t3 + 0,7t2 + 0,7t − 6,3 y

p1(t) = t2 obtenemos que:

pAII
(iω) = (−6.3− 0.7ω2) + iω(0.7− ω2),

p1(iω) = −ω2,

para los cuales

P (ω2) = −6.3− 0.7ω2,

Q(ω2) = 0.7− ω2,

p(ω2) = −ω2,

q(ω2) = 0,

y entonces

F (ω) = ω2(6.3 + 0.7ω2),

G(ω) = (6.3 + 0.7ω2)2 + ω2(0.7− ω2)2,

H(ω) = ω2(0.7− ω2).

Así, tenemos que K− = {0−} y K+ =
{
F (
√

0,7) = 4,753
}
. Por lo tanto, por el teorema (30) y el lema (4) el intervalo

máximo para tener un sistema UDS de tipo II esta dado por k+
máx = +∞ y k−mı́n = máx

{
−G(

√
0,7)

F (
√

0,7)
= −9,7

}
= −9,7.

Entonces, k ∈ Kmáx = (−9,7, 0,3). Si k = 0 y x0 = (0.0569, 0.02847, 0.09492) las soluciones del sistema (5.18)
presentan atractores caóticos como se muestra en la �gura 5.2.

Para k = 0.2 y x0 = (0.0569, 0.02847, 0.09492) las soluciones del sistema (5.18) generan atractores caóticos como
se muestra en la �gura 5.3.
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Figura 5.2: Proyección del atractor sobre los planos: a) (x1, x2); b) (x1, x3); y c) (x2, x3) for k = 0.

Figura 5.3: Proyección del atractor sobre los planos: a) (x1, x2); b) (x1, x3); y c) (x2, x3) for k = 0,2.
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Capítulo 6

Abscisa de estabilidad y el producto de
Hadamard

Los resultados de este capítulo fueron publicados en el artículo [7]. En este capitulo se realiza un acercamiento al
estudio de la abscisa de estabilidad de un polinomio y el producto de Hadamard. Nuevamente enunciamos la de�nición
de la abscisa de estabilidad. Consideremos un polinomio p(t) de grado n de la forma siguiente:

p(t) = tn + a1t
n−1 + · · ·+ an (6.1)

donde a1, a2, . . . , an son números reales, los ceros de p(t) son denotados por ξ1, · · · , ξn. Así de�nimos la abscisa de
estabilidad de p(t) de la forma siguiente:

σp := máx
1≤i≤n

{Re(ξi)} .

Usaremos la siguiente notación:

Pn denota al conjunto de polinomios reales de grado n.

Hn denota al conjunto de polinomios reales que son Hurwitz y tienen grado n.

H+
n denota al conjunto de polinomios Hurwitz de grado n con coe�cientes reales

H(Had) denota al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

Para n �jo, el conjunto Hn es un espacio métrico de dimensión n+1, en forma usual lo identi�camos como isomorfo al
conjunto Rn+1 con la norma euclidiana usual ‖·‖. Por otro lado, consideremos dos polinomios p(t) = ant

n+an−1t
n−1+

· · ·+ a0 y q(t) = bnt
n + bn−1t

n−1 + · · ·+ b0, decimos que

(p ∗ q)(t) = anbnt
n + an−1bn−1t

n−1 + · · ·+ a0b0, (6.2)

es el producto de Hadamard de p y q. Garlo� y Wagner mostraron que el conjunto de polinomios Hurwitz es cerrado
bajo el producto de Hadamard (ver [31]) y preserva la Total no negatividad (ver [32]). De forma inversa decimos que
un polinomio Hurwitz p(t) admite una factorización de Hadamard si existen dos polinomios Hurwitz f(t) y g(t), tales
que, (f ∗ g)(t) = p(t). Tal conjunto será llamado conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados(H(Had)).
Conociendo las abscisas de estabilidad de f(t) y g(t) un problema abierto es: ¾Qué relación hay entre σf , σg y σf∗g?.

Para n = 1 Sean f(t) = a1t+a0 y g(t) = b1t+ b0 polinomios Hurwitz entonces (f ∗ g)(t) = a1b1t+a0b0. Por lo tanto,
tenemos que

σf∗g = −σfσg.

Para n = 2 Sean f(t) = a2t
2 + a1t + a0 y g(t) = b2t

2 + b1t + b0 polinomios Hurwitz entonces (f ∗ g)(t) = a2b2t
2 +

a1b1t+ a0b0.
Como f(t) es Hurwitz para tener estabilidad robusta es necesario y su�ciente que a2 > 0, a1 > 0 y a0 > 0.
Analizando el discriminante a2

1 − 4a2a0 tenemos que:
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1. si a2
1 − 4a2a0 ≤ 0⇒ σf = − a1

2a2

2. si a2
1 − 4a2a0 > 0⇒ σf = −a1−

√
a21−4a2a0
2a2

.

De forma análoga se hace un análisis para los otros polinomios. Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

para a2
1 − 4a2a0 ≤ 0 tenemos que

σf∗g = − (a1b1)2

2a2b2
6= σfσg.

De forma similar se tiene el mismo resultado para el otro caso.

Del análisis para el caso n = 2 se tiene que en general para dos elementos f y g del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados se tiene que

σf∗g 6= σfσg. (6.3)

El estudio de la relación entre la abscisa y el producto de Hadamard nos llevo a desarrollar un estudio de las propiedades
del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados. Ahora en este capítulo presentamos algunas resultados topológi-
cos y geométricos acerca de este conjunto. Denotamos por H(Had) al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados
y denotamos por H(Had)n al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados de grado n. En la sección 6.1 se pro-
bará que H(Had) es un conjunto no acotado, abierto, no convexo y arco-conexo. Además en la sección 6.2 se da un
resultado acerca de la factorización de Hadamard de un polinomio intervalo Hurwitz de grado cuatro. Finalmente en
la sección 6.3 presentamos un acercamiento mediante conceptos de topología diferencial para el estudio del conjunto
de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

6.1. Propiedades topológicas del conjunto H(Had)
Comenzamos esta sección demostrando una propiedad del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

6.1.1. H(Had) es un conjunto abierto

A continuación damos las siguientes de�niciones que necesitaremos.

De�nición 8. Sean X y Y espacios métricos. Entonces se dice que T : D(T ) → Y (con D(T ) ⊂ X) es un mapeo
abierto si para todo conjunto abierto en D(T ) la imagen es un conjunto abierto en Y .

De�nición 9 (Operador lineal acotado). Sean X y Y espacios normados y T : D(T )→ Y un operador lineal donde
D(T ) ⊂ X. El operador T se dice acotado si existe un número real c, tal que, para todo x ∈ D(T ) tenemos que

‖Tx‖ ≤ c‖x‖.

También utilizaremos el siguiente Teorema.

Teorema 33 (Teorema del Mapeo Abierto). Un operador lineal acotado T de un espacio de Banach X sobre un
espacio de Banach Y es un mapeo abierto.

Demostración. Ver [44] para una demostración.

Teorema 34 (Ver [51, 52]). El polinomio f(t) = α4t
4 + α3t

3 + α2t
2 + α1t+ α0 es Hadamardizado, si y sólo si,

α0α3

α1
<

(√
α1α4

α3
−
√
α2

)2

.
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Del Teorema 33 tenemos que el conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados grado cuatro es un conjunto
abierto ya que si q(t) = α4t

4 + α3t
3 + α2t

2 + α1t+ α0 es un polinomio Hurwitz Hadamardizado entonces

α0α3

α1
<

(√
α1α4

α3
−
√
α2

)2

(6.4)

y esta desigualdad se mantiene para pequeñas perturbaciones de los coe�cientes. Ya que no se conocen condiciones
necesarias y su�cientes (en términos de los coe�cientes) para que un polinomio Hurwitz de grado n tenga una facto-
rización de Hadamard necesitamos un resultado para probar que el conjunto H(Had) es abierto. Tal resultado es el
Teorema del Mapeo Abierto.
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Teorema 35. H(Had) es un conjunto abierto.

Demostración. Sea p(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Entonces existen
dos polinomios Hurwitz f(t) = bnt

n+bn−1t
n−1 + · · ·+b0 y g(t) = cnt

n+cn−1t
n−1 + · · ·+c0, tales que, (f ∗g)(t) = p(t).

Consideremos el operador Tf : Pn → Pn, donde Pn es el conjunto de polinomios de grado n de�nido por Tf (h(t)) =
(f ∗ h)(t). T es un operador lineal y si h(t) = dnt

n + dn−1t
n−1 + · · ·+ d0 entonces

‖Tf (h(t))‖ = ‖(bndn, . . . , b1d1, b0d0)‖
≤ ‖(bn, . . . b1, b0)‖‖(dn, . . . d1, d0)‖. (6.5)

Así se tiene que Tf es un operador lineal acotado, además, Tf es un mapeo suprayectivo ya que si q(t) = qnt
n +

qn−1t
n−1 + · · ·+ q1t+ q0 es un polinomio arbitrario entonces

Tf

(
qn
bn
tn +

qn−1

bn−1
tn−1 + · · ·+ q1

b1
t+

q0

b0

)
= q(t). (6.6)

Por otro lado, ya que Hn (el conjunto de polinomios Hurwitz de grado n) es un conjunto abierto, sea U un conjunto
abierto, tal que, g ∈ U ⊂ Hn. Entonces Tf [U ] ⊂ Hn (ver [31]) y por el Teorema del Mapeo Abierto [44] tenemos que
Tf [U ] es un conjunto abierto. Ya que p(t) ∈ Tf [U ] se tiene que p(t) ∈ Tf [U ] ⊂ H(Had). Por lo tanto, H(Had) es un
conjunto abierto.

6.1.2. Aplicación

Consideremos el sistema ẋ = A(λ)x donde A(λ) ∈ Mn×n(R) y λ ∈ Rn es un parámetro. Sea pλ(t) = an(λ)tn +
an−1(λ)tn−1 + · · ·+ a1(λ) + a0(λ) el polinomio característico de la matriz A(λ).

Supongamos que pλ0
es un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Por el Teorema 35 existe una bola abierta Bε(pλ0

),
tal que, cada elemento de Bε(pλ0

) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Entonces podemos encontrar dos polino-
mios Hurwitz:

fλ(t) = bn(λ)tn + bn−1(λ)tn−1 + · · ·+ b1(λ)t+ b0(λ),

gλ(t) = cn(λ)tn + cn−1(λ)tn−1 + · · ·+ c1(λ)t+ c0(λ), (6.7)

tales que, fλ ∗ gλ = pλ para λ ≈ λ0. La idea es obtener una factorización de Hadamard de pλ(t) donde los coe�cientes
de fλ(t) y gλ(t) sean más simples que los de pλ(t). Para ilustrar esto damos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19. Consideremos el sistema ẋ = Ax donde las entradas aij(λ) de A están dadas por: a11 = −λ2− 8λ− 15,
a12 = −λ2 − 11λ − 29, a13 = −λ2 − 12λ − 36, a14 = 2λ + 7, a21 = 0, a22 = 0, a23 = 1, a24 = 0, a31 = 0, a32 = 0,
a33 = 0, a34 = 1, a41 = −λ2 − 8λ− 15, a42 = −λ2 − 11λ− 30, a43 = −λ2 − 12λ− 36, a44 = λ+ 7.

El polinomio característico asociado a la matriz es pλ(t) = t4 + (λ2 + 6λ+ 8)t3 + (λ2 + 12λ+ 36)t2 + (λ2 + 11λ+
30)t + (λ2 + 8λ + 15). Para λ = 0 tenemos que p0(t) = t4 + 8t3 + 36t2 + 30t + 15 el cual, por el Teorema 34, es un
polinomio Hurwitz Hadamardizado.

Por el Teorema 35 podemos encontrar dos polinomios Hurwitz, tales que, su producto de Hadamard es igual a pλ(t)
para λ su�cientemente pequeña. Consideremos los polinomios Hurwitz:

F0(t) = t4 + 4t3 + 6t2 + 6t+ 5,

G0(t) = t4 + 2t3 + 6t2 + 5t+ 3. (6.8)

Notemos que F0 ∗G0 = t4 + 8t3 + 36t2 + 30t+ 15. La familia de polinomios

Fλ(t) = t4 + (λ+ 4)t3 + (λ+ 6)t2 + (λ+ 6)t+ (λ+ 5),

Gλ(t) = t4 + (λ+ 2)t3 + (λ+ 6)t2 + (λ+ 5)t+ (λ+ 3) (6.9)

es Hurwitz para valores pequeños de λ, el producto de Hadamard Fλ ∗ Gλ satisface que (Fλ ∗ Gλ)(t) = pλ(t) y los
coe�cientes de Fλ y Gλ son más simples que los de pλ.
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6.1.3. H(Had) es un conjunto no-convexo

Tenemos que H(Had) ⊂ H (ver [51]) donde H(Had) 6= H y H es el conjunto de polinomios Hurwitz, se conoce
que el conjunto de polinomios Hurwitz es un conjunto no-convexo (ver [2, 3]). Sin embargo, esto no implica que el
conjunto H(Had) es también no-convexo. Por lo tanto, probaremos que el conjunto H(Had) también es no-convexo.

Consideremos el rayo de polinomios:

Fk = t4 + t3 + 6.9t2 + 2t+ 3 + k(t3 + t2 + 2t+ 1), (6.10)

= t4 + (1 + k)t3 + (6.9 + k)t2 + (2 + 2k)t+ (3 + k). (6.11)

Entonces Fk(t) es Hurwitz, si y sólo si, 1 + k > 0, 6.9 + k > 0, 2 + 2k > 0, 3 + k > 0 y (1 + k)(6.9 + k)(2 + 2k)− (2 +
2k)2 − (1 + k)2(3 + k) > 0. Estas desigualdades se tienen, si y sólo si, k > −1, y Fk(t) es Hadamardizado, si y sólo si,

(3 + k)(1 + k)

2 + 2k
<

(√
2 + 2k

1 + k
−
√

6.9 + k

)2

. (6.12)

Así, tenemos que Fk(t) es Hurwitz Hadamardizado, si y sólo si, k ∈ (−1, 1.2 −
√

3.2) ∪ (1.2 +
√

3.2,∞) y Fk(t) es
Hurwitz pero no Hadamardizado, si y sólo si, k ∈ [1.2−

√
3.2, 1.2 +

√
3.2].

Teorema 36. H(Had) es un conjunto no-convexo.

Demostración. De la discusión anterior, tomemos k = −0.75 y k = 3. Entonces obtenemos los polinomios Hurwitz
Hadamardizados r(t) = t4 + t3 +6.9t2 +2t+3−0.75(t3 + t2 +2t+1) y h(t) = t4 + t3 +6.9t2 +2t+3+3(t3 + t2 +2t+1).
Ahora consideremos la combinación convexa λr(t) + (1− λ)h(t). Para λ = 1/2 obtenemos el polinomio t4 + 2.125t3 +
8.025t2 + 4.25t+ 4.125 el cual no es Hadamardizado, por lo tanto, H(Had) es un conjunto no-convexo.

6.1.4. H(Had) es un conjunto no acotado

Teorema 37. Existen rayos de polinomios contenidos en el conjunto H(Had). Por lo tanto, es un conjunto no acotado.

Ejemplo 20. Consideremos el polinomio siguiente:

Gk(t) = t4 + t3 + 7t2 + 2t+ 3 + k(t3 + t2 + 2t+ 1)

= t4 + (1 + k)t3 + (7 + k)t2 + (2 + 2k)t+ (3 + k). (6.13)

Entonces Gk(t) es Hurwitz, si y sólo si, 1 + k > 0, 7 + k > 0, 2 + 2k > 0, 3 + k > 0 y (1 + k)(7 + k)(2 + 2k) − (2 +
2k)2 − (1 + k)2(3 + k) > 0. Además, Gk(t) es Hadamardizado, si y sólo si,

(3 + k)(1 + k)

2 + 2k
<

(√
2 + 2k

1 + k
−
√

7 + k

)2

. (6.14)

Así, tenemos que Gk(t) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado para k > −1 y H(Had) es un conjunto no acotado.

La existencia rayos de polinomios Hurwitz Hadamardizados nos permite mostrar una aplicación en el diseño de
controles de estabilización.

6.1.5. Aplicación

El siguiente ejemplo ilustra el diseño de un control con retroalimentación que estabiliza el sistema para cada valor
positivo del parámetro k. Consideremos el sistema

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−3 −2 −7 −1



x1

x2

x3

x4

+


0
0
0
1

u; (6.15)
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y el control con retroalimentación siguiente:

u(x) = k(−1,−2,−1,−1)


x1

x2

x3

x4

 , (6.16)

donde k ∈ R es un parámetro. Entonces el sistema controlado es
ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

−3− k −2− 2k −7− k −1− k



x1

x2

x3

x4

 . (6.17)

El polinomio característico asociado al sistema es Gk(t) = t4 + t3 + 7t2 + 2t + 3 + k(t3 + t2 + 2t + 1) el cual es un
polinomio Hurwitz Hadamardizado para todo k > −1, por lo tanto, el sistema es estable para todo k > −1. Además,
Gk(t) es Hadamardizado para todo k > −1.

6.1.6. H(Had) con coe�cientes positivos es arco-conexo

Para probar esta propiedad necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4. H+
n es un conjunto arco-conexo.

Demostración. Sean P1(t) y P2(t) polinomios Hurwitz con coe�cientes positivos. Supongamos que n = 2m. Entonces
P1(t) y P2(t) pueden ser escritos de la siguiente forma:

P1(t) = b0(t2 + b1t+ b2)(t2 + b3t+ b4) · · · (t2 + b2m−1t+ b2m),

P2(t) = a0(t2 + a1t+ a2)(t2 + a3t+ a4) · · · (t2 + a2m−1t+ a2m), (6.18)

donde bi > 0 y ai > 0 para todo i = 1, . . . , 2m. De�nimos

Hλ(t) = [λa0 + (1− λ)b0](t2 + [λa1 + (1− λ)b1]t+ [λa2 + (1− λ)b2)](t2 + [λa3 + (1− λ)b3]t+

+[λa4 + (1− λ)b4)] · · · (t2 + [λa2m−1 + (1− λ)b2m−1]t+ [λa2m + (1− λ)b2m)], (6.19)

con λ ∈ [0, 1]. Tenemos que H0(t) = P1(t), H1(t) = P2(t), además, Hλ(t) es un polinomio Hurwitz para todo λ ∈ [0, 1].
Por lo tanto, H+

n es un conjunto arco-conexo.

Así, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 38. H(Had) con coe�ciente positivos es arco-conexo.

Demostración. Sean P1(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · · + a0 y P2(t) = bnt
n + bn−1t

n−1 + · · · + b0 polinomios Hurwitz
Hadamardizados con coe�cientes positivos, entonces existen

f1(t) = αnt
n + αn−1t

n−1 + · · ·+ α0,

f2(t) = βnt
n + βn−1t

n−1 + · · ·+ β0,

g1(t) = γnt
n + γn−1t

n−1 + · · ·+ γ0, (6.20)

g2(t) = δnt
n + δn−1t

n−1 + · · ·+ δ0,

tal que, f1, f2, g1 y g2 son polinomios Hurwitz con coe�cientes positivos los cuales cumplen que (f1 ∗ g1)(t) = P1(t) y
(f2 ∗ g2)(t) = P2(t), así, se tiene que

αnγnt
n + αn−1γn−1t

n−1 + · · ·+ α0γ0 = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a0, (6.21)

βnδnt
n + βn−1δn−1t

n−1 + · · ·+ β0δ0 = bnt
n + bn−1t

n−1 + · · ·+ b0.
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Ya que H+
n es un conjunto arco-conexo entonces existen

G1,λ(t) = cn(λ)tn + cn−1(λ)tn−1 + · · ·+ c0(λ),

G2,λ(t) = dn(λ)tn + dn−1(λ)tn−1 + · · ·+ d0(λ), (6.22)

tales que

G1,0(t) = cn(0)tn + cn−1(0)tn−1 + · · ·+ c0(0)

= f1(t),

G2,0(t) = dn(0)tn + dn−1(0)tn−1 + · · ·+ d0(0)

= g1(t), (6.23)

G1,1(t) = cn(1)tn + cn−1(1)tn−1 + · · ·+ c0(1)

= f2(t),

G2,1(t) = dn(1)tn + dn−1(1)tn−1 + · · ·+ d0(1)

= g2(t) (6.24)

y cada Gi,λ(t) ∈ H+
n para todo λ ∈ [0, 1]. Ahora consideremos

(G1,λ ∗G2,λ)(t) = cn(λ)dn(λ)tn + cn−1(λ)dn−1(λ)tn−1 + · · ·+ c0(λ)d0(λ) (6.25)

y entonces (G1,λ ∗G2,λ)(t) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado para todo λ ∈ [0, 1] (ver [31]) y

(G1,0 ∗G2,0)(t) = (f1 ∗ g1)(t) = P1(t),

(G1,1 ∗G2,1)(t) = (f2 ∗ g2)(t) = P2(t). (6.26)

Por lo tanto, el conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados con coe�cientes constantes es arco-conexo.

6.2. El Teorema de Kharitonov y el conjunto H(Had)
El teorema de Kharitonov (ver [43]) ha motivado una gran cantidad de investigación sobre el tema de familias

de polinomios estables. Ahora analizamos la siguiente pregunta: Supongamos que tenemos una familia intervalo de
polinomios Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados ¾cada elemento de la
familia es Hadamardizado?. Analizamos el caso para polinomios de grado cuatro en donde necesitaremos el siguiente
resultado.

Teorema 39. El polinomio Hurwitz f(t) = α4t
4 + α3t

3 + α2t
2 + α1t + α0 es Hadamardizado, si y sólo si, g(t) =√

α4t
4 +
√
α3t

3 +
√
α2t

2 +
√
α1t+

√
α0 es un polinomio Hurwitz.

Demostración. La condición necesaria es inmediata. Para probar la condición su�ciente supongamos que f(t) es
Hadamardizado y entonces (ver [52]) se tiene que:

α0α3

α1
<

(√
α1α4

α3
−
√
α2

)2

. (6.27)

Notemos que α2α3 − α1α4 > 0(ya que f es Hurwitz) y entonces

√
α2 −

√
α1α4

α3
> 0. (6.28)

Entonces, si f(t) es Hadamardizado se tiene que√
α0α3

α1
<
√
α2 −

√
α1α4

α3
. (6.29)

de donde 0 <
√
α1α2α3 − α1

√
α4 −

√
α0α3 lo cual implica que g(t) es un polinomio Hurwitz.
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El último teorema nos ayuda a establecer el siguiente resultado.

Teorema 40. Consideremos la familia intervalo F (t) = [a4, b4]t4 + [a3, b3]t3 + [a2, b2]t2 + [a1, b1]t + [a0, b0] la cual
consiste de polinomios Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada
elemento de la familia es un polinomio Hadamardizado.

Demostración. Los cuatro polinomios de Kharitonov son:

k1(t) = a4t
4 + b3t

3 + b2t
2 + a1t+ a0,

k2(t) = a4t
4 + a3t

3 + b2t
2 + b1t+ a0,

k3(t) = b4t
4 + b3t

3 + a2t
2 + a1t+ b0, (6.30)

k4(t) = b4t
4 + a3t

3 + a2t
2 + b1t+ b0.

Cada uno es polinomio Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son Hadamardizados, entonces, aplicando el
teorema previo, los polinomios

g1(t) =
√
a4t

4 +
√
b3t

3 +
√
b2t

2 +
√
a1t+

√
a0,

g2(t) =
√
a4t

4 +
√
a3t

3 +
√
b2t

2 +
√
b1t+

√
a0,

g3(t) =
√
b4t

4 +
√
b3t

3 +
√
a2t

2 +
√
a1t+

√
b0, (6.31)

g4(t) =
√
b4t

4 +
√
a3t

3 +
√
a2t

2 +
√
b1t+

√
b0

son Hurwitz. Por el teorema de Kharitonov se tiene que el polinomio intervalo

G(t) =
[√

a4,
√
b4

]
t4 +

[√
a3,
√
b3

]
t3 +

[√
a2,
√
b2

]
t2 +

[√
a1,
√
b1

]
t+
[√

a0,
√
b0

]
(6.32)

es también Hurwitz. Sea f(t) = c4t
4 + c3t

3 + c2t
2 + c1t + c0 un elemento arbitrario de F (t) donde ci ∈ [ai, bi] para

i = 1, 2, 3, 4 y consideremos el siguiente polinomio en G(t)

g(t) =
√
c4t

4 +
√
c3t

3 +
√
c2t

2 +
√
c1t+

√
c04 (6.33)

el cual es Hurwitz; este polinomio cumple que

f(t) = g(t) ∗ g(t), (6.34)

por lo tanto, el teorema se tiene.

Observación 3. La discusión anterior nos conduce a proponer el siguiente problema abierto.

Problema Abierto 1. Consideremos el polinomio Hurwitz f(t) = αnt
n + · · ·+α1t+α0 con n ≥ 5 y αm > 1; si f(t)

es un polinomio Hadamardizado entonces g(t) =
√
αnt

n + · · ·+√α1t+
√
α0 es un polinomio Hurwitz.

Observación 4. Notemos que, mediante la aplicación repetida de la raíz, el polinomio 2m
√
αnt

n+ · · ·+ 2m
√
α1t+ 2m

√
α0

converge al polinomio tn+ tn−1 + · · ·+ t+1, cuando m→∞, el cual tiene sus raíces distribuidas en el círculo unitario,
y por lo tanto, no es un polinomio Hurwitz. Así establecemos el siguiente problema abierto.

Problema Abierto 2. Sean αnt
n + · · · + α1t + α0 y

√
αnt

n + · · · + √α1t +
√
α0 polinomios Hurwitz. ¾Cuál es el

valor máximo de m, tal que, 2m
√
αnt

n + · · ·+ 2m
√
α1t+ 2m

√
α0 es un polinomio Hurwitz?

Observación 5. Ya que para n de grado mayor o igual a cinco no tenemos un resultado similar al Teorema 40
podemos plantear los siguientes dos problemas abiertos.

Problema Abierto 3. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz de grado n ≥ 5: [an, bn]tn + · · · + [a1, b1]t +
[a0, b0]. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada elemento de la familia
es Hadamardizado.

Problema Abierto 4. Si todos los vértices de una familia intervalo de polinomios con grado n ≥ 5 son polinomios
Hurwitz Hadamardizados ¾La familia entera consiste de polinomios Hurwitz Hadamardizados?
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6.3. El test de estabilidad, H(Had) y Topológia diferencial

El test de estabilidad es un criterio para veri�car cuando un polinomio dado es Hurwitz. Consideremos el siguiente
polinomio de grado n con coe�cientes positivos:

P (t) = Ant
n +An−1t

n−1 + · · ·+A1t+A0. (6.35)

De�nimos el polinomios de grado n− 1

R(t) = A2
n−1t

n−1 + (An−1An−2 −AnAn−3)tn−2 +An−1An−3t
n−3 + (An−1An−4 −AnAn−5)tn−4 · · · , (6.36)

entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 41. P (t) es un polinomio Hurwitz, si y sólo si, R(t) es un polinomio Hurwitz.

Demostración. Ver [11] para una prueba.

La importancia del test de estabilidad fue apreciada cuando Kharitonov lo uso para obtener su celebré teorema.
Además, otra propiedad importante del conjunto de polinomios Hurwitz fue mostrada con el test de estabilidad
(ver [4, 51]). Ahora usamos el test de estabilidad para el siguiente subconjunto del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados:

H(Had)∗n = {f(t) = ant
n + · · ·+ a0 ∈ H+

n : h(t) =
√
ant

n + · · ·+
√
a0 ∈ H+

n }. (6.37)

Como se indica en el problema abierto 1 no conocemos la respuesta a la siguiente pregunta: ¾H(Had)∗n $ H(Had)n o
H(Had)∗n = H(Had)n? A continuación damos un test el cual es aplicable a el estudio del conjunto H(Had)∗n. Este test
es obtenido de la siguiente propiedad: H(Had)∗n es un haz vectorial sobre el conjunto H(Had)∗n−1. Existen trabajos
previos (ver [4, 8]) donde algunas ideas de topología diferencial han sido usadas en el estudio del espacio de polinomios
Hurwitz. Una presentación de estos conceptos puede ser consultada en [4, 8, 15, 35].

6.3.1. Un test para H(Had)∗n
Considerar el polinomio de grado n con coe�cientes positivos como (6.35); de�nimos el polinomio de grado n − 1

de la siguiente forma

Q(t) = A2
n−1t

n−1 +
(√

An−1

√
An−2 −

√
An
√
An−3

)2

tn−2

+An−1An−3t
n−3 +

(√
An−1

√
An−4 −

√
An
√
An−5

)2

tn−4 + · · · (6.38)

y entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 42. P (t) ∈ H(Had)∗n, si y sólo si, Q(t) ∈ H(Had)∗n−1.

Demostración. Supongamos que P (t) ∈ H(Had)∗n entonces
√
Ant

n +
√
An−1t

n−1 + · · · +
√
A1t +

√
A0 ∈ H(Had)+

n ,
por el test de estabilidad tenemos que

An−1t
n−1 +

(√
An−1

√
An−2 −

√
An
√
An−3

)
tn−2 +

√
An−1

√
An−3t

n−3+(√
An−1

√
An−4 −

√
An
√
An−5

)
tn−4 + · · · ∈ H+

n−1. (6.39)

Entonces Q(t) es un polinomio Hurwitz (ver [31]), por lo tanto, Q(t) ∈ H(Had)∗n−1, esto prueba la condición su�ciente.
Ahora si Q(t) ∈ H(Had)∗n−1 entonces obtenemos la ecuación (6.39), por el test de estabilidad tenemos que√

Ant
n +

√
An−1t

n−1 + · · ·+
√
A1t+

√
A0 ∈ H+

n , (6.40)

donde P (t) ∈ H+
n (ver [31]) y entonces P (t) ∈ H(Had)∗n. Por lo tanto, el teorema se tiene.

60



6.3.2. Una aproximación mediante la Topología Diferencial del estudio de H(Had)
Supongamos que el siguiente polinomio de grado n− 1

Q(t) = bn−1t
n−1 + bn−2t

n−2 + · · ·+ b1t+ b0 (6.41)

es un elemento de H(Had)∗n−1, entonces se tiene que

q(t) =
√
bn−1t

n−1 +
√
bn−2t

n−2 + · · ·+
√
b1t+

√
b0 (6.42)

es un elemento de H+
n−1. Podemos calcular la �bra (ver [4, 51]) de q(t):

Ps(t) = stn + b
1/4
n−1t

n−1 +

(√
bn−2

b
1/4
n−1

+

√
bn−3

b
1/2
n−1

s

)
tn−2 +

√
bn−3

b
1/4
n−1

tn−3 +

(√
bn−4

b
1/4
n−1

+

√
bn−5

b
1/2
n−1

s

)
tn−4 + · · · (6.43)

con s > 0; entonces tenemos que:

(Ps ∗ Ps)(t) = s2tn +
√
bn−1t

n−1 +

(
bn−2√
bn−1

+
2
√
bn−2

√
bn−3

b
3/4
n−1

s+
bn−3

bn−1
s2

)
tn−2 +

bn−3√
bn−1

tn−3 + · · · (6.44)

Entonces (Ps ∗ Ps)(t) podría ser la �bra de Q(t). Así, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 43. H(Had)∗n es un haz vectorial con base H(Had)∗n−1 .

Demostración. Sea P (t) = Ant
n + An−1t

n−1 + · · · + A1t + A0 ∈ H(Had)∗n, Q(t) es un polinomio de grado n − 1
de�nido como en la ecuación (6.38). Entonces podemos de�nir ϕ : H(Had)∗n → H(Had)∗n−1 × R de la siguiente
manera: ϕ(P (t)) = (Q(t), ln(bn)).

Ahora de�nimos ϕ−1 : H(Had)∗n−1 × R → H(Had)∗n. Dado el polinomio Q(t) de�nido en la ecuación (6.41) con
l ∈ R, ϕ−1(Q(t), l) es el siguiente polinomio ϕ−1(Q(t), l) = (Pe1/2 ∗Pe1/2)(t) obtenido mediante la sustitución de s por
e1/2 en la ecuación (6.44).

Así, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

,

H(Had)∗n H(Had)∗n−1 × R

H(Had)∗n−1

-ϕ

HHH
HHHj

H
?

(6.45)

donde H es determinado por el nuevo test establecido en el Teorema 40, así, H(P (t)) = Q(t). Por lo tanto, H(Had)∗n
es un haz vectorial con base H(Had)∗n−1.

Observación 6. Del último teorema podemos decir que H(Had)∗n ≈ H(Had)∗n−1 × R y esto implica que

H(Had)∗n ≈ H(Had)4 × Rn−4. (6.46)
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Capítulo 7

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se abordó el estudio de la estabilidad y estabilización de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
además, el estudio del comportamiento de las soluciones del sistemas controlados (estabilidad, presencia de atractores
extraños, etc.) desde distintos enfoques, tales como:

1. La abscisa de estabilidad de un polinomio.

2. La generalización del máximo intervalo de estabilidad.

3. Las propiedades del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

Sobre el primer punto se obtuvieron los siguientes resultados: Se obtuvo una relación entre la abscisa de estabilidad
de un polinomio Hurwitz p(t) y el Teorema de Bialas Generalizado. También se pudo obtener una relación entre las
abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz y su derivada, así como también para polinomios Schur. Esto nos
permitió obtener cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia de tipo Intervalo de polinomios Hurwitz.

Como perspectivas de investigación tenemos que a partir del estudio de la relación de la abscisa de p(t) y la abscisa
de p′(t) tenemos el siguiente problema abierto: Si p(t) es un polinomio Hurwitz de grado n encontrar condiciones
necesarias y su�cientes para tener la igualdad entre σp′ y σp. Este problema se puede generalizar para el caso discreto
(polinomios Schur). Por otro lado, ya que σp es la abscisa de estabilidad del polinomio estable p(t) entonces p(t− σp)
es semiestable entonces es interesante el estudio de la aparición de bifurcaciones cuando p(t − σp) es el polinomio
característico de la parte lineal de un sistema.

Sobre el segundo punto se obtuvieron los siguientes resultados: En el capítulo 4 se introdujo una familia monopa-
rametrica de sistemas que generan multi-enroscados basada en sistemas lineales de�nidos por pedazos (sistemas UDS
de tipo I). Se obtuvieron condiciones para generar una familia de polinomios P (t, k) = p0(t) + kp1(t) para la cual
p0(t) tiene n1 raíces en C− y n− n1 raíces en C+ para todo k en el intervalo máximo de dinámica robusta. Entonces,
obtenemos una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados. Así, tenemos una forma de perturbar
un sistema y generar atractores que presentan multi-enroscados. En el capitulo 5 a partir de una familia de sistemas
de�nidos por pedazos (con un control compuesto de una función multi-saturada y un control con retroalimentación,
con un parámetro k) se genero una familia de sistemas que presentan atractores con multi-enroscados. Se obtuvieron
condiciones necesarias y su�cientes para preservar atractores con multi-enroscados en las soluciones del sistema.

Sobre el tercer punto se obtuvieron los siguientes resultados: Se probo que el conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados es abierto, no-conexo, no acotado y arco-conexo. Además, se obtuvo una condición para veri�car
cuando una familia de polinomios intervalo de grado cuatro consta de polinomios Hurwitz Hadamardizados. También
se obtuvo una aproximación mediante Topología Diferencial para el estudio del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados. Se obtuvieron algunos resultados que son validos para polinomios de grado n y otros resultados que
se cumplen para polinomios de grado cuatro.

Como perspectivas de investigación en este tema a partir del estudio del Teorema de Kharitonov y el conjunto
H(Had) se tienen los siguientes problemas abiertos:

Problema Abierto 5. Consideremos el polinomio Hurwitz f(t) = αnt
n + · · ·+ α1t+ α0 con n ≥ 5 y alpham > 1; si

f(t) es un polinomio Hadamardizado entonces g(t) =
√
αnt

n + · · ·+√α1t+
√
α0 es un polinomio Hurwitz.
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Problema Abierto 6. Sean αnt
n + · · · + α1t + α0 y

√
αnt

n + · · · + √α1t +
√
α0 polinomios Hurwitz. ¾Cuál es el

valor máximo de m, tal que, 2m
√
αnt

n + · · ·+ 2m
√
α1t+ 2m

√
α0 es un polinomio Hurwitz?

Ya que para n de grado mayor o igual a cinco no tenemos un resultado similar al Teorema 40 también podemos
plantear los siguientes dos problemas abiertos.

Problema Abierto 7. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz de grado n ≥ 5: [an, bn]tn + · · · + [a1, b1]t +
[a0, b0]. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada elemento de la familia
es Hadamardizado.

Problema Abierto 8. Si todos los vértices de una familia intervalo de polinomios con grado n ≥ 5 son polinomios
Hurwitz Hadamardizados ¾La familia entera consiste de polinomios Hurwitz Hadamardizados?.
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