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Resumen

En el estudio de oy, la abscisa de estabilidad de un polinomio p(t), se obtuvieron diversas desigualdades entre la
abscisa de un polinomio y su derivada, tanto en el caso Hurwitz como en el caso Schur. Utilizando las desigualdades
mencionadas se obtuvieron cotas inferiores de la abscisa de polinomios intervalo Hurwitz.

Ademas, también se desarrollo una aplicacion de la abscisa de estabilidad de un polinomio p(t) de grado tres, para
el estudio de la dindmica de un sistema controlado el cual tiene a p(t) como su polinomio caracteristico asociado.

Mediante la construccion de un segmento de polinomios, el cual esta caracterizado mediante un pardmetro localizado
en un intervalo Mdzimo de disipatividad e inestabilidad, se pudo generar una familia de sistemas inestables disipativos
que presentan atractores caoticos (con multi-enroscados) en sus soluciones. Por otra parte, a partir de una familia de
sistemas lineales definida a trozos (por pedazos) controlada mediante una funcion de saturacion continua definida por
pedazos se pudo generar una familia monoparametrica de atractores que presentan multi-enroscados en la dindmica
de sus solucién, se obtuvieron condiciones necesarias y suficientes para preservan atractores con multi-enroscados en
términos de un parametro k.

También, a partir del estudio del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados se pudieron demostrar las
siguientes propiedades topolégicas.

El conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizado:

es abierto.

€S 110 convexo.

es no acotado.

= con coeficientes positivos es arco-conexo.

A partir del analisis de una familia de Polinomios Intervalo se pudo demostrar que si los polinomios de Kharitonov de
una familia de grado cuatro son polinomios Hadamardizados entonces toda la familia esta compuesta de polinomios
Hadamardizados.



Introduccion

En esta tesis hemos trabajado tres temas interesantes sobre la estabilidad de sistemas lineales:

1. La abscisa de estabilidad de un polinomio y su relaciéon con la aparicion de bifurcaciones.

2. El maximo intervalo de estabilidad y su generalizacién a Méaximo Intervalo para la presencia de enroscados.
3. La abscisa de estabilidad y el producto de Hadamard.

Comenzamos exponiendo algunas ideas sobre la abscisa de estabilidad. En el anélisis de la estabilidad de un sistema de
ecuaciones diferenciales podemos estudiar la parte lineal del sistema, en la tesis doctoral de 1892 Problema general sobre
la estabilidad de movimiento, Liapunov defini6 rigurosamente los conceptos principales de la Teoria de la estabilidad
y destaco los casos en que la linealizacion implica la estabilidad local del sistema. Para la estabilidad asintética de un
sistema continuo es necesario que todas las raices de su polinomio caracteristico asociado se encuentren en C~, donde
C~ es el conjunto de ntmeros complejos que tienen parte real negativa. En el caso en que un polinomio tenga todas
sus raices en C~ se dice que es un polinomio Hurwitz.

Diversos matematicos se han ocupado del estudio de la determinacién del nimero de raices de ecuaciones algebraicas
en determinados lugares (dentro y fuera del eje real, en la mitad del plano, etc) desde las primeras décadas del siglo
XIX, tales como, Cauchy, Sturm, Jacobi, Borchardt, Cayley, Sylvester y Hermite. Routh (1887) y Hurwitz (1895)
demostraron que la estabilidad se puede determinar directamente de los coeficientes del polinomio caracteristico
asociado. Los trabajos de Routh y Hurwitz, dieron lugar al Criterio de Routh-Hurwitz, probablemente el criterio mas
popular para determinar si un polinomio es o no polinomio Hurwitz.

Diversos problemas de la mecéanica, de la fisica y de la teoria del control se reducen al problema de las raices de los
polinomios, esto motivo numerosas investigaciones que tenian por objeto conocer la posicion de las raices en el plano
complejo sin conocerlas. Para los polinomios de coeficientes reales se buscaban las cotas entre las que podian estar
estas raices, asi se elaboraban métodos para la bisqueda de cotas entre las que estan comprendidas las raices reales de
un polinomios de coeficientes reales, obteniéndose diversas cotas para las raices reales. Una de las diversas aplicaciones
del Criterio de Routh-Hurwitz es el estudio de cotas superiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio [34], donde
o, se define de la siguiente manera:

Definicién 1. Si p(t) es un polinomio estable de grado n con ceros wy, ..., wy, el nimero negativo
Op = MaTi<m<n{ Re (wn)}
es definido como la abscisa de estabilidad de p(t).

Si o), es la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(t) entonces podemos predecir una cierta tasa minima de
decaimiento, por otra parte, el célculo de la abscisa de estabilidad a sido requerido en el diseno de sistemas dindmicos
y de control (ver [69], [70], [71]).

En este trabajo se estudia la abscisa de estabilidad de un polinomio y presentamos varias cotas inferiores de la
abscisa de estabilidad a partir de una relacion entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(¢) y su
derivada p’(t), esta desigualdad la usaremos para obtener cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio
estable. Después utilizaremos la desigualdad obtenida para obtener cotas inferiores de Familias de Polinomios Intervalo
estables. Extendemos el estudio de la abscisa de estabilidad a polinomios Schur estables (polinomios cuyas raices se
encuentran dentro del circulo unitario D); presentamos una relacion entre las abscisas de estabilidad de un polinomio
Schur p(t) y su derivada p’(t), utilizando esta desigualdad para obtener cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de



un polinomio Schur estable. Los polinomios Schur son importantes en el estudio de la estabilidad de sistemas discretos
(ver [41]).

Después explicamos de que manera la abscisa de estabilidad puede ser util en el estudio de bifurcaciones y en la
generacion de atractores extranos. Existen muchos estudios acerca de este tipo de atractores (ver [18, 53, 56]). Estos
atractores han sido utilizados en aplicaciones en electronica (ver [39, 45, 68]).

El segundo tema que trata esta tesis es el que tiene que ver con el Maximo Intervalo de Estabilidad: dado un
polinomio Hurwitz p(t) de grado n y un polinomio arbitrario ¢(¢) consideremos la familia p(t) + kq(t) donde k € R.
El Méximo Intervalo de Estabilidad es denotado por (kmm,kmasx) de modo que p(t) + kq(t) resulta ser Hurwitz
para todo k € (kmin, kmsx), kmin €s conocido como el Minimo Extremo Izquierdo y kpsx como el Maximo Extremo
Derecho. En esta tesis hemos generalizado este concepto de la siguiente manera: dado un polinomio p(t) con m
raices en CT y n — m raices en C~ y otro polinomio ¢(¢) con grado < m queremos encontrar el méximo intervalo
(Amin, Amax) de modo que p(t) + Aq(t) tenga m raices en CT y n — m raices en C~ para todo A € (Amm, Amax) ¥
utilizaremos este resultado para investigar una familia de sistemas monoparamétricos en R? que preservan la presencia
de atractores cadticos cuando el pardmetro k esta en el intervalo. El tercer tema de la tesis es relacionar la abscisa
de estabilidad con el producto de Hadamard. Dados dos polinomios f(t) = ant™ + an_1t"" ' + -+ +ait +ag y
g(t) = but™ + by _1t" 1 4+ -+ + byt + by el producto de Hadamard de f y g esta denotado como f x g y esta definido
como (f *g)(t) = anbpt™ + an_1b,_ 11" "1 + -+ a1bit + agbo. En este trabajo solo obtuvimos resultados para grados
pequenos, pero el inicio de la investigacidén nos permitié obtener importantes propiedades del conjunto de polinomios
Hurwitz Hadamardizados.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 mencionamos todos los trabajos sobre la
abscisa que fueron desarrollados anteriormente a esta tesis. El capitulo 2 esté dedicado a presentar nuestros resultados
teoricos. A partir del Teorema de Gauss-Lucas se obtienen cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio
Hurwitz, estos resultados se pueden extender al estudio de cotas inferiores de la Abscisa de estabilidad de Familias de
polinomios Intervalo asi como también se obtienen cotas inferiores para la abscisa de estabilidad para el caso discreto
(polinomios Schur). En el capitulo 3, a partir de la definicién de la abscisa de estabilidad como un pardmetro de
bifurcacion se generan atractores que presentan multi-enroscados partir de sistemas controlados definidos por pedazos.
Se da una aplicacion de la abscisa de estabilidad mediante el traslado de las raices de un polinomio Hurwitz de grado
tres para tener un nuevo polinomio inestable con dos raices en C* y una raiz en C~, el cual forma parte de una familia
de polinomios tipo Segmento de polinomios, la cual es caracterizada por un pardmetro que varia en un intervalo
que preserva la dindmica de un sistema asociado a la familia obtenida. Entonces aplicamos estos resultados para la
generacion de una familia de atractores basada en una clase de sistemas inestables disipativos de tipo afin a sistemas
lineales.

En el capitulo 4 dado un polinomio p(t) con m raices en Ct y n — m raices en C~ y otro polinomio ¢(¢) con grado
menor que n encontramos un intervalo (Amm, Amax), tal que, p(t) + kq(t) tiene m raices en C* y n — m raices en C~
Vk € (Amm, Amsx)- Esto nos permite generar una familia monoparametrica de sistemas en R? donde se preserva la
presencia de atractores catticos, en estos sistemas utilizamos sistemas lineales por pedazos para generar atractores con
enroscados. En el capitulo 5 continuamos generando la presencia de atractores cadticos pero ahora utilizamos funciones
de saturacion. En el capitulo 6 se estudia la relaciéon entre la abscisa de estabilidad y el producto de Hadamard de dos
polinomios, también se dan algunas propiedades del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados (H(Had)).



Capitulo 1

Antecedentes sobre el estudio de la Abscisa
de estabilidad

Consideremos un polinomio p(z) de grado n de la forma siguiente:
p(z) =2"4+a 2" '+ ta, (1.1)

donde ay, ag, ..., a, son numeros reales, los ceros de p(z) son denotados por &, - ,&,. Asi definimos la abscisa de
estabilidad de p(z) de la forma siguiente

0= mix Re(&;)
Teorema 1 (Criterio de estabilidad espectral). El polinomio p(z) es asintdticamente estable, si y sdlo si, o < 0.

Ver [38] para una demostracion. Varias “cotas inferiores” para la abscisa de estabilidad han sido dadas por G. F:
Schrack [61]. El proposito de esta seccion es mostrar algunas cotas superiores negativas para la abscisa de estabilidad
para un polinomio que se sabe que es estable. Tales cotas podrian ser obtenidas numéricamente como en el trabajo de
V. Zakian [71].

Nuestro interés, sin embargo, se encuentra en las cotas que son expresadas explicitamente en términos de los
coeficientes del polinomio. Un problema més sencillo surge en la determinacion explicita de cotas inferiores y superiores
para el modulo de los ceros, por ejemplo, consideremos el polinomio real (6.1) con ag = 1 y sea A el maximo de los
modulos de los coeficientes a1, as, ..., an:

A =max (Jar, [azl, .. ., [an]).

Entonces el nimero 1+ ;io es una cota superior para los modulos de todas sus raices reales o imaginarias (|z| < 1+ a%),
no obstante, esta cota suele ser muy grande si solo nos interesan las raices reales. (Ver [46] y [55]).

El problema de encontrar cotas superiores para la abscisa de estabilidad fue propuesto por O. Taussky [64]. Dos
de los resultados (Teorema 4 y 5) dependen en forma especial de un resultado de la teoria de control lineal debido a
Biickner [16].

La solucion del problema de estabilidad debida a Hurwitz [40] es de la forma siguiente: Sea ag = 1, a; = 0 para
k < 0y para k > n y consideramos los llamados determinantes de Hurwitz de orden k =1,2,... n.

Hy, = det (th)7 1< i?ja <n,
donde hij = ag;—j-.
Teorema 2 (Criterio de Routh—Hurwitz, [40]). El polinomio (6.1) es estable, si y sélo si, H, >0, k=1,2,...,n.

Este criterio de estabilidad y otros relacionados pueden consultarse en [11], [22], [30] y [47]. El problema de
encontrar cotas superiores para la abscisa de estabilidad o de un polinomio estable puede dar la siguiente interpretacién



cuantitativa: jConociendo no solo que los determinantes Hurwitz son positivos, sino también su valor numérico,
podemos decir algo sobre el valor numérico de o?

A continuacion se presentan tres desigualdades para o que involucran determinantes Hurwitz. Las primeras dos
requieren de un radio de inclusion para p, i.e., de un ntimero R > 0, tal que, |£;| < R, para todos los ceros &; de p.
Tal radio de inclusion puede ser construido a partir de los coeficientes del polinomio (Ver Marden [55]). Un radio de
inclusion es dado por la féormula

R =2 max |a;|*
1<k<n

1.1. Antecedentes sobre el calculo de Cotas Superiores para la abscisa de
estabilidad de un polinomio estable

A continuacion presentamos un primer resultado.

Teorema 3. Sea R un radio de inclusion para el polinomio estable p. Entonces su abscisa de estabilidad satisface

—n(n—1) —(n—1)(n+2)
2 2

o< -2 ‘R - H,. (1.2)

El Teorema 3 nos da una primera cota superior para la abscisa de estabilidad, su demostracién esta basada en la
Formula de Orlando (ver [30]), a continuacion se presenta un ejemplo donde se aplica este Teorema.

Ejemplo 1. Sea p(z) = (z +1)7 = 27 + 725 +212° + 3523 + 2122 + 72+ 1, donde ag = 1, a1 = 7, ay = 21, a3z = 35,

as = 35, a5 = 21, ag = 7, a7 = 1, entonces, R = 7(2) = 14, Hy = 2097152, n = 7, ==t — 16 — o1
7(n712)(n+2) _ 7(62)(9) —

—27, por lo tanto,
—l=0 < —2721.14727. 2097152

—2097152 _33
Teorema 4. Bajo las hipdtesis del Teorema 3 tenemos que:
H,
< _2n . R72’n+2 n 1.3
7= Hn72 ( )
Ver [34] para una demostracion.
Del ejemplo anterior, R = 14, H; = 2097152 > 0, H; = 473088 > 0. Por lo tanto
2097152
—l=0 < —277. 147 M2 =
7 473088
—2097152 1
—_— : = —6.1x 10716,
473088 < 2ropan — Ox 10
Para formular el siguiente resultado utilizaremos una notacién adicional. Sea
se=Y & k=012, .. (1.4)

i=1

(lamada “suma de Newton”). Siendo polinomios simétricos en los ceros estos niimeros deben ser expresables como
polinomios en los coeficientes de p.
Denotamos por Dy, el determinante de orden k + 1,

Dy =det(d;;),0<14,5,<k, k=0,1,2,---, (1.5)
donde

dOj = (_1)jsk7ja ] = Oalv"' ak,
dij:a%—l—j:i:la"'7ka.j:Oa"'ak' (16)

Asi tenemos el siguiente teorema.



Teorema 5. Sea el polinomio p(z) = 2" + a12™ + - - - + a,, estable y ademds

Entonces o, la abscisa de estabilidad de p satisface la siguiente desigualdad

1

Ver [34] para una demostracion.
Notacién. Del Criterio de Routh-Hurwitz tenemos que Hy = det (h;;), donde si k = 3.

a; Qo 0
Hy=1| a3 a2 @
as a4 as
Ya que det A = det A’
ay; Qo 0 a1 agz as
az az ai |=,| a az a4
as a4 as 0 a; as

Ejemplo 2. Sea p(z) = (2 + 1)7 = 27 4+ 725 + 212° 4 352% + 3523 + 2122 + 72 + 1. Aqui 0 = max{¢} = —1 con
CGi=C=—-1Vii=1,2,...,7, construimos la matriz de Hurwitz H(f).

73 21 1 0 0 0
121 33 7 0 0 0
0 7 3 21 1 0 0
Hf)=[0 1 21 3 7 0 0
00 7 3521 1 0
00 1 213 7 0
00 0 7 35 21 1

Los menores principales son: Hy = 7, Hy = 112, Hy = 2352, Hy = 43008, H5 = 473088, Hg = 2097152 y H~
2097152, todos positivos. Ademds, R = 2maxi<k<n |ag| ¥, entonces R =2 - |ay|T = 2(7) = 14.

Realizando la suma de Newton para este polinomio tenemos que s, = > ., Cf (k=0,1,2,...,7), asi so =7, 51 =
7,8 ="T7,83=—7,84=7,8,=—7,8 =7y Sy =—7. La expresion s+ a15¢+a255+a3S4+a453+ass2+ags1+arsg
es igual a

=T+ (N7 + CL(=7) + 35)(7) + (35)(=7) + 1)(7) + (T)(=7) + (1)(7) = (T = T)az = 0

Ahora calculamos Dy, utilizando las expresiones correspondientes; D1 = 42 > 0, Do = 490 > 0, D3 = 6272 > 0, ...,
Dg = 229376 > 0. Calculamos el valor A;

72 D)? Dy)? D3)? Dy)? D5)? Dg)?
a= LD D Ds)” | [Da” | [Ds]” | [De
Y Hy-Hy Hs-Hi Hy-Hy Hs-Hs Hg-Hy Hy;-Hs
SN G N [56448]2 [229376]? [229376]?

112-1  2352-7  43008-112 = 473088 -2352 2097152 -43008 = 2097152 - 473088
=49

Asi, =1 =0 < —% = —45 = —0.204 (Cota mejorada,).

En las tres estimaciones (1.2), (1.3) y (1.7) las expresiones de la derecha dependen de todos los coeficientes (aq,
as, ..., ap) del polinomio.

En la demostracion de los Teoremas 4-5 se utiliza una férmula debida Biickner [16] y desarrollada después por
Effertz [26], ademas de técnicas de transformadas de Fourier y Laplace.



1.2. Antecedentes sobre el calculo de Cotas Inferiores de la abscisa de
estabilidad de un polinomio estable
En esta seccién presentamos cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de un polinomio utilizando funciones

simétricas de los ceros.
Sin pérdida de generalidad vamos a considerar un polinomio estable de la forma siguiente.

n
p(z) = Zajzj, an >0,n>1, (1.8)
j=0
cuyos ceros son z;, 1 = 1,2,...,n. Entonces, la abscisa de estabilidad o es definida como
= 3 ; ]..
o 11;11_&2(” Re(z;) (1.9)

Este parametro se denomina en ocasiones como el grado de estabilidad. Aunque el término abscisa de estabilidad tiene
preferencia ya que grado implica una cierta cantidad entera.

Los indices n, i y j se usaran de manera habitual para los siguientes rangos: n = 2,3,...; i = 1,2,...,n; j =
0,1,...,n.

1.2.1. Cotas inferiores a partir de funciones simétricas elementales

Las cotas inferiores del Teorema 6 son estructuralmente més simples que las de los siguientes teoremas, estas cotas
son funciones de las funciones simétricas elementales de los ceros de p(z).

Teorema 6. Sea p(z) un polinomio real estable y sea o su abscisa de estabilidad como fue definida en (1.8) y (1.9).

FEntonces las constantes
n\ " /n a Y=
m ) a;

son cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de p(z), es decir,
Spi <o, m=0,1,--,i—1.

La igualdad se tiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales, excepto para Syp_1,, pare la cual la igualdad se tiene
st todos los ceros tiene igual parte real.

n+1

Ver [62] para una demostracién. El teorema 6 define ("7") cotas inferiores. El siguiente teorema muestra la mejor

cota inferior de este conjunto.

Teorema 7. Sea p(z) un polinomio estable real y sean S, cotas inferiores de la abscisa de estabilidad como fueron
definidos en 1.8 y 1.10. Entonces la mejor cota inferior estard entre las cotas siguientes

n—=~k Qg
S = — ) k=01, n—1.
k,k+1 <k+1> (ak+1), PE) ) TV

Ver [62] para una demostracion. A partir de este teorema se desprende el siguiente corolario.

Corolario 1. Sea p(z) un polinomio real estable y sea o su abscisa de estabilidad definidos como en 1.8 y 1.9. Ademds,
sea 1 < 0 un ndmero dado y sea q(z) un polinomio con abscisa de estabilidad . Una condicion necesaria para que
p(z) sea al menos estable como q(z) es que las siguientes desigualdades

ag N k—l—l.
ag+1  n—k

lp|, k=0,1,--- ,n—1, (1.11)

se satisfagan.

Este corolario es una generalizacion de la siguiente condicién necesaria: Un polinomio estable tiene coeficientes
positivos y de hecho se reduce a esta condicién para p = 0.
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1.2.2. Cotas inferiores a partir de sumas de potencias

Cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio p(z) pueden obtenidas a partir de funciones simétricas
de los reciprocos de los ceros de p(z).
Consideremos el polinomio siguiente

o) =p (1) = Tt

Cuyos ceros son z;l.

Consideremos ahora las sumas de potencias de los reciprocos de los ceros de un polinomio p(z). Denotemos la k-
ésima suma de potencias por sg, es decir,

se= 7 k=12 (1.12)

Especificamente, las primeras cuatro sumas de potencias como funciones de los coeficientes de p(z) son

s1 = —ai/ao,
sy = (a3 —2apaz)/a?,
s3 = (—a}+3apaiaz — 3alaz)/aj,
(4t 2 2 2 2 3 4
sa = (a7 —4apaiaz + 2aja; + dagaras — dagas)/ag.

Tales sumas de potencias apareceran en el siguiente teorema.

Teorema 8. Sean p(z) un polinomio real estable, o su abscisa de estabilidad y sg, (k = 1,2,---,) las sumas de
potencias de los reciprocos de los ceros de p(z) definidos como en 1.8, 1.9 y 1.12 respectivamente. Entonces, para
sk £ 0, las constantes

sg >0, k impar,

_((_1\k+1 —1\1/k
(=)™ neps; ) s <0, k par,

T, =
Ve o—1Y1/k s >0, k par,
(=1)"ns; ) s, <0, k impar,

donde cj, = cosFt1 (%), son cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de p(z), es decir,

Thy<o, k=1,2,---.
La igualdad se tiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales.

Ver [62] para una demostracion.

1.2.3. Cotas inferiores a partir de otras funciones simétricas

Adicionalmente diversas cotas inferiores de la abscisa de estabilidad pueden ser obtenidas a partir de otras funciones
simétricas elementales.
Consideremos la siguiente funcion simétrica de los reciprocos de los ceros de un polinomio p(z) definida por

h(z) = Z (222;,) "%
i k=1,ik

En términos de los coeficientes de p(z),
h(z) = (3azap — agal)a0_2.

Obtenemos la siguiente cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio real estable p(z) para h(z) # 0:

s/nn—1)c

= T

< op,
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con
o 1 para h(z) > 0.
| -1 parah(z)<0

La igualdad se obtiene si todos los ceros de p(z) son reales e iguales.

1.3. Antecedentes sobre el calculo de Cotas superiores para la abscisa de

estabilidad de un polinomio intervalo estable
El problema de la estabilidad en Familias Intervalo de Polinomios fue planteado originalmente por Faedo [28], quien
trat6 de resolverlo utilizando las condiciones de Routh-Hurwitz, hasta que Vladimir L. Kharitonov dio una solucién
completa al problema. Kharitonov mostré que se puede concluir que una familia intervalo de polinomios es estable si
Unicamente cuatro elementos de esta familia, llamados polinomios de Kharitonov son estables, publicé por primera
vez su Teorema para polinomios reales en 1978 [43]. El trabajo de Barmish [9] introdujo este resultado en la literatura

occidental.
Consideremos el conjunto de polinomios estables

fo(z) =2"+a1 2"+ asz? + -+ ap_12 + an,
donde cada a; es un nimero real que satisface las desigualdades
a; <ap < Bz(Z: 1,2,...,’[7,).

En esta seccién se obtienen algunas cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto de polinomios.

1.3.1. Preliminares

Consideremos el polinomio

fo(2)=2"+a12" V d a2 2+ Fap_12+ ap, (1.13)
donde los a; son nimeros reales que satisfacen las desigualdades
donde «;, £; son nimeros reales. Denotamos
a = (a1,Q9,...,05),
5 = (51)627"'7571))
a = (a17a27"'7an)7
donde «;, B;, a; son nimeros reales.
Sean A1, A2, ..., A, las raices del polinomio f,(z). El polinomio f,(z) es llamado estable si Re(\;) < 0 (i =
1,2,...,n). Sea G™ el conjunto de todos los polinomios estables de la forma (1.13) donde los coeficientes son reales.

Por S[a, 3] denotamos el conjunto de todos los polinomios de la forma (1.13) donde los coeficientes satisfacen las
desigualdades

aigaig,@i(izl,l...,n). (].].5)
ademas, sea T'[a, /3] el conjunto de todos los polinomios de la forma (1.13) donde los coeficientes satisfacen las relaciones
al:aléalzﬂ, (’L:LQ,,H) (].].6)

El conjunto T[«, ] contiene 2™ polinomios. Es conocido de [10], [11], [22] vy [43], que S[a, 5] € G, si y sdlo si,
Tla, 5] € G™. El conjunto S|, 8] es llamado estable si cada polinomio f,(z) € S|a, 8] es estable. Analogamente, el
conjunto T'[a, 5] es llamado estable si cada polinomio f,(z) € T'[c, §] es estable. El nimero w = méaxi<;<, Re()\;) es
llamado la abscisa de estabilidad del polinomio f,(z) € G™.

El ntimero w, tal que, w = maxy, (»)es[a,g] [MaX1<i<n Re(A;)] es llamado la abscisa de estabilidad del conjunto
Sla, B] C G™. En esta seccion se obtienen algunas cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto S|a, 5] C
G".
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1.3.2. Estimaciéon de los determinantes de Hurwitz para un polinomio intervalo

Sean

D = [alvﬁl] X [O‘Q?ﬁQ] X X [ana/@n]a
Dy = {(v,72---sMm) €ED v =a1 V= B,
Vo= VY2 =2, = n VY = B}

Para el polinomio f,(z) consideremos (ver|30|, [47]) la matriz Hurwitz H = {b;;} (i,j =0,1,2,

bij = Q24+1—j (Z,j = 0,1,...,n— 1)

ap, = 0 para k<0yk>n,

apg = 1.
Por di (k=1,2,...,n) denotamos el menor principal de orden k de la matriz H. Por lo tanto,

_ _ aq 1
dl —al,dg = a3 ag s etc.
Asi que d,, es una funcion (un polinomio) de los coeficientes aj, ag, ..., ay.
Sea
dn =dp(a1,az,...,a,) =dy(a) = det (H),

donde a € R"™,

hi(z) =dn(ar,a9,...,a4i-1,2,8i41,-..,a,) (1 =1,2,...,n).

Por lo tanto, h;(z) es un polinomio en la variable z con coeficientes reales.
Supongamos que
fa(2) =2" +a12" 7+ a22" P+ ans1z + an = u(2) + w(2)

es un polinomio estable, donde

wz) = aptan—22®+an_azt+---

’LU(Z) = ap-12+ an—SZS + an—5z5 + .-
Sean

21,22, 23,... las raices del polinomio u(z),
y pr— p— —

Z1,22,23,.-. las raices del polinomio w(z),
donde

Im(z1) <Im(z9) <Im(zz) <---

y

Con estas notaciones y suposiciones tenemos (ver[11], [22], [30]) el siguiente lema.
Lema 1. El polinomio f,(z) = u(z) +w(z) es estable, si y solo si,

Re(z;)) = 06@=1,2,...)
Re(z)) = 06=1,2,...)

Im(Z1) < Im(z1) < Im(Z2) < Im(z2) < ---
Im(z) < Im(?l) < Im(zg) < Im(EQ) < o

13
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Sea b; un nimero complejo, tal que, Im(b;) # 0. Consideremos el polinomio
gn(z) =2"+ az" M tagm 24+ aj,lz”*j“ + bjz”*j + asz"*j*l 4+t ap_12 + ay,. (1.18)
Ademas, sean p1, p2, ..., pn las raices del polinomio g,(z). Asi tenemos el siguiente resultado.

Lema 2. [13]. Si f,(2) es un polinomio estable con coeficientes reales, con Im(b;) # 0, entonces las raices del polinomio
gn(2) satisfacen que
Pk + pi #O(kal: 1,2,...,71).

Demostracion. De la hipotesis de que Im(b;) # 0 y ya que cada a; es real tenemos que Im(p;) #0 (1 = 1,2,...,n).
La prueba del Lema 2 se hara por reduccion al absurdo. Supongamos que existen py y p, tales que

e = a+if
pp = —pp=—a—ip,
donde S # 0.
En primer lugar, vamos a demostrar que a # 0. Supongamos lo contrario, que o = 0.
Entonces

Pr = i3, pL = —if (6 7& 0)7 gn(zﬂ) = gn(_iﬁ) =0.

Para n — j par, tenemos que

Gn(iB) + gn(—iB) = 2[an — an—2B* + an_af* — -+ b;(iB)" -] = 0.
Por lo tanto, Im(b;) = 0, contradiciendo la suposicién de que Im(b;) # 0. Para n — j impar, tenemos que
gn(zﬁ) - gn(_iﬂ) = Qi[an—lﬂ - an—SBB + -+ bj(i)nijil(ﬂ)nij o ] =0.

Por lo tanto, Im(b;) = 0, otra vez contradiciendo la suposicién de que Im(b;) # 0. Esto completa la prueba de que
a #0.
Sea pr = a + i, por hipdtesis
Pe = —pi; gnlpk) = gn(p1) = 0.

Por lo tanto, para n — j impar, tenemos que

In(pr) + gn(—pr) = 2u(px) =0

y para n — j par, tenemos que
9n(pr) = gn(—pr) = 2w(py) = 0.

Por lo tanto, pr = a + if(a # 0) es una raiz del polinomio u(z) o de w(z). Esto contradice el Lema 1, porque el
polinomio es estable. Esto completa la demostraciéon del Lema. O

Ver [13] para una demostracion.

Sean ugz), ug), o u,(fi) (r; < n) las raices del polinomio h;(z) (i =1,2,...,n).

Establecemos un lema que serd util mas adelante.
Lema 3. [15]. Si el polinomio f,(z) es estable entonces todas las raices del polinomio h;(z) son reales, i.e., ]m(u;-i)) =
0G=12..,r:i=12,...,n).

Demostracion. Supongamos lo contrario, digamos que existe 3, tal que, h;(3) = 0 con Im(3) # 0 . Entonces, para el
polinomio ' o .
pn(z) = 2"+ a1z" 4 a2 T B T a2 T a2 Fan

tenemos que

hz(ﬁ) = dn(al,ag, .. .,ai_l,B, Ai41,-- .,an) =0.
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De la formula de Orlando [30], para el polinomio p,(z), tenemos que

dn(ay,az,... a1, B, 6511, an) = (=1)" D2, T (vi+7) =0. (1.19)
1<i<j<n

donde 71, ¥2, - - ., Yn son las raices del polinomio p,(z). La hipotesis de que el polinomio f,,(z) es estable implica que
an # 0. De esto y de la ecuacion (1.19), se tiene que existen ~; y 7, tales que, 74 + v = 0. Esto contradice el Lema
2, por lo tanto, el Lema 3 es verdadero. O

Ahora probaremos el siguiente Teorema.

Teorema 9. [13]. Si

fu(z) =2"+ a1z" Va0 24 an_12 + an, fn(z) € S, B] C G™,

entonces
(rlréilrjl dp(a) = arrelgll dy(a)
Demostracion. Sea
s = (517527 ey A1, X Gy 1y ,En) €D CR",
s = (51,52,...,67;,1,041',6“,1,...,670,
5 = (@1,82,-.,8i—1, 8, Git1,-- -, 0n)s

donde los @; son constantes para j # i.
Vamos a demostrar que

min  h;(z) = min (dy(s), dn(5)). (1.20)
£€[Ct»;,ﬂi]
Sean z1, Za, ..., x, las raices del polinomio h;(z) y y1, y2, - - -, yr—1 las raices de d}gig(f). De la hipétesis f,, € S[a, 8] C

G"™ y del Lema 3 se tiene que todas las raices del polinomio h;(x) son reales. Por lo tanto, las siguientes desigualdades
son verdaderas
21 <Y1 <22 <yY2 < <yYpo1 < T
Por lo tanto, si z, < oy (0 B; < 1) y € [ay, B;], se sigue que %ff) # 0,y (1.20) es cierta. De la hipotesis f,,(z) € G,
tenemos que, x; ¢ (o, 3] (1 =1,2,...,n).
Por lo tanto, para [oy, B8;] C [z, Tk+1] existe al menos un punto yx € [, B;], tal que

dhi(yx) _ 0y d?hi(y)

0
dz dz? <5

(hi(zk) = hi(zk41) = 0, h;(z) > 0 para = € [a;, Bi] C [Tk, Trt1])-
Por lo tanto, (1.20) se satisface para (i=1, 2, ..., n), lo cual completa la prueba del Teorema 9. O

E Teorema 9 puede ser usado para encontrar min,ep dy,(a).

1.3.3. Cotas superiores para la abscisa de estabilidad del conjunto S|a, ]

Sea f,(z) un polinomio, tal que, f,(z) € S[a, 8] C G™ y supongamos que

fa(z) = (2 = M)(z = Do)+ (2 = D) (1.21)
Definimos
w= mix [méix Re(\;)].
fn(2)€S[a,B] 1<i<n
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Ya que f,(z) € S|, 8] C G™, se tiene que, a; >0 (i =1,2,...,n).
De esto se sigue que (ver [55], pag. 106)
a2 % Qnp

)\i|§max<a1,, e
ap az Ap—1

), (i=1,2,...,n)

y de las desigualdades (1.15) tenemos que

) B2 B3 Bn ) .
il < max N T arat=1,2,...,n. 1.22
< mie (50 22 ) (12)
Sea R > 0 un ntimero real, tal que, para todo f,(z) € Sla, ]
NI <R(E=1,2,...,n). (1.23)

Por lo tanto, un ntimero R que satisface las desigualdades (1.23) puede ser obtenido, por ejemplo, de las desigualda-
des (1.22).
Vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 10. [13]. Si
fo(z) =2"+ a1z" Va2 24 tan_12+a, = (z=A)(z—=A2) - (z— M)
y fn(2) € Sla, B] C G™, entonces

w= méx [méx Re(\;)] < —27"("D2R=(n=Dn42)/2 1niy 4, (a)
fn(z)eS[a,B] 1<i<n a€D;

Demostracion. De la formula de Orlando aplicada al polinomio f,(z), tenemos que

dy(a) = (_1>n(n—1)/2an H (Ai+A)) = (_1>n(n—1)/2H(_)\l) H (A + ).
1<i<j<n =1 1<i<j<n
En el caso donde w = méx;<;<, Re(A\;) = g, obtenemos que
dp(a) = (=1)"" D2 [T T e+ M),
1=1 1<i<j<n
1#k
dn(a) < (7Q)Rn71(2R)n(n71)/2 _ (7Q)2n(n71)/2R(n71)(n+2)/2.

Por lo tanto
w< —Q_n(n_l)/QR_(H_U(”J'_Q)/QCZ”(G). (1.24)

En el caso donde w = méxi<i<, Re(\;) = Re(Ax), Az = \; v k < [, obtenemos que

dn(a) = (1" D 2a,00) T i+ )
1<i<j<n
i#k,j#l
dn(a) < (_£)2Rn(2R)n(n—l)/2—l _ (_g)2n(n—1)/2R(n—1)(n+2)/2. (125)
Las desigualdades (1.24) y (1.25) dan

w< _2—n(n—1)/2R—(n—1)(n+2)/2dn(a).

De esto y del Teorema 9, tenemos que

w= méx [méx Re()\;)] < -2 D2R=(=DM+2/2 iy d, (a)
fn(2)ES[0,8] 1<i<n a€D,
Esto completa la prueba del Teorema 10. O
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Ejemplo 3. Consideremos el siguiente polinomio
f3(2) = 22 4+ a12% + agz + as, (1.26)
donde

1.5<a; <16

2<ay <225
1<a3 <2, (1.27)
En este caso tenemos que
a = (1.5,2,1)
8 = (1.6,2.25,2)
D = [1.5,1.6] x [2,2.25] x [1,2]

Dy ={(v1,72,73) ED:71 =15Vy =16,72 =2V =225y =1V 3 =2}
ds(a) = det H = ajasas — ag.

El conjunto T[«, 8] contiene los siguientes polinomios

= 224152242241
= 2241522+22+2
224+ 1522 +2.252+1
23 +1.52% 42252+ 2
= 2241622+22+1
22 4+1.622 42242
22 4+1.62°2+2.252 +1
= 22 41.622+2252+2

[

[\v]

w
N

ot

[}
N

-3

[o]

| | | =l :a\ | | |

~~ Y~ o~~~

\./\_/\./\./\23/\_/\./\./
I

Es fdcil verificar que los polinomios f(z), fo(2), -.., f,(2) son estables. Por lo tanto, todos los polinomios (1.26)
satisfaciendo las condiciones (1.27) son estables.
Denotemos por H; la matriz Hurwitz para el polinomio f,(z) (i =1,2,...,8).
Sean
d; = det (H;) (i =1,2,...,8).
En este caso tenemos que dy = 2, do = 2, d3 = 2.375, dy = 2.75, d5 = 2.2, dg = 2.4, d7 = 2.6, ds = 3.2. Del Teorema 9
obtenemos que

géleg(a) = ZIéIBdg(a) =min (dy,ds,...,d,) = 2.

De las desigualdades (1.22) tenemos que

R = méx (ﬁh %, Z’) = méx <1.6, & 2> —-16

y del Teorema 10, para R = 1.6, tenemos que

w < —273(1.6)7°2 < —0.023.
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Capitulo 2

Nuevos resultados sobre la abscisa

Los resultados de este capitulo estan contenidos en el trabajo [23].

2.1. Construcciéon de una familia de polinomios

Consideremos el polinomio estable p(z) con raices &, &;
p(z) = 2° + a1z +ag, p'(2) = 22 + a1, p'(2) = 2,
definimos la abscisa de estabilidad como o := méx;<;<, Re(§;). Ahora consideremos la Familia f,.(z) = p(z — r) con
(r > 0) cuyas raices seran &1 + r, & + r. Podemos reescribir la Familia f,.(z) como

=) (a1 —2r)
1 1

Si r = 0, tenemos que fo(z) = 22+ a1z +az = p(2) el cual es estable, por lo tanto, la familia tiene un elemento estable.

Ya que la familia de polinomios f,.(z) es de grado dos, para tener estabilidad robusta es necesario y suficiente que
a; —2r >0y r?2 —air+as > 0. La primera desigualdad implica que r < a1 /2, analizando el discriminante a% — 4ay
tenemos que:

fr(z) = 2% + z+p(—r) =2+ z 4 (r? —air + as).

Laf—4day <0=0=—-%

—/a2—4
2. a? —day > 0= 0= -2V

Ahora para n = 3 tenemos que:

p(z) = 224 a12® +az +as,

fr(2) = plz—7)=2>+ (a1 —3r)2* + (ag — 2a17 + 3r*)z + (a3 — agr + ayr? — r®),
e 1

frz) = 2+t (2, D24 P (1,r)z+p(fr)-

Nuevamente, para que cada elemento de la familia sea un polinomio Hurwitz es necesario y suficiente que:
1. a1 —3r>0, a2 — 2017+ 3r* > 0, a3 — agr + ayr® —r* >0y
2. (a1 = 3r)(az — 2a17 + 3r%) — (a3 — azr + arr® — %) > 0.

7\/a%73a2

De a; — 3r > 0 se tiene r < a;/3, de as — 2a;7 + 372 tenemos que 7 < alf, esto implica que
. | a1 a1 —+/a? —3as
r < min 3T 3

también obtenemos un polinomio de grado tres entre las condiciones, lo cual dificulta el mejoramiento de cotas para
el pardmetro r por este camino.
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2.2. Primer Enfoque

Para p(z) = 2" +a12" t +a2" 2+ +an_22% +a,_12+a, estable podemos escribir la familia f,.(z) de la forma
siguiente:

(n—1) —r (—p
I e T T ]
fr2) = 2" gu(r)2" T 4 ga(r)2" TP g ()2 ga(r).

donde fy(z) = p(z), el cual es estable. Entonces tenemos que f,.(z) es una familia de polinomios cuyos coeficientes son
polinomios en la variable r. Con este planteamiento podemos relacionar el estudio de la abscisa de estabilidad de un
polinomio con el estudio de la estabilidad de familias de polinomios. Existe una gran cantidad de literatura acerca de
la Teoria de la Estabilidad de Familias de Polinomios ver, por ejemplo, [1], [2], [3], [10], [11], [25], [48].

2.2.1. El Teorema de Bialas Generalizado

El Teorema de Bialas fue publicado en 1985 [12], ahora vamos a utilizar una generalizacion de este teorema para
calcular la abscisa de estabilidad de un polinomio.
Consideremos el polinomio de la forma

P(z,r) = Py(z) +rPi(z) + -+ r"Py(2)

donde (1)Py(z) es un polinomio estable con coeficientes positivos, (2)gr[P;(z)] < gr[Po(2)],7 = 1,...,m. Ademas, sea
H; la matriz Hurwitz de P;(2)V i,i =1,...,m.
El mayor intervalo de estabilidad (Tmin, "max) , tal que, P(z,7) es Hurwitz V 7 € ("min, "max) esta dado por

Tmax = 1/ A5 (M)

max
"min = 1/)\r:nn (M)
donde A/, (M) es el maximo valor propio positivo de M, A . (M) es el minimo valor propio negativo de M y M esta
dada por
0 1 0 e 0 0
0 0 I .o 0 0
M = . . . . . (2'1)
0 0 0 e I 0
0 0 0 e 0 1
~-Hy'H, -Hy'H,1 —-H,'Hn > -+ —Hy'Hy —Hj'H,

La prueba de este teorema es similar a la del Teorema 17.8.1 [10] (ver también [29] y [60]. Ideas relacionadas fueron
expuestas en el trabajo de J. Chen [19]. Esta generalizacion ha sido ampliamente divulgada por D. Henrion (ver [36]).

2.2.2. La abscisa de estabilidad y el Teorema de Bialas Generalizado

Podemos escribir la familia de polinomios f,.(z) de la forma siguiente

fT(Z) :p(Z) + Tpl(z) +7’2p2(z) N

Mediante el resultado dado en 2.2.1 podemos calcular el Minimo Extremo Izquierdo (rmin) y €l Méaximo Extremo
Derecho (rmax). En este caso, la abscisa de estabilidad coincide con el Maximo Extremo Derecho, ya que

o=—mix{r > 0| fr(z) es Hurwitz V7,7 < r}
T
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Teorema 11. Sea p(z) un polinomio Hurwitz y sea la familia de polinomios f.(z) = po(2) + rp1(2) + r?pa(2) + -+ +
" pr(2) con po(z) = p(z),

n(n—1)---(2)1) (n-Dmn=2)---3)2)

pi(z) = =1 (=1 + =) (—)az" 24 ---
OO o,z DOy ey (0,
po(z) = (n)(n — 1)(57_22)? - (4)(3) (—1)2272 4 (n— 1)(&_2?2).!. : (4)<3)a1(—1)2z"—3 L
+%an_4(—1)2z2 + %an_3(_1)2z Fan o(—12,.
pa(z) = (=)™
y sean Hy, Hy, ..., H, las matrices Hurwitz de p;(z) para i =0,1,...,n. Definamos M como 2.1, entonces la abscisa
de estabilidad esta dada por o = —r40-

Demostracion. Sea p(z) un polinomio Hurwitz de grado n, obtenemos la familia de polinomios f,(z) = p(z —r) la cual
podemos escribir como
Fr(2) = po(2) +1p1(2) +r7pa(2) + - + 1 pu(2).

A partir del Teorema de Bialas Generalizado, tomando P(z,7) = f,.(z), el Teorema se tiene ya que 0 = —ryx. 0

El Teorema de Bialas generalizado se obtiene directamente de las ideas de Saydy, Tits, Abed y Barmish (ver [10, 60]).
A continuacién presentamos un ejemplo el cual ilustra el teorema dado.

Ejemplo 1. Consideremos el polinomio Hurwitz p(z) = 23 +622+112+6, entonces f,(2) es una familia de polinomios,
tal que,

fr(z) = Po(z)+rPi(z)+ 7"2P2(z) + T'3P3(Z),
[23 +62% 4+ 112 + 6] + r[-32% — 122 — 11] +
+r2[22 4 6] + 3 [—1].

con Hy, ..., Hs las matrices Hurwitz de los polinomios Py, ..., Ps respectivamente.
6 6 0 -3 —-11 0 0 6 0
Hy=1(1 1 0),H1=(0 —-12 0 |,H,=(0 3 0
0 6 6 0o -3 -11 0 0 6
Yy
0 -1 0
Hs;=10 0 O
0o 0 -1

construyendo la matriz M y calculando sus valores propios A tenemos que
A=1{0,0,0,1/3,2/5,1/2,1/2,2/3,1}

oyt
Ast AL

(M) =1, entonces por el Teorema 11 tenemos que

1

 Ahae(M)

max

o= =—1.

FEs fdcil verificar que p(z) puede ser factorizado como p(z) = (z + 1)(z + 2)(z + 3).
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2.3. Segundo enfoque

En esta seccién presentamos algunas cotas inferiores de la abscisa de estabilidad como una consecuencia del Teorema
de Gauss-Lucas. A partir de un polinomio Hurwitz de orden n mediante una sucesivo descenso del orden del polinomio
obtenemos una sucesion de cotas inferiores que dependen de los coeficientes del polinomio de grado n. Estos resultados
son extendidos para obtener cotas inferiores de familias de polinomios de tipo intervalo.

Primero presentamos una desigualdad entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(z) y su derivada
p'(z). Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar p(z) de la forma siguiente

p(2) = anz" + Un 12" a2+ ag

A partir de esta desigualdad podemos obtener una cota inferior para la abscisa de estabilidad de p(z) y una familia
Hurwitz de polinomios intervalo. Cotas inferiores de la abscisa de estabilidad de un polinomio fueron obtenidas en [61]
y [62]. Usando la notaciéon dada anteriormente vamos a denotar la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz p(z)
por o, y la abscisa de estabilidad de p’(z) por o, . Esta relacion es la desigualdad o, < o,. Después utilizaremos esta
desigualdad para obtener una cota inferior para la abscisa de estabilidad de un polinomio y encontrar cotas inferiores
para la abscisa de estabilidad de una familia Hurwitz de polinomios intervalo.

2.3.1. Abscisa de polinomios Hurwitz: Una desigualdad entre 0, y o,

La prueba del Teorema 13 est4 basada en el siguiente resultado de Gauss-Lucas.

Teorema 12 (Gauss-Lucas). Cualquier semiplano cerrado que contiene todos los ceros de un polinomio p(z) también
contiene todos los ceros de su derivada, p'(2).

Ver [33, pag. 463], [50, pag. 11 y 12] y [67, pag. 84] para una demostracion.
Consideremos un polinomio Hurwitz p(z) de la forma indicada entonces tenemos que
P'(2) =nanz" P+ (n— Dap_12""2 + (n — 2)an_22""3 + - + 2a9t + a;.
Asi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 13. Si p(z) es un polinomio Hurwitz y o,, o, son las abscisas de estabilidad de p y p' respectivamente,
entonces tenemos que oy < Op-

Demostracion. Sea p(z) un polinomio Hurwitz. Si &1, &2, ..., &, son las raices de p(z) entonces su abscisa de estabilidad
op esta dada por 0, = —R donde R = max{7 > 0:& +r,& +7,...,§, +r € C~,Vr < 7}. Entonces 0, = —R donde
R = méx{F > 0 : p(z — r) es un polinomio Hurwitz, Vr < 7}. Por el teorema de Gauss-Lucas (ver [33, pag. 463]) si
p(2) es Hurwitz entonces p’(z) es Hurwitz. Asi tenemos que si p(z — ) es un polinomio Hurwitz entonces p’(z —r) es
un polinomio Hurwitz. Esto implica que o, < oy, O

Ahora vamos a considerar dos ejemplos.

Ejemplo 2. Sea p(z) = 23 + 16—9,22 + %z + % La abscisa de estabilidad de p(z) es o, = —0.5 y la abscisa de estabilidad
de p'(z) =322 + 22+ § es o)y = —0.58. Asi tenemos que oy < 0.

Ejemplo 3. Sea p(z) = 2> +42% + 52 + 2. La abscisa de estabilidad de p(z) es o, = —1 y la abscisa de estabilidad de
p'(2) =322 +82+5 es o,y = —1. En este caso tenemos que o, = 0.

El Teorema 13 nos plantea el siguiente problema abierto: Si p(z) es un polinomio Hurwitz encontrar condiciones
necesarias y suficientes para tener la igualdad entre o,/ y 0,. Relacionado con este problema, de manera inmediata se
pueden dar los siguientes resultados.

Teorema 14. Sip(z) = a,(z —a)" es un polinomio Hurwitz entonces se tiene que o, = op.

Demostracion. Sea p(z) = an(z — @)™ un polinomio Hurwitz, Por lo tanto, p’(z) = na,(z — «)"!. Esto implica que
Opt = Op. O
Teorema 15. Sip(z) = an(z—a1)(z—ag2) -+ (2 —ay) es un polinomio Hurwitz donde sus raices son reales y distintas
entonces oy < Op.

Demostracion. Sean aq, s, ..., q, las raices reales y distintas de p(z) entonces por el teorema de Rolle [63], existe un
numero S entre cada o; y i1, tal que, p'(5) = 0, ademaés, p’ tiene n—1 raices distintas. Asi se tiene que, 0,y < 0. O
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2.3.2. Una cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio

A partir de esta desigualdad podemos obtener el siguiente resultado que nos da una cota inferior para la abscisa
de estabilidad de un polinomio estable.

Teorema 16. Sea p(z) = a,2" +ap_ 12" 1 + -+ a1z + ag un polinomio Hurwitz con coeficientes positivos, entonces
tenemos que

(a) Si[2(n—1a,_1)* —8n(n — 1)aya,_o > 0, entonces

—2(n = Dap—1 +/[2(n — D)a,_1]2 — 8n(n — 1)ayan—o ‘o
2n(n — 1)a, -r

(b) Si[2(n —1)an_1]*> — 8n(n — 1)ana,_o < 0, entonces

ap—1
n S Jp
nay

Demostracion. [a] Sea p(z) = ap2"+an—12""1 +an_22""2+--+a1z+ag un polinomio Hurwitz. Entonces tenemos
que
P D) =nn—1)--3a,22 +(n—1)(n—2)-2an_ 124+ (n—2) - 2a,_»

es un polinomio Hurwitz. Por el teorema 13 tenemos que Opin-2) < Opn-s) < -+ < 0pr < 0p. Pero
p" 2 (2) =0, siysolosi,n(n—1)anz> +2(n —1)an_12 + 2a,_s = 0.

Si [2(n — 1)an—1]®> — 8n(n — 1)ana,—2 > 0 entonces tenemos que

—2(n—Dap—1 +/[2(n — Day,—1]2 — 8n(n — 1)anan_o
2n(n — 1)a,

= Op(n—2) < op.

La prueba de [b] se sigue de la misma manera. O
A continuacién presentamos algunos ejemplos los cuales ilustran el teorema dado.

Ejemplo 4. Consideremos el polinomio p(z) = 62° + 432* + 1102° + 12522 + 64z + 12 para este polinomio tenemos
que [2(n — 1)a,—1]? — 8n(n — 1)aya,—2 = 12736 > 0. De la parte (a) del teorema 16 tenemos que

—2(n = Dap—1 +/[2(n — Da,—1]2 — 8n(n — 1)ana,—2

= —0.96
2n(n — 1)a,

es una cota inferior de oy, esto es, —0.96 < —1/2 = g,,.

Ejemplo 5. Sea el polinomio p(z) = 21 +323+522+42+2. Entonces tenemos que [2(n—1)an—1)>—8n(n—1)aya,—2 =
—156 < 0. Por la parte (b) del teorema 16 tenemos que

Qp—1
nan

= -3/4

es una cota inferior de op, esto es, —3/4 < —1/2 = o,,.

Realizando las siguientes sustituciones m = n — 1, i = n en las cotas inferiores dadas en [61] y [62].

1 1/(i—m)
S, = — [(”) <“> <“m)1 ,m=0,1,...,i—1. (2:2)
m 4 Q;
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obtenemos que
Gn—1

nay,

S(n—l)n = -

el cual es el mismo resultado obtenido en la parte (b) del teorema 16. Del teorema 16 (a) tenemos una cota para la
abscisa de estabilidad de p(z) la cual depende de tres coeficientes mientras que las cotas inferiores de 2.2 solo dependen
de dos coeficientes de p(z) asi en algunos casos esta cota es mejor que las dadas en 2.2 como se ilustra en los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 6. Sea p(z) = 62° + 432* + 11023 + 12522 + 64z + 12. Por la parte (a) del teorema 16 tenemos que

—2(n—1)ap—1 + \/[2(71 —1Dan—1)?> — 8n(n — 1)ayan_o

~ —0.96
2n(n — 1)ay,

es una cota inferior de o) = —1/2 y —%2=1 = —1.43 < —0.96 < —3 = 0y,.

Nnan

Ejemplo 7. Sea p(z) = 62 + 1922 4+ 16z + 4. Por la parte (a) del teorema 16 tenemos que

—2(n = Dap—1 +/[2(n — Day—1]2 — 8n(n — 1)ana,—2
2n(n — 1)a,

~ —0.58

m % a;

. =1 /n 1/(i—m) .
es una cota inferior de o, = —1/2 ySmi:—{( ) (%) (“—M)} < —-0.58<0,,Vm=0,1,...,i—1.
2.3.3. Cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia Intervalo de poli-

nomios

A partir de los resultados dados podemos estudiar cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia
Hurwitz de polinomios intervalo. Consideremos nuevamente una familia de grado n con la siguiente notacién:

F=1{p(2):p(2) =anz" +an_12"" + -+ a1z +ag, donde a; € [, Bi],i =0,1,2,...,n}

La abscisa de la estabilidad de la familia de polinomios intervalo es definida como méxycz o,. Asi tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 17. Consideremos el polinomio intervalo Hurwitz p(z) = anz™ + 12"V 4+ +arz4+ag con 0 < ag <
ag < Po, 0<a; <a; <P, ..., 0<a, <a, < B,. Tenemos que

(a) Bt og una cota inferior para la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios y

nony

(b) si [2(n —1)an_1]> = 8n(n—1)B,8n—2 > 0 entonces 72(n71)ﬁ"71+\/[2(27;?”1)7(3{;]278n(n71)5"5"’2 es cota inferior de

la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios.

Demostracion. (a) Del teorema 16 tenemos que en ambos casos ([2(n — 1)an—1]* — 8n(n — 1)ana,—2 > 0(< 0)), — 2=+

es una cota inferior para la abscisa de estabilidad para un polinomio p(z) dado. Por otro lado, tenemos que —/3,,_1 <
1

—ap_1 < —a,—1 ademas = < L < L asf tenemos que _Bna < —22=1 "asi tenemos la parte (a) del teorema.
Bn An Qi Ny, Nnan

(b) Supongamos que [2(n — 1)ay,_1]? — 8n(n — 1)B,Bn_2 > 0. Ademas, de las siguientes desigualdades

1.oap2<an2 < Br2

2. ap_1 < ap-1 < Bua

3. a, <a, < B,
tenemos que

1. 2(n—Dap-—1 <2(n—1Dap—1 <2(n—1)Bp_1
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2. 8n(n — 1)ayan—2 < 8n(n — 1)anan—o < 8n(n —1)8,L8n-2

3. Ll <1

Bn = an = an’

entonces
1. —2(77, — 1)ﬁn,1 S —2(n — 1)an,1

2. [2(n — Dayn_1)? = 8n(n — 1)BnBn—2 < [2(n — D)an_1]? — 8n(n — 1)ana, o

1

1
3. 2n(n—1)8n < 2n(n—1)ay "

Por lo tanto

—2(n—1)Bp-1 +V[2(n — Day—1]*> — 8n(n — 1)B,Bn—2 < —2(n—Dap—1 +/[2(n — Da,—1]2 — 8n(n — 1)ana,_o
2n(n — 1)B, - 2n(n —1)B,

Esto prueba el teorema 17. O
Ahora presentamos un ejemplo el cual ilustra el teorema dado.

Ejemplo 8. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz
p(2) = a3z’ + az2® + a1z + ag

donde 0.25 < ap < 1.25, 0.75 < aq < 1.25, 2.75 < as < 3.25 y 0.25 < a3 < 1.75. En este caso ag = 0.25, By = 1.25,
.., a3 =0.25, B3 = 1.75. Ademds [2(n — 1)a,,_1]* — 8n(n — 1)B,Bn_2 = 46 > 0, por la parte b) del teorema tenemos
que

—2(n —1)Bn-1 + V[2(n — Dan—1]2 = 8n(n — 1) B, Bn—2
Qn(n - 1)Bn

es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Hurwitz.

~ —0.41

2.4. Polinomios Schur

Ahora extenderemos el estudio de la abscisa de estabilidad de un polinomio a polinomios Schur. Se dice que un
polinomio es Schur si tiene todas sus raices dentro del circulo unitario, . Consideremos el sistema

Tpr1 = Axy. (2.3)

Si el polinomio caracteristico asociado al sistema es Schur entonces el sistema (2.3) es estable. A continuacion definimos
la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur. Para méas informacion sobre polinomios Schur ver [11] y [41].

Definicién 2. Si p(z) es un polinomio Schur y &1, &2, ..., &, son las raices de p(z) entonces la abscisa de p(z), op
es definida como

op = max {|&]}
El planteamiento utilizado en esta seccion esta basado en la siguiente idea: si p(z) = a,2" Fan_12" 4+ Farz+ag
es un polinomio Schur y o, es la abscisa de estabilidad de p(z) consideremos p(rz) con r > 0. Entonces o, = 1/R
donde
R =méx {F > 0: p(rz) es un polinomio Schur Vr < 7}.

A continuacion presentamos una desigualdad entre las abscisas de estabilidad de un polinomio Schur p(z) y su derivada
p'(z). Esta desigualdad sera utilizada para obtener cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur
y posteriormente cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una Familia Intervalo de polinomios Schur.
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2.4.1. Una desigualdad entre o, y oy,

En la demostraciéon de la desigualdad utilizaremos el siguiente resultado.

Teorema 18. Cualquier circulo C que encierra todos los ceros de un polinomio p(z) también encierra todos los ceros
de su derivada p'(2).

Ver [55] para una demostracion.

Teorema 19. Si p(z) = a,2" + ap_12"" 1 + -+ + a1z + ag es un polinomio Schur y Op, Op S0 las abscisas de
estabilidad de p(z) y p'(2) respectivamente. Entonces o, < op.

Demostracion. Sea p(z) un polinomio Schur. Si &, &, ..., &, son las raices de p(z) entonces su abscisa de estabilidad
op esta dada por 0, = 1/R donde R = méx{F > 0 : |[r&|, |r&2|,...,|r&] < 1,¥r < T}. Entonces 0, = 1/R, donde
R = méx{7 > 0: p(rz) es un polinomio Schur ,Vr < 7}.

Por el teorema 18, si p(z) es Schur entonces p’(z) es Schur. Por lo tanto, si p(rz) es un polinomio Schur entonces
p'(rz) es un polinomio Schur. Asi, o,y < 0. O

Ejemplo 9. Sea p(z) = 23+ %22 + %z + %. La abscisa de estabilidad de p(z) es o, = 0.50 y la abscisa de estabilidad
de p'(2) =322 + 3Lz + 3 es oy = 0.43. Tenemos que oy < 0.

Ejemplo 10. Consideremos p(z) = z* + 1123 + 322 + T2+ L. La abscisa de estabilidad de p(z) es o, = 0.70 y la
abscisa de estabilidad de p'(z) = 42° + 3 2° + 32+ L es oy ~ 0.59. Por lo tanto, o,y < 0.

El Teorema 19 plantea el siguiente problema abierto: Si p(z) es un polinomio Schur, encontrar condiciones necesarias

y suficientes para que se tenga la siguiente igualdad o, = o).

2.4.2. Una cota inferior de la abscisa de estabilidad de un polinomio Schur

A continuacién presentamos el siguiente resultado.

Teorema 20. Sea p(2) = apz™ + ap 12" 1+ an_22""2+ -+ + a2 + a1z + ag un polinomio Schur.
(a)

(b) Si[2(n —1)an_1]*> — 8n(n — 1)ana,_2 < 0 entonces

An—1

nany,

< op.

2an72
——=— < 07p.
nn—1a, ~ °

Demostracion. (a). Sip(z) = a,2" +an—12""'+an_22""2+---+a12+ao es un polinomio Schur entonces p("‘l)(z) =
n(n—1)---3-2a,2+(n—1)(n—2)---2a,_1 es un polinomio Schur. Por el teorema 19 tenemos que o,n-1 < 0pm-2 <
- < oy < 0, Pero p"Y(2) = 0, siy sélo si, n(n —1)---3-2a,2 + (n — 1)(n —2)---2a,_1 = 0. Esto implica que

_OGn-1 An—1

Nap

z= Por lo tanto, o,m-1) = < op.

1an
(b). Sea p(2) = anz™ + an_12""" + ap_22""2 + --- + a1z + ag un polinomio Schur entonces p"~?)(z) = n(n —
)3 anz®+n—1)(n—2)-2a,_12+ (n—2)---+ 2a,_» es un polinomio Schur. Por el teorema 19 tenemos que
Opin-2) < Opm—z < --+ < oy < 0y Pero p("=2(2) = 0, si y solo si, n(n — 1)a,2% + 2(n — 1)an_12 + 2a, o = 0. Si
[2(n — 1)a,—1]? — 8n(n — 1)aya,—2 < 0 entonces

2ap, 2
=4 —————— < o7,.
n(n — Da, ~ or

H —2(n — D)an—1 + /[2(n — D)a,_1]2 — 8n(n — 1)ayan—o
2n(n — Day,
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Ejemplo 11. Para el polinomio Schur p(z) = 25 + 2* + iz‘g — izQ — éz, n=>~5, G,_o = %, an_1=1, a, =1. Por la
Sn-l| = ().2 es una cota inferior de o,, es decir, 0.2 < o, ~ 0.70.

parte (a) del teorema 20 tenemos que

Ejemplo 12. Considerar p(z) = 2* + 16—123 + %22 + 1—722 + % un polinomio Schur. Aqui, n =4, a,_o = %, Qp_q = 1,

6
an =1y 2(n—1)an_1]2—8n(n—1)ana,_o = —23 < 0. Por la parte (b) del teorema 20 tenemos que |/ —22=2— = (.50

n(n—1)an,
es una cota inferior de o,, es decir, 0.50 < o), ~ 0.70.

2.4.3. Cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una Familia Intervalo de poli-
nomios tipo Schur

Consideremos una Familia Intervalo de polinomios tipo Schur de la forma
F={f(2): f(2) = anz" +an_12""' +---+ a1z +ap,donde a; € [a;,B],i =0,1,2,...,n}
la abscisa de estabilidad es definida como méx,cr 0.

Teorema 21. Considerar la familia de polinomios Schur f(2) = apz"+a,_12" 1+ -+a1z+ag con 0 < g < ag < fo,

0<a;<a; <Bi,...,0<a, <a, < By Tenemos que si [2(n—1)a,_1]?> —8n(n—1)B,n—_2 < 0 entonces ,/H(Qf%‘)"’ﬁ
es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Schur.

Demostracion. Del teorema 20 tenemos que si [2(n —1)a,—1]? —8n(n—1)ana,—2 < 0 entonces , / n(27;1+17)2a es una cota

inferior de un polinomio p(z) dado. Ademaés, tenemos que a,—2 < an—2 < B,—2, por otro lado, 5% < i < i Por lo
tanto
2Oén72 < 2an72
nin—18, — \| n(n — Day,’

Ejemplo 13. Consideremos la familia de polinomios Schur

f(2) = asz® + a1z + ag

donde 0.2 < apg < 0.8, 0.1 <a; <0.25, 2.5 <as <4. Aqui ag = 0.2, 5o = 0.8, a; = 0.1, 51 = 0.25, ag = 2.5, o = 4
yn=2. Ya que 2(n — 1)an_1]*> — 8n(n — 1)B,Bn—2 = —51.16 < 0, por el teorema 21

2051172

—= =~ 0.22

es una cota inferior de la abscisa de estabilidad de la familia de polinomios Schur.
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Capitulo 3

Aplicaciones de la Abscisa

3.1. Aplicaciones

Aplicaciones

Ahora presentamos algunas aplicaciones de la abscisa de estabilidad. Los resultados presentados en este capitulo
estan contenidos en el articulo [23].

Aplicacion I El Teorema 11 tiene una aplicaciéon directa si se analiza desde el siguiente punto de vista: Si el polinomio
Hurwitz p(z) = 2" + 12" ' 4+ az2"% 4+ .-+ + a, es el polinomio caracteristico de un sistema y existe la siguiente
incertidumbre

p(2) +1p1(2) + r2pa(2) + - + 1" pu(2) (3.1)
donde p;(2), p2(2), ..., pn(2) son los polinomios definidos en el Teorema (11) entonces estamos interesados en calcular
el méximo 7, tal que, la familia (3.1) es Hurwitz V r,0 < r < 7. El Teorema 11 dice que ¥ = —o donde o es la abscisa

de estabilidad de p(z).

Aplicacién IT Consideremos el sistema & = Az donde

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
A =
: : : 0 :
0 0 0 0 1
—anp —Qp-1 —0p-2 —Ap-3 " —ax

entonces pa(t) = t" + ayt" ! + axt" "2 + .-+ + a, es el polinomio caracteristico de A. Por lo tanto, el espectro de
Lyapunov del sistema @ = Ax es el conjunto { ReX : pa(A) = 0}. Asi, tenemos que:

op, = max{ ReX : pa(A) =0},

esto es, la abscisa de estabilidad de un polinomio es el valor maximo de los exponentes de Lyapunov de un sistema
lineal.

Ejemplo 14. Consideremos el sistema @ = Ax donde

-3 0 0 0
5 -2 0 0

A=14 3 1 0 |
2 1 0 —3



Pa(t) =t* + 1—231?3 + 1442 + 2—231? + 3 es el polinomio caracteristico de A. Podemos construir una familia de polinomios
fr(t), tal que,

fr(t) = Po(t) + rPi(t) + r2Po(t) + 2Py (t) + r*Py(t),
13 23 39 23
= |t S 1A T3 o |4 - T 28— |
2 2 2 2
39 13
+r? [6t2+2t+14}+r3 [—4t—2}+r4[1],
con Hy, ..., Hy matrices Hurwitz de Py, ..., P, respectivamente,
L3 9 0 —4 —28 0 0 0 %2 0 o0
1 11 3 0 0o -3 -2 9 0 6 14 0
— — 2 2 —
Mo=1o w2z of M=o -1 -8 o |70 0 2 o
0 1 14 3 o o -¥ - 0 0 6 14
0 —4 0 0 00 0 0
0o 0o - o0 0010
Hs=1g o -4 o | ¥Y"T=|0 0 0 0
o 0 o -1 00 0 1

2
Construimos la matriz N y calculamos sus valores propios los cuales son:

A ={0,0,0,0,0,0,0.33,0.4,0.5,0.5,0.57,0.66, 0.8, 1,1.33, 2}.

Asi, Xt (N) =2 por el Teorema 11 tenemos que

max

1 1
Up = - = — —,
/\;ILléx(N> 2
Por lo tanto, el valor mdzimo de los exponentes de Lyapunov del sistema & = Az es o, = —%.

Aplicacién ITI La utilidad de conocer la abscisa de un polinomio se puede apreciar en el estudio de la estabilidad
de fenémenos fisicos, quimicos o biologicos. Para explicar tal idea consideremos el sistema & = Az donde o es la
abscisa de estabilidad del polinomio caracteristico asociado al sistema p(z), entonces las soluciones x(z) satisfacen la
siguiente desigualdad ||z(z)|| < ke??, donde k > 0 es una constante.

3.2. Generacion de atractores cadticos

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias paramétrico (SED):

T = f(m,,u),

conz € R" p € R™y f esuna funcién continuamente diferenciable en U € R"™. Diversas técnicas han sido desarrolladas
para el andlisis del comportamiento de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciables. El Teorema de
Hartman-Grobman establece que su evolucion interna es determinada por su matriz Jacobiana. Bajo determinadas
condiciones, la estabilidad del sistema linealizado implica la estabilidad del sistema (SED). Esto es, el comportamiento
de sus soluciones es descrita por el conjunto espectral del sistema linealizado. Muchas veces un cambio estructural
de las soluciones es deseada para obtener una diferente dindmica segin nuestras necesidades. El cambio obtenido es
por medio del vector de pardmetros p. En el desarrollo de la seccién se mostrard que la abscisa de estabilidad es un
pardmetro de bifurcacion, ya que, » = o, es un valor en donde las soluciones del sistema cambian su comportamiento
(los retratos fase son diferentes). Ahora bien, si el parametro de bifurcacion varia en cierto intervalo, una dindmica no
predecible podria aparecer en la soluciéon de un sistema. Se han disenado sistemas con diversas técnicas para obtener
soluciones que presentan atractores extrarios (que presentan enroscados). En este capitulo generamos atractores que
presentan multi-enroscados, que es un tipo de caos ordenado, mediante una clase de sistemas lineales disipativos
inestables (UDS) por medio de la utilizacion de cotas inferiores de la abscisa de estabilidad.
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3.2.1. Preliminares

Nuevamente damos la definiciéon de la abscisa de estabilidad de un polinomio Hurwitz.

Definicién 3. Sip(t) es un polinomio Hurwitz y z1, 22, ..., 2, SOn sus raices, el nimero negativo
o, = max {Re z;}. 3.2
) = mix {Re 2} (32)

es definido como la abscisa de estabilidad de p(t).

3.2.2. La abscisa, generaciéon de inestabilidad y multi enroscados

Ahora, utilizaremos la abscisa de estabilidad para encontrar una cota inferior de hiperbolicidad e inestabilidad
necesaria en sistemas disipativos inestables (UDS) para generar caos. Consideremos el sistema controlado:

& = Az + Bu, (3.3)

con el polinomio caracteristico de A, p(t) = t"+a,_1t" "'+ - -+ait+ag Hurwitz. Nuevamente definimos f,.(t) = p(t—r)
con r > 0. Notemos que f,(¢) es un conjunto de polinomios, tal que, fo(t) = p(t) es un polinomio Hurwitz y la abscisa
de estabilidad esta definida mediante la siguiente expresion:

o7, = —méx {7 > 0: f.(t) es Hurwitz Vr,r < 7}. (3.4)

Por el Teorema de Taylor f,.(t) = p(t — r) puede reescribirse como:

(n=1)(_ (—
n p ( ’)") n—1 p ( 7")
() = "+ ——~ ¢ AR —
20 et e B ()
= "+ A, (" e A ()t Ao(r). (3.5)
Sir = —op, entonces f,(t) tiene raices en el eje imaginario. Por lo tanto, el sistema es inestable en el intervalo (—o,, 00).

Ahora describiremos la clase de inestabilidad que vamos a considerar.

Definicion 4. El sistema
= Ax, (3.6)

con valores propios X\;, i = 1,2,3 se dice ser disipativo(con respecto de la variedad generada mediante los valores
propios con parte real negativa) si 2?21 A; < 0. El sistema se dice ser inestable y disipativo de tipo I (UDS-I) si uno
de sus valores propios es un nimero real negativo y los otros dos son complejos conjugados con parte real positiva y se
dice ser de tipo II (UDS-II) si uno de sus valores propios es un real positivo y los otros dos son complejos conjugados
con parte real negativa.

Asi, podemos decir que el polinomio caracteristico p(t) asociado al sistema (3.6) es disipativo si la suma de sus
raices es negativa. De forma similar p(t) serd un polinomio UDS-I (UDS-II resp.) si sus raices satisfacen la definicion
para los sistemas de tipo I (tipo II, resp.).

Lema 1. Sea p(t) un polinomio real Hurwitz de grado n con raices ti,. .., t,. Entonces tenemos que:
i) fr(t) es Hurwitz (y disipativo) para r < —op.
it) fr(t) es disipativo para r < Ugissp) = —= Z;—;l t;.

Demostracion. La prueba de i) es inmediata a partir de la definicion de la abscisa de estabilidad. Para la parte i) si
las raices ¢; de p(t) tienen parte imaginaria no nula entonces su traslacion r + ¢; y su conjugada son raices de f,(t)
con 7 € R. Como p(t) = []j_, (t +1;) entonces

fr(t) = [(t+7) + ]

+(r +1t5)

I
il
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Ahora, ya que p(t) es Hurwitz p(t) es disipativo. Ademaés:
n n
Z(r+tj) = th + nr,
j=1 j=1

y como Z?=1 t; < 0 entonces se tiene que

n 1 n
th+nr<0<:>r< —Eth.
Jj=1 Jj=1

Por lo tanto, f,(t) es disipativo para r < —* 2?21 t;. O

n

Observacion 1. El Lema anterior nos da una cota superior de disipatividad, sin embargo podria pasar que o, =
Udiss(p) en el caso cuando Re(t;) = c para todo j =1, ..., n.

El hecho de que un polinomio Hurwitz p(t) es inestable para (—o,,00) y que Ugiss(p) €5 una cota superior para la
disipatividad nos permite pasar de la estabilidad al caos en el sentido de sistemas (UDS) si al menos una de sus raices
es diferente. El siguiente corolario es una consecuencia de estos resultados.

Corolario 1. Consideremos el polinomio Hurwitz p(t) = (t + ¢)(t + ) (t + p), con p real y Im(¢) # 0. Entonces
i) fr(t) es Hurwitz, si y solo si, r < —op.
i) Si p # Re(C) entonces f.(t) es UDS, si y solo si, r € (—0p, Ugiss(p))
Para la generacién de multi-enroscados vamos a considerar el siguiente sistema controlado:
&= Ax + BS + bu (3.7)
donde B € R™, b = (0,0,...,0,1), S es la siguiente funcién de saturacion:

S1 parac < 71,
Ssg  para ce < 1 < cy,

S =
S Para ¢y, < 1 < Cp—1-
u=cl(r)z = (ap— Ao(r),a1 — A1 (r), ..., an—1 — Ap_1(r))z, donde A;(r) = w Entonces el sistema controlado es
0 1 0 e 0
0 0 1 e 0
= . ) x+ BS.
: : 0
_AO(T) _Al(r) _AQ(T) te _An—l(’r)
El polinomio caracteristico asociado al sistema es:
fr@) = " Ap g ()t 4 Ag(r),
PN p(=r)
= ha = /yn R
ooyt Tt o
= p(t—r).

Cuando r = 0 se tiene que Ag es una matriz estable y fo(t) = p(t) pero cuando r > —o, podemos obtener sistemas
donde la presencia de atractores multi-enroscados es observada. Asi, se tiene el siguiente teorema:

Teorema 22. Consideremos el sistema controlado de dimension tres (3.7) con polinomio caracteristico Hurwitz
pa(t) = (t+ QO+ )t + p) donde Im(C) # 0. Si Re(¢) # p entonces el sistema en lazo cerrado con el control
u=cT(r)x es UDS para todo r € (—0,,, Udiss(pa))-
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Demostracion. La demostracion se obtiene de los resultados anteriores. O

Un sistema que satisface el teorema anterior puede presentar comportamiento cadtico en sus puntos de equilibrio
mediante una funcién de saturacion S adecuada. Ahora ilustraremos la generaciéon de atractores que presentan multi-
enroscados. Consideremos el siguiente sistema;:

0 1 0 -0.3 0
z=1| 0 0 1 |z+|-04]S+[0]u (3.8)
-50 —20 -7 6.1 1

con
para 0.375 < x1;

para 0.225 < x1 < 0.375;
para 0.075 < z1 < 0.225;

3,
2,
S = 1
0, para z; <0.075.

u = (50 — p(—7),20 — p,(l_!’“) T — p”(Q!_r))x donde p(t) = t3 + 7t + 20t + 50 es Hurwitz.
El sistema controlado es:

0 1 0 -0,3
T = 0 Q /1/ x4+ | —041]S. (3.9
—p(—r) —=2 1(!—r) _-p 2(!—T) 6,1

Tenemos que f,(t) = 3+ ”//(27!_7')162 + #t +p(—r) para r = 0 se tiene que fo(t) = 3+ 7t% + 20t + 50 es un polinomio
Hurwitz y no hay multi-enroscados en las soluciones. La figura 3.1 muestra las proyecciones de la solucién estable
sobre los planos: a) (z1,z2); b) (x1,23) y ¢) (2, x3)-

0z

S e

2 ! ! ! ! L L L L
0oz 0ot 0 oo o0z 003 004 005 006 007
X,

1

! ! ! ! L L L L
0oz 0o ] o0t o002 003 004 005 006 OOF
X,

1

5 ! I L L
012 01 008 006 004 002 0 ooz 004
X

2

Figura 3.1: Proyecciones de la solucion del sistema (3.8) sobre los planos: a) (z1,x2); b) (z1,23) y ¢) (22, x3).

La abscisa de fy(t) es 0, = —1. Entonces otro comportamiento podria aparecer cuando r € (1,00). Por ejemplo, para

r =2, fo(t) = t3 + 12 + 4t + 30 y se tiene que Z?zl t; < 0. Por lo tanto, el sistema (3.9) es disipativo cuando r = 2.
En la figura 3.2 en el sistema dado se muestra la generaciéon de atractores con multi-enroscado con comportamiento
cadtico.
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Capitulo 4

Maximo intervalo para la presencia de
atractores extranos enroscados

Los resultados presentados en este capitulo se encuentran contenidos en el trabajo [5].
En este capitulo vamos a considerar un sistema lineal capaz de generar atractores con multi-enroscado con comporta-
miento cadtico cuando es controlado por una ley u determinada:

i= Az (4.1)

donde z € R™ es un vector de estadoy A € R™*"™ determina la dindmica del sistema. Informacién cualitativa acerca del
comportamiento de las soluciones es determinada por el operador lineal A de (4.1) y especificamente sus valores propios
A ={X\,..., A\ }. Un punto de equilibrio 2* de (4.1) es llamado silla si es un punto de equilibrio hiperbdlico en el sentido
de que A tiene al menos un valor propio con parte real positiva y al menos un valor propio con parte real negativa
pero no valores propios con parte real nula. Los puntos de equilibrio silla, los cuales conectan las variedades estables e
inestables, W* y W™ respectivamente, son responsables de sucesivas dilataciones y estrechamientos, por lo tanto, juegan
un rol importante en la generacion de caos, particularmente puntos de equilibrio silla-focos. La dilatacion (expansion)
causa que las trayectorias del sistema exhiban dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales, mientras que
el estrechamiento crea el comportamiento de enroscado en las soluciones. Los puntos de equilibrio silla-foco de un
sistema ca6tico en R3 pueden ser caracterizados en dos tipos segin sus valores propios A = {\;, \;, A} C C: (i)
el punto de equilibrio silla foco es estable en uno de sus componentes pero inestable y oscilatorio en los otros dos.
Esto es, el componente estable correspondiente a un valor propio real negativo (Re{\;} < 0 y Im{)\;} = 0) mientras
que las componentes inestables relativas a dos valores propios complejos conjugados (Re{Ax} > 0y Im{Az} # 0).
(ii) el punto de equilibrio silla foco que es estable en dos de sus componentes pero inestable y oscilatorio en la otra.
Asi, las componentes disipativas son oscilatorias: Re{\r} < 0 y Im{)\;} # 0) mientras que la componente inestable
corresponde a un valor propio real positivo Re{Az} > 0y Im{A\;} = 0).

Si el sistema (4.1) tiene un punto de equilibrio silla-foco el cual es responsable de variedades estables e inestables
y la suma de sus valores propios es negativa entonces el sistema es llamado sistema inestable disipativo (UDS). Segiun
la discusién anterior es posible definir dos tipos de UDS y dos tipos de puntos de equilibrios correspondientes en R3.

Definicién 5. Consideremos el sistema (4.1) en R? con valores propios \;, i = 1, 2, 3, tal que Z§:1 A; < 0. Entonces
el sistema se dice ser un UDS de tipo 1 (UDS-I) si uno de sus valores propios es un real negativo y los otros dos son
complejos conjugados con parte real positiva y se dice ser de tipo 11 (UDS-II) si uno de sus valores propios es real
positivo y los otros dos son complejos conjugados con parte real negativa.

La definicién anterior implica que el sistema UDS-I es disipativo en uno de sus componentes pero inestable en
las otras dos, las cuales son oscilatorias. El inverso es el sistema UDS-II el cual es disipativo y oscilatorio en dos
de sus componentes pero inestable en la otra. Algunos sistemas hiperbolicos de dindmica caética en R3 pueden ser
relacionados a estos dos tipos de UDS alrededor de sus puntos de equilibrio; por ejemplo, el sistema de Chua, otros
sistemas lineales por pedazos y sistemas no lineales.
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Para la generacion de caos también se utilizan sistemas discontinuos, estos han sido extensivamente usados en
diferentes areas de la ciencia. Existe interés en la generacién de atractores cadticos o hiper-cadticos con miltiples
enroscados basados en UDS-I.

Por otro lado, a través de las aproximaciones para generar atractores cadticos con multi-enroscado existen unos
pocos trabajos para generar familias de atractores caoticos con multi-enroscado. Por ejemplo, en [27] una familia de
atractores con multi-enroscado fue presentada basada en un sistema dado por (4.1) y aplicando diferentes sefiales de
control. En [5] una familia de atractores con multi-enroscado fue presentada como una familia monoparametrica debido
a que con solamente un parametro el sistema genera un unico, doble o triple atractor de enroscado. Recientemente en
[33, 34] una familia hipercadtica de atractores con multi-enroscado fue introducida definiendo un sistema con multi-
enroscado en R? y este es tomado como un subsistema para sistemas con multi-enroscado en R™ con 4 < n € N. Otros
trabajos has desarrollado una metodologia sisteméatica para la construccién de sistemas auténomos hipercaéticos de
tiempo continuo con multiples exponentes de Liapunov [35, 36].

Ahora en este capitulo introducimos una familia de atractores con multi- enroscado basada en una familia de
polinomios. Esto es, consideremos un sistema como (4.1) con polinomio caracteristico pg y UDS-I, asi el interés es
generar una familia polinomial P(¢, k) = po+kp1, tal que, soporte un nuevo sistema dado por (4.1) pero permaneciendo
UDS-I. Informacion acerca de la Teoria de Familias de polinomios P(t, k) puede ser estudiada en [37-39]. El objetivo
es encontrar el intervalo méximo de inestabilidad, ie, el intervalo mdzimo de dindmica robusta (MDI) que nos asegura
puntos de equilibrios-silla en (4.1) para conectar las variedades estables e inestables, W* y W* respectivamente.

En este capitulo generamos una familia de sistemas UDS mediante la construcciéon de una familia monoparametrica
de atractores cadticos basada en una clase de sistemas dindmicos. El resto del capitulo es organizado como sigue: la
seccion 4.1 contiene los preliminares de familias de atractores cadticos generadas por sistemas lineales definidos por
pedazos. La seccion 4.2 describe la teoria para que a partir de una familia de polinomios encontrar el intervalo mdximo
de dindmica robusta (MDI). La seccion 4.3 contiene el mecanismo para generar una familia monoparametrica de
atractores multienrollamiento basado en sistemas inestables disipativos (UDS);

4.1. Establecimiento del problema

Consideremos un sistema controlado de la forma siguiente:
& = Ax + Bu, (4.2)

donde B € R™"*™ y el par ordenado (A, B) esta en forma canoénica controlable donde u € R™ es la sefial de control.
Consideramos que el sistema (4.2) es un sistema UDS-I para u = 0 y el polinomio caracteristico asociado a la
matriz A es py. Es posible generar un polinomio caracteristico de una familia de sistemas lineales de la siguiente
manera: Sea P(t,k) = po(t) + kp1(t) donde k es un parametro real, py(¢) es el polinomio caracteristico de A y
p1(t) = ept™ + ¢y 1t" "t 4+ -+ + ¢1 es un polinomio arbitrario. Por lo tanto, la dindmica de una familia de sistemas
lineales dados por (4.2) para u = 0 es gobernada por la familia polinomial P(¢, k). Si k = 0 entonces el comportamiento
de las soluciones para el sistema es dado por el polinomio caracteristico po(t). Entonces, podriamos perturbar la variable
k alrededor de cero y mantener la misma estabilidad o inestabilidad de la dindmica original. Siguiendo este concepto
una pregunta surge: ; Qué tanto podemos perturbar el pardmetro k£ para preservar la dindmica del sistema? ie, estamos
interesados en conocer el rango maximo del pardmetro k, tal que, el sistema permanece UDS-1. El caso para po(t)
estable es llamado el problema de encontrar el intervalo maximo de estabilidad y fue estudiado por Bialas [10, 12]
y recientemente por Lopez-Renteria et al. en [48]. Usando estas ideas generamos y caracterizamos la dindmica de
sistemas mediante sus puntos de equilibrio. La descripcion de la caracterizacion es dada como sigue: Supongamos que
la familia monoparametrica de sistemas:

& = Fr(A, B, p1,z,u) (4.3)

para k = kg tiene n; valores propios en C~ y n — n; valores propios en CT. Por la continuidad de los coeficientes del
polinomio py(¢) la perturbacion de & alrededor de kg nos da la siguiente definicion.

Definicién 6. Llamamos intervalo de dinamica robusta de la familia monoparametrica (4.3) a un intervalo [a, b
alrededor de ko si el polinomio caracteristico py(t) tiene ny raices en C~ y n —ny raices en CT para todo k € [a, b].

Entonces el siguiente paso es la busqueda del intervalo maximo de dinamica robusta, esto es, encontrar un intervalo
para k alrededor de kg donde el sistema conserve su dinamica.
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Bajo el siguiente esquema, otro importante problema relacionado es el disenio del control para generar atractores
cadticos con multi-enroscado mediante sistemas inestables disipativos discontinuos de tipo lineal con multiples puntos
de equilibrio z* = —A7!'Bu € © C R” los cuales son puntos silla hiperbélicos con variedades asociadas estables e
inestables, W2, y WX respectivamente. La dindmica de la solucion del sistema lineal (4.2) es caracterizada por el
conjunto de valores propios A : espectro(A4). Asi, el polinomio caracteristico po(t) de A esta restringido a tomar valores
que satisfacen la hipétesis para sistemas de tipo I o IT dados en la definicién 6.

Estamos interesados en generar una familia de sistemas continuos a trozos en la siguiente forma: Diseniamos una
familia monoparametrica de sistemas @ = A(k)x + Bu, k € R gobernada por una ley definida de la siguiente manera:

u1 en D1T5
u = Uj en Dz;’ (44)

U, en Dz:.

que genera atractores con multi-enroscado con wu; en un dominio D; C R™, ¢ =1,2,3, ---, rcon NI_D; =0y
Ul_,D; = R™. Ademés, determinaremos el intervalo maximo de disipatividad y dinamica robusta (k, k) alrededor de
k = 0, esto es, el intervalo maximo de perturbacion de la matriz A(k) por medio del parametro k para tener atractores
con enroscados. Para conseguir esto supondremos que el sistema (4.2) tiene las siguientes caracteristicas:

DS1: En lazo cerrado es disipativo e inestable, esto es, el origen es un punto silla hiperbdlico.
DS2: Es completamente controlable.

Respecto a la hiperbolicidad se requiere que A(0) tenga ny valores propios en C~ y n — ny valores propios en CT sin
valores propios imaginarios puros.

4.2. El intervalo maximo UDS

La finalidad es establecer un resultado para una familia de polinomios P(¢, k) = po(t) 4+ kp1(t) para la cual po(t)
tiene ny raices en C~ y n — n; raices en C* para todo k en el intervalo méximo de dinamica robusta (k_, kI ).
Supongamos que la familia P(¢, k) satisface las siguientes suposiciones:

Suposicion 1. P(t, k) es una familia de polinomios de

1. grado fijo n,

2. coeficientes continuos con respecto de k € I = [a,b].

Asi, calculamoE el intervalo de maxima inestabilidad y el intervalo de disipatividad y en consecuencia el intervalo
méximo UDS (k, k). Finalmente, estudiamos una familia de atractores basada en una clase de sistemas disipativos

inestables. Comenzaremos enunciando algunos resultados que nos ayudaran a establecer el intervalo maximo de ines-
tabilidad y disipatividad.

Teorema 23 (Interseccion de la frontera). Bajo la suposicion 1, si P(t,a) tiene todas sus raices en G C C en tanto
que P(t,b) tiene al menos una raiz en U = C — G. Entonces existe al menos un p en [a,b], tal que

o P(t,p) tiene todas sus raices en G U 0G,

e P(t,p) tiene al menos una raiz en 0G

donde OG es la frontera de G. Para un polinomio especifico P(¢, kg), con ko € [a,b], sus coeficientes dependen
continuamente sobre el vector de parametros é(kg) € R™ entonces el vector de parametros é(k) asociado a la familia de
polinomios P(t, k) varia en un conjunto Q € R™. Si P(¢*, ky) = 0 entonces t* es una raiz, de esta manera, el conjunto
de raices Ay, (t) := {t*|P(¢,ko) = 0} esta compuesto de los valores propios asociados al sistema. A continuacion
enunciamos el siguiente teorema.
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Teorema 24 (Principio de exclusion del cero). Bajo la suposicién 1 la familia polinomial P(t, k) contiene al menos
un polinomio estable y ) es arco-conexo. Entonces la familia entera es estable, si y solo si

0 ¢ P(t*, k), Vt* € 9G. (4.5)

La generalizacion de este teorema fue presentada en [48].

Teorema 25 (Generalizacion del principio de exclusion del cero). Consideremos la familia polinomial P(\,t) con
grado constante donde \ € Q y Q C R! es un conjunto arco-conexo. Supongamos que existe un elemento de la familia
con ny raices en C~ y n — ny raices en Ct. Entonces la familia entera sequird teniendo n, raices en C~ y n — ng
raices en Ct, si y sdlo si, P(\,iw) # 0 para todo \ € Q y para todo w € R,

Demostracion. Ver [48] para una prueba. O

En [48] el intervalo maximo de estabilidad robusta es calculado mediante el uso del principio de exclusion del
cero generalizado, el cual puede ser visto como un caso particular en nuestro nuevo contexto de dinamica robusta.
(Definicion 6 para n; = n). Ahora, en un caso mas general, consideramos el problema de encontrar el intervalo méaximo
de dinamica robusta mediante una aproximacion polinomial. Estamos interesados en el intervalo maximo (k. , kI ),

min’ "Vméax

tal que, P(t,k) tiene n raices en C~ y n —ny raices en C* para todo ken (k_.  kt. )yn> gr pl( ). En la misma

min’ Vmax

forma que en [48], calculamos k. v k. . Si po(—iw) = P(w?) — iwQ(w?) y p1(iw) = p(w?) + iwg(w?) entonces
Bliw, k)po(—iw) = G(w) + kF(w) + ihwH (w),

donde
Fw) = p®)Pw?) +wqw?)Q(w?),

Glw) = Pw?)+w’Q* W),
Hw) = qw’)Pw?) - pw’)Qw?).

Ahora definimos para un polinomio arbitrario f(t) el conjunto

R(f) ={eeC: f(e) = 0}.
Sea R(f)r+ el conjunto de elementos reales positivos de R(f) y ahora definimos los siguientes conjuntos:

KT = {F(w):w € R(H)g+ U{0}, F(w;) > 0},
K- = {F(wl) Twy € R(H)R+ @] {0},F(wl) < 0}.

De esta manera con lo antes mencionado damos el siguiente resultado para una familia de polinomios.

Teorema 26 (Intervalo maximo de dindmica robusta). Considerar la familia polinomial P(t, k) = po(t)+kp1(t) donde
po(t) es un polinomio de grado n con ny raices en C~ y n — ny raices en CT. Supongamos que n > gr pi(t) y sean
F(w), Gw) y H(w) los polinomios definidos anteriormente. Entonces P(t, k) tiene ny raices en C~ y n—ny raices en
C* para todo k € (k. , k. ) donde

min’ "Vmax

kro o= méx{—ggzg :F(wl)eK+}7
ko ml’n{—igzg L Flw) € K}

Demostracion. Para k = 0 tenemos que P(t,0) = po(t) tiene ny raices en C~ y n — n; raices en C*. Para aplicar el
principio de exclusion generalizado necesitamos que si para todo k € [k~, k], P(iw, k)po(iw) # 0 para todo w € R
entonces P(t, k)po(—t) tiene n raices en C~ y n raices en CT. De la construccion de la familia se tiene que si k = 0
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entonces P(iw, 0)po(—iw) = po(iw)po(—iw) tiene n raices en C~ y n raices en C* para todo w € R. Entonces, estamos
interesados en los valores maximo y minimo (alrededor de k¥ = 0) de k donde ocurra un cambio de estabilidad en el
sistema. Esto es, el méximo k™ y el minimo kT para el cual ocurre que P(iw, k)po(—iw) = G(w)+kF (w)+ikwH (w) = 0.
Para lograr esto, debemos resolver el sistema de ecuaciones:

Gw)+kF(w)=0y wH(w)=0. (4.6)
El sistema anterior se satisface de forma simultanea si G(w;) + kF(w;) = 0 donde w; € R(H)g+ U {0}. Asi, tenemos
que k = —gg:’ig Por lo tanto, ya que G(w) > 0 para todo w € R, los valores deseados estdn dados por las siguientes
expresiones:
_ G(w)
k. = ix{ — : F H
ain max{ Flw) (wi) > 0,w; € R(H)g+ U {0}
G(wl)
= AX q — - F KT
max{ Fan) (w) €
G(w)
k.o = nq— : F 0 R(H)r+ U{0
foe = min{ = ZE L Pla) < 0,01 € R}z U 0)
) G(wr) _
= — . F K
min { Flan) (w) €
como afirmamos. O

Observacién 1. En la demostracion consideramos valores reales positivos w; € R(H)g+ debido a la simetria de H(w)
y el valor real de los valores de k. Ademds, no es necesario considerar casos cuando F(w;) = 0 ya que de lo contrario
el sistema (4.6) podria tener G(w;) = 0, pero

G(wi) = [po(iwr)|* = po(iw)po(—iw) =0,

lo cual es imposible que pase ya que po(t) no tiene raices en iR. Sin embargo, si ocurre esto se tiene que K™ = {07}

6 K~ = {07}, entonces evaluando en w = 0 y dependiendo del signo de F(0) podriamos tener que:
T s L
r—0t T
’ G(0
ke = 1 2O
r—0— T

Similares resultados pero para Familias de polinomios de tipo Segmentos y rayos de polinomios Hurwitz se pueden ver
en [2, 3].

Ahora, si n = 3 y n; = 1 podemos obtener informacién acerca del maximo intervalo de dindmica robusta, ademas,
necesitamos una condicién para la suma negativa de raices de un polinomio dado (condiciéon de disipatividad).

Lema 2 (Disipatividad). La suma de las raices del polinomio p(t) = apt™ + ait" = + - + a,_1t + a, es negativa, si
y solo st, Z—; > 0.

Demostracion. Sean z1, ..., z, las raices de p(t) y
n
p(t) =ao [ [t - 2),
j=1

su factorizacion. Por las formulas de Viéte (ver en [49]) tenemos que:
p(t) = ag(t" — sit" o+ (=1)"sn),
donde s; = Zl<i1<~-<ij<n Ziy -+ zi; para j =1, 2, ..., n. Entonces a; = (—1)ags; donde j =1, ..., n. Para j =1
_ » a

tenemos que s;1 = z1 + -+ 2, ¥ a1 = —aps1- Por lo tanto, s; es negativo, si y sélo si o> 0. O

7 a

Mediante la aplicacion del Teorema 26 y el Lema 2 a la familia P(¢, k) = po(t) + kp1(t) podemos establecer una
familia de sistemas que presenta en su solucién miltiples enroscados como se mostrara en la siguiente seccién.
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4.3. Generacion de una familia monoparametrica de atractores con multi-
enroscado

El sistema controlado (4.2) puede ser caracterizado por su par (A, B):

ai;p a2 - Qain b1
a1 A22 -+ G2p by

A= . C|.B=]| " |. (4.7)
anl1 Ap2 - Opp bn

Ahora definimos la matriz D en términos de los coeficientes del polinomio pi(t) = ¢, 11" + ¢, _ot" 2 4+ -+ + ¢o de
la siguiente manera:

0 O 0
0 0 -0

D= _ (4.8)
Co C1 Cp—1

Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 27. El sistema controlado (4.2) satisface las hipotesis (DS1) y (DS2) si & = (A+kD)x+ Bu es un miembro
de la familia Fi.(A, B,p1,x,u) con polinomio caracteristico asociado P(t,k) para todo k € (k, k). Entonces es posible
generar una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados.

Demostracion. La demostracion se obtiene de los resultados anteriores. O

Observacién 2. Sic; = 0 tenemos que (k,k) = (k. ,kt. ). Sic1 # 0 tenemos que el sistema (4.2) es UDS-I, por

lo tanto, satisface que la suma de todos los valores propios, de su polinomio asociado, es negativa y esta condicion es
también afectada por la perturbacion kcy en el coeficiente ay, y por lo tanto, (k_. kI . ) es no vacid.

min’ Vméx
A continuacién desarrollamos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 15. Considerar el sistema controlado dado por (4.2) para

0 1 0 0.15
A=[0 o 1| yB=|03],
30 -4 -1 0.4

entonces el numero de enroscados mostrados en el atractor puede ser determinado por la sefial de control u. Por
ejemplo, un atractor con cuatro enroscados puede ser dado por la siguiente senal de control:

para 0.375 < x1;
para 0.225 < x1 < 0.375;
para 0.075 < 1 < 0.225;
para x; < 0.075.

O~ W

La figura 4.1 muestra la proyeccion del atractor sobre los planos: (a) (x1,x2); (b) (z1,23) y (¢) (z2,x3).

Como estamos interesados en la generacion de una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados
determinada de la siguiente manera:
& = (A+kD)x + Bu, (4.9)

donde k es el parametro de la familia (4.9). Sin perdida de generalidad, la matriz D puede ser dada de la siguiente
forma:
0 0 O
D=0 0 O
0 0

_1
2
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e - = - R e~ Rt
T T T

Figura 4.1: Proyecciéon del atractor para k = 0 sobre los planos.

Notemos que el polinomio caracteristico para k = 0 es po(t) = t3+t>+4t+30; del ejemplo 15 y del Lema 2 el sistema (4.2)
es UDS-I para u = 0. Por otra parte, el polinomio caracteristico de A + kD es P(t,k) = >+ (1 — %k)tz + 4t + 30, asi,
tenemos que pi(t) = —%tQ. Ademas,

paliw) = 30— w? +iw(4 —w?),
1
p1(iw) = §w2,
asi
P(w?) = 30-—uw?
Q(w2) = 4- w27
1
p(w2) = 5&}2,
gw?) = 0,
y por lo tanto
1
Fw) = §w2(30 —w?),
Gw) = wb— 7w —44w? 4900,
1
Hw) = —§w2(4 — w?).

Por lo tanto, R(H)g+ = {2} y F(2) = 52 > 0. Entonces K~ = {07} y K+ = {52}. Asf que k, = +ooy k_, =
_% = —%7% = —13. En consecuencia, el intervalo maximo es (k. k. ) = (=13, +00) y ya que a1 + key = 1 — 3k
entonces S = (—00,2). Asi, si k € (—13,2) entonces el sistema (4.9) es un UDS-I para el cual se tiene una familia que
presenta en su solucién atractores con multi-enroscados.

La figura 4.1 muestra las proyecciones del atractor para k = 0 y la figura 4.2 muestra las proyecciones del atractor
para k = —1 sobre los planos: (a) (z1,z2); (b) (z1,23) y (¢) (22, x3).

Para generar una atractor con cuatro enroscados la senal de control puede ser dada como sigue:

para 0.75 < x1;
para 0.45 < z1 < 0.75;
para 0.15 < z; < 0.45;
para z1 < 0.15.

O =N W
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En este caso definimos B de la siguiente forma:

0.3
B =025
0.4

25

Figura 4.2: Proyeccion del atractor para k = —1 sobre los planos.
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Capitulo 5

Otros resultados sobre la presencia de
atractores caoticos

En este capitulo consideramos un sistema inestable disipativo lineal controlado mediante una funcion multi-saturada
y un control con retroalimentacién con un parametro k. Nuevamente usamos el concepto de intervalo mdzimo de
dindmica robusta para el pardmetro k que estd presente en la senal de control y damos condiciones necesarias y
suficientes para que este parametro preserve atractores con multi-enroscados. Asi, una familia de atractores con multi-
enroscados es generada por medio de una familia de sistemas discontinuos con matrices companeras monoparamétricas
miiltiples. Por altimo presentamos un ejemplo para ilustrar el trabajo teérico.

Los resultados de este capitulo estan contenidos en el articulo [24].

5.1. Establecimiento del problema

El problema de la generacion de atractores cadticos a partir de sistemas disipativos inestables ha sido estudiado
mediante la construccion de una familia monoparametrica de sistemas dinamicos llamados sistemas controlados de la
forma;

X = Ax + bu, (5.1)
donde xy € R™ es el vector de estados, A € R™" eg un operador lineal, b € R™ es un vector constante. El polinomio
caracteristico de la matriz A es pi=1t"+ at" '+ +an_1t+a,. Es conocido que si el par ([1, 5) es completamente
controlable existe un cambio de coordenadas x = Q™ !y, tal que, el sistema (5.1) puede ser expresado como:

x = Ax + bu, (5.2)
donde
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= , b=

0 0 0 1 0

—Qp  —Qp_1 —Up_2 —ay 1
El control méas comtinmente usado para esta clase de sistemas es de la forma u = —kc”x con vector de incertidumbre
¢’ = (cnycn_1,...,c1). Entonces el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado es de la siguiente forma

pa(t) + kp1(t), el cual es un rayo de polinomios donde p4(t) es el vértice y p1(t) = ¢, t" 1 + cp1t" 2+ -+ ¢; es
la direccion. Si p4(t) es inestable entonces es posible perturbar el sistema mediante el parametro k para encontrar un
rayo o segmento de polinomios inestables. En ese sentido, puede ser determinado el intervalo maximo de inestabilidad
(ki ki) para el cual la familia pa(t) + kpi(t) es inestable, i.e., si k € (k. , kI, ) entonces al menos uno de los
valores propios de A esta contenido en la zona de inestabilidad.
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Nuestro caso de estudio es cuando el pardmetro k varia en el intervalo maximo de inestabilidad, para generar
sistemas disipativos inestables (UDS) con puntos de equilibrio silla-foco los cuales son responsables de las variedades
estables e inestables y la suma de sus valores propios es negativa. Para generar una familia de atractores mediante
sistemas UDS con muiltiples puntos de equilibrio silla hiperbdlicos p1,pa, ..., pm utilizamos una familia de sistemas
continuos definidos por pedazos que generan atractores con multi-enroscados mediante un sistema definido como
en (5.2) provisto de la familia de leyes de control que conmutan u;, las cuales originan sistemas lineales por pedazos
de la forma siguiente:

A1 (k)x +buy, parax €D, ;

As(k)x + bug, parax € D,,; (53
. 5.3

A (k)x + bu,,, parax €D, ;

donde k € (k, k), Dy, C R? son los dominios para cada u;, para i = 1, 2, ..., m, tal que, N2, D,, = 0 y U™ ,D,, =
R3. El intervalo (k,k) es el intervalo maximo de disipatividad y dindmica robusta, esto es, el intervalo méaximo de
perturbaciéon de la matriz A que nos permitird seguir teniendo atractores con enroscados alrededor del punto de

equilibrio p; = —A~!(k)bu;. Para conseguir lo antes mencionado supondremos que el sistema (5.2) satisface que:
DS1 es disipativo e inestable en el punto de equilibrio p = —A~'bu € R? el cual es un punto de equilibrio silla
hiperbdélico.

DS2 esta en forma candnica controlable.

En las siguientes secciones disefiaremos el sistema definido por pedazos A;(k)x 4 bu;, i = 1,...,m para m > 3.

5.2. Puntos de equilibrios hiperbélicos de tipo I y II

El analisis comenzard con un test para conocer si un polinomio satisface las condiciones de inestabilidad y disi-
patividad. Para establecer esta caracterizacion de los puntos de equilibrio hiperboélicos de tipo I y II es necesario el
siguiente resultado.

Definicién 7. Un polinomio p(t) de grado 3 es llamado disipativo si la suma de sus raices \;, i = 1, 2, 3 es negativa.
Un polinomio disipativo p(t) serd llamado polinomio UDS-I si tiene una raiz real negativa y las otras dos son complejos
conjugados con parte real positiva. Por otro lado, serd llamado polinomio UDS-II si una de sus raices es positiva real
y las otras dos son complejos conjugados con parte real negativa.

Lema 3. El polinomio p(t) = t2 + a1t> + aot + ag tiene dos raices imaginarias puras, si y sélo si, asa; —az = 0y
as > 0.

Demostracion. (=) Si iw es una raiz de p(t) entonces az — ajw? + iw(as — w?) = 0. Esto implica que a3 — a1w? =0y
as = w?. Asi, asa; —a3 =07y ag > 0.
(<) Si aza; —a3z =0y as > 0 entonces
p(t) = t3 + a1t? + ast + asaq
t(tQ + CLQ) + a1 (t2 + CLQ)
(t + CL1)(t2 + CLQ)
= (t + al)(t + i\/ag)(t - Z'\/ag)

O

Ejemplo 16. Consideremos el polinomio p(t) = t3 — t2 + 4t — 4, podemos ver que ay = 4 > 0 y asa; — az =
(4)(=1) — (=4) = 0. Por lo tanto, p(t) tiene dos raices imaginarias puras.

El lema 3 nos da la posibilidad de determinar los limites del intervalo maximo de inestabilidad, estamos interesados
en encontrar polinomios que garanticen la generacién de sistemas UDS-I. Supongamos que si p(t) = t3+a1t> +ast +as
es un polinomio con az > 0 y tiene dos raices de la forma « + i con a > 0 del anélisis de la derivada de p(¢t) y su
discriminante 4a? — 12as, (a3 — 3as) se tiene el siguiente teorema.
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Teorema 28. El polinomio p(t) = t3 + a1t + aot + a3 tiene una raiz negativa real y dos raices complejas conjugadas
atif cona>0ypB#0, siysdlo si, az >0 y una de las siguientes condiciones se satisface:

a) a3 —3az <0 y aza; <0 o aza; —az < 0];

p<—a1— 3a%—3a2> S 0:

P <—CL1 + \/3&% — 30,2) > 0;

—a1+ (l%—-?)(lg

b) a3 —3az >0, “PIVAITIE gy

— a1 — 2__3.-
¢) a2 —3ap > 0, —LVUTNE gy

3

—a1—/a2-3 - 2_3
d) a} —3ay >0, ~HEVATHE o TuEVaTIG g,

p<—a1:|: 3a%—3a2> ~o

Demostracion. =]. Sip(t) = t>+a1t? +ast+as (ag > 0) tiene una raiz negativa real y dos raices complejas conjugadas
a=+if con a >0y 8 # 0 entonces la grafica de p(¢) puede tener una de las siguientes formas (ver la figura 5.1):
Las gréficas estan determinadas por el comportamiento de la derivada de p/(¢): En las gréaficas 1 y 3 la funcion p(¢)

Jy 4 U N
ARSITA R B
(a) graph 1 (b) graph 2 (c) graph 3 (d) graph 4 (¢) graph 5

Figura 5.1: Gréafica de p(¢).

es creciente y entonces p'(t) = 3t2 + 2a1t + ag es positivo para cada valor de ¢, por consiguiente, a? — 3az < 0; por lo
tanto, a) se tiene.
La grafica 2 indica que p(t) tiene dos puntos criticos negativos (cuando p’(t) = 0) que determinan valores minimos y

_ _ —a1—+/a%—
maximos locales donde el valor maximo local es negativo, esto es, a2 —3ag > 0, w <0y p(%) > 0;
por lo tanto, b) se tiene.
La grafica 4 indica que p(t) tiene dos puntos criticos positivos (cuando p’(t) = 0) que determinan un valor minimo

local y un valor maximo local el cual este tltimo es positivo, esto es, a?—3as > 0, A b Viﬁfgag >0y p(w) >
0 y entonces c) se tiene.

La grafica 5 indica que p(t) tiene un punto critico negativo y un punto critico positivo (cuando p’(t) = 0) que
determinan un valor méaximo local y un valor minimo local, respectivamente, los cuales son positivos, esto es, a2 —3ay >

—a1—+/a%—3as —a1++/a?—3a2 —ai1++/a%—3as
0 vaizie o 750 )y p(CuE 0

; > 0 y entonces d) se tiene.
<] Supongamos que a) se satisface, entonces p’(t) > 0 para cada t € R, asi, p(t) es una funcion creciente. Puesto que
a3 > 0 obtenemos las grafica 1 y en consecuencia p(t) tiene una raiz negativa y dos raices o+ i3 con o > 0y 8 # 0.
Los otros casos se demuestra en forma similar. O
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Ejemplo 17. Si consideramos el siguiente polinomio po(t) = t3 + 2 + 4t + 30 del andlisis de sus coeficientes podemos
ver que:

1. as =30 >0,
2. 4a? — 12a5 = —52 < 0,
3. asa; —agz = —26 < 0.

Esto es, po(t) satisface la condicion a) del Teorema 28, asi, tiene una raiz real negativa y dos raices de la forma a+1if
cona>0yp#0.

En forma similar, tomando f(t) = p(—t) tenemos el siguiente resultado para caracterizar los puntos hiperbolicos
de tipo II.

Teorema 29. El polinomio f(t) = t3 + bat? + byt + by tiene una raiz real positiva y dos raices complejas de la forma
atif con a <0, siy solo si, una de las siguientes condiciones se satisface:

0,) b0<0, b§—3b1§0y[b1b220 Obo—b1b2<0},’

b) by < 0, b2 — 3by >0, —2EVIE=HL

; (—bz — /B2 —3b1> 0

3

¢) by <0, b2 —3b >0, 2V g

3
; (—bg + \/3b§ = 3b1> “o

b

d) by < 0, 13— 3by >0, VB o SbebVBI

—by + /b2 —3b
f( 2 32 1><0.

Demostracion. Es similar a la prueba del Teorema 28. O

5.2.1. El maximo intervalo UDS con funciones de saturaciéon

Como hemos mencionado el objeto de estudio de este capitulo es la generaciéon de atractores extranos desde el
punto de vista de la teoria de disenio de control mediante la consideracién del siguiente sistema de control:

x = Ax + bu, (5.4)

donde b € R™ y el par ordenado (A4,b) esta en forma canoénica controlable. Ademas, si se considera el control lineal
u(k,x) = —ket'x cone? = (¢, ¢n_1,...,c1) entonces el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado es P(t, k) =
po(t)+kp1(t) donde k es un parametro real, py(t) es el polinomio caracteristico de Ay p1(t) = ¢, t" 1 +c, 1" 2+ +c;
es un polinomio arbitrario. Si consideramos a pg(t) como un polinomio estable (sus n raices estan contenidas en el
semiplano abierto izquierdo) entonces la familia polinomial P(¢,0) = po(t) es estable. Asi, podemos perturbar la
variable k alrededor del cero manteniendo la estabilidad del sistema, tal problema es llamado el problema de encontrar
el intervalo méximo de estabilidad y fue estudiado por Bialas alrededor de 1985 [10] y recientemente por Lopez-Renteria
et al en [48]. Problemas relacionados fueron estudiados en [2, 3].

El objetivo es establecer un resultado similar para la familia de polinomios P(t,k) = po(t) + kp1(t) para la cual
po(t) tiene mq raices en C~ y m — ny raices en CT para todo k en el intervalo méximo de perturbacién alrededor del
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cero. Este es el problema de encontrar el intervalo maximo de dindmica robusta con una aproximacién polinomial y
fue resuelto en [5] (ver el capitulo 4 de esta tesis).

El siguiente resultado concerniente al intervalo méaximo UDS fue reportado en la referencia citada.

Recordemos la siguiente definicion, que fue establecida en el capitulo anterior.

Definicién 1. Un intervalo de dinamica robusta de la familia monoparametrica pi(t) es un intervalo [a,b] donde py(t)
tiene ny raices en C~ y n — ny raices en CT para todo k € [a,b]. El mds grande de estos intervalos serd llamado el
intervalo maximo de dindmica robusta.

Consideremos po(—iw) = P(w?) — iwQ(w?) y p1(iw) = p(w?) + iwq(w?) entonces
P(iw, k)po(—iw) = G(w) + kF(w) + itkwH (w),
donde
Flw) = p*)P(w?)+wq(w?)Qw?),
Gw) = P(w*)+wQ*(w?),
Hw) = q@?)Pw?) - pw?)Qw?).

Ahora, definimos para un polinomio arbitrario f(t) el siguiente conjunto:

R(f)={¢eC: f(§)=0}.
Asi, R(f)r+ denota el conjunto de elementos reales positivos de R(f) y ahora definimos los conjuntos siguientes:

Kt = {F(w) : w € R(H)g+ U{0}, F(w;) > 0},
K- = {F(w) :w € R(H)g+ U{0}, F(w) <0}.

Si no existen elementos en R(H)g+ U {0}, tales que, F(w;) > 0 entonces definimos K+ = {0"}. En forma similar, si
R(H)g+ U {0} no contiene elementos, tales que , F'(w;) < 0 entonces definimos K~ = {0~ }. Con lo antes mencionado
se tiene el siguiente resultado para una familia de polinomios, que corresponde al Teorema 26 del capitulo anterior.

Teorema 30. (Intervalo mdzimo de dindmica robusta) Consideremos la familia polinomial P(t,k) = po(t) + kp1(t)
donde po(t) es un polinomio de grado n con ny raices en C~ y n — ny raices en CT. Supongamos que n > degpi(t)
y sean F(w), G(w) y H(w) los polinomios definidos anteriormente. Entonces P(t,k) tiene ny raices en C~ yn —ny

raices en CT para todo k € (k_, kT, ) donde
- G(wi)
k=, = ix{ — : F KT
min max { F(wl) (wl) € ’
) G(wi) }
kEf = min {— t Fw) e K™ .
Si KT = {07} (5~ = {07}, resp.) entonces k_, = —oo (kI , = oo, resp.).

Para crear una familia de sistemas de USD necesitamos obtener el intervalo méximo de inestabilidad y necesitamos
la condicion de negatividad para la suma de las raices que es la condicion de disipatividad (ver [5]).

a > Q.

Lema 4. La suma de las raices del polinomio p(t) = agt™ 4+ ait" ' +---+a,_1t +a, es negativa, si y solo si, o

Los resultados anteriores son suficientes para establecer el intervalo maximo UDS.

Teorema 31. Consideremos el sistema controlado:
X = Ax + bu,

donde A € R"", b,x € R", u = —kc'x conk € R y ¢ = (¢n,cn_1,...,c1). Si el polinomio caracteristico de A,
po(t) =t"+ art" '+ +ay,, tiene ny raices en C~ yn—ny raices en CT entonces el intervalo mdzimo de dindmica
robusta esta dado por K = SN (k. k. ) donde S ={k €R:ay+ ke, > 0}.

min’ "Vmax
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5.3. Una familia de atractores con multi-enroscado

En esta seccién se genera una familia de atractores con multi-enroscados basada en un sistema lineal definido por
pedazos diseniado utilizando su matriz companera, que depende de un pardmetro k, mediante el uso de un control
multi-saturado.

Vamos a considerar el siguiente sistema controlado:

X = Ax + bu, (5.5)

donde A es una matriz 3 x 3 con entradas en R; 2,b € R? y u € R es un control saturado dado por u = —kc?x— f,(cT'x)
donde k € R, ¢T' = (e3,¢ca,¢1) y fs(cTx) es la funcion saturada siguiente:

w, para v <clx;
fo(c"x) =< pc’x, para |cl'x| < o (5.6)
—w, para cI'x < —w.

Supongamos que el sistema satisface las hipotesis DS1 y DS2. La hip6tesis DS2 nos permite considerar el sistema (5.5)
en forma controlable, esto es,

0 1 0 0
A= 0 0 1|, yb=|0],
—az —a2 —ai 1

donde su polinomio caracteristico es Pa(t) = t3 + a1t? + ast + a3. No es dificil ver que la matriz A~! tiene la siguiente
expresion:

—a  _a1  _ 1
_1 as as as
A = 1 0 0 |,
0 1 0
y i x = (z1,29,23)" el punto de equilibrio x* = —A™"bu = (= £,0,0)" es localizado en el eje z1. Por lo tanto, basta
con considerar los planos de conmutacion csx; = vy csz; = —v (con ¢; = ¢ = 0) los cuales son ortogonales al eje x.
Por lo tanto, el control saturado es u = —kcszy — fs(x1) y fs es dada por la siguiente funcion saturada:
w, para  v/cg < xq;
fs(x1,w) =< peswy, para |z1] < v/es; (5.7)
—w, para 1z < —v/cs;

donde p es la pendiente del segmento medio, el radial superior {fs(z1,w) = w : 21 > v/ecz} y el radial inferior
{fs(z1,w) = —w : 1 < —v/es} son llamadas mesetas saturadas y el segmento {fs(x1, u) = pr1 @ |x1] < v/es} entre
las dos mesetas saturadas es llamado la pendiente saturada . Para k = 0 el sistema es capaz de generar atractores cadti-
cos mediante una funciéon saturada y el sistema conmuta entre UDS-I y UDS-II para la meseta saturada y la pendiente
saturada respectivamente (ver [54] por ejemplo). El sistema en lazo cerrado (5.5) con control de retroalimentacion
escalar u(x, k) = —kcT'x — fo(x1,w) esta |dado por:

% = (A —kbc")x — fo(z1,w)b (5.8)

El polinomio caracteristico de la meseta saturada A + kbc! es Psp(t,k) = t3 +t2 +t + (a3 + kc3) y corresponde a un
sistema UDS de tipo I.

En forma similar, el polinomio caracteristico de la pendiente saturada es Psgs(t, k) = t3+a1t>+aot+(az+kez+pucs).
La parte de la pendiente saturada puede modificar la estabilidad del sistema y corresponde a un sistema UDS de tipo
II. Por lo tanto el control de realimentaciéon puede modificar la estabilidad del sistema y destruir el comportamiento
caotico, los resultados anteriores del intervalo maximo de inestabilidad maxima nos ayudan a garantizar que el sistema
tenga soluciones con comportamiento caodtico.

Con el fin de lograr la aparicién de miltiples puntos de equilibrio en los cuales la solucién del sistema se comporta de
forma cadtica, una serie de funciones multi-saturadas es considerada en lugar de una funcién saturada. En primer lugar,
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vamos a considerar dos conjuntos, el primero es el conjunto de valores de saturacion A,, = {wq, ws,...,wq} y el segundo
es el conjunto de valores de conmutacion A, = {v1,va,...,0.}, tal que, 11 < vy < ... < v, y wy < wg < -+ < Wq CON
d=2(r—1)yr,deN. La cardinalidad del conjunto A, es el ntmero de enroscados en el atractor.

Asi, con estos dos conjuntos es posible definir la funcién continua multi-saturada definida por pedazos de la siguiente
manera:

Wq, para v, /c3 < x1;
Hd—1€3T1 + Ba—1, para v._1/cz < a1 < vp/es;

fs(@r, Bw, Ay) = Hac3zy + Pa, para vz/cs < 1 < va/c3; (5.9)
wa, para vg/cs < 11 < vs/cs;
piczTy + P, para vy /c3 < o1 < va/c3;
wy, para x1 < v1/cs;
con
Wg — Wy w3 — Wa Wy — Wd-1
H1 = y M2 = g e s d—1 =
V2 — U1 Vg4 — U3 Ur — Up—1
and fy = —pvy +wy, B2 = —pavz +wa, ..., Ba—1 = —Hd—1Vr—1 + Wq_1.
El sistema (5.5) con control multi-saturado u = —ke'x — fy(z1, Aw, A,) es dado de la siguiente manera:
(A — kbeT)x — wgb, para  v./cs < x1;

(A= (k+ pa—1)bc")x — B4_1b, para wv,_1/cs < x1 < v, /cs;

X = (A — (k + p2)bcT)x — Bab, para vs/cs < 1 < vyq/cs; (5.10)
(A — kbeT)x — wab, para vs/cg < a1 < v3/cs;
(A — (k+ p1)bcT)x — Brb, para vi/cy < a1 < va/cs;
(A — kbc)x — wyb, para 1z < vy/cs.

Entonces, hay dos clases de puntos de equilibrio que se describen en los siguientes conjuntos:

7y 4
Ay = {wj(A—kbcT)lb:<%$JkC3,0,0> } :

Jj=1

{ﬁj (A~ (k+p)be") b= (ﬁj)%vOaO)T}

a3+(k+,uj

d—1

B,

Jj=1

El polinomio caracteristico de la meseta saturada A —kbc! es el mismo Psp(t, k) = t3+a1t? +ast + (a3 +kcz) mientras
que el polinomio caracteristico de la pendiente saturada A—kbc” +p;bc” es Psg(t, k) = t3+a1t? +ast+(az+kes+pjcs)
paraj=1,....d— 1.

El teorema 30 nos muestra como encontrar el intervalo maximo de dinamica robusta para Psp y el lema 4 nos
permite obtener el intervalo de disipatividad. En consecuencia el teorema 31 nos permite mantener la inestabilidad y
disipatividad en un intervalo maximo no importando que tipo de sistema UDS tengamos en el sistema en lazo abierto.
De aqui en adelante, supondremos que el conjunto de puntos de equilibrio A;, son de tipo I. Sin embargo, es necesario
garantizar el cambio de inestabilidad de los polinomios caracteristicos de las pendientes saturadas de tipo I a tipo II.

Lema 5. Consideremos el polinomio Pss(t,k) = t3 + a1t? + ast + (a3 + kez + wics) con ay > 0. Supongamos que
para k = —p el polinomio Psg tiene una raiz negativa y un par de raices complejas con parte real positiva (UDS-I).
Entonces Psg tiene una raiz positiva y dos raices complejas con parte real negativa (UDS-II), si y sélo si, a? —3as > 0
yke Kfé donde
) k< ij, st D <0
K = k < ko, si D> 0; (5.11)
k <min{ky,ke}, si D<0yD>0
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con

1 a

kij = mfﬂ{C(D3+01D2+G2D+a3+uj63),03Mj},
3 3
3 1 —3 —2 — a

kg,j = mln{—C(D +a1D +a2D+a3+MjC3)’_C3_Mj}a
3 3

D — —ay + \/a% — 30,2
- 5 ,
) —a; — /a2 — 3as

- 3
Demostracion. La prueba se basa en el teorema 29. Ya que Psg(t, —p) satisface una de las hipotesis del teorema 28

entonces no puede satisfacer el inciso a) del teorema 29 para todo k. Sin embargo, la condicién a? — 3a; > 0 es la
misma en ambos teoremas. Ahora, la condicién as + kcs + pjcs < 0 se satisface, si y soélo si, £ < —‘;—; — ;. Entonces, si

_ /a? 3as —  —ai—+/a?_3a; .
D= —atveaTie o masyaeiTie podemos ver que P(D, k) < 0, siysolosi, k < fi(D3+a1D2+a2D+a3+u]—03).

3 y 3
En forma similar, P(D, k) < 0 se satisface, si y solo si, k < ——(ES + a1ﬁ2 + asD + a3 + pjcs). Definimos

1
c3

1 a-

o = min{_c(D3+a1D2+“2D+a3+uj03)7—;—uj},
3 3
L = - = a

kaj = mm{C(D3+a1D2+a2D+a3+NjC3)»03Mj}.
3 3

De esto, el inciso b) del teorema 29 se cumple, si y solo si, D < 0y k < ki; el inciso c) se satisface si D>0yk<kyy
el inciso d) es valido, si y solo si, k < min{kq,k2}, D < 0y D > 0. Por tultimo, el cambio de inestabilidad es dado por:

) k< kl,jv si D <0
KJB = k< k‘27j, si D> 0; (512)
k<mi{ky,k}, si D<0yD>0;

Esto termina la demostracién. O
Sea K4, el intervalo méximo UDS de tipo I para la meseta saturada. Entonces todas las pendientes saturadas son
UDS de tipo Il si k € K, = ﬂ?;ll Kf_g. Asi, tenemos el siguiente resultado:
Teorema 32. Consideremos el sistema controlado en R3:
&= Az +bu (5.13)

que satisface las hipdtesis DS1 y DS2. Sea v = —keszy — fs(x1, Ay, Ay) el control saturado con fs(x1, Ay, Ay) la
funcion multi-saturada (5.9). Entonces, el sistema en lazo cerrado (5.1) posee los conjuntos de puntos de equilibrio
Az, UDS de tipo Iy By, UDS de tipo 11, si y sdolo si, k € Kpax = Ka, NKp,, . Ademds, es posible generar una
k-familia la cual tiene d-atractores con enroscados los cuales se generan a partir del conjunto de puntos de equilibrio
Agy.

Demostracion. La demostracion se obtiene a partir de los resultados anteriores. O

Para ilustrar los resultados obtenidos hemos tomado el ejemplo numérico citado en [54] donde con los resultados
obtenidos se pueden generar atractores cadticos. El ejemplo es dado de la siguiente manera:

Ejemplo 18. Consideremos el sistema controlado

z = Ajz+bu (5.14)
0 1 0 0
= 0 0 1 |z+ [0] w.
-0,7 -0,7 —-0,7 1
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El polinomio caracteristico del sistema en lazo abierto es pa,(t) = t3+0,7t2+0,7t+0,7 y por el inciso a) del teorema 28
tenemos que:

a3 = 0,7>0,
4a? —12a5 = —6,44<0,
ajas —az = —0,21 <O0.

Esto implica que la matriz A asociada al sistema tiene un valor propio real negativo y un par de valores propios
complejos de la forma o £ i con o > 0. Ademds, por el lema 4 la suma de sus valores propios es negativa debido a
que ay = 0,7 > 0. Por lo tanto, el sistema (5.14) es UDS de tipo-I. La funcién de saturacion implementada (5.7) es
dada como sigue:
7, sil <xy;
fs(l‘l) = 71’1, st ‘(El‘ S ]., (515)
-7, stz < —1.

A partir de esta funcion saturada es posible generar la funcion multi-saturada como sigue:

35, si 4l < xy;
Try — 252, 139 <z <4l;
21, st 21 <z < 39;
fs(x) =< Taxp —126, 019 <a; <21; (5.16)
7, st 1 <xp <19,
Txy, st —1 <z <1
-7, sty < —1.

El sistema (5.14) es UDS de tipo I en la meseta saturada, sin embargo, el sistema (5.14) cambia a UDS de tipo II
(como se menciond anteriormente debido a la pendiente saturada) teniendo la siguiente matriz Ayy:

0 1 1
A= 0 o0 1 (5.17)
6,3 —0,7 —0,7

Debido a que los puntos de equilibrio estdn situados sobre el eje x1 podemos tomar c; = co = 0 y c3 = 1; también con los
conjuntos A, = {—1,1,19,21,39,41} y A, = {—7,7,21,35} obtenemos py = 7 y la otra parte de la retroalimentacion

u=—kxy — fs(x1) generamos a partir del sistema (5.14) el sistema:
i 0 1 0 0
0 0 1 |x+1]0], st 41 < xq;
(-0,7—k) —0,7 —0,7 35
[0 1 0 0
0 0 1 X + 0 , s139 <xp <41,
(63—k) —0,7 —0,7 —952
. i 0 1 0 0
X = 0 0 1 | x+ o], sil<a <19; (5.18)
|(=0,7—k) —-0,7 —-0,7 7
[0 1 0
0 0 1 X, st —1<x <1
[(6,3—k) —0,7 —0,7
0 1 0 0
0 0 1 |x—]101|, six<-1.
|(=0,7—k) —0,7 -0,7 -7
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A continuacion calculamos el intervalo mdzimo para obtener un sistema UDS de tipo I: Para los polinomios pa,(t) =
3+ 0.7t2 + 0.7t + 0.7 y p1(t) = t? tenemos que:

pa,(iw) = (0.7 —0.7w%) +iw(0.7 — w?),
p1(iw) —w?,
para los cuales
P(w?) = 0.7-0.70%
QW = 0.7-w?
pw?) = —w?
Q(w2) - 07
y entonces
Fw) = w?0.7w*—0.7),
Gw) = (0.7—0.7w%? 4+ w?(0.7 — w?)?,
Hw) = w0.7—-w?).
No es dificil de ver que K~ = {F(,/0,7) = —0,147} y K+ = {0%}. Por lo tanto, por el teorema (30) y el lema (4)
el intervalo mdximo UDS de tipo I es descrito mediante k‘;;éx = min{—gg\/\/g; = 0,3} =03 yk,,, = —oco. Para

el calculo del intervalo mdximo UDS de tipo 1I tenemos que: Para los polinomios pa,,(t) = t3 + 0,7t + 0,7t — 6,3 y
p1(t) = t? obtenemos que:

pa,,(iw) = (=6.3—=0.7w?) +iw(0.7 — w?),
pi(iw) = —w?,
para los cuales
P(w?) —6.3 — 0.7w?,
QW?) = 0.7-uw?
p(w2) = _w2a
q(w?) 0,
y entonces
Fw) = w?(6.3+0.7w?%),
Gw) = (6.3+0.7w%)% 4+ w?(0.7 — w?)?,
H(w) w?(0.7 — w?).
Asi, tenemos que K~ ={0"} y KT = {F(\/0,7) = 4,753}. Por lo tanto, por el teorema (30) y el lema (4) el intervalo
mdzimo para tener un sistema UDS de tipo II esta dado por k;éx = +oo y k., = mix 7%%3 = 79,7} = —9,7.

Entonces, k € Knax = (—9,7,0,3). Si k = 0 y zo = (0.0569,0.02847,0.09492) las soluciones del sistema (5.18)
presentan atractores cadticos como se muestra en la figura 5.2.

Para k = 0.2 y o = (0.0569,0.02847,0.09492) las soluciones del sistema (5.18) generan atractores cadticos como
se muestra en la figura 5.3.
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Figura 5.2: Proyeccion del atractor sobre los planos: a) (x1,z2); b) (v1,23); y ¢) (22, z3) for k = 0.

Figura 5.3: Proyeccion del atractor sobre los planos: a) (x1,z2); b) (z1,23); y ¢) (22, z3) for k =0,2.
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Capitulo 6

Abscisa de estabilidad y el producto de
Hadamard

Los resultados de este capitulo fueron publicados en el articulo [7]. En este capitulo se realiza un acercamiento al
estudio de la abscisa de estabilidad de un polinomio y el producto de Hadamard. Nuevamente enunciamos la definicién
de la abscisa de estabilidad. Consideremos un polinomio p(t) de grado n de la forma siguiente:

p(t) =t"+at" M 4+ Fa, (6.1)

donde ay, ag, ..., a, son numeros reales, los ceros de p(t) son denotados por &i,--- ,&,. Asi definimos la abscisa de
estabilidad de p(t) de la forma siguiente:

op = méax {Re(&)} -

Usaremos la siguiente notacion:
= P, denota al conjunto de polinomios reales de grado n.
= H, denota al conjunto de polinomios reales que son Hurwitz y tienen grado n.
» H," denota al conjunto de polinomios Hurwitz de grado n con coeficientes reales
» H(Had) denota al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

Para n fijo, el conjunto H,, es un espacio métrico de dimensiéon n+ 1, en forma usual lo identificamos como isomorfo al
conjunto R™*! con la norma euclidiana usual ||-||. Por otro lado, consideremos dos polinomios p(t) = a,t" +a, _1t" 1+
coodagy qt) = bpt™ + by _1t" "t + - + by, decimos que

(p* Q)(t) = anbnt" + an_1bp 1"~ + - - + aobo, (6.2)

es el producto de Hadamard de p y q. Garloff y Wagner mostraron que el conjunto de polinomios Hurwitz es cerrado
bajo el producto de Hadamard (ver [31]) y preserva la Total no negatividad (ver [32]). De forma inversa decimos que
un polinomio Hurwitz p(t) admite una factorizacion de Hadamard si existen dos polinomios Hurwitz f(t) y g(t), tales
que, (f *g)(t) = p(t). Tal conjunto sera llamado conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados(H(Had)).

Conociendo las abscisas de estabilidad de f(t) y g(¢) un problema abierto es: ;Qué relacién hay entre oy, 04 y 0f4g7.

Para n =1 Sean f(t) = a1t +ag y g(t) = b1t + by polinomios Hurwitz entonces (f x g)(t) = a1b1t + agbg. Por lo tanto,
tenemos que
Uf*g = _Ufa'g.

Para n =2 Sean f(t) = ast® + ait + ag y g(t) = bat? + byt + by polinomios Hurwitz entonces (f * g)(t) = agbot® +
a1bit + agbp.
Como f(t) es Hurwitz para tener estabilidad robusta es necesario y suficiente que as > 0, a; > 0y ag > 0.
Analizando el discriminante a% — 4asag tenemos que:
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1. sia} —4dagag <0=o0p = —LL

2a2
/o2
. 9 __a1— ai—4azag
2. 51a1—4a2a0>0:>0f— B Py e——

De forma anéloga se hace un andlisis para los otros polinomios. Por lo tanto, tenemos lo siguiente:

para a2 — 4azag < 0 tenemos que

De forma similar se tiene el mismo resultado para el otro caso.

Del analisis para el caso n = 2 se tiene que en general para dos elementos f y g del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados se tiene que

Ofug # 0f0g. (6.3)

El estudio de la relacién entre la abscisa y el producto de Hadamard nos llevo a desarrollar un estudio de las propiedades
del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados. Ahora en este capitulo presentamos algunas resultados topologi-
cos y geomeétricos acerca de este conjunto. Denotamos por H(Had) al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados
y denotamos por H(Had), al conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados de grado n. En la seccién 6.1 se pro-
bara que H(Had) es un conjunto no acotado, abierto, no convexo y arco-conexo. Ademas en la seccion 6.2 se da un
resultado acerca de la factorizaciéon de Hadamard de un polinomio intervalo Hurwitz de grado cuatro. Finalmente en
la seccién 6.3 presentamos un acercamiento mediante conceptos de topologia diferencial para el estudio del conjunto
de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

6.1. Propiedades topoldgicas del conjunto H(Had)

Comenzamos esta seccion demostrando una propiedad del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

6.1.1. H(Had) es un conjunto abierto

A continuacién damos las siguientes definiciones que necesitaremos.

Definicién 8. Sean X y Y espacios métricos. Entonces se dice que T : D(T) — Y (con D(T) C X) es un mapeo
abierto si para todo conjunto abierto en D(T') la imagen es un conjunto abierto en Y.

Definicién 9 (Operador lineal acotado). Sean X y Y espacios normados y T : D(T) — Y un operador lineal donde
D(T) C X. El operador T se dice acotado si existe un nimero real c, tal que, para todo x € D(T') tenemos que

[T]| < clf=]].
También utilizaremos el siguiente Teorema.

Teorema 33 (Teorema del Mapeo Abierto). Un operador lineal acotado T de un espacio de Banach X sobre un
espacio de Banach 'Y es un mapeo abierto.

Demostracion. Ver [44] para una demostracion. O

Teorema 34 (Ver [51, 52]). El polinomio f(t) = ast* + azt’ + ast? + axt + ag es Hadamardizado, si y sélo si,

2
QpQg 10y
< ( — «/Oég) .

(¢35} ag
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Del Teorema 33 tenemos que el conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados grado cuatro es un conjunto
abierto ya que si q(t) = ast* + ast® + aat? + a1t + ag es un polinomio Hurwitz Hadamardizado entonces

2
(6710 %} 104
1/ —/ A4
o < ( s CVQ) (6 )

y esta desigualdad se mantiene para pequenas perturbaciones de los coeficientes. Ya que no se conocen condiciones
necesarias y suficientes (en términos de los coeficientes) para que un polinomio Hurwitz de grado n tenga una facto-
rizacién de Hadamard necesitamos un resultado para probar que el conjunto H(Had) es abierto. Tal resultado es el
Teorema del Mapeo Abierto.
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Teorema 35. H(Had) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea p(t) = ant™ + an,_1t" "1 + -+ + a1t + ap un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Entonces existen
dos polinomios Hurwitz f(t) = bt +b,_1t" 1+ +bg y g(t) = cpt™ +cp1t" "L+ +co, tales que, (f*g)(t) = p(t).
Consideremos el operador Ty : P, — P, donde P, es el conjunto de polinomios de grado n definido por Ty (h(t)) =
(f * h)(t). T es un operador lineal y si h(t) = d,,t" + d,_1t" "' + - - - + dy entonces

1T (h(E))]

|(bndn, ..., brdy, bodo)||
1(bry ... 01, 00)|[I(dn, - - . d1, do)||- (6.5)

IN

Asi se tiene que Ty es un operador lineal acotado, ademés, Ty es un mapeo suprayectivo ya que si ¢(t) = ¢,t" +
Gn_1t""' 4+ -+ + qit + go es un polinomio arbitrario entonces

n ,n | 9n—1 ,n—1 0 q0
T | —t t e+ —t+ — | =ql(f). 6.6
Pl e B ) (6.6)
Por otro lado, ya que H,, (el conjunto de polinomios Hurwitz de grado n) es un conjunto abierto, sea U un conjunto
abierto, tal que, g € U C H,,. Entonces T;[U] C H,, (ver [31]) y por el Teorema del Mapeo Abierto [44] tenemos que
T¢[U] es un conjunto abierto. Ya que p(t) € T¢[U] se tiene que p(t) € T¢[U] C H(Had). Por lo tanto, H(Had) es un
conjunto abierto. O

6.1.2. Aplicacién

Consideremos el sistema & = A(A)x donde A(X) € Myxn(R) y A € R™ es un parametro. Sea py(t) = a, (A" +
a1 (M)t + -+ + a1 (\) + ao(N) el polinomio caracteristico de la matriz A(\).

Supongamos que py, es un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Por el Teorema 35 existe una bola abierta B.(py, ),
tal que, cada elemento de Bc(py,) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado. Entonces podemos encontrar dos polino-
mios Hurwitz:

) = a4 bpa (A -+ b (M)t + bo(N),
) = cuWt" F et (N e (M)t co(N), (6.7)

tales que, f) * gx = px para A & )\g. La idea es obtener una factorizaciéon de Hadamard de py(t) donde los coeficientes
de fx(t) y gx(t) sean mas simples que los de p(t). Para ilustrar esto damos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 19. Consideremos el sistema i = Az donde las entradas a;;(\) de A estin dadas por: a;; = —\* — 8\ — 15,
a12 = —)\2 — 11X — 29, a13 = —)\2 — 12X\ — 36, a14 = 2)\+ 7, as1 = 0, a29 = 0, ag3 = 1, a24 = 0, azy = O, azg = 0,
aszs — 0, azqg — 1, aq = —/\2 — 8\ — 15, a4 = —/\2 — 11X — 30, aq3 = —/\2 — 12X\ — 36, aq4 = )\—f— 7.

El polinomio caracteristico asociado a la matriz es px(t) = t* + (A2 + 61 + 8)t3 + (A2 + 12X + 36)t% + (A2 + 11\ +
30)t + (A2 + 8\ + 15). Para A = 0 tenemos que po(t) = t* + 83 + 36t2 + 30t + 15 el cual, por el Teorema 34, es un
polinomio Hurwitz Hadamardizado.

Por el Teorema 35 podemos encontrar dos polinomios Hurwitz, tales que, su producto de Hadamard es igual a py(t)
para A suficientemente pequena. Consideremos los polinomios Hurwitz:

Fo(t) = t*+4t3 +61% + 6t + 5,
Go(t) = t*+263+6t> + 5t +3. (6.8)

Notemos que Fy x Gy = t* + 8t3 + 36t2 4 30t + 15. La familia de polinomios

E\t) = t"+ 0+ + A +6) 2+ (A +6)t+ (A +5),
Ga(t) = t*+N+2)B+A+6)2+ A +5)t+ (A+3) (6.9)

es Hurwitz para valores pequenios de A, el producto de Hadamard Fy x Gy satisface que (Fy x G))(t) = pa(t) y los
coeficientes de Fy y Gy son mds simples que los de py.
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6.1.3. #(Had) es un conjunto no-convexo

Tenemos que H(Had) C H (ver [51]) donde H(Had) # H y H es el conjunto de polinomios Hurwitz, se conoce
que el conjunto de polinomios Hurwitz es un conjunto no-convexo (ver [2, 3]). Sin embargo, esto no implica que el
conjunto H(Had) es también no-convexo. Por lo tanto, probaremos que el conjunto H(Had) también es no-convexo.

Consideremos el rayo de polinomios:

F, = t"4+634692 +2t+3+k(E+1t>4+2t+1), (6.10)
th (LB + (6.9 + k)% 4 (2 + 2k)t + (3 + k). (6.11)

Entonces Fy(

t) es Hurwitz, siy solosi, 1 +k>0,69+k>0,24+2k>0,3+k>0y (1+Kk)(6.9+K)(2+2k)—(2+
2k)? — (1+k)?

(34 k) > 0. Estas desigualdades se tienen, si y sélo si, k > —1, y F(¢) es Hadamardizado, si y sélo si,

BFHA+E) < 242k —\/6.9+k> . (6.12)

2+ 2k 1+k

Asi, tenemos que F(t) es Hurwitz Hadamardizado, si y solo si, k € (—1,1.2 — v/3.2) U (1.2 + v/3.2,00) y Fi(t) es
Hurwitz pero no Hadamardizado, si y solo si, k € [1.2 — v/3.2,1.2 + v/3.2].

Teorema 36. H(Had) es un conjunto no-convexo.

Demostracion. De la discusiéon anterior, tomemos k = —0.75 y k = 3. Entonces obtenemos los polinomios Hurwitz
Hadamardizados r(t) = t1+#3+6.9t2 + 2t +3—0.75(t3 + 1>+ 2t + 1) y h(t) = t* + 13+ 6.9t> + 2t + 3+ 3(t3 + 2 + 2t + 1).
Ahora consideremos la combinacion convexa Ar(t) 4+ (1 — A)h(t). Para A = 1/2 obtenemos el polinomio #* + 2.125¢3 +
8.025t% + 4.25t + 4.125 el cual no es Hadamardizado, por lo tanto, H(Had) es un conjunto no-convexo. O

6.1.4. H(Had) es un conjunto no acotado

Teorema 37. Ezisten rayos de polinomios contenidos en el conjunto H(Had). Por lo tanto, es un conjunto no acotado.

Ejemplo 20. Consideremos el polinomio siguiente:

Grt) = t*+ 3+ 72+ 20+ 3+ kB +2+2t+1)
(LB + (T+ R4 (24 2k)t + (3 + k). (6.13)

Entonces Gi(t) es Hurwitz, si y sélo si, 1 +k>0,7+k>0,2+2k>0,3+k >0y (1 +k)(7T+Ek)(2+2k)—(2+
2k)2 — (1 + k)2(3 + k) > 0. Ademds, G(t) es Hadamardizado, si y sélo si,

B < (B v (619

Asi, tenemos que Gi(t) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado para k > —1 y H(Had) es un conjunto no acotado.

La existencia rayos de polinomios Hurwitz Hadamardizados nos permite mostrar una aplicacién en el diseno de
controles de estabilizacion.
6.1.5. Aplicacién

El siguiente ejemplo ilustra el disefio de un control con retroalimentacion que estabiliza el sistema para cada valor
positivo del parametro k. Consideremos el sistema

i 0 1 0 07/[xn 0

CL:Q o 0 0 1 0 T9 0 .

gl Lo 0 0 1| |w|T]olY (6.15)
iy 3 —2 -7 —1| |z 1

56



y el control con retroalimentacién siguiente:

Z1
u(x) :k(_la_Qv_la_l) 2 ) (616)
x3
T4
donde k € R es un parametro. Entonces el sistema controlado es
1 0 1 0 0 x1
Zo| 0 0 1 0 )
353 - 0 0 0 1 T3 ’ (617)
Ty —-3—-k -2-2k —-7T—k —-1—-Fk| |z

El polinomio caracteristico asociado al sistema es Gi(t) = t* + 3 + 7Tt2 + 2t + 3 + k(1> + t* + 2t + 1) el cual es un
polinomio Hurwitz Hadamardizado para todo k& > —1, por lo tanto, el sistema es estable para todo & > —1. Ademés,
Gi(t) es Hadamardizado para todo k > —1.
6.1.6. H(Had) con coeficientes positivos es arco-conexo

Para probar esta propiedad necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4. M, es un conjunto arco-conexo.

Demostracion. Sean P (t) y P»(t) polinomios Hurwitz con coeficientes positivos. Supongamos que n = 2m. Entonces
Py (t) y P(t) pueden ser escritos de la siguiente forma:

Pi(t) = bo(t2 + bit + bz)(tz + bgt + by) - - (t2 + bam—1t + bam ),
Pg(t) = CLQ(t2 + a1t + ag)(t2 + ast + 0,4) cee (t2 + asym_1t + agm), (618)
donde b; > 0y a; > 0 para todo i =1, ..., 2m. Definimos
Hy(t) = [Xag+ (1 —Nbo)(t? + [Aay + (1 — N)byi]t + [Aag + (1 — N)bo)] (2 + [Aas + (1 — N\)bs]t +
+[)\a4 + (1 — /\)b4)] s (t2 + [)\Clzm_l + (1 — )\)bgm_ﬂt + [)\azm + (1 — )\)bgm)}, (619)

con X € [0,1]. Tenemos que Hy(t) = Pi(t), Hi(t) = P»(t), ademas, H,(¢) es un polinomio Hurwitz para todo A € [0, 1].
Por lo tanto, H;" es un conjunto arco-conexo. O

Asi, tenemos el siguiente teorema.
Teorema 38. H(Had) con coeficiente positivos es arco-conezo.

Demostracion. Sean Pi(t) = apt™ + ap_1t" "1+ - +ag y Pa(t) = bpt™ + bp_1t" "1 + -+ + by polinomios Hurwitz
Hadamardizados con coeficientes positivos, entonces existen

[ = ant"+ o 1t" T o+ ag,

fQ(t) = But" + 571711@_1 + -+ Bo,

gt) = "+ yat" T 4+ 0, (6.20)
g2(t) Snt™ + Gpat" "t 4o+ G,

tal que, f1, f2, g1 y g2 son polinomios Hurwitz con coeficientes positivos los cuales cumplen que (f1 * g1)(t) = Pi(¢) y
(f2 % g2)(t) = Pa(t), asi, se tiene que

AnYnt"™ + Q1 Y1t agyy = ant™ F a1t + -+ ag, (6.21)
ﬂnéntn + 5n—15n—1tn71 +-- 5050 = bntn + bn—ltnil +-- 4+ bO-
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Ya que H; es un conjunto arco-conexo entonces existen

Gia(t) = cp(Wt" + Ca 1t (M 4 e (N),
Gop(t) = du(Nt" +dp 1 (V"4 do(N), (6.22)
tales que
Gio(t) = cn(O)t" +cro1(0)t" 4+ 4+ ¢(0)
= fi(t),
Gao(t) = dp(0)t" 4+ dp1(0)t" " + -+ + do(0)
= gi(t), (6.23)
Gia(t) = ca(Dt" +cpr (D" 14+ co(1)
= fa(?),
Go1(t) = do(t" +dp ()" 14+ do(1)
= g2(t) (6.24)

y cada G; \(t) € H;} para todo X € [0,1]. Ahora consideremos
(Gra* Ga ) () = en(N)dn(ME" + cn1 (W) dn 1 W+ -+ co(N)do(N) (6.25)
y entonces (G1,x * Gz2,)(t) es un polinomio Hurwitz Hadamardizado para todo A € [0, 1] (ver [31]) y
(GroxGa0)(t) = (fixg1)t) = Pu(t),
(GiaxGaa)(t) = (faxg2)(t) = Pa(t). (6.26)

Por lo tanto, el conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados con coeficientes constantes es arco-conexo. O

6.2. El Teorema de Kharitonov y el conjunto H(Had)

El teorema de Kharitonov (ver [43]) ha motivado una gran cantidad de investigacion sobre el tema de familias
de polinomios estables. Ahora analizamos la siguiente pregunta: Supongamos que tenemos una familia intervalo de
polinomios Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados jcada elemento de la
familia es Hadamardizado?. Analizamos el caso para polinomios de grado cuatro en donde necesitaremos el siguiente
resultado.

Teorema 39. El polinomio Hurwitz f(t) = ast* + ast® + aot? + a1t + ag es Hadamardizado, si y sélo si, g(t) =
Jaatt + /ot + Jagt? + Jagt + Jag es un polinomio Hurwitz.

Demostracion. La condicion necesaria es inmediata. Para probar la condicién suficiente supongamos que f(t) es
Hadamardizado y entonces (ver [52]) se tiene que:

Q3 Q10
<
(€3] ag

2
- \/042) . (627)
Notemos que asas — a1y > 0(ya que f es Hurwitz) y entonces

10y

Jaz — > 0. (6.28)

Qs

Entonces, si f(t) es Hadamardizado se tiene que

aoQ3 10y
1/ < Voo — 4 . 6.29
(65} @ Qa3 ( )

de donde 0 < /ajazas — ai /ag — /apgas lo cual implica que ¢(t) es un polinomio Hurwitz. O
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El dltimo teorema nos ayuda a establecer el siguiente resultado.

Teorema 40. Consideremos la familia intervalo F(t) = [a4, bs]t* + [asz, b3]t3 + [az, ba]t? + [a1,b1]t + [ao, bo] la cual
consiste de polinomios Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada
elemento de la familia es un polinomio Hadamardizado.

Demostracion. Los cuatro polinomios de Kharitonov son:
]fl t = a4t4 —+ bgts —+ b2t2 —+ alt —+ aop,
k‘g t = a4t4 + a3t3 + b2t2 + blt + aop,

(t)
(t)
ks(t) = bat" +bst® + ast® + ait + by, (6.30)
ka(t) = bat* + ast® + agt? + byt + bo.

Cada uno es polinomio Hurwitz. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son Hadamardizados, entonces, aplicando el
teorema previo, los polinomios

Vaatt + /bst® + /bot? + Jart + \/ao,
Vaatt + Jagt® + /bot® + /b1t + \/ao,
= Vbut* + Vb3t? + \Jagt® + Jart + \/bo, (6.31)
= Vbat* + ast® + Vagt? + Vbt + /by

son Hurwitz. Por el teorema de Kharitonov se tiene que el polinomio intervalo
G(t) = [Var, Vba] t* + [VVas, v/bs | € + [Vaz, Vba| 2 + [Var, v/t + [Vao, Vo] (6.32)

es también Hurwitz. Sea f(t) = cat* + c3t® + cat? + c1t + o un elemento arbitrario de F(t) donde ¢; € [a;, b;] para
i=1, 2, 3,4y consideremos el siguiente polinomio en G(t)

g(t) = Veat* + Jest® + eot® + ert + Vel (6.33)

el cual es Hurwitz; este polinomio cumple que

f(#) = g(t) = g(t), (6.34)
por lo tanto, el teorema se tiene. O
Observacion 3. La discusion anterior nos conduce a proponer el siguiente problema abierto.

Problema Abierto 1. Consideremos el polinomio Hurwitz f(t) = apt™ +-+-+ait+ oo conn > 5 y ay, > 1; si f(t)
es un polinomio Hadamardizado entonces g(t) = /ant™ + - -+ 4+ /aqt + \/ag es un polinomio Hurwitz.

Observacion 4. Notemos que, mediante la aplicacion repetida de la raiz, el polinomio 27%/a,t™ +-- -+ 2/aqt+ 27/ag
converge al polinomio t" +1t" "1 4+...4t+1, cuando m — oo, el cual tiene sus raices distribuidas en el circulo unitario,
y por lo tanto, no es un polinomio Hurwitz. Asi establecemos el siguiente problema abierto.

Problema Abierto 2. Sean a,t™ + -+ + ayt + ag y Jant™ + .-+ + Jagt + /ag polinomios Hurwitz. ;Cudl es el
valor mdximo de m, tal que, /o, t™ + - + 2%/aqt + 2/ag es un polinomio Hurwitz?

Observacion 5. Ya que para n de grado mayor o igual a cinco no tenemos un resultado similar al Teorema 40
podemos plantear los siguientes dos problemas abiertos.

Problema Abierto 3. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz de grado n > 5: [an, bp]t™ + -+ - + [a1, 1]t +
[ag, bo]. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada elemento de la familia
es Hadamardizado.

Problema Abierto 4. Si todos los vértices de una familia intervalo de polinomios con grado n > 5 son polinomios
Hurwitz Hadamardizados ;La familia entera consiste de polinomios Hurwitz Hadamardizados?
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6.3. El test de estabilidad, H(Had) y Topolégia diferencial

El test de estabilidad es un criterio para verificar cuando un polinomio dado es Hurwitz. Consideremos el siguiente
polinomio de grado n con coeficientes positivos:

P(t) = Apt" + Ap 1" 4 -+ Ast + A, (6.35)
Definimos el polinomios de grado n — 1
Rt)=A2 1" ' 4 (A 1An 20— ApAy )t 2 4 Ay 1Ay st" 3 4 (Ap 1Ay — Ay Ay _s)t" 4 (6.36)
entonces tenemos el siguiente resultado.
Teorema 41. P(t) es un polinomio Hurwitz, si y sdlo si, R(t) es un polinomio Hurwitz.
Demostracion. Ver [11] para una prueba. O

La importancia del test de estabilidad fue apreciada cuando Kharitonov lo uso para obtener su celebré teorema.
Ademas, otra propiedad importante del conjunto de polinomios Hurwitz fue mostrada con el test de estabilidad
(ver [4, 51]). Ahora usamos el test de estabilidad para el siguiente subconjunto del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados:

H(Had)! = {f(t) = ant" + - +ag € H} : h(t) = \Jant" + -+ Jag € H}}. (6.37)

Como se indica en el problema abierto 1 no conocemos la respuesta a la siguiente pregunta: (#(Had);, & H(Had),, o
H(Had)! = H(Had),? A continuacién damos un test el cual es aplicable a el estudio del conjunto H(Had)? . Este test
es obtenido de la siguiente propiedad: H(Had)? es un haz vectorial sobre el conjunto H(Had)? _,. Existen trabajos
previos (ver [4, 8]) donde algunas ideas de topologia diferencial han sido usadas en el estudio del espacio de polinomios
Hurwitz. Una presentacion de estos conceptos puede ser consultada en [4, 8, 15, 35].

6.3.1. Un test para H(Had)*

Considerar el polinomio de grado n con coeficientes positivos como (6.35); definimos el polinomio de grado n — 1
de la siguiente forma

2
Q) = A2ty (\/AH_N/A,L_2 _ \/An«/An_?)) fn—2
2
+Ap 1 Ap_st" 3+ (\/An_“/An_4 - \/An\/m) " (6.38)

y entonces tenemos el siguiente resultado.

Teorema 42. P(t) € H(Had)}, si y sdlo si, Q(t) € H(Had)},

n’ n_1-

Demostracion. Supongamos que P(t) € H(Had)? entonces /A, t" + /A, _1t" "L + - + VAt + Ay € H(Had);,
por el test de estabilidad tenemos que

An—ltn71 + (\/ An—l V An— -V An V An—S) tn72 + V An—l V An—Stn73+
(\/An,“/An, - \/Am/An,5) "t e HT L (6.39)

Entonces Q(t) es un polinomio Hurwitz (ver [31]), por lo tanto, Q(t) € H(Had)? _;, esto prueba la condicion suficiente.
Ahora si Q(t) € H(Had)},_, entonces obtenemos la ecuacion (6.39), por el test de estabilidad tenemos que

VA" + At VAt + Ay €HY (6.40)

donde P(t) € H; (ver [31]) y entonces P(t) € H(Had)}. Por lo tanto, el teorema se tiene. O
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6.3.2. Una aproximacién mediante la Topologia Diferencial del estudio de H(Had)
Supongamos que el siguiente polinomio de grado n — 1
Q(t) = bp1t" F H by ot 4 £ bt + by (6.41)

es un elemento de H(Had)? _,, entonces se tiene que

= /b1 t" o+ Sl at" 2 4+ bt 4+ by (6.42)
es un elemento de H,_,. Podemos calcular la fibra (ver [4, 51]) de q(t):

Py(t) = st™ + b}/ 171 4 (V”2 V”3> 2y Vonod s <V"4 V"5>t”4 S (6.43)

pL/4 E pL/4 e e

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1

con s > (0; entonces tenemos que:

2\/ n—21/bn— _ by _
(P *P) _S2tn+mtn 1 ( Z 2 334 3 bn 382> g 2_|_ 1—3 g 3_|_ (644)
V Yn—1 bn 1 n—1

Entonces (P * Ps)(t) podria ser la fibra de Q(t). Asi, tenemos el siguiente resultado.

n—1

Teorema 43. H(Had)? es un haz vectorial con base H(Had)¥_,

Demostracion. Sea P(t) = A t" + A, 1"t + .- + At + Ag € H(Had)?, Q(t) es un polinomio de grado n — 1
definido como en la ecuaciéon (6.38). Entonces podemos definir ¢ : H(Had); — H(Had)!_; x R de la siguiente
manera: ¢(P(£)) = (Q(1), ln(ba).
Ahora definimos ¢~! : H(Had)}_; x R — H(Had)}. Dado el polinomio Q(¢) definido en la ecuacién (6.41) con
I €R, o~ 1(Q(t),1) es el siguiente polinomio ¢~ 1(Q(t),1) = (P.1/2 * P.1,2)(t) obtenido mediante la sustitucion de s por
en la ecuacion (6.44).
Asi, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

H(Had)? —2—~ H(Had):_, xR

, x l (6.45)

H(Had);

n—1

donde H es determinado por el nuevo test establecido en el Teorema 40, asi, H(P(t)) = Q(t). Por lo tanto, H(Had)},
es un haz vectorial con base H(Had)?_;. O

Observacion 6. Del dltimo teorema podemos decir que H(Had)?, =~ H(Had)!_; X R y esto implica que

H(Had)! ~H(Had)s x R"™*. (6.46)
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Capitulo 7

Conclusiones y perspectivas

En esta tesis se abordoé el estudio de la estabilidad y estabilizacién de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales,
ademas, el estudio del comportamiento de las soluciones del sistemas controlados (estabilidad, presencia de atractores
extranos, etc.) desde distintos enfoques, tales como:

1. La abscisa de estabilidad de un polinomio.
2. La generalizaciéon del méaximo intervalo de estabilidad.
3. Las propiedades del conjunto de polinomios Hurwitz Hadamardizados.

Sobre el primer punto se obtuvieron los siguientes resultados: Se obtuvo una relacién entre la abscisa de estabilidad
de un polinomio Hurwitz p(t) y el Teorema de Bialas Generalizado. También se pudo obtener una relaciéon entre las
abscisas de estabilidad de un polinomio Hurwitz y su derivada, asi como también para polinomios Schur. Esto nos
permiti6 obtener cotas inferiores para la abscisa de estabilidad de una familia de tipo Intervalo de polinomios Hurwitz.

Como perspectivas de investigacion tenemos que a partir del estudio de la relacion de la abscisa de p(t) y la abscisa
de p/(t) tenemos el siguiente problema abierto: Si p(¢) es un polinomio Hurwitz de grado n encontrar condiciones
necesarias y suficientes para tener la igualdad entre o,/ y 0,. Este problema se puede generalizar para el caso discreto
(polinomios Schur). Por otro lado, ya que o, es la abscisa de estabilidad del polinomio estable p(t) entonces p(t — o)
es semiestable entonces es interesante el estudio de la apariciéon de bifurcaciones cuando p(t — o) es el polinomio
caracteristico de la parte lineal de un sistema.

Sobre el segundo punto se obtuvieron los siguientes resultados: En el capitulo 4 se introdujo una familia monopa-
rametrica de sistemas que generan multi-enroscados basada en sistemas lineales definidos por pedazos (sistemas UDS
de tipo I). Se obtuvieron condiciones para generar una familia de polinomios P(t,k) = po(t) + kp1(t) para la cual
po(t) tiene ny raices en C~ y n — ny raices en CT para todo k en el intervalo méximo de dindmica robusta. Entonces,
obtenemos una familia monoparametrica de atractores con multi-enroscados. Asi, tenemos una forma de perturbar
un sistema y generar atractores que presentan multi-enroscados. En el capitulo 5 a partir de una familia de sistemas
definidos por pedazos (con un control compuesto de una funcion multi-saturada y un control con retroalimentacion,
con un pardmetro k) se genero una familia de sistemas que presentan atractores con multi-enroscados. Se obtuvieron
condiciones necesarias y suficientes para preservar atractores con multi-enroscados en las soluciones del sistema.

Sobre el tercer punto se obtuvieron los siguientes resultados: Se probo que el conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados es abierto, no-conexo, no acotado y arco-conexo. Ademas, se obtuvo una condicién para verificar
cuando una familia de polinomios intervalo de grado cuatro consta de polinomios Hurwitz Hadamardizados. También
se obtuvo una aproximaciéon mediante Topologia Diferencial para el estudio del conjunto de polinomios Hurwitz
Hadamardizados. Se obtuvieron algunos resultados que son validos para polinomios de grado n y otros resultados que
se cumplen para polinomios de grado cuatro.

Como perspectivas de investigacion en este tema a partir del estudio del Teorema de Kharitonov y el conjunto
‘H(Had) se tienen los siguientes problemas abiertos:

Problema Abierto 5. Consideremos el polinomio Hurwitz f(t) = apt™ + -+ -+ a1t + g con n > 5 y alpha,, > 1; si
f(t) es un polinomio Hadamardizado entonces g(t) = /Qnt™ + -+ + /a1t + /&g es un polinomio Hurwitz.
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Problema Abierto 6. Sean a,t™ + --- + ayt + ag y Jant™ + .-+ + Jait + /ag polinomios Hurwitz. ;Cudl es el
valor mdzimo de m, tal que, 2/, t™ + - + 2/aqt + 2%/ag es un polinomio Hurwitz?

Ya que para n de grado mayor o igual a cinco no tenemos un resultado similar al Teorema 40 también podemos
plantear los siguientes dos problemas abiertos.

Problema Abierto 7. Consideremos la familia de polinomios Hurwitz de grado n > 5: [an, bp]t"™ + -+ - + [a1, 1]t +
[ag, bo]. Si los cuatro polinomios de Kharitonov son polinomios Hadamardizados entonces cada elemento de la familia
es Hadamardizado.

Problema Abierto 8. Si todos los vértices de una familia intervalo de polinomios con grado n > 5 son polinomios
Hurwitz Hadamardizados ;La familia entera consiste de polinomios Hurwitz Hadamardizados?.
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