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Resumen

El presente trabajo de tesis tiene como principal tema de estudio la teoria
espectral en algebras no conmutativas; siendo mas especifico, el propdsito de
este trabajo es estudiar para un algebra de Waelbroeck W, I un ideal iz-
quierdo de W'y (aq,...,a,) un sistema finito de elementos de W (el cual
cumple con ciertas propiedades), un espectro nuevo, a saber, el espectro
combinado asociado al ideal izquierdo I, denotado por o/ (ay, ..., a,),
el cual es definido en (3.5.1), capitulo 3.

A diferencia de otros espectros o] estd definido para sistemas de elementos
(ay,...,a,) que no necesariamente conmutan. Ademés o/ es una generaliza-
cién del espectro esencial que se estudia en teoria de operadores en espacios
de Banach y cabe resaltar que coincide con espectro combinado clasico o,
para I = {0}.

Esta tesis esta compuesta por tres capitulos principales y un cuarto capitulo
destinado para las conclusiones y perspectivas. El capitulo 1 es una breve in-
troduccién a los espacios vectoriales topologicos y culmina en un ejemplo de

espacio de Fréchet, el cual nos brindara herramientas para abordar el estudio

de las dlgebras de Waelbroeck en el capitulo nimero dos. Dentro del capitu-

v



lo 2, se estudia ejemplo de dlgebra de Waelbreock la unitizacién S(R™) del
espacio de Schwartz de funciones rapidamente decrecientes (S(R™)), esto es,
S(R™) = S(R™) + C. Posteriormente se realiza un estudio breve del espacio
S(R™) bajo la transformada de Fourier el cual se extiende a matrices cuadra-
das con entradas en S(R™). En este trabajo solo consideramos las matrices
de 2 x 2 pero las demostraciones son analogas para el caso de matrices de
(n xn). Esto asegura que ademads de las dlgebras de Banach existen &lgebras
que son no conmutativas tales como las algebras de Waelbroeck.

El tercer capitulo es el contenido original de este trabajo, pues nos introduci-
mos en el estudio de la teoria espectral en algebras de Waelbroeck. Como ya
dijimos arriba, of(ay,...,a,) es un espectro nuevo para un sistema finito de
elementos del dlgebra W, y se demuestra que este nuevo espectro ademas de

ser no vacio también cumple o satisface con la propiedad de mapeo espectral,

esto es
P(Jl[(CLl?"'aan)):J{(P(aly"'aan>)

para cualquier sistema de polinomios P = (P, ..., P,,) de n variables.
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Introduccion

El principal objetivo de este trabajo de tesis es introducir un nuevo es-
pectro combinado en una amplia clase de dlgebras (dlgebras de Waelbroeck)
que contienen a todas las algebras de Banach.

El estudio de las algebras de Waelbroeck comienzan alrededor de los anos
50’s, con Lucien Waelbroeck (1929-2009). Estas constituyen una importante
rama en el estudio de las algebras topolégicas, en las que se pueden encontrar

muchos resultados similares de la teoria clasica de algebras de Banach.

El espectro combinado izquierdo de un sistema finito aq,...,a, de
elementos de un algebra con unidad A, estda definido como el subconjunto

o(ay,...,a,) C C" dado por
Jl(al,...,an):{XEC” | [l(al—)\l,...,an—)\n>7féA} ,

donde [;{a; — A1,...,a, — A,) denota al ideal generado por {a; — \; | Vi =

1,...,n}.

En 1971, R. E. Harte demostré (bajo la suposiciéon de que el sistema

ai,...,a, de elementos de un &lgebra de Banach B es conmutativo), que
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o(ay,...,a,) # ¢y ademds que para cada P = (Py,..., P,) un sistema de

polinomios de n variables satisface la propiedad de mapeo espectral, esto es

o( P(ay,...,a,)) = P(oay,...,a,)) .

Este teorema se aplica en particular a sistemas conmutativos de operado-
res en un espacio de Banach X, cuando, como se sabe, L(X) es un algebra de
Banach. Si el espacio X no es de Banach, la estructura del algebra de opera-
dores continuos L(X) se complica enormemente, pues no existe siquiera una
topologia en L(X) que haga continua la aplicaciéon L(X) x X > (T,z) —
Tz € X. Por tanto desaparecen las propiedades del algebra L(X) que en el

caso de algebras de Banach permiten probar las propiedades de o;.

El espectro que estamos introduciendo en este trabajo de tesis es una
generalizacion del espectro esencial que aparece en la teoria de operadores
en espacios de Banach.

Considere un espacio de Banach B, sea K(B) el espacio de operadores
compactos en B. K(B) es un ideal bilateral cerrado en el algebra L(B) de
operadores acotados en B; ademads el espacio cociente L(B)/K(B) es un
algebra de Banach llamado el dlgebra de Calkin.

Sea A € L(B). Se dice que A es un operador de Fredholm si [4] €
L(B)/K(B) es invertible en L(B)/K(B). Se define el espectro esencial de

A, como el espectro

Oess(A) :={A € C | (A— AI) no es de Fredholm}



Observe que

Oess(A) == o ([A]).

Sean Aj,..., A, € L(B). Se define el espectro esencial combinado
como el espectro o;( [Ay],...,[As]), donde cada [A;] denota la clase de A; en

el espacio cociente L(B)/K(B).

En este trabajo fijamos un ideal izquierdo I en un algebra de Waelbroeck.
Por un algebra de Waelbroeck se entiende un algebra topolégica con
unidad, denotada por la letra VW, donde el grupo de elementos invertibles
G(W) es abierto en W y la funcién de tomar inverso (a +— a~!) es continua.
Por un algebra topoldgica se entiende un espacio vectorial topolégico V'
el cual es un algebra, y en el cual el producto V- x V 3 (z,y) > zy € V es
continuo.

Sean W un &algebra de Waelbroeck con unidad e, I un ideal izquierdo
en Wysea a-=(ay,...,a,) con a; € W tal que Vi,j =1,...,n, se
cumple que [a;,a;] = aa; — aja; € Iy ademas Ia; C I. Entonces existe
(Teorema(3.4.2)) A= (A1,..., ) € C" tal que I;{I,a; — \ie, ..., an — Aze)
es un ideal propio en W.

Paraa = (a1,...,a,) con a; € W, [a;,a; € I y ademds la; C I se define
un espectro nuevo (3.5.1), el espectro combinado asociado a un ideal

izquierdo I, o} (@), como el subconjunto de C*, dado por
ol (@) = { AeC" | [{I,ap —A1,... a0 — Ay) #W} .

Desde el punto de vista de teoria espectral, la ventaja que presenta el espectro



I , _ . . .
o) es que es no vacio y para P = (Py,..., P,) un sistema de polinomios de

n variables, satisface la propiedad del mapeo espectral
P(o{(a)) = o} (P(a))

sobre un sistema a de elementos no necesariamente conmutativos.
Como dijimos anteriormente, este nuevo espectro o, es una generalizaciéon
del espectro esencial si consideramos I = K(X) y coincide con el espectro
combinado izquierdo clésico o; cuando I = {0}.

Por otro lado, el espectro of puede considerarse como funcién sobre ope-
radores que actuan en el espacio X = W/I cuya topologia no permite deducir

directamente las propiedades que se espera de un espectro.



Capitulo 1

Espacios vectoriales topolégicos

En éste capitulo se estudiaran algunas definiciones y resultados elemen-
tales de la topologia general, vamos a definir el concepto de espacio vectorial
topoldgico y abrir paso al concepto de espacio de Fréchet. Posteriormente se
estudiard el espacio de Schwartz (el espacio de las funciones que decrecen
maés rapido en infinito que polinomialmente) como un ejemplo de espacio de
Fréchet, pues en el capitulo dos este ejemplo nos brindara herramienta en el

estudio de algebras de Waelbroeck.

1.1. Preliminares de topologia

Para dar inicio a este capitulo damos paso a la siguiente

Definicién 1.1.1 Sean X un conjunto y B un conjunto de subconjuntos de

X, invariante bajo intersecciones finitas y uniones arbitrarias, para el cual

X eB y ¢ € B. Entonces



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

a) decimos que B define una topologia T en X,

b) el conjunto X provisto de esta estructura se denomina Espacio to-

poldgico y se designa por (X, 7), y

c¢) los conjuntos B € B se llaman abiertos y sus complementos F = X \ B

se llaman cerrados con respecto a la topologia 7.

Definicién 1.1.2 Se dice que un espacio topolégico (X, 1) tiene la propiedad
de Hausdorff o que es un espacio Ty, si para cada pareja de puntos distintos

x,y € X existen abiertos disjuntos U,V € 7 tales que x € U ey € V.

Definicién 1.1.3 Sea X un espacio topoldgico con topologia T. Sea B una

coleccion no vacia de elementos de T tales que

a) U{B|B€ B} =X

b) VAer, 3 {B;}icr CS tal que A = U1 B;

en tal caso decimos que 8 es una base de la topologia T.

Definicién 1.1.4 Sean X un conjunto y $ una familia no vacia de subcon-
juntos de X. B formard una base de alguna topologia en X si se cumple

que

o) U{B|[Be B} =X

b) St B, B'€ 3, 3{Bi}icr C S tal que BN B’ = U/ B;.
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Ricardo Nufez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO

1.2. Espacio vectorial topolégico

Definicién 1.2.1 Sean V un espacio vectorial sobre un campo no discreto
K ( no necesariamente conmutativo) y T una topologia en V', se dice que el
par (V,7) es un espacio vectorial topolégico sobre K si se cumplen
los siguientes axiomas:

i) (z,y) — x+y es continua de V xV enV

it) (N, z) = Az es continua de K x V en V.

Decir que la suma es continua significa que la aplicacion F : V xV — V
dada por F(z,y) = x+y es continua; esto es, si z,y € V y si U es un entorno

de x + y, entonces existen entornos Uy, Us de x,y respectivamente tales que
U+ U, CU.

Anélogamente, que la multiplicacion por escalar sea continua significa que la
aplicaciéon de K x V en V dada por (a,x) — ax es continua; esto es, para
x € V,a € K, sea U un entorno de « x, entonces para algin 6 > 0 y algin

entorno W de z, se verifica que yW C U siempre que |y — af < 0.

Definicién 1.2.2 Sea V' un espacio vectorial. Un conjunto O C V es con-

vezo si para 0 <t <1 y para cada x,y € O se satisface que
tr — (1 —t)y € O.

Definicién 1.2.3 Si V' es un espacio complejo, decimos que O C V' es ab-

solutamente convexo cuando para o] + |5 <1, z,y € O se cumple que

ar + By € O.



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

Definicién 1.2.4 Decimos que O C V es balanceado si parax € Oy |a| < 1
entonces ax € O y es absorbente si para cada x € O existe t > 0 tal que

z/t € O.

Proposicién 1.2.1 Sea V un espacio vectorial topoldgico. Si O es una ve-

cindad balanceada de cero en V', entonces es absorbente.

Demo: La aplicacién K x V' 5 (a,z) — ax € V es continua y su imagen
contiene a cero. Por la continuidad en cero 3 § > 0 tal que para |o| < 0 se

cumple que ax € O y como O es balanceada entonces |a|z € O.

Proposicién 1.2.2 Sea V' un espacio vectorial topologico. Cada conjunto

balanceado y convexo O de V' es absolutamente convezo.

Demo: Consideremos o = re? | B = te?, parar+t <1 y x,y € O.
Entonces e’z € O y €y € O por el hecho de que O es balanceado. Por

otro lado, como O es convexo, tenemos que para 0 < s <1
seVx+(1—5)e?ycO.

t T
Considere s = ——, se tiene que 1 — s = —— y haciendo
t+r t+r

u = eVx + d ey
t+r t+r

se concluye que (t 4+ r)u € O, pues r +t < 1. Por lo tanto

ar + By € O.



Ricardo Nufez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO

Definicién 1.2.5 Sea V' un espacio vectorial topolégico. Una seminorma en
V' es una funcion real p : V. — [0,00) tal que para x,y € V y a € K se

cumple que
a) p(z+y) < p(z) + p(y)
b) plaz) = lal p(a).

Proposicion 1.2.3 Sea V' un espacio vectorial topologico. Sea p una semi-

norma en V. Son equivalentes las siguientes propiedades.
(a) p es continua en 0 € V,

(b) M,={x €V | p(z) <1} es abierto en V, y

(c) p es uniformemente continua en V.

Demo: (¢) = (b), por ser M, = p~'[[0,1)] ya que [0, 1) es abierto relativo
de [0,00). (b) = (a), ya que M, es abierto, entonces para toda € > 0 el
conjunto e M, = {x € V | p(z) < €} es abierto. (a) = (b) , de la definicién

(1.2.5) inciso a) tenemos que para todo z,y € V., |p(z) — p(y)| < p(x + y).

Proposicion 1.2.4 Sean V' un espacio vectorial topolégico y p una seminor-
ma en V. Entonces el conjunto M, = {x € V | p(x) < 1} es absolutamente

convezo.
Demo: Consideremos || + [3] <1y sean z,y € M,,.

plaz+By) < lalp(z) + (Bl ply) < L.

5



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

Entonces ax + fy € M,.
|

Definicién 1.2.6 Sean V' un espacio vectorial topolégico, C C 'V un sub-
conjunto convexo y absorbente, en el sentido de que cada x € V' pertenece a

tV para algun t > 0. Se define para x € V :
, x
pc(x):mf{t>0 \ ¥€C}.
A la funcion po se le llama el funcional de Minkowskt del conjunto C'.

Lema 1.2.1 Sea V' un espacio vectorial topoldgico. Si M, N C V convezos,

tales que M C N y ademds M es absorbente en V. Entonces
VzeV, py < pu.

Teorema 1.2.1 Sea O C V' un conjunto convexo, absorbente y balanceado.

Entonces, el funcional de Minkowski po es una seminorma.

Demo: Consideremos el conjunto Hp(z) = {s >0 | % € (9}. Por ser O
absorbente, garantizamos que Hp(z) # ¢. Para demostrar la subaditividad
de po supongamos que para x,y € O, po(r) <ty también pp(y) < r, es
decir t € Ho(z) y r € Ho(y), lo cual implica que %, % € Oy como O es

convexo, obtenemos que
T +y
t+r

€ O.

Por tanto t +r € Ho(z +y) y asi po(z +y) < t + r. Tomando el infimo con

respecto at € Ho(z) v r € Ho(y) llegamos a la desigualdad

po(z +y) < po(x) + po(y).

6



Ricardo Nufez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLOGICO

Por otro lado, ya que O es balanceado, para |a| <1 y z € O tenemos que
ax € O o equivalentemente |a|z € O . Asi pues
aT
polazx) = inf{s >0 — € (9}
s
= inf{s>0|w60}
s
s ol x
= |a|inf —>O\L€(’)
| s

= |a|po(z)

Proposicion 1.2.5 Sea O C V un conjunto absolutamente convexo y abier-

to. Entonces su funcional de Minkowski po, satisface que
M,, ={z eV |po(z) <1} =0.

Demo: Si o] + |5 <1 y z,y € O entonces ax + Sy € O por ser

absolutamente convexo. Luego,

polaz + By) <la|po(z) + |B] po(y),

ycomoz € O y O es abierto, existe una vecindad U, de z tal que U, C O.
Luego como x € U, y la funcion F' : K x V — V es continua, existe o > 0 tal

que para e, > 0, |1+¢€,| <9, entonces (1+e¢,)x € U, C O. Lo cual implica

x
que € O. Asi pues, € Hp(x) y en consecuencia obtenemos que
1+e€, 1+e,
1
z) < .
polz) < 1+ ¢,

Anélogamente para y € O. Asi pues

polaz+ By) < laf po(x) + |8 po(y) < |o| + (8] <1

7



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

luego entonces ax + fy € M,

Po>

yast O C M,,
Ahora bien, si z € M,,, entonces po(x) < 1 lo cual implica que 1 € Hp(z)

y x € O, finalmente M,, C O

1.3. Espacio localmente convexo

Sea V' un espacio vectorial topoldgico y sea F = {O,} un sistema de

conjuntos absorbentes, convexos y balanceados, tal que

1) Para Oy,---,0,€ F, 30 € F talque OCO;N---NQO,
Q) Ve eV, 30€ Ftalque, x ¢ O,
3) VO, e F, 305 tal que 205 C O,.

Consideremos el conjunto {x+0O | x € V,O € F}, de la definicién 1.1.4 y
la propiedad 1) obtenemos que este conjunto es base de alguna topologia 7, en
V. La propiedad 2) asegura que esta topologia 7 es de Hausdorff. Finalmente

por propiedad 3) tenemos que la operacién suma es continua.

Definicién 1.3.1 La topologia anterior T se denomina topologia local-
mente convexa. Asi el par (V,T) se dird espacio vectorial topolégico

localmente convexo ( o simplemente espacio localmente convezxo).

Sea V' un espacio vectorial topologico. Decimos que el dual topoldogico
de V es el espacio vectorial de los funcionales lineales continuos en V' y lo

denotamos por V’. El espacio V' es un subespacio del dual algebraico V* de

V.



Ricardo Nunez 1.3. ESPACIO LOCALMENTE CONVEXO

Ahora, para definir un sistema de seminormas en V' que conduzca a una
topologia localmente convexa, es suficiente introducir como primer sistema a
la familia

P = { PO | 0O e F}
Por la propiedad 1) anterior y por el lema(1.2.1) la familia P satisface que
VneN, po,,...po, €P, 30 € F tal que
PO; < PO,

en este caso decimos que la familia de seminormas es filtrante. Ademas, si
para cada x # 0 existe O € F tal que po(z) # 0 decimos que la familia
es separante o simplemente que separa puntos, ya que el dual topolégico V'

separa puntos.

Teorema 1.3.1 Hanh-Banach
Sea V' un espacio vectorial, provisto de una seminorma p:V — R,. Sea E

un subespacio de V' y g un funcional lineal en E tal que

lg(z)| < p(x).
Entonces existe un funcional lineal f sobre V' tal que
fle =g y ademds | f(z)| < p(x).

Corolario 1.3.1 Si V' es un espacio loc. convezo, entonces para cada x # 0

en V' eziste un funcional lineal ¢ : V — K tal que p(z) = 1.

Demo: Para cada = € V consideramos el subespacio ' = Kz y sea p una

seminorma en V. Definamos la siguiente forma lineal: v(ax) := ap(z). Por

9



CAPITULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLOGICOS

el teorema de Hahn-Banach, podemos extender la forma ~ a todo el espacio
V' de forma tal que la relacién, |v(y)| < p(y) es vélida V y € V. Tenemos

v(z)

entonces que, |y(az)| = |a|p(z) = p(ax). Definiendo ¢(x) = @) queda
p(z

demostrado el corolario.

[ |
Sea V' un espacio localmente convexo y considere un sistema F = {O,, }nen
de abiertos numerable. Tenemos entonces un sistema de seminormas
P ={pn = po,}

el cual es numerable. Si para cada n € N definimos las semimétricas

mn(2,y) = pu(r —y),

entonces la funcién

[e.e]

) =3 5]

= 2(L+ ma(2,y))

es una métrica que define una topologia equivalente a la definida por F.

1.4. Espacio de Fréchet

Definicién 1.4.1 Un espacio vectorial topologico se dice metrizable si su to-
pologia esta definida por una base numerable formada por conjuntos convexos
y equilibrados en sucesion decreciente. Andlogamente, un espacio localmente
convexo es metrizable si su topologia esta generada por un sistema numerable

de seminormas y de ahi por una sucesion creciente de seminormas, {pn}nen

10



Ricardo Nunez 1.5. EJEMPLO DE ESPACIO DE FRECHET

Definicién 1.4.2 Un espacio vectorial topolégico, localmente convexo, me-

trizable y completo se denomina Espacio de Fréchet.

Evidentemente, todo espacio normable y completo ( y en consecuencia

todo espacio de Banach) es un espacio de Fréchet.

Definicién 1.4.3 Sea V un espacio métrico, se dice que V' es localmente
completo si cada punto tiene una vecindad completa, es decir, si V x €

A, 3 B(z,r) tal que B(x,r) es completa.

1.5. Ejemplo de espacio de Fréchet

Ejemplo 1.5.1 Sea Q) C R un subconjunto abierto y no vacio. Considere-

mos el espacio vectorial
C®Q) ={f: Q=K |VaecN, 3D en Qy es continua }

Aqui, NE =Ny x -+ x Ny y los elementos a = (ay,...,a) se llaman
multiindices.

Considerando para cada multiindice a el operador diferencial

o
D e

Cooat L 0ant

cuyo orden es |a] = aq + ... + ay.

Sea f € C®(Q) yT €1, se tiene que

ol f(xy, ..., x)

a1 g
oxi",...,0xn

(D" f)(7) =

11
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Para cada multiindice o, considere la siguiente seminorma

a|a| f(ajla s 7'2:]{?)

pall) =500 | B

Sea f € C*(QQ). Para cada ¢ >0, cada compacto K C Q y cada k € N,

definimos
Oeriy ={9 € C™(Q) | pa(f —g) <&,V T € K,V a €N tal que |a| < k}

Tenemos entonces que la familia {Ofe kr} es una base para una topo-
logia 7 en C*°(Q2), la cual es de convergencia uniforme en compactos, pero
ademds, también estamos considerando sus deriwadas de orden |al|. Si fija-
mos f y hacemos variar €, K y k, tenemos entonces una base de entornos
de f la cual es separada y tenemos entonces un espacio vectorial topolégico.
Ademds, como cada conjunto O, k) es convezo, se tiene que C*(Q) es un
espacio localmente convexo, solo resta ver que es metrizable.

En efecto, considere una sucesion exhaustiva de subconjuntos compactos de

Q, digamos {K,}; mediante la familia de seminormas

{'alaf(xl,...,xk>

pOC7K7L(f) = Sup

ni N
jeKn .Tl,...,al'n

Dol <n,neN }
se puede generar la topologia de espacio vectorial topologico, ya que cada
conjunto {f | pn(f) < €} es un entorno de cero. Reciprocamente, dado un

entorno de cero Oz k), €s suficiente con elegir n > k y K,, D K para

obtener que
Owercky D1 | pulf) <&}

ast pues, podemos obtener una base local que sea numerable de entornos del

origen, lo cual garantiza la metrizabilidad del espacio C*(§2).

12
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Ahora bien, observemos que si{ fn} es una sucesion de Cauchy en C*(€2),
para cada multiindice o se tiene que DI f, es una sucesion de Cauchy en
cada compacto, luego existe una funcion continua g, tal que Df, — gq
uniformemente en compactos. Asi pues, go € C*(Q) y D%gy = ga, luego

entonces f, — go € C(Q). Por lo tanto C*>(Q) es completo.

Finalmente, tenemos que el espacio C*°(Q)) es un espacio de Fréchet.

13
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Capitulo 2

Algebras de Waelbroeck

2.1. Algebra topologica

Definicién 2.1.1 Un espacio vectorial lineal A sobre un campo K no discre-
to y mo necesariamente conmutativo, junto con la aplicacion f: Ax A — A
dada por f(x,y) = xy, la cual para todo z,y, z € A, y «a € K satisface la

siguientes condiciones

1) (zy)z = (yz)

2) x(y+z2)=axy+zy, (r+y)z=1zz+yz;
3) (ax)y = a(zy) = z(ay)

es llamado un dlgebra.

Si ademas en el algebra existe un elemento e # 0 tal que re = x = ex

para todo = € A entonces tenemos un algebra con unidad e.

15



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE WAELBROECK

Definicién 2.1.2 Sea A un dlgebra. Se dice que A es un dlgebra topoldogi-

ca si es un espacio vectorial topolégico tal que la aplicacion
AXx A3 (z,y)—»zye A
es continua.

Sea {O,} una base de vecindades de cero para una topologia de A. La

continuidad en cero significa que para todo O,, existen Og,, Op, tales que
Op, Op, ={zy:2€ Og,, y € Op,} CO,,
considerando Og C Og, N Og,, queda que
05 C O, .

Esta ultima es una condicién necesaria y suficiente para la continuidad del
producto; esto es , V O,, 3 Op en la familia de vecindades de cero, tal que
para z,y € A se cumple que po, (vy) < po,(T)po,(y) siy solo si la aplicacion

producto es continua.

Definicién 2.1.3 Sea A un dlgebra. Sea a € A, si existen b € A tal que

ab="ba = e se dice que b es el inverso de a y denotamos b =a~'.

Ahora veamos la importancia de la metrizabilidad de las dlgebras para el

estudio de la continuidad del inverso z +— z 1.

Sea A un élgebra topoldgica con unidad e. Denotamos por G(.A) al grupo
de elementos invertibles en el algebra A. En los grupos localmente comple-

tos métricos la continuidad de la multiplicaciéon implica la continuidad del

16
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inverso, como veremos en el siguiente teorema el cual es un resultado de

Banach.

Teorema 2.1.1 Sea G un grupo métrico localmente completo. Supongamos
que las aplicaciones

rT—=axr Yy r—=xa

son aplicaciones continuas para toda a. Entonces la aplicacion

ot

es continua.

Demo: Es suficiente probar la continuidad en la identidad e.
Sea {x,} — e. Primero se probard que para una subsucesién {z;} se cumple
que {z;'} = e.
Sea B(e,r) compacta. Sea xj, = z,, € B(e,r). Construimos dos sucesiones
(Pr) , (gsk) tal que P, = z1 = ¢51, supongamos que ya tenemos Py, ..., P

Y Qsis---,Gsk talesque Py =a120...2; Vi=1,...k

Paxl! s<k

sk = ’
b, s>k

Ccon
d(Py, Peyy) < C 2701
d(Qs,ka qg,k—i-l) S C Q_k_l

_ —1
y COMO (s = T1T3 ... T Ty

, en particular tenemos que
Gk = T1T2. .. T Tp—1 = Py

17



CAPITULO 2. ALGEBRAS DE WAELBROECK

asi pues

-1
Gsk+1 = L1 T2 ... Tp41 Ty -

Por tanto existen P11, ¢sk1 que satisfacen las desigualdades. Asi pues la
sucesion { Py} es de Cauchy y por tanto converge. Definimos asf los siguientes
limites

k—o0

para cada s existe
gs = lim gsp,
k—o0
ademas

d(P) Pk) S 02_k7 d(Qs; QS,k) S 2_k

y ya que ¢s s = Ps_1, obtenemos que
d(P> qS) < d(P, QS,S) + d(QS,s> QS) = d(P, Ps—l) + d(Ps—lv P) < c2°t+ 027,

Por lo tanto

P = lim g, .

S§—00
Luego

vl =P g —e

2.2. Q-algebra

Definicién 2.2.1 Un dlgebra topoldgica A con identidad e, es llamada Q-dlgebra
si G(A) es abierto en A.

18
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Corolario 2.2.1 Sea A una Q-dlgebra metrizable completa. Entonces el in-

verso es continuo.

Demo: En un espacio métrico completo cada abierto es localmente completo.
G(A) es abierto metrizable entonces es localmente completo. Por teorema

(2.1.1) el inverso es continuo.

2.3. El espacio de Schwartz

Ahora pasamos a definir y estudiar el llamado espacio de Schwartz
(S(R™)) (llamado asi en honor a su creador L. Schwartz) (1915 - 2002),
como el subespacio S(R™) de C*°(R") dado por

/B —
{f € C*°(R"™) : sup |z a§? ... zo" 0" /(@)

n
FERD Oxy'...0xh"

< 00, Va,ﬁGNS}.

S(R™) es el espacio de funciones cuyas derivadas parciales de todos los
ordenes tienden en oo a cero mas rapido que polinomialmente. Hasta el mo-
mento tenemos que el espacio S(R™) dotado de la multiplicacién puntual es
un algebra, o en su respectivo caso, algebra convolutiva, si en lugar del pro-
ducto usual de funciones dotamos al espacio de Schwartz con la convoluciéon
como producto del espacio.

Para cualesquiera que sean «, f multiindices, se define la familia de semi-
normas {P, g}, donde

P, 3= sup 27" x5* ... xﬁ”M
ZERN oxi'...0xh"
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Al igual que en el ejemplo (1.5.1), sea ¢ > 0, considere la familia {O(. )},

donde

Oap ={f € SR") | Pap(f) <e}

la cual es una base para una topologia 7 en S(R™) de entornos de cero
que es separada y en la cual cada O o) es convexo. Si consideramos ¢ =
% para cada N € N tal que |af,|5] < N se tiene que la topologia 7 es
inducida por la familia numerable de seminormas {P, 3}, tenemos que el
espacio S(R™) es metrizable, ahora para probar que es completo. Sea { f; }ien
una sucesiéon de Cauchy en S(R"). Para todos «, 3 € NF las funciones
o .xgk_(szi(f)ﬁ

Ox{" - - 0xy’
convergen uniformemente en R™ a una funciéon acotada g cuando i — oo, es

decir,

Resulta que

donde
... axgk i 00 axfl L axﬁk

y por consiguiente,

lim fi(z) = f(z) .

1—>00
En conclusién {f;} converge a f en S(R™), asi pues, este espacio es completo.

Por lo tanto S(R™) es un espacio de Frechét.
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2.4. La transformada de Fourier en S(R")

Sea S(R™) el espacio de Schwartz de las funciones que decrecen més répido
en infinito que polinomialmente. Considere 7 € R" y f € S(R"), para

cualquier polinomio Q(T), lo que se desea es que

2@

al‘ll R a:[:nk
sea acotada en R", para cualquiera que sea el multi-indice 5. Puesto que esta
condicién se cumple para (1+]x]?)NQ(Z) en lugar de Q(T ), (recordando que |[Z|> = Y 2?),

para todo N =0,1,2,3,..., resulta que toda

alﬁ\f(f)

v B
axll A axnk

pertenece a L'(R™); en particular S(R") C L'(R").

Definicién 2.4.1 Sea f € S(R™). Se define la transformada de Fourier de

la funcion f, como F[f] : R" — C dada por

FIflty) = | fla)e ¥ dz .

R'Il

El siguiente teorema nos dice que podemos recuperar la funciéon f mediante

su transformada de Fourier. Omitimos la demostracién por fines précticos.

Teorema 2.4.1 (Férmula de inversion). Sea [ € S(R™), entonces

fla)= [ Flflly) e vdy

Rn
para toda x € R™.
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CAPITULO 2. ALGEBRAS DE WAELBROECK

Note que
fl=2)= | Flflly) e "dy = FIF[f]](z)-
R’ﬂ
OBl f ()
Teorema 2.4.2 Sea f € S(R"). Para 3 5 la transformada de
oxy*,...,0x"

Fourier estd dada por

18]
F [ i } ) = 2ri) P P FA)

8:6?2 co, 0Tt
Demo: Escribimos

F |: a|/3|f :| ) _ 8‘:3|f(x> efQﬂiy-mdx

6’xf1,...,8xnn Rn 8xf1,...,8xnn

utilizando integracion por partes, tenemos que;

/ 3‘B|f(37) o =2mIYT g (_1)|5|/ (@) oPle=2miy-e d
R

nﬁxfl,...,ﬁxn" n 8x’fl,...,8xn"

= (—1)|ﬁ| f(x)(—27ri)|ﬁ|yﬁe_2my'zdx
.

= (2m’)|m P f(z)e ™V ody
R'n

por lo tanto

o <
f[ ! ](y)z(zm)'ﬂ'yﬁ | f@)emmvde = (2mi) 7y Fflly)

8xfl,...,8xnn
|
18]
Teorema 2.4.3 Sea f € S(R™). Entonces, la derivada alg}——m(y) esta
8y11 e aynn

dada por

oI |

2T iami i)

22
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Demo: Escribimos

18] 18] A
0 I‘F[f] (y) — 5 0 ( ([L’)G_me.xdl’)
ayl e ayn" ayl e 6yn" R»

18| p—iy-x
- [ 1S s
Rn ayll .. aynn

= f(z)(=2mi)lPlyPe2mivedy
Rn

= Fl(=2m0)"y" fl(y)

Teorema 2.4.4 Sea f € S(R"). Se cumple que la transformada de Fourier

Flf] : R® = C es una funcién continua y acotada en R™. Ademds

lim F[f](y) =0 .

ly|—o0

Demo: Para demostrar la continuidad de F[f] basta con considerar la si-

guiente desigualdad

IFLY) = Flflw) < - | fla)(e7™Y — 7m0 ) | du,

tomemos un sucesién {y, }nen — Yo y obtenemos que el integrando converge
puntualmente a cero, ademads esta acotado por 2 |f(x)|. Ocupando el teorema

de la convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos que

lim | f(x) (e72™ ¥ — ™2™ )| dp = ()
n—00 Jpn

el resultado se sigue.
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Para demostrar que es acotada, solo hay que observar que

\IFUAWI < fllp@n VyeR

Finalmente, para demostrar que F[f](y) tiende a cero cuando |y| — oo,

escribimos
) = [ f@)e v
:_/ flx) e m=vte) dy
Rn
— _/ £(z) o2 (o4 522)v) g
]Rn
_ 5 — Y 6727riz-y >
B /]Rf( 2|yl2> !
luego
- N f o YN 2wz g,
A7l =| [ (0= 1 (5= 5 ) ) e2reva

</ f(z)‘f(z_m;?)"iz

va que f € L'(R"), se sabe que es continua en la norma || - ||1. Por lo tanto

, )
lz}llfloon(Z) -/ (Z_ W)

y el resultado se sigue.

=0
L1(R")

Teorema 2.4.5 Sea F la transformada de Fourier y S(R"™) el espacio de
Schwartz. Entonces F(S(R")) = S(R™).

Demo: Sea f € S(R"), se tiene que (—27i)ll 28 f pertenece a S(R™). Co-

mo la transformada de Fourier es continua, en virtud del teorema (2.4.3)
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O Ff](y)
Oy D
indice « o, equivalentemente, que F|[f] € C*°(R"). Ahora considérese P(x)

podemos afirmar que es continua cualquiera que sea el multi-

un polinomio, por el teorema (2.4.3) y luego por teorema (2.4.2) queda que

I F[f]
B lal,
T) T 8x°‘n ZC x” F[(—2mi)' Yy f(z)

. {Z Cﬁ(_mwm%} (2)

 [PUZ G )

oxyt -+ 0xp”

donde Cjp son los coeficientes del polinomio, y ya que

091 (32 Cy(=2mi) 1Py f)

Oxy* -+ 0xi"

€ S(R"),

resulta que la ultima expresion de las igualdades anteriores se anula en infinito
01 F[f](=)
es acotada , lo cual implica que F(S(R")) C S(R"). Ahora, de la férmula

en virtud del teorema anterior (2.4.4), y asi concluimos que P(x)

de inversién, queda que S(R™) C F(S(R™)), por el hecho de que para toda
fe SR, F[f] € S(R™) tenemos que

Definicién 2.4.2 Para f,g € S(R") se define la convolucion [f * g|(y) dada

por

[f*xgly) = | flx)gly —x)dx .

Rn
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Teorema 2.4.6 (De la convolucion) Sean f,g € S(R"™). La transformada

de Fourier satisface

FIf *gl(y) = Flflly) - Flal(y) -

Demo: Se tiene que

n

= [ ([ 1©ate = cyic) e vaa
= [ e ([ gt e ag
R"l n

FIf # g)(y) = / (f * g)(x) 27 Vil

= Flf(y) Flgl(y)
n

Sea S(R™) el espacio de Schwartz. Denotamos por Mayo(S(R™)) el dlgebra
de las matrices cuadradas de 2 x 2 con entradas en S(R").
Sean F,G € Msyo(S(R™)). Definimos la convolucién para las matrices

F. G de la siguiente manera

F*G’(y): Ju o fi2 . g1 912 (y)

f21 f22 g21 g22

_ (fir*g911) (W) + (frz % 921) (W) (f11 * g12)(y) + (f12 * 922)(y)
(for * g11)(y) + (fa2 % g20)(y)  (fa1 * g12)(y) + (f22 * g22)(v)

Definicién 2.4.3 Sea F' € Myo(S(R")). Definimos la transformada de

Fourier para F' como sigue

Flfully) Flfizl(y)
Flfal(y) Flfol(y)

FIF](y) =
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Teorema 2.4.7 (De la convolucién para matrices cuadradas) Sean
S(R™) el espacio de Schwartz y Maoyxo(S(R™)) el dlgebra de matrices cuadra-
das de 2x2 con entradas en S(R™). Entonces, para todas F, G € My o(S(R™)),

la transformada de Fourier F[F| : R™ — Msyo(C) satisface
FIF «Gl(y) = FIF](y) - FIG](y) -
Demo: Sean F,G € Msyo(S(R™)) dadas por

r_ fu o fi2 G- g1 912
for fa 921 Gg22

Por las definicién (2.4.2), la linealidad de la transformada de Fourier y

luego por definicién (2.4.3) resulta que

FIF  Gl(y) =

]:[fll]]:[gll] +-7:[f12]]:[g21] ]:[fn]]:[gm] +]:[f12]-7:[922]
Flfa1]Flgu] + Flfool Flga]  FlforlFlogrz] + Flf22) Flg22]

Flfal(y) Flfel(y) Flganl(y) Flgaal(y)

= F[F|(y) - FIG](v)

Flully) Flhw) ) * (f[gnuy) f[gu](y))

27

Fl(fi1 * g11) () + (friz * g20)(y)  Fl(f11 * 912)(y) + (f12 * 922)](v)
Fl(for * g11)(y) + (foz * 920)[(y)  F[(for * g12)(y) + (faz * g22)](y)

Flfi* gul() + Flfiz * gaal(y)  Flfir * 912](y) + Flfr2 * gaal(y)
Flfor * gul(y) + Flfoz * g21](y)  Flfor * 912)(y) + Flfaoz * g22)(v)
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El estudio del algebra Myyo(S(R™)) resulta muy interesante pues es un

ejemplo de algebra de Waelbroeck no conmutativa.
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2.5. La unitizacién de S(R")

Evidentemente la funcién constante 1 no pertenece al espacio S(R"), por
lo tanto no tenemos unidad, al suceder esto no podemos hablar sobre elemen-
tos invertibles en el espacio S(R™) sin embargo la forma natural de agregar

la unidad es definiendo la unitizacién S(R") de S(R™) dada por

SR =SSR @ C = {f@) +2:feSR", z€C}

En este espacio ya podemos hablar de elementos invertibles.
Para todas f,g € S(R"), z,w € C tenemos que S(R™) es un algebra con

unidad, dotada con las operaciones algebraicas
L (f+2)-(9+w) = (fg+wf +29) + (2w) € S(R")
2. (f+2)+(g+w) = (f+9)+ (s +w) € SR
3. w- (f+2) =wf +wz € S(RY)

En el cual el elemento unidad esta dado por e = Os + 1 y para el cual
tenemos un sistema de seminormas inducida por las seminormas de S(R")

dada por
Pap(f +2) = Pap(f) + |21,

la cual genera una topologia como ya hemos visto antes.

Corolario 2.5.1 S(R") es un dlgebra topoldgica.

Proposicién 2.5.1 Para f,g € S(R™) se tiene que

Pap((f+2) (g+w) < Pap(f+2) Paglg+w).
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2.6. Algebras de Waelbroeck

A continuacién vamos a estudiar algunas de las propiedades muy impor-
tantes que se cumplen para Q-algebras y dlgebras de Waelbroeck las cuales
van a ser utilizadas o mejor dicho seran el fundamento principal para la teoria
del proximo capitulo. Recordando de la teoria clasica de algebras topologi-
cas, si [ es un ideal bilateral en un dlgebra topoldgica A, entonces el espacio
cociente A/I provisto de las estructuras algebraicas y topoldgicas naturales
es también un algebra topoldgica. Si A es una Q-algebra, el espacio cociente
es también una Q-dlgebra. Sin embargo cuando existe continuidad del inverso
en un algebra y pasamos al espacio cociente no necesariamente se conserva
dicha propiedad, pero es precisamente en las algebras de Waelbroeck donde

se preserva esta ultima propiedad.

Definicién 2.6.1 Sea W una Q-dlgebra. VW es llamada Algebra de Wael-

broeck si la aplicacion G(W) 2z +— x=' € GOW) es continua.
El siguiente resultado puede encontrarse en [7]

Proposicién 2.6.1 Sea W una @Q-dlgebra. Sea I un ideal (izquierdo, derecho
o bilateral). Entonces I, la cerradura de I, es un ideal propio. Mds aiin, cada

ideal esta contenido en un ideal mazimal.

Demo: Sea I un ideal propio en A. Cada ideal propio consiste de elementos
no invertibles, entonces I C G(A)® el cual es cerrado. Por tanto I consiste
de elementos no invertibles. Ahora bien, si x, € I es una sucesion tal que
T, — x, entonces para cada a € A, I 3 ax, — ax. Entonces, az € I. Por

lo tanto I es ideal y es propio porque no contiene a la unidad.
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Ahora, consideremos M; = {J : I C J,J ideal} con orden (parcial) de
contencién. Si {J,}a C M es linealmente ordenada entonces J = UaJa €8

un ideal, luego por el lema de Kuratowski-Zorn existe un ideal maximal.

Corolario 2.6.1 Sea W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa. Cada

1deal mazimal en VW es cerrado.

Definicién 2.6.2 Sea A un dlgebra con unidad. Sea G(A) el grupo de ele-

mentos invertibles. Para a € A se define el espectro de a como el conjunto
ola)={AeC : (a—Xe) € G(A)}

Proposicién 2.6.2 Sean A un dlgebra con identidad e, a € A tal que ||a|| <

1 entonces e +a € G(A) y ademds el inverso esta dado por (e + a)™! =

Ezozo(_l)nan'

Teorema 2.6.1 Sea W un dlgebra de Waelbroeck localmente convezra . Para

cada x € W el espectro o(x) # ¢ y compacto.

Demo: Sea W un 4algebra de Waelbroeck con unidad. Sean x € Wy A € C
tales que |A| > ||z||, entonces e — §{ € G(W). Por lo tanto, si [A[ < |[[z]
se tiene que x — Ae = —A(e — §) € G(W). Asi pues obtenemos que si
A € o(z) entonces |A| < ||z]| y por lo tanto el espectro o(z) es acotado.
Ahora bien, para demostrar que es cerrado consideramos z — Ae € G(W) lo

cual implica que A € (o(x))°, pero como G(W) es abierto existe € > 0 tal que

(x — Xe) — pe € G(W) siempre que |u| < ¢, es decir x — (A + p)e € GIW),
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luego entonces A\ + p € (o(x))¢ por lo tanto el espectro o(z) es cerrado y en
consecuencia es compacto.

La demostracion de que es no vacio es una consecuencia del teorema de
Liouville, el cual nos dice que si una funcion f : C — C es entera y acotada
para todo z € C, entonces resulta que f es constante. Ahora bien, para cada
x € W, supongamos que o(z) es vacio. Consideremos la funcién resolvente
p: C — W dada por, p(A\) = (z — Ae)™! tendriamos que para cualquier
funcional ¢ para el cual se tiene ¢(p(N)) = f(\) estaria definida en todo
el plano complejo y seria holomorfa y acotada. Por el teorema de Liouville
resultaria que f es constante, y dado que

lim p(A\) =0

A—00

tendria que ser cero en todas partes y eso es una contradiccion con el hecho
de que la resolvente es un operador lineal acotado.

El resultado se sigue.

El siguiente resultado puede encontrarse en [14]

Teorema 2.6.2 Sea W un dlgebra de Waelbroeck localmente conveza tal que

W' # 0. Entonces o(x) es un conjunto compacto y no vacio para cada x € W.

Definicién 2.6.3 Sea A un dlgebra con e. Se dice que A es un dlgebra de

division si para cada a € A, a # 0, existe b € A tal que ab = e.
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2.7. Teorema de Gelfand-Mazur

Teorema 2.7.1 De Gelfand-Mazur [1}]
Sea W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con unidad e, tal que

W' #£0. Si W es un dlgebra de division, entonces YW = C.

Demo: Sea z € W, por el teorema (2.6.2) existe A € o(z) tal que z — \e &
G(W). Por ser W un élgebra de divisién tenemos que G(W) = W \ {0},

luego entonces x — Ae = 0 y el resultado se sigue.
[ |

Teorema 2.7.2 Sea W un dlgebra de Waelbroeck localmente conveza e I un
ideal bilateral cerrado en W. Entonces, el espacio cociente W = W/I es un

algebra de Waelbroeck.

Demo: Sea [z7!] = [y] y sea U una vecindad de [y]. Entonces [z] U = [O],
donde O es una vecindad de e en W. Existe O; compuesto de elemento in-
vertibles. Por lo tanto [O] consta de elementos invertibles en W y es una
vecindad de [e] contenida en [z]U. Finalmente [z][O] consiste de elementos
invertibles en W y es abierto ([z][O])~' C U. Asf pues el inverso es conti-
nuo en W y al mismo tiempo hemos probado que el conjunto de elemento

invertibles es abierto.

Proposicion 2.7.1 S5i W es un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa y
A una subdlgebra cerrada con respecto al inverso. Entonces A es de Wael-

broeck.
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Demo: G(W) es abierto en W. G(WW) N A es abierto en A. Y como A es

cerrada bajo el inverso, el resultado se sigue.

2.8. Ejemplo de algebra de Waelbroeck

Ejemplo 2.8.1 El espacio S(R”) es un dlgebra de Frechét, entonces es sufi-
ciente probar que es una QQ—dlgebra, es decir que el conjunto G de elementos
wnvertibles es abierto.

Considérese g = f + z, con f € S(R"™). Tenemos que:

Fop(9) = Fop(f) + 2] <00 pues FPop(f) < oo,

Y ya que

& 18l £ (7
Pa,ﬂ(g) = sup |z -- -gg%a—f@)

+ |z
ZERN a:flmg” 12l

resulta que

lim 6|5|f(f)

T—)OOxfl...xgn ’

asi pues
1 1

= —
g f+2z 7900 z

Por lo tanto podemos considerar

de donde se obtiene
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Ahora bien, para simplificar la notacion y no involucrar la formula de Leib-

nitz, solo vamos a considerar, sin pérdida de generalidad, 8;(%) dada por
A
_0f(@) 0f (@)
o (~ ) G+ =)+ 1) (58
Oy (2(f(z) +2))?
of@) .
G (F@E=1)=2)
(2(f(z) + 2))?
- oh ‘
En conclusion, tenemos que Oz existe y es continua. Esto se puede hacer
1

para cualquier o multi-indice, pues el denominador nunca de anula y en la
parte del numerador siempre tenemos algin elemento de S(R™). Finalmente
h €S y es continua. Ademas el espacio S(R") es un dlgebra de Frechét, por
el teorema (2.1.1) obtenemos que la inversion es continua. Asi concluimos

que S(R™) es un dlgebra de Waelbroeck
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2.9. El espectro combinado clasico

En 1971 R. E. Harte estudié y demostré que para un sistema de elemen-
tos que conmutan mutuamente de un algebra de Banach A que el espectro

combinado izquierdo o;(A) es no vacio y ademéds satisface la propiedad de

mapeo espectral, teorema (2.9.1). Uno puede consultar este y mas resultados

en [4].

Definicién 2.9.1 Sea A un dlgebra con unidad e. Sea @ = (a1, as, ..., a,)
un sistema finito de elementos de A. Para @ se define el espectro combinado

izquierdo oy(@), como
o(@ ={\eC" | I)(@— \e) # A},

donde, [;(a — Xe) denota al ideal izquierdo generado por todos los elementos

a; — )\z e.

Teorema 2.9.1 Sea @ = (ay,...,a,) un sistema finito de elementos de un
dalgebra con unidad A que conmutan mutuamente. El espectro combinado iz-
quierdo o,(a) es no vacio y para P = (Py,..., P,) un sistema de polinomios

en n variables se cumple la propiedad de mapeo espectral
o(P(@)) = P(oi(a))

Analogamente, definimos el espectro combinado derecho para un sistema

a = (ay,as,...,a,) de elementos del dlgebra A como

0@ = {Ne C" | I(@—Ne) # Al
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donde, I, es el ideal derecho generado por todos los elementos a; — \; e para

1=1,...,n.

Definicion 2.9.2 Sea A un dlgebra no conmutativa con unidad. Para un
sistema finito @ = (a1, as,...,a,) de elementos del dlgebra A definimos el

espectro de Harte, oy (a), como
ou(a) = o(a) Uo,(a).

Proposicién 2.9.1 Sea oy (a) el espectro de Harte. Entonces,

n

og(a) C H o(a;).

=1

Demo: Supongamos que A ¢ o(a;), entonces a; — A e es invertible, por tanto
Ala; —Xe) M a; — Ae) = A

es decir, (a;—Ae) genera a A. Si A = (Ay,..., \,) es tal que algtin \; & o(a;),

entonces \ € 0,.(@).
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Capitulo 3

Espectros combinados

3.1. Representaciones

Sean A un algebra, X un espacio vectorial topolégico y sea L(X) el

espacio de operadores continuos.

Definicién 3.1.1 Una representacion del dlgebra A en X es un homomor-

fismo ¢ : A — L(X) tal que para o € K se cumple que

¢(a+ ab) = ¢(a) + ag(b),
¢(ab) = d(a)p(b).

Ejemplo 3.1.1 (Representacion semireqular) Si I C A es un ideal izquierdo

en A, en el espacio
X=A/I={la]=a+T:a€e A},

consideramos la representacion  Lg[z] = [ax] = ax + al € ax + 1

tenemos que Lgp|x] = [abx] = L,[bx] = L, Ly[z].
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Proposicién 3.1.1 Sea A un dlgebra. St I C A es un ideal cerrado con
respecto alguna topologia en A, entonces eziste una topologia en X = A/I
tal que la proyeccion natural w: A — A/l es un operador continuo y abierto

lo cual hace que los operadores L, sean continuos.

Demo: Sea A un algebra con topologia e I un ideal cerrado en A. Un conjun-
to U en el espacio cociente A/ es abierto si existe O C A tal que U = [O].
Sia € Ay |[O] es vecindad de cero en A/I, por la continuidad de la multi-
plicacién existe O; abierto tal que a O; C O, Luego L,[O1] = [a O4] C [O],
es decir [04] C L;[O].

3.2. Representacion irreducible

Definicién 3.2.1 Una representacion ¢ de A en X se dice que es algebrai-

camente irreducible si,
VO#£z35X, ¢(Az=X.

Nota: Decimos que es topoldgicamente irreducible cuando ¢(A)z es den-

so en X.
Directamente de la definicién obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.2.1 Sea ¢ una representacion de un dlgebra A en un espacio vec-
torial X irreducible algebraicamente. Entonces ¢ no tiene subespacios inva-

riantes no triviales.
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Si ¢ es una representacién de un algebra A en un espacio X, entonces el

par (¢, X) denotard dicha representacién.

Teorema 3.2.1 Sea A un algebra con ideal izquierdo I. Entonces la repre-

sentacion (L, A/I) es irreducible si y solo si I es ideal izquiero mazximal.

Demo: Sea I maximal. Supongamos que V = L(A)z & X. El espacio V'
es invariante bajo los operadores L,. Luego 7~ (V) es un ideal que contiene
a I, como I es maximal obtenemos que V' = 0 entonces x = 0 y por tanto es

irreducible.

Supongamos que la representacién (L,.A/I) es irreducible y que J DO [
es un ideal propio, entonces m(J) es un espacio invariante que contiene a [ |
entonces 7(J) = J/I = X y por tanto J = A, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto I es maximal.

Definicion 3.2.2 Sean A un dlgebra, X un espacio vectorial y la represen-

tacion (¢, X). Definimos el conmutador de ¢, como el conjunto
¢ ={p € L(X) : (Yo ¢)(x) = (po¢)(x),Vz € X}

Ahora, para conocer los operadores en L(X) que conmutan con los ope-

radores L pasamos al siguiente teorema:

Teorema 3.2.2 Sea A un dlgebra y sea I un ideal izquierdo en A. Sea R un

operador en L(X). Entonces
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RL,=L,R Ya€e A siysolo sieriste be A tal que

Ib C I y que ademds Rlx] = [xb].

Demo: Supongamos que existe b € A tal que Ib C I. Definamos Ry(x+1) =

xb + I, entonces

L,Ry[x] = [axb] = Rplax] = RyL,|x].

Considere R € L(X) tal que RL, = L,R ¥ a € A. Sea Rle] = [b]. Por

consiguiente
Rla] = RL,[e] = L,R[e] = L,[b] = [ab] = Ry[a].
Por lo tanto R = R, y R[0] =[0b] = [0] = I, entonces [0] = Ib C I.

3.3. Lema de Schur

Teorema 3.3.1 (Lema de Schur)

Sea A un dlgebra y sea (¢, X) una representacion de A en el espacio

vectorial X. Si (¢, X) es algebraicamente irreducible entonces el conmutador

Geonm (€l dlgebra de todos los operadores que conmutan con ¢(a), a € A)

€S un campo.

Demo:
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Sea 0 # R € L(X) tal que Rp(a) = ¢(a)R Va € A. El espacio ker R es

invariante bajo ¢,

Pues, sea = € ker R, Rx = 0 entonces R¢(a)x = ¢(a)Rx = 0y por tanto
¢(a)x € ker R.
Por ser ¢ una representacion irreducible tenemos que ker R = 0, por tanto,

tenemos entonces que R =0 6 R es inyectivo. Asi pues R es inyectivo.

El espacio Im R es invariante bajo ¢. Si z = Rx tenemos
¢(a)z = ¢p(a)Rx = Rop(a)r € Im R,

Asi pues por ser ¢ irreducible tenemos que Im R = V para R # 0 y por lo

tanto R es biyectivo. Luego entonces existe el inverso R~!.
R¢(a) = ¢(a)R entonces R R¢p(a) = R~ ¢(a)R y por tanto
¢(a) = R'¢(a)R y ¢(a)R™' = R™'¢(a).
|
Corolario 3.3.1 El espacio conmutador de los operadores L,, es decir
Lemm ={Re L(X): RL, = L,R, a € A}

€S un campo.

3.4. Ideales generados por un sistema

En esta seccién se va a estudiar a los ideales generados por un sistema

finito de elementos de un algebra de Waelbroeck loc. convexa para posterior-
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mente dar paso a la definicién del nuevo espectro combinado izquierdo que
a diferencia del espectro izquierdo clasico no recurrimos a la conmutatividad
del sistema de elementos para garantizar la propiedad de mapeo espectral.
Sean W un algebra de Waelbroeck localmente convexa con identidad e,
I un ideal izquierdo en W , a € W y A € C. Denotamos por I;(I,a — Xe)
al ideal generado por I,(a — Ae) y por W(a) la subélgebra con identidad

generada por a.

Teorema 3.4.1 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad e, I un ideal izquierdo en W y a € VW con la propiedad de que [a C I.

Entonces eziste A € o(a) tal que I;(I,a — \e) es un ideal propio.

Demo: Consideremos la familia F de todos los ideales izquierdos J en W
ordenada por inclusién, que contienen a I y que satisfacen que Ja C J. Por
el lema de Kuratowski- Zorn existe un ideal maximal M en F que contiene
a I y que satisface que Ma C M.

Basta demostrar que M es maximal en el dlgebra V. Consideremos entonces
el espacio cociente X = W/M. Sea W(a) el élgebra generada por a € W'y

la representacién (7', X)) de W x W(a) en X dada por la férmula
Tyolz] = LyRes] = [bad]

para [z] € X y sea m: W — X la proyeccién natural.

Considerando un subespacio V' C X que sea invariante bajo la acciones
de Wy W(a), en particular es invariante bajo la accién de W, es decir bajo

los operadores Ly con b € W, asi pues, M’ = 77 1(V) es un ideal de W
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que contiene a M. Luego por la invarianza de la accién de W(a) tenemos
que M'W(a) C M’ pero por la maximalidad de M en la cadena de ideales,
M' = M luego entonces M es maximal en el dlgebra W. Luego, por el teorema
(3.2.1) la representacién (7', X) es irreducible, entonces no tiene subespacios
invariantes.

Sea T la familia de operadores de la forma
T=A{Twe : (b,c) e W xW(a)}

y sea D el espacio conmutador de la familia 7, por el lema de Schur el
conmutante D es un algebra de divisién. El conmutante D puede ser descrito

por los elementos del algebra W si consideramos el espacio E dado por
E={aeW: MaC M yab—bac M, beW(a)}.

El espacio F es una subalgebra en WV que contiene la unidad y al ideal M,
el cual forma en F ideal bilateral. Para cada a € E el operador R,[z] =
[za] define un elemento de D. Por teorema (3.2.2) aseguramos que todos los
elementos de D son de esta forma. El mapeo £ > a — R, € D es sobre y
tiene como kernel al ideal M, por lo tanto D = E/M. Por proposicién (3.1.1)
los elementos de D son operadores continuos sobre X. Note que la subalgebra
E es cerrada en W y ademas es cerrada con respecto al inverso en W, ya
que si @ € W tiene inverso a~! € W, entonces el espacio M’ = M + Ma™*
es ideal izquierdo en W el cual contiene a M, y ademéds es propio por que
M'a = Ma + M C M. Ahora hay que demostrar que si a € E entonces
a~! € E. Para esto, si b € E, entonces ba — ab = m, donde m € M y a €

W(a). Obtenemos entonces que M'b = (M + Ma™ )b C M + Ma 'baa™" =
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M+ Ma Y (ab+m)a=t = M+ Mb+ Ma*ma™' € M+ Ma™' = M'. Por lo
tanto el ideal M’ pertenece a la familia F pero por la maximalidad de M en

dicha familia obtenemos que M’ = M y Ma~' C M. Ahora, de la igualdad
a'b—ba' =atbaat —a'aba™! = a ' (ba — ab)at = a"'ma™t € M,

concluimos que a~!' € E. Lo cual hace de E un 4lgebra de Waelbroeck por
teorema (2.7.1). Luego por el teorema (2.7.2) tenemos que D = E/M es de
la misma clase. Finalmente por el teorema de Gelfand-Mazur (2.7), D = C.

Por lo tanto, para cada b € W(a) existe A € C tal que Rp[z] = A[z], y cada [z] €

x = W/M, entonces R,[z] — \[z] = [0] esto es,
[za — Az] = [z][a — Ae] = [0]

Por lo tanto (a — Ae) € M y como I C M, entonces [;(I,a — Ae) es un ideal

propio.
|

Corolario 3.4.1 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad e, I un ideal izquierdo en W y a € W con la propiedad de que
Ia C I. Entonces existe A € o(a) y un ideal mazimal M C W tal que

Ii(I,a—Xe) C M .

Teorema 3.4.2 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad e, I un ideal izquierdo en W y sea @ = (ay,...,a,) con a; €W tal
que ¥V i,j =1,...,n. [a;,a;] = a;a; — aja; € I y ademds Ia; C I. Entonces
existe A = (A1,...,\y) € C" tal que I;(I,a1 — M\e, ..., an — Ape) es un ideal

propio en WV.
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Demo: La demostracién la haremos por induccién. Asi pues, paran = 1
tenemos el teorema (3.4.1). Supongamos vélido para n.

Sea a,r1 € W, I el ideal generado por [,a; — \je para 1 < ¢ < n. Si
[a;, nt1] = @i@p41 — Gnira; € I para cada i =1,--- ,n, como [; es ideal pro-
pio por hipétesis de induccion, es suficiente con demostrar que [a,,1 C I,

para utilizar el teorema (3.4.1).

Si [ai, apy1] = ajan1 — anira; € I, entonces
Ailny1 — Ap1a; = k € I
luego a;a,4+1 — Niany1 + ani1Ai — ani1a; = k, por tanto
(a; — Nie)ani1 =k + ani1(a; — Ne),
luego

IanH + (CLZ' - )xz-e)anﬂ = I(ln+1 + k + Ap41 (CLZ' — )\26) C

I+k+api(a;—Ne)C L Vi=1,--- n.

Por lo tanto [a,,1 C 1.

Luego por teorema (3.4.1) tenemos demostrado el resultado.
|

Lema 3.4.1 Sean x = (z1,...,%n), Yy = (Y1,---,Yn) Yy P un polinomio en

n variables, digamos P(x) =3 g . 1) Cga¥ ... -2k Entonces
P(x) — P(y) = Z%(@(l’z — Vi)
i=1
|
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Proposicién 3.4.1 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convezra e
I un ideal izquierdo de W. Sea {ai,...,a,} un sistema finito de elementos
de W tal que para cada 1 < i,5 <n, |a;,a;] €1, Ia; CI. Entonces, para

cada permutacion w de los elementos ay, . ..,a, se cumple que
P(ay,...,a,) — P(m(ay),...,7(a,)) €1
para cualquier polinomio P.

Demo: Recordemos que las transposiciones de elementos generan a todo
grupo de permutaciones, asi que es suficiente demostrar este resultado para
transposiciones, y ademas es suficiente considerar al polinomio P como un
monomio. Asi pues, sea 7w la permutacién de los elementos aq,...,a, dada

por

(m(ay),...,m(a;), m(aiz1), ..., m(an)) = (a1, ..., Qiy1, iy oy ),

sin perdida de generalidad consideremos al polinomio P de la siguiente ma-

nera

asi pues

P(ay,...,a,) — P(m(ay),...,m(a,)) =

:(al ...aiai_"_l...an)—(al ..'ai+1ai."an)
=ay - ai*Q(ai Aiy1 — Qiy1 ai) Qi42 = ** Qp
=ap - &FQ[@@‘, @i+1] Qit2 * - Qp

y el resultado se sigue.
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Corolario 3.4.2 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa e I
un ideal izquierdo de W. Sea {ay,...,a,} un sistema finito de elementos de
W tal que para cada 1 < i,j < mn, [a,a;] € I, Ta; C 1. Si7 es una
permutacion de los elementos aq, . ..,a, y si P y Q) son dos polinomios de n,

entonces el operador conmutador

[P(ay,...,a,),Qal,...,a,)] €1

Demo: El reultado se sigue del hecho de que cada término del producto
P(a) Q(a) es una permutacién de un término de Q(a) P(a) y ocupando la
propocicion anterior.

El siguiente teorema es un resultado muy parecido al teorema anterior, el
cual demostraremos utilizando técnicas muy similares al teorema (3.4.1).Consideramos

el algebra de todos los polinomios en n variables.

=1 P() = Z Cgat ...zt k€N, j=1,....n

Teorema 3.4.3 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad e, I un ideal izquierdo en W, @ = (ay,...,a,) € W", P € o y sea
I ={I,a1 — Me,...,a, — A\ye) el ideal generado por I y por cada uno de los
elementos (a; — N\ie). Si I P(@) C I, entonces existe X € C" tal que el ideal

generado por (I , (P(@) — P(\)e))es un ideal propio en V.

Demo: Sean P € o y a = (ay,...,a,) un sistema finito de elementos de

un algebra de Waelbroeck. Es suficiente demostrar que I P(a) C I para
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estar en las hipétesis del teorema (3.4.1) y concluir el resultado. Considere
una permutacién 7 del sistema @, se tiene que P(7(a)) = Q(a) para algin
Q € p. Por el corolario (3.4.2) el conmutador [Q(a), P(a)] € I, entonces

existe j € I tal que [Q(a), P(a)]| = j. Asi pues
Q(a)P(a) - P@Q(@) = j € I,

luego entonces

(Q@) — Q(Ne) P(@) = j + P(a@) (Q@) — Q(Ne);

por el lema (3.4.1) queda que

Z Ri(@) (a; — Nie)P(@) = j + P(@) () Ri(@) (a; — \e)),

=1

entonces

IP(a) +Z R;(a) (a;—X\;e)P(a) = IP(a)+j+ P(a) (Z R;(a) (a; — )\ie)> :

=1

por lo tanto

(I + Z R;(a) (a; — )\ie)> P(@) c I+ Z P@)R;(a) (a; — \e) );

finalmente

I P(E) c 1.

Del teorema (3.4.1) se sigue el resultado.
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3.5. Espectro combinado izquierdo

A continuacion se da la definicién del espectro combinado izquierdo aso-
ciado a un ideal izquierdo fijo I de un sistema finito de elementos de un
algebra de Waelbroeck localmente convexa V. Cabe resaltar que este es un
nuevo espectro, y el proposito del resto de este capitulo es estudiar algu-
nas de las propiedades que cumple cumplir dicho espectro. En particular la

propiedad del mapeo espectral.

Definicién 3.5.1 Sea W un dlgebra de Waelbrock localmente convexa con
unidad e. Sean B C W una subdlgebra con unidad e y sea I C W un ideal
izquierdo cerrado. Paraa = (aq,...,a,) cona; € B Yi=1,...,n, definimos

el Espectro combinado izquierdo asociado al ideal I, ol (a), como

ol(@={XeC"|(I,a1—\,...,a, — \y) generan ideal propio en W }

Teorema 3.5.1 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad, B una subdlgebra con unidad de VW, I un ideal izquiero cerrado en

W con la propiedad de que IB C I y ay,...,a, € B tales que el operador

conmutador |a;,a;] € I para cadai,j=1,...,n,. SiX€ol(@) y an1 €B
es tal que [a;, any1] € I para todo i = 1,...,n, entonces eziste A1 € C tal
que

(AL A Anst) € 00 (ay, ..., G, Gngr).
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CAPITULO 3. ESPECTROS COMBINADOS

Mas ain, para T = (x1,...,%,) y para un sistema finito de polinomios P() =

(P, ..., Py) donde cada P; es un polinomio en n variables, entonces
P(oj(a)) = o (P(a)).

En tal caso, decimos que ol (a) satisface la propiedad de mapeo es-

pectral.

Demo: Sea I ideal izquierdo en W. Para A € o/(a) tenemos que I’ =

I(I,a1 — Me, ... a, — A\ye) es ideal propio en W. Luego, si a,.1 € B tal
que Yi=1,...,n, laj,an1] €I, Tay,y1 C I por el teorema (3.4.2) existe

As1 € C tal que I, a1 — Apy1e generan ideal propio en W. Asi pues
(AL A Angt) €01 (ay, ..., Gnyr).

Ahora hay que demostrar que P(a!(ay,...,a,)) = ol (P(ay,...,a,)) pa-

ra algin sistema finito de polinomios P.

Sean A € of(a@). Si P()\) € of(P(a)) entonces el ideal generado por I y
P(@) — P(\)e no es propio, por tanto contiene la identidad e. Asf pues, existe
b= (by,...,b,) € W™ tal que

m

e=b(P@ —PNe)=>_ bh(P(@— PXe),

i=1
donde la multiplicaciéon es coordenada a coordenada. Luego por el lema

(3.4.1) queda que

m n

SN bQis@) (a5 — Age) = e,

i=1 j=1
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Ricardo Nunez 3.5. ESPECTRO COMBINADO IZQUIERDO

entonces A & o} (@), contradiccion.
Por lo tanto P(A) € of ( P(@) ), es decir P(c/(ay,...,a,)) C ol (Pay,...,a,)).
Ahora supongamos que i € o} (P(@) ), entonces el ideal J generado por

I, (P(a) —fie) es un ideal propio en W, esto es
J=I(I,P(a) —pie,...,Pn(@ — pme) #W.

Este ideal J es izquierdo y propio en W. Sea A € oi (@), se cumple que

P(\) € o/ (P(a)), por lo tanto el ideal generado
L{J,Pi(@) — PN e, ..., Pn(@) — Pu(X)e) # W.

Por el corolario (3.4.1) existe un ideal propio J; en W tal que para elementos

arbitrarios g1, ..., gm, b1, ..., h, € VW se tiene que
I+ hy(P@) — (A e) +Y_g;(Pi(@ —pye) € Ju.
j=1 j=1
En particular para g; arbitrario y h; = —g;, se tiene que

I+Y g (PN —p)e C A
j=1
Si (Pj(A) — ;) # 0, entonces llegamos a una contradiccién, J; = W.

Por lo tanto y; = Pj()) y la demostracién se sigue.

Corolario 3.5.1 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente conveza, a €

W' n=m y P,Q €P tales que

P(Q@@)) =a=Q(P()).
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CAPITULO 3. ESPECTROS COMBINADOS

Entonces P(al(a)) = ol (P(a)).

Demo: Las aplicaciones P, () satisfacen las hipdtesis del teorema (3.5.1),

asi pues,
ol (P(@)) = PlQ(o; (P(@))] C Ploj (Q(P(a))] = Ploj (@)] C o (P(a)).

Luego entonces P(oi(a)) = ol (P(a)).

Corolario 3.5.2 Sean W un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa, @ €
Wr P un sistema de m polinomios en n wvariables. Si m > n y P(a) =
(a,Q(a)) para algin sistema Q@ de m —n polinomios cada uno de ellos en n

variables. Entonces P(ol(a)) = ol (P(a)).

Demo: Al igual que en el corolario (3.5.1), las aplicaciones P, () satisfacen

las hipétesis del teorema (3.5.1). Si@ € W™ y b € W™, entonces

0/(@,b) € 0;(a) x o] (b),
sustituyendo b = Q(@) y aplicando de nuevo el teorema (3.5.1), resulta que
{(XQMW))[Xedi(a)} Coi(P@)=oc/(a Q@) Col(a)xo(Q@))=

Solo resta demostrar que si (X, t) € of (P(a@) ), entonces t = Q(X).

Para b € A™ ", definimos h como

h(av l_)) =b— Q(a),
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asi pues,
P(o{(@)) ={ (AQWN)) | A€ o/(a) } Cof(P(@)),

y queda demostrada la igualdad.

3.6. Espectro combinado derecho

Ya tenemos definido el espectro of(a@). Ahora, para W un algebra de
Waelbroeck localmente convexa con unidad. Sea I un ideal derecho en W
con la propiedad de que al € I. Para aq,...,a, € W se define el espectro

combinado derecho oZ(ay,...,a,) como
ol(ar,...,a,) ={N€C" | {I,a1—A1e,...,a,—\,€) generan ideal propio en W}
Con la multiplicacién por la derecha, esto es;
ol(@) = {X eC"| i(wz — Ni) I es un ideal propio en W}
i=1

De manera analoga al espectro ol (ay, ..., a,), este nuevo espectro derecho
ol(ay,...,a,) satisface los teoremas y propiedades anteriores debido a que
las demostraciones son puramente algebraicas.

Asi pues, el espectro ol(ay,...,a,) satisface también la propiedad del

mapeo espectral.

Teorema 3.6.1 Sea W un dlgebra de Waelbroeck l.c. con unidad. Sea B

una subdlgebra con unidad de W. Sea J un ideal derecho cerrado en VW con
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CAPITULO 3. ESPECTROS COMBINADOS

la propiedad de que BJ C J . Sea aq,...,a, un sistema de n elementos de
B. Si para cada i,j = 1,...,n, el conmutador [a;,a;] € J, y para cada
X €cl(@) y an € B tal que [a;,an41] € J para cada 1 < i < n. Entonces

existe \p11 € C tal que
(Ay ooy Any Ang1) € 0'7{((11, ey Oy Gpy1)

Mas ain, para T = (x1,...,2,) y P(T) = (P1(Z),..., Pu(T)) donde cada P,
es un polinomio de n variables, entonces el espectro ol(ay, ..., a,) satisface

la propiedad del mapeo espectral.

P(o,(a)) = o,(P(@))

r

Demo: Analogo a la demostracién del teorema 3.5.1, solo hay que consi-

derar la multiplicacion por la derecha.
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Capitulo 4

Conclusiones

Al comenzar el trabajo de investigacién de la presente tesis el propdsito
fue estudiar un espectro combinado nuevo el cual generalizara al espectro
combinado clésico estudiado desde principios de los 70’s por R. E. Harte y
al espectro esencial que se estudia en la teoria de operadores y en el que la
conmutatividad del sistema de elementos del dlgebra involucrados no fuera
necesaria. Para visualizar la importancia de este nuevo espectro damos el

siguiente ejemplo.

Sean H un espacio de Hilbert, L(#) el dlgebra de operadores continuos
sobre H. Sean T', S € L(H) y sea A el dlgebra generada por T, S. Considere el
operador conmutador [T, S| =TS — ST. Suponiendo que el ideal izquierdo
generado por [T, S]A es no trivial en L(H), entonces por los teoremas 3.4.1
y 3.4.2, existen \, u € C tales que (A, ) € o(T,5); esta es una condicién

mas débil que pedir que el conmutador sea cero. Ahora, considérese I =
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L(H)[T, S])A ideal izquierdo en L(#), entonces el ideal I;(1, T — X, S — ), (el
ideal izquierdo generado por I,T'— Ay S — p) es un ideal propio, lo cual nos
garantiza por el teorema (3.4.3) que el espectro o/ es no vacio y ademés, para
P =(P,...,P,) un sistema de polinomios, en este caso de dos variables, se

cumple la propiedad de mapeo espectral, es decir

ol (P(T,S),...,P,(T,S)) = P(c] (T, S)).

Sea W un algebra de Waelbroeck localmente convexa, I un ideal izquierdo
en W. Considere el espacio cociente X = W/I el cual no necesariamente es
algebra de Banach, entonces la estructura del dlgebra de operadores continuos
L(X) se complica enormemente, de hecho no existe siquiera una topologia
en L(X) que haga continua la aplicacién L(X) x X > (T,z) — Tz € X.
Asi pues, desaparecen las propiedades del algebra L(X) que en el caso de
algebras de Banach permiten probar las propiedades del espectro clasico o.
En nuestro caso al fijar un ideal izquierdo I en el algebra de Waelbroeck W
y para un sistema de elementos aq,...,a, tales que [A;,q;] € I y Ia; C I
para cada 1 < i, j < n definimos el espectro o (ai, . .., a,) y se demostré que
este espectro es no vacio y cumple la propiedad de mapeo espectral para una
familia de elementos no necesariamente conmutativos, la cual es una ventaja

muy grande desde el punto de vista de la teoria espectral.

Por otro lado, el espectro of puede interpretarse como funciones sobre

operadores que actiian en el espacio X = W/I el cual, como ya dijimos arriba,
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Ricardo Nunez

no tiene una topologia que permite deducir directamente las propiedades que
se espera de un espectro. Sin embargo, ya que el espacio X = WW/I contiene
al vector ciclico [e], esto es que X = Wle| para un sistema ay, . . ., a, tales que
[A;,a;] € ['yla; C Iparacadal <i,j <n,entonces acada a; le corresponde

un operador L(X) 3 R(a;) : [x] — [za] el cual actia en X = W/I.
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