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Resumen

El presente trabajo de tesis tiene como principal tema de estudio la teoŕıa

espectral en álgebras no conmutativas; siendo más espećıfico, el propósito de

este trabajo es estudiar para un álgebra de Waelbroeck W , I un ideal iz-

quierdo de W y (a1, . . . , an) un sistema finito de elementos de W (el cual

cumple con ciertas propiedades), un espectro nuevo, a saber, el espectro

combinado asociado al ideal izquierdo I, denotado por σIl (a1, . . . , an),

el cual es definido en (3.5.1), caṕıtulo 3.

A diferencia de otros espectros σIl está definido para sistemas de elementos

(a1, . . . , an) que no necesariamente conmutan. Además σIl es una generaliza-

ción del espectro esencial que se estudia en teoŕıa de operadores en espacios

de Banach y cabe resaltar que coincide con espectro combinado clásico σl,

para I = {0}.

Esta tesis está compuesta por tres caṕıtulos principales y un cuarto caṕıtulo

destinado para las conclusiones y perspectivas. El caṕıtulo 1 es una breve in-

troducción a los espacios vectoriales topológicos y culmina en un ejemplo de

espacio de Fréchet, el cual nos brindará herramientas para abordar el estudio

de las álgebras de Waelbroeck en el caṕıtulo número dos. Dentro del caṕıtu-
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lo 2, se estudia ejemplo de álgebra de Waelbreock la unitización S̃(Rn) del

espacio de Schwartz de funciones rápidamente decrecientes (S(Rn)), esto es,

S̃(Rn) = S(Rn) + C. Posteriormente se realiza un estudio breve del espacio

S(Rn) bajo la transformada de Fourier el cual se extiende a matrices cuadra-

das con entradas en S(Rn). En este trabajo solo consideramos las matrices

de 2 × 2 pero las demostraciones son análogas para el caso de matrices de

(n×n). Esto asegura que además de las álgebras de Banach existen álgebras

que son no conmutativas tales como las álgebras de Waelbroeck.

El tercer caṕıtulo es el contenido original de este trabajo, pues nos introduci-

mos en el estudio de la teoŕıa espectral en álgebras de Waelbroeck. Como ya

dijimos arriba, σIl (a1, . . . , an) es un espectro nuevo para un sistema finito de

elementos del álgebra W , y se demuestra que este nuevo espectro además de

ser no vaćıo también cumple o satisface con la propiedad de mapeo espectral,

esto es

P (σIl (a1, . . . , an) ) = σIl (P (a1, . . . , an) )

para cualquier sistema de polinomios P = (P1, . . . , Pm) de n variables.
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1.1. Preliminares de topoloǵıa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Espacio vectorial topológico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3. Espacio localmente convexo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
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Introducción

El principal objetivo de este trabajo de tesis es introducir un nuevo es-

pectro combinado en una amplia clase de álgebras (álgebras de Waelbroeck)

que contienen a todas las álgebras de Banach.

El estudio de las álgebras de Waelbroeck comienzan alrededor de los años

50’s, con Lucien Waelbroeck (1929-2009). Estas constituyen una importante

rama en el estudio de las álgebras topológicas, en las que se pueden encontrar

muchos resultados similares de la teoŕıa clásica de álgebras de Banach.

El espectro combinado izquierdo de un sistema finito a1, . . . , an de

elementos de un álgebra con unidad A, está definido como el subconjunto

σl(a1, . . . , an) ⊂ Cn, dado por

σl(a1, . . . , an) =
{
λ ∈ Cn | Il〈a1 − λ1, . . . , an − λn〉 6= A

}
,

donde Il〈a1 − λ1, . . . , an − λn〉 denota al ideal generado por {ai − λi | ∀ i =

1, . . . , n}.

En 1971, R. E. Harte demostró (bajo la suposición de que el sistema

a1, . . . , an de elementos de un álgebra de Banach B es conmutativo), que
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σl(a1, . . . , an) 6= φ y además que para cada P = (P1, . . . , Pm) un sistema de

polinomios de n variables satisface la propiedad de mapeo espectral, esto es

σl(P (a1, . . . , an) ) = P (σl(a1, . . . , an) ) .

Este teorema se aplica en particular a sistemas conmutativos de operado-

res en un espacio de Banach X, cuando, como se sabe, L(X) es un álgebra de

Banach. Si el espacio X no es de Banach, la estructura del álgebra de opera-

dores continuos L(X) se complica enormemente, pues no existe siquiera una

topoloǵıa en L(X) que haga continua la aplicación L(X) × X 3 (T, x) →

Tx ∈ X. Por tanto desaparecen las propiedades del álgebra L(X) que en el

caso de álgebras de Banach permiten probar las propiedades de σl.

El espectro que estamos introduciendo en este trabajo de tesis es una

generalización del espectro esencial que aparece en la teoŕıa de operadores

en espacios de Banach.

Considere un espacio de Banach B, sea K(B) el espacio de operadores

compactos en B. K(B) es un ideal bilateral cerrado en el álgebra L(B) de

operadores acotados en B; además el espacio cociente L(B)/K(B) es un

álgebra de Banach llamado el álgebra de Calkin.

Sea A ∈ L(B). Se dice que A es un operador de Fredholm si [A] ∈

L(B)/K(B) es invertible en L(B)/K(B). Se define el espectro esencial de

A, como el espectro

σess(A) := {λ ∈ C | (A− λI) no es de Fredholm}



Observe que

σess(A) := σ([A]).

Sean A1, . . . , An ∈ L(B). Se define el espectro esencial combinado

como el espectro σl( [A1], . . . , [An] ), donde cada [Ai] denota la clase de Ai en

el espacio cociente L(B)/K(B).

En este trabajo fijamos un ideal izquierdo I en un álgebra de Waelbroeck.

Por un álgebra de Waelbroeck se entiende un álgebra topológica con

unidad, denotada por la letra W , donde el grupo de elementos invertibles

G(W) es abierto enW y la función de tomar inverso ( a 7→ a−1 ) es continua.

Por un álgebra topológica se entiende un espacio vectorial topológico V

el cual es un álgebra, y en el cual el producto V × V 3 (x, y) → x y ∈ V es

continuo.

Sean W un álgebra de Waelbroeck con unidad e, I un ideal izquierdo

en W y sea a = (a1, . . . , an) con ai ∈ W tal que ∀ i, j = 1, . . . , n, se

cumple que [ai, aj] = aiaj − ajai ∈ I y además Iai ⊂ I. Entonces existe

(Teorema(3.4.2)) λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn tal que Il〈I, a1 − λ1e, . . . , an − λne〉

es un ideal propio en W .

Para a = (a1, . . . , an) con ai ∈ W , [ai, aj ∈ I y además Iai ⊂ I se define

un espectro nuevo (3.5.1), el espectro combinado asociado a un ideal

izquierdo I, σIl (a), como el subconjunto de Cn, dado por

σIl (a) =
{
λ ∈ Cn | Il〈I, a1 − λ1, . . . , an − λn〉 6=W

}
.

Desde el punto de vista de teoŕıa espectral, la ventaja que presenta el espectro



σIl es que es no vaćıo y para P = (P1, . . . , Pm) un sistema de polinomios de

n variables, satisface la propiedad del mapeo espectral

P (σIl (a) ) = σIl (P (a))

sobre un sistema a de elementos no necesariamente conmutativos.

Como dijimos anteriormente, este nuevo espectro σIl , es una generalización

del espectro esencial si consideramos I = K(X) y coincide con el espectro

combinado izquierdo clásico σl cuando I = {0}.

Por otro lado, el espectro σIl puede considerarse como función sobre ope-

radores que actuan en el espacio X =W/I cuya topoloǵıa no permite deducir

directamente las propiedades que se espera de un espectro.



Caṕıtulo 1

Espacios vectoriales topológicos

En éste caṕıtulo se estudiaran algunas definiciones y resultados elemen-

tales de la topoloǵıa general, vamos a definir el concepto de espacio vectorial

topológico y abrir paso al concepto de espacio de Fréchet. Posteriormente se

estudiará el espacio de Schwartz (el espacio de las funciones que decrecen

más rápido en infinito que polinomialmente) como un ejemplo de espacio de

Fréchet, pues en el caṕıtulo dos este ejemplo nos brindará herramienta en el

estudio de álgebras de Waelbroeck.

1.1. Preliminares de topoloǵıa

Para dar inicio a este caṕıtulo damos paso a la siguiente

Definición 1.1.1 Sean X un conjunto y B un conjunto de subconjuntos de

X, invariante bajo intersecciones finitas y uniones arbitrarias, para el cual

X ∈ B y φ ∈ B. Entonces

1



CAPÍTULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS

a) decimos que B define una topoloǵıa τ en X,

b) el conjunto X provisto de esta estructura se denomina Espacio to-

pológico y se designa por (X, τ), y

c) los conjuntos B ∈ B se llaman abiertos y sus complementos F = X \ B

se llaman cerrados con respecto a la topologia τ .

Definición 1.1.2 Se dice que un espacio topológico (X, τ) tiene la propiedad

de Hausdorff o que es un espacio T2, si para cada pareja de puntos distintos

x, y ∈ X existen abiertos disjuntos U, V ∈ τ tales que x ∈ U e y ∈ V .

Definición 1.1.3 Sea X un espacio topológico con topoloǵıa τ . Sea β una

colección no vaćıa de elementos de τ tales que

a) ∪{B|B ∈ β} = X

b) ∀ A ∈ τ, ∃ {Bi}i∈I ⊂ β tal que A = ∪i∈IBi

en tal caso decimos que β es una base de la topoloǵıa τ .

Definición 1.1.4 Sean X un conjunto y β una familia no vaćıa de subcon-

juntos de X. β formará una base de alguna topoloǵıa en X si se cumple

que

a) ∪{B|B ∈ β} = X

b) Si B, B′ ∈ β, ∃ {Bi}i∈I ⊂ β tal que B ∩B′ = ∪i∈IBi.

2



Ricardo Nuñez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLÓGICO

1.2. Espacio vectorial topológico

Definición 1.2.1 Sean V un espacio vectorial sobre un campo no discreto

K ( no necesariamente conmutativo) y τ una topoloǵıa en V , se dice que el

par (V, τ) es un espacio vectorial topológico sobre K si se cumplen

los siguientes axiomas:

i) (x, y) 7→ x+ y es continua de V × V en V

ii) (λ, x) 7→ λx es continua de K× V en V .

Decir que la suma es continua significa que la aplicación F : V × V → V

dada por F (x, y) = x+y es continua; esto es, si x, y ∈ V y si U es un entorno

de x+ y, entonces existen entornos U1, U2 de x, y respectivamente tales que

U1 + U2 ⊂ U.

Análogamente, que la multiplicación por escalar sea continua significa que la

aplicación de K × V en V dada por (α, x) 7→ αx es continua; esto es, para

x ∈ V, α ∈ K , sea U un entorno de αx, entonces para algún δ > 0 y algún

entorno W de x, se verifica que γ W ⊂ U siempre que |γ − α| < δ.

Definición 1.2.2 Sea V un espacio vectorial. Un conjunto O ⊂ V es con-

vexo si para 0 ≤ t ≤ 1 y para cada x, y ∈ O se satisface que

tx− (1− t)y ∈ O.

Definición 1.2.3 Si V es un espacio complejo, decimos que O ⊂ V es ab-

solutamente convexo cuando para |α|+ |β| ≤ 1, x, y ∈ O se cumple que

αx+ βy ∈ O.

3



CAPÍTULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS

Definición 1.2.4 Decimos que O ⊂ V es balanceado si para x ∈ O y |α| ≤ 1

entonces αx ∈ O y es absorbente si para cada x ∈ O existe t > 0 tal que

x/t ∈ O.

Proposición 1.2.1 Sea V un espacio vectorial topológico. Si O es una ve-

cindad balanceada de cero en V , entonces es absorbente.

Demo: La aplicación K × V 3 (α, x) → αx ∈ V es continua y su imagen

contiene a cero. Por la continuidad en cero ∃ δ > 0 tal que para |α| < δ se

cumple que αx ∈ O y como O es balanceada entonces |α|x ∈ O.

�

Proposición 1.2.2 Sea V un espacio vectorial topológico. Cada conjunto

balanceado y convexo O de V es absolutamente convexo.

Demo: Consideremos α = reiγ , β = teiθ, para r + t ≤ 1 y x, y ∈ O.

Entonces eiγx ∈ O y eiθy ∈ O por el hecho de que O es balanceado. Por

otro lado, como O es convexo, tenemos que para 0 ≤ s ≤ 1

s eiγ x+ (1− s) eiθ y ∈ O.

Considere s =
t

t+ r
, se tiene que 1− s =

r

t+ r
y haciendo

u =
t

t+ r
eiγx+

r

t+ r
eiθy

se concluye que (t+ r)u ∈ O, pues r + t ≤ 1. Por lo tanto

αx+ βy ∈ O.

�
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Ricardo Nuñez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLÓGICO

Definición 1.2.5 Sea V un espacio vectorial topológico. Una seminorma en

V es una función real ρ : V → [0,∞) tal que para x, y ∈ V y α ∈ K se

cumple que

a) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y)

b) ρ(αx) = |α| ρ(x).

Proposición 1.2.3 Sea V un espacio vectorial topológico. Sea ρ una semi-

norma en V . Son equivalentes las siguientes propiedades.

(a) ρ es continua en 0 ∈ V ,

(b) Mρ = {x ∈ V | ρ(x) < 1} es abierto en V , y

(c) ρ es uniformemente continua en V .

Demo: (c)⇒ (b), por ser Mρ = ρ−1[ [0, 1)] ya que [0, 1) es abierto relativo

de [0,∞). (b) ⇒ (a), ya que Mρ es abierto, entonces para toda ε > 0 el

conjunto εMρ = {x ∈ V | ρ(x) < ε} es abierto. (a) ⇒ (b) , de la definición

(1.2.5) inciso a) tenemos que para todo x, y ∈ V , |ρ(x)− ρ(y)| ≤ ρ(x+ y).

�

Proposición 1.2.4 Sean V un espacio vectorial topológico y ρ una seminor-

ma en V . Entonces el conjunto Mρ = {x ∈ V | ρ(x) < 1} es absolutamente

convexo.

Demo: Consideremos |α|+ |β| ≤ 1 y sean x, y ∈Mρ.

ρ(αx+ β y) ≤ |α|ρ(x) + |β| ρ(y) < 1.
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CAPÍTULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS

Entonces αx+ β y ∈Mρ.

�

Definición 1.2.6 Sean V un espacio vectorial topológico, C ⊂ V un sub-

conjunto convexo y absorbente, en el sentido de que cada x ∈ V pertenece a

t V para algún t > 0. Se define para x ∈ V :

ρC(x) = ı́nf
{
t > 0 | x

t
∈ C

}
.

A la función ρC se le llama el funcional de Minkowski del conjunto C.

Lema 1.2.1 Sea V un espacio vectorial topológico. Si M, N ⊂ V convexos,

tales que M ⊂ N y además M es absorbente en V . Entonces

∀ x ∈ V, ρN ≤ ρM .

Teorema 1.2.1 Sea O ⊂ V un conjunto convexo, absorbente y balanceado.

Entonces, el funcional de Minkowski ρO es una seminorma.

Demo: Consideremos el conjunto HO(x) =
{
s > 0 | x

s
∈ O

}
. Por ser O

absorbente, garantizamos que HO(x) 6= φ. Para demostrar la subaditividad

de ρO supongamos que para x, y ∈ O, ρO(x) < t y también ρO(y) < r, es

decir t ∈ HO(x) y r ∈ HO(y), lo cual implica que
x

t
,
y

r
∈ O y como O es

convexo, obtenemos que

x+ y

t+ r
∈ O.

Por tanto t+ r ∈ HO(x+ y) y aśı ρO(x+ y) < t+ r. Tomando el ı́nfimo con

respecto a t ∈ HO(x) y r ∈ HO(y) llegamos a la desigualdad

ρO(x+ y) ≤ ρO(x) + ρO(y).

6



Ricardo Nuñez 1.2. ESPACIO VECTORIAL TOPOLÓGICO

Por otro lado, ya que O es balanceado, para |α| ≤ 1 y x ∈ O tenemos que

αx ∈ O o equivalentemente |α|x ∈ O . Aśı pues

ρO(αx) = ı́nf
{
s > 0 | αx

s
∈ O

}
= ı́nf

{
s > 0 | |α|x

s
∈ O

}
= |α| ı́nf

{
s

|α|
> 0 | |α|x

s
∈ O

}
= |α| ρO(x)

�

Proposición 1.2.5 Sea O ⊂ V un conjunto absolutamente convexo y abier-

to. Entonces su funcional de Minkowski ρO, satisface que

MρO = {x ∈ V | ρO(x) < 1} = O.

Demo: Si |α| + |β| ≤ 1 y x, y ∈ O entonces αx + β y ∈ O por ser

absolutamente convexo. Luego,

ρO(αx+ β y) ≤ |α| ρO(x) + |β| ρO(y),

y como x ∈ O y O es abierto, existe una vecindad Ux de x tal que Ux ⊂ O.

Luego como x ∈ Ux y la función F : K×V → V es continua, existe δ > 0 tal

que para εx > 0, |1 + εx| < δ, entonces (1 + εx)x ∈ Ux ⊂ O. Lo cual implica

que
x

1 + εx
∈ O. Aśı pues,

1

1 + εx
∈ HO(x) y en consecuencia obtenemos que

ρO(x) ≤ 1

1 + εx
.

Análogamente para y ∈ O. Aśı pues

ρO(αx+ β y) ≤ |α| ρO(x) + |β| ρO(y) < |α|+ |β| ≤ 1

7



CAPÍTULO 1. ESPACIOS VECTORIALES TOPOLÓGICOS

luego entonces αx+ β y ∈MρO , y aśı O ⊂MρO .

Ahora bien, si x ∈ MρO , entonces ρO(x) < 1 lo cual implica que 1 ∈ HO(x)

y x ∈ O, finalmente MρO ⊂ O

�

1.3. Espacio localmente convexo

Sea V un espacio vectorial topológico y sea F = {Oα} un sistema de

conjuntos absorbentes, convexos y balanceados, tal que

1) Para O1, · · · ,On ∈ F , ∃ O ∈ F tal que O ⊂ O1 ∩ · · · ∩ On

2) ∀x ∈ V , ∃ O ∈ F tal que , x 6∈ O,

3) ∀ Oα ∈ F , ∃ Oβ tal que 2Oβ ⊂ Oα.

Consideremos el conjunto {x+O | x ∈ V,O ∈ F}, de la definición 1.1.4 y

la propiedad 1) obtenemos que este conjunto es base de alguna topoloǵıa τ , en

V . La propiedad 2) asegura que esta topoloǵıa τ es de Hausdorff. Finalmente

por propiedad 3) tenemos que la operación suma es continua.

Definición 1.3.1 La topoloǵıa anterior τ se denomina topoloǵıa local-

mente convexa. Aśı el par (V, τ) se dirá espacio vectorial topológico

localmente convexo ( o simplemente espacio localmente convexo).

Sea V un espacio vectorial topológico. Decimos que el dual topológico

de V es el espacio vectorial de los funcionales lineales continuos en V y lo

denotamos por V ′. El espacio V ′ es un subespacio del dual algebraico V ∗ de

V .

8



Ricardo Nuñez 1.3. ESPACIO LOCALMENTE CONVEXO

Ahora, para definir un sistema de seminormas en V que conduzca a una

topoloǵıa localmente convexa, es suficiente introducir como primer sistema a

la familia

P = { ρO | O ∈ F}.

Por la propiedad 1) anterior y por el lema(1.2.1) la familia P satisface que

∀ n ∈ N, ρO1 , . . . ρOn ∈ P , ∃ O ∈ F tal que

ρOi ≤ ρO,

en este caso decimos que la familia de seminormas es filtrante. Además, si

para cada x 6= 0 existe O ∈ F tal que ρO(x) 6= 0 decimos que la familia

es separante o simplemente que separa puntos, ya que el dual topológico V ′

separa puntos.

Teorema 1.3.1 Hanh-Banach

Sea V un espacio vectorial, provisto de una seminorma ρ : V → R+. Sea E

un subespacio de V y g un funcional lineal en E tal que

|g(x)| ≤ ρ(x).

Entonces existe un funcional lineal f sobre V tal que

f |E = g y además |f(x)| ≤ ρ(x).

Corolario 1.3.1 Si V es un espacio loc. convexo, entonces para cada x 6= 0

en V existe un funcional lineal ϕ : V → K tal que ϕ(x) = 1.

Demo: Para cada x ∈ V consideramos el subespacio E = Kx y sea ρ una

seminorma en V . Definamos la siguiente forma lineal: γ(αx) := αρ(x). Por

9
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el teorema de Hahn-Banach, podemos extender la forma γ a todo el espacio

V de forma tal que la relación, |γ(y)| ≤ ρ(y) es válida ∀ y ∈ V . Tenemos

entonces que, |γ(αx)| = |α|ρ(x) = ρ(αx). Definiendo ϕ(x) =
γ(x)

ρ(x)
queda

demostrado el corolario.

�

Sea V un espacio localmente convexo y considere un sistema F = {On}n∈N

de abiertos numerable. Tenemos entonces un sistema de seminormas

P = {ρn := ρOn}

el cual es numerable. Si para cada n ∈ N definimos las semimétricas

mn(x, y) := ρn(x− y),

entonces la función

m(x, y) =
∞∑
n=1

mn(x, y)

2n(1 +mn(x, y))

es una métrica que define una topoloǵıa equivalente a la definida por F .

1.4. Espacio de Fréchet

Definición 1.4.1 Un espacio vectorial topológico se dice metrizable si su to-

poloǵıa esta definida por una base numerable formada por conjuntos convexos

y equilibrados en sucesion decreciente. Análogamente, un espacio localmente

convexo es metrizable si su topoloǵıa esta generada por un sistema numerable

de seminormas y de ah́ı por una sucesión creciente de seminormas, {ρn}n∈N

.
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Definición 1.4.2 Un espacio vectorial topológico, localmente convexo, me-

trizable y completo se denomina Espacio de Fréchet.

Evidentemente, todo espacio normable y completo ( y en consecuencia

todo espacio de Banach) es un espacio de Fréchet.

Definición 1.4.3 Sea V un espacio métrico, se dice que V es localmente

completo si cada punto tiene una vecindad completa, es decir, si ∀ x ∈

A, ∃ B(x, r) tal que B(x, r) es completa.

1.5. Ejemplo de espacio de Fréchet

Ejemplo 1.5.1 Sea Ω ⊂ Rn un subconjunto abierto y no vaćıo. Considere-

mos el espacio vectorial

C∞(Ω) = {f : Ω→ K | ∀ α ∈ Nk0, ∃ Dαf en Ω y es continua }

Aqúı, Nk0 = N0 × · · · × N0 y los elementos α = (α1, . . . , αk) se llaman

multíındices.

Considerando para cada multíındice α el operador diferencial

Dα :=
∂|α|

∂ xα1
1 , . . . , ∂ xαkn

,

cuyo orden es |α| = α1 + . . .+ αk.

Sea f ∈ C∞(Ω) y x ∈ Ω, se tiene que

(Dαf)(x) =
∂|α| f(x1, . . . , xk)

∂ xα1
1 , . . . , ∂ x

αk
n

11
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Para cada multíındice α, considere la siguiente seminorma

ρα(f) = sup
x∈Ω

∣∣∣∣∂|α| f(x1, . . . , xk)

∂ xα1
1 , . . . , ∂ x

αk
n

∣∣∣∣ �
Sea f ∈ C∞(Ω). Para cada ε > 0 , cada compacto K ⊂ Ω y cada k ∈ N,

definimos

O(f,ε,K,k) = {g ∈ C∞(Ω) | ρα(f − g) < ε,∀ x ∈ K, ∀ α ∈ Nk0 tal que |α| < k}

Tenemos entonces que la familia {O(f,ε,K,k)} es una base para una topo-

loǵıa τ en C∞(Ω), la cual es de convergencia uniforme en compactos, pero

además, también estamos considerando sus derivadas de orden |α|. Si fija-

mos f y hacemos variar ε,K y k, tenemos entonces una base de entornos

de f la cual es separada y tenemos entonces un espacio vectorial topológico.

Además, como cada conjunto O(0,ε,K,k) es convexo, se tiene que C∞(Ω) es un

espacio localmente convexo, solo resta ver que es metrizable.

En efecto, considere una sucesión exhaustiva de subconjuntos compactos de

Ω, digamos {Kn}; mediante la familia de seminormas

ρα,Kn(f) = sup
x∈Kn

{∣∣∣∣∂|α| f(x1, . . . , xk)

∂ xn1
1 , . . . , ∂ x

nk
n

∣∣∣∣ : |α| < n, n ∈ N
}

se puede generar la topoloǵıa de espacio vectorial topológico, ya que cada

conjunto {f | ρn(f) < ε} es un entorno de cero. Reciprocamente, dado un

entorno de cero O(0,ε,K,k), es suficiente con elegir n > k y Kn ⊃ K para

obtener que

O(0,ε,K,k) ⊃ {f | ρn(f) < ε}

aśı pues, podemos obtener una base local que sea numerable de entornos del

origen, lo cual garantiza la metrizabilidad del espacio C∞(Ω)�
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Ricardo Nuñez 1.5. EJEMPLO DE ESPACIO DE FRÉCHET

Ahora bien, observemos que si {fn} es una sucesion de Cauchy en C∞(Ω),

para cada multíındice α se tiene que D|α|fn es una sucesión de Cauchy en

cada compacto, luego existe una función continua gα tal que Dαfn → gα

uniformemente en compactos. Aśı pues, g0 ∈ C∞(Ω) y Dαg0 = gα, luego

entonces fn → g0 ∈ C∞(Ω). Por lo tanto C∞(Ω) es completo.

Finalmente, tenemos que el espacio C∞(Ω) es un espacio de Fréchet.
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Caṕıtulo 2

Álgebras de Waelbroeck

2.1. Álgebra topológica

Definición 2.1.1 Un espacio vectorial lineal A sobre un campo K no discre-

to y no necesariamente conmutativo, junto con la aplicación f : A×A → A

dada por f(x, y) = xy, la cual para todo x, y, z ∈ A, y α ∈ K satisface la

siguientes condiciones

1) (xy)z = x(yz)

2) x(y + z) = xy + zy, (x+ y)z = xz + yz;

3) (αx)y = α(xy) = x(αy)

es llamado un álgebra.

Si además en el álgebra existe un elemento e 6= 0 tal que xe = x = ex

para todo x ∈ A entonces tenemos un álgebra con unidad e.

15



CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE WAELBROECK

Definición 2.1.2 Sea A un álgebra. Se dice que A es un álgebra topológi-

ca si es un espacio vectorial topológico tal que la aplicación

A×A 3 (x, y) 7→ x y ∈ A

es continua.

Sea {Oα} una base de vecindades de cero para una topoloǵıa de A. La

continuidad en cero significa que para todo Oα, existen Oβ1 ,Oβ2 tales que

Oβ1 Oβ2 = {x y : x ∈ Oβ1 , y ∈ Oβ2} ⊂ Oα,

considerando Oβ ⊂ Oβ1 ∩ Oβ2 , queda que

O2
β ⊂ Oα .

Esta ultima es una condición necesaria y suficiente para la continuidad del

producto; esto es , ∀ Oα, ∃ Oβ en la familia de vecindades de cero, tal que

para x, y ∈ A se cumple que ρOα(xy) ≤ ρOβ(x)ρOβ(y) si y solo si la aplicación

producto es continua.

Definición 2.1.3 Sea A un álgebra. Sea a ∈ A, si existen b ∈ A tal que

a b = b a = e se dice que b es el inverso de a y denotamos b = a−1.

Ahora veamos la importancia de la metrizabilidad de las álgebras para el

estudio de la continuidad del inverso x 7→ x−1.

Sea A un álgebra topológica con unidad e. Denotamos por G(A) al grupo

de elementos invertibles en el álgebra A. En los grupos localmente comple-

tos métricos la continuidad de la multiplicación implica la continuidad del

16
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inverso, como veremos en el siguiente teorema el cual es un resultado de

Banach.

Teorema 2.1.1 Sea G un grupo métrico localmente completo. Supongamos

que las aplicaciones

x 7→ a x y x 7→ x a

son aplicaciones continuas para toda a. Entonces la aplicación

x 7→ x−1

es continua.

Demo: Es suficiente probar la continuidad en la identidad e.

Sea {xn} → e. Primero se probará que para una subsucesión {xk} se cumple

que {x−1
k } → e.

Sea B(e, r) compacta. Sea xk = xnk ∈ B(e, r). Construimos dos sucesiones

(Pk) , (qs,k) tal que P1 = x1 = qs,1, supongamos que ya tenemos P1, . . . , Pk

y qs,1, . . . , qs,k tales que Pi = x1 x2 . . . xi ∀i = 1, . . . k

qs,k =

 Pkx
−1
s s ≤ k

Pk s > k

con

d(Pk, Pk+1) ≤ C 2−k−1

d(qs,k, qs,k+1) ≤ C 2−k−1

y como qs,k = x1x2 . . . xk x
−1
s , en particular tenemos que

qk,k = x1 x2 . . . xk xk−1 = Pk−1

17
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aśı pues

qs,k+1 = x1 x2 . . . xk+1 x
−1
s .

Por tanto existen Pk+1, qs,k+1 que satisfacen las desigualdades. Aśı pues la

sucesión {Pk} es de Cauchy y por tanto converge. Definimos aśı los siguientes

ĺımites

P = ĺım
k→∞

Pk

para cada s existe

qs = ĺım
k→∞

qs,k

además

d(P, Pk) ≤ C 2−k, d(qs, qs,k) ≤ 2−k

y ya que qs,s = Ps−1, obtenemos que

d(P, qs) ≤ d(P, qs,s) + d(qs,s, qs) = d(P, Ps−1) + d(Ps−1, P ) ≤ C 2−s−1 +C2−s.

Por lo tanto

P = ĺım
s→∞

qs .

Luego

x−1
s = P−1qs → e

�

2.2. Q-álgebra

Definición 2.2.1 Un álgebra topológica A con identidad e, es llamada Q-álgebra

si G(A) es abierto en A.
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Corolario 2.2.1 Sea A una Q-álgebra metrizable completa. Entonces el in-

verso es continuo.

Demo: En un espacio métrico completo cada abierto es localmente completo.

G(A) es abierto metrizable entonces es localmente completo. Por teorema

(2.1.1) el inverso es continuo.

�

2.3. El espacio de Schwartz

Ahora pasamos a definir y estudiar el llamado espacio de Schwartz

(S(Rn) ) (llamado aśı en honor a su creador L. Schwartz) (1915 - 2002),

como el subespacio S(Rn) de C∞(Rn) dado por{
f ∈ C∞(Rn) : sup

x∈Rn

∣∣∣∣xα1
1 xα2

2 . . . xαnn
∂β f(x)

∂ xβ11 . . . ∂ xβnn

∣∣∣∣ <∞ , ∀ α, β ∈ Nn0
}
.

S(Rn) es el espacio de funciones cuyas derivadas parciales de todos los

órdenes tienden en ∞ a cero más rápido que polinomialmente. Hasta el mo-

mento tenemos que el espacio S(Rn) dotado de la multiplicación puntual es

un álgebra, o en su respectivo caso, álgebra convolutiva, si en lugar del pro-

ducto usual de funciones dotamos al espacio de Schwartz con la convolución

como producto del espacio.

Para cualesquiera que sean α, β multíındices, se define la familia de semi-

normas {Pα,β}, donde

Pα,β = sup
x∈Rn

∣∣∣∣xα1
1 xα2

2 . . . xαnn
∂β f(x)

∂ xβ11 . . . ∂ xβnn

∣∣∣∣
19
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Al igual que en el ejemplo (1.5.1), sea ε > 0, considere la familia {O(ε,α,β)},

donde

O(ε,α,β) = {f ∈ S(Rn) | P(α,β)(f) < ε}

la cual es una base para una topoloǵıa τ en S(Rn) de entornos de cero

que es separada y en la cual cada O(ε,α,β) es convexo. Si consideramos ε =

1
N

para cada N ∈ N tal que |α|, |β| < N se tiene que la topoloǵıa τ es

inducida por la familia numerable de seminormas {Pα,β}, tenemos que el

espacio S(Rn) es metrizable, ahora para probar que es completo. Sea {fi}i∈N

una sucesión de Cauchy en S(Rn). Para todos α, β ∈ Nk0 las funciones

gi = xα1
1 · · ·xαkn

∂|β|fi(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

convergen uniformemente en Rn a una función acotada g cuando i→∞, es

decir,

g(x) = ĺım
i→∞

xα1
1 · · ·xαkn

∂|β|fi(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

.

Resulta que

g(x) = xα1
1 · · ·xβkn

∂|β|f(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

donde

∂|β|f(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

= ĺım
i→∞

∂|β|fi(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

y por consiguiente,

ĺım
i→∞

fi(x) = f(x) .

En conclusión {fi} converge a f en S(Rn), aśı pues, este espacio es completo.

Por lo tanto S(Rn) es un espacio de Frechét.
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2.4. La transformada de Fourier en S(Rn)

Sea S(Rn) el espacio de Schwartz de las funciones que decrecen más rápido

en infinito que polinomialmente. Considere x ∈ Rn y f ∈ S(Rn), para

cualquier polinomio Q(x), lo que se desea es que

Q(x)
∂|β|f(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

sea acotada en Rn, para cualquiera que sea el multi-́ındice β. Puesto que esta

condición se cumple para (1+|x|2)NQ(x) en lugar deQ(x ), (recordando que |x|2 =
∑
x2
i ),

para todo N = 0, 1, 2, 3, . . ., resulta que toda

Q(x)
∂|β|f(x)

∂xβ11 · · · ∂x
βk
n

pertenece a L1(Rn); en particular S(Rn) ⊂ L1(Rn).

Definición 2.4.1 Sea f ∈ S(Rn). Se define la transformada de Fourier de

la función f , como F [f ] : Rn → C dada por

F [f ](y) =

∫
Rn
f(x)e−2πiy·xdx .

El siguiente teorema nos dice que podemos recuperar la función f mediante

su transformada de Fourier. Omitimos la demostración por fines prácticos.

Teorema 2.4.1 (Fórmula de inversión). Sea f ∈ S(Rn), entonces

f(x) =

∫
Rn
F [f ](y) e2πix·ydy

para toda x ∈ Rn.
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Note que

f(−x) =

∫
Rn
F [f ](y) e−ix·ydy = F [F [f ] ](x).

Teorema 2.4.2 Sea f ∈ S(Rn). Para
∂|β|f(x)

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

, la transformada de

Fourier está dada por

F
[

∂|β|f

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

]
(y) = (2πi)|β| yβF [f ](y) .

Demo: Escribimos

F
[

∂|β|f

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

]
(y) =

∫
Rn

∂|β|f(x)

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

e−2πiy·xdx

utilizando integración por partes, tenemos que;

∫
Rn

∂|β|f(x)

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

e−2πiy·xdx = (−1)|β|
∫
Rn
f(x)

∂|β|e−2πiy·x

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

dx

= (−1)|β|
∫
Rn
f(x)(−2πi)|β|yβe−2πiy·xdx

= (2πi)|β| yβ
∫
Rn
f(x)e−2πiy·xdx

por lo tanto

F
[

∂|β|f

∂ xβ11 , . . . , ∂ x
βn
n

]
(y) = (2πi)|β| yβ

∫
Rn
f(x)e−2πiy·xdx = (2πi)|β| yβF [f ][y]

�

Teorema 2.4.3 Sea f ∈ S(Rn). Entonces, la derivada
∂|β|F [f ](y)

∂yβ11 · · · ∂y
βn
n

esta

dada por

∂|β|F [f ](y)

∂yβ11 · · · ∂y
βn
n

= F [(−2πi)|β|yβf ](y) .
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Demo: Escribimos

∂|β|F [f ](y)

∂yβ11 · · · ∂y
βn
n

=
∂|β|

∂yβ11 · · · ∂y
βn
n

(∫
Rn
f(x)e−2πiy·xdx

)
=

∫
Rn
f(x)

∂|β|e−iy·x

∂yβ11 · · · ∂y
βn
n

dx

=

∫
Rn
f(x)(−2πi)|β|yβe−2πiy·xdx

= F [(−2πi)|β|yβf ](y)

�

Teorema 2.4.4 Sea f ∈ S(Rn). Se cumple que la transformada de Fourier

F [f ] : Rn → C es una función continua y acotada en Rn. Además

ĺım
|y|→∞

F [f ](y) = 0 .

Demo: Para demostrar la continuidad de F [f ] basta con considerar la si-

guiente desigualdad

|F [f ](y)−F [f ](y0)| ≤
∫
Rn
| f(x)(e−2πix·y − e−2πix·y0 ) | dx ,

tomemos un sucesión {yn}n∈N → y0 y obtenemos que el integrando converge

puntualmente a cero, además esta acotado por 2 |f(x)|. Ocupando el teorema

de la convergencia dominada de Lebesgue, obtenemos que

ĺım
n→∞

∫
Rn
| f(x) (e−2πix·yn − e−2πix·y0 )| dx = 0

el resultado se sigue.
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Para demostrar que es acotada, solo hay que observar que

|F [f ](y)| ≤ ||f ||L1(Rn) ∀ y ∈ Rn

Finalmente, para demostrar que F [f ](y) tiende a cero cuando |y| → ∞,

escribimos

F [f ](y) =

∫
Rn
f(x) e−2πix·y dx

= −
∫
Rn
f(x) e−2πi(x·y+ 1

2
) dx

= −
∫
Rn
f(x) e

−2πi
((
x+ y

2|y|2

)
·y
)
dx

= −
∫
Rn
f

(
z − y

2|y|2

)
e−2πiz·y dz

luego

2|F [f ](y)| =
∣∣∣∣∫
Rn

(
f(z)− f

(
z − y

2|y|2

))
e−2πiz·y dz

∣∣∣∣
≤
∫
Rn

∣∣∣∣f(z)− f
(
z − y

2|y|2

)∣∣∣∣ dz
ya que f ∈ L1(Rn), se sabe que es continua en la norma || · ||L1 . Por lo tanto

ĺım
|y|→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣f(z)− f
(
z − y

2|y|2

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L1(Rn)

= 0

y el resultado se sigue.

�

Teorema 2.4.5 Sea F la transformada de Fourier y S(Rn) el espacio de

Schwartz. Entonces F(S(Rn) ) = S(Rn).

Demo: Sea f ∈ S(Rn), se tiene que (−2πi)|α| xβf pertenece a S(Rn). Co-

mo la transformada de Fourier es continua, en virtud del teorema (2.4.3)
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podemos afirmar que
∂|α|F [f ](y)

∂yα1
1 · · · ∂yαnn

es continua cualquiera que sea el multi-

ı́ndice α o, equivalentemente, que F [f ] ∈ C∞(Rn). Ahora considérese P (x)

un polinomio, por el teorema (2.4.3) y luego por teorema (2.4.2) queda que

P (x)
∂|α|F [f ](x)

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

=
∑

Cβx
β F [(−2πi)|α|yαf ](x)

= F
[∑

Cβ(−2πi)|α|−|β|
∂|β| ( yαf )

∂xβ11 · · · ∂x
βn
n

]
(x)

= F
[
∂|β| (

∑
Cβ(−2πi)|α|−|β|yαf )

∂xβ11 · · · ∂x
βn
n

]
(x)

donde Cβ son los coeficientes del polinomio, y ya que

∂|β| (
∑
Cβ(−2πi)|α|−|β|yαf )

∂xβ11 · · · ∂x
βn
n

∈ S(Rn),

resulta que la última expresión de las igualdades anteriores se anula en infinito

en virtud del teorema anterior (2.4.4), y aśı concluimos que P (x)
∂|α|F [f ](x)

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

es acotada , lo cual implica que F(S(Rn) ) ⊂ S(Rn). Ahora, de la fórmula

de inversión, queda que S(Rn) ⊂ F(S(Rn) ), por el hecho de que para toda

f ∈ S(Rn), F [f ] ∈ S(Rn) tenemos que

F [F [f ] ](x) = f(−x).

�

Definición 2.4.2 Para f, g ∈ S(Rn) se define la convolución [f ∗ g](y) dada

por

[f ∗ g](y) =

∫
Rn
f(x)g(y − x)dx .
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Teorema 2.4.6 (De la convolucion) Sean f, g ∈ S(Rn). La transformada

de Fourier satisface

F [f ∗ g](y) = F [f ](y) · F [g](y) .

Demo: Se tiene que

F [f ∗ g](y) =

∫
Rn

(f ∗ g)(x) e−2πix· ydx

=

∫
Rn

(∫
Rn
f(ζ) g(x− ζ)dζ

)
e−2πix· ydx

=

∫
Rn
f(ζ)e−2πi ζ·y

(∫
Rn
g(x− ζ)e−2πi(x−ζ)·ydx

)
dζ

= F [f ](y)F [g](y)

�

Sea S(Rn) el espacio de Schwartz. Denotamos por M2×2(S(Rn)) el álgebra

de las matrices cuadradas de 2× 2 con entradas en S(Rn).

Sean F,G ∈ M2×2(S(Rn)). Definimos la convolución para las matrices

F,G de la siguiente manera

F ∗G (y) =

 f11 f12

f21 f22

 ∗
 g11 g12

g21 g22

 (y)

=

 (f11 ∗ g11)(y) + (f12 ∗ g21)(y) (f11 ∗ g12)(y) + (f12 ∗ g22)(y)

(f21 ∗ g11)(y) + (f22 ∗ g21)(y) (f21 ∗ g12)(y) + (f22 ∗ g22)(y)

 .

Definición 2.4.3 Sea F ∈ M2×2(S(Rn)). Definimos la transformada de

Fourier para F como sigue

F [F ](y) =

 F [f11](y) F [f12](y)

F [f21](y) F [f22](y)

 .
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Teorema 2.4.7 (De la convolución para matrices cuadradas) Sean

S(Rn) el espacio de Schwartz y M2×2(S(Rn)) el álgebra de matrices cuadra-

das de 2×2 con entradas en S(Rn). Entonces, para todas F,G ∈M2×2(S(Rn)),

la transformada de Fourier F [F ] : Rn →M2×2(C) satisface

F [F ∗G](y) = F [F ](y) · F [G](y) .

Demo: Sean F,G ∈M2×2(S(Rn)) dadas por

F =

 f11 f12

f21 f22

 , G =

 g11 g12

g21 g22


Por las definición (2.4.2), la linealidad de la transformada de Fourier y

luego por definición (2.4.3) resulta que

F [F ∗G](y) =

 F [(f11 ∗ g11)(y) + (f12 ∗ g21)](y) F [(f11 ∗ g12)(y) + (f12 ∗ g22)](y)

F [(f21 ∗ g11)(y) + (f22 ∗ g21)](y) F [(f21 ∗ g12)(y) + (f22 ∗ g22)](y)


=

 F [f11 ∗ g11](y) + F [f12 ∗ g21](y) F [f11 ∗ g12](y) + F [f12 ∗ g22](y)

F [f21 ∗ g11](y) + F [f22 ∗ g21](y) F [f21 ∗ g12](y) + F [f22 ∗ g22](y)


=

 F [f11]F [g11] + F [f12]F [g21] F [f11]F [g12] + F [f12]F [g22]

F [f21]F [g11] + F [f22]F [g21] F [f21]F [g12] + F [f22]F [g22]


=

 F [f11](y) F [f12](y)

F [f21](y) F [f22](y)

 ∗
 F [g11](y) F [g12](y)

F [g21](y) F [g22](y)


= F [F ](y) · F [G](y)

�
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El estudio del álgebra M2×2(S(Rn)) resulta muy interesante pues es un

ejemplo de álgebra de Waelbroeck no conmutativa.
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2.5. La unitización de S(Rn)

Evidentemente la función constante 1 no pertenece al espacio S(Rn), por

lo tanto no tenemos unidad, al suceder esto no podemos hablar sobre elemen-

tos invertibles en el espacio S(Rn) sin embargo la forma natural de agregar

la unidad es definiendo la unitización S̃(Rn) de S(Rn) dada por

S̃(Rn) = S(Rn)⊕ C = {f(x) + z : f ∈ S(Rn), z ∈ C}

En este espacio ya podemos hablar de elementos invertibles.

Para todas f, g ∈ S(Rn), z, w ∈ C tenemos que S̃(Rn) es un álgebra con

unidad, dotada con las operaciones algebraicas

1. (f + z) · (g + w) = (fg + wf + zg) + (zw) ∈ S̃(Rn)

2. (f + z) + (g + w) = (f + g) + (z + w) ∈ S̃(Rn)

3. w · (f + z) = wf + wz ∈ S̃(Rn)

En el cual el elemento unidad está dado por e = 0S + 1 y para el cual

tenemos un sistema de seminormas inducida por las seminormas de S(Rn)

dada por

P̃α,β(f + z) = Pα,β(f) + |z|,

la cual genera una topoloǵıa como ya hemos visto antes.

Corolario 2.5.1 S̃(Rn) es un álgebra topológica.

Proposición 2.5.1 Para f, g ∈ S(Rn) se tiene que

P̃α,β((f + z) (g + w)) 6 P̃α,β(f + z) P̃α,β(g + w).
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2.6. Álgebras de Waelbroeck

A continuación vamos a estudiar algunas de las propiedades muy impor-

tantes que se cumplen para Q-álgebras y álgebras de Waelbroeck las cuales

van a ser utilizadas o mejor dicho serán el fundamento principal para la teoŕıa

del próximo capitulo. Recordando de la teoŕıa clásica de álgebras topológi-

cas, si I es un ideal bilateral en un álgebra topológica A, entonces el espacio

cociente A/I provisto de las estructuras algebraicas y topológicas naturales

es también un álgebra topológica. Si A es una Q-álgebra, el espacio cociente

es también una Q-álgebra. Sin embargo cuando existe continuidad del inverso

en un álgebra y pasamos al espacio cociente no necesariamente se conserva

dicha propiedad, pero es precisamente en las álgebras de Waelbroeck donde

se preserva esta última propiedad.

Definición 2.6.1 SeaW una Q-álgebra.W es llamada Álgebra de Wael-

broeck si la aplicación G(W) 3 x 7→ x−1 ∈ G(W) es continua.

El siguiente resultado puede encontrarse en [?]

Proposición 2.6.1 SeaW una Q-álgebra. Sea I un ideal (izquierdo, derecho

o bilateral). Entonces I, la cerradura de I, es un ideal propio. Más aún, cada

ideal esta contenido en un ideal maximal.

Demo: Sea I un ideal propio en A. Cada ideal propio consiste de elementos

no invertibles, entonces I ⊂ G(A)c el cual es cerrado. Por tanto I consiste

de elementos no invertibles. Ahora bien, si xα ∈ I es una sucesión tal que

xα → x, entonces para cada a ∈ A, I 3 a xα 7→ a x. Entonces, a x ∈ I. Por

lo tanto I es ideal y es propio porque no contiene a la unidad.
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Ahora, consideremos MI = {J : I ⊂ J, J ideal} con orden (parcial) de

contención. Si {Jα}α ⊂ MI es linealmente ordenada entonces J̃ = ∪αJα es

un ideal, luego por el lema de Kuratowski-Zorn existe un ideal maximal.

�

Corolario 2.6.1 SeaW un álgebra de Waelbroeck localmente convexa. Cada

ideal maximal en W es cerrado.

Definición 2.6.2 Sea A un álgebra con unidad. Sea G(A) el grupo de ele-

mentos invertibles. Para a ∈ A se define el espectro de a como el conjunto

σ(a) = {λ ∈ C : (a− λ e) 6∈ G(A)}

Proposición 2.6.2 Sean A un álgebra con identidad e, a ∈ A tal que ‖a‖ <

1 entonces e + a ∈ G(A) y además el inverso esta dado por (e + a)−1 =∑∞
n=0(−1)nan.

Teorema 2.6.1 Sea W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa . Para

cada x ∈ W el espectro σ(x) 6= φ y compacto.

Demo: Sea W un álgebra de Waelbroeck con unidad. Sean x ∈ W y λ ∈ C

tales que |λ| > ‖x‖, entonces e − x
λ
∈ G(W). Por lo tanto, si |λ| ≤ ‖x‖

se tiene que x − λ e = −λ(e − x
λ
) 6∈ G(W). Aśı pues obtenemos que si

λ ∈ σ(x) entonces |λ| ≤ ‖x‖ y por lo tanto el espectro σ(x) es acotado.

Ahora bien, para demostrar que es cerrado consideramos x− λe ∈ G(W) lo

cual implica que λ ∈ (σ(x))c, pero como G(W) es abierto existe ε > 0 tal que

(x− λ e)− µ e ∈ G(W) siempre que |µ| < ε, es decir x− (λ + µ)e ∈ G(W),
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luego entonces λ+ µ ∈ (σ(x))c por lo tanto el espectro σ(x) es cerrado y en

consecuencia es compacto.

La demostración de que es no vaćıo es una consecuencia del teorema de

Liouville, el cual nos dice que si una función f : C→ C es entera y acotada

para todo z ∈ C, entonces resulta que f es constante. Ahora bien, para cada

x ∈ W , supongamos que σ(x) es vaćıo. Consideremos la función resolvente

ρ : C → W dada por, ρ(λ) = (x − λ e)−1 tendŕıamos que para cualquier

funcional ϕ para el cual se tiene ϕ(ρ(λ)) = f(λ) estaŕıa definida en todo

el plano complejo y seŕıa holomorfa y acotada. Por el teorema de Liouville

resultaŕıa que f es constante, y dado que

ĺım
λ→∞

ρ(λ) = 0

tendŕıa que ser cero en todas partes y eso es una contradicción con el hecho

de que la resolvente es un operador lineal acotado.

El resultado se sigue.

�

El siguiente resultado puede encontrarse en [14]

Teorema 2.6.2 SeaW un álgebra de Waelbroeck localmente convexa tal que

W ′ 6= 0. Entonces σ(x) es un conjunto compacto y no vaćıo para cada x ∈ W.

Definición 2.6.3 Sea A un álgebra con e. Se dice que A es un álgebra de

división si para cada a ∈ A, a 6= 0, existe b ∈ A tal que a b = e.
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2.7. Teorema de Gelfand-Mazur

Teorema 2.7.1 De Gelfand-Mazur [14]

Sea W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con unidad e, tal que

W ′ 6= 0. Si W es un álgebra de división, entonces W ∼= C.

Demo: Sea x ∈ W , por el teorema (2.6.2) existe λ ∈ σ(x) tal que x− λ e 6∈

G(W). Por ser W un álgebra de división tenemos que G(W) = W \ {0},

luego entonces x− λ e = 0 y el resultado se sigue.

�

Teorema 2.7.2 Sea W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa e I un

ideal bilateral cerrado en W. Entonces, el espacio cociente W̃ = W/I es un

álgebra de Waelbroeck.

Demo: Sea [x−1] = [y] y sea U una vecindad de [y]. Entonces [x]U = [O],

donde O es una vecindad de e en W . Existe O1 compuesto de elemento in-

vertibles. Por lo tanto [O] consta de elementos invertibles en W̃ y es una

vecindad de [e] contenida en [x]U . Finalmente [x][O] consiste de elementos

invertibles en W̃ y es abierto ([x][O])−1 ⊂ U . Aśı pues el inverso es conti-

nuo en W̃ y al mismo tiempo hemos probado que el conjunto de elemento

invertibles es abierto.

�

Proposición 2.7.1 Si W es un álgebra de Waelbroeck localmente convexa y

A una subálgebra cerrada con respecto al inverso. Entonces A es de Wael-

broeck.
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Demo: G(W) es abierto en W . G(W) ∩ A es abierto en A. Y como A es

cerrada bajo el inverso, el resultado se sigue.

�

2.8. Ejemplo de álgebra de Waelbroeck

Ejemplo 2.8.1 El espacio S̃(Rn) es un álgebra de Frechét, entonces es sufi-

ciente probar que es una Q−álgebra, es decir que el conjunto G de elementos

invertibles es abierto.

Considérese g = f + z, con f ∈ S(Rn). Tenemos que:

P̃α,β(g) = Pα,β(f) + |z| <∞ pues Pα,β(f) <∞,

y ya que

P̃α,β(g) = sup
x∈Rn

∣∣∣∣xα1 · · ·xαn ∂|β|f(x)

xβ11 · · ·x
βn
n

∣∣∣∣ + |z|,

resulta que

ĺım
x→∞

∂|β|f(x)

xβ11 · · ·x
βn
n

= 0,

aśı pues

1

g
=

1

f + z
−−−→
x→∞

1

z
.

Por lo tanto podemos considerar

1

g
=

1

z
+ h,

de donde se obtiene

h =
1

f + z
− 1

z
=

−f
z(f + z)

.
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Ahora bien, para simplificar la notación y no involucrar la fórmula de Leib-

nitz, solo vamos a considerar, sin pérdida de generalidad,
∂h(x)

∂x1

dada por

∂h(x)

∂x1

=

(
−∂f(x)

∂x1

)
(z(f(x) + z )) + f(x)

(
z
∂f(x)

∂x1

)
(z(f(x) + z))2

=

∂f(x)

∂x1

( f(x)(z − 1)− z )

(z(f(x) + z))2

En conclusión, tenemos que
∂h

∂x1

existe y es continua. Esto se puede hacer

para cualquier α multi-́ındice, pues el denominador nunca de anula y en la

parte del numerador siempre tenemos algún elemento de S̃(Rn). Finalmente

h ∈ S y es continua. Ademas el espacio S̃(Rn) es un álgebra de Frechét, por

el teorema (2.1.1) obtenemos que la inversión es continua. Aśı concluimos

que S̃(Rn) es un álgebra de Waelbroeck

�
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2.9. El espectro combinado clásico

En 1971 R. E. Harte estudió y demostró que para un sistema de elemen-

tos que conmutan mutuamente de un álgebra de Banach A que el espectro

combinado izquierdo σl(A) es no vaćıo y además satisface la propiedad de

mapeo espectral, teorema (2.9.1). Uno puede consultar este y más resultados

en [4].

Definición 2.9.1 Sea A un álgebra con unidad e. Sea a = (a1, a2, . . . , an)

un sistema finito de elementos de A. Para a se define el espectro combinado

izquierdo σl(a), como

σl(a) = {λ ∈ Cn | Il(a− λ e) 6= A},

donde, Il(a−λ e) denota al ideal izquierdo generado por todos los elementos

ai − λi e.

Teorema 2.9.1 Sea a = (a1, . . . , an) un sistema finito de elementos de un

álgebra con unidad A que conmutan mutuamente. El espectro combinado iz-

quierdo σl(a) es no vaćıo y para P = (P1, . . . , Pm) un sistema de polinomios

en n variables se cumple la propiedad de mapeo espectral

σl(P (a) ) = P (σl(a) )

Análogamente, definimos el espectro combinado derecho para un sistema

a = (a1, a2, . . . , an) de elementos del álgebra A como

σr(a) = {λ ∈ Cn | Ir(a− λ e) 6= A},
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donde, Ir es el ideal derecho generado por todos los elementos ai − λi e para

i = 1, . . . , n.

Definición 2.9.2 Sea A un álgebra no conmutativa con unidad. Para un

sistema finito a = (a1, a2, . . . , an) de elementos del álgebra A definimos el

espectro de Harte, σH(a), como

σH(a) = σl(a) ∪ σr(a).

Proposición 2.9.1 Sea σH(a) el espectro de Harte. Entonces,

σH(a) ⊂
n∏
i=1

σ(ai).

Demo: Supongamos que λ 6∈ σ(ai), entonces ai−λ e es invertible, por tanto

A(ai − λ e)−1(ai − λ e) = A

es decir, (ai−λ e) genera a A. Si λ = (λ1, . . . , λn) es tal que algún λi 6∈ σ(ai),

entonces λ 6∈ σr(a).

�
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CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS DE WAELBROECK

38



Caṕıtulo 3

Espectros combinados

3.1. Representaciones

Sean A un álgebra, X un espacio vectorial topológico y sea L(X) el

espacio de operadores continuos.

Definición 3.1.1 Una representación del álgebra A en X es un homomor-

fismo φ : A → L(X) tal que para α ∈ K se cumple que

φ(a+ αb) = φ(a) + αφ(b),

φ(ab) = φ(a)φ(b).

Ejemplo 3.1.1 (Representacion semiregular) Si I ⊂ A es un ideal izquierdo

en A, en el espacio

X = A/I = { [a] = a+ I : a ∈ A },

consideramos la representación La[x] = [ax] = ax+ aI ∈ ax+ I

tenemos que Lab[x] = [abx] = La[bx] = LaLb[x].
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CAPÍTULO 3. ESPECTROS COMBINADOS

Proposición 3.1.1 Sea A un álgebra. Si I ⊂ A es un ideal cerrado con

respecto alguna topoloǵıa en A, entonces existe una topoloǵıa en X = A/I

tal que la proyección natural π : A → A/I es un operador continuo y abierto

lo cual hace que los operadores La sean continuos.

Demo: Sea A un álgebra con topoloǵıa e I un ideal cerrado en A. Un conjun-

to U en el espacio cociente A/I es abierto si existe O ⊂ A tal que U = [O].

Si a ∈ A y [O] es vecindad de cero en A/I, por la continuidad de la multi-

plicación existe O1 abierto tal que aO1 ⊂ O, Luego La[O1] = [aO1] ⊂ [O],

es decir [O1] ⊂ L−1
a [O].

�

3.2. Representación irreducible

Definición 3.2.1 Una representación φ de A en X se dice que es algebrai-

camente irreducible si,

∀ 0 6= x 3 X, φ(A)x = X.

Nota: Decimos que es topológicamente irreducible cuando φ(A)x es den-

so en X.

Directamente de la definición obtenemos el siguiente resultado:

Lema 3.2.1 Sea φ una representación de un álgebra A en un espacio vec-

torial X irreducible algebraicamente. Entonces φ no tiene subespacios inva-

riantes no triviales.
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Si φ es una representación de un álgebra A en un espacio X, entonces el

par (φ,X) denotará dicha representación.

Teorema 3.2.1 Sea A un algebra con ideal izquierdo I. Entonces la repre-

sentacion (L,A/I) es irreducible si y solo si I es ideal izquiero maximal.

Demo: Sea I maximal. Supongamos que V = L(A)x  X. El espacio V

es invariante bajo los operadores La. Luego π−1(V ) es un ideal que contiene

a I, como I es maximal obtenemos que V = 0 entonces x = 0 y por tanto es

irreducible.

Supongamos que la representación (L,A/I) es irreducible y que J ⊃ I

es un ideal propio, entonces π(J) es un espacio invariante que contiene a I ,

entonces π(J) = J/I = X y por tanto J = A, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto I es maximal.

�

Definición 3.2.2 Sean A un álgebra, X un espacio vectorial y la represen-

tación (φ,X). Definimos el conmutador de φ, como el conjunto

φconm = {ψ ∈ L(X) : (ψ ◦ φ)(x) = (φ ◦ ψ)(x), ∀ x ∈ X}.

Ahora, para conocer los operadores en L(X) que conmutan con los ope-

radores L pasamos al siguiente teorema:

Teorema 3.2.2 Sea A un álgebra y sea I un ideal izquierdo en A. Sea R un

operador en L(X). Entonces
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RLa = LaR ∀a ∈ A si y solo si existe b ∈ A tal que

Ib ⊂ I y que además R[x] = [xb].

Demo: Supongamos que existe b ∈ A tal que Ib ⊂ I. Definamos Rb(x+I) =

xb+ I, entonces

LaRb[x] = [axb] = Rb[ax] = RbLa[x].

Considere R ∈ L(X) tal que RLa = LaR ∀ a ∈ A. Sea R[e] = [b]. Por

consiguiente

R[a] = RLa[e] = LaR[e] = La[b] = [ab] = Rb[a].

Por lo tanto R = Rb y R[0] = [0 b] = [0] = I, entonces [0] = Ib ⊂ I.

�

3.3. Lema de Schur

Teorema 3.3.1 (Lema de Schur)

Sea A un álgebra y sea (φ,X) una representación de A en el espacio

vectorial X. Si (φ,X) es algebraicamente irreducible entonces el conmutador

φconm (el álgebra de todos los operadores que conmutan con φ(a), a ∈ A)

es un campo.

Demo:
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Sea 0 6= R ∈ L(X) tal que Rφ(a) = φ(a)R ∀a ∈ A. El espacio kerR es

invariante bajo φ,

Pues, sea x ∈ kerR, Rx = 0 entonces Rφ(a)x = φ(a)Rx = 0 y por tanto

φ(a)x ∈ kerR.

Por ser φ una representación irreducible tenemos que kerR = 0, por tanto,

tenemos entonces que R = 0 ó R es inyectivo. Aśı pues R es inyectivo.

El espacio Im R es invariante bajo φ. Si z = Rx tenemos

φ(a)z = φ(a)Rx = Rφ(a)x ∈ Im R,

Aśı pues por ser φ irreducible tenemos que Im R = V para R 6= 0 y por lo

tanto R es biyectivo. Luego entonces existe el inverso R−1.

Rφ(a) = φ(a)R entonces R−1Rφ(a) = R−1φ(a)R y por tanto

φ(a) = R−1φ(a)R y φ(a)R−1 = R−1φ(a).

�

Corolario 3.3.1 El espacio conmutador de los operadores La, es decir

Lconm = {R ∈ L(X) : RLa = LaR, a ∈ A}

es un campo.

3.4. Ideales generados por un sistema

En esta sección se va a estudiar a los ideales generados por un sistema

finito de elementos de un álgebra de Waelbroeck loc. convexa para posterior-
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mente dar paso a la definición del nuevo espectro combinado izquierdo que

a diferencia del espectro izquierdo clásico no recurrimos a la conmutatividad

del sistema de elementos para garantizar la propiedad de mapeo espectral.

Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con identidad e,

I un ideal izquierdo en W , a ∈ W y λ ∈ C. Denotamos por Il(I, a − λe)

al ideal generado por I, (a − λe) y por W(a) la subálgebra con identidad

generada por a.

Teorema 3.4.1 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con

unidad e, I un ideal izquierdo enW y a ∈ W con la propiedad de que Ia ⊂ I.

Entonces existe λ ∈ σ(a) tal que Il(I, a− λe) es un ideal propio.

Demo: Consideremos la familia F de todos los ideales izquierdos J enW

ordenada por inclusión, que contienen a I y que satisfacen que Ja ⊂ J . Por

el lema de Kuratowski- Zorn existe un ideal maximal M en F que contiene

a I y que satisface que Ma ⊂M .

Basta demostrar que M es maximal en el álgebraW . Consideremos entonces

el espacio cociente X = W/M . Sea W(a) el álgebra generada por a ∈ W y

la representación (T,X) de W ×W(a) en X dada por la fórmula

T(b,c)[x] = LbRc[x] = [bxc]

para [x] ∈ X y sea π :W → X la proyección natural.

Considerando un subespacio V ( X que sea invariante bajo la acciones

de W y W(a), en particular es invariante bajo la acción de W , es decir bajo

los operadores Lb con b ∈ W , aśı pues, M ′ = π−1(V ) es un ideal de W
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que contiene a M . Luego por la invarianza de la acción de W(a) tenemos

que M ′W(a) ⊂ M ′ pero por la maximalidad de M en la cadena de ideales,

M ′ = M luego entonces M es maximal en el álgebraW . Luego, por el teorema

(3.2.1) la representación (T,X) es irreducible, entonces no tiene subespacios

invariantes.

Sea T la familia de operadores de la forma

T = {T(b,c) : (b, c) ∈ W ×W(a)}

y sea D el espacio conmutador de la familia T , por el lema de Schur el

conmutante D es un álgebra de división. El conmutante D puede ser descrito

por los elementos del álgebra W si consideramos el espacio E dado por

E = {a ∈ W : M a ⊂M y ab− ba ∈M, b ∈ W(a)}.

El espacio E es una subálgebra en W que contiene la unidad y al ideal M ,

el cual forma en E ideal bilateral. Para cada a ∈ E el operador Ra[x] =

[xa] define un elemento de D. Por teorema (3.2.2) aseguramos que todos los

elementos de D son de esta forma. El mapeo E 3 a → Ra ∈ D es sobre y

tiene como kernel al ideal M , por lo tanto D ∼= E/M . Por proposición (3.1.1)

los elementos de D son operadores continuos sobre X. Note que la subálgebra

E es cerrada en W y además es cerrada con respecto al inverso en W , ya

que si a ∈ W tiene inverso a−1 ∈ W , entonces el espacio M ′ = M + Ma−1

es ideal izquierdo en W el cual contiene a M , y además es propio por que

M ′a = Ma + M ⊂ M . Ahora hay que demostrar que si a ∈ E entonces

a−1 ∈ E. Para esto, si b ∈ E, entonces ba − ab = m, donde m ∈ M y a ∈

W(a). Obtenemos entonces que M ′b = (M + Ma−1)b ⊂ M + Ma−1baa−1 =
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M +Ma−1(ab+m)a−1 = M +Mb+Ma−1ma−1 ⊂M +Ma−1 = M ′. Por lo

tanto el ideal M ′ pertenece a la familia F pero por la maximalidad de M en

dicha familia obtenemos que M ′ = M y Ma−1 ⊂M . Ahora, de la igualdad

a−1b− ba−1 = a−1baa−1 − a1aba−1 = a−1(ba− ab)a−1 = a−1ma−1 ∈M,

concluimos que a−1 ∈ E. Lo cual hace de E un álgebra de Waelbroeck por

teorema (2.7.1). Luego por el teorema (2.7.2) tenemos que D = E/M es de

la misma clase. Finalmente por el teorema de Gelfand-Mazur (2.7), D ∼= C.

Por lo tanto, para cada b ∈ W(a) existe λ ∈ C tal queRb[x] = λ[x], y cada [x] ∈

x =W/M , entonces Ra[x]− λ[x] = [0] esto es,

[xa− λx] = [x][a− λe] = [0]

Por lo tanto (a− λe) ∈M y como I ⊂M , entonces Il(I, a− λe) es un ideal

propio.

�

Corolario 3.4.1 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con

unidad e, I un ideal izquierdo en W y a ∈ W con la propiedad de que

Ia ⊂ I. Entonces existe λ ∈ σ(a) y un ideal maximal M ⊂ W tal que

Il(I, a− λe) ⊂M .

Teorema 3.4.2 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con

unidad e, I un ideal izquierdo en W y sea a = (a1, . . . , an) con ai ∈ W tal

que ∀ i, j = 1, . . . , n. [ai, aj] = aiaj − ajai ∈ I y además Iai ⊂ I. Entonces

existe λ = (λ1, . . . , λn) ∈ Cn tal que Il(I, a1 − λ1e, . . . , an − λne) es un ideal

propio en W.
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Demo: La demostración la haremos por inducción. Asi pues, para n = 1

tenemos el teorema (3.4.1). Supongamos válido para n.

Sea an+1 ∈ W , Il el ideal generado por I, ai − λie para 1 ≤ i ≤ n. Si

[ai, an+1] = aian+1 − an+1ai ∈ I para cada i = 1, · · · , n, como Il es ideal pro-

pio por hipótesis de inducción, es suficiente con demostrar que Ilan+1 ⊂ Il,

para utilizar el teorema (3.4.1).

Si [ai, an+1] = aian+1 − an+1ai ∈ Il, entonces

aian+1 − an+1ai = k ∈ Il

luego aian+1 − λian+1 + an+1λi − an+1ai = k, por tanto

(ai − λie)an+1 = k + an+1(ai − λie),

luego

Ian+1 + (ai − λie)an+1 = Ian+1 + k + an+1(ai − λie) ⊂

I + k + an+1(ai − λie) ⊂ Il ∀i = 1, · · · , n.

Por lo tanto Ilan+1 ⊂ Il.

Luego por teorema (3.4.1) tenemos demostrado el resultado.

�

Lema 3.4.1 Sean x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) y P un polinomio en

n variables, digamos P (x) =
∑

K=(k1,...,kn) CKx
k1
1 · . . . · xknn . Entonces

P (x)− P (y) =
n∑
i=1

qi(x)(xi − yi)

�
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Proposición 3.4.1 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa e

I un ideal izquierdo de W. Sea {a1, . . . , an} un sistema finito de elementos

de W tal que para cada 1 ≤ i, j ≤ n, [ai, aj] ∈ I, I ai ⊂ I. Entonces, para

cada permutación π de los elementos a1, . . . , an se cumple que

P (a1, . . . , an)− P (π(a1), . . . , π(an) ) ∈ I

para cualquier polinomio P .

Demo: Recordemos que las transposiciones de elementos generan a todo

grupo de permutaciones, aśı que es suficiente demostrar este resultado para

transposiciones, y además es suficiente considerar al polinomio P como un

monomio. Aśı pues, sea π la permutación de los elementos a1, . . . , an dada

por

(π(a1), . . . , π(ai), π(ai+1), . . . , π(an) ) = (a1, . . . , ai+1, ai, . . . , an),

sin perdida de generalidad consideremos al polinomio P de la siguiente ma-

nera

P (x1, . . . , xn) = x1 x2 · · · xn

aśı pues

P (a1, . . . , an)− P (π(a1), . . . , π(an) ) =

= (a1 · · · ai ai+1 · · · an)− (a1 · · · ai+1 ai · · · an)

= a1 · · · ai−2(ai ai+1 − ai+1 ai) ai+2 · · · an

= a1 · · · ai−2[ai, ai+1] ai+2 · · · an

y el resultado se sigue.

�
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Corolario 3.4.2 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa e I

un ideal izquierdo de W. Sea {a1, . . . , an} un sistema finito de elementos de

W tal que para cada 1 ≤ i, j ≤ n, [a1, aj] ∈ I, I ai ⊂ I. Si π es una

permutacion de los elementos a1, . . . , an y si P y Q son dos polinomios de n,

entonces el operador conmutador

[P (a1, . . . , an), Q(a1, . . . , an)] ∈ I

Demo: El reultado se sigue del hecho de que cada término del producto

P (a)Q(a) es una permutación de un término de Q(a)P (a) y ocupando la

propocición anterior.

�

El siguiente teorema es un resultado muy parecido al teorema anterior, el

cual demostraremos utilizando técnicas muy similares al teorema (3.4.1).Consideramos

el álgebra de todos los polinomios en n variables.

℘ =

P (x) =
∑

K=(k1,...,kn)

CKx
k1
1 · . . . · xknn | kj ∈ N, j = 1, . . . , n



Teorema 3.4.3 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con

unidad e, I un ideal izquierdo en W, a = (a1, . . . , an) ∈ Wn, P ∈ ℘ y sea

Il = 〈I, a1 − λ1e, . . . , an − λne〉 el ideal generado por I y por cada uno de los

elementos (ai−λie). Si Il P (a) ⊂ Il, entonces existe λ ∈ Cn tal que el ideal

generado por 〈I , (P (a)− P (λ ) e ) 〉es un ideal propio en W.

Demo: Sean P ∈ ℘ y a = (a1, . . . , an) un sistema finito de elementos de

un álgebra de Waelbroeck. Es suficiente demostrar que I P (a) ⊂ I para
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estar en las hipótesis del teorema (3.4.1) y concluir el resultado. Considere

una permutación π del sistema a, se tiene que P (π(a) ) = Q(a) para algún

Q ∈ ℘. Por el corolario (3.4.2) el conmutador [Q(a), P (a) ] ∈ I, entonces

existe j ∈ I tal que [Q(a), P (a) ] = j. Aśı pues

Q(a)P (a)− P (a)Q(a) = j ∈ I,

luego entonces

(Q(a)−Q(λ)e)P (a) = j + P (a) (Q(a)−Q(λ)e );

por el lema (3.4.1) queda que

n∑
i=1

Ri(a) (ai − λie)P (a) = j + P (a) (
n∑
i=1

Ri(a) (ai − λie) ),

entonces

IP (a)+
n∑
i=1

Ri(a) (ai−λie)P (a) = IP (a)+j+P (a)

(
n∑
i=1

Ri(a) (ai − λie)

)
,

por lo tanto(
I +

n∑
i=1

Ri(a) (ai − λie)

)
P (a) ⊂ I +

n∑
i=1

P (a)Ri(a) (ai − λie) );

finalmente

Il P (a) ⊂ Il.

Del teorema (3.4.1) se sigue el resultado.

�
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3.5. Espectro combinado izquierdo

A continuación se da la definición del espectro combinado izquierdo aso-

ciado a un ideal izquierdo fijo I de un sistema finito de elementos de un

álgebra de Waelbroeck localmente convexa W . Cabe resaltar que este es un

nuevo espectro, y el propósito del resto de este caṕıtulo es estudiar algu-

nas de las propiedades que cumple cumplir dicho espectro. En particular la

propiedad del mapeo espectral.

Definición 3.5.1 Sea W un álgebra de Waelbrock localmente convexa con

unidad e. Sean B ⊂ W una subálgebra con unidad e y sea I ⊂ W un ideal

izquierdo cerrado. Para a = (a1, . . . , an) con ai ∈ B ∀ i = 1, . . . , n, definimos

el Espectro combinado izquierdo asociado al ideal I, σIl (a), como

σIl (a) =
{
λ ∈ Cn | (I, a1 − λ1, . . . , an − λn) generan ideal propio en W

}

Teorema 3.5.1 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa con

unidad, B una subálgebra con unidad de W, I un ideal izquiero cerrado en

W con la propiedad de que I B ⊂ I y a1, . . . , an ∈ B tales que el operador

conmutador [ai, aj] ∈ I para cada i, j = 1, . . . , n,. Si λ ∈ σIl (a) y an+1 ∈ B

es tal que [ai, an+1] ∈ I para todo i = 1, . . . , n, entonces existe λn+1 ∈ C tal

que

(λ1, . . . , λn, λn+1) ∈ σIl (a1, . . . , an, an+1).
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Más aún, para x = (x1, . . . , xn) y para un sistema finito de polinomios P () =

(P1, . . . , Pm ) donde cada Pi es un polinomio en n variables, entonces

P (σIl (a) ) = σIl (P (a)).

En tal caso, decimos que σIl (a) satisface la propiedad de mapeo es-

pectral.

Demo: Sea I ideal izquierdo en W . Para λ ∈ σIl (a) tenemos que I ′ =

Il(I, a1 − λ1e, . . . , an − λne) es ideal propio en W . Luego, si an+1 ∈ B tal

que ∀ i = 1, . . . , n, [ai, an+1] ∈ I, I an+1 ⊂ I por el teorema (3.4.2) existe

λn+1 ∈ C tal que I ′, an+1 − λn+1e generan ideal propio en W . Aśı pues

(λ1, . . . , λn, λn+1) ∈ σIl (a1, . . . , an, an+1).

Ahora hay que demostrar que P (σIl (a1, . . . , an)) = σIl (P (a1, . . . , an) ) pa-

ra algún sistema finito de polinomios P .

Sean λ ∈ σIl (a). Si P (λ) 6∈ σIl (P (a)) entonces el ideal generado por I y

P (a)−P (λ)e no es propio, por tanto contiene la identidad e. Aśı pues, existe

b = (b1, . . . , bm) ∈ Wm tal que

e = b (P (a)− P (λ)e ) =
m∑
i=1

bi(Pi(a)− Pi(λ)e ),

donde la multiplicación es coordenada a coordenada. Luego por el lema

(3.4.1) queda que

m∑
i=1

n∑
j=1

biQi,j(a) (aj − λj, e) = e,
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entonces λ 6∈ σIl (a), contradicción.

Por lo tanto P (λ) ∈ σIl (P (a) ), es decir P (σIl (a1, . . . , an)) ⊂ σIl (P (a1, . . . , an) ).

Ahora supongamos que µ ∈ σIl (P (a) ), entonces el ideal J generado por

I, (P (a)− µ e ) es un ideal propio en W , esto es

J = Il〈I, P1(a)− µ1 e, . . . , Pm(a)− µm e〉 6=W .

Este ideal J es izquierdo y propio en W . Sea λ ∈ σJl (a), se cumple que

P (λ) ∈ σJl (P (a) ), por lo tanto el ideal generado

Il〈J, P1(a)− P1(λ) e, . . . , Pm(a)− Pm(λ) e〉 6=W .

Por el corolario (3.4.1) existe un ideal propio J1 enW tal que para elementos

arbitrarios g1, . . . , gm, h1, . . . , hm ∈ W se tiene que

I +
m∑
j=1

hj(Pj(a)− Pj(λ) e ) +
m∑
j=1

gj(Pj(a)− µj e ) ⊂ J1.

En particular para gj arbitrario y hj = −gj, se tiene que

I +
m∑
j=1

gj(Pj(λ)− µj ) e ⊂ J1

Si (Pj(λ)− µj ) 6= 0, entonces llegamos a una contradicción, J1 =W .

Por lo tanto µj = Pj(λ) y la demostración se sigue.

�

Corolario 3.5.1 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa, a ∈

Wn, n = m y P,Q ∈ P tales que

P (Q(a) ) = a = Q(P (a) ).
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Entonces P (σIl (a) ) = σIl (P (a) ).

Demo: Las aplicaciones P,Q satisfacen las hipótesis del teorema (3.5.1),

aśı pues,

σIl (P (a) ) = P [Q(σIl (P (a) ) ] ⊆ P [σIl (Q(P (a) ) ] = P [σIl (a)] ⊆ σIl (P (a)).

Luego entonces P (σIl (a) ) = σIl (P (a) ).

�

Corolario 3.5.2 Sean W un álgebra de Waelbroeck localmente convexa, a ∈

Wn, P un sistema de m polinomios en n variables. Si m > n y P (a) =

(a,Q(a) ) para algún sistema Q de m− n polinomios cada uno de ellos en n

variables. Entonces P (σIl (a) ) = σIl (P (a) ).

Demo: Al igual que en el corolario (3.5.1), las aplicaciones P,Q satisfacen

las hipótesis del teorema (3.5.1). Si a ∈ Wn y b ∈ Wm−n, entonces

σIl (a, b) ⊆ σIl (a)× σIl (b),

sustituyendo b = Q(a) y aplicando de nuevo el teorema (3.5.1), resulta que

{ (λ,Q(λ ) ) | λ ∈ σIl ( a ) } ⊆ σIl (P (a) ) = σIl ( a,Q(a) ) ⊆ σIl ( a )×σIl (Q(a ) ) = P (σIl (a) ).

Solo resta demostrar que si (λ, t) ∈ σIl (P (a) ), entonces t = Q(λ).

Para b ∈ Am−n, definimos h como

h(a, b) = b−Q(a),

luego

t−Q(λ) = h(λ, t) ∈ σIl (h[P (a) ] ) = σIl (h(a,Q(a ) ) = σIl (0) = {0},
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aśı pues,

P (σIl (a) ) = { (λ,Q(λ ) ) | λ ∈ σIl ( a ) } ⊆ σIl (P (a) ),

y queda demostrada la igualdad.

�

3.6. Espectro combinado derecho

Ya tenemos definido el espectro σIl (a). Ahora, para W un álgebra de

Waelbroeck localmente convexa con unidad. Sea I un ideal derecho en W

con la propiedad de que a I ∈ I. Para a1, . . . , an ∈ W se define el espectro

combinado derecho σIr (a1, . . . , an) como

σIr (a1, . . . , an) = {λ ∈ Cn | 〈I, a1−λ1 e, . . . , an−λn e〉 generan ideal propio enW}

Con la multiplicación por la derecha, esto es;

σIr (a) =

{
λ ∈ Cn |

n∑
i=1

(xi − λi) I es un ideal propio en W

}

De manera análoga al espectro σIl (a1, . . . , an), este nuevo espectro derecho

σIr (a1, . . . , an) satisface los teoremas y propiedades anteriores debido a que

las demostraciones son puramente algebraicas.

Asi pues, el espectro σIr (a1, . . . , an) satisface también la propiedad del

mapeo espectral.

Teorema 3.6.1 Sea W un álgebra de Waelbroeck l.c. con unidad. Sea B

una subálgebra con unidad de W. Sea J un ideal derecho cerrado en W con
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la propiedad de que B J ⊂ J . Sea a1, . . . , an un sistema de n elementos de

B. Si para cada i, j = 1, . . . , n, el conmutador [ai, aj] ∈ J , y para cada

λ ∈ σIr (a) y an+1 ∈ B tal que [ai, an+1] ∈ J para cada 1 ≤ i ≤ n. Entonces

existe λn+1 ∈ C tal que

(λ1, . . . , λn, λn+1) ∈ σIr (a1, . . . , an, an+1)

Más aún, para x = (x1, . . . , xn) y P (x) = (P1(x), . . . , Pm(x) ) donde cada Pi

es un polinomio de n variables, entonces el espectro σIr (a1, . . . , an) satisface

la propiedad del mapeo espectral.

P (σIr (a) ) = σIr (P (a))

Demo: Análogo a la demostración del teorema 3.5.1, solo hay que consi-

derar la multiplicación por la derecha.

�

56



Caṕıtulo 4

Conclusiones

Al comenzar el trabajo de investigación de la presente tesis el propósito

fue estudiar un espectro combinado nuevo el cual generalizara al espectro

combinado clásico estudiado desde principios de los 70’s por R. E. Harte y

al espectro esencial que se estudia en la teoŕıa de operadores y en el que la

conmutatividad del sistema de elementos del álgebra involucrados no fuera

necesaria. Para visualizar la importancia de este nuevo espectro damos el

siguiente ejemplo.

Sean H un espacio de Hilbert, L(H) el álgebra de operadores continuos

sobreH. Sean T, S ∈ L(H) y sea A el álgebra generada por T, S. Considere el

operador conmutador [T, S] = T S − S T . Suponiendo que el ideal izquierdo

generado por [T, S]A es no trivial en L(H), entonces por los teoremas 3.4.1

y 3.4.2, existen λ, µ ∈ C tales que (λ, µ) ∈ σ(T, S); esta es una condición

más débil que pedir que el conmutador sea cero. Ahora, considérese I =
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L(H)[T, S]A ideal izquierdo en L(H), entonces el ideal Il(I, T −λ, S−µ), (el

ideal izquierdo generado por I, T −λ y S−µ) es un ideal propio, lo cual nos

garantiza por el teorema (3.4.3) que el espectro σIl es no vaćıo y además, para

P = (P1, . . . , Pn) un sistema de polinomios, en este caso de dos variables, se

cumple la propiedad de mapeo espectral, es decir

σIl (P1(T, S), . . . , Pn(T, S)) = P (σIl (T, S)).

SeaW un álgebra de Waelbroeck localmente convexa, I un ideal izquierdo

en W . Considere el espacio cociente X = W/I el cual no necesariamente es

álgebra de Banach, entonces la estructura del álgebra de operadores continuos

L(X) se complica enormemente, de hecho no existe siquiera una topoloǵıa

en L(X) que haga continua la aplicación L(X) × X 3 (T, x) → Tx ∈ X.

Aśı pues, desaparecen las propiedades del álgebra L(X) que en el caso de

álgebras de Banach permiten probar las propiedades del espectro clásico σl.

En nuestro caso al fijar un ideal izquierdo I en el álgebra de Waelbroeck W

y para un sistema de elementos a1, . . . , an tales que [Ai, aj] ∈ I y Iai ⊂ I

para cada 1 ≤ i, j ≤ n definimos el espectro σIl (a1, . . . , an) y se demostró que

este espectro es no vaćıo y cumple la propiedad de mapeo espectral para una

familia de elementos no necesariamente conmutativos, la cual es una ventaja

muy grande desde el punto de vista de la teoŕıa espectral.

Por otro lado, el espectro σIl puede interpretarse como funciones sobre

operadores que actúan en el espacioX =W/I el cual, como ya dijimos arriba,
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no tiene una topoloǵıa que permite deducir directamente las propiedades que

se espera de un espectro. Sin embargo, ya que el espacio X =W/I contiene

al vector ćıclico [e], esto es que X =W [e] para un sistema a1, . . . , an tales que

[Ai, aj] ∈ I y Iai ⊂ I para cada 1 ≤ i, j ≤ n, entonces a cada ai le corresponde

un operador L(X) 3 R(ai) : [x]→ [xa] el cual actúa en X =W/I.
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