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Introduccion

En las dltimas décadas, el incremento en el consumo de energia eléctrica, junto con el
calentamiento global, ha generado un circulo vicioso: el aumento de las temperaturas in-
tensifica el uso de acondicionadores de aire, lo que a su vez implica un mayor consumo
de electricidad y, en consecuencia, una mayor contribucién al cambio climatico. Este es-
cenario plantea un problema critico no solo por las limitaciones en la generacion eléctrica,
sino también por el impacto ambiental, la explotacidn de recursos y los costos econdmicos
asociados.

En este trabajo se aborda el problema de la gestién energética de un conjunto de acondi-
cionadores de aire desde la perspectiva de la teoria del control 6ptimo con el objetivo de
mantener la temperatura de los interiores dentro de un rango de confort térmico, garanti-
zando al mismo tiempo la eficiencia en el consumo de energia.

Diversos trabajos han aplicado herramientas de control 6ptimo a la optimizacion de siste-
mas energéticos. Particularmente, en [2] se propone un modelo para planificar el consumo
de cargas termostaticas con el fin de minimizar el costo de energia sin salir del intervalo
de confort térmico. Esta tesis retoma dicho planteamiento y lo extiende hacia una aplica-
cién concreta, incorporando ademas nuevas estrategias que permitan obtener soluciones
implementables.

Otros enfoques relacionados incluyen la estrategia de control en cascada desarrollada en
[3] para sistemas de energia eélica aérea, orientada a mantener condiciones que aseguren
la méxima extraccion de potencia sin comprometer la estabilidad, asi como el trabajo de
planificacidn estratégica para la captura de carbono en [4]. Aunque en distintos contextos,
estos estudios comparten el objetivo de disefar estrategias de control 6ptimo que permitan
gestionar recursos energéticos bajo restricciones dindmicas.

El problema de gestion energética se formula a partir de la ley de enfriamiento de Newton
para un conjunto de » interiores en contacto con un ambiente térmico externo, considerando
que la energia proviene de una fuente renovable con capacidad de almacenamiento finita. El



caracter hibrido del problema —dindmicas continuas en el tiempo y controles discretos—
motivo la aplicacién de una convexificacion que permiti6 utilizar el solucionador ICLOCS
y posteriormente, la obtencién de un control equivalente implementable. Este control fue
materializado mediante el desarrollo de c6digo propio en MATLAB, lo que constituye una
de las principales aportaciones de este trabajo. Finalmente, se propuso una reformulacién
con penalizacion destinada a garantizar la existencia de soluciones al problema planteado.

La tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 1 se introduce la problematica de
la gestion energética en el contexto del suministro finito de energia eléctrica y sus implica-
ciones ambientales y economicas. En el capitulo 2 se presentan los fundamentos tedricos
del control 6ptimo necesarios para la obtencién de las soluciones y del control equiva-
lente implementable, asi como las hip6tesis a cumplirse para garantizar la existencia de
soluciones. En el capitulo 3 se detalla la formulacion del problema de gestion energética,
junto con las propiedades de la funcion hamiltoniana asociada. En el capitulo 4 se muestran
las simulaciones realizadas para los casos de temperatura exterior constante y sinusoidal,
incluyendo la solucién obtenida con ICLOCS y la construccién del control equivalente
mediante el cddigo desarrollado en MATLAB. Finalmente, en el capitulo 5 se expone el
analisis de resultados y las conclusiones principales.



Capitulo 1

Motivacion

1.1. El cambio climatico antropogénico

El aumento en la emision de gases de efecto invernadero, la sobreexplotacién de recursos
naturales y los actuales patrones de consumo han ocasionado un aumento sostenido de tem-
peratura de hasta 1.1°C en la superficie terrestre durante la ultima década [5]. El cambio
climético antropogénico (es decir, causado por actividades humanas) es actualmente obser-
vable en cada region del mundo, directa o indirectamente, ya sea en forma de fendmenos
climaticos extremos, alteraciones en los ecosistemas naturales, o como impactos negativos
en la economia, en la seguridad alimenticia, en el acceso al agua y en la salud humana y
de otras especies [5].

El incremento en la temperatura global ha repercutido negativamente en la calidad de vida
humana mediante un aumento en la mortalidad, la morbilidad humana, las enfermedades
transmitidas por vectores y en la salud mental [6]; ademas, en el cambio de los movimientos
migratorios y en la pérdida de medios de vida y cultura [5]. Consecuentemente, y gracias
al alto nivel de confianza de las pruebas que corroboran su existencia, a las crecientes
ambiciones internacionales de accion climatica y al aumento paulatino de la conciencia
publica, el cambio climatico antropogénico se ha establecido como uno de los principales
retos a superar en la agenda mundial, lo que se ha traducido en la creacién de politicas para
su mitigacion.

En este sentido, cabe destacar el Acuerdo de Paris como la politica de alcance mundial mas
ambiciosa de los altimos afos para combatir el cambio climéatico antropogénico y en cuyo
articulo segundo se establece que tiene el objetivo de “reforzar la respuesta mundial a la
amenaza del cambio climdtico, en el contexto del desarrollo sostenible y de los esfuerzos
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por erradicar la pobreza, y para ello:

a) Mantener el aumento de la temperatura media mundial muy por debajo de 2°C con
respecto a los niveles preindustriales, y proseguir los esfuerzos para limitar ese au-
mento de la temperatura a 1.5°C con respecto a los niveles preindustriales, reco-
nociendo que ello reduciria considerablemente los riesgos y los efectos del cambio
climdtico;

b) Aumentar la capacidad de adaptacion a los efectos adversos del cambio climdtico
y promover la resiliencia al clima y un desarrollo con bajas emisiones de gases de
efecto invernadero, de un modo que no comprometa la produccion de alimentos; y

c) Situar los flujos financieros en un nivel compatible con una trayectoria que con-
duzca a un desarrollo resiliente al clima y con bajas emisiones de gases de efecto
invernadero” [7].

Con el fin de alcanzar los objetivos del Acuerdo de Paris y de otras iniciativas similares, las
naciones firmantes se han propuesto reducir drasticamente el uso de combustibles fosiles,
crear politicas publicas para la conversion a tecnologias de baja emision de gases de efecto
invernadero y promover la conciencia social e individual para reducir el consumo eléctrico
indiscriminado [6].

Abhora, podria parecer contradictoria la urgencia en la transicion energética a tecnologias
que funcionan con energias renovables de bajas emisiones dadas la mayor eficiencia ener-
gética y la menor huella de carbono de la tecnologia actual; sin embargo, el estilo de vida
moderno ha conducido a un consumo energético desmedido, no equitativo y encarecido
que no puede ser cubierto en su totalidad y que ademas es producido mayormente por el
sector energético basado en el uso de combustibles fésiles, los cuales producen alrededor
de tres cuartas partes de las emisiones mundiales de gases de efecto invernadero.

Asi, una accidn central para lidiar con las consecuencias del cambio climético antropogéni-
co es promover un desarrollo sostenible que considere el proceso de electrificacion actual
y la transicion a formas limpias de generacion de electricidad. De esta manera, la genera-
cién de energia limpia y asequible se vuelve clave para el desarrollo de la agricultura, las
empresas, las comunicaciones, la educacion, la sanidad y el transporte [8].

1.2. La crisis energética mundial actual

La Agencia Internacional de la Energia ha sefialado que la precipitada recuperacion eco-
nomica ocurrida inmediatamente después de la pandemia de COVID-19, la invasion rusa
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a Ucrania de 2022!, las adversas condiciones meteoroldgicas registradas recientemente en
varias partes del mundo, el aplazamiento en los trabajos de mantenimiento de la infraes-
tructura energética y las decisiones tomadas por los paises exportadores y las compaiiias
de petréleo y gas para reducir inversiones han generado récords en los precios del gas na-
tural, del petr6leo y de la energia eléctrica, asi como también han acelerado la escasez de
combustible, el aumento en la inflacion y en la pobreza, lo cual a su vez ha ralentizado el
crecimiento econdmico hasta el punto de que algunos paises van en camino a una fuerte
recesion [9].

La crisis energética actual concierne a todos los combustibles fosiles. Luego, esta crisis
ha ocasionado encarecimiento de servicios y productos, cortes en el suministro eléctrico
y tensiones econdmicas, sociales y politicas a nivel mundial. Mas atin, algunos paises han
retomado e incluso ampliado el uso de carbon para generar electricidad como estrategia
para emparchar el impacto de esta problematica [9]. Estas acciones alejan a la humanidad
de poder cumplir con los acuerdos necesarios contra el cambio climatico antropogénico.

1.2.1. La transicion energética actual

En el contexto de la crisis energética mundial actual, la transicion energética adquiere un rol
medular. La transicidn energética no es caracteristica de la época contemporanea. A lo largo
de los ultimos mil afios la humanidad ha experimentado muchas transiciones energéticas:
de la fuerza muscular a las energias hidriulica y edlica; de la energia hidraulica a la de
vapor; del carbén al petrdleo y al gas; de la luz de gas a la luz eléctrica; de los vehiculos
de traccion animal a los automdviles; y asi sucesivamente. Cada nueva forma de energia se
fue integrando en el sistema socioeconémico y nunca reemplazd por completo a las formas
anteriores. Las transiciones energéticas son progresivas y no solo conciernen a la fuente de
energia sino también a como se convierte, almacena y utiliza la energia misma [10].

La transicion energética actual se centra en el cambio de fuentes convencionales de energia
para generar electricidad por fuentes basadas en energias renovables. Asi, este proceso
procura el decrecimiento en la produccion de energia mediante combustibles fosiles [10].
A la par de la transicidn energética actual se tiene la electrificacién masiva de los distintos
sectores de la actividad humana, como lo son la industria, el transporte, los comercios,
la vivienda y los sectores econdmicos por lo cual el éxito de esta transicion dependera de
generar cambios fundamentales en las arquitecturas energéticas de cada sector de actividad
que aseguren menores costos tanto ambientales como econdmicos [11].

IRusia es el mayor exportador de combustibles fdsiles del mundo [9].
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1.2.2. Electrificacion

La acelerada expansion actual del uso de la electricidad como medio de energia para rea-
lizar trabajo con diversos fines y a distintas escalas responde no solo a la versatilidad y a
la controlabilidad de esta forma de energia, sino también a la posibilidad de que esta sea
generada a partir de energias renovables y de bajas emisiones de carbono. En ese sentido,
investigaciones recientes sefialan que el presente proceso de electrificacion se encuentra
en una etapa con caracteristicas propias de cambios en la estructura energética y por en-
de que es fundamental realizar investigacion interdisciplinaria que integre los campos de
ingenieria, informética, ecologia, economia y gestion. Con este enfoque, se hace factible
una mayor eficiencia energética y un aumento en la generacion de electricidad a partir de
fuentes renovables, viabilizando la posibilidad de mantener estable el costo para los con-
sumidores [11].

Recientemente ha surgido una nueva fase de electrificacion: la creacion de ciudades inte-
ligentes [12], en esta las estructuras separadas de suministro de energia, calor, gas, agua,
y de telecomunicaciones forman un sistema de sistemas que requiere nuevos enfoques de
control y despacho [11]. Asi, ante los nuevos retos que supone el fenémeno de electrifica-
cién es importante abordar las soluciones a su problematica de manera interdisciplinaria,
es decir, incluyendo desde el disefio fisico, la arquitectura de funcionamiento, la creacion
y distribucidn de las tecnologias, el almacenamiento energético, etc, hasta la operacion de
los usuarios para garantizar soluciones reales a mediano y largo plazo.

1.3. Energias renovables

Las energias renovables consisten en aquellas formas de energia que son producidas por
fuentes naturales cuyas tasas de renovacidn son mayores a sus respectivas tasas de consu-
mo. Dada su abundancia en los entornos naturales, las fuentes de energias renovables son
capaces de proveer de manera sostenible la energia necesaria para cubrir las necesidades
humanas bésicas e industriales. Mas adn, la generacién de electricidad a partir del aprove-
chamiento de fuentes de energias renovables produce emisiones netas de gases de efecto
invernadero menores que aquellas resultantes de la quema de combustibles fosiles, de ma-
nera que este tipo de fuentes de energia tiene un papel destacado en las acciones llevadas
a cabo para mitigar el cambio climético antropogénico [11, 13, 14].

El Grupo Intergubernamental de Expertos sobre el Cambio Climatico de la Organizacion
de las Naciones Unidas establece en su informe sobre fuentes de energia renovables y mi-
tigacion del cambio climdtico que las fuentes de energia de nulas o bajas emisiones de
carbono son: la solar, la edlica, la geotérmica, la hidroeléctrica y la oceénica [13].
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La energia contenida en la radiacion electromagnética proveniente del Sol puede aprove-
charse actualmente de forma sistematica a través de paneles solares y colectores solares para
contribuir con el suministro eléctrico y térmico, respectivamente, a nivel tanto doméstico
como industrial [11, 13]. La energia solar tiene las ventajas de ser hoy en dia econémica-
mente accesible, esencialmente inagotable y de produccion local. La energia cinética del
viento, por otro lado, es ampliamente aprovechada alrededor del mundo mediante el uso
de turbinas edlicas para generacion de electricidad. Atun cuando los vientos son variables y
mayormente impredecibles, el desarrollo de fuentes de energia edlica no se ha encontrado
con obstaculos técnicos insuperables [13].

Las fuentes de energia geotérmicas utilizan la energia térmica generada naturalmente en el
interior de la Tierra. Una vez extraida, la energia geotérmica puede utilizarse como sumi-
nistro de energia térmica o para producir electricidad, mediante gradientes de temperatura.
Contrario a las fuentes solares y edlicas, las fuentes geotérmicas son constantes y, por ende,
ofrecen un suministro energético ininterrumpido [13].

Por otra parte, la energia asociada al movimiento del agua cuando esta desciende de forma
pronunciada ha sido aprovechada histéricamente para la realizacion de trabajo. Particular-
mente, las centrales hidroeléctricas generan electricidad de esta forma a partir de embalses
y turbinas hidraulicas [14]. La produccién de hidroelectricidad tiene la ventaja de ser con-
trolable, por lo que permite cubrir los picos de demanda eléctrica y ayuda a equilibrar los
suministros eléctricos de aquellas fuentes renovables de produccion variable [13]. Mas aun,
la creacion de embalses para las centrales hidroeléctricas trae consigo beneficios adicio-
nales para la vida humana como son suministros de agua potable para consumo o riego,
control de crecidas de los rios, entre otros.

Finalmente, las fuentes de energia ocednica aprovechan la energia potencial, cinética, tér-
mica o quimica del mar mediante tecnologias como muros de contencién de mareas, turbi-
nas submarinas y una gran diversidad de dispositivos que permiten explotar la energia del
oleaje y de los gradientes de salinidad para la generacion de electricidad. Al tener su ori-
gen en fendmenos con diferentes grados de predictibilidad, las fuentes de energia oceénica
pueden ser suministros energéticos de régimen variable, constante e incluso controlable
[13].

La implementacion exitosa de la transicion energética a energias renovables requiere nece-
sariamente de la optimizacion y la adecuacion de las diferentes tecnologias existentes para
volverlas més eficientes y de menor impacto medioambiental [11, 13]. Sin estas medidas
preventivas, un incremento desmedido en la dependencia del suministro eléctrico en las
fuentes de energias renovables podria conducir a fallos de abastecimiento dadas la variabi-
lidad, disponibilidad por ubicacidn, capacidad de abastecimiento y otras especificaciones
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técnicas de este tipo de fuentes [11].

1.4. Energiay usuarios

Las fluctuaciones generadas por la creciente demanda de electricidad en las redes de sumi-
nistro eléctrico han ocasionado recientemente interrupciones en el servicio que han afec-
tado de manera directa a la poblacion civil. Como respuesta a esta problemética se ha pro-
puesto una serie de medidas cuyo fin es reducir estas fluctuaciones, entre las cuales destaca
el incentivar a los usuarios a ajustar sus patrones de consumo. Un ejemplo de este tipo de
estrategias es la técnica de respuesta a la demanda, la cual tiene por objetivo reducir el uso
de energia eléctrica durante los picos de consumo, ocasionando ademas un decremento de
la variabilidad de la demanda [15].

Las principales variables que influyen en la demanda de energia eléctrica son la hora del
dia, el dia de la semana, las festividades, el mes del afio, las condiciones meteoroldgicas, es-
pecialmente la temperatura media del ambiente; y el precio. La variabilidad de la demanda
de energia eléctrica, la cual puede darse a lo largo de los dias e incluso a lo largo de las ho-
ras del dia, genera una incertidumbre al sistema eléctrico que afecta de forma significativa
el costo final de este servicio [16]. Este costo involucra la generacion, el almacenamiento,
el suministro y el consumo de este bien. Por lo tanto, el optimizar el consumo de energia
eléctrica involucra a todos los sectores y beneficia no solo a los proveedores sino también
a los usuarios finales.

1.5. Energia en México

La produccion de electricidad en México tiende a ajustarse estrechamente a su demanda,
la cual esta impulsada por el crecimiento econdémico y poblacional, asi como por los cam-
bios en la estructura de la economia. En México, la electricidad se utiliza principalmente
para calefaccidn, refrigeracion, iluminacidn, cocina y para alimentar dispositivos, electro-
domésticos y equipos industriales. El consumo eléctrico per cipita en México en 2023 fue
de 2.42 MWh / Capita [17].

Uno de los usos domésticos que mayor cantidad de energia eléctrica consume es el desti-
nado al confort térmico por medio de acondicionadores de aire. Considerando la ubicacién
geografica de México, y que buena parte del afio las temperaturas se encuentran por encima
de los 25°C en diversas entidades del pais, véase por ejemplo el mapa de la figura (1.1),
la climatizacién resalta como una demanda considerable al suministro energético asi como
un gasto importante para los consumidores.
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Por ello, la Comisiéon Federal de Electricidad (CFE) ha emitido una serie de recomen-
daciones para no provocar un aumento considerable en la demanda de energia eléctrica
durante el verano, especialmente entre las 6:30 pm y la 1:00 am. De acuerdo con la CFE
este exceso en la demanda es ocasionado principalmente por el uso simultaneo de equipos
eléctricos para refrescar los hogares y el consumo habitual de luces, pantallas, lavadoras y
otros electrodomésticos [18].

Aunado a lo anterior, las recomendaciones incluyen ajustar los equipos acondicionadores
de aire a no menos de 23°C y la planificacion de actividades en las que se requiera utili-
zar electrodomésticos en horarios fuera de los picos de demanda [18]. De esta manera se
entrevé que la solucion al problema de la electrificacion depende tanto de la generacion de
energia eléctrica a partir de fuentes de cero o bajas emisiones de gases causantes del efec-
to invernadero, del almacenamiento y de la distribucién adecuados y del mantenimiento y
mejoras constantes en la infraestructura eléctrica, como del consumo responsable por parte
del usuario.

Adicionalmente, resulta indispensable la participacion activa de los desarrolladores tecno-
l6gicos en la mejora de sus dispositivos, orientdndolos hacia una mayor eficiencia energé-
tica. Para ello, se deben implementar politicas publicas que obliguen a las empresas del
sector a optimizar el desempeio energético de sus productos y a establecer limites en las
emisiones de gases de efecto invernadero. Entre estas medidas destacan los sistemas de
etiquetado como Energy Star, que identifica productos que cumplen con estandares de efi-
ciencia mas estrictos que los convencionales, asi como las Normas Oficiales Mexicanas
(NOM), las cuales han demostrado beneficios tanto en la reduccion del consumo energéti-
co como en la generacion de ahorros econdémicos [19, 20].

Para determinar qué acondicionador de aire es superior en términos de eficiencia se deben
considerar la eficiencia energética, la capacidad de enfriamiento, si cuenta con certificacion
Energy Star y el costo a largo plazo dado por la relacién entre el consumo energético,
el mantenimiento y la vida util, més alla del precio inicial de compra [21]. Finalmente,
cabe destacar que dentro del sector privado se tiene la opinion de que establecer politicas
adecuadas para estandarizar las tecnologias ha permitido competencias mas equitativas
[20].

1.5.1. Precios de la electricidad en México

La Secretaria de Hacienda y Crédito Pablico (SHCP) es la entidad encargada de establecer
las tarifas finales de energia eléctrica del suministro basico a usuarios domésticos. Esta tari-
fa se ajusta dependiendo de la localidad y de la temporada. Particularmente, para establecer
la tarifa en una localidad se considera la temperatura media minima en verano en grados
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Temperatura minima promedio mensual (°C)
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Figura 1.1: Temperatura media minima mensual en (°) C en México en julio de 2024. Se observa
que la mayoria de los estados encuentra su media minima por encima de los 20°C [1].

centigrados; asi, las tarifas tipo 1A son las que encuentran su temperatura media minima
en 25°C, la 1B en 28°C, la 1Cen 30°C,la 1D en 31°C,la 1IEen 32°C y la 1F en 33°C [22].
En la tabla (A.1), mostrada en el apéndice A, se puede observar la tarifa establecida por la
SHCP para el afio 2025.

Por otro lado, respecto a la temporalidad, la CFE cuenta con una tarifa diferente para la
mayoria de localidades en el pais durante el verano, definido por esta comision como “el
periodo que comprende los seis meses consecutivos mds cdlidos del ario” [22], 1o cual, si
bien implica una reduccion en la tarifa por kWh en el consumidor, al final impacta direc-
tamente en los precios en todas las etapas que involucran el uso del sistema eléctrico, pues
se tiene una mayor demanda, como se mencioné previamente.
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1.6. Soluciones a la problematica mediante el uso de la
teoria de control optimo

Diversos objetivos relacionados con la sostenibilidad —como la planificacion estratégica
para maximizar la captura de carbono [4], la reduccion del consumo de combustible [23],
de emisiones de gases de efecto invernadero [24, 25], del uso de gas natural [26] y del
consumo eléctrico en vehiculos hibridos enchufables [27, 28]— asi como la mejora en la
eficiencia de tecnologias verdes [29], la optimizacion del prondstico de demanda energé-
tica [16] y la promocién del desarrollo sostenible [30], han sido abordados mediante la
formulacion de problemas que restringen o penalizan el uso de ciertos recursos y buscan
maximizar el rendimiento de otros. Estos objetivos se pueden modelar, estudiar y resolver
mediante herramientas de calculo de variaciones y control 6ptimo, tales como el Principio
del Maximo de Pontryagin y otras técnicas geométricas y de anélisis funcional.

Estas problematicas implican la toma de decisiones secuenciales en el tiempo, dentro de
sistemas gobernados por dindmicas complejas [30]. Para abordarlas, se recurre a la mode-
lacién matematica y a la optimizacion de una funcién objetivo mediante herramientas de la
teoria de control 6ptimo. Entre las estrategias utilizadas se encuentran la Estrategia de Mi-
nimizacién de Consumo Equivalente (ECMS) aplicada a vehiculos PHEV, la programacion
econdmica de sistemas eléctricos con integracion de fuentes renovables y almacenamiento,
y la optimizacidn de trayectorias bajo distintas restricciones operativas.

En esta tesis se estudia la minimizacidn del costo asociado al consumo de energia eléctrica
en un sistema de acondicionadores de aire, considerando un suministro energético limitado
y la necesidad de mantener la temperatura dentro de rangos de confort en espacios cerrados
e independientes. Este objetivo no solo busca optimizar el uso de recursos, considerando
ademds la variabilidad en la disponibilidad de fuentes renovables como la energia solar,
sino también minimizar el costo final de operacidn y la demanda total de energia. Para ello,
se emplean herramientas tedricas y numéricas del control 6ptimo que permiten modelar y
resolver este tipo de problemas de manera rigurosa. En el capitulo siguiente se presentan
los principales resultados tedricos que serviran de base para el desarrollo de la metodologia
propuesta.



Capitulo 2

Teoria del control 6ptimo

Si las decisiones del presente no afectaran el futuro seria suficiente tomar la mejor de-
cision para el presente a cada instante [31]. Sin embargo, las decisiones del presente
afectan los eventos del futuro ya sea volviéndolos realizables, imposibles o alterando
sus costos.

La teoria del control 6ptimo se centra en encontrar las mejores decisiones para moldear, a
conveniencia, los eventos del futuro. El génesis de la teoria de control 6ptimo se sobrepone
con el del célculo de variaciones y puede rastrearse hasta los origenes de la antigua Grecia,
en la cual ya se conocia que el camino mas corto entre dos puntos estd dado por una linea
recta y que la solucién del problema isoperimétrico, también conocido como problema de
la reina Dido, es un circulo [32].

Después de mas de 25 siglos, la teoria del control 6ptimo resurgio de la solucion hallada
al problema de la braquistocrona de Johann Bernoulli en 1697 que posteriormente fue es-
tudiada y ampliada por Euler y Lagrange. A su vez, las ecuaciones de Euler y Lagrange
fueron reformuladas por Hamilton y formalizadas por Weierstrass [32]. En el siglo pasado,
la teoria del control 6ptimo fue rigurosamente formulada durante la década de 1950 en la
Union Soviética por L. S. Pontryagin y sus colaboradores [31], en un ambiente marcado
por la busqueda de aplicaciones militares en la Guerra Fria.

Si bien, durante el siglo pasado se consideraba como una parte del calculo de variaciones
[31, 32], en la actualidad, la teoria de control ptimo ha sido complementada y formalizada
por muchos otros investigadores en todo el mundo y se considera que es, en realidad, una
generalizacién mucho mas rica y amplia que el calculo de variaciones. Afortunadamente,
sus aplicaciones van mucho mas alla de lo militar. Un ejemplo de ello es el presente trabajo,
que busca contribuir a la determinacidn de estrategias Optimas para mantener un ambiente

12
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en confort térmico mediante un uso adecuado de la energia disponible, siguiendo enfo-
ques previamente estudiados en la literatura [2, 33] pero, aportando nuevas perspectivas y
mejoras.

2.1. El problema del control optimo

En la teoria del control 6ptimo se pretende dominar el estado de un sistema mediante con-
troles con el objetivo de optimizar un funcional. Un funcional es una regla de correspon-
dencia que asigna a cada funcién x € Q! un Gnico niimero real; intuitivamente, se dice que
un funcional es una funcién de funciones [34, 35]. En este contexto, optimizar significa
encontrar la funcién que minimiza o maximiza un funcional, la cual recibe el nombre de
extremal. Asi, se tiene que la funcién u* es un minimo relativo para el funcional J si el
incremento AJ (u, u*) .= J(u) — J(w*) > 0.

Ahora, el funcional que se desea minimizar puede estar sujeto a ciertas restricciones, que
pueden estar escritas en forma de igualdades, desigualdades o ambas. Al minimizar, es
primordial fijar un objetivo dependiente de las variables caracteristicas del sistema. Esto
se condensa en el problema fundamental del control 6ptimo, el cual busca minimizar el
funcional de costo, J, siguiente,

J=/ff(t, x(1), u(r))dt, 2.1

donde
x(1) = (x,(2), x,(1), ..., x,,(1)),

es el vector de estado, con n € N, que es dirigido a un objetivo especifico mientras es
gobernado por el vector de ecuaciones diferenciales de primer orden?

xX'(t) = g(t, x(1), u(1)),
también llamado dindmica del problema [34], y donde
u(t) = (ul(t)7 Ll2(t), seey uK(t))’

con K € N, K < n, es el vector o la funcion de control. Al conjunto de valores que puede
tomar la funcién de control u se le llama conjunto de controles admisibles y se le denota

1Q es el dominio del funcional.
2Cualquier problema que contenga derivadas de orden mayor puede transformarse en uno cuya derivada
de mayor orden sea uno.
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por U. Ademas, f y g son funciones continuamente diferenciables de los tres argumentos
independientes ¢, x y u, ninguno de los cuales es una derivada, es decir, f (¢, x(¢), u(t)) y
g(t, x(1),u(t)) no dependen de ninguna derivada de x o de u como lo serian x” o u/, etc.
Ademis, se consideraque #,, 1, y x(#,) = x, estan fijos pero x(z ;) es libre [31]. A la funcién
f se le suele llamar funcion de costo corriente.

El problema del control 6ptimo

min/ ' f(t, x(), u(t))dt, 2.2)

sujeto a x'(t) = g(t, x(1), u(t)), (2.3)
uit) eU()c. t. t, 2.4)

fos 17, X(1g) = X, fijas;  x(z,) libre. 2.5)

Para incluir la dindmica en el problema de minimizacién 6ptima y encontrar las condiciones
necesarias que deben cumplir nuestras variables se hara uso del teorema conocido como

Principio del M4ximo de Pontryagin enunciado para minimos>.

2.2. Condiciones necesarias:
Principio del Minimo de Pontryagin

Fisicamente, los controles realizables requieren tener magnitudes limitadas, que a menudo
surgen como restricciones de estado, por ejemplo, la corriente en un motor eléctrico no
debe exceder un cierto valor para no dafiar las bobinas o el radio de giro de una aeronave
de maniobra no puede ser inferior a un valor minimo especificado [35].

Como se menciono en la seccion (2.1), en el problema de control 6ptimo el objetivo es
encontrar el control 6ptimo, u*, que haga que el funcional J tenga un minimo relativo.
Para que J tenga un minimo se necesita que el incremento del funcional de costo, AJ,
cumpla la siguiente desigualdad

AJ(u,u*) :=Jw)—JW) >0, (2.6)

3Lev Semiénovich Pontryagin lo formulé como el Principio del Maximo pero debido a la naturaleza de
los controles buscados se continuara con la notacién para minimos, la diferencia radica en el sentido de la
desigualdad.
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para todas las funciones de control u que toman valores en el conjunto de controles ad-
misibles U C RX, suficientemente cercanas a u*. Notese que tomando u = u* + éu, lo
suficientemente “cercana” a u*, entonces el incremento en J puede expresarse como

AJ (¥, 6u) = 6J(u*, 6u) + O[6x(1)]%, [6x' ()], 2.7)

donde x(7) es la trayectoria 6ptima resultante y O([6x(2)]%, [6x(1)]?) son los términos de
orden cuadratico o superior. En este caso ou corresponde a la variacion de la funcién u y
oJ es la variacion del funcional J evaluada para u. Por definicion, 6J incluye tinicamente
los términos lineales en ou; ademas, se tiene que los términos de orden superior, los cuales
dependen de la norma de u, tienden a cero cuando ||éu|| — 0, [35].

Considerando todas las variaciones con ||ou|| suficientemente pequeiia tal que el signo de
AJ esté determinado por 6J, entonces, la condicion necesaria para que u* minimice J,
ecuacion (2.6), es equivalente a

6J (u*, éu) > 0. (2.8)

Para incluir la dindmica del problema, (2.3), en el problema de minimizacion, ecuacion
(2.6), se define el funcional aumentado J, mediante la introduccion de los multiplicadores

de Lagrange p(t) = (p, (1), py(0), ..., p,(1)):
Iy
J () = / {1(1x0.u0)) + p0)| 806,50, u0) = ¥ o 2.9)
también, se define la funcién de costo aumentada f .
[o(x@), X' @), u(®), p(®), 1) 1= f(t,x(1), u(?) + p(t) [g(t, x(1), u(t)) — X’], (2.10)
de modo que el problema ahora es equivalente a minimizar J,
Iy
J () = / { £,0e(0, X' (0), u(®), p0), 1) }dz, @.11)

y por lo tanto se busca que 6J, > 0, equivalentemente a (2.8). Para determinar la variacion
de J, considerando x(1y) = x, , y t, fijas y x(¢,) libre, se introducen las variaciones 6x,
6x', du'y 6p, de modo que al tener 5J, evaluada en el control Gptimo entonces se cumple*

4Este resultado es el teorema fundamental del célculo de variaciones. Si u* es un extremal, la variacién
de J debe anularse en en u*: 6J (u, 6u™) = 0 para todos los éu™ admisibles.
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que

* 0fg * £ * *
0J,w") =0 = [036’ (X" (), X7t ) u™ (2 ), p7(2 ), tf)] 0x;

g afg % 2 * :
+/ ox’ (x'(tf)’x ‘(tf)9u (tf)9p*(tf)’ tf)

of, .
d ( S X ), (1), P, t,»)] 5x(1) (2.12)

_5 ox

afg * 1% * *
+ E(x (tf)’x (tf),u (tf)7p (tf)’tf) ou(t)

afg * 23 * *
+ G O X )01 | 800

Primero notamos que el término dentro de la integral se puede escribir explicitamente en
términos de f, g y p como sigue

/ ' { { [f)—f(x*a), W (o), r)] ) [a—g(x*m, u (o), r)]
1o X ox

- S }6x(t) ; Kﬁ(x*m, u (1), t)) ; p*(t)(a—g(x*ox u* (o), t))] su(t)
t ou ou

+ [(g(x*(t), u*(1),1) — x')] 5p(t)}dt;

ahora, para cualquier extremal, sin importar las restricciones, esta integral es nula [35, P4g.
187]. Notese pues que, por la ecuacion (2.3),

(2.13)

<g(X*(t), u(t),1) — x’)ép(t) =0.

Dado que el extremal debe satisfacer también la ecuacion (2.3) entonces 6p(t) = 0, por lo
cual el dltimo término se anula. El término con éu(t) se anula pues 6J estd evaluado en
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u*(t), con lo cual é6u = 0. Como los multiplicadores de Lagrange son arbitrarios, se puede
elegirlos de modo en que el coeficiente de 6x sea cero, asi se tiene la siguiente igualdad

0 0
—p"(@) = [_ag (x* (), u*(1), t)] P+ 91 (x* (), u* (1), 1). (2.14)
X ox

Finalmente, como 6J,(u*) = 0, el término de afuera de la integral en la ecuacion (2.12)
también debe anularse, esto es,
p(t;)ox, =0. (2.15)

Lo cual implica que p*(¢,) = 0 ya que 6x, # 0 pues x, es libre. Por otro lado, se define la
funcién hamiltoniana como: H (x,u, p,t) 1= p(t)g(t, x,u) + p,f(t, x,u) , donde p, recibe
el nombre de multiplicador de costo y es una constante real positiva a la cual se le suele
asignar el valor de la unidad para poder obtener la informacion proveniente de la funcién
de costo corriente f [36, Pag. 438] [31, Pag. 219], por lo cual, nuestra definicioén de la
funcién hamiltoniana sera la siguiente:

H(t,x,u,p) := pt)g(t, x,u) + f(t, x,u). (2.16)
el incremento del funcional J, ecuacién (2.7), se puede escribir como sigue:

AJ W, 6u) = — p*ox, + H(x*(t,),u"(t,), p*(t))ot
1y
+ / {p'*(l) + aa—il(x*(t), u (1), p*(1), )6 x(1)
+ aa—lj(x*(t), u* (1), p* (1), )ou(t) (2.17)

+ 2w 0.0 0.0 0.0 - 30590 } &
P

+O([6x()P, [6x'(M)]).

Si las ecuaciones de estado se satisfacen y p*(¢) se selecciona de modo que el coeficiente
de 6x sea idénticamente cero en la frontera se tiene que

AJ(u*, 6u) = / ' aa—Ij(x*(t), u* (1), p* (1), Héu()dt + O([5x()*[6x' (D)]?); (2.18)

cuando se cumple (2.15), la cual reescrita en términos de H es

—p*(t;)ox, + H(x"(t,),u"(t;),p"(t,),1,)0t, = 0, (2.19)
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Es decir, el incremento en J depende de la (0 H /du). Nétese que se puede aproximar el
valor de la pendiente de la funcién hamiltoniana en u* en términos de u+du en una vecindad
suficientemente pequeiia de u* como sigue

aa—Ij(x*(t), u' (1), p*(1), H6u(t) = H(x* (1), u" (1) + u, p*(1), 1) — H(x* (1), u" (1), p (1), 1),
(2.20)
entonces, se cumple que el incremento en J, ecuacion (2.18), estd dado por la siguiente
igualdad

l‘f X *
AJ (u*, 5u) =/IO [H(x 0, u* (@) + u, p*(1), 1) — H(x* (@), w” (1), p (1), ’)]dt (2.21)

+ O([6x(nPP[6x' (D],

expresion en la cual los términos de orden superior tienden a cero y por ello la integral
domina el lado derecho de esta igualdad. Asi, los controles u son tales que se cumple la
siguiente desigualdad

/ ' [H(x*(t), W0 + Su, pr(0). 1) — H* @), (1), p (D), t)] dt > 0, (2.22)

para todos los valores admisibles de ou en la vecindad. Esto es, la funcién hamiltoniana
evaluada en estos controles satisface

H(xX(0),u™ (1) + 6u, p™(1), 1) = H(xX™(1),u* (1), p(1), 1), (2.23)
expresion que es equivalente a la desigualdad siguiente
H(x*(0),u™(1), p*(1), 1) < H(x*(1), u(®), p*(2), 1), (2.24)

para todo 7 € [7,7,].

La desigualdad (2.24) se conoce como el Principio del Minimo de Pontryagin, PMP. Todo
control 6ptimo debe satisfacer el Principio del Minimo de Pontryagin, pero no todos los
controles que satisfacen el PMP son 6ptimos.

Teorema 2.1 (Principio del Minimo de Pontryagin). Dado el problema de control éptimo
(2.2)-(2.5) y la restriccion de control (2.4), con las mismas condiciones de continuidad
dadas para f,g, f,, g, en la seccion (2.1). Para que (x*(t),u*(t)) sean los éptimos para
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este problema es necesario que existan las funciones continuas p(t) = (p,(?), ..., p,())
tales que V't € [t,,t 71 se cumpla :

H(x*(1),u" (1), p*(1), 1) < H(X*(2),u, p*(1), 1), (2.24)
con la funcion hamiltoniana H definida por

H(t,x,u,p) = f(t.x,u) + ) p,g(x.u.1). (2.25)

i=1

Es decir, si u* es 6ptimo, existen el coestado p y los multiplicadores tales que se cumple la
condiciéon de minimo del Hamiltoniano y son tales que satisfacen las condiciones de opti-
malidad, las cuales suelen expresarse en términos de la funcidén hamiltoniana, H (¢, x, u, p),
ecuacion (2.16), como sigue (en lo subsecuente la notacion para derivada parcial serad por
medio de subindices):

Remark 2.2 (Condiciones necesarias de optimalidad).

X'(1) = H,(t,x",u", p*) = g(t, x" (1), u" (1)), (23)
H,(t,x*,u*, p*) = f,(t,x",u") + p*()g,(t, x*,u*) =0, (2.26)
—p¥(t) = H(t, X", u*, p*) = f.(t, x*,u*) + p*(Dg, (t, X", u¥), (2.14)
H(, x*u*,p*) < H(t,x",u, p*). (2.24)

2.3. Suficiencia

En la seccion anterior se encontrd que si H, = 0 se tiene una condicidn necesaria para
optimalidad; sin embargo, para garantizar que la funcién hamiltoniana tenga un minimo
local, o global, en u* una condicién suficiente es que su segunda derivada parcial respecto
al control sea definida positiva:

H, (t,x"(),u" (), p*(t)) > 0. (2.27)

Sin embargo, si f y g son conjuntamente convexas en x, u* y p, cumpliendo las condiciones
necesarias de optimalidad, Remark (2.2), entonces las condiciones necesarias también son
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suficientes en el problema de control 6ptimo [31, Pag. 133]. Es decir, si f es convexa no
es necesario verificar que H,, > 0 para asegurar que el 6ptimo es un minimo global.

Condiciones suficientes

H,(t,x*(t),u" (1), p(t)) > 0. (2.28)

2.4. Restricciones de estado

En la teoria del control 6ptimo es usual denotar por U al conjunto de controles admisibles,
es decir, al conjunto de valores que puede tomar la funcién de control u(¢), (2.4). Dada una
funcién u(r) : I — U, ala solucién del problema de valores iniciales x = f (¢, x(t), u(t)),
x(0) = x,, se le llama trayectoria; cuando una trayectoria satisface las restricciones co-
rrespondientes en todo el intervalo, recibe el nombre de trayectoria admisible [35, Pag.
6].

Estas definiciones resaltan el papel fundamental de las restricciones para que el problema
(2.1) modele adecuadamente un sistema real, garantizando que tanto las trayectorias como
los controles sean factibles, es decir, tengan sentido en un contexto de aplicacion.

Las restricciones pueden aplicarse al conjunto de controles, a las variables de estado y/o al
tiempo. A continuacidn, se describen tres casos particulares de restricciones consideradas
en este trabajo.

La primera restriccion se refiere a la no negatividad de las variables de estado. Siguiendo
a [31, Pag.230] y a [37, Pag. 323], cuando una variable de estado, o una funcién de es-
ta, debe ser no negativa para conservar sentido fisico, la restriccion se introduce de forma
explicita en el problema de control 6ptimo, ecuaciones (2.2)—(2.5), afiadiendo el multipli-
cador de Lagrange #(t) asociado a la condicion k(t,x) > 0, (n puede ser una funcién o,
mas generalmente, una medida) de manera que la funcion hamiltoniana toma la forma

H = f(t,x,u)+ q(t)g(t, x,u) + n(H)k(t, x), (2.29)

con

0 — PO+ [ k(s x()n(ds) 1 € [t 1)
TOTA pp+ f, kals. x(Dm(ds)  1=1,.

La ecuacion para el coestado, (2.3), se modifica a

-y =H, = f.+4qg8, +nk,, (2.30)
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ademés de las condiciones necesarias estindar, Remark (2.2), ahora se debe cumplir la
pareja de condiciones de complementariedad

El segundo tipo de restriccion considerado recibe el nombre de restriccion isoperimétrica
y ocurre cuando en el problema de control 6ptimo, ecuaciones (2.2)- (2.5), se tiene una
restriccion integral como la siguiente

iy
/ G(t,x,u) <E, (2.32)
Ty

donde G es continua y dos veces diferenciable, y E es un nimero dado. Esta restriccion
se reescribe de manera diferencial mediante la técnica de aumentacion de estado la cual
consiste en la introduccidn de la variable adicional x,,,,(f) como sigue:

x! () =G, x,u),
X,41(tp) =0,

de modo que la ecuacion (2.32) es equivalente a las restricciones (2.33) [31, Pag. 228].

Las ultimas dos condiciones de (2.33) son ejemplos del tercer tipo de restricciones aqui
estudiado, las cuales reciben el nombre de restricciones de punto inicial y final. Esto signi-
fica que las condiciones x(f,) = x, fijay x(z,) libre se sustituyen por una mas general que
se puede expresar como

(x(1y), x(1)) € &,



CAPITULO 2. TEORIA DEL CONTROL OPTIMO 22

donde & C R?" es un subconjunto cerrado. Cuando se considera dicha restriccion en el
PMP aparece una nueva condicion llamada condicion de transversalidad, la cual puede
expresarse de la siguiente manera:

Condicion de transversalidad

(p(te): —q(t ) € Ne(x"(ty), x (1)), (2.34)

donde N (x*(t,), x*(t 7)) es el cono normal de € en el punto (x*(7), x*(Z ).

Tomando, por ejemplo, las ecuaciones (2.33) en consideracion, la condicién (2.34) implica
que
Gui1(ty) 2 0. (2.35)

2.5. Resultados de relajacion y de existencia

Notese que, hasta el momento, se ha estudiado como identificar posibles soluciones del
problema (2.1), sin embargo, no se puede garantizar que dichas soluciones existan.

De acuerdo con [36, Pag. 474], para que el conjunto de las trayectorias admisibles x(7)
sea cerrado (lo cual es relevante para que se cumplan algunos resultados de existencia de
soluciones), se debe cumplir que el conjunto de controles admisibles U sea compacto y que,
para cada par (¢, x), el conjunto de todas las velocidades posibles, g(¢, x, U), que se pueden
generar desde el punto (¢, x), variando u(¢) dentro del conjunto de controles permitidos U,
debe ser convexo, donde

gt,x,U) :={gt,x,u) |lue U}. (2.36)

Asi, al tener una sucesion de trayectorias admisibles, x,(t), tales que converjan a la funcion
x(t), entonces x(¢) también serd una trayectoria admisible.

Sin embargo, si alguna de estas hipotesis no se cumple, como se menciona en el Teore-
ma (B.1), existe la posibilidad de que los conjuntos de velocidades no sean convexos por
lo cual, se considera lo que se conoce como un conjunto de trayectorias relajadas en el
intervalo [#,, 7] el cual contendré a las trayectorias originales [36, Pag. 477].

El conjunto de trayectorias relajadas es el conjunto de trayectorias que resultan de sustituir
el conjunto de velocidades original, por la cerradura de su envolvente convexa. El resultado
sobre trayectorias relajadas mas relevante para este trabajo, es que se puede aproximar una
trayectoria relajada mediante trayectorias del sistema original tanto como se desee.
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2.6. Teorema de existencia

El problema de control (2.1) se puede escribir de la siguiente forma

donde £ C R y Q := {(t,x) € [t,, 1,1 X R” | k(t,x) > 0}. Se tienen, entonces, los
elementos necesarios para enunciar el siguiente teorema de existencia.
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(t,x) € Q; existe una constante Ay tal que (t,x) € Q, u € U(t) = f(t,x,u) > Ay,
(e) la proyeccion {y € R" : (y,b) € € para algiin b € R"} de € es acotada;
(f) existe k € L'(ty,1,) tal que, para casi todo t, u € U(t) = |u| < k().

Entonces, si hay por lo menos un proceso admisible (x, u) para el cual J(x,u) es finito, el
problema admite una solucion [36, Pdg. 481].

En la siguiente seccion se verd que el problema de gestion energética en su formulacion
convexa satisface las condiciones del Teorema (2.3).



Capitulo 3

Convexificacion en control optimo para
la gestion energética de termostatos

En esta seccion se plantea el problema de minimizar el costo econdmico asociado a la
regulacién de la temperatura en un conjunto de espacios interiores, cada uno regulado por
su respectivo sistema de aire acondicionado alimentado con energia solar. Se formula este
objetivo como un problema de control 6ptimo, describiendo las variables involucradas, las
restricciones pertinentes y el tratamiento adecuado de las mismas.

3.1. Planteamiento del problema de gestion energética

Se tiene un sistema de n acondicionadores de aire (AC) cuyo suministro energético pro-
viene de un Unico generador eléctrico con energia eléctrica total almacenada E que puede
suministrar. Cada AC, se encuentra a una respectiva temperatura interior al tiempo ¢, des-
crita por la variable de estado {x,(#)}'_,, y cuenta con los botones de encendido y apagado
{u;(1)}"_, que le permiten controlar, hasta cierto punto, esos respectivos estados. Las con-
diciones iniciales de los AC’s estan dadas por {x,,()}"_,, y cada AC; estd sujeto a los
niveles de confort térmico restringidos por los intervalos [L;, U, ,.];’: - Ademas, se considera
que la temperatura del ambiente es mayor que el maximo de las temperaturas deseables
x(r) > max,U,.

La temperatura de cada interior, correspondiente al lugar cerrado y aislado en el cual se
encuentra cada AC; (cuyo comportamiento a lo largo del tiempo es descrito mediante la
variable de estado {x,(7)}’_,), obedece la ley de enfriamiento de Newton con un respectivo
coeficiente de conveccion «; y esta sujeta al control u,(f) con coeficiente térmico f,. De

25
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L/
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Fuente natural de energia

Temperatura ,
. Tecnologia verde
del ambiente
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energético
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Figura 3.1: Escenario del problema de gestion energética. Se tiene un conjunto de n espacios
interiores, por ejemplo, que cuentan con acondicionadores de aire cuya energia es suministrada
por una tecnologia verde, en este caso celdas solares conectadas a una central de almacenamiento
energético.

modo que su evolucidn queda descrita por la siguiente ecuacion diferencial:

X(0) = —a,(x,(1) = R(0) = B (1), i =1, 3.1)

donde X(7) es la temperatura ambiente, y los coeficientes «; y f; son positivos, a;, f; > 0.

Puesto que el objetivo del estudio es optimizar el uso de los AC; de modo que se minimice
el costo de la energia eléctrica utilizada, matematicamente se busca minimizar el funcional
de costo, J (1), dado por

Jw) = / f(t,u,x)dt = / ' ﬂ(t)(ul(t) +uy(t)+ - + un(t)>Pdt, (3.2)
0

donde u(?) € {0, 1}", z(¢) es la predicciéon de precios dependiente del tiempo ¢, y P > 0
es la potencia requerida por cada AC encendido; ademas, ¢, = 0y 7, son fijas en este caso.
Notese que J(u) tiene unidades monetarias, ($), y z(¢) tiene unidades monetarias ($) por
joule, ($/J). Luego, dada la limitacion en la energia disponible, se debe cumplir con la
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X1(t)

Temperatura
del ambiente
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& de aire

Coeficiente
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confort térmico

X>Uy ,k=12,..n

L.

Coeficiente de conveccion a

Xi(t) aiBi Li Ll, Ui
ﬁ — a wlﬁj

Figura 3.2: Escenario del espacio interior: cada interior estd en contacto con el ambiente de
temperatura exterior X y tiene un acondicionador de aire, con control (ON/OFF). Cada espacio
tiene sus propios coeficientes térmicos a; y p;.

siguiente restriccion integral

tf n
P / Y ut)dt < E.
0 =1

con u(z) € {0,1}" actuando en casi todo t € [0, ¢ 71 Esta ultima igualdad se puede escalar
tomando P = 1 W de modo que la ecuacion anterior se escriba de la siguiente manera,
(3.3), respetando las unidades de energia:

n

/ ’ D u(ndt < E. (3.3)
0

i=1



CAPITULO 3. CONVEX. EN C. O. DEL PROBLEMA DE GESTION ENERGETICA 28

Esto permite vislumbrar que esta restriccion busca el minimo de tiempo en que debe estar
encendido el conjunto de los n acondicionadores de aire.

3.2. Tratamiento de las restricciones de estado
La restriccién de confort térmico, L; < x; < U,, se puede escribir como
k(t,x)=U, —x;)(x;— L) >0parai=1,2,..,n. (3.4)

Obsérvese que la restriccion anterior es equivalente a L, < x,;(f) < U,. Si, por otro lado,
x; < L,,entonces x; — L, < 0y U, — x; > 0, lo que implica que el producto es negativo; o
finalmente, si x; > U,, entonces x,— L, > 0y U, —x; < 0, por lo que el producto también es
negativo. Por tanto, el requerimiento (U, — x,)(x; — L,) > 0 fuerza a que x,(f) permanezca
en el intervalo [L;, U;] durante todo el horizonte temporal, en particularen t =7 .

Notese que si x; = L, o x; = U,, entonces k(t,x) = 0 y el tltimo término de la ecuacion
(2.30) se anula por lo cual se regresa a la ecuacién (2.14). Sin embargo, si ocurriese que
x,(t;) = L; o x,(t;) = U, adicionalmente debera considerarse que en la ecuacion (2.12)
el término que incluye 6x, debe anularse, lo cual conduce a que la ecuacion (2.15) no
implique que p*(,) sea nulo.

Por otro lado, y con el fin de facilitar el anélisis subsecuente, la restriccion isoperimétrica
(3.3) serd reformulada usando una técnica de aumentacion de estado, como se explicd por
medio de la ecuacidn (2.32). Asi, tobmese la nueva variable de estado x, ,(¢), gobernada
por la ecuacion diferencial

n+1

n

X (0= ) u (o), (3.5)

i=1
y que satisface las siguientes condiciones de frontera

xn+1(0) = 0’

Xn+1(tf) <E, (3.6)

también llamadas condiciones de punto final. Asi, se obtiene un sistema con n + 1 estados
definidos en el intervalo [0, 7] cuya evolucion esta descrita por el sistema:

x'=—a(x. — %) — pu. i=1,2,....n,
{ 3 (06 = %) = Py 3.7)

n
nl Zi:l u;,

sujeto a x(0) = (x,, 0), Xp1(tp) S Eyult) € {0,1} ent € [0, 171, i € [n].
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3.3. Convexificacion del conjunto de controles

El sistema (3.7) puede ser reescrito en notacién matricial como una ecuacién de la forma
X = ax + f(t), donde

a=(—a,—ay,...,—a,,0)1
= —diag(e,, a,, ..., a,,0),

y
F@) = (@ @gs e @y 0OF — (B s o ,ﬂn,())(u, > u,.>,
i=1
esto es
x' = : : I : 0]+ : ) (3.8)
0 0O 0 .. —-ax, O a,x — p,u,
0 0 0 ... 0 0 Z:’zl u;
ax f®

por lo que, usando el método de variacidon de pardmetros, se obtiene que la solucion x(¢),
correspondiente al control u(¢) = (u,(¢), ... ,u,(?)), esta dada por

x(t)=exp(ta)(x0+ / fexp(—sa)f(s)ds). (3.9)
0

De donde se obtiene

e (xnear) [H7E @I = Bun(s)ds
1 10
x,(1) Xype %! ! gty

: = : + / = a)f(s) Bruy(s)1ds ’ (3.10)
xn(t) X e“"n’ ;
X1 (D) 00 /otf e~ [a,%(s) — p,u,(s)lds

" t

szl L u;(s)ds

que condensadamente se escribe como

X, = xge a,t/f eI, R(s) — fu,()Ids, i € [n], (3.11)
fo i Wi(8)ds,
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donde 7 € [0,1,]. Dado que g(r) = —a;(x,(¢) — X(?)) — fu,(t), con i = 1,...,n, es continua
en (x,u) y medible en ¢, se puede garantizar que el conjunto de trayectorias x(f) es cerrado
siempre que, como se sefiald en la seccion (2.5), se tomen los controles

u,(t) € [0,1] encasitodot € [0, t;l, i€lnl, (3.12)

de modo que el conjunto de controles admisibles y, en consecuencia, de velocidades, sea
convexo.

Claramente, esto puede conducir a una solucién con valores intermedios, lo cual haria (x, u)
inadmisible y carente de sentido fisico, dado que cada AC, solo puede encontrarse en estado
encendido (ON) o apagado (OFF), representados por 1y 0, respectivamente. No obstante,
como muestra la definicién (2.1) de la seccion (2.5), si se obtiene un valor intermedio para
algin control en algun intervalo de tiempo no trivial, aproximaremos “lo mejor posible”
este control usando uno que si se pueda implementar y que definiremos tomando en cuenta
el periodo minimo de permutacidn, esto es, el tiempo minimo que debe transcurrir entre
dos conmutaciones consecutivas del AC, es decir, completando el ciclo ON-OFF-ON (o
viceversa).

3.3.1. Control equivalente implementable

Al suponer que T,, es el periodo minimo de conmutacién de todos los AC’s y un control
intermedio &, € [0, 1], se define en un intervalo de tiempo de longitud K7,,, con K € N,
se define el control equivalente implementable, i, € {0, 1}, que represente la secuencia
de encendido y apagado correspondiente a dicho intervalo de forma que en cada periodo
de conmutacién se cumpla que:

1 te[0,4,),
A (t) = parat &[0, 4;) (3.13)
0 vparare[4,;,T,),

de modo que la sefial periddica entera esta dada por

i {1 para 1 € [(j — DT, (j — DT, + A,), G

0 parar€e[(j—DT,+4,,iT,),

conj = 1,..., K. Aqui, los tiempos 4,,(¢) donde el control &; se vuelve encendido (ON) son
tales que las trayectorias de x; resultantes de aplicar ya sea &, o #; coinciden al final del
periodo de conmutacion, es decir, se pueden aproximar tanto como el sistema lo permita,
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(ver seccion (2.5)). Por ejemplo, en el intervalo [(j — 1)T,,, jT,,], esto significa que para
cada i € [n] se cumpla

JTy
x,(jT,) = e *Tnx,, + / e~ T, %(s) — Biid;(s)]ds
(.]_1)Tm
i (3.15)
= e %y, + / e~ U= . %(s5) — p.i1,(s)]ds,
(j_l)Tm

sumando y restando en ambos lados se obtiene que

ij anl

/ e U™ a,%(s) — i, (s)]ds = / e T, %(s) — B, (s)lds,  (3.16)
(-1, (-DT,

es decir, 4;; debe cumplir con la siguiente igualdad:

iT, _ (G=DT,+4; A
/ e 4 UTn=9ji (s)ds = / e UTn=9ds, i=1,2,..,N. (3.17)
U

-DT, (-DT,

Dado que el término de la derecha se puede integrar, denotando como I, ala integral de la
izquierda, se obtiene

(=DT,+4; ] eaiiij -1
I, = / e O U=y = ————— (3.18)
U

-7, (XieaiTm
de donde se puede despejar 4;;:

Aij = %ln(l + a1 e%Tm), (3.19)
Una vez obtenidos los intervalos [(j —1)T,,, (j —1)T,,+4;;] es posible utilizar las ecuaciones

(3.17)y (3.14) y los resultados de relajacion, seccion (2.5), para obtener el vector del control
equivalente implementable .

3.4. Condiciones necesarias de optimalidad para el pro-
blema relajado

Finalmente se tienen las condiciones necesarias para aplicar el Principio del Maximo de
Pontryagin pues se tiene el siguiente problema de control 6ptimo,
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que cumple con las hipdtesis de la seccidn (2.1), tomando f(z, x,u) como el argumento
de la integral de (3.2), y g(#, x,u) como el lado derecho de (3.7), y la cual, de acuerdo
con la seccion (2.2) tiene asociado el coestado p(r) y satisface (2.14) y la condicién de
optimalidad.

Note que en la ecuacion (3.7) a; > 0y X > x; por lo cual el primer término de la derecha
es positivo, lo que hace que la temperatura aumente; sin embargo, ya que f es positivo y
1 > u,(#) > 0 entonces se tiene que el descenso en la temperatura estd dado por el control
en estado encendido, con una f suficientemente grande para ello.

Reuniendo estos elementos, se tiene que la funcién hamiltoniana asociado al problema es
el siguiente
H = f(t,x,u) + q()g(t, x,u) + n(Ok(t, x), (2.29)

el cual, al sustituir los términos ya mencionados para cada elemento del sistema, se escribe
como

n

H=z({)P Z u, — Z q; [ai(xi(t) - X)) + ﬂiui(t)] + 4,1 Z u;
i=1 i=1 i=1

) (3.22)
+ ) 0(U; = x)(x; — Ly).
i=1

Ahora, ya que este sistema tiene asociado el coestado, ¢(#), de modo que cumple con la
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ecuacion (2.14), se tiene que

H, = —qa —2xn,+(L,+U)n; = _p,,-(t)»

Xi

(3.23)
Xpt1 = O = pl”H'l’
de estas ecuaciones se obtiene que se deben cumplir las siguientes igualdades
2x.— L. —U)n, =p(t)—qa,
(2x;— L, = U)n, = p,(1) — g, (3.24)

Gn41 = Pny = cCOnstante,

esto significa que p,,,(?) es un valor constante, mientras que, de acuerdo con la condicion
de optimalidad, los valores de p,(0) (i = 1,...,n+ 1) son libres y qi(tf) =0

Por otro lado, ya que el cambio de la hamiltoniana respecto al control esta dado por

Hui = qiﬁi +pn+1 - Pﬂ.(t), (325)

se concluye que H, o u,(?), esto es que la funcion hamiltoniana depende linealmente del
control u; y que, por ello, encuentra sus valores maximo y minimo en los extremos del
intervalo [0, 1].

Sin embargo, si la expresion que aparece en (3.25) se anula, entonces el control dptimo,
serd singular, pues no podra ser determinado por el signo de (3.25) y, en general, puede
tomar valores en (0, 1). Obsérvese que, si esto sucede en un intervalo de medida positiva,
se tiene entonces que
pn+] - P”(t)
P; ’
con lo cual el coestado depende directamente de la prediccidon de precios en el tiempo.
Dado que py,,(t) > 0 es un valor constante, se puede extraer que f~'py,; > g,(t). Asi,
cuando se tiene el caso en que py,; = 0 entonces g;(f) < 0.

q;(t) = (3.26)

Se vera que la solucién encontrada para la formulacién convexa podra ser aproximada co-
mo se vio en la seccidn (2.5) por trayectorias del problema original (no convexo). En el
siguiente capitulo, (seccion (4.1)), se muestra cOmo se obtuvieron las soluciones al proble-
ma de gestion energética en esta formulacién convexa y cdmo, a partir de esta solucidn, se
obtuvo la trayectoria “6ptima” implementable.

I'Se obtuvo numéricamente que g;(t 7) # 0, yaque, en la formulacién en ICLOCS se extendio la restriccion
de estado al punto final de forma explicita, i.e., considérese xi(tf) €[L,U]lyx, (tf) € [0, E].



Capitulo 4

Simulaciones

Una vez formulado el teorema de gestion energética basado en la teoria de control 6ptimo,
fue posible utilizar ICLOCS para simular un sistema con el fin de obtener las soluciones
Optimas al problema convexo correspondientes a las trayectorias relajadas. Las soluciones
asi obtenidas incluyen la secuencia de controles 6ptimos intermedios y las trayectorias co-
rrespondientes. A partir de estas soluciones fue posible encontrar la secuencia de controles
equivalentes implementables y sus trayectorias asociadas, asi como los costos de operacion.

En esta seccidn se muestran los resultados de las simulaciones llevadas a cabo. Primero,
se muestra la reproduccion de los resultados obtenidos en el articulo de Fontes, Halder y
Becerril, [2], tomando los mismos valores de los pardmetros del problema, es decir, de los
coeficientes de transferencia térmica, de la potencia eléctrica y de la funcién de la predic-
cion de precios, para un sistema de dos interiores, n = 2. Se simularon los casos para una
temperatura exterior constante y para una sinusoidal.

4.1. ICLOCS

ICLOCS, Imperial College London Optimal Control Software, es un paquete de softwa-
re disefiado por el Imperial College London para resolver problemas de control 6ptimo.
Est4d implementado en MATHWORKS MATLAB y permite al usuario definir y resolver
problemas con varias restricciones y tiempos finales libres o fijos. ICLOCS convierte los
problemas de control 6ptimo en problemas de programacion no lineal (NLP, por sus siglas
en inglés). Esta herramienta es compatible con diversos solucionadores para problemas
NLP, tales como IPOPT (un solucionador basado en métodos de punto interior), fmincon
y WORHP [38]. Un problema tipico de ICLOCS se compone de las funciones presentadas

34
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en la tabla (4.1).

Se adapt6 el cédigo de ICLOCS llamado bangbang.m! correspondiente a un problema
de tipo bangbang al problema de gestion energética (3.4). En main.m, (D.1), se puede
elegir el método de solucion y sus respectivos ajustes con lo cual finalmente se puede
ejecutar el programa para obtener, o no, una solucidén que proporcionara las trayectorias
y la secuencia de controles Optimas; ademas, también es posible obtener los coestados,
con los que sera posible verificar que se satisfagan las condiciones de optimalidad, ver
seccion (3.4). En el c6digo myproblem_Dynamics_Internal.m, de /ICLOCS adaptado
en (D.2), se especifican la dindmica del sistema y las restricciones de la trayectoria. La
definicién general del problema se hace en myproblem.m, cédigo (D.3), la cual incluye las
restricciones temporales, los pardmetros asociados al problema, las condiciones iniciales,
los valores de las variables de estado, el posible estado final, el nimero de acciones de
control aplicadas, los valores permitidos para los controles, la definicion de la funcién de
costo por etapa, la dinamica del sistema, entre otros [38].

4.2. Resultados de la simulacion con temperatura ambien-
te constante

Para establecer valores de referencia, se emplearon los pardmetros reportados en el articulo
de Fontes, Halder y Becerril, [2], que considera: n = 2 sistemas de aire acondicionado, un
horizonte temporal T" = 24 h, temperaturas limite L, = 18°C y U, = 22°C, temperatura
exterior constante X = 30°C, coeficientes « = 0.1 y f = 20a, potencia P = 1 kWh, y una
funcién de peso temporal z(t) = 1 + . En dicho articulo, el valor minimo de la funcién
de costo con estos parametros es J = $245.9712. En la simulaci6n actual, bajo las mismas
condiciones, se obtuvo una solucién con costo minimo de J (1) = $248.64412.

Los resultados se reprodujeron con las variables como estin definidas en el cédigo (D.2)
y tomando xbarra = 30° (temperatura exterior, %); andlogamente, con los valores de las
variables mostrados en el codigo (D.3), tomando problem.states.x] = [18, 18, 24] (valo-
res minimos posibles de la variable de estado [x,,x,,x;]) y en el codigo (D.4), tomando
f(t, x,u) del costo J, ecuacion (3.2), como stageCost = P. x P_pi. % (ul + u2), donde
P_pi es la prediccion de precios. Las graficas asociadas se muestran en (4.1a) y (4.1b).

En la grafica (4.1a) se puede observar que el interior con variable de estado x, (), que en

Este cédigo y los de la tabla (4.1) pueden ser consultados en la pagina de la bibliografia marcada con
[39].

ZValor ligeramente superior al reportado en [2], atribuible a diferencias en la implementacién numérica.

3Las variables del cédigo se indican en cursivas.
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Nombre Descripcion Variables/parametros Codigo
main.m Script principal Ajustes del solucio- Rutina (D.1)
nador
myProblem\_ Especificar la dinad- X, X, U Funcién (D.2)
Dynamics\_ mica y las restric-
Internal.m ciones
myproblem.m Variables tempo- tO_min, tO_max, Funciones (D.3),
rales, condiciones tf_min, tf_max, (D.4)y(D.5).
iniciales, limites de guess.t0,
las variables de es- guess.tf,
tado. Estimaciones states.xO,
iniciales. Errores y states.x01,
tolerancias. Defini- states.xOu,
cién del costo. states.xl,
states.xu,

states.xErrorTol_local,
states.xErrorTol_integral,
states.xConstraintTol,

states.xfl,
states.xflu,
guess.states,
stageCost

myproblem_ (Opcional) Generar Ninguna adicional.  Funcion. No se in-
Dynamics_Sim.m  simulaciones cluye.
gradCost_ Devuelve el gra- Ninguna adicional. Funcion. No se in-

myproblem.m

diente del costo en
forma analitica

cluye.

hessianLagrangian Calcula y devuelve

_myproblem.m

la matriz hessiana
del lagrangiano.

Ninguna adicional.

Funcién. No se in-
cluye.

jacConst_
myproblem.m

Calcula y devuelve
el gradiente del sis-
tema.

Ninguna adicional.

Funcién. No se in-
cluye.

settings_
myproblem.m

Ajustes generales y
especificos del solu-
cionador.

Ninguna adicional.

Funcioén. No se in-
cluye.

Tabla 4.1: Funciones y scripts usuales en los problemas de ICLOCS.
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la grafica se representa por una linea azul, comienza en x,;, = 19°C, es decir, el interior 1
al tiempo ¢ = 0, desciende en la primera hora a 18°C y se mantiene constante hasta las 16
horas cuando incrementa hasta llegar a los 22°C a las 20 horas. Posteriormente, permanece
constante hasta las 24 horas.

" Trayectorias 6ptimas de las variables de estado Secuencia de entradas 6ptima

22 + —— —u,
s Ul
20 \ _/ ] 08 2 |
18 - 1
16+ .
14t | o 0.6
(<] [<]
512 S
10 0.4
8 L
6 —X ]
I —X, | 0.2}
4 Energia
2 L
o 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo
(a) Trayectorias optimas. (b) Secuencia de entradas éptimas.

Figura 4.1: Grdficas de la reproduccion del articulo [2], obtenidas con ICLOCS, para el caso de
una temperatura exterior constante de 30°C y precio mondtono creciente.

Para el interior con variable de estado x,(7), que en la gréfica se representa por una linea
roja, comienza en x,, = 21°C (temperatura inicial del segundo interior), desciende en las
primeras tres horas hasta llegar alos 18°C y se mantiene constante hasta las 16 horas cuando
incrementa monotonamente hasta llegar a los 22°C a las 20 horas. Después, permanece
constante nuevamente hasta las 24 horas.

Finalmente, la variable de estado x;(¢), que en este caso representa la cantidad de energia
disponible utilizada, como se plante6 en la restriccion isoperimétrica, ecuacion (3.3), se
muestra en la grafica como una linea amarilla. Comienza en el origen, al tener toda la
energia disponible e incrementa hasta las 16 horas en donde se han utilizado 21 J, después
permanece constante hasta las 20 horas, cuando vuelve a incrementar hasta llegar a 24 J.

En la figura gréfica (4.1b) se muestra el comportamiento de los controles 6ptimos. En este
caso, el control &1, para la variable de estado x, estd representado como una linea azul mien-
tras que el control #, para la variable de estado x, se representa con una linea roja. Debido
que ambos controles Optimos presentan valores intermedios, los cuales carecen de sentido
fisico en este problema, es necesario determinar el control equivalente implementable.
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4.3. Segunda simulacion

Se hizo una simulacién adicional con los mismos pardmetros del articulo [2], expuestos en
la seccion (4.2), pero con los valores presupuestos para las trayectorias y controles como
se muestran en los codigos (D.2), (D.3), (D.4) y (D.5); es decir, el tnico cambio respec-
to al caso anterior es que se tomaron los valores minimos para las variables de estado
como problem.states.x] = [18,18,0] en (D.3). El costo obtenido para este caso fue de
J = $233.7223 y las trayectorias y controles Optimos se muestran en las graficas (4.2a) y
(4.2b), respectivamente. Esta diferencia se explica porque, en la presente simulacion, las
temperaturas interiores permanecieron mas tiempo cercanas al limite superior del interva-
lo de confort térmico, en comparacion con el caso original en el que predomin6 el limite
inferior. Con el objetivo de mantener los costos bajos, se utiliz6 esta segunda simulacion.
En la grafica (4.2a) se observan trayectorias para las temperaturas parecidas a las obteni-
das en la seccidn anterior (4.2); con la diferencia de que en este caso se tiene un mayor
namero de horas en el limite superior del intervalo de confort térmico, 22°C, y en el caso
anterior se tenia un mayor nidmero de horas en el limite inferior, 18°C. Este cambio en el
comportamiento da origen a los quince ddlares de diferencia en el costo y a que la energia
final sea de 21 J.

rayectorias 6ptimas de las variables de estado Secuencia de entradas 6ptima

T
22 1 :
20 : / 4 —u,
s Ul
18 1 0.8 2
16+ 1
147 | 0.6
512} 1 8
S 10 1S
sl | 0.4} 1
6 L 4
al —§1 | 0.2 1
"2
2 Energia ||
o 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 0 1 1 1 . L 1 1 1 1 1 L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo
(a) Trayectorias optimas. (b) Secuencia de entradas éptimas.

Figura 4.2: Trayectorias éptimas de las variables de estado y secuencia de entradas éptimas obte-
nidas con ICLOCS con base en el articulo [2] para el caso de una temperatura exterior constante
de 30°C y precio mondtono creciente.

Para los controles intermedios 6ptimos, grafica (4.2b), se obtuvieron comportamientos si-
milares en ambos interiores. Se comienza con un estado de encendido y, de 7:00 a 11:00, se
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encuentran apagados ambos acondicionadores de aire. Nuevamente, es necesario obtener
los controles equivalentes implementables para encontrar el sentido fisico de los valores
intermedios de esta secuencia.

4.3.1. Obtencion del control implementable

Analiticamente es posible obtener la secuencia de controles equivalentes implementables
de la manera en que se explico en la seccion (3.3.1); sin embargo, dado que las soluciones
discretas obtenidas por medio de /ICLOCS presentan una cantidad variable de valores para
cada intervalo T,, en los cuales no siempre se contd con el nimero suficiente de puntos
para poder realizar la integracién numérica primero fue necesario interpolar los valores
faltantes tanto de los controles como de los tiempos, esto es para obtener al menos tres
puntos por intervalo.

Asi, se utilizé el codigo (D.6) para crear los vectores de tamaio apropiado para poder llevar
a cabo la integracion numérica, la cual se hizo mediante la funcién trapz* de Matlab véase
apéndice C. Posteriormente, se utilizé el codigo (D.7) para obtener numéricamente I,, el
lado izquierdo de la ecuacion (3.18).

Después, se utiliz6 el codigo (D.8) para la obtencion de lambda, A, para cada sistema y
una vez obtenidos estos resultados fue posible usar el cédigo (D.9) para obtener el control
equivalente implementable con la secuencia de valores de lambda, A, obtenida para cada
interior. Estas secuencias se muestran en las figuras (4.3a) y (4.3b).

En la grifica (4.3a) se muestra en azul el control intermedio dptimo &, obtenido mediante
ICLOCS, el mismo de la grafica (4.2b), y en verde el control equivalente implementable,
ii,. De esta manera, el area bajo la curva del control equivalente implementable es menor a
la de la curva del control 6ptimo. Asimismo, se observa que el control equivalente imple-
mentable coincide con el control intermedio 6ptimo en los intervalos en los que este estd
encendido (valor de 1) y apagado (valor de 0), esto es al inicio del periodo de 24 horas y
entre las 7 y las 11 horas.

Anélogamente, en la gréifica (4.3b) se muestra arriba el control intermedio 6ptimo i, ob-
tenido mediante /CLOCS, el mismo de la grafica (4.2b), y en verde el control equivalente
implementable, #,. Nuevamente, se observa que hay coincidencia en los intervalos donde
el control 6ptimo toma los valores extremos.

“https://la.mathworks.com/help/matlab/ref/trapz.html
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Control éptimo 1 (t) Control éptimo 12(t)
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo
Control equivalente implementable 1, (t) Control equivalente implementable @ix(t)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo
(a) Controles para el interior 1. (b) Controles para el interior 2.

Figura 4.3: Controles intermedios éptimos y equivalentes implementables para el caso de X =
30°C. Arriba: controles optimos para el problema convexo 4, y ii, obtenidos con ICLOCS. Abajo:
controles equivalentes implementables i, y i, obtenidos tras la obtencion de cada ;.

4.3.2. Obtencion de las trayectorias

A partir de los resultados para los controles 6ptimos dados por ICLOCS se obtuvieron las
trayectorias asociadas al resolver numéricamente las ecuaciones provenientes de la dina-
mica inicial y sustituyendo los respectivos valores para cada parametro, esto es,

X\ (1) = =0.1(x, — 30) — 24,(1),

, i @.1)
X () = =0.1(x, — 30) — 2d,(1),

con los controles equivalentes implementables obtenidos numéricamente i, en la seccion
anterior (4.3.1). Para ello, primero se concatenaron los resultados en el cddigo (D.10) para
después poder obtener las trayectorias x;(f) mediante el codigo (D.11). Las trayectorias
obtenidas para este problema se muestran en las figuras (4.4a) y (4.4b), para cada interior,
respectivamente. Asi, para x, se tiene que la trayectoria obtenida con el control equivalente
implementable se sale de los valores de confort térmico, llegando a poco menos de los 26°C
después de las 13 horas, pero manteniéndose después cerca de los 24°C.

Para x, se muestra un comportamiento analogo, salvo que la temperatura siempre se man-
tiene por debajo de los 25°C. Notese la similitud en la forma de las curvas de la solucidn.
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x1(t) con control i (t) X2(t) con control Gy (t)

N
N

XIICLOCS(t)
N
=)

xz1cLocs(t)
N
S

18\’

L L 1 1 1 1 L 1 1 1 18 1 L 1 1 L 1 1 1 1 L 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo
x1(t) con control i (t) X2(t) con control G(t)
2} R INAANAAN] 24f R '
1322’ 1 :?/22
20 - 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24
Tiempo Tiempo

(a) Trayectorias de la variable de estado x,(t). (b) Trayectorias de la variable de estado x,(t).

Figura 4.4: Gridficas de las variables de estado para el caso de 3 = 30°C. Arriba: Trayectorias
optimas obtenidas mediante ICLOCS. Abajo: Trayectorias obtenidas con los controles equivalentes
implementables ii,, verde, y iiy, rojo.

4.3.3. Obtencion del costo

Una vez que se tienen explicitamente los controles equivalentes implementables es posible
obtener el costo mediante la ecuacion (3.2); asi, para n = 2 se tiene que

24
Jw) = (1 + ), + u,)ds, 4.2)
0
por lo que individualmente se tiene
24 24
J (u)) =/ u, (14 1)ds, J,(u,) =/ u,(1 + t)dr. 4.3)
0 0

Numéricamente, se obtuvieron los valores J, = $59.0189 , J, = $73.8715 , por lo que
J = $132.8904 mediante el c6digo (D.12). En la figura (4.5) se muestra el costo acumulado
para cada interior individualmente y en conjunto.

En la gréafica se muestra J = $133.99, es decir, numéricamente en la grafica se obtuvo
un error propagado de $1.10 el cual se atribuye a la interpolacion en los subintervalos no
homogéneos en el proceso de graficacion al utilizar la funcion diff° y al posterior uso del
solucionador ode45 de Matlab en la misma secuencia de entradas Optimas. Finalmente,

Shttps://la.mathworks.com/help/matlab/ref/double.diff.html
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Jl —(1—|—t)*u1
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Figura 4.5: Costo acumulado para el caso de 3 = 30°C tras la operacion de ambos controles
equivalentes implementables en sus respectivos interiores: en verde para el interior 1 y en rojo
para el interior 2.

se utiliz6 la funcién del codigo (D.13) para obtener las graficas correspondientes que se
muestran en esta tesis.

4.4. Temperatura exterior sinusoidal

Para representar el cambio de temperatura en un dia caluroso se utiliz6 la funcién
X(t) = 5sin (7/12) + 30°C, 4.4)

la cual oscila entre 25°C y 35°C con un periodo T de 24 horas. Utilizando los mismos
valores de los pardmetros que se utilizaron en los dos casos anteriores se obtuvieron las
soluciones 6ptimas para las trayectorias y los controles con ICLOCS para el caso de x(t)
como en la ecuacion (4.4).

Los codigos utilizados son los mismos que los de los casos anteriores pero con x,,,,, para
el caso de Temperatura exterior sinusoidal en el codigo (D.2). Asi, se obtuvo un costo de
J = $188.0954; las trayectorias y los controles se muestran graficados en (4.7a) y (4.7b),
respectivamente.
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Temperatura exterior sinusoidal
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Figura 4.6: Variacion de la temperatura a lo largo de un dia caluroso.

Notese que en la grafica (4.7a) se muestra en azul la trayectoria de la variable de estado
x,, correspondiente al interior 1, la cual es muy similar a las obtenidas anteriormente ya
que comienza en 19°C, baja a 18°C en la primera hora y después de las 7:00 vuelve a
subir hasta llegar a los 22°C, manteniéndose asi hasta el final del periodo de 24 horas.
Para la trayectoria de la variable de estado x,, mostrada en rojo, se comienza en 21°C, se
desciende monétonamente a los 18°C hasta las 5:00, manteniéndose asi hasta después de
las 7:00 y luego se sube hasta los 22°C en los que permanece hasta el final del periodo.
Finalmente, para la variable de estado x5, linea amarilla, se tiene nuevamente la cantidad
de energia utilizada en el proceso y se puede observar que aproximadamente entre las 8:00
y las 11:00 permanece constante, es decir no hay gasto energético y que después vuelve a
subir de manera suave hasta llegar por debajo de los 21 unidades de energia.

El comportamiento observado en las trayectorias es el esperado al analizar la grafica que
contiene los valores de los controles 6ptimos obtenidos con ICLOCS, gréfica (4.7b). Notese
que ambos controles intermedios Optimos comienzan en estado encendido, lo cual ocasiona
que haya un descenso en la temperatura, y que entre las 8 y las 11 horas permanecen en
estado apagado, lo cual ocasiona que x; sea constante en el mismo intervalo.

Para traducir el comportamiento de los valores intermedios de estos controles 6ptimos a va-
lores con sentido fisico se obtuvo el control equivalente implementable para cada caso por
medio de los mismos cddigos utilizados pero cambiando al caso de Temperatura exterior
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rayectorias 6ptimas de las variables de estado
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(a) Trayectorias optimas.
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(b) Secuencia de entradas éptima.

Figura 4.7: Trayectorias éptimas y controles intermedios éptimos obtenidos con ICLOCS para el
caso de una temperatura exterior sinusoidal.
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(a) Controles para el interior 1.
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(b) Controles para el interior 2.

Figura 4.8: Controles intermedios dptimos y equivalentes implementables para el caso de una
temperatura exterior de tipo sinusoidal. Arriba: controles optimos para el problema convexo i) y
il, obtenidos con ICLOCS. Abajo: controles equivalentes implementables i, y ii, obtenidos tras el
calculo de cada ;.

sinusoidal en (D.11). Las gréficas de los controles obtenidos se muestran en (4.8a) y (4.8b).
En estas graficas se puede observar que para ambos interiores los equipos acondionadores
de aire se apagan después de las 14:00 horas y no vuelven a encenderse.
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Una vez obtenidos los valores de los controles equivalentes implementables, se generaron
las trayectorias respectivas, como se justificd en la subseccion (4.3.2), las graficas corres-
pondientes se muestran en (4.9a) y (4.9b).

x1(t) con control i (t) x2(t) con control Gz (t)
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(a) Trayectorias de la variable de estado x,(t). (b) Trayectorias de la variable de estado x,(t).

Figura 4.9: Grdficas de las variables de estado para el caso de % sinusoidal. Arriba: Trayectorias
optimas obtenidas mediante ICLOCS. Abajo: Trayectorias obtenidas con los controles equivalentes
implementables ii,, verde, y iiy, rojo.

Finalmente, se obtuvo el costo de operacion de estos controles, individualmente se obtuvo
que J, = $24.9301 J, = $24.9301, por lo cual en conjunto J = $49.8601, la grafica (4.10)
muestra el costo acumulado durante el tiempo de funcionamiento.

Notese que el costo de este funcionamiento, J = $49.8601 es aproximadamente $138 me-
nor que el obtenido mediante ICLOCS (J = $188.0954). Esta disminucion en el precio se
refleja asimismo en las trayectorias relajadas, graficas (4.9a) y (4.9b), ya que la temperatu-
ra alcanzada en éstas es de alrededor de 25°C después de las 14 horas, y hasta el final del
periodo, generando una diferencia de por lo menos 5°C respecto a la temperatura ambiente
pero manteniendo el estado del acondicionador de aire en apagado.

4.5. Temperatura exterior constante con un término de
penalizacion

Es importante notar que en las soluciones obtenidas en las secciones anteriores no se cuenta
con la garantia de la existencia de las trayectorias admisibles debido a que, en general, no
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Figura 4.10: Costo acumulado para el caso de X(t) sinusoidal tras la operaciéon de ambos controles
equivalente implementables en sus respectivos interiores.

se conoce si la energia E sera suficiente para mantener al sistema dentro de la franja de
confort térmico; sin embargo, es posible garantizar la existencia de dichas soluciones al
afladir un término al problema.

Notese que en la seccion (4.3) se obtuvo que, para el caso de temperatura exterior constante,
el costo de operacion fue J = $132.8904, con trayectorias que alcanzaron valores maxi-
mos de confort térmico cercanos a 25°C en ambos interiores. Esto implica una desviacion
aproximada de 3°C respecto al limite superior del intervalo de confort. Surge entonces la
pregunta de si es posible aproximarse mas a los limites deseados sin incrementar signifi-
cativamente el costo.

Para explorarlo, en estas secciones se considerara la funcion de costo (3.2) de la forma:
f@t,x,u) = Pr(ui +u3) + A(x; — 20)* + A(x, — 20), (4.5)

donde los términos multiplicados por A constituyen un término de penalizacién. El pa-
rametro A asigna un peso a la desviacion con respecto a la temperatura objetivo, tomada
como 20°C (mediana del intervalo de confort). Nétese que en este caso f (¢, x, u) es estric-
tamente convexa tanto en x como en u haciendo que el problema cumpla con las hipétesis
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del teorema (2.3), lo cual garantiza la existencia de la solucion, contrariamente a los casos
anteriores en los que no necesariamente ocurre.

Trayectorias de las variables de estado
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Figura 4.11: Trayectorias de x,(t) y x,(t) obtenidas a partir de los controles equivalentes imple-
mentables i, y @i, para el caso de temperatura exterior constante y un término de penalizacion.

Se obtuvieron los controles intermedios y las trayectorias Optimas para generar los contro-
les equivalentes implementables y sus correspondientes trayectorias para diferentes valores
de A y para diferentes temperaturas objetivo. Por un lado, los resultados obtenidos al va-
riar las temperaturas objetivo no resultaron en cambios de comportamiento ni en cambios
significativos en el costo de operacion. Por otro lado, al cambiar los valores del peso, A,
resultd relevante que tanto para valores pequerios como grandes de A no se observo un cam-
bio relevante respecto a la solucién sin penalizacion. Asi, tomando en el cddigo (D.4) con
A = 0.05 se obtiene J = $19.33, para A = 0.5 se obtiene J = $31.1682, con A = $323.6
se tiene J = $25.7694, para el valor de A = 605 se consigue un costo de J = $21.4594 y,
finalmente, con A = 670 se tiene el costo J = $24.7259.

En la gréifica (4.11) se muestran las trayectorias obtenidas a partir del control equivalente
implementable para tres de estos casos. Notese que la forma de la trayectoria para ambos
sistemas es la misma, cambiando tinicamente en el tiempo en que se obtienen los minimos
para cada sistema, pero al final del periodo se tienen temperaturas alrededor de los 28°C.

Enlas grificas (4.12a) y (4.12b) se presentan las trayectorias 6ptimas obtenidas con ICLOCS
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x1(t) con control i (t) x2(t) con control Gy(t)
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Figura 4.12: Grdficas de las variables de estado para el caso de X = 30°C y un término de penali-
zacion. Arriba: Trayectorias optimas obtenidas mediante ICLOCS. Abajo: Trayectorias obtenidas
con los controles equivalentes implementables iy, verde, y ii,, rojo.

y las trayectorias obtenidas mediante los respectivos controles equivalentes implementa-
bles para el costo
@, x,u) = Pr(u; +u). (4.6)

Observe que las trayectorias relajadas alcanzan los 28°C al final del periodo de operacion.
Reuniendo estos elementos resulta que el peso A es despreciable para el caso de la tempe-
ratura externa constante.

4.6. Temperatura exterior sinusoidal con un término de
penalizacion

En la seccion (4.4) se obtuvo el costo, J = $51.52, de mantener los dos equipos generadores
de aire acondicionado en funcionamiento durante 24 horas para el caso de una temperatura
exterior sinusoidal, ecuacion (4.4). En esta seccidn se averiguara si es posible implementar
un término de penalizacidn, ecuacion (4.5), de modo que los valores de las trayectorias de
las variables de estado permanezcan cercanos alos valores del intervalo de confort térmico.
Para ello, primero se tomaron diversos valores del término de penalizacion de modo que los
costos de operacion coincidieran con el costo sin penalizacidn, asi se encontrd que el valor
A = 0.5119, genera un costo de J = $51.7202, donde J, = $22.0718 y J, = $29.6484.
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Para observar el efecto de la penalizacidon cabe comparar las graficas obtenidas en la sec-
cién (4.4) con las obtenidas en esta seccidn. Si bien, las soluciones dptimas obtenidas en
(4.8a) y (4.8b) son aparentemente desemejantes, al obtener los controles equivalentes im-
plementables se observa que el comportamiento es similar y que la accidn del término de
penalizacion se refleja en que en este Ultimo caso se tienen 6 horas continuas de estado
encendido (ON) y en el caso sin penalizacion son poco mas de 4 horas con tres periodos
de conmutacidn breves, por lo cual el costo es aproximadamente el mismo.

Control éptimo 1 (t) Control éptimo 2 (t)

= =
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(a) Controles para el interior 1. (b) Controles para el interior 2.

Figura 4.13: Controles optimos y equivalentes implementables para el caso de una temperatura
exterior sinusoidal y un término de penalizacion. Arriba: controles optimos convexos il y Ui, obteni-
dos con ICLOCS. Abajo: controles equivalentes implementables i, y ii, obtenidos tras la obtencion
de cada 4;;.

Ademas, las graficas (4.9a) y (4.14a) muestran que las trayectorias obtenidas a partir de
los respectivos controles equivalentes implementables son similares, pero que al tomar el
término con penalizaciOn se obtiene una temperatura ligeramente menor para el primer sis-
tema. Analogamente, las graficas (4.9b) y (4.14b) muestran que las trayectorias obtenidas
a partir de los respectivos controles equivalentes implementables son similares. Para este
interior se aprecia que se obtienen temperaturas por debajo de los 18°C y que no se llega
a los 26°C, siendo esta la principal contribucion del término de penalizacion para obtener
una diferencia en costo de veinte centavos, $0.20.

Finalmente, se muestra el costo acumulado para este caso con término de penalizacion en la
grafica (4.15). Se puede observar que el comportamiento es el mismo, salvo por el aumento
de costo alrededor de las 13 horas en el cual, en el caso sin penalizacion, se tiene encendido
por unos minutos cada AC.
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x2(t) con control Giy(t)
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Figura 4.14: Grdficas de las variables de estado para el caso de una temperatura exterior sinu-
soidal y un término de penalizacion. Arriba: Trayectorias optimas obtenidas mediante ICLOCS.
Abajo: Trayectorias obtenidas con los controles equivalentes implementables ii,, verde, y ii,, rojo.
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Figura 4.15: Costo acumulado para el caso de una temperatura exterior sinusoidal y un término de
penalizacion tras la operacion de ambos controles equivalentes implementables en sus respectivos

interiores.



Capitulo 5

Resultados y conclusiones

Este trabajo consistio en el planteamiento del problema de gestion energética dentro de
la teoria de control 6ptimo y la simulacién de controles, trayectorias y costos obtenidos
numéricamente.

Primero, se hizo el planteamiento fisico del problema para un nimero » de interiores en
contacto con un ambiente térmico externo. El problema se formul6 a partir de la ecuacion
de enfriamiento de Newton, tras la consideracion de la interaccidon entre el medio exte-
rior, el espacio interior y el equipo de climatizacidn, con sus respectivos parametros de
transferencia térmica y consumo energético.

La caracteristica de variables hibridas, continuas y discretas, de este problema dificulta la
obtencion de soluciones numéricas por lo cual se convexifico el problema de modo que
fuera posible resolverlo con ICLOCS. Esta convexificacion trajo consigo la existencia de
valores intermedios en los controles, los cuales fueron abordados en la misma teoria como
trayectorias relajadas de modo en que se asegurara que los controles obtenidos seguian
siendo soluciones del problema original y se obtuviesen controles implementables a partir
de los controles convexificados.

Se realizaron simulaciones en Matlab para analizar el desempeiio del método propuesto al
comparar los valores obtenidos de los costos al mantener en funcionamiento dos equipos
acondicionadores de aire durante 24 horas expuestos a dos diferentes ambientes térmicos:
uno con temperatura exterior constante y otro con temperatura exterior variable de tipo
sinusoidal.

Al evaluar el costo con los controles equivalentes implementables y al comparar con el
costo obtenido en ICLOCS, se encontrd que el control implementable reduce el gasto. Este
resultado implica que la aplicacion del método propuesto permite una disminucién signifi-

51
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cativa en el costo operativo, manteniendo las temperaturas cercanas al intervalo de confort
térmico. Sin embargo, dada la desviacion del intervalo de confort térmico en las trayectorias
surge la cuestion de si es posible reducir esta desviacidn sin incrementar significativamente
el costo.

Un inconveniente en la formulacion sin penalizacion es que no garantiza la existencia de
soluciones admisibles por lo cual se incorporé un término de penalizacién en la funcién
de costo, como se mostro en la ecuacion (4.5) donde el pardmetro A pondera la desvia-
cion respecto a la temperatura objetivo de 20°C, valor medio del intervalo de confort. Se
calcularon los controles equivalentes implementables y sus respectivas trayectorias para
diferentes valores de A y diversas temperaturas objetivo en ambos casos de temperatura
exterior.

La figura (4.11) muestra que tanto valores pequefios como grandes de A mantienen un com-
portamiento similar al caso de temperatura exterior constante sin penalizacion. Los mini-
mos se alcanzan en instantes distintos y las temperaturas finales se sitian alrededor de 28°C.
En las figuras (4.12a) y (4.12b) se comparan las trayectorias Optimas con las generadas por
los controles equivalentes implementables para la funcién de costo f'(z, x,u) = Pﬂ(u?+u§).
En todos los casos, las trayectorias relajadas terminan cerca de 28°C, lo que sugiere que
agregar un término de penalizacién no contribuye significativamente a mejorar el confort
térmico ni a reducir el costo operativo.

El segundo tipo de interaccion térmica fue el de temperatura exterior de tipo sinusoidal con
penalizacion. Para que la comparacion fuera objetiva, se selecciond un valor del pardmetro
de penalizacion, A, tal que el costo total resultante sea comparable al caso sin penalizacion.

Las figuras (4.13a) y (4.13b) muestran los controles dptimos convexos (i, i,) y los con-
troles equivalentes implementables (i, i#,) para el caso con penalizacion. Al comparar-
los con los controles del caso sin penalizacidn, figuras (4.8a) y (4.8b), se observa que el
comportamiento general es similar. Este comportamiento explica por qué el costo total es
practicamente el mismo, pero la estrategia de control cambia para priorizar las trayectorias
cercanas a la franja de confort térmico. Esto significa que el término de penalizacién pro-
longa el intervalo temporal en el cual se tienen temperaturas mas cercanas L, sin aumentar
el costo de forma significativa.

Adicionalmente, se verifico que los coestados en todos los casos satisfacieran la ecuacion
(3.26). Asi, en las figuras (5.1a), (5.1b) y (5.2) se tiene que py,; = 0, linea amarilla, y que
q;(t) <0, lineas azul y roja.

Asi, es posible concluir los siguientes resultados

= Se encontrd que es posible incluir un término de penalizacidn para prolongar la pro-
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Figura 5.1: Comprobacién de los valores de los coestados.

ximidad al intervalo de confort térmico sin incrementar significativamente el costo
total.

= Lainclusion de la penalizacion permite cumplir objetivos adicionales de confort tér-
mico sin afectar el costo de operacidon de manera relevante y garantizando la existen-
cia de las soluciones.

= Este hallazgo sugiere que en sistemas reales es viable aplicar términos de penaliza-
cioén para mejorar el confort, priorizando el confort térmico frente a pequeias dife-
rencias en costo.

= También indica que los controles equivalentes implementables responden bien a esta
modificacion, manteniendo la factibilidad practica del método.

Finalmente, los resultados muestran que el enfoque propuesto es viable para implementar
controles binarios equivalentes a los controles 6ptimos relajados, y no fisicamente posibles,
logrando un ahorro considerable en costos con una ligera penalizacion en el comportamien-
to térmico. Esto sugiere que el método es prometedor para la gestion eficiente de energia
en sistemas de climatizacion.
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Figura 5.2: Comprobacién de los valores de los coestados: temperatura sinusoidal con penaliza-
cion.
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Apéndice A

Precios de la energia eléctrica en México.

Tarifa 1 ($/kWh)

. dic- ene- feb- mar- abr- may- jun- jul- ago- sep- oct- nov- dic-
Tipo de Consumo Rango 23 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
Basico 75 kWh/mes 1.0591.0631.0671.0711.0751.0791.083 1.087 1.091 1.0951.099 1.103 1.10
Intermedio 76-140 kWh/mes | 1.2861.2901.2951.3001.3051.3101.3151.3201.3261.3301.3351.3401.34
Excedente 141 kWh + 3.7633.7773.791 3.805 3.8193.8333.8473.861 3.8753.8893.9033.9173.93
Tarifa 1A Verano ($/kWh)

. dic- ene- feb- mar- abr- may- jun- jul- ago- sep- oct- nov- dic-
Tipo de Consumo Rango 23 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
Basico 100 kWh/mes 0.9420.9450.9490.9530.9570.9610.9650.9690.9730.9770.981 0.9850.98
Intermedio 101-150 kWh/mes | 1.0951.0991.1031.1071.1111.1151.1191.1231.1271.1311.1351.1391.14
Excedente 151 kWh + 3.7633.7773.7913.8053.8193.8333.8473.8613.8753.8893.9033.9173.93

Tarifa 1A Fuera de Verano ($/kWh)

. dic- ene- feb- mar- abr- may- jun- jul- ago- sep- oct- nov- dic-
Tipo de Consumo Rango 23 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24 24
Basico 75 kWh/mes 1.0591.0631.0671.0711.0751.0791.083 1.0871.091 1.0951.0991.103 1.10
Intermedio 76-150 kWh/mes | 1.2851.2901.2951.3001.3051.3101.3151.3201.3261.3301.3351.340 1.34
Excedente 151 kWh + 3.7633.7773.791 3.8053.8193.8333.847 3.861 3.8753.8893.9033.9173.93

Tabla A.1: Precios de la energia eléctrica en México. Tarifas establecidas por la SHCP para el aiio 2025. Nétese el ajuste
por temporada de verano y fuera de verano [22].



Apéndice B

Teoremas

Teorema B.1. [Teorema 23.2 de [36, Pag. 477]]. Sea (g, U) un sistema de control definido
en el intervalo [t,1 ], para el cual se cumple:

(a) g(t,x,u) es continua en (x,u) y medible en t;
(b) U(-) es medible y con valores compactos;

(c) g tiene crecimiento lineal: existe una funcion sumable M (t) tal que
(t,x) € [ty, 1 I X R, u € U() = [g(t, x,u)| < M()(1 + |x]); (B.1)

(d) El conjunto g(t,x,U(t)) es convexo para todo (t, x).

Sea (x;,u;) una secuencia de procesos del sistema de control (g,U), tal que el conjunto
{x,(t,) : i > 1} es acotado. Entonces, existe una subsucesion de x; que converge unifor-
memente hacia una trayectoria de estado x* del sistema.

Esta conclusion significa que el limite x* es un arco que admite una funcion de control u*
que satisface

x*(t) = g(t, x*(1), u*(t)), para casitodo t € [t,1,]. (B.2)

No se afirma en ningiin momento que u, converja en algiin sentido hacia u*.
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Apéndice C

Justificacion de la obtencion numérica
de lambda

Una de las facilidades que brinda Matlab es la de tener la funcién trapz predefinida la cual
sirve para obtener la integral por medio del método del trapecio para un minimo de tres
puntos la cual puede adaptarse para el caso en el que no son equidistantes. En este apéndice
se observa que el método es valido y equivalente al obtenido en la seccidn (3.19). Notese
que la ecuacion (3.18) también puede aproximarse de la siguiente manera

U=DT,+4; A%t
/ cHUTu=9) s — UT(e—am.,- + 1), (C.1)

(j_l)Tm
de donde se obtiene que
(e +1) = 21,070 (C2)
Ya que 0 < 4;; < T, se puede hacer un desarrollo de Taylor alrededor del cero, pues se
quiere que Ai‘j € [0, 1], de modo que

/1[j<e—“fﬂu + 1) ~ 42— ad), (C.3)
igualdad que conduce a la ecuacion cuadratica para 4;;
2T e %Tn
32— g/lu + —=0, (C4)
ij a. 1 a.

1 1

cuyas raices estan dadas por

Ay = . (C.5)
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Tomando la raiz negativa se garantiza que las raices estén en el intervalo deseado, A; €

[0, 1]:
1 —+/1—-2q;,I,e%n
A= (C.6)

ij a. ?
i

lo cual es deseable dada la definicion de 4;; en la ecuacion (3.14), expresion utilizada para
integrar por el método del trapecio equivalente a la ecuacidn (3.19).



Apéndice D
Codigos

Cédigo D.1.

[problem, guess]=myProblem;

options= problem.settings(24); / Get options and solver
settings

[solution, MRHistory]=solveMyProblem(problem, guess, options);

genSolutionPlots (options, solution);

Codigo D.2.
function [dz] = myproblem_Dynamics_Internal (z,u,p,t,vdat)

zl = z(:,1); z2 = z(:,2); 23 = z(:,3); JDefinicion de variables
ul = u(:,1); w2 = u(:,2); ADefinticion de controles

Azbarra = 30; 4 Temperatura exterior constante
zbarra = 5*sin(t*pi/12)+30; ) Temperatura exterior sinusoidal
alpha = 0.1; beta = 20*alpha; /Coefictentes térmicos

dz(:,1) = -alpha*(zl-zbarra)-beta*(ul); JDindmica original
dz(:,2) = -alpha*(z2-zbarra)-betax(u2); JDindmica original
dz(:,3) = ul+u2; ADindmica de la wariable aumentada
Codigo D.3.

function [problem,guess] = myProblem
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/4 Tiempo inicial. tO<tf
problem. time. t0_min=0;
problem. time. t0_maz=0;
guess. t0=0;

/4 Tiempo final. Sea tf_min=tf_maz st tf es fijo.
problem.time.tf_min=24;

problem. time.tf_max=24;

quess.tf=24;

/4 Limites de los pardmetros. pl=< p <=pu
problem.parameters.pl=[];
problem.parameters.pu=[];
guess.parameters=[];

% Condiciones inictiales para el sistema
problem.states.z0=[19 21 0];

% Condiciones iniciales para el sistema. Limites si z0 es libre, esto es
z0l=< z0 <=z0u

problem.states.z0l=[19 21 0];

problem.states.z0u=[19 21 0];

4 Cotas de estado zl=< x <=zu
problem.states.zl=[18 18 0];
problem.states.zu=[22 22 48];

/4 Limites de error del estado
problem.states.zErrorTol_local=[1e-2 le-2 le-2];
problem.states.zErrorTol_integral=[1e-2 le-2 le-2];

/. Limites de error de restriccion del estado
problem.states.xConstraintTol=[1e-2 le-2 le-2];

/4 Limites de estado terminal. zfl=< zf <=zfu
problem.states.zfl=[18 18 0]; /24
problem.states.zfu=[22 22 48];

/ Presuposicion de las trayectorias de estado con [z0 zf]
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guess.states(:,1)=[19 22];
guess.states(:,2)=[21 22];
guess.states(:,3)=[0 24];

problem. inputs.N=0;

/4 Limites de entrada
problem. inputs.ul=[0 0];
problem. inputs.wu=[1 1];

A Limites de la primera accidén de control
problem. inputs.u0l=[0 0];
problem. inputs.ulu=[1 1];

/ Limites de error de restriccidn de entrada
problem. inputs.uConstraintTol=[0.1 0.1];

/ Presuposicidn de la secuencia de entrada con [u0 uf]
guess.inputs(:,1)=[0 1];
guess.inputs(:,2)=[0 1];

% Eleccion de los puntos de ajuste (en caso de ser necesario)
problem.setpoints.states=[];
problem.setpoints. inputs=[];

/4 Limites para la funcidn de restriccion de trayectoria gl =< g(z,u,p,t)
=< gu

problem.constraints.ng_eq=0;

problem. constraints.glol_eq=[];

problem. constraints.gl=[];
problem. constraints. gu=[];
problem. constraints.gTol_neq=[];

/ Limites para las restricciones de limite bl =< b(z0,zf,u0,uf,p,t0,tf) =<
bu

problem.constraints.bl=[];

problem. constraints.bu=[];

problem. constraints.bTol=[];
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Codigo D 4.

function stageCost = L_unscaled(z,zr,u,ur,p,t,vdat)

P =1; P pi = 1+t; uwl = u(:,1); w2 = u(:,2);

zl = x(:,1); 22 = z(:,2);

stageCost = P.#P_pi.*(ul+u2); Jsin penalizacion

/stageCost = P.*P_pi.*(ul. 2+u2."°2);

/Penalizacion cuadrdtica

JA=650;

/AstageCost = P.#P_pi.*(ul. 2+u2. 2)+4*(x1-20). 2+4*(x2-20).2;

Cédigo D.5.

function boundaryCost=E_unscaled(z0,zf,u0,uf,p,t0,tf,vdat)
boundaryCost=0; JFuncion de costo

Cadigo D.6.

function [grupos_T, grupos_Ul, grupos_U2] =
segmentar_intervalos_con_interpolacion(T, Ul, U2, limites)

num_intervals = numel(limites) - 1; /24 horas dan 23 intervalos de
una hora para la integracion numérica

grupos_T = cell(num_intervals,1); J Interpolacidon del tiempo

grupos_Ul = cell(num_intervals,1); ] Interpolacion de u_1

grupos_U2 = cell (num_intervals,1); ] Interpolacion de u_2

AVectores para cada T_m de 1 hora con al menos tres puntos, elimina
repeticiones.

for = = 1:num_intervals

a = limites(z);

b = limites(i+1);

2de = T >= a 8§ T <= b;

T_seg = T(idz);

Ul_seg = Ul(idz);

U2_seg = U2(idz);

if “ismember(a, T_seg)
Ul_a = interpl(T, Ul, a, ’linear’, ’extrap’);
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U2_a = interpl(T, U2, a, ’linear’, ’exztrap’);
T_seqg = [a; T_segl;
Ul_seqg = [Ul_a; Ul_seg];
U2_seqg = [U2_a; U2_segl;

end

if “ismember(b, T_seg)
Ul_b = 4nterpi(T, Ul, b, ’linear’, ’extrap’);
U2_b = interpl(T, U2, b, ’linear’, ’exztrap’);
T_seg = [T_seg; b];
Ul_seg = [Ul_seg; Ul_b];
U2_seg = [U2_seg; U2_b];

end

grupos_T{i} = T_seg;
grupos_Ul{i} = Ul_seg;
grupos_U2{i} = U2_seg;
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end
end
Codigo D.7.
function integrales_exzp = calcular_integral_ezponencial (grupos_T,
grupos_U, T_m)
num_intervals = numel (grupos_T); JTiempo
integrales_exp = zeros(num_intervals,1); J/Inicializacion
J0btencion de la integral numérica para cada T_m = 1 hr
for 7 = 1:num_intervals
T_wvals = grupos_T{j};
U_vals = grupos_U{j};
kernel = exp (0.1 * (5 * T_m - T_vals));
integrales_exp(j) = trapz(T_vals, kernel .* U_vals);
end
end
Codigo D.8.

function lambda_minus = calcular_lambda(integrales_exp)
exp_ml = exp(-1); JObtencion de lambda_ij para cada intervalo



APENDICE D. CODIGOS 64

D=1 - 0.2  integrales_ezp * exp_ml; JDiscriminante

lambda_minus = Nal(size(integrales_exzp)); JEn caso de obtener una
ratz compleja

lambda_minus (D > 0) = 10 - 10*sqrt(D(D > 0)); ZLa raiz necesaria
estd entre 0 y 1, por lo cual se toma el signo menos

end

Cédigo D.9.

function [grupos_utl, grupos_ut2] =

generar_control_escalonado (grupos_T, lambdal, lambda2, T_m)
num_intervals = numel (grupos_T); JTiempo
grupos_utl = cell(num_intervals,1); JControl u_1 convexo interpolado
grupos_ut2 = cell(num_intervals,1); JControl u_2 convexo interpolado

for g = 1:num_intervals
t_j = grupos_T{j};
4 Control equivalente implementable u_1
if tsnan(lambdal (7))
grupos_utl{j} = zeros(size(t_j));
else
t_switch = (57 - 1 + lambdal(j)) * T_m;
grupos_utl{j} = double(t_j <= t_switch);
end
4 Control equivalente implementable u_1
if 4snan(lambda2 (7))
grupos_ut2{j} = zeros(size(t_j));
else
t_switch = (j - 1 + lambda2(j)) * T_m;
grupos_ut2{j} = double(t_j <= t_switch);
end
end
end

Cédigo D.10.

function [Tiempo_Completo, Controll_Completo, Control2_Completo] =
limpiar_y_concatenar_resultados (grupos_T, grupos_utl,
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grupos_ut2, T)
tol = le-10;
num_intervals = numel (grupos_T);
for g = 1:num_intervals
idz = ismembertol (grupos_T{j}, T, tol);
grupos_T{j} = grupos_T{j}(idz);
grupos_uti{j} = grupos_uti{j}(idz);
grupos_ut2{j} = grupos_ut2{j}(idz);
end
Tiempo_Completo = vertcat(grupos_T{:});
Controll_Completo = wvertcat(grupos_uti{:});
Control2_Completo = wvertcat(grupos_ut2{:});
[Tiempo_Completo, ial] = uniquetol (Tiempo_Completo, tol);
Controll_Completo = Controll_Completo(ia);
Control2_Completo = Control2_Completo(ia);
end
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Codigo D.11.

function [t_z, x] = simular_sistema(Tiempo_Completo,
Controll_Completo, Control2_Completo)

ul_interp = 0(t) interpl(Tiempo_Completo, Controll_Completo, t,
‘previous’, 0);

u2_interp = 0(t) interpl(Tiempo_Completo, Control2_Completo, t,
‘previous’, 0);

ATemperatura exterior constante

dzdt_both = @(t, =) [

-0.1 * (z(1) - 30) - 2 * ul_interp(t); 7 z1(t)

-0.1 * (z(2) - 30) - 2 * u2_dinterp(t) 7/ z2(t)
15

ATemperatura exterior inusoidal
/4 dxdt_both = @(t, =) [

A -0.1 * (z(1) - 5*sin(t*pi/12)-30) - 2 * ul_interp(t);
A -0.1 * (z(2) - 5*sin(t*pi/12)-30) - 2 * u2_interp(t)
A1

0 = [19; 21];
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tspan = [0 24];
[t_z, ©] = ode/5(dzdt_both, tspan, z0);
end

Codigo D.12.
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function [J1, J2, J, acumulado, costo_total_finall] =
calcular_costos(Tiempo_Completo, Controll_Completo,
Control2_Completo)

J1 = trapz(Tiempo_Completo, (1 + Tiempo_Completo) .*
Controll_Completo);

J2 = trapz(Tiempo_Completo, (1 + Tiempo_Completo) .*
Control2_Completo);

J =J1l + J2;

delta_t = [0; diff(Tiempo_Completo)];

acumulado = cumsum((1 + Tiempo_Completo) .* (Controll_Completo
Control2_Completo) .* delta_t);

costo_total_final = acumulado(end);

end

Codigo D.13.

function graficar_resultados(T, Ul, U2, Tiempo_Completo,
Controll_Completo, Control2_Completo, t_xz, =, acumulado,
costo_total_final,X1ICLOCS,X2ICLOCS)

A GRAFICAR EN SUBPLOTS -------- V4
figure;
% Subplot para Ul
subplot(2,1,1);
stairs (Tiempo_Completo, Controll_Completo, ’Linelidth’, 1.5);
zlabel (’Tiempo’);

ylabel (’\tilde{ut_2°{(1)}(t)’);
title(’Control tmplementable basado en U_17);
grid on;

ylim([-0.1 1.1]);

zlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]1);
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% Subplot para U2
subplot(2,1,2);

stairs(Tiempo_Completo, Control2_Completo, ’LineWidth’, 1.5);

zlabel (’Tiempo’);

ylabel (’\tilde{u}_2°{(2)}(t)’);
title(’Control implementable basado en U_27);
grid on;

ylim([-0.1 1.1]);

zlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

K o----mm-- FIGURA 1: Ul --------
figure;
subplot(2,1,1);
plot (T, U1, ’b’, ’LineWidth’, 1.5);
zlabel (’Tiempo’);

ylabel (PU_1(t)’);

title(’Sefial original U_1(t)’);

grid on;

zlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

subplot(2,1,2);

stairs(Tiempo_Completo, Controll_Completo, ’r’,
zlabel (*Tiempo’);

ylabel (’\tilde{u}_2°{(1)}(t)’);

title(’Control implementable a partir de U_.1’);
grid on;

ylim([-0.1 1.1]);

zlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]1);

figure;

subplot(2,1,1);

plot (T, U2, ’b’, ’LineWidth’, 1.5);
zlabel (’Tiempo’);

ylabel (PU_2(t)’);

’LineWidth’, 1.5);
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title(’Sefial original U_2(t)’);

grid on;

xlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 1/ 16 18 20 22 24]);

subplot(2,1,2);

stairs(Tiempo_Completo, Control2_Completo, ’r’, ’LineWidth’, 1.5);

zlabel (’Tiempo’);

ylabel (’\tilde{u}_2°{(2)}(t)’);

title(’Control tmplementable a partir de U_2’°);
grid on;

ylam([-0.1 1.1]);

zlim([0 24]);

aticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

XTrayectorias para el sistema 1
figure;
subplot(2,1,1);
plot (T, X1ICLOCS, ’r’, ’LineWidth’, 1.5);
zlabel (*Tiempo’); ylabel (’z_1ICLOCS(t)’);
title(’Solucidon de z_1(t) con control \hat{u}_2°{(1)}(t)’);
grid on; zlim([0 24]); ZXylim([0,26]);
zticks([0 2 4 6 8 10 12 1/ 16 18 20 22 24]);

subplot(2,1,2);
plot(t_z, =(:,1), ’b’, ’LineWidth’, 1.5);
zlabel (*Tiempo’); ylabel (’z_1(t)’);
title(’Solucidon de z_1(t) con control \tilde{u}l_2°{(1)}(t)’);
grid on; zlim([0 24]); Jylim([0,26]);
aticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);
XTrayectorias para el sistema 2
figure;
subplot(2,1,1);
plot(T, X2ICLOCS, ’r’, ’LineWidth’, 1.5);
zlabel (’Tiempo’); ylabel (’z_2ICLOCS(t)’);
title(’Solucion de z_2(t) con control \hat{u}_2°{(2)}(t)’);
grid on; xlim([0 24]); Jylim([0,26]);
zticks([0 2 4 6 8 10 12 1/ 16 18 20 22 24]);
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subplot(2,1,2);

plot(t_z, =(:,2), ’b’, ’LineWidth’, 1.5);

zlabel (*Tiempo’); ylabel (’z_2(t)’);

title(’Solucion de z_2(t) con control \tilde{u}_2°{(2)}(t)’);
grid on; zlim([0 24]); Xylim([0,26]);

aticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

/4 --- Control ponderado escalonado para Ul ---

figure; bozx on;

subplot(3,1,1); box on;

stairs(Tiempo_Completo, (1 + Tiempo_Completo) .* Controll_Completo,
’Color’, "#774C30", ’Linelidth’, 1.5);

zlabel (’Tiempo’);

ylabel(’(1 + t) * \tilde{u}_2°{(1)}(t)’);

title(’Costo a partir de U_1 (escalonado)’);

grid on;

zlim([0 24]);

ylim([-0.1 1.1 * maz((1 + Tiempo_Completo) .* Controll_Completo)]);

wticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

4 --- Control ponderado escalonado para U2 ---

subplot(3,1,2); box on;

stairs (Tiempo_Completo, (1 + Tiempo_Completo) .* Control2_Completo,
’Color’, "#0072BD", ’LineWidth’, 1.5);

zlabel (*Tiempo’);

ylabel(’(1 + t) * \tilde{u}_2°{(2)}(t)’);

title(’Costo a partir de U_2 (escalomnado)’);

grid on;

zlim([0 24]);

ylim([-0.1 1.1 * maz((1 + Tiempo_Completo) .* Control2_Completo)]);

wticks([0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24]);

A --- Acumulado del control ponderado combinado ---
ponderado_total = (1 + Tiempo_Completo) .#* (Controll_Completo +
Control2_Completo);
delta_t = [0; diff(Tiempo_Completo)];
acumulado = cumsum(ponderado_total .* delta_t);
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subplot(3,1,3);boz on;
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plot(Tiempo_Completo, acumulado, ’Color’,"#7E2F8E", ’LineWidth’, 1.5);

zlabel (’Tiempo’);

ylabel (’Costo acumulado’);

title(’Costo acumulado’);

grid on;

zlim([0 24]);

zticks([0 2 4 6 8 10 12 1 16 18 20 22 24]);

4 --- Marcar el costo total final ---

end

costo_total_final = acumulado(end);

hold omn;

plot(Tiempo_Completo(end), costo_total_final,
’Linelidth’, 1.5); [ punto Tojo

text (Tiempo_Completo(end), costo_total_final,
sprintf(’ %.2f’, costo_total_final),
’VerticalAlignment’, ’bottom’, ’Color’,

’mo’, ’MarkerSize’, 8,

’b’, ’FontSize’, 10);
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