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Prefacio 

En este trabajo presentamos la solución de tres sistemas de flui dos cargados, confinados 
(ent re dos placas, en un cilindro y entre cuatro placas). De manera general, se presenta la 
teoría que usaremos y se resuelve un primer problema que consiste en comparar como se 
comportan los iones de un electroli to dentro de dos poros de geometría diferente. En éstos se 
estudian las propiedades electrocinéticas ( tales como conductancia capilar. electroviscosidad, 
y potencial de corriente) que se obtienen para el modelo primitivo restringido, de un elec
troli to confinado; en un caso, en un poro de rendija plana, formado por dos placas paralelas , 
y en otro caso en una cavidad cilíndrica de diámetro fini to. Ambos poros están cargados e 
inmersos en el fluido cargado. 

La teoría HNC/ MSA (aproximación esférica media de cadena hipertejida) , es usada para 
obtener los perfiles de concentración iónica en equilibrio, dentro de los poros, que a la vez , son 
usadas para calcular las propiedades electrocinéticas por med io de t>cuaciones hidrodinámicas 
lineales. Los resul tados obtenidos son comparados con los de la teoría clásica de Poisson
Boltzmann (PB). Los efectos cuantitativos y cuali tativos , atri buidos a la geometría y a la 
consideración de las correlaciones de corto alcance de HNC/ l\1SA . se discuten al fin al. 

Por último, de acuerdo a la teoría de ecuaciones integrales para un flui do inhomogéneo, 
se presenta un desarrollo con la teoría H C/ MSA, para un sistema de 4 placas paralelas 
infini tas , separadas una distancia fini ta, de un cierto espesor, ca rgadas e inmersas en un 
electroli to. Se analizan efectos como la estructura elemental, las fu erzas sobre las placas y 
los efectos de adsorción conectados con un orden en el acomodo de los iones del electroli to. 
Para los cálculos , se elaboran la teoría y los programas específicos para estos problemas . 
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Introducción General 

Un electrolito es un fluido que está form ado de partículas cargadas llamadas iones; las 
cuales pueden ser de varias especies con diferentes signos de carga (positiYos y negativos) y 
tamaño. El sistema es neutro de manera global. El estudio de flui dos cargados en presencia 
de partículas coloidales y/ o interfases es de gran interés en dh·ersos campos de inYestigación 
tanto básica como aplicada [1 , 2]. En presencia de una macropartícula cargada o de un 
campo externo, la concentración local de una solución electrolít ica homogénea se ve afect ada 
y se crea una inhomogeneidad en la vecindad del campo o macropartícula . Se observa que 
los iones de carga opuest a a la macropartícula (conocidos corno cont raiones). se sienten 
atraídos hacia la superficie cargada por lo que tienen una concentración alta cerca de la 
pared , que disminuye a medida que la dist ancia a ésta se incrementa. Los otros iones que 
tienen carga del mismo signo que la pared (y se conocen como coiones) son rechazados 
por esta superficie, formando un perfil de concentración tal que entre más cerca estén de 
la pared menor es su concentración. A este perfil de concentración de carga formado en la 
Yecindad de una superficie cargada se le llama doble capa eléctrica (DCE) . Se puede obsen ·ar 
también que a distancias grandes de la superficie cargada. la concentración de las especies es 
uniforme, siempre y cuando no exista una perturbación producida por otra macropartícula. 
Los iones en el fluido se distribuyen de manera inhomogénea cerca de la pared y tiende11 
a neutralizar la carga de la pared. Sin embargo, puede ocurrir que los cont raiones no sólo 
compensen la carga superficial efectiva de la superficie, sino que bajo ciertas condiciones 
puedan sobrecompensarl a causando un cambio de signo. este fenómeno es ll amado inversión 
de carga ( CI). 

El interés por la doble capa eléctrica es importante porqnP. existen sistemas con fluidos 
cargados confinados por paredes cargadas, donde su estudio es releYante. Por ejemplo, en 
el campo de la biofísica son de importancia los poros, canales ~- caYidades de dimensiones 
nanométricas que, por ejemplo, interconectan el interior y el exterior de las membranas 
celulares. Estos canales pueden considerarse en una aproximación muy simple, como poros 
de geometría plana o cilíndrica. Para puntualizar , en este t ra bajo nos referiremos a un flui do 
confinado como aquel que está restringido a moverse en alguna de sus dimensiones , i.e .. dmtro 
de una región específica, como por ejemplo, un flui do entre partícul as coloidales cercanas 
entre sí. El confinamiento incluye aquellos fluidos que se encuent ran rodeando objetos, por 
ejemplo, un flui do cerca de un coloide o fluidos in ternos dentro de poros , caYidades y rendijas. 
Inicialmente calculamos los perfiles de concent ración de iones en un electroli to confi nado 
entre una rendij a plana fo rmada por dos placas planas infini tas y dentro de un cilindro 
infinitamente largo. cada una de estas superficies inmersas en un electrolito y por separado . 

El término coloide se refiere a una partícula que se encuentra dispersa en el seno de 
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un medio que puede considerarse continuo y el tamaño de las partículas dispersas tiene 
aproximadamente dimensiones entre un nanómetro y un micrómetro. 

La ciencia de coloides es interdisciplinaria y sus campos de interés abarcan la Física, la 
Biología, la Ciencia de Materiales y otras disciplinas. El estudio de los sistemas coloidales 
13, 4, 5, 6], membranas biológicas 17] y electrodos inmersos en fluidos electrolíticos puede ser 
abordado desde el punto de vista de las interfases. Esto es, dado el tamaño de las partículas 
coloidales, éstas se pueden tratar como partes separadas llamadas fases. En estos sistemas 
de más de una fase, los coloides y la ciencia de superficies convergen. La palabra superficie 
es usada en el sentido físico más que el sentido geométrico. Geométricamente, una superficie 
tiene área pero no espesor, mientras que físicamente divide dos regiones contiguas en las 
cuales las propiedades varían de una fase a otra. Esta transición ocurre en distancias muy 
pequeñas, entonces una superficie tiene un espesor que podemos imaginar muy pequeño. El 
término interfase se usa en este contexto y se usa para enfatizar el hecho de que la superficie 
de interés es la región divisoría entre dos fases. Es importante notar la relación que existe 
entre las partículas coloidales y el medio en que se encuentran inmersas. 

En este trabajo, usaremos los términos fase continua y fase dispersa para referirnos al 
medio y a las partículas coloidales, respectivamente. La interacción entre las componentes 
de dos fases da origen a las propiedades de un sistema coloidal. Los factores que contribuyen 
a la naturaleza de estos sistemas son: el tamaño y forma de las partículas , las propiedades 
de las superficies, la fase continua, las interacciones partícula-partícula , las interacciones 
partícula-fase continua, las diferentes fuerzas que entran en las interacciones (repulsión eléc
trica, fuerzas atractivas, fuerzas viscosas , etc). En los fluidos cargados las interacciones de 
largo alcance y los efectos resultantes de muchos cuerpos se combinan dando lugar a fenó
menos interesantes. Las interacciones electrostáticas en sistemas de muchos cuerpos en sis
temas complejos y simples son importantes. En estos sistemas existe aún discrepancia en 
cuanto a su descripción , que es difícil debido a que las correlaciones de largo alcance y de 
corto alcance son relevantes. lln fluido complejo cargado es aquel en que en la fase dispersa 
hay iones de varias especies y tamaños. En un fluido simple cargado los iones son del mismo 
tamaño y sólo tenemos dos especies. 

En este trabajo estudiamos un sistema formado por dos especies iónicas, con diferente 
carga , las cuales se encuentran dentro de un disolvente. cerca de un campo formado por una 
partícula, cuya densidad tiende a cero. Esta última partícula es un poro plano formado por 
dos placas paralelas o un poro cilíndrico, como modelo de coloide. 

Si un fluido es obligado a moverse en un conducto limitado por paredes sólidas, siempre se 
produce un cierto rozamiento entre las distintas capas del fluido y entre éstas y las paredes de 
los conductos. Los efectos del rozamiento en el movimiento de fluidos se cuantifican a través 
del concepto de viscosidad. Los líquidos muy viscosos de muewn muy lento. mientras que los 
poco viscosos se mueven más rápido. También en un fluido en movimiento se producen fuerzas 
de arrastre sobre los objetos que hay en el seno del fluido . Si en diferentes partes de estos 
sistemas existen condiciones físi cas distintas, la tendencia al equilibrio produce un cambio que 
trata de igualar dichas condiciones. El desplazamiento de las cargas d~el fluido se clasifica en lo 
que denominamos fenómenos de transporte 111- Los ejemplos más importantes de fenómenos 
de transporte son el movimiento de partículas ante una variación de su concentración y el paso 
de carga o conducción eléctrica ante una diferencia de potencial en un medio inhomogéneo. Lo 
primero que queremos hacer es cuantificar la cantidad de partículas, o de carga eléctrica que 
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es trasladada en un proceso de transporte. Para ello nos posicionamos en una determinada 
superficie, (puede ser imaginaria) y medimos el número de partículas o carga que la atraviesa 
por unidad de tiempo, definimos esta cantidad como el flujo correspondiente. Cuando se 
tiene fluido cargado en movimiento , se genera una corriente eléctrica en el mismo flujo , y 
se dice que se tiene un flujo electrocinético 181, que a la vez da origen a las propiedades 
electrocinéticas. La contribución elécrica a la resistencia al movimiento de las partícul as 
origina un efecto viscoso adicional, conocido como efecto electroviscoso. Además, se puede 
definir una superficie imaginaria cuando las partículas se mueven cerca de una pared cargada 
donde se deslizan (plano de deslizamiento) sin tocar la pared cargada. Esta superficie se 
encuentra entre la parte difusa de la doble capa y la parte muy cercana a la pared cargada 
a una distancia de dimensiones iónicas. El potencial eléctrico en esta región se le llama 
el potencial ( (zeta), y puede ser medido con técnicas experimentales. Los fenómenos de 
transporte son importantes porque nos permiten conocer como fluye un fluido cargado a 
t raYés de un conducto que lo confina y esto puede ser usado para estimar el efecto del 
flui do sobre las paredes , por ejemplo, en sistemas de filtración, como consecuencia de la 
capilaridad o en suelos para agricultura, donde hay retención de agua. La estructura en 
equilibrio determina la presión neta sobre las superficies cargadas y en el electroli to 19, 10, 11 ]. 
Podemos plantearnos que un fluid o simple puede moverse con una velocidad constante (flujo 
en estado estacionario), conocido como flujo laminar. En este trabajo estudiamos un fluido 
que se desplaza con velocidad constante de forma laminar dentro de un poro. 

La presión osmótica es proporcional a la concentración local, ésta es muy importante. 
por ejemplo, es responsable de la expansión (hinchamiento) de los minerales de arcilla que 
pueden tener un profundo efecto en la conducta de suelos de agricultura y cimientos de 
construcción. La presión sobre las paredes de un poro, en forma de rendij a con cuatro placas 
es calculada en este trabajo. 

Cuando las moléculas se acomodan por sí mismas form ando algúna estructura ordenada 
se dice que forman un sistema autoensamblado. Éste puede ser un ensamblaje regular de 
pequeñas entidades moleculares en estructuras supramoleculares más grandes que exhiben 
nucYas fun ciones, que pueden no exhibirse por las moléculas en form a aislada. Gn ejemplo de 
estructuras supramoleculares autoensambladas son las membranas de liposomas. Existe un 
gran interés en conocer la naturaleza de las fuerzas 112, 13, 14, 15, 16, 17, 18] que mantienen la 
estabilidad de estos sistemas 11 9], con la tendencia de formar planos laminados de grupos de 
moléculas en paquetes que se acomodan unos contra otros. La interacción entre subunidades 
de cst e tipo se debe a fu erzas electrostáticas y entrópicas. Sin embargo, poco es conocido de 
estas interacciones y de su naturaleza física. Este tipo de sistemas son importantes pues en el 
niYel más básico de todo organismo vivo hay sistemas autoensamblados. Otros ejemplos de 
planos paralelos supramolecul armente autoensamblados están relacionados con arcillas ¡20¡ . 
Est as úl timas adsorben moléculas y tienen un área grande en relación con sus Yolúmenes, 
produciendo una gran superficie en un espacio pequeño. 

En este trabajo estudi amos un sistema en base a un modelo formado por cuat ro placas 
sólidas cargadas infini tas inmersas en una solución electrolít ica ~ 

Los estudios antes mencionados, son un motivo para continuar estudiando estos temas 
pero con sistemas que tienen una estructura con más de dos placas paralela_s pl anas. El modelo 
dr dos placas paralelas cargadas. inmersas en un electrolito 121. 22. 23, 2--l , 25] ha sido úril 
para e1H ender sistemas tales como di spersiones coloidales 13, 4. 5]. membranas biológicas 171 
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y electrodos [4 , 26, 27, 28, 29, 30, 31 , 32). En estos sistemas uno de los componentes es 
una solución que contiene iones libres , entre las placas y fuera de ellas, con una distribución 
en el espacio diferente, para iones positivos y negativos cerca de las placas. El estudio de 
las propiedades del fluido , se hace a través de la estructura de la distribución de los iones 
alrededor de las paredes o la doble capa eléctrica (DCE) 133, 24, 34, 35, 36, 37]. 

El orden en que está estructurado este trabajo es: 
a) Síntesis de aspectos teóricos importantes relacionados con el tema a estudiar. 
b) Presentación de un problema desde la perspectiva de poros infinitos, donde deriYamos 

las propiedades de transporte iónico dentro de un cilindro, y comparamos con las propiedades 
de transporte de un fluido cargado confinado entre dos placas paralelas infinitas 19, 10, 11 L 
ya estudiado anteriormente. Observese la figura l. 

c) Estudio de la estructura de un fluido cargado, confinado por cuatro placas paralelas, 
infinitas y _cargadas, donde calculamos los perfiles de concentración de iones del fluido o 
funciones de distribución de la doble capa eléctrica, y otras propiedades del sistema. \'er 
Figura 2, que representa este modelo. 

d) Por último se presentan los apéndices, correspondientes a la teoría utilizada. 138, 39, 
40 , 26]. 
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Capítulo 1 

Teoría general 

1.1. Teoría de transporte 

Una de las propiedades de los líquidos es la capacidad de fluj o o de fluir en el espacio 
y existen ciertas razones estructurales por las que diferentes líquidos flu yen con índices de 
velocidad y volumen distintos. La viscosidad de un líquido es una medida de su resistencia 
al fluj o debida a las fuerzas internas de fricción. Esta resistencia interna da como resultado 
una transferencia de la energía de traslación de una capa de líquido a la siguiente capa de 
líquido, cuando el fluido se pone en movimiento por una fuerza que se aplica sobre éste 
(fluid o laminar). El resultado neto es una transferencia de momento entre capas sucesiYas 
del líquido. Supongamos un líquido entre dos placas paralelas, como se muestra en la fig. 1.1 
donde la fuerza tangencial o de corte F se aplica a las placas imaginarias o capas superiores 
y se deja que la inferior permanezca est acionari a. 

Como se Ye en la ilustración de la Fig. 1.1 , la capa de líquido adyacente a la placa superior 
se mueYe con la w locidad de la placa. Ésta a su vez arrastra a la siguiente capa inferior, y 
transfi ere a dicha capa parte de su momento, haciendo que se desplace con una w locidad 
ligeramente menor que la de la capa superior . De esta manera debido a la Yiscosidad . cada 
capa arrastra a la capa inmediat a inferior y hace que se desplace con menor w locidad hasta 

t:,. u, (y) 

y 
·····••···1 

u,(y) t:.y 

F -----

----------------······· se ·' 
X 

f igura 1.1: Flujo de un líquido entre placas paralelas 
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que alcanza a la capa de líquido adyacente a la placa inferior que carece de movimiento. 
Entonces para la mayor parte de los líquidos se observa que la fuerza por unidad de área F / A 
necesaria para impulsar a una capa de líquido en relación a la siguiente capa, es proporcional 
a la razón de cambio de la velocidad entre el cambio de distancia perpendicular al fluj o, 
6.u/ 6. y, que se denomina gradiente de velocidad , así 

6.11, 
F /A = r¡-

6. y 
(1.1 ) 

donde u = ux(Y) y r¡ es la constante de proporcionalidad llamada viscosidad . Los líquidos 
que obedecen la ecuación anterior se llaman líquidos newtonianos. A este flujo se le llama 
laminar. La unidad para medir r¡ se llama Poise dado en g · s - 1 

· cm- 1 (en el sistema cgs). 

Cuando se hace pasar un líquido por un tubo largo y delgado , por ejemplo un tubo 
capilar de vidrio, el fluj o es afectado por la viscosidad del líquido. En 1842 Poiseuille utilizó 
la ecuación anterior para desarrollar una ecuación que permite calcular el coefici ente de 
viscosidad en el caso de fluj o laminar en un tubo capilar cilíndrico. Esta ecuación es 

(1.2) 

donde r es el radio del tubo delgado de longitud L por el que fluye un volumen de líquido V, 
por unidad de t iempo t , con una presión P . La viscosidad relativa se define como, 1Jr = f;:, 
donde r¡ y r¡0 son las viscosidades de la disolución cerca y lejos de la superficie respectivamente , 
r¡0 es la viscosidad en el bulto. 

En el caso de fluid os cargados en contacto con una superficie sólida estática, el líquido 
se mueYe en respuesta a un campo eléctrico externo aplicado. A este fenómeno se le llama 
electroósmosis, y es de particular releYancia cuando la superficie sólida está en forma de 
capilar o poro que se llena con el líquido. La medida de la w locidad del líquido, o el Yolumen 
de líquido t ransportado por unidad de fluj o de corriente proYee información acerca de la 
carga superficial neta o del potencial eléctrico en la wcindad de la pared (potencial (). 

En casi todos los fenómenos electrocinéticos es de interés el estudio del movimiento dP un 
fluido con respecto a una superficie sólida o pared . El desplazamiento de la porción móvil de la 
doble capa eléctrica en respuesta a un gradient e de presión externo. y /o a un campo eléctrico 
externo o inducido se refiere a los fenómenos de transport e electrocinéti cos, y están presentes 
cuando intentamos separar la parte moYible de la doble capa eléctrica de una superfi cie 
cargada. "Electrocinético ... es el término general asociado con el moYimiento relatiYo a la 
región del bul to ent re dos fases cargadas, como por ejemplo, una superficie cargada y su doble 
capa eléctrica. En este trabajo nos ocuparemos del estudio de los fenómenos relacionados 
con la -velocidad del fluido ( que generalmente vari ará con la distancia a la superficie sólida o 
pared) y el campo eléctrico debido a la carga superficai de la pared . El campo eléctrico está 
determinado por las cargas superficiales sobre el sólido .'. en el líquido, pero puede también 
incluirse un campo externo impuesto (como en el caso de electroforesis y elect roósmosis). La 
relación entre el potencial en un punto y la distribución de carga est á~ dado por la ecuación de 
Poisson. Las cargas en un flui do responden a tres fu erzas: i) Potencial eléctri co , ii ) Potencial 
químico que tiende a regular las .-ariaciones de conceutración , .'. iii ) Cuando se encuentra 
en movimiento. el líqu ido está sujeto en cada pun to a fu erzas causadas por grad ientes de 
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Catodo 

presión y también a fuerzas laminares inducidas por partes vecinas de líquido moviéndose 
con diferentes Yelocidades. 

Si un campo eléctrico es aplicado tangencialmente a lo largo de la superficie, se ejerce una 
fu erza sobre la superficie y sobre los iones de la doble capa eléctrica. La superficie cargada 
(más el material adherido a ella) tienden a moverse en la dirección impuesta por el campo 
eléctrico, mientras que los contraiones en la parte movible de la doble capa eléctrica muestran 
una migración neta en la dirección opuesta, llevando al solvente con ellos y causando un flujo 
de soh·ente. 

Los fenómenos electrocinéticos tradicionales son cuatro: Electroósmosis, electroforesis, 
potencial de corriente (streaming potential) y potencial de sedimentación. En este trabajo nos 
concentraremos en el primero y tercero. La electroósmosis es el movimiento de la disolución 
electrolítica en relación a una superficie cargada (i.e. tubo capilar o medio poroso) debido a 
un campo eléctrico aplicado. La presión necesaria para contrarrestar el flujo electrostático 
es llamada presión electrostática. El flujo electroosmótico de un fluido típico en un capilar 
sr muestra en la figura 1.2. Cuando el tubo capilar está cargado negativamente, el campo 
eléctrico aplicado ejerce una fuerza a lo largo de la dirección del cátodo sobre los iones 
positiYos de la doble capa eléctrica, estos a su vez, arrastran la disolución electrolítica y 
el flujo aparece hacia el cátodo. El fenómeno de electroósmosis puede ser empleado para 
drenado de medios porosos y en la eYaluación de superficies cargadas. 

Potencial de corri ente (st reaming potential) : En lugar de aplicar un campo eléctrico para 
mowr un líquido a traYés de un capilar o poro, uno puede obligar al líquido a moYerse 
aplicando un gradiente de presión, entonces la carga de la doble capa eléctrica que se forma 
cerca de la pared es lleYada a traYés del capilar por el líquido, lo que da ori gen a una 
corriente eléctrica en el mismo sentido de la dirección del flujo del fluido (si las cargas son 
positiYas). En la figura 1.3 una corriente es creada cuando una disolución electrolítica es 
bombeada a traYés de un capilar cargado negatiYamente. Por otro laao , existe una condición 
en la que se puede alcanzar f' l estado de corriente neta igual a cero al aplicar un potf'ncial 
eléctrico en la dirección opuesta de la corriente. El potencial eléctrico que aplicado necesa rio 
para contrarestar la corrientf' inducida por el gradiente de presión es llamado potencial de 
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corriente, y está relacionado con el gradiente de presión y con el potencial en la wcindad de 
la pared (potencial (). En al figura 1.3 el campo eléctrico debido al potencial de corriente es 
de izquierda a derecha. Tenemos el objetivo de entender el flujo electroosmótico en un medio 
poroso o en tubos capilares de sección transversal de geometría variante , como por ejemplo. 
la situación a través de poros rectangulares y cilíndricos. 

Dentro de algunas aplicaciones electrocinéticas, podemos citar el rechazo de sal en un 
medio poroso, tales como las arcillas , poros sólidos y membranas (por ej. celofán) que tienen 
la propiedad de rechazar la sal parcialmente cuando una disolución salina se filtra. En otras 
palabras, la concentración de sal en el filtro es menor que en la disolución salina entrante de 
un poro o membrana. Para conservar el balance de masa de sal , el poro sólido actúa como 
un filtro que no permite que la sal pase a través de ella. El mecanismo físico del rechazo 
de sal en un capilar cargado es un tema del que nos ocuparemos en este trabajo. La carga 
superficial da origen a un perfil potencial que se extiende a una distancia comparable a la 
im·ersa de la longitud de Debye en la capilaridad del poro. Debe reconocerse que el rechazo 
de sal en un capilar es un fenómeno de ósmosis inversa donde el flujo de un líquido ocurre 
de un punto de alta a baja concentración de sal, generado por la influencia de un gradiente 
de presión impuesto. 

Definiendo la conductividad O" de una disolución como 

(1.3) 

donde j es la densidad de corriente que resulta del flujo indiúdual de todas las especies 
iónicas presentes en una disolución electrolítica cuando no hay gradiente de concentración 
:,· la disolución es eléctricamente neutra, '1/; es el potencial eléctrico, la ecuación anterior es 
una expresión de la ley de Ohm, válida sólo para las condiciones anteriores y no inYolucra 
ninguna aproximación en el tipo de disolución. La conductiYidad en una disolución depende 
de la naturaleza del sol u to. La conductancia se define como L = l / l-t es decir el inYerso de la 
resistencia R. en un electrolito al igual que en los metales , la resistencia entre 2 electrodos es 
directamente proporcional a la longitud que hay a través de la disolución entre los electrodos 

e inwrsamente proporcional a la sección transversal del poro ( el área). R = pi . donde p es 
A 
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una constante de proporcionalidad (resistencia específica o resistividad). 

1.1.1. Variables electrocinéticas 

Para entender el flujo electroosmóti co en un medio poroso, presentaremos un fluj o en un 
tubo recto con una carga en su superficie , ver 141] y 142]. La corriente total I de los iones es 
debida al flujo del fluido dentro del poro que es influenciado por un gradiente de presión y 
un campo eléctrico impuesto. En el caso de no tener una presión en el fluido en dirección a lo 
largo del eje paralelo a las paredes del poro, p 2 = O, la razón del flujo volumétrico y la corriente 
son debidas al campo eléct rico aplicado , y la razón (V/ J)p,=O, donde V es el fluj o volumétrico 
t iene una relación directa con el diámetro de los iones a, e inversamente proporcional a la 
conducti,·idad de la disolución electrolítica. Cuando no hay fluj o volumétrico neto (V = O) , 

P, 
la razón del gradiente de presión sobre el gradiente de potencial eléctrostático, E:, siendo Pz 
la presión osmótica y E2 el gradiente de potencial aplicado, es una relación importante que 
será tratada en el siguiente capítulo. El potencial de corriente es el potencial electrostático 
asociado con la corriente que aparece a lo la rgo de un capilar en presencia de un gradiente de 

presión aplicado. Si J = O, la relación '= , conecta la electroósmosis con el potencial ( 
r,; ) 
p;; 1=0 

de corriente y será analizado, en el siguiente capítulo. 

Efecto electroviscoso 

Cuando un líquido es forzado a pasar a traYés de un poro, influenciado por gradientes de 
presión y de potencial electrostático , y bajo la condición de corriente igual a cero, el flujo 
Yolu métrico puede ser calcul ado. El flujo volumétrico consta de dos términos, el primero 
es drbido al gradient e de presión impuesto y el segundo t érmino es debido al potencial de 
corriente .La reducción del fluj o de Yolurnen da la apariencia de un aumento de viscosidad 
y a ésto se le llama '·efecto electroYiscoso··. Podemos identificar dos distintos efectos de la 
ca rga eléctrica para el caso de suspensiones coloidales reológicas, que llamaremos efectos 
electroYiscosos 143]. El primr ro se ori gina de la distorsión de la parte difundida de la doble 
capa eléctrica debido al esfu erzo cort ant e. el segundo efecto es debido a las interacciones 
entre partículas que modifican las trayectorias y da origen a un aumento en el volumen 
excluido efectivo de las partícul as. Para sistemas diluidos el primer efecto electroviscoso 
es más significativo que el segundo efecto , y para suspensiones coloidales no diluidas el 
segundo efecto es más significatiYo 1-HI. El primer efecto fu e identificado primero por Von 
Smoluchowski debido a la interacción de la parte difundida de la doble capa eléctrica con el 
campo del flujo. 

E l segundo efecto elect roYiscoso es import ante en el cual la probabilidad de interacción 
partícul a-partícula aumenta. Aunque en sistemas no diluidos los dos~efectos están presentes. 
El segund o efecto es dominante. cuando aumenta la concentración de partícul as. por esta 
razón se considera que los cambios en el modelo de esfera dura a a lt as concentraciones es 
debido a efectos electroYiscosos. 
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1.2. Cuerpos Sumergidos en un Electrolito 

1.2.1. Conceptos Generales 

Un sistema formado por una mezcla homogénea, o aparentemente homogénea, de dos 
sustancias presenta en general una sustancia en mayor cantidad y otra en menor proporción 
que se encuentra dispersa en la primera. Entonces hablamos de una fase dispersora y un a fase 
dispersa respectivamente. Las dispersiones se refieren a un estado de la materia que contiene 
otro cuerpo repartido uniformemente en su masa o también cuando algún componente de una 
mezcla Sf' halla en mayor proporción que los demás. Se acostumbra clasificar las dispersiones 
como soluciones (o disoluciones < lmicra) , los coloides o dispersión coloidal (1-lO0micras) y 
suspensiones ( > 100micras) , son una clasificación en función del tamaño de las partículas de 
la fase dispersa. 

Al com ponente que está en exceso se le denomina disolvente y al componente o com
ponentes que se encuentran en menor proporción , soluto. En nuestro caso presentamos el 
estudio de una disolución electrolítica con una partícula cuya concentración tiende a cero, 
inmersa en la disolución , donde el soluto está formado por partículas de dos especies de igual 
tamaño, cargas opuestas iguales, y el disolvente (puede ser a.gua por ejemplo). Una carac
terística de los sistemas coloidales es su gran superficie. Las partículas son tan peqneüas que 
la superficie efectiva de contacto de todas con la fase dispersora es enorme, en virtud de 
su gran área de contacto. Los sistemas coloidales se emplean frecuentemente en procesos de 
adsorción . fenómeno en el cual , moléculas o átomos de una sustancia se unen a la superficie 
de sólidos o líquidos. La ciencia de coloides abarca una amplia variedad de sistemas como 
cremas de afeitar, pinturas, cosméticos, cerveza, arcillas agrícolas, mayonesas o células bi
ológicas: que t ienen una característica en común que constan de pequeñas ''partícul as'· de 
una sustancia distribuida más o menos uniformemente alrededor de otra; ésta última con
fi guración o componente es continua mientras las "partículas" son discontinuas. Estas dos 
componentes del sistema pueden ser líquidos, gases o sólidos. 

1.3. Funciones de distribución 

Los esta dos microscópicos ( caracterizado por el conjunto de posiciones y momentos de las 
partículas { r 1 ... r N. p 1 . .. PA· }) de un sistema determinan , en gran parte, sus propiedades 
termodinámicas. Sin embargo, las cantidades macroscópicas medidas en el laboratorio son 
solamente cantidades promedio de los estados microscópicos del sistema. Con los m étodos de 
la mecánica estad ística de equilibrio podemos calcular la estructura1 de un fluido , que a su 
vez. nos sirw para calcular sus propiedades termodinámicas. A continuación vamos a resumir 
a lgunos resultados de la mecánica estadística de equilibrio(MEE) , útiles para el estudio de 
los fluid os I..J 5. 3,. 46]. 

En el estud io de fluid os por medio de la MEE, el concepto de fun ción de distribución 
es d0 uti lidad. Esta fun ción mide la probabilidad de encontrar a las. partículas del fluido en 
cierta confi guración. En un sistema de partículas que interactúan vía un p otencial dado , a 
T. \ . " '.\ constantes (en el ensamble canónico), la probabilidad de encontrar a la partícula 

1 Este cmwPpt o será aclarado más adelant.e 
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1 en un elemento de volumen dr1 en r 1, a la partícula 2 en un elemento de volumen dr2 en 
r 2 , etc., está dada por 

donde Z(N, V, T) == j ... j exp {-f3UN(r1 ... rN)} dr1 ... drN es la función de partición confi

guracional en el ensamble canónico y UN(rN) es la energía configuracional de las N partículas. 
La densidad de probabilidad de encontrar a la partícula 1 en r 1 , . .. , y a la partícula n en rn, 
independientemente de donde se encuentran las restantes, se encuentra integrando sobre las 
coordenadas de las partículas , desde n+ 1 hasta N 

J ... j exp {-PUN(r1 ... rN)} drn+I ···drN 
P(n)( ) - ~~---------r 1 .. . rn - ZN (1.4) 

Por otro lado, la densidad de probabilidad de encontrar a cualquier partícula en r 1 , . .. , y a 
cualquier partícula en rn, independientemente del resto de las partículas está dada por 

(n)( ) _ N ! p (n)( ) 
p r1 . .. rn - (N _ n) ! r 1 . .. rn . (1.5) 

La función g(" )(r(n)) , definida como 

(n)( ) _ /nl(r 1 . .. rN) 
g r 1 ... rn - pn (1.6) 

es conocida como la función de correlación entre n partículas y determina el grado de in
dependencia, i. e., la correlación entre las partículas. Si las partícula de un sistema fu eran 
independientes g(n)(r (n)) sería simplemente uno. Usando las Ecs. (1.4) , (1.5) y (1.6). g(11 l (r (11 l) 
se escribe explícitamente como 

(n) ( ) -g r 1. - -rn -
V" N! f •·· f cxp {- BUN (r1 . . . rN)} dr11 +1 . .. dr A 

Nn(N -n) ! ZN 

f ... f exp { -f3UN (r 1 . .. r N)} dr 11+1 ... drs 
vn(l + O( N- 1)) ~· ~-~ ------,.z.,-N _____ _ 

(1 . 7) 

La función de correlación entre pares, g(2)(r 1 . r2) , mide la densidad de probabilidad de 
encontrar a una partícula en r 1 y otra en r 2 , por lo que esta función proporciona la estructura 
promedio del sistema. Para el caso de partículas que interactúan vía potenciales esféricos , 
9'2)(r1. r2) depende sólo de la distancia entre las partículas, r = lr 2 - r 1 1- por lo que suele 
denotarse como g(r) . La cantidad pg(r) mide la concentración local de partíc-ulas medida 
desde una partícula central, por lo que satisface 
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Suponiendo que las partículas del sistema interaccionan vía un potencial central aditivo por 
pares, u(r), se pueden escribir las cantidades termodinámicas en función de g(r). Por ejemplo, 
la energía interna se escribe de la siguiente manera 

E= ~NksT + N f
00 

p'u(r)g(r)41rr2dr 
2 2 lo 

(1.8) 

De la misma forma puede escribirse una ecuación análoga para la presión 

p21oo du(r) 
p = pkT - - r--g(r)4r.r2dr 

6 o dr 
(1.9) 

La función g(r) es de particular importancia. desde el punto de vista experimental ya que 
el factor de estructura, S(k), se puede medir mediante experimentos de dispersión de luz o 
dispersión de partículas. La relación entre S(k) y g(r) está dada a través de la transformada 
de Fourier, i. e., 

S(k) = j g(r)e-ik-r dr 

De esta forma, conociendo S(k) podemos determinar g(r) mediante la transformada inversa 
de Fourier. 

Una forma conveniente de escribir g(n)(r(n)) es como 

donde la cantidad w(n)(r(n)) queda definida al sustituir ésta en la definición de g(n), Ec. (1.7) , 
tomar el logaritmo de ambos lados, y tomar el gradiente respecto a las coordenadas de una 
de las n partículas, lo cual nos da como resultado 

j ... j (-"vjU N(r1 ... r n)) cxp { -,BU N(r1 ... rN)} drn+l· ··drN 
- "vw(n)(r 1 ... r.,,) = ~~------------------ (1.10) 

j ... j cxp {- BUN( r1 ... rN)} drn+l·· ·drN 

Como sabemos - "vjUN(r 1 ... rN) es la fuerza que actúa sobre la partícula j (con 1 ::; j :S n) 
para cualquier configuración de las N - n partículas, por lo que la Ec. (1.10) nos representa 
la fuerza media Jt> sobre la partícula j , promediada sobre la configuración de todas las 
n + 1, ... , N partículas. Es decir w(n) es el potencial de la fuerza promedio actuando sobre la 
partícula j. 

1.3.1. Ensamble gran canónico 

La. teoría de funciones de distribución es más poderosa si se desar!olla usando el ensamble 
gran canónico. A continuación presentamos un resumen de las propiedades de las funciones 
de distribución de un sistema clásico, abierto y de una sola componente. Dado que vamos a 
generalizar las ideas de la sección anterior a sistemas abiertos, las funciones de distribución 
[Ecs. (1.5) y (1.6)1 se denotan como pt> y gt>. Entonces, la probabilidad de encontrar n 
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partículas en los elementos de volumen dr1 , ... , drn en r 1 , ... , rn, independientemente de N, 
es 

N?_n 
donde PN es la probabilidad de que un sistema contenga a N partículas, es decir 

donde 

eNµ/kBTQ(N, V, T) zN ZN 
PN= ------- = --

'2(Jt , V, T) N!'2 

ZN Z(N, V, T) = j ... j exp {- f3UN( r N) } dr1 ... drN 

z 
eµ/kBT 

A3 

~ zN zN 
L J\TI N?_O . 

2TimkBT 
( )

- 1/2 
con A = h

2 
. De esta forma, usando las Ecs. (1.5) y (1.6) en la Ec. 

obtiene 

1 { 
00 

zN J J } (n) _ n -f3Un - f3UN 
p (r1 ..... r ,1) - ;; z e + L ( _ )' ... e drn+I···drN 

~ N=n+l N n. 

(1.11) 

(1.11 ). se 

(1.12) 

donde Ui denota la energía configuracional de un sistema de j partículas. La definición dada 
en la Ec. (1.12) es el equivalente de la Ec. (1.5) para un sistema abierto. De la misma manera. 
la defini ción de la función de correlación entre n partículas para un sistema abierto es igual 
a la de la Ec. (l. 7). Por lo que ésta se escribe simplemente como 

g(11 l(r1 .... , r11 )=.;:,,: { zne-f3Un+ I: (Nz~ ),j ... J e-f3UNdr 11+ 1 .. . drN} 
N ~ N=n+l n · 

(1.13) 

Las funciones de distribución en los ensambles canónico y gran canónico son las mismas para 
sistemas macroscópicos 147], por lo que las Ecs. (1.8) y (1.9) se siguen cumpliendo, a menos 
que se involucren las fluctuaciones2 • 

Dada la definición de g(r) en el ensamble gran canónico IEc. (1.13)] se puede hacer un 
desarrollo en serie de ésta en potencias de p. Los primeros términos de este desarrollo son 

g(r 1. r 2) e- ,',u(r i. r
2

) { 1 + P j f13Í23dr3 + p2 J (f13ÍJ4f42 + 2fi3Í34f42ÍJ2+ (1.1--1) 

+ ~f1 3f 41ÍJ2f42 + lf13f4if34ÍJ2Í41)dr3dr4 + p3 / U13ÍJ4f:5f52 + ... )dr3dr4dr 5 + .. -} . 
(1 .15) 

2\'er rcf. 147] 
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donde 
(1.16) 

es conocida como la función de Mayer. El n-ésimo coeficiente es una suma de integrales de 
productos de la función de Mayer. Una integral de productos de las funciones de Mayer tiene 
una representación gráfica conocida como un diagrama de Mayer 145, 37, 40J. 

1.4. La ecuación de Ornstein Zernike 

La función de correlación total se define como h(r1 ,r2) = g(r1, r 2) - 1, para un fluido 
de una sola especie. En 1914 Ornstein [48] y Zernike [ 49] proponen dividir h(r1, r2) en dos 
partes, una parte directa y una parte indirecta. La parte directa, dada por la función e( r1 , r2) , 
llamada la función de correlación directa. La parte indirecta es la influencia propagada 
directamente de la partícula 1 a la 3, la cual actúa sobre la partícula 2, directamente e 
indirectamente a través de otras partículas. Este efecto es pesado por la concentración y 
promediado sobre todas las posiciones de la partícula 3. Con esta descomposición de h(r1 , r2) , 

se escribe la ecuación de Ornstein-Zernike. 

( 1.1 7) 

donde hemos supuesto que el potencial de interacción entre las partículas depende únicam
nete de su posición relativa, r 21 = r 2 - r 1 , por lo que h(r1 , r2) = h(r21 ). 

De la Ec. (1.10), la función g(r21 ) está relacionada con el potencial de la fuerza media 
entre dos partículas, w(r21 ) , por 

(1.18) 

En un fluido multicomponente, la función de correlación total (h1i (r21 ) = 9ii (r21 ) - 1) 
entre dos partículas de las especies i y j en r1 y r 2 , respectivamente, están relacionadas con la 
función de correlación directa c ij (r21 ) por la ecuación de Ornstein-Zernike multicomponente, 
la cual , para un sistema de k componentes está dada por 

( 1.19) 

donde Pm es la concentración de la especie m y r21 = r 1 - r 2 es la posición relativa entre las 
partículas 1 y 2. La ecuación de Ornstein-Zernike define la función de correlación directa. 
En esta ecuación tenemos dos funciones y ambas son desconocidas. Para poder resolver 
esta ecuación tenemos que emplear una teoría que nos dé una relación entre la función de 
correlación directa y la función de correlación total. Se han propuesto varias aproximaciones 
para la función de correlación directa fundamentadas en métodos de la teoría de líquidos. 
Entre estas aproximaciones tenemos las siguientes 137, 46J 

(1.20) 

(1.21) 
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(1.22) 

Las Ecs. (1.20) , (1.21) y (1.22) se conocen como la aproximación de cadena hipertejida 
(HNC) , la aproximación esférica media (MSA) , y la aproximación de Percus-Yevick (PY) , 
respectivamente. Siendo U;J (r21 ) es el potencial de interacción directa entre un par de partícu
las de las especies i y j y fo ( r 21 ) = exp { -,BuiJ ( r 21 )} - 1, es la función de Mayer3

. No es 
posible calcular g(r 21 ) de forma exacta ya que todas las teorías para calcularla ignoran varios 
tipos de diagramas. Por ejemplo, en la teoría HNC los diagramas puente son ignorados com
pletamente, mientras que en la teoría de Percus-Yevick los diagramas puente y los diagramas 
producto no son considerados 

1.4.1. El modelo primitivo 

El modelo más simple que contiene los principales rasgos de un electrolito es el modelo 
primitivo (MP) l50]. Este modelo consiste en aproximar el disolvente por un medio continuo 
en el cual los iones se encuentran inmersos4

. La interacción entre los iones se lleva a cabo 
vía un potencial , el cual, para dos iones con carga q; y qj separados por una distanciar , está 
dado por 

'11 ,j (r) = { oo 
qi qj 

Er 

a.;+ aj 
r < 2 

a +a -r> ' J 
- 2 

(1.23) 

Donde q¡ = z¡e y a; son la carga y el diámetro del ion de la especie i , respectivamente; Z¡ 

es el número de valencia y e es la carga protónica. Es decir , estamos tratando a los iones 
como esferas duras cargadas. En el modelo primitivo restringido (MPR) todas las especies 
que forman al electroli to tienen el mismo tamaño. Para alcanzar el equilibrio termodinámico 
el fluido debe satisfacer la condición de electroneutralidad la cual se escribe de la siguiente 
forma 

2 

¿ z;pi = O, 
i=l 

donde p; es la concentración de bulto de la especie i. 

1.4.2. Fluidos inhomogéneos: el método directo 

(1.24) 

Un fluido influenciado por un campo externo o un fluido que se encuentra en la vecindad 
de la superficie de una partícula coloidal, se acomoda de manera inhomogénea. En esta 
sección Yamos a extender los métodos de la sección 1.4 al estudio de fluidos inhomogéneos. 
Los métodos de ecuaciones int egra les ya han sido aplicados por Henderson et. al. al estudio 
de interfases 151, 52]. Además de la propuesta de Kjellander et. al. j53l donde también obtiene 

3Esta definición difiere de la dada en la Ec. (1.16) donde i y j denotau posiciones, mientras que eu este 
caso denotan especies. 

4 Este medio continuo tiene una constante dieléctrica E, diferente de la constante dieléctrica del vacío. 
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la función de distribución inhomogénea. Sin embargo, estos métodos solamente pueden ser 
empleados para fluidos en contacto con superficies planas. 

Un método más general y con el cual pueden derivarse teorías para fluidos inhomogéneos 
fue propuesto por Lozada-Cassou 140, 54), este método es conocido como el Método Directo 
(i'.lD). Este método es más general que el método de Henderson, ya que puede emplearse 
para cualquier geometría. Por otro lado, con este método puede obtenerse como un caso 
particular el caso de Henderson. El método directo esta basado en el hecho fundamental de 
la equivalencia entre partículas y campos. Es decir, el hecho de que las partículas y campos 
se definen a través de su interacción con otras partículas o campos. Ya que en las teorías 
presentadas en la sección 1.4 no existe restricción en cuanto al tipo de partícula, el número de 
especies en el fluido y la concentración de cada especie; una fuente de campo externo puede 
ser considerado como una especie más del fluido , la cual se encuentra a dilución infinita. De 
esta forma , si llamamos a a la especie que representa a la fuente de campo externo, partiendo 
de la Ec. (1.19) paran+ l especies y tomando el caso límite de Pn+i = p0 ➔ O, la función 
de correlación entre la especie a y la especie j está dada por: 

hoJ (r 21) = Caj (r21) + t Pm j hº"' (r23) C.11j (r13) dr3 , 
m=l 

(1.25) 

nótese que la suma no considera la especie n + l. Análogamente a la Ec. ( 1.18) , la relación en
tre la función de distribución , g0 ; (r21 ), y el potencial de la fuerza promedio entre la partícula 
n ~- una partícula de la especie i en r21 viene dada por 

(1.26) 

Para poder resolver la Ec. (1.25) es necesario conocer Cmj (r13) y c0 j (r21 ). La primera 
lcmj (r13) ] se obtiene de la solución de la ecuación de Orstein-Zernike para un fluido homogé
neo de n especies, como la Ec. (1.19). La segunda función lcaj (r21 )) puede aproximarse por 
cualquiera de las cerraduras PY, MSA ó HNC, las cuales tienen la siguiente forma funcional 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

P neden construirse distintas teorías de líquidos dependiendo de la aproximación que se use 
para la función de correlación directa entre el campo externo y las partículas, y la función de 
correlación directa entre las partículas del bulto. La notación que se usa para denotar dichas 
teorfas es la siguiente: 

Siglas que denotan a c0 ; / Siglas que denotan a~ C;J-

Ejemplo de las teorías que podemos emplear son: HNC/ HNC, PY / HNC, MSA / HNC, etc. 
Este método puede emplearse en general para cualquier tipo de fluido , sin embargo, ha 
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sido aplicado principalmente para el caso de fluidos cargados inhomogéneos, las cuales han 
resultado exitosas al compararse con los métodos de simulación molecular 155, 56, 57]. 

Resumiendo lo anterior , tenemos que el concepto de fluido inhomogéneo corresponde a 
un fluido homogéneo que es afectado por un campo externo de cualquier tipo, este campo 
puede referirse también a superficies sólidas neutras o cargadas que introducen una alteración 
en la estructura original del fluido homogéneo, como por ejemplo partículas coloidales o 
macromoléculas, que ocupan lugares físicos que antes ocupaban las partículas del fluido 
homogéneo, y que obligan a los componentes del fluido homogéneo a acomodarse de una 
manera que llamamos inhomogénea. Es decir existe una equivalencia entre partícula y campo 
bien establecida que las identifica a través de la interacción de éstas con otras partículas o 
campos. Además, no existe restricción en el tipo de partícula, el número de especies que 
forman el fluido y la concentración de cada una de estas especies. Si el campo externo que 
afecta a nuestro fluido homogéneo puede ser considerado como una especie más de dilución 
infinita dentro del fluido, entonces tenemos un fluido inhomogéneo que puede ser estudiado 
de esta manera, a esta idea se le conoce como Método Directo 140. 26]. Este método es 
independiente de la geometría de la partícula que introduce la inhomogeneidad. 

1.4.3. La ecuación de Poisson-Boltzmann 

Cuando un electrolito se encuentra influenciado por un campo eléctrico el cual es pro
ducido por una superficie o por una partícula coloidal con carga. los contraíones (partículas 
cargadas del signo opuesto a la superficie) son atraídos hacia la superficie, mientras que los 
coiones (partículas cargadas del mismo signo a la superficie) tienden a ser repelidos. Debido 
a que el sistema se encuentra a T > O, i. e., las partículas del fluido tienen energía cinética, 
los contraiones no condensan totalmente sobre la superficie. Por otro lado, los coiones no 
son totalmente repelidos de la superficie debido a que no pueden disponer de todo el espacio 
accesible. Los contraiones y coiones se arreglan de tal forma que eYentualmente el campo 
eléctrico es cancelado a cierta distancia de la superficie. Esta estructura es conocida como la 
doble capa eléctrica(DCE). 

El tratamiento más simple para fluidos cargados se lleva mediante la ecuación clásica de 
Poisson-Boltzmann. En esta teoría, además de que solamente se consideran las interacciones 
de tipo electrostático, se emplea una aproximación sobre el potencial de la fu erza promedio 
de dos partículas, w(2)(r12) IEc. (1.26)]. Consideremos una macropartícula inmersa en un 
electrolito en equilibrio , a la cual llamaremos la partícula o. De la electrostática sabemos 
que el potencial eléctrico depende de la distribución de carga como lo indica la ecuación de 
Poisson 158] 

2 411 ) '7 :p ( r) = - E Pe1 ( r , (1.30) 

donde Pe1 (r) es la densidad local de carga en r la cual está definida por 

11 

PEI (r) = ¿ z;epi (r). (1.31) 
i=l 

siendo p; (r ) la concentración local de la especie i. Si calculamos el promedio de ensamble de 
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ambos lados de la Ec. (1.30) tenemos como resultado 

471 471 n 
v72 ((f (r)) = -- (pe¡(r)) = --¿ zie (p.¡ (r)) , 

é é i=l 

(1.32) 

donde los promedios de ensamble se indican con las cantidades entre corchetes. El promedio 
de la concentración local de la especie i está relacionada con la función de distribución por 

(p; (r)) = P;9o; (r), {1.33) 

donde 90 1 (r) , es la función de distribución de la especie i alrededor de la especie o: y Pi es la 
concentración de bulto de la especie i . Usando la Ec. {1.33) , la Ec. {1.32) se puede escribir 
como 

( 1.34) 

De la Ec. {1.26) sabemos que la función de distribución de la especie i alrededor de et está 
relacionado con el potencial de la fuerza promedio sobre la partícula i en r. La teoría de 
Debye-Hückel supone que 137, 59] 

(1.35) 

por lo que 
9ai = cxp{z;e(:,:;(r ))}. {1.36) 

Si denotamos (cp (r )) = 'lj; (r ), la Ec. {1.34) se escribe como 

{1.37) 

Esta ecuación diferencial es conocida como ecuación de Poisson-Boltzmann. De la elec
trostática sabemos que la solución de la ecuación de Poisson, Ec. (1.30), puede escribirse 
como 

{1.38) 

donde ·ii1
0 (r ) es la contribución al potencial debida a la partícula o:, y el segundo término es 

la contribución al potencial debida a la distribución de carga del fluido . Haciendo uso de la 
Ecs. (1.35) y (1.38) , obtenemos 

( ) _ i -/3 ti ( ) _ z,eB J Pe1 (r1) dr1} 90 , r - exp u 0 , r I I . 
é r - r 1 (1.39) 

_ . /3 El () z,e
2
/3~ /9aj(r1 )dr1} exp - u 0 1 r - -- ¿_, z1 pj I I . 

E J = l r - r-i. 

en donde u~1
; (r) = z;e'lj;0 (r). La cual es otra forma de escribir la ecuación de Poisson

Boltzmann . o mejor dicho, esta es la wrsión integral de la ecuación de Poisson-Boltzmann. 
La ecuación de Poisson-Boltzmann ha sido la base de numerosos trabajos, p. ej .. los trabajos 
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de Gouy 160] y Chapman [61], en donde estudiaron una disolución electrolítica en presen
cia de un campo externo producido por una superficie plana cargada uniformemente. Las 
aproximaciones de las que hace uso la ecuación de Poisson-Boltzmann fueron examinadas 
rigurosamente por Kirkwood 162), quien demostró que la aproximación consiste en despre
ciar los términos de volumen excluido y de fluctuaciones. Aunque el análisis de Kirkwood fue 
hecho para electrolitos en bulto, éste puede ser extendido de manera directa para la doble 
capa eléctrica. La comparación entre los resultados de la ecuación de Poisson-Boltzmann con 
los de simulación molecular, muestra que la teoría falla cuando el volumen excluido no es 
despreciable o cuando las inetarcciones electrostáticas son muy fuertes l21J . 

1.4.4. Modelo de Gouy-Chapman 

El modelo de Gouy-Chapman considera una superficie cargada inmersa en un electrolito 
que tiene un potencial electrostático constante en la superficie de ·l/Js, dentro de la superficie se 
forma una capa de carga, los iones que compensan éstas cargas son considerados como cargas 
puntuales inmersas en un medio dieléctrico continuo. La atracción/ repulsión acoplada con el 
moYimiento browniano térmico aleatorio de los iones en el medio dieléctrico da origen a una 
capa eléctrica. Dentro de esta capa difundida, no hay neutralidad de carga. El equilibrio es 
establecido debido a las fuerzas atribuidas a la atracción/ repulsión y difusión de los gradientes 
de concentración. El Modelo de Gouy-Chapman provee buenas predicciones cuantitatiYas 
para cuando el potencial en la superficie es bajo ( ~0.025V) y cuando la concentración del 
electrolito no es alta. El mayor defecto del modelo es que desprecia el tamaño finito de los 
iones (supone que los iones son cargas puntuales que pueden aproximarse a la superficie 
sin limite). Una modificación al modelo de Gouy-Chapman fue proporcionada por Stern 
(1924), conocida como el modelo de Gouy-Chapman modificado y éste supone que los iones 
puntuales sólo pueden aproximarse a la superficie cargada hasta una distancia que equivale 
al radio de un ión con tamaño finito . 

1.5. Fluidos en Equilibrio 

Un fluid o puede estar dividido en diferentes regiones por medio de separaciones o fronteras 
llamadas int erfases. Cada región se conoce como fase , las fases pueden ser iguales o diferentes. 
Si dos fases están en contacto y están interactuando entre si, pero están aisladas del exterior, 
habrá una transferencia de energía y materia, alcanzando el equilibrio , entre ellas, puede 
haber cambio de energía o materia localmente pero la energía total permanece constante. 
Cada fase debe tener la misma temperatura y si hay intercambio de partículas entre fases , 
cada un a de estas debe tener la misma presión. Una característica importante es que el 
potencial químico es igual en las fases que están en contacto. Además, si estamos en un 
fluid o cargado. la suma de la carga de todos los iones debe ser cero , si se transfiere materia 
de una fase a otra el fluido debe mantenerse electroneutro en el bulto. 

Si tenemos dos fluidos cargados (electrolitos) separados por una interfase permeable a 
todas las especies de ambas fases en equilibrio, la temperatura es igual en las dos fases y la 
presión puede no ser la misma cerca de la interfase. La condición del mismo potencial químico 
en ambas fasf's se sigue manteniendo y es importante. Expresando el potencial químico de 
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los iones de la siguiente manera 

(1.40) 

donde µ¡ es el potencial químico de la partícula de especie i, µ? es potencial químico de 
referencia de la especie i, ai es la actividad de la especie i, zi es la valencia de las partículas 
de especie i, e es la carga elemental, k es la constante de Boltmann, T es la temperatura 
del fluido y </> es el potencial eléctrico del fluido. Considerando el sistema en equilibrio tal 
que el potencial químico para la especie i es igual en las dos fases, llamadas fase o y fase /3, 
tenemos 

( 1.41) 

para simplificar un poco las cosas, supongamos que tenemos sólo dos especies en el fluido 
que están al mismo potencial de referenciaµ? y es un electrolito simétrico donde 2 1 = -22 , 

es decir i = 1, 2. Sustituyendo la ec.(1.40) en la ec.(1.41), tenemos dos ecuaciones siguientes 

µ~º + kTlnaf + z1e</>f = µ~13 + kTlnaf + z1e<l>f 

( 1.42) 

donde µ?rx, l 13 son los potenciales químicos de referencia en las dos fases, usando la condición 
de electrolito simétrico, sumando ambas ecuaciones y tomando fl </> = <l>f - </>? obtenemos 

(1.43) 

La actividad puede expresarse como a .¡ = ry.;p;, donde '}; es el coeficiente de actividad de 
la especie ·i, y p; es la concentración de bulto de la especie i , y 

p {l roo 
ln1 = kT lo lo u(x)g(.r.Od.-rd~ (1.44) 

donde~ es un parámetro de acoplamiento, ver (147]). Aplicando condición de electroneutra
lidad total del sistema 

entonces si 2 1 = - z2 

o 

de la relación (1.43) 

Po,..,1opo ,..,,o _ pfJ ~,fJp /3 ~ fJ 
1 11 2 12 - 1 i l 2 /2 

(1.45) 

( 1.46) 

(1.-17) 

(1.48) 

en todo el espacio, observamos que para una interfase plana permeable el problema es simétri
co para ambos lados de la interfase y entonces las integrales que relacionan la ec.(1.44). 
implican , ·f = 1f y "'ff = 1f, entonces 
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(1.49) 

pero en el bulto pf = pf y p2 = pg, por la misma simetría del problema, calculando la 
presión osmótica como la diferencia de presiones de ambas fases P = IT,e - II0 , 

P = kTp = kT(pf + pg - (pf + p~)) 

y ésto es cero. Analizando la ec.(1.43) para el caso de baja concentración, en este límite 
')'i -+ 1 y también ai -+ p;, entonces 

ªª {3{3 P1 P2 = P1P2 

la electroneutralidad de ambas fases en el bulto requiere que z1pf + z2p2 = O, y z1pf + 
z2pg = O, entonces pf = p2 y pf = pg. La presión osmótica está dada como la 
diferencia de presiones en el bulto de ambas fases, considerando que las componentes están 
diluidas , la presión osmótica es 

P = kTp = kT(pf + pg - (pf + p~)) 

para que la anterior ecuación sea igual a cero las densidades de bulto en ambas fases deben 
ser iguales, y esto '"ª de acuerdo con (1.45) , cuando la concentración de los iones es suficien
temente baja, entonces la presión osmótica es cero en el bulto. Para el caso de una sola placa 
encontramos que la presión osmótica es siempre cero. 

Si tenemos un sistema con dos líquidos iguales a y fJ separados por una pared rígida 
(una membrana por ejemplo) donde la pared se mantiene fija de alguna forma, tal que las 
presiones de un lado y del otro de la pared pueden ser diferentes . Decimos que tenemos tres 
restricciones: no existe intercambio de energía con el exterior, la densidad total de partículas 
es constante y una forma que impide que se mueva la pared e implica la existencia de una 
diferencia de presiones P,~ - P,e (presión osmótica). Llamaremos a la concentración de un 
líquido c1 y del otro líquido c2 . El sistema alcanza su estado de equilibrio. Podemos decir que 
el sistema tiene 4 restricciones adicionales, una térmica que implica T = cte, una geométrica 
que indica que el YOlumen es constante, y dos que se pueden llamar "químicas" dadas a través 
de la membrana que restringen c1 y c2 y también que P0 =/= P,e, cuando P0 = P,e indica que 
hemos modificado alguna otra restricción. Si removemos una restricción del sistema se induce 
un cambio de estado, éste es un proceso (llamado proceso inducido) que al finalizar deja al 
sistema en un estado de equilibrio en el que está menos restringido. Los potenciales químicos 
en ambas regiones es una característica del equilibrio químico. 

1.6. Fuerza entre dos cuerpos cargados 

Cuando dos superficies cargadas ( o dos partículas coloidales) con igual carga, inmersas en 
un electrolito y forman una doble capa eléctrica difundida cada una "'se acercan entre sí, sus 
respectivas doble capas se empiezan a superponer; entonces las distribuciones de potencial 
eléctrico y de iones cerca de una partícula en la Yecindad de otra partícula ya no son simétricas 
con respecto al punto medio entre las dos superficies , hasta que alcanzan el equilibrio. Esto 
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E 

f----- X 

x=-h/2 x=h/2 

Figura 1.4: Geometría de placas paralelas 

causa esfuerzos asimétricos de origen eléctrico sobre la superficie de las partículas coloidales 
y como resultado, éstas experimentan una fuerza. Considerense dos placas planas separadas 
a una distancia fija y a potenciales 1Pa y '1/Jb respectivamente sobre las superfices de las placas. 
Estos potenciales son constantes e iguales (se pueden tener también cargas iguales sobre las 
superficies), ver fig(l.4). La ecuación .de Poisson se puede escribir como 

d2?j; 41f Pel 

dx2 E 
(1.50) 

donde '1/; es el potencial eléctrico, Pel , es la densidad de carga libre. El fluido se encuentra 
en estado estacionario, con una velocidad promedio de los iones igual a cero o diferente de 
cero. Para los casos anteriores podríamos tener la concentración de los iones independientes 
del tiempo, lo cual sería una configuración de equilibrio. 

La razón de cambio de momento es igual a la fuerza 

d(mv) = F 
dt 

(1.51) 

y la a razón del cambio total de momento por unidad de volumen es igual a la suma de 
todas las fuerzas actuando por unidad de volumen es 

d(pv) = pF/m 
dt 

(1.52) 

La fuerza está compuesta de contribuciones que incluyen fue~zas externas (como la 
gravedad), fuerzas de presión y fuerzas viscosas, que podemos escribir como 

F = Fext + Fpres + Fvis (1.53) 
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donde F es la fuerza neta por unidad de volumen. F ext es la fuerza externa en el fluido, 
F pres, es la fuerza debido a la presión del fluido y F vis es la fuerza debido a la viscosidad. 
La densidad es constante, para el caso de un fluido incompresible. 

La ecuación de momento por unidad de volumen JJo con relación con la fuerza eléctrica 
es 

(1.54) 

donde "vp0 es la fuerza por unidad de volumen. Esta ecuación se puede deducir directamente 
del equilibrio de fuerzas , en un estado estacionario , donde la suma de fuerzas es igual a cero 
es 

(1.55) 

A partir de a ecuación (1.53) , que se puede escribir de una manera conocida como la 
ecuación de Navier-stokes 

&v 2 
p é)t + pv · Vv = -V P + r¡"v v + (pg + FE) (1.56) 

donde los términos de la izquierda corresponden a F y el primer término de la derecha es 
F pres , el segundo término es F vis y el tercer término es F ext , 

v es el vector velocidad del fluido. 
p es la concentración del fluido. 
P es la presión del fluido. 
g es el vector aceleración debido a la gravedad. 
FE es la fuerza eléctrica del campo creado por las cargas o el potencial de las placas. 
t es el tiempo. 
r¡ es la viscosidad del fluido. 
V es el operador gradiente. 
V 2 es el operador Laplaciano. 

cada término en la ecuación anterior representa una fuerza por unidad de volumen. De 
izquierda a derecha el primer término de la izquierda relaciona el cambio de la velocidad 
del fluido con el tiempo en un lugar dado. Para condiciones de estado estacionario, este 
término es cero, el segundo término de la izquierda es debido a la inercia del fluido, éste 
es despreciable a bajas velocidades del fluido y también es cero en el caso estacionario de 
velocidad cero. El tercer término en el lado derecho del signo igual es debido a la presión, el 
cuarto término es debido a la viscosidad del fluido (esfuerzo cortante) , y el último término 
es debido a la gravedad y al campo eléctrico externo. 

Cuando un fluido es un electrolito , es de interés el movimiento de los aniones y cationes, 
así como el movimiento del fluido en el bulto, para este fin la transferencia de masa en 
una solución electrolítica requiere de una descripción del movimiento de las especies iónicas 
móviles , balance de material , flujo de corriente , electroneutralidad total y mecánica de fluidos . 

En la ecuación anterior la fuerza debido al campo eléctrico es una fuerza externa F1,; , la 
fuerza eléctrica es considerada una fuerza que actúa sobre el cuerpo de las partículas , como 
lo es la gravedad. En general la fuerza eléctrica por unidad de Yolumen del fluido para una 
constante dieléctrica variable esta dada por 
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1 1 [(PºE) l FE = Pe1E- -EoE · E~h + -Eov' - E -E 
2 2 Op T 

p es la densidad de la disolución que en un electrolito puede coincidir con Pt1 que es la 
densidad de carga libre (13, 63J. Consideramos que E = cte. Entonces la fuerza por unidad de 
volumen de fluido aparece en función del campo eléctrico FE = pe1E. 

Introduciendo la fuerza eléctrica en la ecuación de Navier-Stokes (la ec. 1.56) , 

&v 2 
Pai, + pv · v'v = - v' P + r¡v' v + pg + Pe1E 

Para el caso estacionario en un punto, la velocidad promedio es constante (v = cte) , 

v' P = 'f}v'2V + pg + Pe1E 

y despreciando el efecto de la gravedad, entonces 

{1.57) 

{1.58) 

{1.59) 

Esta ecuación la podemos descomponer en tres ecuaciones, para las tres coordenadas. Si te
nemos un desplazamiento del fluido en dirección paralela a las placas (eje z) por la aplicación 
de un gradiente de presión P2 y un gradiente de potencial eléctrico E2 , entonces la ecuación 
de Navier-Stokes para un flujo laminar en estado estacionario entre las placas, es 

donde v(x) es la velocidad del fluido en dirección z. 
Para el caso particular de que no haya rnriación de la velocidad con respecto a las 

coordenadas, en la ecuación (1.59) el primer término de la derecha de la ecuación anterior 
es cero. 

(1.60) 

Para la dirección perpendicular a las placas (dirección x), la ecuación (1.60) la podemos 
escribir como 

dP 
-d. = Pe1Ex 

.:i: 
(1 .61) 

por otro lado, sabemos que Ji.. p~1dV = q y que E = cte, para la placa plana, integrando 
la ecuación 1.61 , tenemos 

r ddP dV = r Pe1 E~.dV J.- T lv (1.62) 

PA = qEx (1.63) 

A es el área, entonces Fx = P A. 
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Fx es la fuerza que actúa sobre el fluido en dirección x y Ex es el campo eléctrico total 
. dw 

producido por las paredes de las placas. Tomando la expresión Ex= - dx donde 1/-· es el 

potencial eléctrico, y sustituyendola en la Ec. (1.61) , combinando esta última ecuación con 
la ec. (1.50) , tenemos que 

dP l d2'1/Jd'l/J _ Ü 

dx - 4 7í dx2 dx -
(1.64) 

(ver apéndice E). La ecuación anterior relaciona la presión (presión osmótica) con el potencial 
lJ.1, la presión se origina debido a la variación de la concentración iónica entre las placas y la 
disolución electrolítica en los alrededores, integrando la ec. (1.64) 

l (d'l/J )2 

P-- - =C1 
87r dx 

(1.65) 

C1 es una constante de integración , en este caso es la fuerza requerida por unidad de área 
sobre las placas. Para este caso particular, resulta que la diferencia entre la presión p y la 
fuerza relacionada con el potencial eléctrico al cuadrado por unidad de área es constante en 
cualquier lugar entre las dos placas. Para evaluar esta fuerza necesitamos calcular p y 1/J. 

1.6.1. La carga Inducida en un Fluido 

Cuando un cuerpo cargado llamado electrodo (particularmente consideremos que tiene 
la forma de una placa plana cargada infinita de ancho finito d se encuentra inmerso en 
un fluido se crea una inhomogeneidad en éste debido a dos factores principalmente: 1) El 
Yolumen excluido (u ocupado) por la placa. 2) El campo eléctrico producido por la carga 
de la placa. Esta inhomogeneidad induce una carga en el fluido manteniéndose neutro todo 
el sistema (condición de electroneutralidad) , debiendose cumplir que la suma de la carga 
inducida en el fluido más la carga del electrodo debe ser igual a cero 18]; es decir, 

Qpared = - fv PtJ(r)dr 

donde Qpurt-d es la carga sobre la superficie del electrodo y la integral es la carga inducida 
por la carga de la superficie, Pel es la densidad de carga volumétrica inducida en el fluido, 
definido como Pei = '¿~1 pizie, tal que p; es la densidad de partículas por unidad de volumen 
de especie i y z; es la valencia de la especie i. 

En nuestro sistema 1a carga la tenemos localizada sobre la superficie de la placa. Podemos 
expresar ésta en forma de la densidad carga superficial y también en el fluid o, así 

!Xo J,00 
a1 + a2 = - _00 A1(x)dx - "ª Pe1(x)dx (1.66) 

la primera integral de la ecuación representa la carga inducida en el flui do en la parte 
izquierda que llamaremos región o:, observese la figura 1.5, y la segunda integral es la carga 
inducida del otro lado llamada región /3, definimos estas integrales, de la siguiente manera 

!
Xo 

a 0 = _
00 

Pe1(x)dx (1.67) 
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region o fase a 

Placa 

fluido 
fluido 

rcgion o fase 13 

X 

Figura 1.5: modelo de dos fases separadas por una pared 

y 

0'13 = ¡_~ Pe1(x)dx (1.68) 

donde .1:0 y T f3 corresponden a los puntos sobre las superficies de las paredes de la placa. 
Para el caso de dos placas, tres, cuatro, etc. inmersas en un electrolito las partículas 

se distribuyen de manera similar como en la fig. 1.6b que representa cómo se difunden las 
partículas en dos placas. 

Helmholtz fue el primero que desarrolló un modelo de la doble capa eléctrica e intro
dujo este concepto en 1850, para la carga sobre una superficie metálica en una disolución 
líquida. Esta carga era balanceada por una carga igual en la región líquida, él imaginó un 
arreglo de cargas en dos planos paralelos, ver fig. 1.6a, formando una especie de '·condensador 
molecular". Sin embargo, el movimiento térmico hace que los contraiones se extiendan en el 
espacio formando una doble capa difundida (Yer fig. 1.6b) , subsecuentemente se observó que 
el movimiento térmico de las cargas en el medio dispersor, distribuía las cargas de alguna 
manera sobre la región , especialmente cerca de la superficie cargada. El modelo de la doble 
capa en estas circunstancias es el modelo de Gouy-Chapman donde además se consideran los 
iones como cargas puntuales y el material de la pared tiene la misma constante dieléctrica 
que el fluido electrolítico. 
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(a) 

Q carga positiva • carga negativa 

Figura 1.6: La doble capa eléctrica. (a) De acuerdo al modelo de Helmholtz , (b) La doble 
capa eléctrica resultante del movimiento térmico. 
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Capítulo 2 

Efecto de la geometría en las 
propiedades electrocinéticas de 
electrolitos confinados en poros de forma 
cilíndrica o de rendija plana. 

2.1. Introducción 

Un fluido iónico (electrolito) confinado dentro de un poro cuyas paredes internas están 
cargadas, muestran importantes fenómenos de transporte, que a la vez juegan un papel muy 
destacado en física de líquidos y soluciones en medios porosos 164], incluyendo películas com
primidas superficialmente 165], o sustancias atrapadas en poros, como zeolitas 166], minerales 
arenosos 167}, nanotubos de carbón 168], membranas 169], etc. Cuando una presión y / o un 
gradiente de potencial eléctrico son aplicados a través de un material poroso, que contiene 
una solución iónica, un flujo Yolumétrico neto y una corriente eléctrica neta son estable
cidas, dando origen a la conductancia capilar, el potencial de corriente y a la retardación 
electroviscosa; a estos fenómenos , se les conocen, como fenómenos electrocinéticos 170, 71}. 

Estos efectos pueden estar acompañados de otros como por ejemplo, rechazo de sales 
por un poro (exclusión de iones) 170} . que son de gran interés en el campo de dispersiones 
coloidales [70, 72}. La hidrodinámica línea! establece que la correlación entre flujos y fuerzas 
es a primer orden lineal. Es decir , si estas fuerzas son pequeñas (presión y/ o gradiente de 
potencial), el flujo volumétrico y la corriente eléctrica están acopladas linealmente a través 
de un conjunto de ecuaciones cuyos coeficientes son llamados coeficientes de transporte de 
Onsager, L11111 • Por tanto, considerando un flujo en estado estacionario y laminar dentro de 
un poro, las expresiones de los coeficientes de transporte de Onsager pueden derivarse en 
términos del potencial electrostático medio y de los perfiles de concentración iónicos. 

~ 

Las propiedades electrocinéticas de un electrolito confinado por un poro de rendija de 
placas planas ha sido estudiada anteriormente en los trabajos de 173, 74 , 75], para los poros 
cilíndricos en 141 , 76, 421, y para materiales porosos en 177, 78]; estos estudios se basan en la 
aproximación de Poisson-Boltzmann (PB). para obtener los perfiles de concentración iónica 
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y el potencial electrostático medio dentro del poro. En esta teoría no se toma en cuenta 
el tamaño de los iones, pero es una aproximación importante, debido a su simplicidad y 
relativa exactitud bajo ciertas condiciones; como son: muy baja concentración del electrolito 
y baja densidad de carga superficial. (0,0lM, 0,0lC /m2

) La aproximación esférica media de 
cadena hipertejida (HNC/ MSA) ha sido usada exitosamente para calcular la estructura de un 
electrolito confinado en un modelo primitivo restringido (RPM) [21 , 79, 80, 81 , 82]. Asimismo, 
este modelo ha sido aplicado al estudio de los fenómenos electrocinéticos en un electrolito con 
RPT\-1, confinado por un poro de rendija plana 19, 10, 83] . Esta teoría tiene ventajas sobre la 
teoría de PB ya que incorpora el tamaño de iones, correlaciones de corto alcance de los iones 
y en general muestra buena concordancia con cálculos de simulación bajo ciertas condiciones 
de confinamiento, concentración del electrolito y valencia del mismo [84, 57, 56]. En el caso 
de un poro de geometría cilíndrica, las propiedades electrocinéticas, han sido estudiadas en 
Yarios artículos, en el trabajo pionero de Rice y Whitehead [41 J se usó la ecuación de PB 
linearizada (Debye-Hückel) para obtener el potencial electrostático medio. Levine et al. [421, 
extendió los resultados usando la ecuación no lineal de PB. Citando más estudios tenemos que 
descripciones de la estructura de un electrolito confinado en un poro cilíndrico, fueron dadas 
a través de soluciones aproximadas a la ecuación de PB [85, 86, 87, 88] y por simulaciones 
de Monte Carlo [89, 90]. De la misma manera estudios teóricos con aproximaciones de PB , 
que incorporan correlaciones de corto alcance iónico han sido dadas a través de teorías de 
ecuaciones integrales 189, 81 , 82). 

Una descripción teórica de la estructura de la doble capa eléctrica de un electrolito 
confinado dentro de un cilindro usando HNC/ MSA fue reportado en [811, junto con el método 
directo (MD) [91 , 26, 40]. El efecto de la curvatura que encierran las superficies de los poros 
en las propiedades electrocinéticas de un fluido iónico es de interés particular en ciencia de 
coloides donde, frecuentemente mediciones hechas sobre superficies cóncavas o curvas son 
interpretadas usando resultados de poros de rendija plana [2J . Se pudo observar que estudios 
teóricos de los fenómenos, electrocinéticos considerando efectos de curvatura y tamaño de 
iones aún no han sido reportados. En este trabajo desarrollamos los cálculos de los perfiles del 
potencial electrostático medio y de concentración , los coeficientes de actividad media y las 
propiedades electrocinéticas para un electrolito simétrico confinado en poros cilíndrico y de 
rendija plana. Los perfiles de concentración reducidos se obtuvieron por medio de las teorías 
de PB y HNC/ MSA , que a su vez son usados en las ecuaciones lineales hidrodinámicas 
para calcular las propiedades electrocinéticas. Podemos observar una comparación de los 
resultados de ambas teorías, y de las dos geometrías, plana y cilíndrica. En la sección 2 
presentaremos una descripción breve de los modelos teóricos de los poros cilíndrico y de 
rendija plana. Además, derivamos las ecuaciones integrales de la teoría HNC/ MSA y de 
la teoría de Posson-boltzmann. para las dos geometrías. Se analizan los poros de ta.maño 
infinito y los casos límites de iones puntuales. También se deriva CQJ1 detalle las ecuaciones 
electrocinéticas para el poro cilíndrico: y para el caso del poro de rendija plana presentamos 
una síntesis de la derivación de las ecuaciones electrocinéticas pues ya están deducidas en la 
referencia [9. 10. 83]. A continuación , en la sección 3. discutimos los resultados y finalmente 
en la sección 4 presentamos las conclusiones para este capítulo. 
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Figura 2.1: Modelos geométricos (a) poro de rendija plana y (b) poro cilíndrico. 

2.2. La teoría y los modelos 

Los sistemas que estudiaremos son i) un poro de rendija plana, formado de dos placas 
infinitas paralelas, cargadas, con una distancia de separación entre las superficies interiores 
de T = 2h (ver Fig. 2.1 a) . ii) Un poro cilíndrico infinitamente largo, cargado, de diámetro 
interior 2R, que también denotaremos por T( = 2R) ( ver Fig. 2.1 b). Los poros tienen 
densidad de carga superficial uniforme O'in y O'out en las superficies interior y exterior, res
pectivamente. Por simplicidad hemos considerado O' = O'in = O'out· Es importante mencionar 
que las posiciones de los iones están situadas en los centros de los iones, entonces la posición 
más cercana de un ión a la pared de cualquier poro es a la distancia de un radio iónico 
del cent.ro del ión a la pared, considerando que la superficie del ión está en contacto con la 
pared. Para el caso de geometría cilíndrica, en el interior del poro la distancia de máximo 
acercamiento del ión-pared es t = R- a/2 a partir del centro del poro cilíndrico. La distancia 
correspondiente para el poro de rendija plana es escrita como t = h - a/2 , a partir del centro 
de las dos placas en el eje de simetría. En ambas geometrías el ancho de la pared o de las 
placas es d. Cada uno de los los poros se estudian por separado, estos se encuentran inmer
sos en un electrolito con un modelo primitivo restringido (RPM), es decir en un fluido que 
está constituido de dos componentes (iones) que consisten en esferas duras cargadas de igual 
tamaño con diámetro a, con cargas opuestas concentradas cada una de ellas en un punto 
(en el centro de las esferas) z+e y 2-~, siendo a la vez z+ y z_ las valencias para cationes y 
aniones, respectivamente. 

De esta manera tenemos que la energía potencial de interacción entre dos partículas de 
especie i y m , separadas por una distancia r 13, es 
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Ui111(r13) = tr1 3 13 -
{ 

z¡ zme2 for r > a 

oo for r13 < a 
(2.1) 

2.2.1. Teoría general HNC-MSA para una solución iónica en un 
poro cargado 

La teoría de un fluido confinado de N componentes puede derivarse a partir de (N+ 1) 
componentes con las ecuaciones integrales de Ornstein-Zernike aplicando el método directo 
f23, 40], i.e. , 

N + l 

hij(r 21) = C1j( r 21) + ¿ Prn j him(r 23)Cmj(r 13)dv3 . 
m = l 

(2.2) 

donde Cij(r 21 ) y hij(r 21 ) = 9ii(r21 ) - 1 son respectivamente, las funciones de correlación 
directa y correlación total entre dos part ículas de especies i y j con posiciones relativas 
r21 = r2 - r1 ; g;j ( r21 ) es la función de correlación por pares , Pm es la concentración en el 
bul to de las especies m e i, j = l , .... N + l. Considerando al poro como una especie más 
en el fluido, definimos la especie N + l = a , y por una consideración adicional de que esta 
especie se encuentra diluida en forma infini ta (p0 ----1 O) entonces obtenemos 

hoj( r 21) = Coj( r 21) + f Pm j hom(r 23)Cmj(r 13)dv3 
m = l 

(2.3) 

Usaremos la cerradura de cadena hipertejida (HNC) en la función de correlación directa 
entre el poro y el fluido, c0 j(r 21), es decir , 

(2.4) 

donde u0 i(r 21 ) es el potencial de interacción di recta entre el poro y una part ícula de especie 
j , f3 = l / k8 T, k8 es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. La función de 
correlación directa entre dos partículas del fluido, Cmj ( r 13) , es tomado en cuenta a traYés de 
la aproximación esférica media (MSA) para un electrolito RPM dada como 

{ 

• _ s r • ZmZjf)e 2 , · 
MS4( ) Cs(713) + ,;,¡ZmCd (113) - , for r13 < a c. . . r13 = 2 a1 3 
In) ZmZj/3E f . 1 1 > 

- ,r
13 

0 1 r 13 _ a 
(2.5) 

siendo cs (r13) y c;T(r13) funciones de corto alcance dadas en el apéndice. Así pues, susti
tuyendo las ecs. (2.4) y (2.5) en la Eq. (2.3) nos queda 

9oj(r 21) = exp { - Buoj (r 21) + f Pm J hom(r 23)c~;f 4(r 13) dt'3 } 
m= l 

= cxp {-f3v.0J (r ?1) - z/3'_2 f Pod(r 23 ) Q!'.3. ~ (2-6) 
- e r1 3 

+ zi~e
2 

J Pod(r23)c:[(r1 3)dv3 + J Pos (r 23)cs(r1 3)d i;3 } 

donde nosotros hemos definido 
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Pod(r13) = L ZmPrn hcm,(r13) , 
m=l 

N 

Pos(r13) = L Pmhom(r13). 
m=l 
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(2.7) 

(2.8) 

Las ecs. (2.6) han sido derivadas para el caso general y se refieren a las ecuaciones integrales 
HNC/ MSA, para partículas de especie j cerca de la partícula de especie o:. Más adelante 
aplicaremos la ec. (2.6) a un electrolito RPM confinado en los poros de rendija plana y 

cilíndrica. También analizaremos los casos límites de iones puntuales y de poros de tamaño 
infinito . 

2.2.2. Teoría HNC/MSA para una solución iónica en un poro car
gado de rendija plana 

Para un poro de rendija plana consideramos la especie a hecha de dos placas paralelas 
infinit.as cargadas (ver Fig. 2.1 a). De aquí que, en geometría plana, u01 (r21 ) y g01 (r21), 

dependen solamente de la coordenada perpendicular a la pared, x, es decir, u01 (r21 ) = u01 (x) 
y g01 (r21 ) = g01 (x) . Además, el potencial de interacción puede ser separado de la siguiente 
manera 

(2.9) 

donde v;>J(.T) ~- v~1j (x) son los términos de interacción de esfera dura y electrostático, res
pectivamente. que puede escribirse como 

u* (::r) = { O for j:1:I E {[O, h - a/2] U [h + d + a/2, oo)} 
01 · oo for l:i:I E { (h - a/2 , h + d + a/2)} 

(2.10) 

y 

21í/3e,, · 
-But1(x) = ~J cr[2(x + h + d/2) + lx - hl + lx - h - di] 

E 
(2.11) 

para O ~ x < h o h + d < x. Eq. (2.10) implica que g01 (x) = O y h01(x) -1 para 
i:rl E { (h - a/2 , h + d + a/2)}. considerando la Ec. (2.6) para el poro de rendija plana; en 
este caso es conveniente usar coordenadas cilíndricas, centrado en el eje de simetría del poro, 
con la coordenada radial r, paralela a las placas y la coordenada axial, y, perpendicular a 
las placas. tal que, r¡3 = x2 + y 2 

- 2xy y dv3 = rdrdyd</>, siendo </> la coordenada angular 
y :r la coordenada axial para la partícula 1 (ver Fig.2.1 a). Entonces realizando un poco de 
álgebra obtenemos, (ver ref. 140, 79]) 

9a1(:i:) cxp {- /3:::;e'li: (x) + 27í fv K(x. y)p05 (y)dy 

+ 2Ttz1 fv L(x. Y)Pod(y)dy + A(x)} 
(2.12) 

dond(' el dominio de integración es D := {y E [O, h - a/2] U [h + d + a:/2 , oo)} hemos definido 

.-1(:r)=-27ipr .Jt~:;012 
K(x , y)(y)dy, PT = L~1=l Pm , Y 

]\º(x. y) = r= SCs(s)ds 
l 1x-y1 
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L(x,y) = rX> scr(s)ds 
J ¡a:-yl 

(2.13) 

Las expresiones para K(x, y) y L(x, y) están dadas en la referencia [79]. El potencial elec
trostático medio, 't/J(;r), está dado por 

't/; (x) 
2n 

= --ü[2(x + h + d/2) + lx - hl + lx - h - di] 
€ 

2ne Ji - (x +Y+ lx - Yl)Pctd(y)dy 
t V 

(2 .14) 

En términos del potencial al plano interior de máximo acercamiento ( = '!j;( .x = h - n /2). 
la ec. (2.14) puede ser reescrita como 

27íe 1 h- u/2 
7/J(x) = ( - - (x + y - 2h +a+ lx - yl)p0 ,1(y)dy 

t o 
(2.15) 

para O :S x < h- a/2. En términos de la densidad de carga superficial, ü, el potencial-( está 
dado por 

47í 27íe 1 h-a/2 4Tie ¡= ( = --üd + -a Pad(y)dy + - (h - y)pad(y)dy 
t t O t h+d+a/2 

(2.16) 

para O :S x < h - a/2. 

2.2.3. Teoría HNC-MSA para una solución iónica en un poro car
gado de forma cilíndrica 

Para este caso la especie a es una partícula coloidal cilíndrica infini tamente larga a 
dilución infini ta (ver Fig.2.1 b). Ya con esto, resulta natural usar coordenadas ci líndricas 
para integrar la ec. (2.6) , tal que, rr3 = x2 + y2 + z2 

- 2xy cos </> y dv3 = yd9dyd::. siendo d>. 
z, y y las coordenadas angular, axial y radial para las partícula 3, respectivamente: :r es la 
coordenada radial para la partícula l. Para las variables</> y z, la Ec. (2.6) puede ser integrada 
analíticamente (ver ref.1811). Las expresiones para u 0 j(r 21) y 9aj(r 21 ) dependen solamente 
de la coordenada radial, es decir, u 0 j(r21) = u0 j(x) y 9aj(r21) = 9aj(x). Adicionalmente. 
el potencial de interacción puede ser separado como en la ec. (2.9), donde los términos 
correspondientes de interacción de esfera dura y electrostática son expresados como 

u* -(x) = { O forx E {[O, R- a/2] U [R + d + a/2, oo)} 
ºJ · oo forxE{(R-a/2 , R+d+a/2)} 

( 2 .17) 

~ 

{ 

-
4;ez;ü [R ln (H) + (R + n + d) In (R + d)(2H. + d) In (:roc)] 

UEI x = foro :S :r; :S R - a/2 , 
a,(.) - 4;ez¡ü(2R+d) [ln .7:-ln(x=)] 

for :i: ~ R + d + a/2. 

(2.18) 
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siendo x00 el punto de referencia de potencial electrostático cero, y el dominio de integración 
está definido como V:= {y E [O, R- a/2] U [R + d + a/2, oo)}. Eq. (2.17) dando 9nj(x) = O 
para lxl E { (R - a/2 , R + d + a/2)}, el cual también es tomado en cuenta en los límites 
de integración de la ec. (2 .6). La ecuación HNCj i\,1SA para el poro cilíndrico, después de 
realizar la correspondiente álgebra, es escrita como 

9oj(x) exp { -e/3zj'ÚJ(x) + fv K c(x. Y)Pns(y) dy 

+ Zj 1v Lc(x, Y)Pad(y) dy + A~(x)} 

De manera similar como la ec. (2 .13) nosotros hemos definido, 

(ver el Apéndice) , siendo el potencial electrostático medio, 'I/J (x), dado como 

4n 
--a[Hln R + (R + d) In(R + d)] 

para O ::; :i: ::; R - a/2, y 

'lb (x) 

E 

4ne l ( x2 + y2 + 1x2 - Y21 ) - In 
2 

Pad(y)ydy 
( V 

4n 
--Cí(2R + d) In x + 

( 

21re Ji (:1:2 + y2 + 1x2 - Y2I) + - In 
2 

Pad(Y )ydy 
E V 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

para :1; 2:: H+d+o /2. En términos del potencial en el interior a la distancia al plano de máximo 
acercamiento, ( = '1!: (:r = H - a/2) , el potencial electrostático medio, para :r < H - o / 2, 
puede ser escrito como 

, ¡ R-u/ 2 ( x2 + y2 + lx2 _ y2¡) 
ip(:r) = ( - 211 Jo In 2(R _ a/2)2 YPnd(y)dy 

(2.23) 

En términos de la densidad de carga superficial, el potencial-(, está dado por 

( -
4

" e Cí( H + d) In (R + d) - 4
1re J, 00 

In (JL)- Pn,1(y)ydy 
( R ( R+d+a /2 R 

+ 4;e In (R -Ra/2 ) .l R- a/ 2 Pod(y)ydy (2.2-!) 
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De esta forma, es interesante notar que 'ljJ(x), cuando es expresado en términos de cr, las 
regiones interna y externa del poro están acopladas a través de los perfiles de concentración 
reducida de iones, g0 j(x) !ver Eq. (2.14) para el poro de rendija plana, y las Ecs. (2.21) y 
(2.22) para el poro cilíndrico]. Así de esta forma, si '1/J(x) es expresado en términos de cr, 
las ecuaciones HNC/ MSA !Ecs. (2.12) y (2.19)] deben ser resueltas consistentemente por 
considerar las regiones interna y externa. Por otro lado, si el '1/J( x) es escrito en términos de 
(, las ecuaciones HNC/ l\1SA para las regiones interna y externa pueden ser resueltas inde
pendientemente. Sin embargo, debe ser señalado que ambas perspectivas, es decir términos 
de ( o a , son equivalentes. 

2:2.4. Casos Límites de tamaño de poros infinitos e iones puntuales 

Para el caso límite de poros infinitos tenemos que, si tomamos el límite de R -+ oo, para 
la geometría cilíndrica o h '-+ oo, para el poro de rendija plana, se puede mostrar que las 
ecuaciones HNC/ MSA, es decir Ecs. (2.12) y (2.19), van a ser 

9oj(x) exp {-/3zie'I/J(x) + 21r fv K(x, Y)Po:s(y)dy 

+ 21rzj fv L(x, y)p0 d(y)dy - 2r. A(x)} 
(2.25) 

donde el dominio de integración es V := {y E [a/2 , oo )}, x es la posición de la partícula 
medida desde la superficie de la pared; A(x), K(x, y), y L(x, y) tienen la misma forma 
como en la Ec. (2.13) del nanoporo de rendija plana. Por esto es importante señalar que la 
Ec. (2.25 es la ecuación HNC/ MSA para un electrolito RPM cerca de una pared plana de 
espesor infinito y se satisface en ambos lados de la pared. En términos de la densidad de 
carga superficial cr. el potencial electrostático medio se escribe como 

4r. 21re ¡00 
1,': (:1:) = -crx - - [x +y+ lx - yl]p0 rl(y)dy 

f f a/2 
(2.26) 

o equivalentemente, 

2r.e 100 t'·(x) = ( - - [a - x - Y+ lx - YIJPoa(y)dy 
f a/2 

(2.2,) 

en términos del potencial (. 
La ecuación de Poisson-Boltzmann (PB) se obtiene despreciando las correlaciones de 

corto alcance, tomando el diámetro iónico igual a cero, es decir, a = O, que es equivalente 
a tomar K(x, y) , L(x. y) y A(x) igual a cero en las Ecs. (2.12) y (2.25) o Kc(x , y). Lc(x. y) 
y A~(x) , igual a cero en Ec. (2.19). Por lo tanto, la forma compacta de la ecuación de PB 
puede ser escrita como 

(2.28) 

donde ¡j: (x) es el potencial electrostático medio, dado por las Ecs. (2.14) y (2.15) para el 
poro de rendija plana. por las Ecs. (2.21), (2.22), (2.23) para el poro cilíndrico y por las 
ecs. (2.26) y (2.27) para una pared simple. 
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2.2.5. Ecuaciones para las propiedades electrocinéticas para un mi
croporo de forma de rendija de 2 placas 

Las expresiones para los coeficientes electrocinéticos dentro de un poro de rendija plana, 
que se encuentra dentro de una solución cargada, se obtienen a partir de ecuaciones que se 
relacionan con las propiedades electrocinéticas del fluido . 

La aplicación de un gradiente de presión , Pz, y/ o un gradiente de potencial eléctrico, Ez, 
través de un capilar de forma de rendija con dos placas planas cargadas, en la dirección z, 
(paralela a las placas) y en cuyo volumen se encuentra ocupado por un electrolito; se genera 
un flujo de volumen neto de solución V y la aparición de una corriente eléctrica neta J a 
través de la sección transversal del poro. Hemos considerado que los efectos anteriores tienen 
dependencia lineal con Ez y Pz y están acoplados a través de un conjunto de vari ables , cono
cidos como coeficientes de transporte de Onsager, Lmn, que son expresados en dos ecuaciones 
lineales de la siguiente manera 

(2.29) 

y 

(2.30) 

La ecuación de Navier-Stokes para el flujo en estado estacionario de un fluido Yiscoso a través 
de un poro cilíndrico, sometido a los esfuerzos E z y P2 , es 

(2.31) 

donde u(x) es la velocidad del flujo en la dirección z, como una función de la coordenada 
perpendicular a las placas x; 1J es el coeficiente de viscosidad en el bulto de la solución 
electrolítica, y ptI(x), es densidad de carga local definida por 

N 

Pd(x) = L ZmePm(x) . (2.32) 
m=l 

Integrando la Ec. (2.31) , donde la velocidad debe satisfacer las siguientes condiciones de 
frontera 

u (X) = o' 'lj; (X) = ( en X = t 
dv.(x) = O d'lj; (x) = O en x = O 

d.rc ' d.1: 

(2.33) 

con ( = 'lf; (h - a/2) , y donde t = h - a/2. Usando la ecuación de Poisson la densidad de 
carga local es 

( 
·) _ E (d'lj,•2(x) ) Pd X - --

4ri dx2 
(2 .34) 

y definiendo 
(2.35) 
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tenemos 

donde 

1 2 2 w(x)) 
ti(x) = -

2
TJ(x -h )Pz - µ(1 - -· (- Ez 

1 
Up(x) = -

2
TJ (x2 

- h2)P2 

'1/J(x) 
uE(x) = -µ(1 - -(-)Ez 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

y, µ = E( es la movilidad eletroforética. Los dos términos en la ecuación ( 2.36) son las 
47ír¡ 

componentes de la velocidad de Poiseuille y electro-osmótica respectivamente. 
El flujo de volumen total por unidad de superficie V , también llamado flujo de volumen 

electro-osmótico se obtiene integrando u( x) sobre la sección transversal total entre las dos 
placas, es decir , 

V= J:, u(x)dx , 

Así, subtituyendo, Ec. (2.36) en la Ec. (2.39), y de acuerdo a la Ec. (2.29) se obtiene 

2t3 

L11 = -3 ' 17 
y 

L12 = L~(l - G) , 

donde 

11' G = - 'lj: (x)dx 
(t o 

L~ = -2tµ. 

siendo L~ la razón V/ E= para Pz = O en el límite de Smoluchowski, es decir h -➔ oo. 

(2.39) 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

(2.43) 

La velocidad de los iones de especie j , bajo el potencial eléctrico y el gradiente de presión , 
tiene dos componentes una convectiva y otra de transporte respectivamente, escritas como 

ui(x) = u(x) + u;(:r) (2.44) 

Donde el primer término del lado derecho de la ecuación es la wlocidad de flujo de toda la 
solución , dada por la ec. (2.36). y el segundo término es la Yelocidad de transporte debido a 

la moYilidad iónica, tl j = el~JI , escrito de la forma 
.IJ 

-,.. 
T( ) ~J 

uj X = -,.,._ ,pjEz 
~1 

(2.45) 

siendo f1 el coeficiente de fri cción, de las especies cargadas j sometidas al campo eléctrico 
E 



El flujo de corriente total es 

que puede expresarse como 

donde se define 

l e= 2 fot u(x)pd(x)dx, 

l e= 2 fot up(x)pd(x)dx + 2 fot uE(x)pd(x)dx , 

donde 

1~ = 2 fot up(x)pd(x)dx 

Jf = 2 fot uE(x)pd(x)dx 

y el último término es 

35 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

usando las ecs. Ec. (2.37) , Ec. (2.34 , integrando por partes y las condiciones de frontera , 
tenemos la componente de la corriente de convección para Pz es 

(2.54) 

Sustituyendo la velocidad electro-ósmotica uE(x) de la ec. (2 .38) en la ec. (2.52 , ter..ernos 
la componente de la corriente de convección para Ez es 

(2.55) 

donde 

(2.56) 

(2.5í) 

donde 

(2.58) 

definiendo 

' 2 ~o) l . :J~ 
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K es el coeficiente de conductancia capilar, que tiene una contribución convectiva y otra de 
transporte iónico, donde Kc está dada por 

(2 .60) 

en términos de los coeficientes de Onsager, la corriente total está dada por la Ec. (2.30),con 

L22 = L~(l + K) , (2.61) 

donde L22 = 2for 

1 { lot µ lt 'l/J (x) } K = - '°'t · h -(x)dx- - Pd(x)(l - -)d.1; . t L., J o J (}' o r 
J T ~ 

(2.62) 

donde tj = ~ es el coeficiente de transporte iónico de la especie j , (J'T = I: (J'j es la conduc
tividad de la solución en el bulto, y (J'j es la conductividad iónica de la especie j definida 
como (J'j = p1 l z1 lµje. También se cumple L12 = L21-

La diferencia de potencial Ez producida cuando un gradiente de presión JJ= se aplica a 
través de un capilar, bajo la condición de corriente eléctrica I , cero, se refiere a un potencial 
de corriente E,.,,r = (Ez)J=O· El potencial de corriente, E.,,.r está dado usando las ecuaciones 
Ec. (2.30) , (2.41) , y (2.61) como 

L12 
E~11- = - -Pz = 

L22 

donde (a = ( F es el potencial ( aparente y 

es el potencial ( aparente reducido. 

1-G 
F= -

l+K 

(2.63) 

(2.64) 

Si la condición de corriente cero se aplica en la Ec. (2.29) y usando la Ec. (2.63). La razón 
del flujo de volumen con la presión, en ténninos de los coeficientes de Onsager, está dada 
por 

(V) [ Li2 ] - = L11 1+--- . 
Pz 1=0 L11L22 

(2.65) 

Entonces. el flujo de volumen efectivo de Poiseuille es 

(2.66) 

donde se define un coeficiente de viscosidad aparente, r¡,,, para mantener la forma de la 
fórmula de Poiseuille para el flujo de volumen en la Ec. (2.40). De este modo. por combinación 
df> las Ecs. (2.40), (2.41) , (2.43), (2.65) , y (2.66) resulta 



donde ("' = ( eB y definiendo 

rJa 
r¡ [ 

* ((*)2 
(1 _ G)21-i 1 - 3(3 -

"'t l + ]{ 

(3* = (!__)2 (ksT)2 

~. 

4rt e r¡<Jr 

y ,;, = ;,.';~-¿ p;:::'f es la inversa de la longitud de Debye. 
1 
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(2.67) 

(2 .68) 

2.2.6. Ecuaciones para las propiedades electrocinéticas para un mi
croporo cilíndrico 

Las expresiones para los coeficientes electrocinéticos dentro de un poro de rendija plana 
y sus resultados obtenidos por las aproximaciones de HNC/ MSA y PB, han sido discutidas 
anteriormente, ver ref. (19, 10, 831). En esta parte nosotros obtenemos las ecuaciones para 
las propiedades electrocinéticas dentro de un poro cilíndrico con un procedimiento similar 
a la referencia anterior . Consideremos el eje del poro cilíndrico ( o simplemente el cilindro 
o el poro) como el eje axial de coordenadas, .z . La aplicación de un gradiente de presión, 
P2 = -v::. P( z). y/ o un gradiente de potencial eléctrico, E::. = - 'v'zE( z). a través de un 
capilar cargado, en la dirección axial z , genera un flujo de volumen neto V y una corriente 
eléctrica neta J a través de la sección transversal del poro. Hemos considerado que E:. y P::. 
están acoplados a través de un conjunto de coeficientes de transporte de Onsager Lmn· Estas 
ecuaciones son lineales y están expresadas como 

(2.69) 

(2.70) 

La ecuación de '.'lavier-St okes para el fluj o en estado estacionario de un fluid o Yiscoso a través 
de un poro cilíndrico, sometido a los esfuerzos Ez y P2 , es 

l d ( d·11(:1:)) 
r¡-_-d . x--J. + Pa(x)Ez + P2 = O. 

:/, :J ll:J , 
(2.71) 

doude .u(:i-) es la Yelocidad del flujo en la dirección z, como una función de la coordenada 
radial :r: r¡ es el coeficiente de viscosidad en el bulto de la solución electrolí tica, y Pd(x) , es 
densidad de carga local definida por 

.V 

Pc1(x) = I: ZméPm(x). (2.72) 
m = 1 

Integrando la Ec. (2 .71), donde la w lociclad debe satisfacer las siguientes condiciones de 
front era 
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v(x) = O, 

du(x) = O. 
d:t . 

?j1(x) = ( en 
dv (x) 
-- = O cu 

<h 

= t. 

.r = O 
(2.73) 

con ( = v( H. - n / 2). y donde l = R - aj'.!. usando la 1~cuació1: i '. ( • Po;ssc,n la densidad de 
ca rga !oc-al e:-; 

1 ,/ ( , 1) , \ é (L (i 'i/ 
Pc1.(:LJ = - --- :r--:--

. .:JTt :e d:r d :1· / 
(2 .74) 

se obtiem· 

(2.75) 

.: ( 
dond e ,, = rs la mo'.·ilidad elctmiorética. Los (iDf r('rrnir,us en la ecuación ( 2.75) 

-17, ;7 
son las componr nt cs dr la Yelccidad dr Poi"euille y elPctro-o~mó1.ir a respectiYamente. 

El finj o dr Yoluin 011 tota l p or unidad de superficie 1 · . b :rt.i&.t1 llan, ;:¡do flujo de volumen 
elect.ro-osrnótic-o se obtiene imrgraudo u(:i: ; ¡;obre l;:, sc-c-c-:é,11 t r :l.nsvcrsai total del cilindro, es 
decir. 

\/ = 2-,- [t t •/ ·¡· ) • •111-. . ~ .. -· .,._ . 
'(. . 

Así , subtituYe11do. Er:. (2.7G) en la Ec. (2.7r;). _,- ,le ac ,1':c' ;í1 1 J ;,_ J3 l::. (2 .'.29) se obtiene 

donde 
~ 2 l1 - . 

(, :::-e -- - t ·( ,f j .U l .1 .~ ,., , 

', • o 

Lt, = -.-1,, . 

(2.76) 

1 ') _,,,,) 
, - . ( 1 

(2. 78) 

(') -9) \--. { 

(2.80) 

siendo , 1 = --;¡ ( 2 b t,C'r-c ión traHsYe':t:al r\PI , i l:ti,L c. ,. J_ ;~ b r:1 ;:ól'. 1/ / 1•,:: para P.: = O en el 
límite de Snw ludiuY:ski. f's Jecir R -➔ :::x:: . 

La wlor·idiid de los iones <le especie _j. b,t,io el po1e1~ci?.; eh": tri .--,, _,. e! gradiente de presión , 
tiene dos c-on1p, ·nen tf'~ nna cou-,-p(- tiYa y ot -- a de rran··p ,- ;·I r 1,· sp.-,.::r iva1,wnte. ese-ritas e-orno 

U ( ,-'\ = ,,, r ) - ,,T,,,.· 
J \ . ,- ' . . I • . . -~ (2.81) 

~ 

Donde f' l pri:nPr U»·1J1ino cte. !ach Jc:·ec-lHJ ·> l., ,,,•na,·i.:, ;; :':; 1,, \t·L . .:idad de fluj o dr tuda la 
solución. dacl;1 J' Gr la el·. (2 .75 ). y ¡-,j scg11u:1) t ::r 1.1i 11 0 ?:-, ';-1 ,.-e[c, •d :c.d de t r;~nsport e de bido a 

l ~- ! 
la m0Yilidc1J iúniu1. ¡1J =- ::_i_

1
·-_,J _ esr·r it c dP 1-~ fon ;1.> 

.J 
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(2.82) 

siendo ÍJ el coeficiente de fricción, de las especies cargadas j sometidas al campo eléctrico 
Ez. Por tanto el flujo de corriente total es 

(2.83) 

o también 
(2.84) 

donde 

le= 21r fot u(x)pd(x)xdx. . (2.85) 

\" 

h = 21rE:.e ¿ mJlzJI {' pj(x)xd:r. 
j lo 

(2.86) 

Así de esta manera, sustituyendo la Ec. (2.75) en la Ec. (2.85) , la corriente total Ec. (2.47). 
puede escribirse en términos de los coeficientes de Onsager, ver Ec. (2.30), siendo 

lt l 2 2) ) 
L21 = -211 -(x - t Pd(:r x dx, 

o 417 

L22 = L~(l + J•.:) . 

,, 2 { {' /L {' 'tf:(~1:) } 
l\ = 12 ¿ti lo hj(x)xdx - -¡;- lo pd(x)(l - -(-)xdx . 

J T 

\" 

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

donde J< es el coeficiente de conductancia capilar, llamada a Yeces conductancia superficial, 
t_¡ = ;; es el coeficiente de transporte iónico de Ja especie j , ªT = La_¡ es la conducti,·idad 
de la solución en el bulto, y ªJ es la conductividad iónica de la especie j definida como 
r,J = PJl ::J l/iJ"· Se puede probar que L12 = L21-

Una cantidad que puede ser medida experimentalmente es la razón del Yolumen con el 
flujo de corriente para gradiente de presión igual a cero, es decir , 

(~) P,=0 = 
L~[ l - G] 
L22 1 + J<: 

l(a 

donde (,, = ( F es el potencial ( aparente y 

1 - G 
F = l +J<: 

es el potencial ( aparente reducido. 

(2.91) 

(2.92) 
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El potencial de corriente. Estr · esr.á <lefü: ido como la ,:l:fer,::-.ne:ó de p otc1~cial inducida por 
la aplicación de un gradien te d e presióll a !0 largo del µore . P:- b2j o la condición de corriente 
cero. Por la Ec. (2.30) . . (2.-11 ). _,. (2.881 se o b tiene 

(2.93) 

Si la condición de corri ent<> cero f:e aplie ; en la E c. (2.19 ~ _I' 1, s,11.jo l r1 Ec. (2.93). La razón 
del flujo de Yolumf' n con la presión. el! términos de Jof; coe:icir rit ,=,s de Onsager , está dada 
por 

(, ~ J = Ln h + /, !2_!:_1~ ~. 
P~ , l=ú l L ;1 L21 J 

(2 .94) 

Entonces , el flujo de Yolumen ef Pct i, ·o de Pviseu::!e f-S 

\ ,_ A 2 v -- - - / ,. 
81¡0 -

(2.95) 

donde se defin e un co2fi ciente de viscosich-:d apc1 r E-H. P. 1;,,. 0:1,a ,ni-\ntcner al forma de la 
fórmula de Poiseuillc pa ra el fl ujo de ·,olurne,1 Pu LI Ec. ( :¿. :·-:- ). ü 12 "" / ' n iodo, por combinación 
de las Ecs. (2. 77). (2. -H ). (2.30). (2.04). y (2.Go) resull; • 

1]o 

'7 

donde ( * = ( e/ kT y dcfi niP11do 

' 

r. - -- 1 
/
,, ~ , L (' l ;, •. ~ : 

: 1 - 83' ( ~ ' ---~~-~::'.~-, l , t,t ,, 1 + 1,-
(2.96) 

(2 .97) 

A continuación prescnt arPrn o~ :m rPsrnr c11 de los co:•l' o ':. ~es 1' i· t rnnsporte para un poro 
de rendija plana (placas p,un.!elas) 19, rn. 8-31. 

donde L = 2t . Y 

l ,12= -- L¡ ,(1. - C ; 

' · f e = _:. í '- tY 'd.•· 
I _- .Ir, 

(2 .98) 

(2 .99) 

(2 .100) 

(2. : 01 ) 
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Figura 2.2: Perfil de potencial electrostático medio, 'lf; (x) , para un electrolito 1:1 en un 
modelo primitivo restringido (RPM) confinado en poros cilíndrico y de placas paralelas. la 
concentración del electrolito es Ps = lM , y el potencial a la distancia de máximo acercamiento 
de los iones a la pared es (='1/;(x = t) =40mV. Para los valores de diámetros de cilindro o 
separación de las placas que son considerados son T = 10a, 4a and 2a. La convención de las 
líneas es la siguiente: líneas continuas y punteadas corresponden a las teorías HNC/ l\1SA.. y 
PB, respectivamente. Líneas Oscuras y claras corresponden al cilindro y a las placas paralelas. 
respecti,·amente. En todos los casos el diámetro de los iones es n = 4,25 A, la temperatura 
rs T = 298K y la constante dieléctrica es t = 78,5 

. 1 { ¡t µ ¡t 1/: (x) } 
A = - I)j Jn hj(x)dx - - Jn Pd(:r) (l - -(-)dx , 

t j O C5T O 
(2 .102) 

rJa = [1 - 3f]* ((* )2 (1 - ªt]-1 
r¡ ,..t 1 + .k 

(2 .1 03) 

La notación está dada como en la Fig.2.1 b, y la expresión para F es la misma que para la 
gPometría ci líndrica dada por Eq. (2.92). En ambas geometrías, si tomamos el límite dP t-+ 
x. puede demostrarse L11 = ~,:, L12 = -2tµ , y L22 = 2lC5r , es decir, nosotros recobramos los 
coeficientes de transporte de Onsager para un fluido cerca de una pared plana. Finalment e 
cabe mencionar que. desde el punto de vista de la t eoría de PB, ésto ha sido analizado 
para el régimen de potencial ( bajo para el el poro cilíndrico 1411 y _para el poro de rendija 
plana l18l. dando origen a las expresiones analíticas simples de los coeficientes de transporte 
<'IPct rocinéticos, en términos de Yariables adimensionales (" y ti.l. 
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Figura 2.3: Promedio de contraiones reducido (p_/ P-) ~- cc ncf':i• rn ci{m dP coiones (P+/ P+) 
dentro de los poros cilínd!'ico y de rendija. plana, como :ir.a ~u;, ·i, i n <tt·· su I amaño T /2 . La 
convención de los parámetros y !as líneas e=; la m isma 4n ~· ,i: !,. ': .:., .1. 2. 

2.2. 7. Resultados y Discusión 

POTENCIAL SUPERFICIAL CONSTANTE 

Se obtuvieron por medio de la,s teorías de HNC / l\1SA _,_. FI3. h,, ¡wr!iles de concentración 
ióuica en equilibrio y ei µoten cial elf'ctrosttitico medio p 2 r c1 ' lll ,' l -·, 11 oli1 u <\ m modelo primi
tiYo restringido (RPivl) , confinado por poros cilínrlrico :-· <JP re i:c\ j.-: ¡, l,rna . J)p esta manera los 
coeficientes de transport.e de Onsager y las propiedades Pl<''. n:.H i, ;'t i,_;is fuffon calculadas. 
En todos los cálcu los, a p otencia.! supf'rficial constantf' . e l r-l2c1 , . ,; i t 'l ,,a· n1on0Yalentf' (1:1). 
con la temperatura constanr.e de de J' = 298K. ~- el di,1 •;w tr11 , :; lo •. iunes es a =4 .25..\ . 
Con el fin <le apreciar mejor el efoct o de las c:o t-r0l¡.¡ cionn; r! P (, ., r,_ 'l h a:1n· hemos elegirlo la 
concentración de bulto con el val or de P.- == 1~'1. Si11 ('Jn!~~1,t;u i1n ; ·m ! ;1;11es d iferencias entre 
las teorías HNC/ MSA y Poi~son-Boltzrnanu, a t ribn irlr1f-> <-- ! , ,·.,¡,-.. i,, "rwién de correlaciones 
de corto alcance, por a nterioridad , puec'.e sr r Yis to d 0 i;rk ,·¡, 1 ,. -.:l. , ,, r, :e::: 0.1 i\1. 

La constan~e dieléct.rica del sel n:>1it0 es = 78.5. Y (•! ¡_·,; : :·• 1•.->: ., <'·, ,·unst ante , con Yalor 
( = 40mV . Los cálculos fuero11 rc,dizado~· pa ra Yar; o~ t <1r: .~1~, .... : , _, ¡ ,t,ro . El plano de no 

deslizamiento del fluido , donde u( .r) = O. por sil 1plicid;;d Ú'., ' 1 ~,12 1,ll k 1--n .1 = / = R - a /2 ~-
1· = t = h - a/ 2 para el cilindro y la rendija p lana . resp <•1.·; iY, 1i ,l?l : · .. 

Las propiedades de t ransporte para, la 1en<li_ia plrn .t l: :.'ü, ,=,; ,; ,, ,':-.. \1 ;~'.·:-,das ampliamente. 
anteriormente (ver 19, 10, 83]). E :1 <'SU" t 1,,bajo PG~cr.ro.., ,(' ' :.; :u,. :·, ,~ 1,• >S ];.i s propiedades de 
transporte y de equilibrio para una rf'ndij a plc.Wl :·011 1,.~ ;n j,:, ,1, .,; jJ:·¡,pif', lades que para un 
cilindro . For tanto en Fig.2.2 se mL:Pstran !, ,3 resu ltao,.)s 1:~ <l ,; , iu ·, , ~(•or í<l ~: ll'.'\C T\JS .-\" PB 
de los perfiles d e p otencial et, ,c trost ~.tic (, Ilwdi o, t t.r) . L1 \;! :, : , nr ,;: . . r. e:-; n~:,dida del u.'ntro 
del p oro y ésta, es expr<"sacl a f'n -;{>rminos de J, , d ist,:11··: :1 r;_, t' 1;,_,:· 1!! • . an. rcamiento (1e los 
iones a la supe:-fkie de la pared dél poro, t . . \ sí. fl plc<.LO :if- i H ' , '. ,,,.;: za ¡¡ JÍf• t, to está f' Il :r / l = l. 
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Figura 2.4: F lujo de Yolumen reducido, 1 - G (fig. interior) y conductancia capilar reducida 
1 + ¡\· (figura principal), como una fun ción del tamaño del poro. La convención para las 
líneas y los parámetros es la misma que en la figura Fig.2.2 
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Figura 2.5: Coeficiente del potencial de corriente reducido F como una función del tamaüo 
del poro. T / 2. La conwnción para los parámetros ~' las líneas es la misma que en la figura 
fig. 2.2. 
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Figura 2.6: E lertroYiscosidad aparente redncida r1a/r1 corno ur.a fnnción del tamaño de los 
poros. Los parámetros y las líneas siguen la misma convenrió1~ que en la fi gura F ig.2.2 . 

en todos los casos. Aquí y más adelante ¡1saremos la siguiente l'.OnYención en las figuras: 
Resultados HNC _/ l\1SA son trazados cou líneas continuas, mientras que las líneas punteadas 
para la t eoría de PB. Las lineas obsrnras son usadas para Pl 1;oro e;ilínd ricc, mientras que las 
líneas d aras se usan para representar lc,s r esult ados d el poro de rendija pla11a. 

Los resultados son trazados para tres tar.'laños de poro son representados en la Fig.2.2 , es 
decir , para T /2 =2(a/2), 4(a/2) y lO(a/2), como se ind ica en la fi g1!ra. E n todos los casos los 
perfiles de potencial electrostático medio SP comportan mo:10tónicamente c-rec:ientes cuando 
la disranria a l rPntro del poro aumenta, y c-c,nYerge basta el pot1!nc-ial ( = ~:(x = t ) = 4OmV 
en 1:ft = l. En general , para un tamaño d<' poro dado, el perfil de p ~tenci:-ll electrostático 
medio para el poro cilíndrico es del orden del valor obteni<lo pai a rendija plana. donde los 
perfiles para la teoría de PB están siemp:·e por encima dE: la 1.l-oría dE: H~C/ \-ISA , para 
ambas geometrías . Para T /2 = lü(a/ 2) no:3otros observan:.os que los perfilr:3 de !!· (x) para la 
rendija est.án casi superpuestos con los del poro cilíndr ico. La,c:; dSereucias más grandes se 
obserYan ent.re los perfiles de potencial ellt,rr las teorías II , :e 1 '.\,lS_..I_ y FB , <::>s decir atribuidas 
a las correlaciones de c0rto alcance de los it'nes. 

Para poros más pequeños las dos teorías dan difcren ci:l,f, ?..:)re('Ü:•bles, que aumentan cuan
do el t amaño de los poros disminuye hast ,1 alc:anzar c:e;-to., Yalon~s , donde las diferencias 
disminuyen. P ara la ciisc-usión sobre los c:oc-íicientes de tran:;port (! c=·Ject roc'tuét icc,s, es impor
tante mencionar qi..:e el árra bajo la rurrn ¿;,J perfil de pdenc-ial Pl<'dro.,tá ti c::> medio L:(.1:/t), 
aumenta ruando l disminuye y Ya a l Yal or d el pot encial ( el! d líini~.e de T /2--+a/2, en todos 
los rasos. 

Los ma teriales porosos, tales como 01 µ olicarbonatc o fil1;n:s c;f' Yidrio y arenas. tienen 
la propiedad dP "rPrbazar .. parcia lnwnte un a soluci.ón eler·trr.:1; ft i<·d (: GP pas& .1 t raYés de ellas 
192]. Este fm ómeno es :=inálogo al efecto Donnan. obscn~.1d :j en :·.:h., c:o;H'S c-c loidales y es 
la base de los procesos tccnológi ,·os tales corno la de·m!i n:\c1én ,iPI ~ag •1<1. E l coeficiente del 
rechazo. R+. es la razón de la disminuc.: ión Pn h concei i1 J"a í' !Ó:1 d.2 sal en ei mPdio poroso, 
rela tiYo al bulto Pn el reserYori o . Ene pue~;"' ser e·;;.pn'sacio ,::•n t h·:11iG~'.: :ld promedio <le la 
c-oncentrnción de coiones, en el püro !i+. c0mo 
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Figura 2.7: Coeficiente de actividad media '7± en un poro , relativo al valor del bulto , como 
una fun ción del tamaño del poro T /2. La escala para las placas paralelas está corrida de 
acuerdo a la relación T /2 = -13(h - a/2) + n/2. Los parámetros y las líneas tienen la misma 
convención como en figura Fig.2.2. 

R - P+ - P+ 
+ -

P+ 
donde el promedio de la concentración de especies i está definid o como 

2 ¡ R- o/ 2 
Pi= R 2 }

0 
p;(r)rdr 

para el cilindro, y 

1 ih-a.'2 p; = -h p;(x)dx 
.. o 

para la rendij a plana. 

(2 .104) 

(2.105) 

(2.106) 

En la Fig. 2.3(a) nosotros comparamos el rechazo de sal en estas dos geometrías por la 
gráfica de ~ = 1- R + como una función de la distancia media del poro , T /2. Para un tamaño 
de poro dado , el rechazo de coiones es mayor en el cilindro que en el correspondiente para 
las placas. es decir, P+ es menor para el cilindro que para las placas. También es encontrado 
el rechazo de sal , H+ , es muy inefi ciente para poros grandes pero éste aumenta rápidamente 
cuando el poro tiende a dimensiones moleculares. De acuerdo a la teoría H:'/ C ,' ?\-ISA. , para 
poros de T / 2 = 100((1,/2), el rechazo de sal es sólo alrededor del 3 % para las placas y 6 % 
para el cilindro, mientras que para T/ 2 = lOn / 2 (::::::: 21.25...\.). esto es 10 wces rna:·or. cerca 
de alrededor del 60 % para el cilíndro y 30 7c: para la rendija plana. 

El rechazo de sal es casi completo para poros aún más pequenos. pero es int eresante 
apuntar que para poros de tamaño medio menores que 5A (T / 2 < a) la teoría H::'\C, l\ ISA 
predice una ligera disminución del coefi ciente de rechazo iónico (R+)- Es decir. m1 incremento 
de P+, antes de llegar a la exclusión total , cuando el poro se colapsa físicamentf' . Ésta 



46 

conducta no es observada en la teoría de PB, y puecle ser de alguna importancia en el 
cambio de iones en materiales porosos. En general. pctra -1ignnos t amaños de poro y en 
ambas geometrías, la teoría de PB , predice un menor recha zo de sal (mayor valor de P+) que 
para la teoría HNC/ MSA. 

Por otro lado, los contraiones p resentan un efecto ¡:!_e ::idsorción que pasa a través de 
un máximo y va a cero cuando el tamaño del poro dcc¡-ec-2 (ver Fig.2.3(b)) . Para poros de 
tamaño grande, ambas teorías predicen que la adsorció1} ce comraioncs es m ás grande en el 
cilindro que en la rendija de placas paralelas. pero ést a ~lcanza un máximo en algún tamaño 
de p oro y entonces viene a ser más pequeI~l> en el cilindiü que en las placas. Esto puede ser 
explicado por el hecho que el intervalo grande de atracc-i é'IJ1 ent re la superficie de la pared y 
los contraionef: es más grande para el poro cilíndrico que para el µoro de rendija plana , de 
aquí que dominan los tamaños de poro grandes. 

Sin embargo , las int eracciones de esfera dura y lrl p c1 rr <l ( que están también incluidas en 
la teoría de PB, por la consideracióu de la dist ancia CÍP rnáxirno acercamiento a la pared) 
están dominadas p or tamaños de poros más pequeños. siendo t ambién más importante en la 
geometría cilíndrica. Por lo tanto , el máxir:.10 de la ads0rciór. de contraiones es más pequeño 
para el poro cilíndrico que para E:l poro ck rendija de dos placas, m,ientras que la teoría 
HNC/ l\.1SA predice valores más grandes <le P- que los re~.;u!t 2.d0s correspondient es por la 
teoría de PB. Los coeficientes cruzados de Onsagu . Ll'2 = f_,:! 1 , que determinan la corriente 
producida por u11 gra<lit~nte de presión ap1icado. ü alt "rn :11 inrn ente , el flujo de volumen 
obtenido por un gradiente de campo eléc:ri co aplicado son directamente proporcional a 
el flujo de volumen o coeficiente electro-ósrnotico. 1 - -:.' . (1,)dc: p or la Ec . (2.41). Por otro 
lado , por la Ec. (2.88). el coeficiente /, 22 . el cu:, ! ,1('¡t •TT1., im-t la rnrriente producida por la 
aplicación de un gradient e de campo eléctrico . <>s <liren,am Pm e proporcional al coeficiente 
de conductancia capilar. 1 + A .. To <las las otr,:is propiedad,~s e-lect r0c:inéticas estudiadas aquí 
son simples funciones de estcs coeficiemes. como se rnosi ré: h sección anterior. Por ejemplo, 
la electroYiscosidad depende de (1 + K J/( J - G )2 

: · <-1 po~cueid d,,• corriente (o de fluj o) es 
proporcional a (1 - G) / (1 + ]·(). En la Fig."2 .--l(c1 ) se mv Pst. ra ('J c-oeticiente electro-osmótico , 
1 - G, como una funci ón del semi-tamaüo ,;eJ porn. , / 2. 

Se obserYa que el coc.·ficinite electro-osmótico si g1 1,:, ur:.,1 c::mducta opuesta a el área bajo 
la curva del perfil de potencial elcct rostátir·o medio . ,_ ·(.1· ). (w r .?:-ig. 2.2) es decir , este dis
minuye cuando , / 2 d isminuye, vendo a ce10 cmmdo , ¡' 2 s•.' a:;:,roxima a a / 2. P ara el poro 
cilíndrico, 1 - C est,\ baj o la curYa dd poru de r i?·: ,dij .1 ¡ ,l;-,n a. rn i~ntras que para la t eoría 
HNC / MSA da Yaloffs más grandes que la "'oría <ÍP PB rn arnbas f;EOmelrías. El coeficiente 
de conductancia capil ar 1 + A" (Fig.2A(b)) por <Jtro );:i d ,:> , f'.', 1,riEcipalment.e por la concen
tración de contraio1ws dentro del pero ( ,·rr '.l.3 ( b) / . La con :-l l1r·t ar,cL1 eléctrica de una solución 
electrolít ica es m:1s grande para la geomet;·ía cil índrica qu,.' n a2 21 ~YJrú de rendija plana , sin 
embargo. en T / 2 ';:::. 2( a / 2) éste alcanza un 111!\xim,) ,. e:-; ta tm<le:1ciJ. es re-vertida. Para poros 
de tamaño pequeüo_ J;:t.:i pred:ccione~ rlE' lé! t eoría d /1sjcri d i- PB , ,'st.án marcadamente abajo 
de las curvas de la teuría H'.'\C' \1S . ..\ _,. nir,¡, ;:n 1ri'. ):Í 1J1 1) (' :-'. c ly--;en-a d-:J hasta llegar a poros de 
tamaño compl2tamentr pequeños, de t am ,1 •10 u1 si cP: 0 F l c-oefie:i::>iite de potencial <le cor
riente (o flujo) F, como una fun ción d2 r/ 2. se rn ncst u <'n /a ~'ig.'2 .t> . Este coefi ciente rige 
la conducta del po te:1cial d r corricu~ e \u i· injc). E.' r· qr ,; r! t0 ::-;·,J ( P para :sus -.-alores lími tes . 

E:fr = _!5__ Pe rn T / 2 --+ ex,_ .' a e-ero r-i :and v el L1 D1 a1io dd ·,oro dism inuye. F para el 
41rr¡ar 
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cilindro es más pequeño que para el poro de dos placas, para todos los tamaños de poro. 
Así pues, para alcanzar un potencial de corriente dado, un gradiente de presión más grande 
debe ser aplicado a un poro cilíndrico, en comparación a un poro de rendija plana del mismo 
tamaño. Como apuntamos antes [10), las correlaciones iónicas producen efectos comparables 
en 1 - G y en 1 + K , que esencialmente se cancelan, cuando se toma su razón. Por tanto , 
F , Estr, y el potencial zeta aparente (a, muestran sólo ligeras diferencias entre las teorías 
HNC / l\,1SA y PB, en las dos geometrías. 

La electroviscosidad aparente reducida tiene una conducta más compleja dado que ésta es 
una función de la cantidad (1 + K)(l-G) 2

. Sin embargo, como se muestra en la Fig. 2.6. Psta 
conducta semeja a la adsorción de los contraiones, en la Fig.2.3. La solución electrolítica se 
conduce como un aparentemente fluido más viscoso en la geometría cilíndrica que en las dos 
placas , hasta alcanzar T /2 ~ 4(a/2) donde éste alcanza un máximo y regresa hacia abajo. 
En general, para cada geometría, la teoría HNC/ MSA predice valores más grandes de r¡0 que 
los resultados correspondientes para la teoría PB. 

De la Fig.2.3 a la fig.2.6, podemos ver que las propiedades electrocinéticas para la rendija 
plana y para el cilindro siguen una conducta similar como una función del tamaño medio 
del poro T /2. Sin embargo, las curvas para el cilindro están corridas hacia valores más 
grandes de T /2, con respecto a las curvas obtenidas para la rendija plana. Como mencionamos 
anteriormente , es importante señalar la conexión entre los coeficientes electrocinéticos con 
la adsorción de coiones y contraiones. Esta conexión puede ser vista si nosotros definimos 
un coeficiente de actividad , i -;, en términos de las densidades promedio , p; , como o , = 11/) ;: 

donde o; es la actividad dentro del poro. En equilibrio, esta actividad debe ser igual a la 
del bulto de la solución iónica, con concentración p; y coeficiente de actividad '"rf- es rlecir, 
a; = po f = p/y;. Por tanto, el coeficiente de actividad medio , 1-:-±, está dado como 

'Y± = P+P-_ [ ]1/2 
,f P+P-

(2.10,) 

Esta cantidad es trazada en la Fig. 2.7 como una función del semita.maño de los poros 
T /2. para. el cilindro y para la rendija plana de dos placas. Para ilustrar la equiYalencia. ¡_¡quí 
hemos usado diferentes escalas para las dos geometrías. Es decir , la escala para la rendija es 
recorrida de acuerdo a la relación T /2 =(4/./3)(h- a / 2) + a/2, que viene de la comparación 
del flujo de volumen por área de sección transversal en las dos geometrías, dada por 

L11 P. = (R - a/2)
2 

pz 
n(R - a/2) 2 ~ 81¡ 

(2.108) 

para el cilindro y 

Lu Pz = 2(h - a/2)
2 

Pz 
(h - a/2) 3~ 

(2 .109) 

para la rendija plana. 
Por lo tanto, para un gradiente de presión dado. a un radio de cilindro de T / 2 = Ji' , pro

ducirá un Yalor similar del flujo de volumen por unidad de área de sección transversal librt>. 
como un poro de rendija plana más pequeño de semianrho , / 2 = ( 4/ /3)(h - a / 2) + u / 2. 
Se puPcle obsen·ar en la Fig.2.7 que aún para tamaños ele poro de alrededor de un diámetro 



48 

10mco, la coincidencia topológica es muy estrecha, para cada t eoría . Sólo para poros ex
tremadamente pequeños, donde sólo una partícula puede coincid ir o ajustarse, las correla
ciones introducidas , por los efectos combinados del potrncial ek,::trostático y el volumen de 
exclusión , dan diferencias significativas para las dos geomNrías. El cilindro todavía da co
eficientes de actividad más grandes que los correspondientes a la rendija plana. La teoría 
HNC/ MSA presenta una cresta en la actividad iónica qur l& teoría clásica de PB no predice. 
Referencia 193] 

2.3. Conclusiones para el potencial constante 

Hemos resuelto la ecuación HNC/ MSA , y la versión <le la e,uación integral de Poisson
Boltzmann, para un electrolito confinado en la aproximación HP\1. f' IJ dos poros de geometría 
diferente. Para un capilar cilíndrico delgado y para un poro di' reaclija plana d~ dimensiones 
similares. Las propiedades de equilibrio y los coefi cientes <l <> t r3.11sporte electrocinéticos re
ducidos, obtenidos de la ecuación de Navier-Stokes, fu eron comparados en las dos geometrías. 
Los resultados numéricos muestran, como se esperaba que los efectos de confinamiento con 
tamaño ionico finito y las correlaciones de ión-ión en e] c-ilindr(; son más notorias o están 
aumentadas en general , pero para poros muy pequeños ('2 y S radios ionicos) . Sin embargo, 
es más notorio en el poro de dos placas es te efecto, qu t> bie1; r,oJría deberse a efectos ge
ométricos pues desde tamaños grandes de poros, se manifiest<.1 mc1s el efecto del tamaño de 
los iones en el cilindro. Las discrepancias encontradas pr.~,-i:-1mern e ;:-mre las teorías de PB Y 
HNC/ MSA, para las geometrías plana y cilíndrica, muestrnn ser mayores en el cilindro, en 
la concentración de contraiones , en la conductancia , en la Yiscosidad y en los coefi cientes de 
actividad media, pues están por encima de las dos placas d0sde poros grandes y se invierte 
esta situación, sólo para poros muy pequeños. En la gráfira dr:-1 flujo de Yolumen reducido 
los resultados del poro de dos placas están por encima d!_' lo•, r0~- u~tados del poro cilíndrico. 
así como en el potencial de corriente. Podernos decir qu E: existe 1La:·or flujo de partículas en 
las dos placas, pues geométricamente están menos confin;:-.du:, <Jllf 011 el cilindro. Analizando 
los coeficientes de acth·idad media, un factor geométri c-u 'W e: b:i: 'n :·. que es particularmente 
válido para poros grandes. 

DENSIDAD DE CARGA SUPERFICIAL COi"JSTA~ 1 TE 

En la sección anterior, a1Jalizamos las propiedades cler-trnc-im·t ic:1s rle transporte y estáti
cas para un electrolito 1:1 (monoYalenLe) . confinado pc,r pc-1 ,)s d _. geoir,e ,.ría cilíndrica y de 
rendija plana (placas infinitas paralelas), como una fm~c-ión d?l tc111rnúo del poro consideran
do la condición de potencial ( con valor constante. Eajo tal cGnsir;eración, los coeficient es 
de Onsager (Lw 11 ), son proporcionales a las fun cione~ adi iH.1SiC'nalf's 1 - C. l + K y ;~;~:. 
En esta parte , consideraremos nn electrolito sin~étri(·o '1:2. (k c-c111centrac-ión 0.5!\1. en un 
modelo RPM , con rad io de los iones de o = 4.25..\. e;c;n::t 2. Ht0 <'ÍPi1:•cuica t = 78.5. tempera
tura T = 298K, y densidad de carga superfi cial sobre h s ::t':.1<'~·tt•ws de las paredes intern<1 
Y externa con Y<1 lor constante. El ancho rle la pa red dP ,1rnli .,s pr,ros e~ d = (a/2), por cues
tiones de simplicidad . la drnsidad de c-argc1 superficial '.; '.J Lr<' l;i,:- pc1rec!es interior y exterior 



49 

(a) 

R=10 R=6 

--- ······ R=4 --.:.:· 

-10.._.__.___.___.__.__._~~~~.._.~__.___.__.__.___. 

O 0,05 0,1 0,15 

cr 

Figura 2.8: Gráficas que representan el potencial zeta como una función de la densidad de 
carga inducida para un poro cilíndrico ( a) con el modelo de electrolito definido en la figura 
Fig.1 , 2:2 , 0.5M y O;n = O011t= 0.272 C/ m2 
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Figura 2.9: Gráficas que representan el potencial zeta como una función de la densidad de 
carga inducida para un poro cilíndrico (a) y un poro de dos placas (b) , con el modelo de 
elrctrolito definido en la figura Fig.1 , 2:2 , 0.5i\1 y ain=a 011 t= 0.272 CLm2 
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Figura 2.10: Potencial electrostático(, como una función de T/ 2. <l@de las líneas continuas 
~- punteadas se refieren a las geometrías cilíndrica y de r Pr1dija pl,1,na respectivamente sólo 
para la teoría HNC / MSA. 

son tomadas de acuerdo a la. condición CT =/J"in = CTout· Hemos cambiado en esta subsección 
a la condición de que a = const. = 0,272C /m2

, en las paredes de los poros, en lugar de 
( = const., dado que para electrolitos d iva.lentes, las sol ·cione:s de las ec.:uaciones HNC/ i\1SA 
no están determinadas unh-ocamente para ( = const. , sino que. se pueden encontrar dos 
soluciones, haciendo difícil el análisis de las propiedades electrocinéticas como una función 
del tamaño del poro. Para ilustrar este hecho, primero que todo, analizaremos las relaciones 
entre (ya, para diferentes tamaños de poros. En las Figs. '.t.8 y 2.9 se muestra ( como una 
función de CT , para diferentes tamaños de poros, donde (a) se refiere a un poro cilíndrico y 

( b) se refiere a un poro de rendija plana. Es interesante notar la ccmducta no monótona de 
estas curvas en las dos geometrías. las cuales presentan un máximo. La localización de este 
máximo es una función de T / 2. Como mencionamos anteriormente, esta conducta de ( YS a 
implica c¡ue dos valores de CT , son consistentes con el mismo valor de (. Sin embargo. más 
interesantes son las diferentes conductas de ( como funcióll ~e , /2 a Yalores de a constante 
(wr fi g.2.10). En ambas geometrías, para ,·alores pequeños de r:- (~ 0.02C/ m2), ( tiende a 
1111 ,·alor constante, para valores grandes de T /2 , y crece monGtonamente cuando T / 2, de
crece. Para valores intermedios de rJ ( ~ 0.1C / m2), en ambas geom etrías, ( tiende a un Yalor 
constante a valores grandes de T : ( disminuye cuando T.12 dismillu~·f'. 11lcanzando un mínimo 
Y regresa. a una tendencia. creciente, para valores más pec¡ueüo<; qe T/ 2. En la geometría 
ci líudrica , el míuirno de (( T / 2) es alcan zado para Yalores w ;,.s gra :ides de T/ 2 que para la 
geometría de rendija plaea. En l11s dos geometrías ( pm•de Y01Y•'i ,( ' t1c>gatiYa en este régimen 
de rJ. pero en la geometría phnw n'quierP dP una densidr d :ic carg,1 s1:µerficial más grand<' 
para que ésto ocurra. Finalmeut0, para densidades de carga supPrfü·ial a.Ita (c, ~ 0,3C m 2). 
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F igura 2.11 : Perfil de concentración de contraiones y coiones dentro de poros cilíndrico y de 
placas paralelas, respectivamente de la figura izquierda a la figura derecha . Donde las líneas 
cont inuas se refieren a los cont raiones y las líneas punteadas a los coiones , sólo en la t eoría 
HNC / J1. lSA, con las condiciones de 2:2 , 0.5I\1 and a ;,1 = aout = 0.272 C/ m2

. 

en geometría cilíndrica ( comienza en un Yalor constante para R ~ oo y decrece monótona
mente cuando H decrece. Para Yalores grandes de a, en la geometría plana ( se conduce de 
manera diferente, es decir, primero sigue una tendencia creciente, cuando R decrece y en 
algún punto se vuelve una función decreciente y fin almente vuelve otra vez a crecer. En este 
régimen de a, ( puede hacerse negatiYa en las dos geometrías si a es suficientemente alta , sin 
embargo , sigue la conducta descri ta aquí. Es importante mencionar que en términos gene
rales la conducta de ( como una fun ción de T /2 será útil para el análisis de las propiedades 
electrocinéticas de t ransporte. 

La conducta compleja de ( como una función de T /2 es el resul tado de la estructura 
adoptada por el electrolito confinado para diferentes tamaños de poro, de aquí que nosot ros 
anali zamos la distribución de carga dentro del poro. En la F ig.2. 1 L mostramos los perfiles 
de concent ración reducido (PCR) para ( a) un poro cilíndrico y (b) un poro de rendij a plana , 
~- para varios tamaños de poro. En est a gráfi ca mostramos sólo los P CRs para a = 0.272 
C, ni , sin embargo, para valores más bajos de la densidad de carga superficial del poro , la 
conducta es cualitativamente similar , aunque menos pronunciada. En particular el fenómeno 
de separación de carga ocurre sólo para Yalores suficientemente a ltos de a. Para los poros 
de t amaño grande los P CRs muestran la conducta t ípica de un electroli to divalente cerca de 
una pared cargada, es decir, los cont raiones son at raídos mientras los coiones son expulsados 
lejos de la superficie. Existe una región en la cual la concentración de coiones es más alta que 
la concentración de cont raiones, ésto se w como una oscilación de los~PCRs. En la geometría 
cilíndri ca. para el d iámetro de poro de H = 3.8n. ocurre la así llamada segregación de carga 
19..J]. Es deci r, los coiones son segregados hacia el centro del poro. mient ras los contraiones 
son distri buidos cerca de la pared cargada. Una conducta similar es obserYada para el poro 
de rend ija plana , alrededor de h = 3.6a, sin embargo , no se obserYa ninguna segregación de 
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Figura 2.12: Perfil de potencial electrostático medio como función del tamaño del poro dentro 
de poros cilíndrico y de placas paral t'las, respectivamente de izquierda a derecha, sólo para 
HNC/ MSA, con las condiciones de 2:2. 0.5:,l y ain = o-0 " 1= 0.272 C / m 2

. 

carga, es decir , una clara distinción en tre un núcleo de sólo de coiones y una pared sólo de 
contraiones. Finalmente, para poros de tamaño suficientemente pequeño, la concentración 
de coiones disminuye en el centro del poro. y en el mismo punto, hay la misma cantidad de 
contraiones. Como fue apuntado ant.eriormente en la referencia 194], la separación de carga es 
debida al confinamiento de la geometría. alt a valencia de las soluciones iónicas y al volumen 
exclu ido de partículas. La formación de núcleos de coiones en poros cilíndricos y esféricos 
está relacionada con la curvatura de las paredes de los poros. que se traduce en una muy 
fuerte interacción de la doble capa eléctrica sobrepuesta en poros de tamaño pequeño. De 
esta manera se favorece una configuración estable de coiones en i:::I centro del poro. Todo 
esto está acompañado por la relación (la condición de potencial químico constante) entre el 
electrolito del exterior y el interior separados por la pared cargada y la necesidad del sistema 
de maximizar el volumen disponible 19-:1 ]. En lci F ig.2.12 mostramos el perfil de potencial 
electrostático medio dentro de los poros cilíndrico y de rendija plana , como una función 
de la distancia reducida a la pan'd cargada. que resulta del p erfil de distribución de carga 
discutido antes en la Fig.2.10. Esto muestra los perfiles wmpletarnente diferentes dentro del 
poro cuando el radio del poro se reduce. 

Como es lo usual. una pendiente negativa (positivo) de 1.,;(:r) implica un campo eléctrico 
positirn (negativo), debido a una carga nrta positiva (negati,·a). mientras una p endiente 
igual a cero. implica una carga neta igual a cero. Nótese que en todos los casos, J;k) va 
a cero cuando .r está alredededor del centro del poro. En primer lugar esto, es debido a la 
compensación exacta entre coiones :-· contraiones, pero también al hecho de que la carga 
total es igual a cero dentro de un bloque de espesor cero o cilindro de radio cero. El cambio 
de pendiente de cero a pendiente negat ivn de i fr) ( ,·er c-t:rvas dP R = 3.8o / 2. 6.3o / 2 para 
el ci lind ro y h = 3.6o/2. 6.la/ 2 para las plac:as). cuando ,l aumenta. está correlacionado 
con el hecho de que los coiones exceden en número a lo~ contraiont's dentro de est.a región. 
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Figura 2.13: Concentración promedio reducida de contraiones y coiones como fun ción del 
tamaño del poro para un cilindro y para las placas. Donde la línea continua corresponde 
a l cilindro y la punteada a las placas. Las curvas que se encuentran por arriba de la li
nea continua corresponden los contraiones y las que quedan p or abajo de la linea continua 
corresponden a los coiones. 

Para las currns con R = 3,0a/2 y h = 2,88a/2, podemos ver que las curvas no presentan 
ca mbio de signo de sus pendientes . Por otro lado, el cambio de pendiente de nega tiYa a 
positiYa , está correlacionado con el efecto opuesto , es decir, la carga neta dentro de una 
región es negatiYa dado que una cantidad más grande de contraiones es adson·ida por la 
superficie de los poros. Para valores pequeños de h y R, el perfil de potencia l electrostático 
medio es siempre monótonamente creciente, reflej ando que éstas no son regiones donde los 
coiones exceden a los cont raiones. Todos estos fenómenos, en mayor o menor grado. modulan 
la conducta de ( como una fun ción de R, dando un valor constante de a. por tant o, este 
análisis será útil en la revisión de las propiedades de transporte electrocinéticas . En la F ig.2. 13 
present.am os la gráfica de la concentración media de los coiones ( +) y los con t raiones ( - ) . 
& con i = +. - : como una función del tamaño del poro v para tres diferentes densidades de 0 • 

carga superfi cial , es decir , a= 0.02 , 0.1 , 0.272C/m 2
. En ambas geometrías y para todos los 

regímenes de densidad de carga superficial, la concentración media de coiones es menor que 
en el bu! to ( P+ < l VT / 2), ésta decrece monótonamente cuando el tamaño del poro decrece. 

P+ -
y ewntualment e es igual a cero. En general, para un tamaño de poro dado , la concentración 
media de coiones es mayor para el poro de rendija plana que para el cllíndrico. Cna conduct a 
simila r es obserYada pa ra la concentración medi a de contraiones, para la densidad df' carga 
superfi cial baja (a =0.02C /ni), es decir , decrece monótonamente y : - S 1 VT / 2. sin embargo. 
és ta es ma:'·or que su correspondiente concentración media de coiones, como se es¡)Prn. Es 
import ant e mencionar que la concentración de coiones es mayor dentro del poro de rendija 
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plana que en el poro cilíndrico. Para las densidades de carga su;)erficial, intermedia y alta 
ü =0.lC /m2 y ü =0.272C /m2

, respectivamente , la concentración media de contraiones se 
comporta de manera diferente, para ü =0. lC /m2

, ést.a aumenta cuando el tamaño del poro 
disminuye hasta alcanzar T/2 ~ l.0(a/2) y T/ 2 ~ 2.0( a/2 ) para las placas y el cilindro, 
respectivamente, donde se ve que := alcanza un máximo, tal wz sin importancia porque este 
es un intervalo cercano al límite de tamaño geométrico. Es in.teresante notar que para estas 
dos densidades de carga superficial, la concentración media de conLraiones es mayor para el 
poro cilíndrico que para el poro de rendija plana mientras que, c:omo señalamos antes, ésto 
no es cierto para densidad de carga superficial baja. Esto también indica que la interacción 
debida al traslape de la doble capa eléctrica no es bastant e fuerte para rechazar todos los 
iones cuando el tamaño del poro alcanza la dimensión física de los iones. Esta conducta es 
completamente diferente para el caso de electrolito mono1:alente con potencial superficial 
constante. 

Como señalamos anteriormente, para ( =const.. los coeficientes de Onsager (1,,,,,,) son 
proporcionales a los parámetros adimensionales 1 - G. 1 + K. y F (Yer Eqs. 2.41 , 2.91, 2.92), 
sin embargo, si ü = const. ( varía con T /2, por tanto estoti COPficientes son inútiles dado que. 

por ejemplo, L 12 ~ ((1 - G) y (1) P,=o ~ ( F. Además . 1 - (; y F' divergen cuando ( = O. 
Entonces, definimos un nuevo coeficiente con el objeto de analizar e! comportamiento de L 12 

como una función de T, es decir , 
(2.110) 

que está dado como 
2 Ion L' =í _ ____ 1.i'( ,r'h·J, -

12.., (R - a/ 2)2.o · ,· _,, (2.111) 

para la geometría cilíndrica, y 

2 i/1 L; 2 = ( - , / ,.: (.r) d.r 
n - a 2 o 

(2 .112) 

para el poro de rendija plana. También , consideramos el pot ei tc ial ( aparente, (u = ( F. en 
lugar de únicamente F , cuando analizamos la razón de ,o!nmen y corriente en 1--'2 = O. es 
decir, (1) _ . 

P,-0 
En las figs. de 2.14 a 2.16, tenemos las gráficas de lo~ coeficimtes L; 2 , 1 + J< ( 0 res-

pectivamente, como una función del tamaño del poro. C2da gráfica contiene resultados para 
ambos poros, cilíndrico y de rendija plana con la teoría Hl\" C. Para ü = 0.02C / m2 (bajo), 
L~2 se comporta similarmente al coeficiente del flujo de Yoh1~1~en rerlucido, 1 - G' . para un 
electrolito monovalente. Es decir , para tamaños de poro suficientC'mente grandes de T / 2. éste 
alcanza un valor constante y decrece monótonamente cuando el tamaüo del poro decrece. 

Para tamaños del poro pequeños, es decir , cuando ;- ( 2 --t o / 2 .. 1,;2 , va a su Yalor límit e 
de cero V ü , como ocurre con el coeficiente 1 - G. En el Ydm de .,., = 0.1C / m2 , 1,;2 aumenta 
lentamente cuando T / 2 disminuye, alcanzando un máximo en algú n punto. en el cual empieza 
a decrecer. Para el poro de placas t; 2 alcanza su máxi1,w Pu T / 2 :-~ 3i1 / 2, mientras para el 
poro cilíndrico se alcanza en T / 2 ~ 2,5a/ 2. Es int eresante ob~en-ar que en el inten·alo 
creciente de L~2 . ( permanece casi constante. De aquí q,1e . sernPjautE· conducta sea debida 
a los valores negat.iYos de los perfiles de pot encial elPn r0stático medio. 11· (:r ) Pntre ciertos 
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Figura 2.1--1: Flujo de volumen Reducido L~2 , como una función del tamaño del poro para 
un cilindro (línea continua) , para dos placas (línea punteada). 
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Figura 2.15: Conductancia capilar reducida 1 + K como una fun ción del tamaño dPI poro 
para un cilindro (línea con tinua ) y para dos placas (línea punteada). 
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Yalores del intervalo [O, t], que a su vez causan un decremento de los términos de la integral 
en las Eqs. 2.111 y 2.112 que se traduce en un incremento de L; 2 . Cabe apuntar que este 
aumento en el comportamiento de L;2 no se observa para electrolitos monovalentes, debido 
al hecho de que en este caso los perfiles de potencial electrostático medio, 'lj:(x), no muestran 
oscilaciones ni valores negativos. Para a =0.272C /m2 la conducta de aumento de L;'2. en 
tamaños de poro grandes se acentúa. Como apuntamos anteriormente, para esta densidad 
de carga superficial y para tamaños de poros grandes, ( es monótonamente creciente para 
poros de rendija plana, cuando T /2 decrece, mientras que ( decrece para el poro cilíndrico. 
en este caso es negativo. Sin embargo, para este régimen de a, el comportamiento de /,~ 2 

está regido por los términos de las integrales de las Eqs. 2.111 :v 2.112 , que son negativos 
debido a la conducta oscilatoria y de valores negativos de ·J: (:,:), ver fig.2.12. 

Se encuentra que la conducta de 1 + K es cualitativamente la misma que la adsorción 
en la fig. 2.13 para los contraiones. La comparación del caso de los resultados a potencial 
constante donde 1 + X alcanza un máximo, excepto que el máximo en el caso de los resultados 
de densidad de carga superficial constante ocurre en tamaños de poro mucho más pequeños. 
Aquí se observa un aumento de conductividad de carga. Para el caso divalente todas las cmTas 
alcanzan un valor máximo, aunque para el cilindro con carga de a =0.272C / m2 parece que 
diverge. Para el caso monovalente la gráfica del coeficiente de potencial de corriente reducido 
F, como una función del tamaño del poro para el caso monovalente tiene una conducta 
casi idéntica que la del coeficiente 1 - G, porque es directamente proporcional a éste corno 
podemos observar en la Eq.( 2.92). Pero para el caso divalente tenemos que ( 0 = (F, muestra 
un comportamiento muy diferente entre dos placas comparado con el caso monovalente: 
para a =0.02 , 0.lC/rn2, en el caso divalente la conducta es parecida a 1 - G para el ,aso 
monovalente en el cilindro, pero para carga mayor la conducta empieza a asemejarse a las dos 
placas. Para el caso de a =0.272C /m2 los valores de (a son menores que para a =0.1C/ u i2 
en ambas geometrías. Si obsen·amos la gráfica de la fig. 2.8 podernos ver que a las distancias 
que ocurre lo anterior los valores de ( son menores para a =0.1C/ m2

. 

La fig.2.17 muestra el comportamiento de la electroviscosidad aparente como una fun
ción del tamaño del poro. Usualmente este coeficiente tiene una conducta similar para al 
caso de potencial electrostático constante cerca de las paredes del poro, y corresponde este 
parecido para carga superficial constante pequeña de 0.02C'/ m2 . lina diferencia importante 
que podemos observar, es que los máximos de las curvas corrs'spondientes al cilindro siempre 
están por encima que las curvas de dos placas y otra diferencia es que la viscosidad alcanza 
,·a lores más grandes para potencial constante. Para las rargas de O.lC / m 2 y 0.272C / m 2 . las 
curvas para tamaños de poro cercanos a un radio iónico. decrecen abruptamente. Para h 
carga 0.272C/ m2

, observamos que la viscosidad para el cili1Jdro mantiene una meseta más 
plana que las dos placas y el máxmo está menos definido que para el caso de dos placas en 
donde mantiene un máximo bien definido en todos los casos. 

2.4. Conclusiones, para carga constante .. 

En esta parte hemos usado la teoría HNC/ l\1SA para ei estEcio de las propiedades elec
trocinéticas, para las dos geometrías antes mencionadas. pPro para el caso divalent e. L,1 
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Figura 2.16: Potencial zeta aparente como una función de tamaño del poro cilindro (línea 
continua) y dos placas (línea punteada) . 
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condición adicional considerada fue haber tomado una densidad de carga superficial cons
tante sobre las paredes. Después de estudiar el caso monovalente a potencial constante en 
las paredes , se buscaron los resultados para el caso di val ente a un potencial zeta de 40m V, 
pero no se pudieron hallar los resultados porque los cálculos numéricos no convergian, es por 
eso que se realizaron los estudios a carga constante. Las propiedades electrocinéticas para 
el caso diYalente a densidad superficial de carga constante en las paredes , tienen diferencias 
muy marcadas al caso monovalente. Podemos observar en la gráfica de conductancia reduci
da (fig. 2.13), que para la carga de 0.272C/rn2

, la curva se va a valores muy grandes de la 
carga, podemos decir que gran cantidad de carga se mueve hacia una parte, pero a la vez la 
viscosidad se hace grande también produciendose una selección de carga hacía un sentido. La 
Yariable 1,;2 . está relacionada con el flujo de volumen y con el potencial zeta, ésta aumenta 
cuando el tamaño del poro disminuye y alcanza un máximo para poros del orden de 2 radios 
ionicos, ésto muestra un flujo Yolumétrico alto para poros muy pequeños y está de acuerdo 
<l l comportamiento de la conductiYidad. La carga inducida para el ci lindro tiene términos 
logarítmicos y no se comporta de la misma manera que para las dos placas. Para el caso 
de ( como función de la carga inducida podemos observar que existe en los máximos una 
solución única, y como el potencial ( es importante porque se calcula experimentalmente, se 
podría de alguna manera caracterizar diferentes materiales de acuerdo a la carga, sobre las 
paredes. El potencial ( como función del tamaño del poro para cargas superficiales grandes 
grandes se Yuelve practicarnente negativo. Para ~ = O,lC / m2, se observa que el potencial ( 
cambia de positivo a negatiYo. entonces tenemos valores de la carga, donde el potencial pasa 
de Yalor positivo a valor negativo. 



Capítulo 3 

Interacción efectiva entre Cuatro Placas 
Planas Paralelas Cargadas inmersas en 
un Electrolito 

3.1. Introducción 

En la naturaleza existen sustancias que han tenido múltiples aplicaciones útil es a la hu
manidad , como son las arcillas. Las arcillas forman parte de muchos objetos construidos 
por el hombre como: vasijas, edificaciones de adobe, ladrillo y cemento. También se usaron 
ant iguamente en la escritura. La arcilla tiene propiedades plásticas. lo que significa que al 
humedecerla puede ser modelada fácilmente. Al secarse se torna firme ~- cuando se somete a 
altas temperaturas se producen reacciones químicas que, ent re otros cambios. causan que la 
arcilla se corn·ier ta en un material permanentemente rígido, denominado cerámica l95J. Los 
distintos t ipos de arcilla, cuando se mezclan con diferentes minerales y en diYersas condi
ciones, son ut ilizados para producir loza. La arcilla también se utiliza en muchos procesos 
industri ales, tales como la producción de cemento , elaboración de papel. obtención de sus
tancias de filtrado y en algunos procesos químicos. El cemento, es uno de los materi ales de 
construcción más ampliamente usados en el mundo. La fu ente principal de cohesión de la 
pas ta de cemento son los hidratos de silicato de calcio ( C-S-H) ( que formau nanopart ículas 
en forma de placas) , y que al precipitar se apilan y unen entre sí los granos de arena (silicato 
tricalcico C3S) l96J. 

Los mecanismos moleculares de la cohesión en la pas ta de cemento no est án bien enten
didos a pesar de los tremendos esfuerzos que se han reali zado para su estudio. u na razón 
de esto, es la carencia de datos estructurales exactos para las par ticulas C-S-H 196]. Sin 
embargo , hay el acuerdo de que es un material nanocristalino con una estruct ura lamin ar 
similar a un mineral llamado Tobermorita 197]. En las arcillas también int erYienen procesos 
como el cambio, la retención y el transporte de iones 198]. Por lo tanto, el conocimiento 
de la estructura y dinámica del agua ent re capas con iones es de interés. Para el estu
dio de estos sistemas las simulaciones por computadora a niw l atómic-o han sido una her
ramient a útil. Los sistemas iónicos más ampliamente estudiados con este método son l\a-, 
h -, e hidratos de Ca-montmorilloni ta, dado que son los t ipos de arci ll a más abu ndantes 
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199, 100, 101 , 102, 103, 104). Otros sistemas como son Li- , Cs- , y Sr-montmorillonita tam
bién han sido investigados 1105, 106, 107, 108]. La montmorillonita de Li+ - saturado es el 
más interesante pues es considerado un prototipo de arcilla que se hincha, como lo hace el 
hidrato Na-montmorillonita 1109]. 

Las arcillas minerales son aluminiosilicatos de tipo laminar con placas cargadas negati
Yamente que se mantienen juntas por la interación con los cationes entre ellas, existen en 
estado natural y también se han sintetizado varios tipos en la industria. Dado que consti
tuyen una gran porción de suelos y rocas sedimentarias, su estudio abarca muchas áreas. Las 
arcillas tales como el grupo de la esmectita 11101 tienen la capacidad de absorver agua entre 
los espacios de las capas (interplacas) de la arcilla, en algunos casos producen una expansión 
sobresaliente del mineral. Esta expansión es primeramente de pocas capas de agua , y después 
con mayores contenidos de agua interlaminar 1201. 

El estudio de la interacción de iones con minerales de arcilla hidratados es interesante, 
en especial es importante entender la manera en la que los iones controlan la capacidad 
de ensanchamiento de la arcilla. Una forma de reducir el ensanchamiento de la arcilla es 
reemplazando iones de sodio por iones divalentes de calcio 1110, 111 , 112]. En estos sistemas 
los cationes de potasio reemplazan a iones como el sodio que se encuentran en los esquistos 
(roca que se divide con facilidad en hojas) y producen menos hidratación de la arcillas 
(montmorillonita)l113] que reduce el potencial de hinchado como un sistema arcilla-agua
catión 1104, 103, 101 , 114, 105, 99, 115, 108, 116, 106, 117, 107, 118]. No exist.en muchos 
trabajos computacionales de hinchado de montmorillonite hidratado con cationes de potasio 
entre las placas 1104, 119, 100, 120, 121 , 102. 122, 123] . 

Las suspensiones coloidales de arcilla aparecen en varios procesos industriales. Ejemplos 
de éstos son encontrados en cerámica, pinturas, cosméticos e industria petrolera 120, 124]. 
Otro tipo de arcillas son los cristales minerales laminares. En este caso las particulas de 
Laponita son arcillas sintéticas de tres placas, compuestas de una hoja central de magnesio 
entre dos hojas de silicio 1125, 126]. Esta. estructura de láminas en forma de placas delgadas 
de diámetro de alrededor de 25 nm y espesor de 1nm, puede ser separa.da para formar una. 
dispersión en agua. La carga neta de las hojas de laponita se puede comportar positiva o 
nega.t.i\·amente. El ta.maño de estas partículas ha permitido realizar estudios experimentales 
de esta arcilla sintética, con dispersiones de laponita por medio de técnicas reológicas y de 
dispersión de luz 1127, 125, 128, 129J. 

Por otro lado, el hinchado en una dimensión de arcillas hidratadas ha sido muy estudi
ado por métodos de simulación 199, 116, 115. 114] . Debido en parte a la forma altamente 
anisotrópica de las partículas, el potencial entre éstas es extremadamente complicado. Hay sin 
embargo algunos trabajos teóricos '130, 1311. Las fuerzas ele enlace que unen a las diferentes 
unidades estructurales (lámina más la interlámina) son más débiles que las existentes entre 
los iones de una misma lámina. Se ha sugerido que las corrrlaciones ion-ion son importantes 
para la estabilidad de las arcillas '132J :-,· en estudios anteriorPs 1133, 13--1 , 135, 136] mues
t.ran que las correlaciones pueden dar origrn a fuerzas atractiYas que explican la cohesión 
del cemP11to. Estudios posteriores han siclo sin embargo limitantes ~n el tratamiento del ce
mento de una manera simplificada , ya que no se ha considerado que la concentración de sal 
es finita(28). En efecto , el sistema que producr las propiedades mecáuicas de la pasta está 
lwcho dP --l componentes: granos de cemento. nanopartículas C-S-H. la solución confinada. 
que separa las nanopa.rtículas y la solución acuosa que llena los poros entre los granos y que 
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se refiere a una solución de bulto, la composición del bulto está determinada por el proceso 
de disolución que trae la colección de cationes (principalmente Ca2 +, K+, Na+ , etc.) y 
aniones (OH-. sulfato, silicatos, aluminatos, etc.), de acuerdo a la composición de la mezcla 
de cemento seco. Esta solución actúa como un reservorio y determina el potencial químico 
de todos los iones a través de la pasta incluyendo la solución confinada. Los cambios en la 
mezcla de los materiales pueden producir modificaciones en la composición de la solución 
en el bulto así como en la solución confinada y en la densidad de carga superficial de las 
partículas C-S-H, que afectan la cohesión de la pasta de cemento. También la composición 
de la mezcla cambia durante el proceso de hidratación y puede mostrar variaciones loca les 
debido a los componentes del concreto. Entonces es importante tomar en cuenta estos efectos 
en un tratamiento teórico. 

La hidratación y deshidratación del espacio interlaminar es también característico de 
otras arcillas llamadas esmectitas, cuya importancia es crucial en diferentes usos industrial es. 
Aunque hidratación y deshidratación ocurren con independencia del tipo de catión de cambio 
presente. el grado de hidratación está ligado a la naturaleza del catión interlaminar y a la 
carga de la lámina. 

La absorción de agua en el espacio interlaminar tiene como consecuencia la separación de 
las láminas dando lugar al hinchamiento. Este proceso depende del balance entre la atracción 
electrostática catión-lámina y la energía de hidratación del catión. A medida que se intercalan 
capas de agua y la separación entre las láminas aumenta, las fuerzas que predominan son 
de repu.lsión electrostática entre láminas, lo que contribuye a que el proceso de hinchamiento 
pueda llegar a disociar completamente unas láminas de otras. Cuando el catión interlaminar 
es el sodio, las esmectitas tienen una gran capacidad de hinchamiento , pudiendo llegar a 
producirse la disociación completa de cristales individuales de esmectita, teniendo como 
resultado un alto grado de dispersión y un máximo desarrollo de propiedades coloidales. Si 
por el contrario. tienen Ca o Mg como cationes de cambio, su capacidad de hinchamiento 
es mucho más reducida. Como puede verse, las propiedades de las arcillas son consecuencia 
de sus características estructurales. Por ello es imprescindible conocer la estructura de los 
fil osilicatos para poder comprender sus propiedades. Las arcillas , al igual que el resto de los 
filosilicatos. presentan una estructura basada en el apilamiento de planos de iones oxígeno e 
hidróxilos, que constituyen la unidad fundamental de los filosilicatos. 

En algunos fil osilicatos (esmectitas, vermiculitas, micas ... ) las láminas no son eléctri
cament e neu tras debido a las sustituciones de unos cationes por otros de distinta ca rga 
(sustituciones isomórficas) . El balance de carga se mantiene por la presencia, en el espacio 
interlaminar de cationes individuales (como por ejemplo, en el grupo de las micas), ca tiones 
hidratados (como en las vermiculitas y esmectitas) o grupos hidroxilo coordinados. La unidad 
formada por una lámina más la interlámina se denomina unidad estructural. Los términos 
plano. capa. lámina y unidad estructural tienen significados precisos y definen partes cada 
wz ma:rnres de la disposición laminar. Los cationes interlaminares más frecuentes son alcali
nos (:'.\a >. K) o alcalinoterreos (Mg y Ca). Así pues, la existencia de carga en las láminas 
se comprnsa. cou la entrada en el espacio interlaminar de cationes débilmente ligados c-on 
estado Yariable de hidratación [1371, que pueden ser intercambiados~fácilmente mediante la 
puest;:i en c-on t;:icto de la arcilla con una solución saturada en otros cationes, a esta propiedad 
se Ir con oc<" e-orno capacidad de intercambio catiónico y es también la base de multitud de 
aplicac-ioneti industriales de las arcillas. Algunas arcillas encuentran su principal e-ampo de 
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aplicación en el sector de los absorbentes ya que pueden absorber agua u otras moléculas e11 
el espacio interlaminar (esmectitas) o en los canales estructurales (sepiolita y paligorskita). 

La mayor parte de las propiedades físico-químicas de las arcillas derivan de su morfología 
laminar (filosilicatos) y del tamaño pequeño de la partícula (inferior a 2 micras), así como 
de las sustituciones isomórficas en las láminas que dan lugar a la aparición de carga en las 
mismas. Los dos primeros factores conjugados producen, por una parte, un valor elevado 
de la superficie específica de estos materiales, y a la vez, la presencia de una gran cantidad 
de superficie activa, con enlaces no saturados. Por ello pueden interaccionar con muy diwr
sas sustancias, en especial compuestos polares, entre los que destaca el más importante: el 
agua. Las consecuencias inmediatas son el comportamiento plástico en mezclas arcilla-agua 
con elevada proporción sólido/ líquido y el hinchamiento o "swelling" con el desarrollo de 
propiedades reológicas en suspensiones acuosas. 

Es esencial entender que las partículas de arcilla no son por sí mismas partículas nanométri
cas, sino que están conformadas por una estructura molecular basada en el apilamiento de 
láminas, cuyo espesor mide aproximadamente 1 nm, mientras que sus dimensiones laterales 
pueden variar desde 30 nm hasta varias micras. 

Las arcillas minerales, también se conocen como filosilicatos o silicatos laminares. Los 
filosilicatos pertenecen fundamentalmente a cuatro grupos principales: caolinita, esmectita. 
illitas y clorita 1138]. En su aspecto primario, las partículas de arcilla se componen de la aso
ciación de varias láminas apiladas, las cuales forman agregados irregulares,{refer 15.16) tal 
como se presenta en la figura 3.1. A gran escala, cada lámina posee una elevada relación de 
aspecto, alrededor de 100 a 200 nm de longitud y 1 nm de espesor. A la unidad formada por 
la unión de capas tetraédricas y octaédricas se le denomina lámina y tiene un espesor de , .\ 
~· de 9 A aproximadamente. Así, las láminas de las arcillas se originan por el apilamiento de 
planos alternos de iones (o- y OH- ) y cationes (Si4-i-, .f\1g2 '""'."' y Al3+ ). El espacio interlam
inar, es el espacio existente entre dos láminas consecutivas, también conocido como galería. 
Resumiendo, las arcillas presentan formas apiladas , cuyas geometrías las podemos repre
sentar aproximadamente como estructuras autoensambladas en forma de planos laminares. 
Físicamente se considera un coloide 1139, 20, 140, 141 , 1-12, 143]. 

El diámetro de las partículas de arcilla es inferior a 2 µm. Estos sistemas pueden mode
larse a través de placas cargadas. Estas partículas pueden estudiarse mediante un modelo re
presentado en la figura 3.1. Por otro lado, experimentos de mezcla de polielectrolitos de D;\A. 
con liposomas cationicos dan lugar a un autoensamblamiento multilaminar de nwmbranas de 
liposomas cargadas positivamente intercaladas con polielectrolitos de DNA negativos 11 -1-1]. 

En teoría de líquidos y a niveles nanométricos, el confinamiento entre paredes afreta 
las fuerzas electrostáticas de muchos cuerpos, las correlaciones de corto alcance. ;:isí como 
también las interacciones de la doble capa de las paredes y las partículas como macroiones. 
Los efectos del confinamiento aparecen en un amplio inten·alo de escalas espaciales. Estos 
efectos se observan a escalas muy grandes 1145], hasta escalas subatómicas 11-161, pasando 
por las escalas moleculares 1147, 148]. Al confinar partículas a nivel molecular entre paredes 
l149j . es posible inducir un cierto ordenamiento, también pueden producirse fluctuaciones 
de densidad . prorncar cambios dieléctricos en líquidos e incluso mejorar la miscibilidad en 
mezclas de polímeros 11-18, 147. 150]. Otros experimentos muestran fenómenos asoci;:idos con 
macroiones cargados en una solución acuosa. confinados entre dos placas planas paralelas 
cargadas IJ51. 152. 153] (con los macroiones y las placas de carga similar). se induce una 
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Figura 3.1: Modelo de una partícula de arcilla 

atracción entre la pared y los macroiones 11 54], también los macroiones exhiben una atrac
ción entre ellos mismos 1155 , 156]. En sistemas coloidales se sabe que estos arreglos producen 
atracciones que todaYía no son explicadas 11 57] y en la biología la presencia de formas de 
bicapas de lípidos cargadas en forma de placas planas paralelas muestra que se induce una 
atraccción entre las moléculas cargadas de DNA 11 58, 144 , 159, 160, 161]. En una mezcla 
de polielectrolitos con liposomas cationicas estas fuerzas dan origen a autoensamblamiento 
multilaminar de membranas de liposomas cargadas positivamente e intercaladas de polielec
trolitos DNA negatiYos l144J. 

Estudios de un electrolito confinado entre superficies cargadas han sidos considerados 
teóricamente desde los trabajos pioneros de Derjaguin, Landau, Verwey Overbeek (DLVO) 
15 , 162 , 3J. En su trabajo ellos resuelven la ecuación de Poisson- Boltzmann para la doble 
capa eléctrica (EDL) producida por un electrolito confinado entre las superficies cargadas. 
Dado que la aproximación anterior desprecia las correlaciones iónicas, la teoría DLVO puede 
considerarse válida , sólo para un régimen restringido de condiciones, es decir para soluciones 
monovalentes de baja concentración y bajo potencial superficial electrostático. Este sistema 
ha sido ampliamente estudiado por medio de teorías más refinadas de fluidos 179, 80 , 53 , 26 , 
35, 163], que incorporan correlaciones iónicas de corto alcance en la EDL. 

Estudios de la fuerza de interacción entre dos coloides de forma de placas cargadas han 
mostrado que electrolitos multiYalentes a concentraciones altas y moderadas producen un 
decaimiento no-monótono que puede volverse atractiYo en ciertas distancias de separación 
122, 79, SOJ. Debe señalarse que el estudio de fluidos cargados y confinados lleva implícita 
una gran complejidad ya que se combinan las interacciones de largo alcance, los efectos 
resultantes de muchos cuerpos ~- los efectos debidos a las interacciones de corto alcance. 
l1n modelo para estudiar estos sistemas consiste en colocar paredes planas superpuestas en 
presencia de un fluido cargado 1164]. 

En este capítulo aplicamos el formalismo de ecuaciones integrales para el estudio de la 
i11teracción efectiYa ent.re cuatro placas paralelas cargadas en un electrolito a través de la 
teoría H. 1C .· 1\1S . .\ . Esto es, partiendo del cálculo de las funciones de distribución en equili brio 
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de un electrolito en el interior y exterior de las placas, calculamos la fuerza promedio sobre 
cada una de las placas como una función de la distancia relativa entre las cuatro placas. 

Para el caso de dos placas paralelas planas cargadas, inmersas en un fluido iónico , se ha 
estudiado con esta teoría. Es decir , las placas se consideran como dos partículas de la misma 
especie que están unidas por una barra imaginaria, formando una especie de "mancuerna". 
Ha sido aplicada esta teoría exitosamente para calcular la fuerza entre dos placas paralelas 
cargadas , inmersas en un electrolito 139, 38, 22]. 

Partiendo del hecho de que la teoría que hemos mencionado en el capítulo 2, no está 
restringida respecto al número de especies en el fluido , el potencial de interacción entre las 
partículas o la geometría de las especies; se puede pensar en un fluido formado por (n + 1) 
especies. en el cual, una de las especies se construye artificialmente como una mancuerna 
formada por dos placas fijas a una distancia dada entre sus centros, T = Ir A - rBI (ver 
Fig.2.la). Si llamamos a la especie artificial o: y tomamos el límite p0 -+ O, la ecuación de 
Ornstein-Zernike para la función de correlación entre la especie o: e i es expresada como 
vimos en el capítulo 2, 90 ; (r 21 ) de la especie i alrededor de la partícula o: 

Si consideramos un problema similar al caso anterior, donde el sistema consta de cuatro 
placas planas paralelas infinitas cargadas e inmersas en un electrolito; quisieramos calcular 
la función de distribución de las partículas que se encuentran cerca de las placas en el fluido. 
Si una partícula interactúa con otra, donde la interacción de las "dos partículas" es tal que la 
primera pa.rticula es una partícula del fluido iónico y la segunda "partícula" es artificial ( de 
la forma como mencionamos anteriormente) y consiste de una doble mancuerna unida por 
tres barras imaginarias (equivalente a cuatro placas colocadas en forma paralela y separadas 
a una di stancia fij a). esta parte se estudia en la siguiente sección. Una de las variables más 
import antes que queremos calcular es la presión neta sobre cada una de las placas. Esta. 
presión está definida como la presión de un lado de la placa, menos la presión del otro 
lado de la misma placa 122]. Los perfiles de concentración de los iones dentro y fuera de 
las placas nos permiten calcular el potencial de interacción de la fu erza media sobra cada 
una de las placas. En este capítulo continuamos usando la teoría de fluidos inhomogéneos 
de H'.'JC: !\1SA [21 , 23 , 165. 166, 167, 168] y el modelo primitivo restringido (MRP) para 
la solución iónica [37, 40. -1 , 167. 169]. Para la aproximación (MSA) wr algunos trabajos 
como. [170. 171 , 40. 172, 173. 174, 175, 176, 177, 351) , y para la aproximación (HNC), ver 
¡-10. 178. 37. -16] 

La presión es calculada por un método conwncional !80], mostrado más adelante. Pre
sen taremos el desarrollo matemático de la ecuación de HNC/ MSA, para los perfiles de con
centración ión ica de la doble capa eléctrica de las cuatro placas. Otro estudio reslizado en 
Psta tesis es la resolución numérica de estas ecuaciones para electrolitos simétricos mono
valentes (1: 1) y divalentes (2:2) , con diferentes concentraciones y potenciales eléctricos fijos 
sobre las placas. Hay que aclarar que este sistema presenta otro grado de dificultad y ma:rnr 
complejidad que el de dos placas. Este desarrollo puede considerarse como una extensión de 
la teoría de dos placas (TPE-HNC / MSA 179, 80, 1791). y a la vez esta teoría puede reducirse 
al problema de dos placas cargadas o de una placa cargada [37, 40] . 

Este capítulo está organ izado de la siguiente manera: En la sección 3.2 aplicamos el 
método usado en TPE-Hl\C ' T\1SA [79 , 80], y derivamos las ecuaciones para los perfiles 
de concentración. En la Sffción 3.3, se describe y estudia el modelo particular que hemos 
abordado. En la sección 3.4 se deduce como se calculan las cargas inducidas en el espacio por 
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las placas y en la sección 3.5 terminamos la descripción teórica de este capítulo indicando 
como obtenemos las fuerzas y las presiones sobre las placas. 

Los resultados numéricos son mostrados y discutidos en la sección 3.6. En la sección 
3.7 presentamos las conclusiones. Al final de este capítulo se anexan Yarios apéndices: En el 
a péndice A se muestran las expresiones explícitas para los kernels de la ecuación HNC/ MSA. 
En el apéndice B las ecuaciones analíticas son desarrolladas para el caso de cuatro placas. 
En el apéndice C , se muestra la fuerza neta en las placas. En el apéndice D se muestran las 
expresiones para calcular el potencial electrostático en las diversas regiones dentro y fuera de 
las cuatro placas. El apéndice E está relacionado con la presión osmótica.. El apéndice F nos 
muestra de m anera resumida la forma de resolver el problem a numérico. El útimo apéndice, 
muestra algunas figuras de gráficas que se relacionan con los resultados. 

3.2. Teoría de Funciones de Distribución 

La ecuación integral de Ornstein-Zernike (OZ) para un fluido con (N ___;._ 1) componentes, 
usando el m étodo directo está dada por [23 , 37, 40), 

N+ l 

h¡j(r 21) = c.¡j(r 21) + ¿ Pm j h¡m(r23)Cmj(r13)dv3. 
m=l 

(3.1) 

<londe C;j(r21 ) es la función de correlación directa y h;j(r 21 ) = 9;J( r 21 ) - 1 es la función de 
correlación total entre dos partículas de especies i y j con posi ciones relatiYas r 21 = r 2 - r 1; 
g;j(r 21 ) es la función de correlación por pares o función de distribución radia l (en nuestro 
caso el perfil de concentración de iones) , Pm es la concentración en el bulto de las especies 
m e i. j = l , .... N + l. Como en la sección anterior, considerando al poro como una especie 
más en el fluido, definimos la especie N + l = a, y además, con un a consideración adicional 
de que esta especie se encuentra muy diluida en todo el espacio (p0 -+ O) de tal m anera que 

N 

hoj(r 21) = Caj(r 21) + ¿ Pm j horn( r 23)Cmj(r 13)dc3 
m=l 

(3.2) 

Sustituyendo la aproximación (HNC) en la función de correlación directa entre el p oro y el 
fluido. c0 j(r 21) , es decir , 

(3.3) 

donde u0 ; (r 21 ) es el potencial de interacción directa entre el poro y una partícula de especie 
j . B = l / k8 T , k8 es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. La fun ción de 
correlación directa entre dos partículas del fluido , Cmj(r 13) . es sustituida por la aproximación 
esférica media (f\,ISA) para un electrolito RP 1 dada como 

{ 
( ) + s r ( ) Z m z1(-lt 

2 

AJSA( ) C8 r13 Z;ZmC,1 r13 - . e r - cr1 3 
mJ 13 - _ zmz1 .lk2 

frJ3 

for r-13 < o 

for lrd 2:: a 
(3.-1) 

siendo c.,(r1 3) y c:/(r13) fun ciones de corto alcance dadas en el apéndice. Así pues. sust i
tuyendo las ecs. (3.3) y (3.4) en la Eq. (3.2) nos queda 
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(3 .5) 

donde hemos definido 

J\' 

Poi1(r13) = L Z111 f>,,J1 0,,, (r 13). (3.6) 
rn=l 

N 

Pos(r13) = L Prn hom(r 13). (3.7) 
m=l 

Las ecs. (3.5) han sido derivadas para el caso general y se refi eren a las ecuaciones integrales 
HNC/ MSA, para partículas de especie j cerca de la partícula de especie l l. Más adelante 
aplicaremos la ec. (3 .5) a un electrolito MPR confinado entre las cuatro placas. 

En resumen, consideremos que el sistema consta de 3 especies, dos de las cuales son 
las especies j = 1, 2 ( componentes del electrolito) y la otra es la especie a . Esta última 
consta de una partícula que está form ada por cuatro placas paralelas cargadas de extensión 
infinita , separadas por una distancia entre ellas, y a dilución infinita, i.e. , p0 tiende a cero. 
Las especies j son esferas duras de diámet ro a , con la carga en sus cent ros. Entonces, para 
conocer la función de correlación total, h0 j( r 12) , entre la especie o y una part ícula de especie 
j tenemos que 

2 

h0 j( r l2) = c0 _¡( r n) + L p,,; j c,,,j(r 13) h,rn1 (r 23) dl'3 
m= l 

(3.8) 

en donde la suma no toma en cuent a a la partícula de especie o ya que p,, lpha = O y, por lo 
tanto, j = 1, 2, ... N ( en este caso N = 2 son los cationes ( + ) y aniones (-) . 

3.3. El modelo específico 

El sistema que estudiaremos es: ll n poro de rendij a plana. form ado por cuatro placas 
infinit as paralelas , cargadas. con una distancia de separación entre el eje de simetría ~- las 
superficies internas de las placas interiores de t 1 y una distancia entre las superficies externas 
de las placas interiores y la superficies internas de las placas exteriores de t 2 ( Yer Fig. 3.2). 

Las paredes de las placas t ienen densidad de carga superficial uniforme 0"1 , 0"2 y 0"3 , 0"4 

igua!Ps como se muestra en la Fig. 3.2. tal que O" = 0"1 = 0"2 = 0"3 = O".¡ . Es importante hacer 
notar que el problema tiene simetría con respecto al plano en el cent ro del sistema. por lo 
que la part e derecha del sistema, es igual a la parte izquierda del sistPma. Se denominará a 
las placas que encuentran cerca del eje de simetría , placas internas~ placas 1, ~, a las otras, 
pl acas. pl acas externas o placas 2. 

Las placas se encuent ran inmersas en un electroli to, y las especies o <"Orresponden a las 
cnatro placas, con un modelo primitiYo restringido (.1PR). de Psferas duras cargadas df' 
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Figura 3.2: Representación geométrica para el sistema de cuatro placas cargadas 

diámetro a y con cargas z+e y 2-e, ubicadas en el centro de las esferas, siendo z_ y z+ 
las Yalencias de los aniones y cationes, respectivamente. La energía potencial de interacción 
entre dos partículas de especie i y m , separadas por una distancia r13 , es 

for r13 ::::: a 
for r13 < a 

(3.9) 

l ' na condición importante que debe satisfacer el fluido es ser electroneutro lejos de la pared 
(en el bulto), es decir , 

n 

L z.,, p.,,. = o {3.10) 
m=l 

donde p.,, es la concentración en el bulto de la especie m. 
Las posiciones de los iones están referidas respecto a sus centros entonces la posición más 

cercana de un ion a cualesquiera de las superficies de las paredes de las placas es un radio 
iónico. también conocida como distancia de máximo acercamiento a la pared. En la región 
entre el centro y la placa 1, el valor de su coordenada en :r: (±(l 1 - n/ 2)) . La coordenada en la 
posición rntre la región entre la placa 1 y la placa 2 , a la distancia d~e máximo acercamiento 
con la placa l. es / 1 + d1 + a/2 y cuando se encuentra a la distancia de máximo acercamiento 
con la placa 2 es t 1 +d1 +t2 -a/2. El ancho de todas las placas es d = d1 = d2 . En cuanto a las 
dist aneias. perpendiculares al eje de simetría de las placas, tenemos la distancias del eje de 
simetría a las partículas 1 ~, 3 que las representamos con las letras.,; e y, respectiYamente , s 
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es la distancia entre las partículas 1 y 3 (vei fig. 3.2 ). E:1 !2. nornrnd ai:ira Hf:-: dil \a ¡.,artícula 
2 corresponde a. las cuatro placas ( especie o .) 

En esta geometría u.,li(r21 ) y 9ui(r 21 ) , depenci,:.>n só!s e> l?. u.,orden,Cld a pe;pendicular a la 
pared , :1:, tal qde Vc,-i(r 21)= '!1,0 ; (:1;) y go,i(r 21) -:...:. g,,/r ). 

En este rnso es conveniente usar coordt nadcs cilíndricas. ce?. d ofig< ' L' r_i,, ,·.>ordenadas 
centrado en P.] ej e de simetría, con la coordenada rad±al r . w,r ,,lelB 't hs placas _,- le coordt:>nada 
axial, y, perpendicular a las placas, tal que du3 = Tdrc'ydri> . Gicndo q la cr.,e,rdPn:-t<.J;:i a~1gnlar y 
:r la coordeuada axial para la partícula 1, es decir 1; = !r21 1 (ver Lg . 3. 2 . 1._: r,,injo ia rcuación 
(3.5) , en coordenadas cilíndricas, tenemos 

(3.11) 

donde u0;(r21) ei3 el pot ncial de interacción de los ÍOJH:'S d0- csp,0 cie i , b cfópec1P e~ y g01 (x) 
es la fun ción <le distribución de los iones ,¡ res¡wct o a la ¡r-1nícuh n . L"-OJ Jd ~ ~H?1110s definido 
r1 3 = s , y r 13 = y, tal que 

( ) - . ( '\ + - _., . "') /~ ,.2 / -· ,-C¡m S - (;8 S , .:.,;Zm C,1 \ , -, _..,e .' c.. (3.12) 

con 

2 ? ~ ~ 

S = , - -+- x·- ...L. !J' ~ - -) - - ,-
¡ . - •L.; (3.13) 

donde rdr = s:l.s . 
El potenci;;;_I de interacción u0 i(x), puéde dfs<·cmp')•_: ,-·Tff cú:.w s ig11,2 

( 
\ .. ( ' ' ~¡ . '!J~

1
- ;J:¡ = u

0
- .1' ) -- - ·u . (.r\ 

L• I \ 1 ti , • 
(3.14) 

donde u~,(:,·) y u~1;(:r) SOil los términos de interac:c~:)ll ce 1-'sfcn, ck:·;1 ,, i i:10nH·r : · 11 P!r•: trn?táti
ca, respecti•:arnente, que expresamos c,)mo 

'!J:, (:r ) = /lr_ o 
C0 

f 1 1 { ro .-· . ' ·) . ) [ ' '. or x E l , li - a¡ Lj U (l ! + (, -:- <, ¡-,. _ t 2 -- J - _¡ u (., + ,-; T : : 1 .·: . x) ~ 
for i:r! E {(t1 - a/2. l 1 - ·- d - <2) ;__; : t '.. -- ,¡1¿_ : ., + ,1 + 01::. ;} 

( 3.15) 
V 

u'
0

1,.r,x',, - 2
1rez; [(x + t1 + d1 -+ 1,,+ d- - 1 )· - 1 1 -- d1 - f.-, -- o ) \ c,· 

!: - - ' - - - 1 / . 

+ ( :r + ti+ d1 + t 2 - l:t - ti - d1 -- ( i l) 'r:¡ + ,-:e· + i l..!. rf: ·- J. · -- 11 - tl1 !k2 
+ (x + f 1 - i1: - t1!)a1 ] 

(3 .1 6) 
para O :S :i < 11 o 1.1 + d < x < i 2 o t 2 + d < l'. L:, Er: (::_l 15j imph ¡-¡ 1 ; í' y,,·l ' ) = O y 
hoj(1·) = - J par a i1·! E {(( - a¡2. t 1 -t- d + o/'2 }\ ',_i {i f :.- - c ,i ·7. . i .: -i- J J. u,·-~ } . 

El sistc-; na Pf- sim6tricc y se cumple 

[lrn(Y: = !Jn ( -_¡¡; (3.17) 
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entonces en la ecuación 3.11 , usando esta propiedad podemos cambiar los límites de inte
gración (ver apéndice A) , cambiando - y por y en la región donde y es negativo por y , además 
zdz= sds e integrando en coordenadas cilíndricas, tenemos 

(3.18) 

tal que 

(3.19) 

Donde se ha definido 

K (x , y)= roo SCs(s) ds + r )O SCs (s)ds 
.f x+y .f1x- yl 

(3 .20) 

y 

L(x, y) = r= sc~r(s)ds + roe scr (s)ds 
l x+y Jix-yl 

(3.21) 

Debe de recordarse que c_,(s) y cr(s) son iguales a cero para s> O, ver apéndice B. 

3.4. Carga Inducida en el Fluido 

Una placa cargada. en un fluido cargado induce una inhomogeneidad en el fluido debida 
a dos factores: su rnlumen excluido y el campo eléctrico generado~ por esta misma. Para 
alcanzar la condición de equilibrio termodinámico. en el fluido debe inducirse una carga tal 
que cancele la carga de la placa cargada. Para el sistema de cuatro placas inmersa en un 
elec trolito, la condición de electroneutralidad se debe satisfacer de la misma form a. Es decir, 
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la carga net ::i inducida ca ncela la carga tota l soo1.~ to nas la~ supe·Jic ies ck la~; paredes ele las 
placas, i .e. , 

2CJ,,- . L 20~ -= O 
• . l 

(3 .22) 

Donde hemos defi n ido 2 JT como la carga tc,Lal s1:brc ]!'ts µ lacas (rnt ·11ercl.e G_U(· por sim et ría la 
carga sobre las placas del lado derecho es igual a 12. de las pl aca:~ del lado i:1,quier<lo) y 2a~ 
com o la carga tota l inducida en el fluido , ; __ •~-, 

donde a 1 . rr:!- cr,1 y 0"4 est án representados f> ll la Fig . 3 .2. y 

dond e 

En general s0 r icne ,~ue 

2 / _ r, I 1 2 / '}~./ ..l.. ,, I 
(J'J' - ¿_(JI T (J2 ··- , .. ; ;¡ ' , U,¡ . 

~' 
-'3 

e r 1-c,''L pc,r¡ (y)d.1 

"º ¡ l i +d!+ r:--, ,:'.! 
eJ, t~,:(!l)<l~ 

t 1+rl1+n/2 

rt1 +d1+a/"! 
e I Pe./ y)'11, 

Í t1 +d1 +t2-" 1'!: 

a1 i:- a ' .. .. ,c., f= e~ 

(3.23) 

(3 .24) 

í3.26) 

obsén ·es\.· q_uP p.-1n:1 los cálculos se toman ~~ i cue.-:t:-t t oca~ J¡:i,;s car6J,, d<." l:·it~ p~AC?:-- . La c"rga 
t otal de las pl 2.cas un lado es 

La carga tot a l indw:ida de un lado es 

la ca rga ind ncida del lat!o derecho d el origE-- ES ( Yer f;g.-5 .2_i 

. ' 
r to / ', : -o 

I . ' I ' I ) ' I • ..J I I ,J 
"1 T (; -.,_ ..,... rT3 + (;4 = -('Jo 9o.J (Y <::! - ( _f¡ __ ,;, .,!\ ,11 ;uf; - ' ')11 _r¡w, ,!i,'!1_1' 

y la carga inckc-id ;:, del 12.cto izquierdo del erige]] es ~-.-er flg . 2.2) 

1 ') ?~) 
, •J -~ / 

13 9 8) \ · -~ 

(3 .29) 

(3.30) 
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ls = t1 - a/2 

3.5. La presión neta sobre las placas. 

La fuerza sobre las placas inmersas en una solución electrolítica es uno de los parámetros 
más relevantes a ser considerado en el presente estudio. Como ya ha sido mostrado en trabajos 
anteriores donde se estudia la interacción efectiva entre dos placas 122, 79, 801, la presión 
sobre una de las placas puede ser obtenida a partir de los perfiles de concentración iónica. De 
estos estudios previos sabemos que el cálculo de la presión sobre las placas se obtiene como 
la diferencia de presiones sobre las paredes de ambos lados de la placa, y esta diferencia se 
hace para cada placa. De manera general, la presión sobre una placa puede expresarse como 
la suma de dos contribuciones, 

(3.31) 

donde 

(3.32) 

es la contribución de contacto, siendo PL la concentración total de partículas en contacto 
con la parte izquierda de la placa y PR la concentración total de partículas en contacto con 
la parte derecha de la placa. PE es la contribución electrostática que actúa sobre una placa, 
cuyas contribuciones son debidas a las cargas superficiales en las paredes de las otras placas 
y las cargas inducidas en el fluido. En general , para una pared cargada cuya carga total sobre 
su superficie de área A es Q, sabemos que la fuerza eléctrica sobre la pared es FE = QE. 
donde E = ªE es el campo eléctrico producido por la densidad de carga por unidad de 

2E 
área, aE, incluye la densidad de carga superficial de otra u otras placas paralelas más las 
densidades de carga inducidas en el fluido. Es importante señalar que esta expresión es válida 
siempre que la inhomogeneidad en el fluido sea producida por geometría de placas paralelas. 
Por lo tanto, la contribución electrostática de la presión sobre la pared es 

PE = FE = (Q) (a¡.;) 
A A 2c 

(3.33) 

Debemos señalar que para el cálculo de la presión se tornan en cuenta todas las cargas de las 
placas y las cargas inducidas en el fluido , pues todas influyen para la presión neta sobre una 
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placa. Para efectos de cálculo consideremo~- las fuerza; haci2. la 12q1.:inda como neg-,:..tivas y 
las fuerzas hacia la derecha como pc:sitirns . 

De las c:xpreciones (3.32) ~, (3.33) se desprend? quP. µ¡;ra 'JI'-::. J. as pla<.::as ·r;teriores la 

presión neta está dada por 

P - k· TI (1) - (1) ) -t- (1]1~"2 \ (2 _.' ' . 
1 - B ~PL PR 0 _ J O¡ - oi -r· a-2 } 

~e / 

y para las placas externas 

p. k],((1 ) (1)) (ª3+a4)(2 ' ? ' .--,, " ,.,, , \ 2= B PL - pR + 
2

~ c¡+ -72 +"'.u3 +~G1- L. a2 -r rJ3,--(,4 J 

(3.34) 

(3.35) 

donde, a~, a~, a; son las cargas inducidas en las diffl,-enres ~·egiones cid espacio y donde se 

ha definido 

3.6. 

e' Pi' 

)2) = 
1 L 

(2) 
PR 

2 ( ([) L Pm9am t ! - 2 rn.=1 

2 ( e , L OmllaM t¡ + d1 +-;- \ 
rn"a'1 . ., . , l. J 

2 ( u\ L Prn.9n11, I¡ , rl ¡ -i- / 2 ·--;:, ) 
ni=~ ' ~ 1 

2 ( . "\ ' 11 q l · + ,1, -- ¡ , -r- º"· ~ --- . ~ "'· º"' 1 .. 
1 

-· ... ,) 1 

111=1 L. / 

Análisis de Resultados 

(3.36) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

En esta parte comentaremos los resul té1dos para el modelo que herno:: des,1.rrnllado. Par
tiendo del arreglo más simplr . consideramos !a:; C0i1dic:;:Jn.P.s pa ra que en el ~isterna se conserve 
la simetría espacial con respect o al plano dt:' simet rfo (¡:,n :.· =::- (;. ,·x-t fi r,.3.2), además e! pro
grama está realizado sólo para l'.'0ndici0nes <le sin.etrí2. Hrn~ns aplic2.d0 PD todas las puedes 
de las placas una. densidad de carg?. s11 perfi cial 7 igual y •.m:fo:-rcr- . El ar~cto <lP las placas 
d1 d2 , es ignal ad = a / 2. La simet ría a1, tes mencic·,rn¡~a rnn-,;., ,;:cP(k a que las dist ancias del 
plano de simetría 3 las piacas de la izquierda sc 0:n1 ig,\iai es ,_: la di.:;1.aw-ias del mismo plano 
a las placas de la derecha. Entonces sólo ar>ali zamos d !a-:-io ,~?t Pd :1 '1 l' esL p:an:J, pm:s, las 
gráficas son si:nétricas. A las d0s pla c2-s de ademro les :ia1'1 2aws pli-lc ;-~ s int<-!r;or-?s ( o placas 
1) y a las placas de ¡:¡fuera las llamamos píacas P:, i- erion·s (•i p!ar·::is 2). n:-r fi:5.3.2 

Por medio J e las ecu ... ciones obtenidas cu la t<0 oría. SE' :1ac"' 1n, p:·ogr,un;--,, para la computa
dora v se obtienen los resultados numéricos. El diám:ctro de ios 10"1es <·s u. ron dür.ensiones 
de 4.25A, n~r fig. 3.2. la separación ent.!"t., la r plau '> intaw;.::.. (;:--b·r,s l) ?S 2/1 . qne es la región 
l , pero sólo represc,ntar.1os !a distanoa /1 Ple )as grúfi : as. -.-er tig. :_:. 2, <,u e PS k dista1!cia del 
ce~1t.ro del sis tema en el eje de simetría lrns!:l la rlr,ca ~ :::(, ia drn',: 'Jé\ ,,n !a parte de la pared 
izquierda d0 esta misma ¡>lac-a: t 2 e,~. 12. S('JJ,nac-i,~n ('l! ~r0 L.t ¡;:ac;-, interna _Y ia pl ;:,ca externa 
desde la pared dt'rPc-ha <le la plcl('a intp:·lla ,! la ¡x-m <l izqui ::u 1il dt· !a. p?.r"G ~XH'rna, qup es la 
región IL ob~nYe la fig. 3.2. En todos los u dculu~: teD :-i_1ns ;rna tv,r1p p;3J1mi c~e 'T"-- 298K, la 
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constante dieléctrica del fluido es f =78.5. La constante dieléctrica de las placas fue elegida 
igual que la constante dieléctrica del solvente. 

Los perfiles de concentración reducida (PCR), la presión neta Pi y P2 sobre las respectivas 
placas, así como la carga inducida (a-i) en todas las regiones son calculados, para electrolitos 
1:1 y 2:2 con varias concentraciones de bulto y densidades de carga superficial sobre las 
paredes de las placas. 

Los perfiles de concentración iónico reducido, corresponden a la concentración dividida 
entre la concentración de bulto. Los cálculos fueron realizados variando las separaciones entre 
las placas, pero siempre manteniendo simetría con respecto al centro del sistema en el plano 
de simetría. En los cálculos ha sido considerada la distancia de máximo acercamiento de 
los iones a las placas de a/2 (pues la referencia está en los centros de los iones). Hemos 
considerado arbitrariamente la carga sobre las placas positiva, si la carga es negativa el 
problema es equivalente. En todas las gráficas de los PCR, las curvas de los contraiones 
están representadas por encima de las curvas de los coiones, y las diferencias importantes 
se observan en los PCR de los contraiones. Las diferencias en los PCR de los coiones son 
menores y no se observan claramente en las gráficas. 

En la figura 3.3 presentamos los PCR para un fluido cargado 1:1 , con una concentración 
de O.lM , y con una carga sobre cada pared de O.lC /m2

. Cada figura contiene tres gráficas, 
para tres distancias D = ti +d+t2 , diferentes, y con la condición de que la distancia ti es fija 
en cada gráfica, ver fig.3.2. Se pueden observar los PCR en cada región de los iones positivos 
y negativos (coiones y contraiones respectivamente), que se encuentran cerca de las paredes 
de las placas, y se marcan las 3 regiones que delimitan las placas. El ancho de las placas no 
es representado en las gráficas, para mejor visibilidad de las curvas. Los PCR de los sistemas 
de las dos placas simples (2P) y de cuatro placas ( 4P) se representan en la misma gráfica, y 
son los perfiles obtenidos en las diferentes regiones entre las placas y fuera de éstas. 

Los resultados correspondientes al modelo de 2P se representan junto con los resultados 
de las placas internas de las 4P, superponiendo las 2P simples encima de las dos placas 
internas. Asímismo también se superponen las 2P simples con las placas interna y externa de 
las mismas 4P, y se trazan las curvas de los perfiles de ambos sistemas con diferente tonalidad 
de color (lineas obscuras son los resultados de las 4P, y las lineas claras los resultados de las 
2P). Los perfiles en la región del exterior de las 2P sólo se representan en la región exterior 
de las 4P. En cada gráfica se trazan los PCR de los iones en las tres regiones que separan las 
placas, para el modelo de las 4P, y las dos regiones superpuestas del modelo de las 2P. 

Los resultados son analizados, observando las diferencias de los perfiles en ambas ge
ometrías. Puede observarse que, para el sistema de las 4P, al cerrar más las placas externas 
el confinamiento aumenta y las partículas entre las placas 1, cambian más sus propiedades 
con respecto a las 2p. La carga de las placas 2 afecta más a las partículas en la región l. Si 
las placas 1 están muy lejos de las placas 2, la interacción entre las placas 1 y las placas 2 
desaparece y los perfiles de concentración de las 4P se sobreponen exactamente a los perfiles 
de 2P, pareciéndose al modelo de 2P. 

En esta misma fig 3.3, en las gráficas se mantiene el tamaño de la región I fija, con 
ti = l.4a / 2). En esta región vemos una gran diferencia entre la dist;·ibución de contraiones 
para ambas geometrías , siendo mayor en las 4P. Existe mayor concentración de partículas 
en las 4P que en las 2P, es decir hay más confinamiento en las 4P. En la región IL se 
pueden observar los mismos cálculos para las placa 1 y placa 2 a las distancias entre ellas 
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de t2 =3.6,4.6,6.6(a/2), una distancia t2 para cada gráfiea. Obshese qu" ce1ca de la placa 
interior se separan las curvas de los 2 sistemas ( obscura y clara 1, y es Tiayor la separación para 
cuando hay mayor confinamiento (D más pequeüo), la conc-e!1tn:¡r-ión par~ las 4P siempre es 
mayor en la región I y la región 2. Las curYas se vuelwn a juntar cerca de la placa 2 en las 
distribuciones de ambas geometrías, en todas laf gráfü:::a,s. 

Por último, en la región III , en todas las gr~ficas de Gsta lignr;.i . practit.:arnente las curvas 
de los dos sistemas coinciden (se enciman) y no h::.y diíerecc:ás t;Í gnifica tii as rntrc las 2P y 
las 4P. Es importante recalcar que a medida que se aumenta la distancia. J) ( disminuye el 
confinamiento en algunas regiones), las diferencias en loe; resultados de las cos geometrías 
disminuyen. Observese también que cuando la separación t 2 cume11ta, b s cori t raiones en las 
4P se acomodan más parecido a los contraioaes de las 2P cerca de la pl[1 ca ext::rior. Los iones 
en el modelo de las 4P que se encuentran en la región L muestrdn una c.ondu,·t.a de mayor 
confinamiento, que en las 2P por estar entre cuat ro placas. 

Las fuerzas producidas por las placas Pxteriores 'l fectan a k .::: i0r. :·s que :se encnentran 
en la región I. En la figura 3.4 presentamos los perfiles de con(:en~n;c ié-1, eutre las dos ge
ometrías , para un electrolito 1:1, con :ma concerrtraeión de 0.B1, 11:1a densidad de carga 
de O.lC /m2 en cada pared, cuyas condiciones son similares 3 la "0.gura anterwr. pero ahora 
cambia la distancia t1 . Las placas internas se eHcucntran más :,t>pan;d;:i ,; ('.t.: E' l'T, la figura 
anterior. t 1 =2.9(a/2) y t 2 =2.1 ,3.1 ,5.1(o/2). En este case r oden¡ o-:; w r qu2 los PCR para 
los contraiones en la región II , presentan un fu e;-te c:onfinamif:1ao ( c1fr?ded,,r de g_ = 500, 
no es represen tado en la gráfica, pues es rr..uy grande), r.ste coP Ei n.uni ent o 0 ~. mayor al que 
presentan los contraiones en la región I pero en la ngurn ant~ricr, pues la s-2r ~nH·ión entre la 
placa 1 y la placa 2. es menor que la s-2paración entr,~ b s phtc,-¡;; 1 de I;:, figllfa a11t erior, sin 
embargo las distribuciones presentan una ff,nducta similar 21; am1.:r-ts r ,:,g i(Ji1PS. Ea el modelo 
de las 4P, los PCR de los contraiones siguen pre5entando las P-1 &yorcc, d. i~erenci.:is cerca de 
las paredes de las placas interiores, aunque cerca de las JXET·d t:'" cxt e1 iores bs PCR de los 
contraiones muestran una conducta similar en las 2 ge,.,met rías. 

En la figura 3.5 presentamos los PCR produc:idos por Ic.-.s 2P >. h-'ls .:iP <.:·::: m1 fluido de 
electrolito '.l:2 , con una concentración de O. S!'vl y m-:; a densida r dL- ca1g;:i de ü. 'l:2C/ rn2 en las 
paredes. Las tres gráficas, se refieren a las dist.2.nci;,s cie D = 6. 7, (¡ (a(~) . un H,1]or para cada 
gráfica y para t1 = l.4(a / 2) fijo en cada gTáfica . Los perfi lES r,rf',Entan rcsu!t J dos caracterís
ticos de un fluido divalente . Para este caso. los pcrfü i:s debidos ;-, !;:>.s 2P :: la~ --!P presentan 
otras características diferentes al ca.so monovale11tf• . Se 0lx:erv2 u it ;.1 ;.,r;r: d:Jct ;-, osdlatoria de 
los perfiles para cuando las placas están mi s separada.r . cc•::-a qu :' y,J he. !'-Í 8 <l übsen-ada en 
estudios anteriores para fluidos divalentes. Cuaf'do lé,s plócas e:or ".i'. n ,11 ~: l·, ,rc-~iias entre si, 
no alcanzan a oscilar las curvas. 

Los Yalorrs de los perfiles df' los c0ntr.-üo: tes entr·:, ia:::: dos !Jh·. as '., 11 , ¡p] ;~:.: apa~·ecen por 
arriba de los perfiles de las cuatro las placa~ .. en h.\ regv:,;1 1. cc!1 la di shnc;a de J., =f. .0(n/2), 
es decir son 1r.. ás grandes las concentraciones de las 2P. la c•mdun ::, :;e i:JYiJ t:6 al raso rnono
Yalente. las grá.ficas muestran que en la región 1. er, !as 2P. \-; ~>· n, á3 rn:,t raí, me~. que en las 
4p. Se observa que las pbcas 2 afectan de otra t'J a;1era ,:; la,:, p:a c· :,:-; 1. cc•1: r>!'-1 ;:¡ rn,~cemración. 

~ , 

el confin amiento fu e reducido un poco. Sin embargo pa a la 1:1 :s: ,1:t t.1 . _\ ;_) = -~; ,, ,' '2) y 9(11./ 2) 
Yueln·n a 5<'r ligera:r.:_ente menores los PCH de his ?P G_l~e loe; ! •CTf-! J::>s ( r \ :i. ~-t'l°'mPtría de las 
..JP. t:·sta obserYación no se put>,~e dis1inguir t' n el dilH'_;0. ;__.:r: 1a regi,-,n 11 k s u .=,1b;es ::;on muy 
diferent0s ce!·c·« de la pared 1 y la 2 ~- ésU;s ;1 i ?. Yi,z al ::·:~ o mnrn , ·¿,, Pu : · . . Cena de· IJ pared 1 
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en todas las gráficas los perfiles de las 4P están por debajo de los perfiles de las 2P simples, y 
sólo son mayores cerca de la pared 2 cuando D = 6(a/2) y 7(a/2), aunque en D = 7(a/2) no 
·se distingue claramente en la gráfica. Los contraiones se acomodan de otra manera diferente 
para D = 9(a/2). Podemos observar que el perfil de las 2P simples para los contraiones se 
vuelve otra vez ligeramente mayor cerca de la pared externa, no se distingue claramente en 
la gráfica. El acomodo de las partículas se debe a la entropía en el sistema, estas partículas 
al estar más concentradas y con mayor carga buscan espacios donde las fuerzas entre ellas lo 
permiten. También podemos observar que las partículas entran y salen según la separación 
de las placas. 

En la figura 3.6 presentamos los PCR para un fluido con condiciones similares a la gráfica 
3.3. En esta figura se observan tres gráficas de los PCR de coiones y contraiones, para el 
modelo de las 4P con t 1 =2.9(a/2) fijo , y superponiendo las 2P encima de las placas internas 
y de las placas interna y externa de las 4P separadamente. Las tres gráficas corresponden 
cada una a D = 6(a/2) , 7(a/2) y 9(a/2) respectivamente. Observese que para D = 6(a/2) 
y 7(a/ 2). en la región I, es menor la concentración de contraiones en las 4P que en las 2P, 
sin embargo para D = 9(a/2) los PCR se vuelven a invertir en esta región, aunque no se 
distingue en la figura, la concentración de contraiones es mayor en las 4P. Para D = 6(a/2) 
y 7(a / 2) en la región I, se ha disminuido el confinamiento de las partículas en las 4P, sin 
embargo para D = 9(a/2) , aumentó. 

En la región 11 se observa un aumento en la concentración de contraiones de una manera 
importante (no se presenta en la gráfica, pues es alrededor de g_(x) = 320) , pues se ha 
reducido mucho el espacio entre las partículas, pero sigue siendo mayor la g_(x) para las 
4P. Parte del confinamiento de la región I pasa a la región II. Si comparamos con la gráfica 
correspondiente a la distancia D = 6(a/2) y t1 =1.4(a/2), en la figura anterior, vemos que el 
confinamiento es mayor porque los iones en la región II de esta última gráfica, se encuentran 
a una separación de pared a pared de 2.l(a/2) , y el perfil de contraiones de las 4P aparece 
por arriba del perfil de las 2P, este comportamiento si es observado en el caso monovalente 
para las mismas distancias. 

En la región l los perfiles de 2P aparecen por arriba del perfil de las 4P cerca de las paredes 
internas, sin embargo a medida que nos alejamos de la pared los perfiles se invierten , y las 
concentraciones para las 4P son mayores que los perfiles de 2p, (no se alcanza a distinguir 
en las gráficas), para las distancias D = 6(a/2) y 7(a/2). Otra observación importante en la 
región l. es que los perfiles de contraiones y coiones para las 2P se cruzan lejos de la pared , 
para las D = 6. 7, 9(a/ 2), cosa que sólo sucede en las 4P para D = 9(a/2) y también para 
esta distancia D, el perfil de contraiones de 2P está ligeramente por arriba del perfil de las 
4P lejos de la pared 1, pues cerca de la pared las g_(x) son mayores para las 4P. Para esta 
misma D, los perfiles de las dos especies se parecen mucho en las dos geometrías. 

En la región II para t 1 =2.9(o./2) y D = 7(a/2) y 9(a/2) se observan menos diferencias 
en los perfiles para las dos geometrías , comparados con las gráficas para l 1 =1.4(a/2) y /) 
correspondientes. con un electrolito divalente, pero sigue habiendo diferencias cerca de las 
placas interiores en menor proporción. Las gráficas en los casos dival~ntes para las dos placas 
y las cuatro placas presentan importantes diferencias con respecto al caso monovalente. Se 
nota uua conducta. oscilatoria de las curvas principalmente. Se observa que al estar más 
separadas las placas interiores (D = T(a / 2) y 9(a/2)) se afecta menos a la región II , y los 
PCR de las dos geometrías se ven muy similares. Podemos decir que si aumentamos el número 
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de placas, mientras se encuentren muy separadas, no se afectan entre ellas, podemos esperar 
un comportamiento similar al modelo de una placa o de dos plac3.s. 

En el apéndice presentamos cuatro gráficas, 2 de elias correspon<lientes a !as separa
ciones de D = 6, 7, 9, (a/ 2) con ti =2.4(a/2) monovalente y di. ·alentc, y las otras con 
D = 7, 9, 13(a/2) y ti =3.4(a/2), con electrolitos monovalente y divalente también. 

En las fi guras 3. 7 y 3.8 vemos las curvas de la presión P1 contra distancia li, para varias 
distancias fij as del centro de las placas a la placa 2 (D), es decir sólo varían las distancias ti 
y 12 , con valores de .D = 6, 9, 13(a/2) fijos , poder.10s observar los perfiles <le presión o fuerza 
sobre area (adimensional y cuando la presión es igual a 1 corrEspmde a la presión de pk:nT, ¡> 

es la concentración de bulto), y ti en unidades de ( a/2), las placas internas se muen'n hacia 
la derecha o izquierda, manteniendo las placas exteriores fijas a una distancia D. Obsén-ese 
también que o.parece la presión sobre las placas para la. geometría de 2P, superponiendo las 
dos placas simples con las placas 1 de la geometría de las 4P. 

En la fi gura 3. 7 las condiciones del fluido del sistema son un elertroli to 1: 1, 0. l AJ y carga 
sobre las paredes de 0.lC /m2 . Si se juntan las placas interiores aumenta la. fuerza eHtre ellas 
~- es repulsirn (positiva) y si aumenta la distancia. entre ell .=..s disminuye la fuerza entre las 
placas 1, pasando por cero y se vuelve atractiva (negativa.) , pues ahora la,5 p!acas externas 
las empujan y las placas 1 sienten que se quierer, juntar. Es important.c oGsQrrnr PI carácter 
monótono dr>creciente en todas las curvas a medida que auu1enta 1~ distancia t 1 . También a 
medida que aumenta D la pendiente de las curvas se hace más su a.ve. 

E l valor de la fuerza para todas las curvas tie11de a un valor constante ruando t 1 ui5minu~1e. 
Cuando las placas internas se juntan, (ti ➔ a/ 2) , y la repnlsión es máxima, 8in embargo 
las placas E.xternas las em pujan , aún a la. distancia de má.,..:.irna sepaiación ent!·e la placa 
interior y exterior, dism inuyendo la repulsión de las placas internas. El ,alor de la fu erza 
cuando t 1 ➔ a / 2 para cada separación Des parecido para t odas las curvas (no se distingue 
en la gráfic~). Sin embargo, no coinciden exactamente, pues l<'I fuerza se ve afecta.da por 
la presencia de las placas externas. Por otra parte, podemos oiJserva¡· que pu..: cuando el 
valor de t 1 es el más grande, para cualquier ,alcr de D , las foerzas tiP.nden a un Yalor muy 
parecido , rnyo valor de la fuerza es muy cercai~o al valor :)ara cuando t1 ➔ ri / 2. 

Cuando les placas internas se a lej an, se van enc:ont rando a las placas exterr.as fijas. éstas 
últimas las <'rnµu jan sintiendo a la , ez las iuterna.:; una. atracción resultame a pernr de tener 
la misma ca rga. En el máximo de t1 la fue!·za S8hre las plac?,s internas es a i racti , a, si i 1 es 
mínimo las placas int ernas son influidas por las externas y disminuye su rep:ilsión. 

Es irnportá.nte aclarar que sólo se alcanzan los ni.lores de bs fuerzaic: pareciriac: cuando 
las pl acas estáu muy próximas es decir ci ai!do t 1 y t2 ti E:nen ,·alorPS míni;,10s. Si no se 
alcanzan estas di s1 a11cias las magnitudes de las fuerzas no se ¡.¡~;,m1e.: an. E.::; claro. qui:' las 
placas tan to internas como externas no se y ;rn a c01~p,1rtar cerno <;i estuvieran aisladas , pues 
las correlaciones de corto alcance se ,ue!Yen im¡:: ort antes a m.ay:Jr r0nfit,amie11to. 

Para un fluido mono,alente no oscilan las cun·as, éstc; ~;e d1:·be a la conrc·nt rac-ión. la 
valencia.'. l~s corrP'. aciones de corto alcance. AJ ha ber n enes pa.rtkulas ky rm•11 of. il,L•raceión 
entre ellas.'. la fu erza eléctrostf.tica prevalec':' y e1;iste r.1rn•) S apaia,aI;~mier.• to LJ. i,trc l<1s placas. 

La presiói; para el sistema de 2P está casi enc im c1,rlo con la pres1ú11 cl "'I caso en que 
D = 13(o / 2), .'. tiende a cero pues a medida de <..;'JP s0 alejan las placa :-; la i.ut eracción 
disminuyP. Se obsen·a que. ent re más sPp,, radas est éu :as placas int <:r r.~! S. !N\.'i p':lrecidas 
serán las presionrs con las 2P simples . !..a prPsiói1 p:1ra las 2F t-"Stá iige1 «ll H:' !Y P por arriba 
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Figura 3.3: Perfiles de concentración de contraiones y coiones (g_(x) y 9+(x) respectivamente, 
i = -, +) corno función de la distancia perpendicular a las placas x, para un electrolito 1:1 
y 0.li\1 , confinado entre cuatro placas cargadas con a 1 = 0.lC /m2 = a 2 = a 3 = a4 , para las 
separaciones de placas t 1 y D corno se indican en la figura. La distancia ~: es desde el centro 
del sistema, medido en unidades de (a/2). Las líneas punteadas y continuas se refieren a los 
contraiones y coiones respectivamente. Las lineas oscuras se refi eren a las cuatro placas y las 
lineas claras a dos placas , el ancho de las placas no se representa en las gráficas. 
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Figura 3.4: Perfiles de concentración de contraione;:; :,,· roiolles corno función de la rl istancia 
perpendicular a las piac-as x . con las mismas característ ic-as ¿cJ fh: idü que en la figura anterior , 
para las separaciones d(' placas indicadas en la fi guri . Las lineas tieneu la misma 11otación 
que en la figura 3.3. 



79 

50 
I III 40 // o=0.272 C/m

2 

. .// \ .., I \ t
1 
= 1.4, 0 =6.0 ,_ 30 \ ¡J 

\ X \ I --rn20 I 
\ \ ¡I III ,, / \ , , 

10 --
--2.5 

50 

J II \ o=0.272 C/m
2 

40 \ 1 I 
,_ 30 \ I 
X 1 I \ -- \ \ I \ rn20 I \ \ I 

10 
,, I III 
' ~ ~ ...__ __ ,,,,, 

' -o 
50 

o=0.272 C/m
2 

J 1 \ 
40 1 t

1
=1.4, 0 =9.0 \ III \ 

-- 30 \\ 
X \ \ \ ...__, 

rn20 I \ \ 
II 

\ 
\ \ 

10 \ \ 

o --
o 1 2 3 4 5 6 7 8 

x[a/2) 

Figura 3.5: Perfiles de concentración de contraiones y coiones como función de la distancia 
perpendicular a las placas x , para un electrolito 2:2 y 0.5M , confinado entre cuatro placas 
cargadas con carga superficial de cr1 =0.272C/m2 = cr2 = a3 = cr4 , para las separaciones de 
placas indicadas en la figura . Las lineas tienen la misma notación que en la figura 3.3. 
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Figura 3.6: Perfiles de concentración de contraiones y coio11E.s ror:-:.o función de la --.l istancia 
x, para un electrolito 2:2, 0.51\1 y CJ1 = 0.272C/m? = rr2 = CJ3 = u.1 p,na !as scpa!·aciones de 
placas ind icadas en la figura. Las lineas t ienen la misma not :o,ción que en la figura :3.3. 
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Figura 3.7: Gráfica que presenta los perfiles de presión neta sobre la placa 1, (4P) en función 
de la distancia entre el centro y la placa 1 ( t 1), las curvas corresponden a distancias diferentes 
del centro del sistema a la placa 2, fijas, D = 6, 9, 13(a/2), de izquierda a derecha. Para las 
condiciones 1:1, O.Uf, O.lC /m2

. Aparece también la presión neta de cada placa en el sistema 
de 2P, con linea clara y punteada, donde las dos placas e superponen con las placas 1 de las 
4P. 

de las curvas para D = 13(a/2) de las 4P, sin embargo, es notoriamente diferente con los 
casos D = 9(a/ 2) y aún más para D = 6(a/2) , no obstante, las cuatro curvas se asemejan 
en 11 ➔ a/ 2. 

En la figura 3.8, presentamos las curvas de Pi sobre la placa 1, como función de t1 , para 
un electrolito 2:2 , 0.5M y carga 0.272 C /m 2 en las placas. En estas curvas, podemos observar 
como la fuerza tiene una conducta oscilante típica de un electrolito divalente. Las fuerzas 
para las placas 1 muy juntas o muy separadas en el caso divalente son de mayor magnitud 
que las fuerzas en el caso monovalente para las mismas separaciones de placas pues, como 
la presión es adimensional y está dividida entre pk8 T. Entonces, este factor es cinco veces 
mayor para el caso divalente rhu vale 0.51\1, y el caso monovalente tiene concentración O.lM, 
aunque para el caso divalente tienen menor alcance. Además, en el caso dh·alente tienen 
ma:vor Yalencia los iones y al estar más concentrados, hay un mayor apantallamiento entre 
las placas que para el caso monoYalente. La presión para el caso divalente no se mantiene 
monótona decreciente cuando la distancia t1 crece. Existe un punto f1 de valor pequeño (1.1 
( 11 / 2)) donde casi todas las curYas de P1 ( excepto para D = 6( a/ 2)) se vuelven atractivas, 
Yurh·en a ser repulsivas y de nueYo se hacen atractivas cuando t 1 tiende a su valor máximo. 
Para la distancia D = 13(a/ 2), con valores de t 1 entre 4 y 6 (a/2), la presión pasa por otro 
mínimo donde la presión es negtiva. Así como para el caso monovalente, cuando t 1 ➔ a/2 o 
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Figura 3.8: Gráfica que presenta los perfiles de presión neta sobre la placa l. er. fun ción de 
la distancia entre el centro y la placa 1 (t1) , las curvas corresponden a distancias diferentes 
del centro del sistema a la placa 2, fij as, D = 6, 9, 13(a/2) , de izquierda a derecha. Para 2:2 . 
. 51\1 , 0.272C /m2

. Aparece también la presión neta de cada placa. en el sistema de 2P, con 
linea clara y punteada, superpuestas con las placas 1 del sistema de 4P. 

cuando t2 -t a / 2 los valores de P1 son muy cercanos , es decir, para electrolitos divalentes la 
fuerza cuando t1 tiene valor máximo es igual al valo:- absoluto de la fuerza pan. cuando t 1 

tien<le al ,·alor mínimo (a/ 2). 

La presión para el sistema de 2P, está practicamente encima de la crn '"ª de la presión, en 
la parte cercana a la placa 1 del caso en que D = 13(a/2), y t iende a cero a medida de que se 
alej an las placas. Para el caso de las 4P, cuando las placa.s intern?~s se alejan. SP encuent ran a 
las placas externas y la influencia de estas placas se manifiesta en la presión sobre la placas 
1. es por eso que al alejarse las 2P, y no encuentran otra placas, su presión tiPnde a cero y 
ya no coinciden con las 4P. 

Se puede ver como en el caso monovalente que entre mayor sea la ~iistancia D , y mayor 
la separación entre las placas internas para las 4P, mayor parecido tendrá ;1 las presiones con 
las 2P simples. Entonces para estas distancias D ya casi no E-xiste interacción con las placas 
ex ternas, hasta cuando la separación de las placas internas con las placas externas empieza 
a disminuir y las placas externas comienzan a ejercer influencia ~obrf' las !)lacas intf'rnas. 
Cua11do la concentración de electrolito es mayor, el apantallamiento P_¡1tre las placas es mayor. 
La existencia de las placas externas no disminuye notoriamente la repulsión de las placas 
internas para D = 13(a/ 2). mientras no se acerque lo suficiente la placas 1 a la placas 2. Se 
puede observar que para D = 6(a/ 2) , la presión cambia radicalmente c:OJ: las 2P. es dec-ir a 
ma~·or confinamiento en las regiones 1 y 2, las fuer ;:as se modifican considerablemente. 
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Figura 3.9: Gráfica que presenta los perfiles de presión neta sobre la placa 2. en función de 
la distancia entre el centro del sistema y la placa 1 ( t 1), las curvas corresponden a distancias 
diferentes del centro del sistema a la placa 2, fijas ,D = 6, 9. 13(a/2), de izquierda a derecha. 
Para 1:1 , O.l M, 0.lC/m-2, La presión neta de cada placa en el sistema de 2P, se representa 
con linea clara y punteada. La notación igual a la figura 3.7. 

En la figura 3.9, se muestran las curvas de A, sobre la placa 2, como función de t 1 , para 
las condiciones de 1:1 , O.lM y carga 0.1C/m2 sobre las placas. Se puede observar como la 
fuerza se mantiene monótonamente creciente y repulsiva todo el tiempo cuando la distancia 
t1 crece. Para este caso las curvas de 2P y de 4P, son muy parecidas entre sí, cuando la placa 
1 se mueve, no se afectan notoriamente las fuerzas P2 . 

Cuando la distancia t 1 es máxima la fu erza sobre la placa 2 coincide con la fuerza sobre 
la placa 1, en la misma t1 . Todas las curvas de A, a medida que disminuye la distancia t1 

decrecen, y tienden a un valor cercano al cero, aunque ese valor cercano a cero es diferente 
para todas las curvas de P2 porque las distancias a las placas externas en cada curva es 
diferente. Esto se puede entender por la razón de que las placas internas están más alejadas 
de las placas externas en t 1 ➔ a/2, y entonces éstas últimas sienten la menor fu erza de 
interacción con las placas internas. Se muestra que las gráficas de 4P se enciman con la de 
2P de una manera casi coincidente, la gráfica de 2P muestra más variación con la curva de 
D = 6(a/2) , pues es el caso más confinado. 

En la figura 3.10, mostramos las curvas de la presión sobre la placa 2, P2 . como función 
de t1 , para un electroli to 2:2, 0.5AJ y carga superficial en las paredes de ü = 0.272(;/n, 2 , para 
Yarios valores de D. Podemos observar como la fuerza decrece a medida que t 1 aumenta hasta 
alcanzar un Yalor mínimo, pero después la fuerza crece nuevamente hasta que t1 alcanza su 
Yalor muy grande. es decir, cuando la placa interna y externa se juntan alcanzan un Yalor que 
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corresponde a un valor parecido a la fuerza en valor absoluto sobre la placa 1 en la misma 
posición. 

Todas las curvas, a medida que disminuye la distancia t 1 , tienden a un valor constante 
cercano al cero; pero no lo hacen en la misma forma que para el caso monovalente, en cuyas 
curvas para distancias D menores quedan por arriba que de las de D más grandes. 

Este es un efecto de las correlaciones de corto alcance de los iones. La presión de las 2P 
se representa en linea clara y punteada y vemos un parecido menor con las 4P que para 
el caso monovalente, sobre todo para D = 6(a/2). Las fuerzas correspondientes en la placa 
1 y la placa 2, para D = 6(a/2). discrepan mucho con las 2P. Puede también observarse 
que las presiones con D = 7(a/2) y 9(a/2) cambian menos, esto nos indica que a mayor 
confinamiento en la región I y en la región 2, la presión cambia de manera importante con 
respecto a las 2P. 

En la figura 3.11 se muestran las curvas de Pi y A como función de t1 , para las condiciones 
de 2:2 , 0.5M y carga superficial de 0.272 C /m2 en las paredes, y para el caso de D = 13(a/2). 
En estas curvas, podemos observar los puntos donde las fuerzas netas sobre las dos placas 
coinciden , sin embargo, lo más interesante es que es un punto de equilibrio donde las dos 
presiones son cero y coinciden exactamente en esa distancia t 1 . 

Este punto en el cual ambas fuerzas tienen fuerzas netas igual a cero. es un estado de 
equilibrio. En las demás distancias D no se encontró un punto tan exacto, sin embargo 
para las mismas condiciones del electrolito , en algunas distancias t 1 se aproximan mucho las 
fuerzas a cero. 

Para el caso monovalente no se encontró ningún punto con la exactitud antes mencionada, 
y los puntos donde las dos fuerzas coinciden son más distantes del valor ele la fu erza neta cero 
que para los casos divalente. Este resultado explica, porque la sustitución de iones monova
lentes por iones di-mientes tienden a estabilizar a las arcillas laminares, ya que mientras para 
el caso iones divalentes existe un punto de equilibrio en donde las placas permnecen a una 
distancia corta relativamente, en el caso monovalente las placas tienden a alejarse más lo que 
promueve la absorción de agua y puede llegar a promover el rompimiento de la estructura 
laminar. 

En las figuras 3.12. 3.13,3.14 y 3.15 se presentan las gráficas de los valores de las cargas 
totales inducidas a1 , a2 y a3, como función de l ~, en sus respectivas regiones. Las cargas 
inducidas se muestran con signo positivo. 

La fig. 3.12. muestra las gráficas de la carga inducida por las paredes de las placas 
interiores en la región l , en función de la distancia t 1 . para diferentes distancias D. Las 
curvas corresponden al caso diva.lente y monovalente que están representadas en la misma 
figura. Para el caso divalente cuando t1 es pequeño (las piacas interiores están muy cercanas). 
las partículas están muy confinadas en esa región, la concentración de partículas y su carga 
hacen que queden atrapadas por las paredes a pesar de haber poco espacio, hay una carga. 
inducida ma:vor a la que compensaría una sola pared, esto muestra una sobrecarga en esta 
región. A medida que las placas interior('S se separan. la carga en la región I disminuye. 
compensa a la carga de las paredes, y finalmeLte cuando las placas internas akanzan su 
mayor separación. sigue disminuyendo la carga inducida y es menor que en las paredes. 

Se puede obsen-ar que cuando 11 aumenta. casi al final , hay un ligero aumento de la carga 
inducida. porque la pared del otro lado de la placa que queda en la región lI induce carga al 
otro lado en la región I. 
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Las curvas para este caso oscilan para distancias D mayores de 6a/2, son decrecientes 
hasta un valor de la carga de aproximadamente de 0.206G /m2 y vuelven a crecer todas las 
curvas a una carga aproximada de 0.212G /m2 (para valores de t 1 =2.89, 5.89, 9.89(a/2)). 
Para el caso más confinado D = 6(a/2), la curva decrece sin puntos de retorno (no oscila) 
y cuando las placas se acercan o separan mucho se comporta como todas las curvas de o-1 , 

tiene un máximo y un mínimo. 
En particular para D = 6(a/2) la conducta es muy diferente al modelo de las dos placas, 

además o-1 muestra menores valores que para D = 9(a/2) y 13(a/2) , esto se debe al alto 
confinamiento producido por las placas externas, y es indicativo de la correlación que existe 
entre los diferentes compartimentos entre las placas. Analizando o-1 para el caso monovalente 
podemos ver que cuando las placas interiores están muy cerca, la carga inducida es menor que 
en el caso de 2P: existen menos partículas en ese espacio y al separar las las placas aumenta 
el número de particulas, y se compensa la carga inducida con la carga de las paredes. 

Si se separan más las placas 1, hasta que t1 alcanza su valor máximo, la carga inducida 
aumenta más alcanzando un sobrecargado de aproximadamente 0.15G /m2 en la región I 
pues hay más particulas en ese espacio o pasan a esta región I, de la región II. (sólo esta
mos considerando la mitad de la región I) . Las paredes exteriores están de alguna manera 
induciendo carga en la región I, cuando estén muy cercanas a las interiores. Las curvas de 
o-1 son crecientes y no muestran oscilaciones. En los casos monovalente y divalente la carga 
total inducida del sistema de 2P, se aproxima a las curvas correspondientes a las 4P en la 
región I cuando Des más grande (D = 13(a/2)). Para la distancia D = 13(o/ 2) cuando l1 es 
pequeño, las curvas se aproximan a la curva de o-1 de las 2P simples. 

Cuando t 1 es grande las curvas ya no se parecen por la influencia las placas externas, 
y la curva de dos placas se va a cero porque la interacción va disminuyendo. Para el caso 
monovalente la curva de a-1 para las 2P, está por debajo de las curvas de las -!P. esto nos 
dice que hay más carga inducida en el modelo de las 4P, en la región I que en e! modelo de 
las 2P. Para el caso en que D = 6(a/2) la curva de o-1 en t 1 -+a/2 no se separa de las demás 
curvas como en el caso divalente, esto se debe a que muy confinado siguen induciéndose una 
cantidad de carga similar a la carga que se induce en las distancias D =9 y 13(a / 2). 

En las figuras 3.13 y 3.14, se puede observar la carga total inducida en función de t 1 en 
la región 11, para electrolitos 1:1 y 2:2 respectivamente. En el electrolito 2:2 cuaudo la placa 
1 se acerca a la placa 2, todas las curvas tienen un ligero descenso por efecto de la carga de 
la pared del otro lado de la placa en la región III (ver fig. 3.2). Para este mismo caso los 
valores de la carga para D = 6a/2 son crecientes y no muestran osclaciones. excepto cuando 
t 1 tiende a sus valores máximo y mínimo, mientras que sí son oscilatorias para D = 7 y 
9(a/2). Para 2:2 , los valores de la carga inducida presentan un exceso de carga que supera 
la carga de las superficies de la placas 1 y 2 en contacto con esta regón del fluido cuando 
estas placas están muy cerca, y alcanzan un máximo de carga muy parecido. sin emLargo , el 
máximo más alto se alcanza para menores valores de D, en este caso para D = 60 / 2. 

Cuando las placas 1 y 2 están más separadas (t 1 pequeño) , la carga inducida disminu_n~ 
por debajo de la carga equivalente de la placas 1 y la placa 2. La~carga totol inducida la 
región II para el caso 2:2, sobrepasa a la carga de las placas en un amplio i11terYaio de / 1 . En 
la región I y la región III (ver fig.3.1 5), las cargas inducidas están por debajo de la carga de 
las paredes en esas regiones en la mayor parte contrariamente a la región II. 

Esto indica que la carga salió de la región I y 111 y pasó a la región 11. En el caso 
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dos placas 
100 L'> D=l J(a/2) 

o D=9(a/2) 
* D=6(a/2) 
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Figura 3.10: Gráfica que presenta los perfiles de presión neta sobre la placa 2, en función de 
la distancia entre el centro y la placa 1 ( t1 ) , las curYas corresponden a distancias diferentes 
del centro del sistema a la placa 2, fijas , D = 6. 9, l3(aí2). de i;'.quierda a derecha. Para 2:2, 
.5M, 0.272 C/m2

. 
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Figura 3.11: Gráfica que presenta la carga presión sobre la placa 1 y sobre la placa 2, en 
función de la distancia t 1 , las lineas continuas y punteadass se indican en la misma figura , 
se ha mantenido fija la distancia D = t 1 +d1 +t2 = 13(a/2) . Para 2:2 , .5M 0.272C/ ni2. En 
X 0 corresponde a ambas fu erzas cero. 
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Figura 3.12: Gráfica que representa la carga inducida en la región 1 en función de la distancia 
t1 . del centro del sistema, donde D = t1 + d1 +t2 = 6, 9, 13(a/2). Para 2:2, 0.5.\1, 0.272C /m2 

(d ivalente) y para 1:1, O.lM, 0.1C/m2 (monovalente) . 

mouovalente observamos una conducta decreciente en la región 11 , y contrariamente al caso 
diYa lente la carga inducida, en su mayor parte está por abajo de la carga superficial de las 
placas 1 y 2, cuando estas se juntan. A medida que la distancia entre la placa 1 y la placa 
2 aumenta aparece la sobrecarga arriba de 0.2C /m2 , en un pequeño espacio. Cuando están 
más separadas las placas o t1 se acerca al mínimo, la sobrecarga es máxima. 

En el caso monovalente se muestra que en general la carga inducida es menor a las paredes 
tanto en la región I como en la región II , pero en la región III (n'r 3.15) la carga inducida 
excede a la carga de la pared . Entonces la carga de la región l y 11 pasa a la región 111. 
En el caso monovalente cuando l,1 es más grande la carga inducida es la mitad de la carga 
de las dos paredes (O.lC /m2), sigue habiendo menos carga inducida en los espacios más 
c-onfinados, como en la región l. Todas estas curvas son decrecientes y terminan hasta una 
carga aproximada de 0.1C/rn2, y no oscilan en ningún momento. p,:ua 1:1 , la carga inducida 
para el sistema de 2P se muestra con linea punteada y aparece por debajo de las curvas de 
las -1P en la región II. En esta región la curva para el sistema de ias 2P cuando las placas 
están practicamente juntas, la carga total inducida se aproxima a 0.1 C/m2 como en las 4P. 
que es la carga de una sola placa, y cuando las placas se alejan la carga inducida tiende al 
Yalur de 0.2C/m2

, porque es la carga que tienen las 2 placas. Las c-uFas en las 2 geometrías 
muestran diferencias , en particular para D = 6(a/2) hay ma~·or discrepancia. 

En la figura 3.1 5, se presentan las curvas de la carga inducida en la región III , wmos 
una conducta similar a la región 1, para los dos tipos de eli>ctrolit o (1 :1 y 2:2). Las curvas 
son decrecientes para 2:2 pasando por un mínimo y oscilan ligeramente para valores de 
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Figura 3.13: Gráfica que representa la carga inducida en la región 11 en función de la dis
tancia t 1 , para diferentes valores de D , que están señalados en la figura. Las lineas obscuras 
corresponden a las cuatro placas. 
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D = 7(o/ 2) y 9(a/2), sin embargo, menos que en la región l. Para este caso la carga inducida 
en los máximos rebasan ligeramente el valor de 0.272C /m2

, pero en general la carga inducida 
es menor a la carga de la placa exterior, es decir no hay subcargado. Las curvas en el modelo 
de las 2P muestran un mayor parecido con las 4P, sin embargo, para D = 6a/2 la diferencia 
es importante, aunque en el dibujo se nota poco, y son siempre menores que en 4P. Para 
1:1 las curvas son crecientes en esta región , hasta que t 1 alcanza su valor máximo, con el 
valor aproximado de la carga de 0.1475C/m.2 . Las cargas nunca son menores que la carga 
de una sola pared (0.lC/m.2

), en todas las curvas hay un sobrecargado pues hay más carga 
que en una pared. En la región I la carga inducida no supera la carga de las 2 placas, las 
cargas salen de esta región y pasan a la región III. La carga inducida para las 2P, en el caso 
monoYalente en la región III es muy parecida a las 4P. Podemos observar que para conservar 
la electroneutralidad total las cargas pasan de una región a otra independientemente del 
confinamiento. Para el caso divalente las cargas pasan de la región I y III a la región II . Sin 
embargo. en el caso monovalente las cargas pasan de la región I y II a la región III. 

Es importante señalar que la carga total se conserva y la electroneutralidad total debe 
permanecer en todo el sistema siempre. Vemos diferencias notorias para los casos divalente 
y monoYalente, principalmente en una forma que se contraponen. En el caso monovalente 
la carga siempre es creciente en la región I y III , mientras que la región II muestra una 
conducta contraria. Si en la región II hacemos la gráfica de carga inducida contra 12 , en 
1 ugar de t ¡ , veremos un comportamiento similar a la región I y III . En el caso divalente las 
curYas presentan oscilaciones para las D más grandes (D = 7(a/2) y 9(a/2)). En ambas 
geometrías. 2P y 4P, las gráficas de CTi vs. t1 , en las tres regiones muestran diferencias sobre 
todo para D = 6(a/2). Para las 4P en la región I y en la región III las currns de carga 
inducida tienen un comportamiento similar pero con valores diferentes, porque compensan 
la diferencia de carga con la región II . El modelo de las 2P, para la región I y II , muestra 
muchas difnencias con 4P, es decir 2P y 4P muestran la o1 y o2 muy diferentes para 1:1 y 
2:2. sin embargo, las CT3 en 2P y 4P para D = 7(a/2) y 9(a/2), muestran una conducta muy 
parecida. Esto quiere decir que fuera de las placas tanto en el modelo de 2P como en el modelo 
de --!P y para D grandes, la carga inducida se ve ligeramente afectada por cerrar o abrir la 
separación de las placas. La o1 y o2 en las 4P, muestran más rnriación con el movimiemto 
de las placas. Podemos observar que si en la región 1, para 1:1 o para 2:2 la carga inducida 
se incrementa entonces en la región II la carga inducida decrece, esto se debe a que la carga 
pasa de una región a otra y se reacomoda en la misma región , alcanzando el equilibrio, y 
conservando la condición de electroneutralidad total. fü:to es un efecto de correlación entre 
los fluidos confinados donde las cargas inducidas se acomodan de una manera que mantengan 
el potencial químico constante, aún a costa de la violación de la electroneutralidad local. 

3.7. Conclusiones del capítulo 3 

Una principal conclusión de este capítulo es que se puede extender el problema de dos 
placas a cuatro placas de manera consistente. 

# 

Los resu ltados numéricos, y los resultados analíticos son consistentes con los resultados 
del sistema de dos placas 179, 80, 221. en las condiciones apropiadas. 

La condición general de electroneutralidad se satisface siempre.~- se realizaron las gráficas 
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Figura 3.14: Gráfica que representa la carga inducida en la región II en fun ción de la dis
tancia t 1 , para diferentes valores de D , que están señalados en la figura. Las linPas obscuras 
corresponden a las cuatro placas. 

de una manera que se pudiera comparar con los resultados obtenidos <le dos placas, i.e. , en 
el caso límite donde la separación de las placas es muy grande el sistema se rcd 11 ce a un 
sistema de una placa o de dos placas muy separadas. 

Encontramos también que para distancias pequeñas entre las placas !a condición de 
electroneutralidad local no se cumple 1180, 181 , 182, 9), y pudo ser verificada en el caso 
de reducirse a dos placas cuando la distancia t 1 se hace muy grande por ejempb. 

Para el caso de los puntos de equilibrio en los cuales la fuerza es cero s -- bre las placas, 
depende de la separación entre las placas, de la carga sobre ellas ">'. de l" con,entración del 
electrolito. 

En este trabajo presentamos un caso en donde hallamos los punt.os de equilibrio total. 
Podemos observar que el confinamiento generado por las placas externas sobre las placas 
internas produce efectos importantes en los diferentes compartimentos, pues entre más con
finado esté el sistema, los resultados de P1 , P2 , O";, O";, O"; cambian de manera importante. 

La adsorción de contraiones sobre la pared de la placa en algunos casos produ,e nn efecto 
de mayor carga adsorvida que en las placas y se observa que cuando la carga s0lire la pared 
aumenta. también este efecto. En cuanto a la concentración de contraiones entrf' las placas 
muestra que es mayor para el caso monovalente. 

Para 2:2 el comportamiento oscilatorio , se manifiesta en las propiedad e~; t all's como las 
fuerzas que son atractivas y repulsivas en varios intervalos, para diferrntPs distan,i.-1s entre 
las placas. La forma que escogimos para calcu lar las fu erzas en las placas es consistente con 
los resultados de dos placas. Podemos también obsen·ar que la rnlencia de los ioll es afecta la 
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Figura 3.15: Gráfica que representa la carga inducida en la región 111 en función de la distancia 
t 1 , para los casos monovalente y divalente indicados en la fi gura, para diferentes valores de 
D, que están señalados en la figura. Las lineas obscura5 corresponden a las cuatro placas. 

interacción entre las placas observando que para electroli tos 1:1, las fuerzas grandes tienen 
mayor alcance. 

La interacción entre las dos placas intern as da resultados diferer::tes comparados con la 
interacción entre una placa interna y una placa externa. Los perfiles de concentración de 
iones positivos y negativos en los puntos donde las presiones de ambas placas son cero o se 
aproximan a cero, muestran muy pocos coiones en la región 2 (g+(x) ~ O) sobre todo cerca 
de las paredes, que corresponden a distancias in termedias y grandes que son t 1 = 9.4649(a / 2) 
y t 1 = 6.1107(a/ 2) , con D = 13(a/2) . 

Para el punto donde A = A = O en t1 =9.46-1-9(0 / 2), los perfiles de concentración de 
contraiones en la región 1 y la región 3, son simétricosy tienen valores menores de concen
tración que para las demás distancias t1 . Los perfiles de concentración de contraiones para 
t1 = 9.4649(a/ 2), muestran en la región 1 y en la región 3 distribuciones simétricas y en la 
parte más cercana a las paredes tienen los mismos valores , estos Ya.lores sumados correspon
den exactamente al valor mínimo de los contraiones en la región 2, en la parte central. 
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Este trabajo es original en las siguientes partes de la tesis: 
-La comparación de las dos geometrías, en el capítulo 2, y en la solución de las propiedades 

electrocinéticas para el cilindro con la teoría HNC/ MSA. 
-El problema presentado en el capítulo 3, la teoría desarrollada por la teoría HNC! MSA , y 

el programa computacional para la solución del problema, así como los resultado::; obtenidos. 

3.8. Conclusiones Generales 

Conclusiones Generales 
Conclusiones del Capítulo dos: 
Después de haber analizado los cálculos realizados de las propiedades electrocinéticas con 

las teorías H 1C/ MSA y PB, con la condición de potencial zeta constante sobre las paredes 
de los dos nanoporos de diferente geometría inmersos en un electrolito, nos han permitido 
entender que: 

La geometría de sistemas de nanoporos cargados de forma cilíndrica y de rendija de dos 
placas, influye en las propiedades electrocinéticas de fluidos cargados, que están confinados 
dentro de estos poros. Para un electrolito: 2:2 contenido en las dos geometrías a potencial 
zf'ta constante en las paredes se encuentra que existen valores del potencial para los cuales no 
co1n-ergen algunas propiedades electrocinéticas como es el flujo volumétrico. Las propiedades 
electrocinéticas para electrolitos monovalente y divalentes fueron realizados con c.o11diciones 
diferentes en las paredes y los resultados fueron distintos con otra interpretación. Los resulta
dos numéricos muestran que los efectos de confinamiento para los iones y las correlaciones de 
corto alcance son de mayor tamaño para el poro de las dos placas, con la teoría HNC/ MSA. 
La comparación de los resultados de las teorías HNC/ MSA y PB en las dos geometrías 
muestran ser mayores en la teoría HNC/ MSA. 

Para el caso de densidad de carga superficial constante sobre las paredes de los poros, se 
puede obsen·ar que: 

Los potenciales electrostáticos pueden ser negativos para el caso divalente. La concen
tración promedio reducida de contraiones y coiones aumenta a medida quP auP-i entamos la 
carga superficial sobre las paredes. El flujo de volumen reducido y redefinido at1me11tR con 
la carga. La conductancia capilar muestra importantes diferencias comparadas con el caso 
de potencial zeta constante pues para carga 0.272 C /m 2 el potencial es muy grande. Para 
densidad de carga constante se pude observar una selectividad df' la carga dentro de los 
poros, lo que nos permitiría separar las cargas. 

Conclusiones del Capítulo tres: 
Después de obsen·ar los perfiles de concentración de las cuatro placas , cuando acercamos 

más las placas exteriores, se ve que se separan más de los perfiles de concentn:.ción de las 
dos placas. 

Entoncrs. en el sistema de cuatro placas, el confinamiento es importantP porqur ~nuestr::1 
diferencias notorias con las dos placas. 

La condición de electroneutralidad total se satisface siempre en fados los casos. 
En f'l caso límitf' donde la separación de las placas es muy grande el sistemr1 S<" reduce 

c1 un sistema de una placa o de dos placas muy separad<IS, ~' los resul t ados son coe::.istentes 
con estos sist emas. 
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Encontramos que para distancias pequeñas entre las placas la condición de electroneutra
lidad local no se cumple siendo también consistente con las dos placas. 

Existen configuraciones en las cuatro placas donde hay puntos de equilibrio en los cuales 
las fuerzas sobre las placas son cero, sólo para el caso divalente. Para el caso monovalente, no 
se observó este fenómeno por consiguiente creemos que sólo aparece para electrolitos diva
lentes. En este trabajo presentamos un caso en donde encontramos los puntos de equilibrio 
total. 

La adsorción de contraiones sobre la pared de las placas, en algunos casos sobre com
pensan , la carga que existe sobre las paredes (sobrecargado). Este efecto, se nota más en 
electrolitos divalentes. Se observa que cuando la carga sobre la pared aumenta, también 
aumenta este efecto. 

La concentración de contraiones entre las placas muestra en las gráficas que es mayor 
para el caso monovalente. Para el caso divalente el comportamiento oscilatorio se manifiesta 
en las propiedades tales como las fuerzas que son atractivas y repulsivas en varios intervalos 
para diferentes distancias entre las placas exteriores. También para estos electrolitos, cuando 
las placas están muy cercanas, las fuerzas son mayores que para el caso divalente. Pero, sin 
embargo, para los electrolitos monovalentes las fuerzas tienen mayor alcance. 
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3.9. Perspectivas 

Después de haber realizado el presente trabajo, se van a señalar los siguientes puntos en 
los que se podrían aplicar estos estudios: 

l. Se iniciará por indicar, que los nanoporos de carbón se pueden usar como electrodos 
para la construcción de capacitares que contienen una doble capa eléctrica (EDL) y tienen 
el propósito de almacenar energía como una batería. 

2. Otra aplicación práctica del fenómeno de la adsorción de iones sobre superficies car
gadas, es el hecho de poder utilizarse, en procesos de separación de partículas para la purifi
cación de agua y desalinización de líquidos. 

3. Además , se puede mencionar el diseño de procesos que consisten en un transporte 
selectivo de iones, tales como canales a través de membranas biológicas, para la distribución 
de iones, del exterior de una célula, al interior de ésta, o viceversa. 

4. Dentro de la industria petrolera existen diversas aplicaciones, se van a enumerar algunas 
que son de gran relevancia: 

a) Se puede utilizar en la producción de petróleo, a través de la hidratación de los suelos 
arcillosos que contienen los yacimientos, evitando la disociación de las estructuras laminares 
de las arcillas. 

b) Además, se podría aplicar en la producción de catalizadores para los combustibles 
obtenidos o derivados de los hidrocarburos, en los procesos de refinación de los combustibles. 

5. Por último, debemos resaltar que el presente estudio se puede aplicar dentro de la 
industria del cemento: 

a) En la elaboración de diversos tipos de cemento, combinando diferentes tipos de arcilla, 
que reaccionan de distinta manera al entrar en contacto con el agua. 

b) En la producción de catalizadores para el endurecimiento del cemento, aplicando sales 
con iones divalentes, que eYitan la disociación de las placas que conforman las arcillas. 
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Las funciones de correlación de corto alcance para un electrolito RPM en la teoría MSA; 
en la Ec.2.5, c8 (s) y c:t(s), están dadas por 

s~a 

e
2 /3 { 2f s f 2 s

2 
} 

c~r (s) =-;; l - (1 + fa) + (1 + fa) 2 ; 

tal que c8 (s) = c;t(~) = O paras > a y donde 

l n 

r¡ = rra3 L Pm 
111=1 

(1 + 2r¡) 2 

C1= (l-r¡)4 

(1 + 1/2r¡)2 

C2 = 
a(l - r¡) 4 

fa= - 1/2 + 1/2(1 + 2,w) 112 

2 41r/3 ~ 2 
K, = - L Pm Zm 

E 111=1 

s~a 

( 40) 

( 41) 

( 42) 

(43) 

(44) 

( 45) 

(46) 

(47) 

La expresión para los kernels en términos de la integral de la cuación Ec. 2.19, están 
dados por 

K c(x,y) -4y fo 1>º {c1 fo zº dz+6r¡c2 fo zº sdz 

+ t'f}C3 fo zº s3 dz} d</> 

para :r - a~ y~ :r + a. l<(x, y)= O para y > x +ay y < x - a. 

4ye
2 f311>o {izo 1 -- - dz 

E O O S 

2f [2º f 2 ¡zo } 
(1 + fa) Jo dz + (l + r a)2 Jo sdz d</> 

para :r - a ~ y ~ x + a. L(x, y)= O para y> x +ay y< x - a. 

A~(x) = - p 13

:+u K(x , y)dy 

para t - o ~ x ~ t . 

( 48) 

(49) 

(50) 
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Apéndice del Capítulo 3 





Apéndice A 

La función de distribución radial, para 
las Cuatro Placas 

A continuación se expresan los intervalos donde están definidas las integrales. 

(- oo, oo) = ( -oo, -ti - d1t2 - d2 - a/2] 
U[ -ti - di - l2 - d2 - a/2, -li - di - t2 + a/2] 
U[ -ti - di - t2 + a/2, -ti - di - a/2] U [ - ti - di - a/2. - ti + a/2] 
U[ -ti+ a/2, O] U [O, ti - a/2] U [ti - a/2, ti+ di + a/ 2] (A.l) 
U[ti + d1 + a/2, t1 + di + t2 - a/2] 
U[ti + di + t2 - a/2, ti + di + t2 + d2 + a/2] 
U [t1 + d1 + t2 + d2 + a/2, oo) 

donde d1 y d2 son el ancho de la placas interior y exterior respectivamente, de la parte 
derecha y d1 y d2 son los anchos de las placas interior y exterior respectivamente, de la parte 
izquierda. ti es la distancia del centro en :r = O, a la placa interior del lado derecho, t 1 , es 
la distancia del centro x = O, a la placa interior del lado izquierdo, t2 es la distancia entre 
la placa 1 y la placa 2, del lado derecho, y t2 es la distancia entre la placa 1 y la placa 2 del 
lado izquierdo. 

Reemplazando sds por zdz, podemos escribir la función de correlación como 

donde 
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. (A.2) 

para x 2:'. O, y para la parte izquierda tenemos una ecuación similar. Para efecto de 
distinguir los intervalos escribimos las distancias de la izquierda primadas. donde hemos 
definido t~ = t1 , t; = t2 , d; = d2. d; = d2 



9oi(x) = exp {( -/3u0 ¡(x)) 

+21r /
00 (100 

scs(s)dsp05 (y)dy + ¡oc Scs(s)dspos(y)dy) 
l t; +d; +t2+d2+u/2 x+y }¡:r-yJ 

t; +d; +t2+d2+a/2 oo oo 
+21r f ( f sc,,(s)dsp0 ,,(y)dy + f sc,,(s)dsp

0
t'(y)dy) 

l t; +d; +t2- a/2 l x+y }¡x-yJ 

lt; +d; +t2-a/2 1 00 l oo 
+21r ( sc5 (s)dsp05 (y)dy + sc5 (s)dspos(y)dy) 

t; +d; +a/2 x+y lx- yl 
¡t; +d; +a/2 l oo ¡oo 

+21r l t;-u/2 ( :i·+y SCs(s)dSPos(y)dy + Jix-yJ SC5 (s)dsp05 (y)dy) 

11; - u/2 ¡ oo l oo 
+2r. ( sc,.,(s)dsp0 ,,(y)dy + sc,,(s)dsp0 s(y)dy) 

O x+y lx-yl 

1t; -a/2 ¡oc l oo 
+2r. ( sc~r(s)dsp0 d(y)dy + sd;t(s)dsp0 d(y)dy 

O x+y lx-yl 
2 J, t; +d; +t2-a/2 (foo ,r( )d ) ( )d Jioo ,.sr( )d ( )d + 7í t' +d' +a/2 x+y SC',¡ 8 8 Pod Y Y + Jx- yJ Sl-d S SPod Y Y 

+2r. /
00 1 

( /

00 

scr(s)ds)p0 ,¡(y)dy + f
00 

sc~r(s)dspo,¡(y)dy 
lt; +d;+t2+d2+a/2 Íx+y Í¡x-yJ 

21rBe2z·100 

+ ' 1 

(x +Y+ lx - yl)po,¡(y)dy 
E t' +d' +t' +d' +a/2 

2 
1 1 2 2 

2r./3e z .11;+d;+12-u/2 
+ 1 

(x +y+ lx - yl)po,¡(y)dy 
E t; +d;+a/2 ~/3¿z.¡ oo } 

+ 
1

. (x+y+lx-yl)pod(y)dy +O(oo) 
E 1; +tl; +12+cl2+u/2 

para .r ~ O 
como el sistema es simétrico, 

9oi(y) = 9o¡(-y) 

el interYalo de definición se expresa como 

(O, oo) = [O, t1 - a/2] U [t1 - a/2, t1 + d1 + a/2] 
U[t1 + d1 + a/2. t1 + d1 + t2 - a/2] 
U[t1 + d1 + t2 - a/2. t1 + d1 + t2 + d2 + a/2] 
U [t1 + d1 + t2 + d2 + a/2, oo) 
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(A.3) 

El potencial de interacción entre las moléculas o: y los iones i, u
0
;(x) lo podemos se

parar en dos partes , un término de pared-esfera dura u;¡(x) , y otro término de interacción 
electrostático u~¡ ( x) donde 

para 

-Bu~1¡(x) = n/3:z; [(x + t1 + d1 + t2+d2 - lx - t1 - d1 - t2 - d2l)a4 
+ (:r + t1 + d1 + t2 - l:r - t1 - d1 - t2l)a3 
+ (x + t1 + d1 - lx - t1 - d1 l)a2 
+ (.r + t1 - 1:r - t i l)a1] 
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Ü :S X :S t1 y j O t1 + d¡ :S X 

Y j O t1 + d1 + t2 + d2 :S X 

y para la parte izquierda, representados en forma primada, y las densidades de carga son 
iguales que en la parte derecha 

-f3ud.(x) = 1rí3ez; [(-(x + t' + d' + t' +d') - 1-(x - t' - d' - t' - d' )1)<7 
0 ·1 E l l 2 2 ) J 2 2 4 

+ (-(x +t~ + d~ +t;) -1-(x - t~ - d~ - t;)l)ü3 
+ (-(x + t~ + dD -1-(x - t; - dDl)o-2 
+ (-(x + t~) -1-(x - tD1)<71] 

para 

O~ x ~ -t1 y/o -(t1 + d1) ~ x y/o 
y/o -(t1 + d1 + h + d2) ~ x 

con t1 = t; , t2 = t; , d1 = d~ y d2 = d;, caso simétrico y 

-/3u~i(x) = 1rfj:z; [(x + t1 + d1 + t2+d2 - lx - t1 - d1 - t2 - d2!)(<74 + <74) 
+ (x + t1 + d1 + t2 - lx - i1 - d1 - t21)(<73 + ü3) 
+ (x + t1 +d1 - lx - t1 - d11)(<72 + <72) 
+ (x + t1 - lx - t1l)(ü1 + 0-1)) 

- f:Ju.~1i(x) = 21r1~z¡ [(x + t1 + di + l2+d2 - lx - l1 - d1 - l2 - d2l)(l_¡ 
+ (:1: + i1 + d1 + l2 - !.r - i1 - rl1 - l21)a3 
+ (x + t1 + d1 - lx - ti - d11)<72 
+ (x + t1 - lx - ti 1)<71] 



Apéndice B 

Desarrollo Analítico de los Kernels de la 
Función de Distribución Radial, para las 
Cuatro Placas 

La aproximación MSA 

c;,,,(s) = c~(s) + z;z, 11 c~r(s) - (3 z;znJ~s , s < a 

donde es ( s) y e;"/ ( s) son iguales a cero para s > a 

C8 r s - - 1 - s - ---s2 e
2

f3 { 2r r 2 
} 

d ( ) - ES (1 + a) (1 + fa) 2 

para s ~ a y cero en otro caso; donde 

(1 + 211) 2 

e---~ 
1 - (1 - 77)4 

(1 + ½77)2 
C2 = 4 

a(l - 77) 

] 
C3 = -

a 3 

1 n 
'IJ = - 1ra

3¿ p¡ 
6 l= l 

1 ] 
f a= - - + -(1 + 2trn) 112 

2 2 

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

(B.4) 

(B.5) 

(B.6) 

(B.7) 

(B .8) 
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2 41r/3e2 ~ 2 
K, = --L.,,PlZ¡ 

E l=l 

sustituyendo las ecs. (Al) , (A2) en la ec.(10), tenemos 

K1(x.y) = tc1[(x+y)2-a2] + 
2
:c2[1x+yl-a3

] 

+ 1'bc~3 [lx + Yl
5 

- a5
] 

para O S :r; S a y O S y S a - x , donde 

para x - a S y S x + a 

K 1(x, y) = roo sc,;(s)ds 
lx+y 

K2(x, y)= roo SCs(s)ds 
}¡.-y¡ 

e
2

f3 { r 
L1(x, y) = E [a - lx + yl] - (l + ar) [a2 

- ((x +y)2] 

+½ (iJ0 r )2 [a3 
- lx + Yl 3

]} 

O S :r S a y O S !J S n - :e 
donde 

L 1 (x , y) = r00 

sc'/(s)ds 
l x+y 

h(x, y)= r00 

sc~r(s)ds 
} ¡,r - yl 

para x - o S y S x + a.. y 

f{1( x,y) = l,.2(x.y) = L1(x, y) = L2 (x , y) , otro caso 
en los intervalos [t 1 - n / 2, t1 + d1 + a/2] y 

[t1 + d1 + f2 - a/2. t1 + d1 + t2 + d2 + a/ 2], 

(B.9) 

(B.10) 

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 

(B.1-1) 

(B.15) 

(B.16) 

(B.17) 

(B.18) 

(B .19) 
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n 

Pos(Y) = - L Pm = -py , (B .20) 
m = l 

y 

n 

PoiY) = - L Z mP.111 = O (B.21) 
m = l 

con ayuda de las Eqs.(B.10) y (B.14), las siguientes ecuaciones son obtenidas analítica
mente, 

l
t1 + d1 + a / 2 

j 1 (x ) = -2Tipr K 1 (x , y)dy 
t 1- a / 2 

(B.22) 

(B.23) 

(B .24) 

(B.25) 

y pueden ser escritas como 

j l (X) = f ¡ (X) (B.26) 

para, a/2 S t1 s ~a y O s x s mín { ~a - t 1 . t1 - a / 2} y cero en otro caso, 

(B.27) 

para a/2 S t1 y máx { O. t 1 - ~a} S x S t 1 - a/2. 

Las ecuación ecs. 3.7 y 3.6 fueron resueltas considerando O s x s t 1 - a/2, donde 

.fi (T) = 21rpr{ ic1 [ (t1 - o. / 2 + .1:)3 

-3o.2 (t 1 - a/2 + x)+2a3
] + r¡c2 

3 
2o 

X ¡u1 - a/ 2 + :r) 4 
- 4a (l ¡ - a/ 2 + x) + 3a4] 

+ 
0

7c\(t 1 -a/ 2 + .r )6 

6 Q 

(B.28) 

-6a5 (t 1 - a/ 2 + x) + 5a6
]} 

Si x ~ t 1 + d1 + a / 2 , j 1 (x) = O 
y 
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J2(x) = 21rpr { ~c1 [ (x - t1 - d1 - a/2)3 
- 3a2 (x - t1 - d1 - a/2) + 2a,3) 

+ TJC
2 [(x - t1 - d1 - a/2)4 

- 4a3(x - t1 - d1 - a/2) + 3a4
) 

+ ~<e\ [(x - t1 - d1 - n/2) 6 
- 6a5 (:r: - t1 - d1 - n/2) +5a6

)} 
60a 

para t1 + d1 + a/2 S t1 + d1 + ~a y cero en otro caso. 

j3(x) = h(x) 

(B.29) 

(B.30) 

para a/2 S t1 +d1 +t2 S ~a y O S x S mín { (3/2)a - l1 + d1 + t2 , t1 + d1 + t2 - a/2}, 
y cero en otro caso, 

V 

(B.31) 

para a/2 S 11 + d1 + t2 '" máx { O, t1 + d1 + t2 - ~a} S t1 + d1 + t2 - a/2, 
Las ecuaciones (B29) y (B30) están definidas en O S x S t1 + d1 + t2 - a/2 ,donde 

h(x) = 21rpr{ic1[(t1 +d1 +t2 -a/2+x)3 

3( d j )3 3] 'T}C2 -3a t1 + 1 + t2 - a 2 + x +2a + 
2
a 

x [(t1 + d1 + i2 - a/ 2 + x)4 
- 4a

3
(t 1 + d1 + t2 - a/2 + x) 3 + 3a

4
] 

+ 
6
~~3 [(t1+d1+t2-a/2+x)6 -6a\t1 -a/2+x)+5a6

]} 

si x ~ t1 + d1 + i2 + d2 + a/2 , j3(x) = O , 

j4(:r) = 2r,pT{ic1 [(x - ti - d1 - t2 - d2 - a/2)3 -

? 3) - 3a-(x - t1 - di - t2 - d2 - a./2) + 2a 

+ 'TJC
2 [(x - t 1 - d1 - i2 - d2 - a/2)4 

2a 
-4a3(x - t1 - d1 - i2 - d2 - a/2) + 3a4

] 

+ rJr¡ [(x - t 1 - d1 - l2 - d2 - a./2)6 

60a3 

-6a5 (x - t1 - d1 - i2 - d2 - a/2) +5a6]} 

(B.32) 

(B.33) 

para 11 + d1 + i2 + d2 + a/2 S x S ti + d1 + t2 + d2 +~ay cero en otro caso. 



Apéndice C 

La Fuerza sobre las placas 

En este apéndice definimos las densidades totales (ver fig.3.2) , la densidad de carga 
superficial total del lado derecho es 

(C.1) 

y la carga inducida total es 

(C.2) 

donde en general tenemos a-1 =J a-~, a-; =J a-;, a-3 =J a-~, a-4 =J a-~ y para el caso simétrico 
a D = a-1 = ar, donde a1 es la densidad de carga superficial total del lado izquierdo y a~ es la 
carga inducida total del lado izquierdo, tal que a~ = a~ = O";,. La carga total en el sistema 
es ªtotal = 2ar y la carga total inducida es a:otal = 2a;. y se cumple la electroneutralidad 
total 

O"total + a;otal = O (C.3) 

La carga sobre la placa uno es Q1 = (<Y1 + a2 )A, donde A es el área de la pared de la 
placa, la fuerza sobre la placa uno es 

(C.4) 

donde rl E = c1;~:r) y a( x) es la densidad de carga superficial en la posición :r:, F1 es la fuerza 
neta sobre la placa uno, esta fuerza es la suma de las fuerzas tanto de la parte izquierda 
como de la parte derecha de la placa ( debemos considerar apropiadamente el signo de las 
fuerzas en cada lado de la placa) De manera similar, para la placa dos tenemos 

(C.5) 

donde 
(C.6) 

la carga inducida por las placas está definida como 
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¡t1-a/2 
a-~ = e Jo Pad(y)dy , (C.7) 

(C.8) 

(C.9) 

el sistema de referencia fue elegido en x = O. La presión neta en la placa es P = F / A, donde 
F es una fuerza neta en la placa. 



Apéndice D 

Ecuaciones para el Potencial 
Electrostático, para el caso de Las 
Cuatro Placas 

Considérese un sistema definido en un eEpacio infinito, donde por construcción sólo existe 
una dimensión que cambia, x, y por simetría sólo tenemos el intervalo [O, oo) repartido en 
nueve regiones como se muestra en la figura 1, para estas regiones '1/Ji(x) donde i= l ,2, .. ,9; 
tiene diferentes expresiones. Para las regiones donde no existe carga el potencial electrostático 
está regido por la ecuación de Laplace, expresada como, 

v12¡p;(r ) = O (D.l) 

y para las regiones donde hay carga, el potencial cumple la ecuación de Poisson tal que 

? . ) - 4.1re ( ) v7-,,¡.1.;(r = --Pad r 
é 

(D.2) 

en donde i.,:.;(x) es el potencial electrostático medio en la región i. Por la geometría del 
problema . podemos expresarlo en función de una sola variable 

d'IJ;; (:r) -41re 
-- = --Pad(x) 

dx E 
(D.3) 

Analizando el potencial para las diferentes regiones se deducen de la siguiente manera: 
l. Región 9: li = ti + di + t2 + d2 + a/ 2 ~ x 

Aplicando las condiciones de frontera siguientes: 

lím u·9 (:r) = O, 
:r---+- cc 

, di.!19 (x) 
lnn d = O. 

l'➔OC X 

(D.4) 
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tenemos que por la ec.(D.1), 

dip9(x) _ 47re¡00 
( · )d 

d 
- - Pod Y Y, 

X E X 

así, 
-4?re roo roo 

'¡/;9(x) = -E-1:r dx' Jr1 Pod(y)dy 

y encontramos que 

47re¡ 00 

'¡/;9 (x) = - (x - y) Pod(y)dy 
E X 

para x= l1 , 9 1 = w9 (li) , entonces 

4?re¡00 

'Pl = - (Zi - y) Pod(y)dy 
E 11 

por condiciones de frontera tenemos lo siguiente 

E (d1j;9(x)) _ E (d1/Js(x)) = O 
dx 

11 
dx 

11 

aplicando la ec. (D.1) , 

d'if;s(x) 
dx = const. 

Integrando Ec.(D.11) y usando las ecs.(D.5), (D.8) y (D.10) , obtenemos 

47re¡ 00 

1/Js (x) = - (x - y) Pod(y)dy 
é /¡ 

redefini endo. tenemos 

4rie¡00 

'P2 = 1/Js (l2) = - (l2 - y) Po,1(y)dy 
é /¡ 

3. Región 7: 13 = t 1 + d1 + t2 ~ x ~ l2 

(D.5) 

(D.6) 

(D.7) 

(D.8) 

(D.9) 

(D.10) 

(D.11) 

(D.12) 

(D.13) 
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De nuevo aplicando condiciones de frontera 

(D.14) 

(D.15) 

de las ecs. (D.l) , (D.12) y (D.15) , tenemos que 

(D.16) 

así, 

(D.17) 

en las cuatro placas la condición de electroneutralidad la escribimos como 

(D.18) 

CT1 + CT2 + CT3 + CT4 + CT~.::q + cr;zq + cr;zq + CT~z q = - e f ,C:'Pod(y)dy- efi~4 p0 d(y)dy 

-e.f¿8 hoiY )dy - e.f~18 Pod(Y )dy 
-ef~¿5 hod(y)dy - et 1

oc Pod(y)dy 

(D.19) 

Dividiendo en dos intervalos el dominio de defin ición (-oo, O] y [O , oo) 

(D.20) 

CT~zq + cr;zq + cr;zq + CT~zq = -ejº Pod(Y )dy - e ¡-:~ Pod(Y )dy - ef 11 

Pod(Y )dy 
- Is .f- /4 - oo 

(D.21) 

Por la simetía Pod(Y) = Pod(-y) y cri = a.;=q tenemos que por las ecs. (D.13), (D.17) y (D.19) , 
que 

(D.22) 

"' _ , .., _ 4r.,h (/T _, a + /T ) _ 4-:rt12,, rl4 p (y)dy 
'f'3 - y2 , v 1 r- 2 v 3 , J¡ 5 od 
-

4
r.~2,; fciª Pot1(Y )dy 

(D.23) 
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para [O, oo) . además, para el caso particular de cp2 = :.¡;3 , entonces 

0-4 = -e rº Pod(y)dy 
111 

y 

¡l1 1la 
0-1 + 0-2 + 0-3 = -e Pod(Y )dy - e Po,1(Y )dy 

/5 Ü 

4. Región 6: l~ = l1 + d1 + i2 - a/2 :S: x '.S l3 

de manera similar que en las regiones anteriores y usando condiciones de frontera 

y 

tomando las ecs. (D.l). (D.16), D.20, C.9 y (D.25), 

integrando la ec. anterior y usando la ec.(D.24), 

entonces, 

o también 

5 . Región 5: 15 = t 1 + d1 + a/ 2 :S: x '.S l4 

análogamente 

(D.24) 

(D.25) 

(D.26) 

(D .27) 

(D.28) 

(D.29) 

(D.30) 

(D.31) 

(D.32) 



y 

E (d't/JB (x)) _ E (d¡/;5(x)) = O 
dx 1~ dx 14 

integrando la ec.(D.2) y usando las ecs.(D.27) y (D .. 31) , 

Integrando por partes la ec. (D.32) y con la ec.(D.28) , tenemos que 

6. Región 4: l6 = ti + di ~ x ~ ls 

aplicando nuestras condiciones de frontera 

E (d'lf;5(x) \ __ E (d'lj;4(x)) = O 
dx )

1 
dx 

1 1 5 5 

integrando la ec .(D.1) , y aplicando las ecs.(D.33), and (D.35), 

v'•-1 (x) = - 4
; (CT3 + CT4) ([4 + ~ - x) - 4

~171 d2 

-
4;E { J1~

4 (x - Y )Pad(Y )dy - J;
1 

(:r - Y )Pad(Y )dy} 

\" 
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(D.33) 

(D.34) 

(D.37) 

(D.38) 

(D.39) 

(D.40) 
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de igual manera usando condiciones de frontera 

y 

E (dlj;4 (x)) _ E (d1/J3 (x)) = _4r.o-
2 dx 

16 
dx 

16 

integrando la ec.(D.1) , y usando las ecs. (D.36), y (D.38) , 

8. Región 2: l8 = t 1 - a/2 ~ x ~ 17 

continuando de la misma manera, las condiciones de frontera son 

(
dlj;3 (x)) (difJ2(x) ) _ 4 E d - E d - - r.a1 

X '7 X /; 

integrando ec. (D.1) , con las ecs. (D.39) , y (D.41) tenemos, 

(D.41) 

(D.42) 

(D.43) 

(D.44) 

(D.45) 

(D.46) 

(D.47) 

(D.48) 

(D.49) 



V 

aplicando las respectivas condiciones 

VJ1 (O) = lf)d, 

E -- -E -- - O (
d'I/J2 (x )') ( d'I/J1 (x)) _ 

dx LB dx Is 

E (d'I/J2(x)) _ E (d'lj:1(x) ) = O 
dx ls dx Is 

int egrando la ec.(D.2), además relacionando las ecs. (D.45) y (D.46) , 

con 

en particu lar Yd· es 
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(D.50) 

(D.51) 

(D.52) 

(D.53) 

(D.54) 

(D.55) 

(D.56) 

(D.5,) 
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resumiendo los intervalos, definimos: 

li = l1 + d1 + l2 + d2 + a/2 
l2 = l1 + d1 + t2 + d2 
l3 = t1 + d1 + i2 
l4 = l1 + d1 + i2 - a/2 
l5 = t1 + d1 + a/2 
l6 = t1 + d1 
h = t1 
ls = t1 - a/2 

(D.58) 



Apéndice E 

Cálculo de la Presión Osmótica 

Consideremos una placa carga¿a inmrr.:;a en un flu ido 11 83] donde las dos paredes de la 
placa tienen una densidad de carga u0 y a., respl:'ctivamente como se observa en la figura E 
y también consideremos un elemento de fl uido paralelo a la placa cargada como se observa 
en la misma fig . E. Las fu erzas que actúan sobre un elemento de fluido F 1 (:r) y F 2 (x) 
representan las fuerzas ejercidas sobre el fluido debidas a la presión en el fluido y q( x )E es la 
fuerza eléctrica debida al campo eléctrico local E sobre la carga contenida en el elemento de 
fluido, q(x) es la carga del elemento de fluido considerado. Como es un fluido en equilibrio 
la suma de todas las fuerzas es cero. 

Desglosando cada una de las fuerza::: , tenemos que 

F ; =-e /!p( ·,.-)i 

F 2 = - Ap(x + d:r) i 

donde A es el área del elemento de flu ido , p(x) '"p(x + dx) son las presiones en x y x + dx , 
que actúan sobre el elemento de flu ido, el ,·ector uni tario i está en la dirección x en que se 
aplican las fuerzas, la carga de un e!ernen~ , infinitesirrn, l lo escribimos como 

y el campo eléctrico es 

E = - (ª~:(x) ) i , 
o :r 

donde L:(.r) es el potencial eléctrico en esa posición , sustituyendo las ecuaciones anteriores 
en la suma de fuerzas , tenernos 

óv·(:i:) 
p(x) - p(x +de)= p,1(x)-

3
-dx 
X 

(E.1) 
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Placa 
r:.~-c> Elemento de 

fluido 

o 
a 

a 

fluido fluido fluido 

---x 

Figura E.l: representación esquemática del fluido 

Haciendo un desarrollo en serie a primer orden para p(x + dx), 

p(x + dx) = p(:r;) + (::) dx + .. .. 

aplicando la ecuación de Poisson, 

( ) _ _ .!_ (d2
1};(x) ) 

Pel X - 41r dx2 

sustituyendo en la ecuación (E.l), obtenemos 

integrando esta ecuación entre oo y x se tiene 

p(x) - p(oo) = .!_ { x d21);~x) d1);(x) dx 
41r loo dx dx 

integrando por partes; 

( )

2 
E d1);(x) 

p(x) - p(oo) = - --
81r dx 

Si definimos p( oc) = nb, como la presión del bulto , entonces 

f 
p(x) = -

8 
E(x)2 + nb 

7í 
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La presión en la pared debe ser igual al intercambio de ímpetu por unidad de área y por 
unidad de tiempo por estar en contacto con el f1uido , en tonces en el contacto con la pared 
del lado derecho 

N 

p¡3 (x = x¡3 ) = kT¿pi(x = X ¡3 + a/2) 

o 

(E.2) 

de manera similar para el lado izquierdo de la placa 

N 

p0 (x = x0 ) = kT I: p;p.: = :r 0 - a/2) 
·i=l 

o 

(E.3) 

donde x 0 y Xf! son los puntos de contacto con la placa del lado izquierdo y del lado dere
cho respectivamente, a/2 es el radio de los iones ''.en este caso suponemos para simplificar 
un poco que todos tienen el mismo radio) ; p0 y Pf1 son las presiones del lado izquierdo . v 
derecho respectivamente y II0 y IT,3 son las presicues de bulto del lado izquierdo y derecho 
respectivamente. 

Por otro lado, para encontrar el campo eléctrico sobre una superficie de la placa o en el 
punto de contacto, tenemos 

.:; 7i 

E(xo) = -- a m 
( 

(E.4) 

donde am es la densidad de carga inducida por la pared, en el fluido , definida anterior
mente en las ecuaciones (1.67) y (1.68) , esta ecm1ción pnede deducirse a partir del potencial 
electrostático ( vease apéndice D) . 

Además, puede observarse que la densidad ce carga se expresa en función de la posición 
de contacto en la pared más el radio del ión par:-, el lado derecho, y menos el radio del ión 
para la parte izquierda, esto es por la razón <le que en este modelo los centros de los iones no 
pueden tocar los puntos sobre la superficie, y hemos llamado a esta posición como punto de 
máximo acercamiento, E(x0 ) es el campo para -:r = :?'o que es el punto de contacto con una 
pared de la placa cargada. Entonces suftitliyene,;8 rn las Pcuaciones (E.2) , (E.3) la ec. (E.4) 
y definiendo 

N 

L p;(.r = :rfJ + o / 2) = Pa(.1·5 --i- a/ 2) (E.5) 
i = l 

para el lado derecho de la placa y 
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N 

LP-;(x = X0 - a/2) = Po(x0 - a/2) 
i=l 

para el lado izquierdo de la placa, obtenemos 

2n 2 kT p13 (x13 + a/2) = - (J 13 + Il13 
( 

(E.6) 

donde CJ0 y CJ13 son las densidades de carga superficial en las paredes izquierda y derecha de 
la placa respectivamente. De esta manera la presión Osmótica la podemos escribir así 



Apéndice F 

Método Numérico. 

La ecuación integral de Orstein- Zernike, requiere de métodos numéricos computacionales 
para su solución pues no se pueden obte1wr resultados analíticos en nuestro caso. Las ex
presiones para g(1':) son resueltas , en nuestro caso usando el método de elemento finito 
1184, 185, 186], donde el dominio se divide en un conjunto de subdominios o "elementos .. 
elegidos convenientemente. 

El método de elemento finito (MEF) se utiliza para hallar la solución de las ecuaciones 
integrales. El procedimiento consiste en definir una fun ción f (x) sobre un intervalo a '.S :r :s; b, 
la cual satisface una ecuación integral de la siguiente forma: 

f(x) = exp { M(x) + 1b f(y)c(x. y)dy }- 1 (F.1) 

La idea principal es que las funciones pt!eden ser representadas en términos de funciones 
base definidas por pedazos sob1e snbregiones del dominio llamados elementos finitos. Se 
propone dividir el dominio de la fun ción en N intervalos finitos y se hace un desarrollo de la 
función en una base conveniente 

N 

f(x) = I: w:,1>k(:r), (F.2) 
k= l 

donde a :s; x :s; b, y el conjunto { ó1 (x ), (h(i: ), .. .. <;.'l_,; (x)} es una base definida sobre el intervalo 
de la función f (x) y { w1 . w2 , ... , 'll.'N} son los coeficientes del desarrollo de la función en su 
dominio. Sustituyendo la Ec. F.2 en la Ec. F.1 se obtiene 

Definiendo 

1
/. 

ck (x) = 
0 

d>k( y )c(x, y)cly , (F.4) 

la Ec. F.3 se puede escribir como 

"'_IV U)' , ., ( " ' ) Lk,= l k 'f' J.- , .c (F.5) 
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A continuación se genera un sistema de ecuaciones no-lineales que es resuelto por un 
algoritmo de Newton-Rapson para sistemas no-lineales reduciendose a un sistema lineal que 
se resuelve por otro algoritmo, por el método de eliminación Gaussiana, resumido enseguida. 

En cada uno de estos subdominios la función base toma una forma sencilla como son 
polinomios de segundo grado en nuestro caso, el arreglo de la subregiones se llama malla. 
Para construir las funciones base primero se divide el dominio de la función en cierto número 
finito de elementos de longitud arbitraria. A los puntos de la partición se les denomina 
nodos. Al conjunto de elementos y puntos nodales que constituyen el dominio del problema 
aproximado se les conoce como malla del elemento finito. Los criterios para generar las 
funciones base son: a) Son funciones sencillas definidas por pedazos de la malla. b) Los 
coeficientes wi (que definen la solución aproximada de J(:i:)), coinciden con los valores de la 
solución exacta en los nodos de la malla. 

En este trabajo se han seleccionado como funciones base polinomios cuadráticos para 
cada elemento y se ha definido un punto auxiliar dentro del mismo elemento. Se define la 
coordenada local para cada elemento finito como 

~ = (2x - x1 - xD)/(x1 - xv) (F.6) 

con -1 S: ~ S: 1, donde x1 y x D representan posiciones de los nodos izquierdo y derecho res
pectivamente que delimitan al elemento en cuestión. Las funciones base para cada elemento 
de la malla se seleccionan de la siguiente manera: 

</>1 = (1/2)~(~ - 1) , 
<P2 = 1 -e, 
</)3 = (1/2)~(~ + 1) 
La versión de colocación del método propone que las funciones de peso en la ecuación 

F .5, sean exactamente el valor de la función en dicho punto, tal que al evaluar </)1 ,</J2,</J3, en 
tal punto se obtiene 

(F.7) 

o también 

Wk = exp { Mk + t WnCkn }- 1 (F.8) 

donde se ha definido en(xk) = Ckn· Como el valor en el nodo de las funciones base evaluadas 
en el nodo xk está dado por 

(F.9) 

donde ó,,,.. es la delta de Kroneker. Así se reduce el problema de una ecuación integral a 
un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales: 

./'1 ( 1l'1.1/12 . . .. , WN) = 7111 - E :1:7> { .Ali + C11W1 + r.121/12, .. . , C1]\· W N } -j- 1 = Ü 

f 2 (1r1 , ·1J!2, ... , w N ) = W2 - E :r;p {Al2 + C2111 •1 + C2211•2 , . ... CzJ\'11:N} + 1 = O 
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La solución de este sistema de ecuaciones no lineales se realiza aplicando el método 
iterativo de Newton, escritas como: 

N 
(n+l) _ (n) '"""A ·f ·( (n) (n) (n)) 

WJ.: - Wk + L k ·, 1 W1 , W2 , . . . ,'WN (F.10) 
i= l 

donde Ak; son las componentes de la matriz inversa del Jacobiano y están dadas por .l.¡i = 
!:.lj ( (n) (n) (n))/a (n) u i W1 , W2 • .. . , WN Wj 

(F.11) 

con 

(F.12) 
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Apéndice G 

Gráficas 
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Figura G.1: Perfiles de concentración de cont.raiones y coiones (g_(x) y 9+(:r) res
pectivamente, i = - , +) como función de la distanci a perpendicular a las placas 1:, para 
un electrolito 1:1 y 0.1M , confinado entre cuatro placas cargadas con o-1 =0.lC jm? = a 2 = 
o3 = a.¡ , para las separaciones de placas siguientes l 1 y D como se indican en la figura. La 
distancia .1: es desde el centro del sistema , medido en unidades de [a/2]. Las líneas punteadas 
y continuas se refieren a los contraiones :' coiones respectivamente. Las líneas oscuras se 
refieren a las cuatro placas y las líneas claras a <los placas, el ancho de las placas no se 
representa en las gráficas . 
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Figura G .2: Perfiles de concentración de contraiones y coiones como función de la distancia 
perpendicular a las placas x, con las mismas características del fluido que en la figura anterior. 
para las separaciones de placas indicadas en la figura. Las líneas tienen la misma notación 
que en la figura 3.18 
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Figura G.3: Perfiles de concentración de contraiones y coiones como fun ción de la distancia 
perpendicular a las placas J ; , para un electrolito 2:2 y 0.5M , confinado entre cuatro placas 
cargadas con a 1 =0.272C /rn 2 = a2 = a 3 = a4 , para las separaciones de placas indicadas en 
la figura. Las líneas tienen la misma notación que en la figura 3.18. 
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Figura G.4: Perfiles de concentración de contraiones y coiones como función de la distancia 
perpendicular a las placas x, para un electrolito 2:2 y 0.5M, cr1 =0.272C /m2 = cr2 = cr3 = cr4 , 

para las separaciones de placas indicadas en la figura. Las líneas t ienen la misma notación 
que en la figura 3.18. 
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Figura G.5: Gráfica que representa la carga inducida en la región I en función de la distancia 
f1. del centro del sistema, donde D = t 1 + d1 + t2 = 6, 7, 8, 9, 10, 13(a/2). Para 2:2, 0.5M . 
0.272C/m2 (diYalente) y para 1:1 , 0.1.M, 0.1C/m2 (monovalente). 
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0.6 D=l3 
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divalente 

- - dos placas 

10 

Figura G.6: Gráfica que representa la carga inducida en la región II en función de la dis
tancia t 1 , para diferentes valores de D, que están señalados en la figura. Las líneas obscuras 
corresponden a las cuatro placas. 
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Figura G.7: Gráfica que representa la carga inducida en la región II en función de la dis
tancia t 1 , para diferentes valores de D, que están señalados en la figura. Las líneas obscuras 
corresponden a las cuatro placas. 
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divalente III 
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Figura G .8: Gráfica que representa la carga inducida en la región III en función de la distancia 
t 1 , para los casos monovalente y divalente indicados en la figura, para diferentes valores de 
D , que están señalados en la figura. Las líneas obscuras corresponden a las cuatro placas. 
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Figura G.9: Gráfica que representa la densidad de carga promedio negativa o concentración 
promedio de contraiones adsorvida U5i-/p1_), como función de la distancia t 1 para la región 
I, D = i1 + d1 + t2 = 6. 7, 8, 9, 10, 13(a/2), para el caso, monovalente , como en la figura 3.13. 



139 

16 

14 

12 

1 10 -a. 
---- 8 1 -la. 

6 

4 

2 

1 2 3 4 5 6 7 10 
t

1 
[a/2] 

Figura G.10: Gráfica que representa la densidad de carga promedio negativa o concentración 
promedio de contraiones adsorvida ('p1_ / p1_ ) , como función de la distancia t1 para la rt>gión 
I, D = t 1 + d1 + t2 = 6, 7. 8, 9, 10, 13(a/2), para el caso divalente, como en la figura 3.13. 
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Figura G .11: Gráfica que representa la densidad de carga reducido promedio positiva o 
concentración promedio de carga positiva reducido (coiones Pi+/ Pi+) adsorvida para el caso 
monoYalente, como función de la distancia t 1 para la región I, y con distancias fijas D = 
t 1 + d1 + t 2 = 6. 9, 13(a/ 2) , como en la figura 3.13. 
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Figura G.12: Gráfica que representa la densidad de carga positiva reducida o concentración 
promedio de carga positiva (coiones Pi+/ Pi+ ) adsorvida para el caso divalente, como función 
de la distancia t 1 para la región 1, y con distancias fijas , D = t 1 + d1 + t 2 = 6, 9, 13(a/2) , 
para los como en la figura 3.13. 
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Figura G.13: Gráfica. que representa la concentración promedio reducido de coiones Uh+/ p2+) 
como función de t 1 en la región II para las distancias fijas D = t 1 + d1 + t 2 = 6, 9, 13(a/2). 
Para el caso monovalente como en la figura 3.13. 
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Figura G.14: Gráfica que representa la concentración promedio reducido de coiones (h+/ P2+) 
como fun ción de t 1 en la región II para las distancias fij as D = t1 + d1 + t2 = 6. 9. 13(a/ 2). 
Para el caso divalente como en la figura 3.13. 
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Figura G.15: Concentración promedio de contraiones dentro de la región II como una función 
de i1 , ('ft2-/p2_) para las distancias fijas D = t 1 + d1 + t 2 = 6, 9, 13(a/2). Para el caso 
monovalente como en la figura 3.13 
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Figura G.16: Concentración promedio de contraiones dentro de la región II como una función 
de t 1 • Uh-/ p2_ ) para las distancias fijas D = t 1 +d1 +t2 = 6, 9, 13(a/2). Para el caso divalente 
como en la figura 3.13. 
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