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Introduccion

El estudio de los sistemas de control estocdstico a tiempo discreto ha tomado mucha impor-
tancia en los Ultimos afios por sus multiples aplicaciones a problemas que se presentan en otras
areas. En muchos de estos problemas, algunas de las componentes del modelo correspondiente
no son completamente conocidas. En este sentido, debemos implementar esquemas que nos
permitan ir aprendiendo o recolectando informacién acerca de las componentes desconocidas
durante la operacién del sistema, y de esta manera elegir una decisién o un control. Si lo
anterior es posible realizar, decimos que tenemos un problema de control estocédstico adaptado,
para el cual debemos de disefiar politicas de control que minimicen un indice de funcionamiento

del sistema, por ejemplo, indice de costo descontado o promedio.

En este trabajo nos centraremos en el estudio del problema de control adaptado (PCA) para

procesos de Markov, en los cuales la distribucién del ruido aleatorio se desconoce.

Aun cuando el estudio de los Procesos de Control de Markov (PCMs) tuvo sus origenes en
los afios 50’s, no fué hasta principios de los 60’s cuando aparecieron los primeros trabajos en
control adaptado para procesos de Markov, en Bellman (1961), considerando que la distribucién
del ruido es conocida excepto por un pardmetro 6 (Control Adaptado Paramétrico). A partir de

este trabajo, se desarrollaron diferentes técnicas para resolver el PCA en el caso paramétrico.

Una de estas técnicas consiste en suponer que el parametro desconocido € es una variable de
estado, asignandole una distribucién de probabilidad a priori. Esto nos lleva de manera natural
a poder formular el PCA como uno con variables parcialmente observables. A este método se le
conoce como formulacién bayesiana del PCA {ver, por ejemplo, Rieder (1975), Van Hee (1978),

Schal (1979), Di Massi y Stettner (1995)].

Por otro lado, la formulacién no bayesiana de un PCA consiste en suponer que el pardmetro
desconocido @ pertenece a cierto conjunto conocido ©. Dentro de esta formulacién, existen
diferentes técnicas como por ejemplo, procesos de busqueda aleatoria [ver, por ejemplo, Gordi-
enko (1985b)], métodos basados en la aplicacién del principio de estimacién y control [Mandl

(1974)], método del gradiente [El-Fattah (1981)], técnicas basadas en los algoritmos de la teoria



de aprendizaje [Lyubchik y Pozniak (1974), Kurano (1987)], entre otros.

Cada uno de estos métodos tiene sus caracteristicas propias. Por ejemplo, la convergencia
de los algoritmos de los procesos de busqueda aleatoria es muy lenta; las politicas obtenidas
mediante los métodos del gradiente y las basadas en algoritmos de la teoria de aprendizaje son

aleatorizadas y tienen la restriccion de que el espacio de estados y de control deben ser finitos.

Estos métodos son faciles de implementar debido a que no se necesita estar resolviendo un
problema de optimizacién en cada etapa, como sucede cuando se usa el Principio de Estimacién

y Control (PEC), lo que algunas veces resulta un problema dificil.

Aun considerando esta desventaja del PEC, tal vez este sea el método més popular y/o
universal por su versatilidad ante situaciones generales. Este método fué propuesto, de manera
indcpendiente, por Mandl (1974) y Kurano (1972), y es aplicable cuando es posible primero
resolver el problema suponiendo pardmetros conocidos. Siendo asi, el PEC consiste en obtener el
control éptimo en cada etapa para el pardmetro desconocido, sustituyendo el valor del pardmetro

verdadero por el valor del estimador.

En la literatura de los PCMs, al PEC también se le conoce con los nombres de certainty

equivalence principle, self-tuning regulator, o naive feedback controller [Bertsekas (1987)].

Una clase de problemas muy conocidos para los cuales el PEC es aplicable son los problemas
de control de sistemas lineales con costo cuadratico y ruido gaussiano [ver Caines (1988), Kumar
y Varaiya (1986)]. Este tipo de sistemas han sido tan ampliamente estudiado que se han
desarrollado técnicas propias y muy efectivas (por ejemplo, ecuaciones de Ricatti), que no son
aplicables, o dificiles de extender al caso de sistemas no lineales. Estas técnicas, combinadas
con la aplicacién del PEC resuelven el PCA para estos sistemas. De los métodos de estimacién
de pardmetros méas comunes en los sistemas lineales, estan, el método de maxima verosimilitud,

minimos cuadrados, esquemas de minima varianza [Caines (1988)).

Para sistemas en general, el PEC ha sido usado por varios autores para disefiar politicas
adaptadas bajo diferentes tipos de hipdtesis en el modelo de control. Por ejemplo, Schal (1987)
y Herndndez-Lerma (1987), construyen, respectivamente, PEC- politicas adaptadas bajo el

criterio de costo descontado y promedio [ver también herndndez-Lerma (1989) y sus referencias].



Una ventaja importante del PEC es que puede aplicarse, de manera natural, cuando la dis-
tribucién del ruido aleatorio es completamente desconocida. Nos referiremos a este caso como
Problema de Control Adaptado No-paramétrico (PCAN). Dc hecho, este tipo de problemas
puede verse como un problema de control adaptado paramétrico observando lo siguiente. Si
u denota la distribucién desconocida de las componentes aleatorias del sistema, ésta puede
ser considerada como un pardmetro (desconocido) tomando valores en un conjunto apropi-
ado de distribuciones de probabilidad sobre el espacio de perturbaciones aleatorias del sis-
tema. De los autores que han aplicado el PEC para resolver un PCAN destacan Gordienko
(1985, 1985a), Herndndez-Lerma y Marcus (1987), Herndndez-Lerma y Cavazos-Cadena (1990),
Cavazos-Cadena (1990), Gordienko y Minjdrez-Sosa (1996, 1997), Minjarez-Sosa (1998), entre

otros.

Aln cuando existe una relacién entre €l caso paramétrico y el no paramétrico, la diferencia
entre las técnicas de solucién de ambos problemas es sustancial. Por un lado estin las técnicas
de estimacién de pardmetros y por otro las de estimacidén de la distribucién. Cada una de cllas
constituye un 4rea de investigacién dentro de la estadistica, en las cuales se siguen obteniendo

nuevos resultados.

El caso de estimacién no- paramétrica tal vez sea mas complicado. Un método natural para
estimar la distribucién g de las componentes aleatorias, es por medio de la distribucién empirica.
Esta técnica fué usacia. en problemas de control adaptado por Gordienko (1985), Hernénaez-
Lerma y Marcus (1987), Cavazos-Cadena (1990), entre otros. Otra manera de analizar el prob-
lema es suponer que u es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en R*.
Esto implica que existe la funcién de densidad (desconocida) de las componentes aleatorias [Ash
(1972)], lo cual nos lleva a tener que implementar métodos de estimacién de densidad, estudia-
dos ampliamente por algunos autores [ver Devroye y Gyorfi (1985), Devroye (1987), Silverman
(1986), Bosq (1996), Yakowitz (1985), Haminskii e Ibragimov (1990), Herndndez-Lerma (1991)].
De los trabajos donde se aplican técnicas de estimacién de densidad en problemas de control
adaptado podemos citar, por ejemplo, Hernandez-Lerma y Cavazos-Cadena (1990), Gordienko

y Minjérez-Sosa (1996, 1997), Minjirez-Sosa (1998).

La ventaja de usar la distribucién empirica como método de estimacién es que tanto la



distribucién g como el espacio de perturbaciones aleatorias pueden ser arbitrarios; pero la
desventaja es que se requiere imponer hipStesis muy restrictivas en el modelo de control [ver,
por ejemplo, Herndndez-Lerma (1989) y sus referencias]. En el otro caso, a pesar de que se
restringe a que u tenga densidad, existe un gran nimero de ejemplos donde se cumple este
supuesto (sistemas de produccién-inventario, ciertos sistemas de colas, etc.), ademds de que no

se necesitan hipdtesis restrictivas en el modelo de control.

El problema de control adaptado para procesos de Markov, y en general la teoria de los
PCMs, han sido ampliamente estudiados en los casos cuando el espacio de estados y control
son un conjunto numerable y/o la funcién de costo por etapa es acotada, ver por ejemplo, para
el problema de control adaptado, Herndndez-Lerma (1989) y sus referencias, Gordienko (1985,
1985a,b), Cavazos-Cadena (1990), Hernandez-Lerma y Cavazos-Cadena (1990), y para la teorfa
de los PCMs ver Arapostathis, et. al. (1993) y sus referencias, Bertsekas y Shreve (1978), entre
otros. En los tltimos aiios, diferentes autores han extendido los resultados relativos a los PCMs
al caso cuando los espacios de estados y control son de Borel y/o el costo por etapa es no-
acotado, [ver Hernandez-Lerma y Lasserre (1995) y sus referencias, Gordienko y Herndndez-

Lerma (1995a,b), Gordienko, Montes-de-Oca y Minjarez-Sosa (1997), etc.].

Sin embargo, hasta donde conocemos, el problema de control adaptado para procesos de
Markov no se ha extendido a este contexto, lo cual es la motivacién principal del presente

trabajo.

En este trabajo estamos interesados en estudiar el problema de control adaptado para

procesos de Markov a tiempo discreto cuya dindmica es de la forma:

Ti41 = F(fb‘t, at,&), t= 0, 1, 2, veey

donde F' es una funcién arbitraria conocida; z; y a; representan, respectivamente, el estado y
control al tiempo ¢, tomando valores en un espacio de Borel; y {¢;} son vectores aleatorios i.i.d.

en R* teniendo una densidad desconocida p perteneciendo a un conjunto apropiado.

Considerando que los costos por etapa pueden ser no acotados y suponiendo que las real-
izaciones &y, {1, &2, ... del proceso de perturbaciones aleatorias y el de estados zg, 21, Z3, ... son

completamente observables, presentamos la construccion de politicas adaptadas asintéticamente



éptimas [Mandl (1974), Schal (1987)] con respecto al indice de costo descontado y politicas

adaptadas 6ptimas con respecto al indice de costo promedio por etapa.

Especificamente, estudiamos la optimalidad de las politicas adaptadas llamadas PEC, prop-
uesta originalmente por Mandl (1974), Iteracién de Valores No-estacionario (IVN), propuesta
en Hernandez-Lerma y Marcus (1985) y la G- politica propuesta en Gordienko (1985). En este
sentido, nuestro trabajo se puede considerar como una extensién de los resultados presentados

en estos articulos, los cuales consideran costo por etapa acotado.

Un punto clave para lograr los objetivos del trabajo, es garantizar la existencia de solu-
ciones de la ecuacién de optimalidad en costo descontado y de la ecuacién de optimalidad en
costo promedio, combinando estos resultados con métodos apropiados de estimacién de la den-
sidad. El hecho de permitir que el costo por etapa sea no-acotado lo hace un problema no
trivial, en donde se necesita aplicar nucvas técnicas de demostraciéon y métodos mds precisos
de estimacién de la densidad. Por ejemplo, para el caso descontado, en general no se tienen
propiedades contractivas del operador de la ecuacién de optimalidad, lo cual nos lleva a tener
que imponer hipétesis tipo Lippman [Lippman (1975), Van Nunen (1978)] en las probabili-
dades de transicién del proceso, para después usar los resultados de Herndndez-Lerma (1994) y
Gordienko y Herndndez-Lerma (1995a). Para el caso promedio tampoco se tienen propiedades
contractivas y, ademds de las hipdtesis tipo Lippman, necesitamos imponer condiciones de er-
godicidad (debido al ahé,lisis asintético que se requiere) y de esta mancra usar los resultadoé de
Gordienko y Hernindez-Lerma (1995a,b) y Gordienko, Montes-de-Oca y Minjarez-Sosa (1997).
Ahora, la construccién de las politicas adaptadas se hace combinando los resultados anteriores
con un proceso de estimacién de la densidad que consiste en usar como estimador de p a la
proyeccién p; de un estimador j; sobre un conjunto apropiado de densidades en Lq(éRk), donde
Ellp — p”’; = O(t™7), v > 0, r > 1. Esta propiedad es heredada por el estimador p;. Ejemp-
los de estimadores gy con estas caracteristicas se pueden encontrar en Hasminskii e Ibragimov

(1990).

A lo largo del trabajo, presentamos un ejemplo de un sistema de colas con tasa de servicio
controlable, el cual satisface todas las hipdtesis que usamos. Otros ejemplos que pueden ser

considerados son los procesos autorregresivos.



El trabajo cdnst;a de cuatro capitulos y esti organizado de la siguiente manera. En el
Capitulo I se define el tipo de modelo de control en los que estamos interesados. En los
Capitulos II y III se estudia, respectivamente, el problema de control adaptado bajo el indice
costo descontado y costo promedio, los cuales estdn basados en los articulos recientes Gordienko
y Minjarez-Sosa (1996, 1997), Gordienko, Montes-de-Oca y Minjirez-Sosa (1997), Minjarez-
Sosa (1998). Finalmente, el Capitulo IV consta de las conclusiones y una lista de problemas

importantes que consideramos ain no resueltos y que pueden ser un complemeto para este

trabajo.



Capitulo 1

Procesos de Control de Markov

1.1 Introduccion

En este capitulo daremos los elementos necesarios para definir el problema de control éptimo.
Para esto, especificaremos la clase de modelos de control, la clase de politicas admisibles y los
criterios de optimalidad con los que trabajaremos. Adcmds, daremos las condiciones sobre el
modelo de control para las cuales, la teoria desarrollada a lo largo del trabajo, es aplicable.
Concluimos con un ejemplo de un modelo de sistemas de colas el cual retomaremos en cada

uno de los siguientes capitulos.

1.2 Modelo de control de Markov

Consideremos un modelo de control de Markov [Dynkin y Yushkevich (1979), Herndndez- Lerma

(1989)] estacionario a tiempo discreto de la forma particular (X, A, ®*, F, p,c) donde:

e X es un espacio de Borel [ver A.1.1, Apéndice A] no vacio llamado espacio de estados. A

los elementos de X les llamaremos estados.
e A es un espacio de Borel no vacio llamado conjunto de acciones o de control.

A cada z € X, le asociamos un conjunto no vacio A(z) €IB(A), al cual llamaremos conjunto
de acciones admisibles en el estado x, donde IB(A) es la o —4algebra de Borel asociada al conjunto

A [ver A.1.0, Apéndice A].



Para el resto del trabajo, la medibilidad de conjuntos y funciones scrd con respecto a la

o—3lgebra de Borel correspondiente.

Supondremos que el conjunto
K = {(z,a) : z € X,a € A(z)},
de las parejas estado-control admisibles, es un subconjunto de Borel del espacio X x A.

o R* es el espacio de perturbaciones aleatorias.

e F: XARF — X, es una funcién medible conocida, que representa la dinamica del sistema
) p b

esto es,

T4l =F(xt7ata£t)a t=0,1,2,.., (11)

donde z; € X, a; € A(z:) y {£:}, llamado proceso de perturbacion, es una sucesién de
variables aleatorias (v.a) independientes e identicamenmte distribuidas (i.i.d.) con valores

en R* y con una distribucién la cual tiene densisad p.

e ¢ :IK— R, es una funcién medible no-negativa, posiblemente no acotada, la cual repre-

senta el costo por etapa.

El modelo de control (X, A,R*, F, p,c) representa un sistema estocastico controlado que se
observa en los tiempos t = 0,1, ..., el cual evoluciona de la siguiente manera. Sea z; € X el
estado del sistema al tiempo t y a; la accién elegida. Si z; = z y a; = a, entonces: 1) se incurre
en un costo c(z,a) y 2) el sistema avanza a un nuevo estado z;4; de acuerdo a una distribucién

de probabilidad Q,(-/z, a) definida como

Qp(B/z,a) := Prob{F(z:,a:,&) € B/z, =z,a; = a] = /1B[F(:E,a,s)]p(s)ds, (1.2)
Rk



donde B €BB(X) y 1p es la funciéon indicadora del conjunto B. Estando ahora en el nuevo

estado, digamos z;4; = z’, se aplica un nuevo control a’ € A(z') y se repite el proceso anterior.
En algunos casos, el estado inicial 2y es escogido de acuerdo a una distribucién de proba-

bilidad inicial v, i.e. Pr(zg € B) = v(B), B €B(X). En nuestro caso supondremos que v esta

concentrada en un estado dado z € X, es decir, Pr[zg = z] = 1.

1.3 Procesos de control de Markov

Definimos el espacio de historias admisibles hasta el tiempo ¢t = 0, 1, ..., como
B : =X,
H : =(Kx®) xX.

Un elemento h; €IH,; es un vector o historia de la forma:

he = (0, a0, 50, - Tt~1, Gt—1, St—1, Tt)

donde (zn,a,) €K, s, € R* paran=0,1,...t — 1y z; € X.

Denotemos por IF al conjunto de funciones medibles f : X — A tal que f(z) € A(z), z € X.

Definicién 1.1: (a) Una politica de control 7 = {7} es una sucesién de kérnels estocasticos

[ver A.2.5, Apéndice A] m; sobre A dado IH;, tal que

Wt(A((By_)/ht) = 1, hz € IH:, t= 0, 1,

Al conjunto de todas las politicas lo denotaremos por II.

(b) Una politica de control = = {m;} es estacionaria si existe una funcién f €IF tal que m;(-/h¢)

estda concentrada en f(z), t > 0.



Una politica estacionaria toma la forma f = {f, f,...} y nos referiremos a IF como el con-

junto de politicas estacionarias.

Sea (€2, F) un espacio medible donde Q@ := (X x AX RF)® = X x AxRF x X x A x RF - -

y F la o—3lgebra producto correspondiente. Un elemento w € Q es de la forma

w= (zO)a()a $p,T1,0a1, S1, ),

donde las variables x;, a; y s¢, t=0,1,..., son las proyecciones de 2 sobre los conjuntos X, A

y R* respectivamente.

Es facil ver que © contiene al espacio Heo 1=K xR xIKxR* - - . - de historias admisibles

(z0, a0, 80, T1, a1, 51, -...), donde (z¢,a;) €K y s; € RF, £ > 0.

Sea m € II una politica de control arbitraria y 2o = z € X el estado inicial. Entonces,
cxiste una tinica medida de probabilidad P] en (2, F) [ver e.g. Dynkin y Yushkevich (1979),
Hinderer (1970)] tal que para toda B €IB(X), C €B(4), D e B(R¥), he €H, y t =0, 1,...

Py l=zo x]=1

P;[at € Clht]=7l't[Clht],

Pl[¢&s € D|hi= /p(s)ds;
D

Pllzey1 € B|hya]l =Q(B|z,a0) = / 1p[F(xy,at, s)]p(s)ds. (1.3)
Rk

donde a¢ = m(he).

Al proceso estocéstico (Q2,F, P],{z.}) se le conoce como Proceso de Control de Markov
(PCM). En particular, si 7 es una politica estacionaria, el proceso {z:} es de Markov respecto

a la medida de probabilidad P] {Hernandez-Lerma (1989)].

Denotaremos por E7 al operador esperanza respecto a PJ y para cada politica estacionaria

4



f €IF escribiremos

1.4 Problema de Control Optimo

Para formular el problema de control éptimo (PCO) necesitamos una funcién que mida el com-
portamiento del sistema. A esta funcidn se le conoce como indice de funcionamiento y su forma
depende del criterio de optimalidad de interés. En este trabajo estudiaremos los criterios de

costo descontado y promedio, los cuales estan definidos de la siguiente manera.

Para cada politica w € II y estado inicial z € X, definimos el costo total descontado como

Va(m,z) := E] [i a’c(:z:t,at):l (1.4)
t=0

donde a € (0,1) es el factor de descuento dado; y el costo promedio por etapa como

J(m,z) := limsup M, : (1.5)
n—o00 n
donde
n—1
Jp(m,z) = Z EZ[c(zt, ar)] (1.6)
t=0

cs ¢l costo esperado en n etapas cuando se usa la politica m € II y el estado inicial es z € X.

Dado un modelo de control (X, A, R*, F, p,¢), una familia de politicas admisibles II y un
indice de funcionamiento, el PCO consiste en encontrar una politica #* tal que minimice dicho

indice.

Por ejemplo, para el criterio de costo descontado, el PCO es encontrar una politica 7* € II

tal que

Va(z) := u€1£x Valm,z) = Vo(n*,z), z € X. (1.7



En este caso decimos que 7* es a—0ptima.

Para el criterio de costo promedio, el PCO es encontrar una politica n* € II tal que

J*(z) := 1161% J(m,z) = J(n*,z), =€X, (1.8)
y diremos que 7* es costo promedio 6ptima (CP-6ptima).

A las funciones V(-) y J*(:) las llamaremos costo descontado éptimo y costo promedio
6ptimo respectivamente, y cuando sea claro el contexto en el que estemos trabajando solo las

llamaremos funciones de valor éptimo.

El objetivo de este trabajo es estudiar el problema de control adaptado para procesos de
Markov, para lo cual supondremos que la densidad p de las variables aleatorias & en (1.1)
cs desconocida. Esto nos lleva a tener que implementar métodos de estimacién estadistica, y
en cste sentido, la politica que resulta al combinar estimacién y control se la llama adaptada.
Por lo tanto, el problema de control adaptado consiste en encontrar una politica adaptada que

minimice cierto indice de funcionamiento.

Para el estudio del problema de control adaptado, supondremos que las realizaciones &g, €1, €2, ...

dcl proceso de perturbaciones, y el de estados zg, 1, z9, ..., son completamente observables.

1.5 Hipotesis generales sobre el modelo de control

La construccién de las politicas adaptadas en los siguientes capitulos estd basada en la existen-
cia de minimizadores medibles f €IF. Para garantizar dicha existencia, es necesario imponer
condiciones de continuidad y compacidad en el modelo de control. Antes de establecer estas

condiciones veamos la definicién formal de minimizadores:

Definicién 1.2. Sea v una funcidén real definida en IK. Decimos que f €IF es un

a) minimizador medible de v si

v(z, f(z)) = aeiﬂfx)v(m,a), T € X.



b) — minimizador medible, § > 0, de v si

v(z, f(z)) < inf v(z,a)+6, z€X.
a€A(x)

Claramente, si f €IF es un minimizador medible entonces f es un §—minimizador medible

para cada § > 0. Esto implica que para garantizar la existencia de d—minimizadores no es

necesario imponer condiciones tan restritictivas en el modelo de control, comparandolas con las

que garantizan la existencia de minimizadores.

A continuacién estableceremos dos tipos de hipdtesis que garantizan la existencia de -

minimizadores y minimizadores medibles.

Sea W : X — [1,00) una funcién medible dada. Denotemos por L{y al espacio lineal

normado de todas las funciones medibles u : X — R con

GO
Nullyy = 52)12 W) < oo.

T
Hipétesis H1.

a) Para cada u € L{y el conjunto

(z,a) : /u[F(x,a, s)]p(s)ds < r

Rk
es de Borel en K, para cada r € R;

b) para cada z € X, A(z) es un conjunto o— compacto;

(1.9)

c) para cada z € X, la funcién a = ¢(z,a) es semi-continua inferiormente (s.c.i.) en A(z) y

sup |c(z,a)] < W(z).
A(z)

Lema 1.3: Supongamos que la Hipdtesis H1 se cumple y u € L{p. Entonces la funcién

acA(x)

u*(z) := inf c(:c,a)+/u[F(a:,a, s)]p(s)(ds) p , =€ X,
Rk

es medible y para cada 6 > 0 existe un §—minimizador, es decir, existe f €IF tal que

(1.10)



(@, )+ [ulF(z, £,9)p(s)(ds) S w'(2) +6, = € X.
Rk
La demostracién de este lema es una consecuencia del Corolario 4.3 en Rieder (1978).

En general tenemos la siguiente definicion:

Definicion 1.4. Sea § > 0 un nimero arbitraio. Decimos que una politica = € II es

a) § — a—o6ptima si Vy(m,z) < Vi(z)+4, z € X.

b) §—-CP-éptima si J(w,z) < J*(z) + 9, =z € X.

Hipétesis H1’.
a) H1(a), (c) se cumplen.

b) Para cada z € X, A(z) es un conjunto compacto.
c) Para cada u € L{y, z € X, la funcién
a—» /u[F(:c,a, s)]p(s)ds
Rk

es semi-continua inferiormente [ver A.2.0, Apéndice A].

Lema 1.5. Supongamos que la Hipétesis H1’ se cumple y v € L}. Entonces la funcién u*

definida en (1.10) es medible y existe f €IF tal que
w(@) = cla, £) + [ ulF(z, 1,5)}o(s)(ds), s € X.
Rk

De nuevo, la demostracién de este lema es una consecuencia del Corolario 4.3 en Rieder

(1978).



A lo largo del trabajo usaremos supy, infx, sup(z) y infa(;) para denotar sup,¢y, infzex,

SUPse A(z) ¥ inf,c 4(z) respectivamente.

En cada uno de los siguientes capitulos, estableceremos otro grupo de hipdtesis que imponen
condiciones a la funcién de densidad p de las variables aleatorias & en (1.1). Estas condiciones

dependen fuertemente del tipo de fndice de funcionamiento que se esté analizando.

1.6 Ejemplo

Consideremos un proceso de control de la forma

T4l = (xt+atnt—Xt)+, t=0,1,2,..., (111)

con zg = = conocido, espacio de estados X = [0,00), conjunto de controles admisibles A(x) =
A, z € X, donde A es un subconjunto compacto del intervalo (0, 0], para algtin § € R, con

6 € A. Ademds, {n,} y {x:} son sucesiones independientes de variables aleatorias i.i.d.

La relacién (1.11) describe algunos modclos de control de sistemas de almacenamiento, como
por ejemplo, sistemas de produccién- inventario (7; = 1), sistemas de colas, etc. [ver Dynkin y

Yushkevish (1979), Herndndez-Lerma (1989), etc.]

Para fijar ideas, centramos nuestra atencién en un sistema de colas con un servidor del tipo
GI/GI/1]/oo con tasa de servicio controlable. En este caso, z; y a;n¢ denotan, respectivamente,
el tiempo de espera y el tiempo de servicio del t— ésimo cliente y x; €l tiempo entre arribos del
t— ésimo y el (t+1)— ésimo cliente. Ademds, a; es el reciproco de la tasa de servicio controlable

u; (ar = 1/u;) para el t— ésimo cliente.

Supondremos la existencia de las funciones de densidad p,, y py, de las variables aleato-
rias 79 ¥ xo respectivamente, las cuales son acotadas, continuas y estrictamente positivas en
[0,00). Ademds supondremos que la densidad p := pp, py, es desconocida, pero las realizaciones
70y My -oes Mt—1y X0s X1y Xt—1 Y los estados z; son observables en el momento de tomar la de-
cisién a;. Un caso particular donde se cumple este supuesto, es cuando el sistema de espera
es un canal de trasmision de mensajes. En este caso, z; representa el tiempo que tarda para

empezar a ser procesado el t—ésimo mensaje, a;n; tiempo de transmisién del t—ésimo mensaje



¥y Xt el tiempo entre arribos del t— ésimo y el (t+ 1)— ésimo mensaje [ver, por ejemplo, Weber

y Stidham (1987)].

Este ejemplo serd retomado en cada uno de los siguientes capitulos para ejemplificar la

teoria desarrollada.
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Capitulo 2

Criterio de Costo Descontado

2.1 Introduccién

En este capitulo estudiamos el problema de control adaptado bajo el indice de costo descontado
(1.4). Proponemos un método de estimacién de la densidad p de las variables aleatorias &; en
(1.1) para construir politicas adaptadas. Dichas politicas eligen la accién a; como una funcién

de la historia del proceso y del estimador p, de p.

El indice de costo descontado tiene la caracteristica que depende fuertemnente de los con-
troles o acciones aplicadas en las primeras etapas, que es donde el método de estimacién no
proporciona mucha informacién acerca de la densidad p. Esto implica que por lo general no ex-
iste una politica adaptada a—déptima, y este hecho nos lleva a tener que considerar otro criterio

de optimalidad llamado optimalidad asintdtica descontada.

En particular, en este capitulo, mostramos que la politica adaptada llamada Principio de
Estimacién y Control [Mandl (1974)] y la que resulta al implementar esquemas de Iteracién
de Valores No-estacionario [Herndndez-Lerma y Marcus (1985)] son asintéticamente éptimas

descontadas. Estos resultados se encuentran en el articulo Gordienko y Minjarez-Sosa (1997).

2.2 Ecuacién de optimalidad en costo descontado

Para el resto del capitulo, fijamos una funcién W () satisfaciendo la Hipétesis H1(c) y carac-

terizaremos el conjunto de densidades que definen la clase de PCMs para los cuales la teorfa

11



desarrollada es aplicable.

Definicién 2.1. Sea p: R — R una funcién medible no negativa y € € (0,1/2), fijos. Deno-

tando q := 1 + 2¢, definimos el conjunto Dy = Dq(P, L, Bo, bo, P, q) como el conjunto de todas

las densidades p en R* que satisfacen lo siguiente:
a) p € Lq(mk);

b) existe una constante L tal que para cada z € R*,

18:pll,, < L2/,

donde A,pu(z) := p(z + z) — pu(z), z € R* y || es la norma Euclidiana en R*;
c) p(s) <P (s) casi dondequiera con respecto a la medida de Lebesgue;

d) para cada z € X, a € A(x)

/W”[F(:z:,a, s)|p(s)ds < BeWP(z) + bo;
Rk

donde p > 1, fp < 1, by < oo son arbitrarios pero fijos.

Hipétesis H2.

a) La densidad p de las v.a. & en (1.1) pertenece a Dy.

b) La funcién

¢(5) := sup[W (z)] ™" sup W[F(z,a,s)]
X Alz)

es finita para cada s € R*.

c) [ ¢%(s) lﬁ (s)’z—q ds < oo.
Rk

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Observacién 2.2. La funcién ¢ en (2.3) puede ser no-medible. En este caso supondremos que

existe una funcién @, satisfaciendo la Hipétesis H2(c), tal que ¢ <@ .

12



Proposicién 2.3. Supongamos que k = 1. Una condicién suficiente para que se cumpla (2.1)

es la siguiente: Existe un conjunto finito G C R (posiblemente vacio) y una constante M > 0

tal que,
i) p tiene una derivada acotada p’' en ®\ G la cual pertenece a Lg;

il) la funcién |g/(z)| es no creciente para z > M y no decreciente para z < —M.

Observemos que G incluye puntos de discontinuidad de p si estos existen.

Demostracién. Consideremos los siguientes casos:

L-|z| > 1.

Usando las definiciones de ||-||, y A;, y el becho de que [ p(2)dz = [g pu(x + 2)dz tenemos:

182l = [18.4@)17ds < [ (o +2)| + () do <
R R

Mo [ |n(a)" do < My < M ), (24)
R

para alguna constante Mg > 0y My > 0. La relacién (2.4) implica (2.1) con L := (Mé)l/q.
IL- |2] < 1.

Sea G = {x9,z1,...,Zm}- Sin pérdida de generalidad, supongamos que z > 0, —M — z <
zg < ... < Ty < M. Ahora,

—_M—z -M To T
18y = [ 1dw@Pds+ [ 8@ ds+ [ 1Al de+ [1ap@)0d+ .4
-0 -M-z -M EL]

M oo
/ |Ap(z)]? dz + / A u(z)|? dz. (2.5)
Tm M
Por otro lado, bajo la condicién (i), para cada z, z ¢ G, existe z* € (z,z + 2) tal que

|2 = ) < 2o
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|8.1(@)| < |2] Lo (2.6)

para alguna constante 0 < Lg < co. De aqui tenemos que

B:u(2)| < 2] max_ 4(y), @, 2 ¢G.

zlylz+z
Ahora, por la condicién (ii) tenemos
18.s(@)] < el | (5 + 2)], i € (o0, —M — 2); (2.7)
1Anss(®)] < |21 |1 @), 53 3 € (M, 00). (2.8)

Usando las relaciones (2.6)-(2.8) en (2.5) y por la condicién (i) obtenemos:

—M-~z -M o 1
lAa.ull < / 1207 |4/ (@ + 2)|Tdz + / L9 |2f9 dz + /Lg lzlqd:c+/Lglz|qd:z:+...+
—00 -M—z —-M g -

M oo
/Lg |2|¢ dz + / |27 |4 ()| dz € Ly 2|7 + Lo |2} + . + Lonys |2] < L* |2)7 < L* 2],
ZTm M

para algunas constantes L; > 0, ¢ = 1,....m + 5, y L™ > 0. La 1ltima desigualdad es por el
hecho de que |z| < 1. De aqui, [|Azpll, < (L)Y (2|9 . Tomando L := (L*)!/9 llegamos a que
(2.1) se cumple.

Una demostracién similar se tiene cuando z < 0. Basta tomar a los elementos de G satisfa-

ciendo ~-M <3< .. <z, <M-21

El siguiente lema establece propiedades importantes de la funcién W y la funcién de valor

éptimo VJ que serdn usadas a lo largo del trabajo.
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Lema 2.4. Supongamos que las Hipétesis H1(c) y H2(a) se cumplen. Entonces,

a) para cada z € X, a € A(z),
[WIFG,a,9)p(s)ds < W) +5,
Rk

donde 8 =ﬁé/p, b= b(l)/p;
b) sup EJ[WP(z,)] < oo, sup EJ[W(z:)] < oo, paracada w€ll, z € X;
21 £>1

c) existe una constante C' tal que

Vi) <CW(z) z€X.

Demostracién. a) Por (2.2) tenemos

l/p

[WIFG,a,es)ds < | [ WrIFG,a,9)lols)ds| <
Rk Rk

[BoWP(z) + bo)'/? < BAPW () + b3/P.

Tomando 38 := ﬁl/ Pyb:= b/P obtenemos la parte a).
0 0

b) De (2.2) y (1.3) obtenemos, para cada t €IN,

(2.9)

(2.10)

Ez[WP(zy) | he] = /WP[F(xt——laat—la s)p(s)ds < BoWP(z¢-1) + by, z € X, w e IL
Rk

Tomando esperanza E en ambos lados de esta relacién,

EZ(WP(z)] < BoBZ(WP(z11)] +by, € X, m€l, t€N.

Iterando esta desigualdad y usando el hecho de que By < 1 y W?(-) > 1, obtenemos

EZ[WP(z1)] < BoWP(z) + (1+Bo+ ... + B3 Yoo < WP(z) + bo/(1 — fo)
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< [1+bo/(1 = Bo)[WP(z) < oo.

De manera similar, usando (2.9) se prueba que

Ez[W(z)] < [1+b/(1 - B)]W(z) < oo (2.11)

c) De la relacién (2.11) y la Hipétesis H1(c), tenemos que para cada t > 0

EZle(t,a0)] < EZ[W(2:)] < [1+8/(1 - B)]W (). (2.12)

Finalmente de (1.4) y (1.7) concluimos que

V() < Va(m,7) < CW(z), (2.13)

donde C :=[1/(1 —a)][1+b/(1 - B)]. &

En el siguiente teorema se muestra que la funcién de valor éptimo V satisface la ecuacidn
de optimalidad y se garantiza la existencia de § — minimizadores bajo el criterio de costo descon-
tado. Este resultado es clave para mostrar la existencia de politicas adaptadas asintéticamente

Optimas.
Teorema 2.5. Supogamos que las Hipétesis H1 y H2(a) se cumplen. Entonces

a) la funcién de valor éptimo V}(-) satisface la ecuacién de optimalidad a-descontada, i.e.

acA(z

Va(z) = inf) c(x,a)+a/V‘;[F(cc,a, s)]lp(s)ds y , = € X; (2.14)
Rk

b) para cada § > 0, existe una politica estacionaria f €IF tal que

c(z, f) + / V2IF(z, f,5)lp(s)ds < V2(z)+ 6, =€ X. (2.15)
Rk
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La parte a) es el Teorema 4.1(b) en Herndndez-Lerma (1994), mientras que la parte b) se

sigue del Lema 1.3.

2.3 Estimacién de la densidad

En csta seccién desarrollamos el método de estimacién de la densidad p el cual lo usaremos
en la construccién de las politicas adaptadas en la préxima seccién. Para esto, denotemos por
£0,&1, .-, €11 a las realizaciones independientes, observadas hasta el tiempo ¢t — 1, de vectores
aleatorios con la densidad desconocida p € Dy. Sea p; = pi(s;€o0,&1,---,Et—-1), s € R* un

estimador arbitrario de p tal que p; € Ly y, para algin v > 0,

Elp- [n”é = O(t™") cuando t — oo. (2.16)

Supondremos que los estimadores p;, t €IN, no necesariamente son densidades.

Ahora, el estimador de p que usaremos lo definimos como la proyeccién p; de g: sobre el

conjunto de densidaes D := D; N Dy, donde0

Dy := {u: pt es una densidad en R, € L, y p(s) <P (s) c.s.}; (2.17)

Dy := {p : p es una densidad en R*, € Ly, [W[F(z,a,s)]u(s)ds

(2.18)
< BW(z) +b, (z,a) € K}

La existencia del estimador p; la garantiza el Lema 2.6 enunciado mas adelante, debido a
que el Lema 2.6 muestra que D es un conjunto cerrado y convexo en Lg, y de esta manera,
usando un resultado sobre la existencia de la "mejor aproximacién ” en Lg [ver, por ejemplo,

Proposiciénes 2 y 3, p. 343 en Kothe (1969)], existe una tinica densidad p; € D satisfaciendo

loc= pll, = inf s~ ol €N, (2.19)
Es decir, la densidad p¢ es la mejor aproximacién del estimador g; sobre el conjunto D.

Observemos que bajo la Hipdtesis H2 y el Lema 2.4(a) tenemos que p € Dy C D.
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Lemma 2.6. Bajo la Hipétesis H2(b), (c), el conjunto D = D; N Dy definido en (2.17) y (2.18)

es un subconjunto cerrado y convexo de L,.

Demostracién. Primero mostraremos que D es cerrado. Sea u, € D una sucesién tal que
fhn it p € L, Supongamos que p ¢ Di, es decir, existe A C RF con m(4) > 0 tal que
p(s) >P (s), s € A, donde m es la medida de Lebesgue en ®*. Entonces, para algiin § > 0 y
A" C A con m(A4’) > 0 tenemos que

u(s)>p(s) +4, se A. (2.20)

Ahora, como i, € D1, n €N, existe H C R con m(H) = 0 tal que

pa(s) <P (s), seRF\H, neIN. (2.21)

Combinando (2.20) y (2.21) obtenemos

u(s) = pa(s)| 26, s€ ANR*\H), neN.

Como m(A’N (R¥\ H)) > 0, tenemos que p,, no converge a x en medida, lo cual contradice

a la convergencia en Ly. Por lo tanto x4 € Dy.
Ahora, para mostrar que g € Dg, usando el hecho
[WIPG,a,5)um()ds < BW(@) +b, (z,0) €K, neEN,
Rk
es suficiente mostrar que
/W[F(m, a, s)]un(s)ds — /W[F(zz, a,s)]u(s)ds cuando n — oo,
Rk Rk
para toda (z,a) €IK.

Por (2.3) W[F(z,qa,s)] < W(z)p(s), (z,a) €K, s € R*. De aqui, para cualquier (z,a) €K
fijo,ye =(q—1)/2
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i = | [WIFG,a,9)lun(s) - wo)ds| < W) | [ 0()lun(s) - n(s)lds

k

< W(z) / 0() |n(5) = p(8)| 722 | () — u(s)| 1+ 2 gs (2.22)
Rk

Aplicando la desigualdad de Holder en el dltimo término de (2.22) y tomando en cuenta que

1, bn € D) obtenemos

-

I < W(z) /‘Pz(s)lﬂn(S)—u(S)ll_zeds /lun(s)—u(s)[H"’fds
ED k

L
2

1
2
ll—?s

IA
3
3

[ ds| | [lunts) - (o) as
Rk Rk

2

< MW() / lin(s) — p(s)| 2% ds| . (2.23)
%k

para alguna constante M. La tltima desigualdad se debe a la Hipétesis H2(c).
Comog=1+2cy pu, -13 i, el lado derecho de (2.23) tiende a cero cuando n — co.

Finalmente, para demostrar que D es cerrado, mostraremos que p es una densidad en RF.

Para esto, observemos que p > 0 c.s..

Por otro lado, similarmente a (2.23),

1= [ ue)ds| < [ lun(s) - (o)l ds

R RE

N

1
2

<|[[22@] " ds| | [ lunts) - uo) s
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Wt

<M /lun(s) —pu(s)|'*%ds| =0, as n-— oo,
Rk

para alguna constante M; > 0.

La convexidad de Dy D3 es verificada dircctamente de (2.17) y (2.18). W
Tomando en cuenta las desigualdades (2.22) y (2.23) obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.7. Bajo la Hipétesis H2,
[ 0)low(s) = p(s)]ds < Milpe = pl/%, t € IN.
Rk

En efecto, basta comparar el segundo término de (2.22) con el tiltimo término de (2.23),

sustituir p; y p por g, y p respectivamente y recordar que q =1 + 2¢.
A continuacién mostramos un ejemplo de un estimador que satisface la relacién (2.16).

Ejemplo 2.8. [Hasminskii e Ibragimov (1990)]. Sea {2} una sucesién de mimeros reales

positivos tal que lim¢—oo 2F/t = 0 y 2t — 0o cuando t — co. Definimos

X i 1 t—1
pt(s) = ﬂt(5§ ztaéOaflv "',gt—l) = ? Z 1/2t (3 - fi), s € g‘)-k, (224)
i=0

donde V. (y) es un kernel del tipo de Vallée Poussin [ver, por ejemplo, Devroye (1987)]:

k
COS 2y, — Ccos 2z
Vz(y) — H Yn Yn

n=1

, y = (1,92, - uk) € RF, 2> 0.

wzy2

En particular, como se muestra en Hasminskii e Ibragimov (1990), si escogemos z; = t"

donde r = sq(q — 1)/[g(s +1) = 1] < 1 y s = 1/kq, entonces (2.1) implica que el estimador
(2.24) satisface la relacién (2.16) con v:=r/2. i
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Definimos la pseudo norma (posiblemente tomando valores infinitos) en el espacio de todas

las densidades i en R®* por

Il := suplW @] sup [ WIF(z,0,5)]u(s)ds. (2.25)
X A(Z)R"
Teorema 2.9. Supongamos que las Hipétesis H1 y H2 se cumplen. Entonces
Ellpe — ol =0O(t™7) cuando t— oco.

Demostracién: De (2.25) y (2.3) tenemos

loc=pll < [ suplW ()] sup WIF(z,a,9)] lou(s) = pls)] ds
o X Alz)

= [ o) In(s) = pls)lds, te M.
Rk

Por el Corolario 2.7 obtenemos:

loe = pll < Mllp = %, teN, (2.26)

para alguna constante M.

Por otro lado,

llpe = plly < Wloe = pellg + WA — pllg < 2116 — £l

donde la 1iltima desigualdad se sigue de (2.19) y el hecho de que p € D. De aqui,

loe = pllE/% < 292 |, - pl9/?,  teIN. (2.27)

Combinando (2.26) y (2.27) y usando (2.16) obtenemos el resultado deseado. W
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Observacién 2.10. Puede suceder que ||p; — p|| no sea una variable aleatoria. En este caso
el Teorema 2.9 muestra la existencia de cotas superiores medibles b, para {|p; — p}| tal que

lim Eb; = 0 (ver Observacién 2.2).
t—oo

2.4 Politicas adaptadas

Como se mencioné en la introduccién del capitulo, las caracteristicas propias del criterio de costo
descontado hacen que no necesariamente existan politicas adaptadas a- 6ptimas. Es por esta
razén que en este caso usamos el criterio de optimalidad asintética introducido originalmente

por Mandl (1974) y usado despues para el caso descontado por Schil (1987).

Definicién 2.11. a) [Schal (1987)] Una politica m se dice que es asintéticamente Sptima

descontada si para cada z € X,

E7 [®(z¢,a:)] = 0 cuando t — oo,

donde a; = 7 (hy) y

2(z,0) = c(z,0) + @ [ ViIF(z,0,9lp()ds — Vi (@), (z,0) € IK, (2.28)
ﬁk

es llamada funcion de discrepancia, la cual es no negativa en vista del Teorema 2.5.

b) Sea § > 0. Una politica 7 es —asintéticamente éptima descontada si para cada z € X,
tl—l—)r& E;_.r [@(mt,at)] < d.

® es llamada funcién de discrepancia porque puede ser interpretada como una medida de

la ”desviacién de optimalidad”. Para mas detalle ver, por ejemplo, Herndndez-Lerma (1989).

Para construir las politicas adaptadas que presentamos en cste capitulo, nos basamos en las
ideas usadas en Hernéndez-Lerma y Cavazos-Cadena (1990), las cuales consisten en remplazar

a la densidad desconocida p por sus estimadores p; y hacer uso de las correspondientes ecua-

22



ciones de optimalidad. Por esta razdn, necesitamos extender algunos resultados de la Seccion

2 al contexto de las densidades p; € D, definidas en la Seccién 3.

Hipétesis H3. Para cada u € Lgy, t EN y r € R, el conjunto

(z,a): /u[F(a:,a, s)pe(s)ds < r
Rk
es de Borel en K.

Bajo la Hipétesis H3, los resultados del Lema 2.4 y del Teorema 2.5, con p, en lugar de
p, son vialidos debido a que para demostrarlos, ademds de las Hipétesis H1(b), (c), solo se usa
la desigualdad (2.9) y la Hipétesis H1(a) [ver Herndndez-Lerma (1994)], las cuales pueden ser
sustituidas por el hecho de que p, € Dy y la Hipétesis H3 respectivamente. Con esto tenemos

el siguiente resultado.

Teorema 2.12. Bajo las Hipétesis H1(b), (c) y H3 tenemos:

a) Para cada t €IN existe una funcién V; € L{y tal que

Vi(z) = /lll(l:f) c(:z,a)+a/Vt[F(:v,a,s)]pt(s)ds , TE€X. (2.29)
Rk

b) Para cada t €IN y &, > 0, existe una politica estacionaria f; €IF tal que

olz, £+ [ ViF(z, fu )o(s)ds < Vila) +8, 7€ X. (2.30)
Rk
c) Existe una constante C* tal que sup;>q [|[Villy < C.
d) Si ’[;05 0 Yy
Ve (z) = /111(1) c(z,a) +a/ Vi1 [F(z,a,s)]oi(s)dsy, z€X, teN, (2.31)
Rk

23



entonces "thlw <C para alguna constante C; y para cada §;> 0 existe una politica esta-

cionaria f;€IF tal que
c(z, fr) +a/ Vio1 [F(z, fir, 8)lpi(s)ds <Vi (2)+ 8, =€ X. (2.32)
Rk

A continuacién definimos las politicas adaptadas n#* y 7 las cuales se pueden considerar como
una extensién de las politicas adaptadas llainadas " Principio de Estimacién y Control” (PEC-
politica), propuesta en Mandl (1974), y la que se obtiene al aplicar esquemas de "Iteracién de

Valores No estacionarios” (IVN- politica), propuesta en Hernidndez-Lerma y Marcus (1985).

Definicién 2.13. Sean {6;} y {St} sucesiones arbitrarias de nimeros positivos; {f:} y { ft}

sucesiones de funciones satisfaciendo (2.30) y (2.32) respectivamente.

a) La PEC- politica daptada n* = {n}} se define como

my (he) = i (hes o) i= fo(@e), he€Hy, teN,
donde my(z) es cualquier control fijo.
b) La IVN- politica adaptada 7 = {7;} se define como

iy (he) =7¢ (hes pe) i=f, (ze), he € Hy, t€N,

donde 7y (z) es cualquier control fijo.

Supongamos que {6:} y {§:} convergen y sea ¢ := limy00 6, 6:= limy_00 & . El resultado

principal de este capitulo es el siguiente:

Teorema 2.14. Bajo las Hipétesis H1, H2 y H3 la politica adaptada n* cs §—asintéticamente

éptima descontada y la politica adaptada 7 es § — asintéticamente éptima descontada.

En particular, si § =§= 0 entonces las politicas 7* y 7 son asintéticamnete éptimas descon-

tadas.

24



Obsevacién 2.15. En el resto del trabajo estaremos usando repetidamente las siguientes

desigualdades:

lu(z)} < llullw W(z) (2.33)

/ u[F(,a, 5)]] u(5)ds < llully [BW (z) + b] (2:34)
ﬁk

para toda u € L{y, p € D, z € X y a € A(z). La desigualdad (2.33) es consecuencia de la
definicién de ||-|[y, ¥ (2.34) se sigue del Lema 2.4(a) y al definicién del conjunto D.

La demostracién del Teorema 2.14 estd basada en el siguiente resultado.

Lema 2.16. Bajo las Hipétesis H1, H2 y H3, para cada z € X y 7w € II,

. P _y* - . Ty _1/* —
a) tl_lng EWVi-V*|y =0 y b tl_IE& E; [V, =V ” 0.
Demostracidon. a) Para cada p € D definimos el operador
T.u(z) = Ax(lf) c(z,a) + a/u[F(:z;,a, s)|p(s)ds p, z € X, u € L. (2.35)
k4

ﬁk
Por la Hipétesis H1{c), la definicién del conjunto D y (2.34) tenemos que T mapea L{j en si

mismo (T : Lyy — L{p).

Sca 8 € (a,1) un ndmero arbitrario fijo, y W (z) := W(z) +d, z € X, donde d :=

b(#/a —1)"!. Denotamos por L% al espacio de funciones medibles v : X — R con la norma

|u(=)]
ull,5 1= sup ———— < oco.
el zeX W (z)
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De aqui tenemos que

lull; < lully, w € L§. (2.36)

Por otro lado,

llully = sup

{ u(z) W(z)+d
X

W(z)+d W(z) } < lully (1 +d/infx W(z)). (2.37)

De (2.36) y (2.37) tenemos que L{y = L;g y las normas |||y ¥ HHW son equivalentes. De esta

manera, para demostrar la parte (a) es suficiente mostrar que

Jim BT Vi - V2l =0. (2:39
En el Lema 2 de Van Nunen y Wessels (1978) fué demostrado que la desigualdad
/ W[F(z,a,s)lu(s)ds < W(z)+b
Rk

implica que el operador T, en (2.35) es una contraccién con respecto a la norma ””w'/ con

modulo 0, es decir,

ITwv — Tyull; <Ollv—ully, v, uelyp. (2.39)

w
Por lo tanto. de (2.14) y (2.39) tenemos que la funcién V es el tinico punto fijo, en L7,
del operador T}, mientras que la funcién V; es el dnico punto fijo, en L{y, de Tp , t €IN; esto es
Ve =V, T,Vi=V. (2.40)

De aqui

P " a

Vs = Vil = |Tova - T | < |Tove - 75,75

ol -nl,

<|rve -1, vz
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* 1 * *
Ve = Vil < 1=% “TpVa -1, Va

_ t e IN. 2.41
5o t€ (2.41)

Por otro lado, usando (2.25), el Lema 2.4(c) y el hecho de que [W (-)]™! < [W(")]7},

obtenemos

|V - T, vz

P

5 S @mp07 (@) sup R/ V2 (F(z,a,)] o(s) — pu(s)] ds

< aCsup[W ()] sup / W[F(z,a,5)]|p(s) = pe(s)|ds =aCllp—pe|l, te€N.  (2.42)
X A(z)%k

Como p; no depende de 7 y z, tenemos que E7 ||p — pi]| = E|lp — pu|| . Por lo tanto, combinando

las desigualdades (2.41) y (2.42) con el Teorema 2.9, concluimos que (2.38) es vilido.

b) Usando argumentos similares a la demostracién dela parte (a), de las relaciones (2.14), (2.31),

(2.39) y (2.42), obtenemos

[V Vel < [Tz - Tz

FHolva-v|, <eClo—al+ofvi-v ..

Por lo tanto, para cada z € X, = € II, t €IN,

E;

Va= Vi < aCEZ llo— pill + 0E;

Vo=V (2.43)

Ahora, por el Lema 2.4(c), Teorema 2.12(d) y la equivalencia de las normas |-}, y -5

tenemos que A := limsup,_,,, E] |V3— Vt”Vi—/ < 0o. Tomando limsup cuando t = co en ambos
lados de (2.43) y aplicando el Teorema 2.9, llegamos a que A < 6], lo cual implica que A = 0.

Esto demuestra la parte (b). B

Demostracion del Teorema 2.14.

Para cada t €IN definimos las funciones ®} : IK— R y $;:IK— R como:
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®}(2,0) : =c(5,0)+a [VilF(s,0,9)n(s)ds - Vile);
Rk

Be(@,0) : =c(0,0)+a [ Veor [F(e,0,9)]p(s)ds= Ve (@).
Rlz

Por el Teorema 2.12(a), (d) ambas funciones son no negativas.

Usando las definiciones de ®} y ®; y sumandoy restando el término a [y Vi[F(z, a, 5)]p(s)ds,

tenemos
21(@,0) = 2(z,0)| < Vi) = Vila)l+ o [ VilF(z,0,9)]pi(s) = p(s)] ds
Rk

+a/ Vi[F(z,a,s)] — Vi[F(z,a,s)]| p(s)ds
Rk

IA

Vs = Villy W(@) +aC" [ WIF(,a,9)]lou(s) = p(o)] ds
Rk
+alfW (@) + 8 IVi = Vi

para cada (z,a) €IK, t €IN [ver Teorema 2.12(c) y Lema 2.4(a)]. Por lo tanto, usando la
definicién de ||| en (2.25), la equivalencia de las normas |||y, v |I-ll; v las desigualdades

(2.41) y (2.42),

suplW ()] sup [7(z,0) ~ 2z, 0)| < oz llo— ol + aC" o~ ol
X A(z)

b ]aC’
1

+a o+ Sloc—ell = Clloc=pll, (244

infx W(z)

donde C' = aC* + {1 + o [B + b/ infx W (z)]} (1 — 8)~1aC.

Por otro lado, de la definicién de la politica 7* [ver Definicién 2.13(a)] y de las funciones f;

en (2.30) tenemos que @} (-, 77 (:)) < &, t €EIN. De esta manera
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Bz, mi(he)) < |8(ze, 7 (he)) — B (e, 7 (he)) + &) < o |®(z1,0) — ; (1, a)| + 6

< W(z:)sup[W ()]~} sup |®(z,a) — &} (z,a)| + &
X A(z)
< W(z)¢+6, teN, (2.45)

donde (; := C' ||p: — pl| . De (2.45) tenemos que

E] [®(ze,a0)) < B [W(2)¢] + 61,

y por lo tanto, para mostrar que la polftica #* es §— asintéticamente 6ptima descontada (ver

Definicién 2.11) es suficiente mostrar que

limsup ET [W(z;)¢:] = 0. (2.46)
t—roo

Para esto, observemos primero que si ¢ € Dy entonces por (2.18) y (2.25)
llull < sup[W (2)] ™ [8W (z) + b] < B+ b/ infx W (z). (2.47)
X

Usando esta desigualdad, es facil ver que sup;s [|p: — pll < C1 < oo para alguna constante Cj.

De aqui y por el Teorema 2.9 tenemos la convergencia en probabilidad:

Gt 13 0 cuando t — oo. (2.48)

Ademads, por el Lema 2.4(b) obtenemos
sup BT [W(z¢)G:)P < (C')PCY sup BT [WP(z,)] < oo.
t>1 t>1
Esto implica que la sucesién {W(z;)(;} es P —uniformemente integrable [ver Lema 7.6.9, p.

301 en Ash (1972)]. De esta manera, usando un criterio de convergencia de integrales [ver, por

ejemplo, Teorema 7.5.2 en Ash (1972)}, la relacién (2.46) queda demostrada si
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W(ze)s %, 0 cuando t — oo. (2.49)

Para esto tenemos:

Pr W)t > 7l= PIW(zi)¢ > 7, W(z) < §+ Pr W (z)¢e > 7, W(z) > ]

< PG> PP WG > 1< P o> 5]+ EEEL

donde T y ! son niimeros positivos arbitrarios. Por lo tanto, la relacién (2.49) se obtiene

haciendo t — oo en esta desigualdad y aplicando (2.48) y el Lema 2.4(b).

Las ideas para la demostracién de la segunda parte del teorema son similares. Primero

podemos mostrar que

sup(W ()] sup | 141 (2,0) ~ B(z,a)| <
X A(z)

”V;- Vi HW + a C llpt41 = ol + o [B + b/ infx W(z)] “Vt _V‘:“W :=C—,, t € IN.

De nuevo, lim; 00 E7[(,] = 0 (ver Lema 2.16(b) y Teorema 2.9), y las variables aleatorias ¢, son
uniformemente acotadas debido al Lema 2.4(c), Teorema 2.12(d) y (2.47). La demostracién se

concluye repitiendo los argumentos de la primera parte. B

2.5 Ejemplo

En esta seccién mostramos que el ejemplo presentado en el Capitulo I, Seccién 1.6, satisface las
hipétesis usadas a lo largo del capitulo (H1, H2, H3). Para esto supondremos que se cumple la
siguiente hipétesis:

Hipétesis E1.

a) La densidad p := py,py, pertenece a L, (R?) y satisface la desigualdad
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Al <L)z, 2 € ®2, (2.50)

para algunas constantes L < oo, ¢ > 1;
b) E(s) < 0, donde s := 0y — x;

c) existen constantes My < 0o, M < o0, a > 0, r > (¢ —1)/(2 - q), tal que

pa(s1) < Mie™ ™1, 51 >0 (2.51)

px(s2) £ Mg min{l,sz_(lh)}, s2 > 0.

Una consecuencia de (2.51) es que si A€ (0,a/6)

Ee* = Ee~Xx / N1, (s1)dsy < Ee™ XM, / 0=t gg) < oo, (2.52)

Consideremos la funcién H(z) := Ee*S. Entonces la Hipétesis E1(b) implica que H(0) = 1
y H'(0) = E(s) < 0. De aqui y tomando en cuanta (2.52), existe un nimero positivo A* tal que
H(z) < 1 para z € (0, A*). Fijamos un A > 0 tal que

A < min{\*, a2 — ¢)/(26)}.
Observemos que por la continuidad de la funcién H podemos elegir p > 1 tal que
H(p)) =0y < L. (2.53)

Tomamos W(z) := be**, z € [0,00), donde b es una constante arbitraria.

Ahora, para verificar que la Hipétesis H2(a) se cumple, es suficiente mostrar que la densidad

p satisface las condiciones (c) y (d) de la Definicién 2.1.

Definiendo

p(s) := My Mse™ %! min {1, s;(HT)} , 5 = (s51,52) € R, (2.54)
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claramente tenemos que p < g lo cual muestra que la condicién (c) se cumple.

Por otro lado, observemos que

/ L—ooyjl(® + as1 — s2)T]p(s)ds = Prob{(z+an—-x)* < ]
12

= Problz +an—x<y], s=(s1,s9).

De aqui,

/ L(—oo,0)l(z + as1 = s2)*]p(s)ds = Problz + an— x < 0], s = (s1,82).
3}2

Ademais, si B €IB(0, 00),

/13[(:1: +as — s2)%)p(s)ds = Problz +an — x € B], s = (s1,52).
R2

(2.55)

(2.56)

De (2.55) y (2.56), tomando p y Bo como en (2.53), by := WP(0) y R = (0, 00) x (0, 00) tenemos

/WP[F(m,a, s)]lp(s)ds = boProblz +an—x < 0]+ (I;)p/e'\P(“'asl—s?)p(s)ds

R2 R

< by + (l;)pe’\’"’/e’\p(“‘_”)p(s)ds < bg + Wp(a:)E'e’\’K

R

= b+ H(pA)WP(z) = by + foWP(z), z € X, a € A.

Esto muetra que la Hipétesis H2(a) se cumple.

(2.57)

Para verificar las Hipétesis H2 (b), (c), sea Ky := {(z,a) € K:z +as; < 52} y Ky =

{(z,a) € K:x +as; > s2}. De (2.3), para cada s = (s1,52) € R} tenemos

-1 -
p(s) = sup (b) e~ b sup eMFHas1=92)T = gup eI gyp eAEtasi—a)t
X A(z) X A(z)
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= max {sup e, sup e—’\”e)‘(”‘*'“""’)} = ma.x{l,e’\(o"_‘”)} <oo. (2.58)
K K,

Por otro lado, observemos que como A > 0,8 > 0, s1 2 0, s2 > 0,

. ¢(s) = max {l,e’\o”e'hz} < ma.x{l,e’\o““} =eM | 5= (s1,59) € Ry.

De esta manera, considerando (2.54),

/?2(5) (3(s))!"*ds < (M1M2)1-25/eZAo"e"”’(l'k) min{l,s;(1+r)(l_25)}ds
R? R2

- (M1M2)1—2£/6[2A0—a(1—2£)]31 min{l,s;(l“)(l_ze)}ds. (2.59)
R2

De la Hipétesis E1(c) es fécil ver que 208 — a(1 — 2¢) < 0, lo cual implica que la integral (2.59)
es finita. De aqui y (2.58) tenemos que las Hipétesis H2(b), (c) se satisfacen.

Las hipétesis de medibilidad H1(a) y H3 se demuestran directamente. Finalmente, la
Hipétesis H1(c) se satisface si tomamos una funcién de costo por etapa no negativa y s.i.c.,

arbitraria ¢ : [0,00) X A — [0, 00) tal que

supe(z,a) <be*®, z € [0, 00).
A
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Capitulo 3
Criterio de Costo Promedio

3.1 Introduccion

En este capitulo estudiamos el problema de control adaptado bajo el indice de costo promedio
por etapa. Apoydndonos en el método de estimacién de la densidad p de las v.a. §;, dado en
el capitulo anterior, presentamos la construccién de dos politicas adaptadas. La primera de
ellas se contruye aplicando una variante del ya conocido algoritmo de iteracién de valores no
estacionario, y la segunda analizando el costo promedio como limite del caso descontado. A esta
dltima técnica se le conoce como ”enfoque del factor de descuento desvaneciente” [vanishing

discount factor approach, Blackwell (1962)].

A diferencia del criterio de costo descontado, en el caso promedio si podemos mostrar que las
politicas adaptadas son CP- éptimas, pero su estudio requiere de una herramienta matematica
mas sofisticada debido a las dificultades ocasionadas por el andlisis asintético que este indice
requiere. Por ejemplo, bajo este criterio, en general no tenemos propiedades contractivas de
operadores, y mas aun, necesitamos imponer condiciones de ergodicidad restrictivas sobre la
clase de los PCMs considerados. Esto ultimo nos permite usar los resultados recientes de
Gordienko y Hernandez-Lerma (1995a,b) sobre la existencia de soluciones de la desigualdad y
ecuacién de optimalidad en costo promedio, y sobre la convergencia del algoritmo de iteracién

de valores, para mostrar la optimalidad de las politicas adaptadas construidas.

Los resultados expuestos en este capitulo sobre control adaptado se encuentran en los
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artfculos Gordienko y Minjarez-Sosa(1997) y Minjérez-Sosa (1998).

3.2 Hipétesis de optimalidad en costo promedio

Para el resto del capitulo, fijamos una funcién W (-) satisfaciendo la Hipétesis H1(c). Al igual
que en el capitulo anterior, caracterizaremos al conjunto de densidades que definen la clase de

PCMs que estaremos trabajando.

Sean d; y d2 métricas en X y A respectivamente, y sea d la métrica en IK definida como:

d((z,a), (z',a")] := max{d;(z, '), d2(a,a’)}, (3.1)

para todo (z,a) y (2/,a’) en IK. Ademds, sca G la clase de todas las funciones no decrecientes

g : [0,00) = [0, 00) tal que g(s) — 0 cuando s | 0.

Definicién 3.1. Sea p: R — R una funcién medible no negativa y € € (0,1/2), fijos. Deno-
tando g := 1 + 2¢, definimos el conjunto Dy = Dg(p, L, By, bo, p, q, m, 1, g?), como el conjunto

de todas las densidades u en R* que satisfacen lo siguiente [ver Def. 2.1]:
a) 1 € Lo(RF).

b) Existe una constante L tal que para cada z € R*,

IAzplly, < Llzl'9.

c) u(s) <P (s) casi dondequiera respecto a la medida de Lebesgue.

d) Para cada politica f €IF el proceso de Markov :1:{ con probabilidad de transicién [ver (1.2)]

Qu(B |z, f):= / 15[F(z, f,)|u(s)ds, B € B(X)
Rk

es Harris-recurrente positivo [ver Definicién A.2.7, Apéndice A].
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c) Existe una medida de probabilidad m en (X,1B(X)) y un niimero no negativo 3y < 1, y para
cada f €IF una funcién no negativa ¢¢ : X — R tal que para cualquier z € X y B €B(X),

1) Qu(B | 2, f) 2 ¥s(z)m(B);

i) [ WPIF(, £, 9)lu(s)ds < WP () +¥1(2) [ W(y)m(dy) para algin p > 1,
Rk X

[wrwm@y) < oo;
X

iii) }2£/¢f(z)m(dx) =y> 0.
X
f) Para cada = € X, existe una funcién g@ € G tal que para toda a € A(z) y («',d') €K,
1QuC 18) = Qul- | Kl < 92ldk, k1),

donde k := (z,a), k' := (z',a’), Q es como en (1.2) y
Wy = [ W) @),
X
para cualquier medida finita signada A en X, con || := variacién total de A.

Observacion 3.2. a) De la condicién e(i), 4 < 1. Por lo tanto, la condicién e(ii) implica que

para cada x € X, a € A(x),

[ WrP G, £,5)u(s)ds < WP (@) + by (3.2)
Rk

donde by := / WP(y)m(dy) < oo.
X

b) El conjunto Dj es mas restrictivo que el conjunto de densidades Dy usado en el capitulo
anterior para el caso descontado, debido a las caracteristicas del indice de costo promedio
mencionadas en la introduccién del presente capitulo. Observemos que las condiciones 3.1(a)-

(c) en la definicién de Dj, junto con (3.2), son escencialmente las mismas que se usaron para

definir el conjunto Dy.
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c) Considerando la observacién anterior, bajo las Hipétesis H1(c) y suponiendo que p € Dy,

tenemos que los resultados del Lema 2.4 son validos en este contexto, es decir,

i) para cada z € X, a € A(z),

[ WiF(z,,910(6)ds) < BW (@) +, (3.3)
Rk

donde 8 = ﬁé/p, b= b(l)/p con By y by como en (3.2);

ii) para cadaw € II, =z € X,
sup Ef [WP(z,)] < oo, sup EZ[W(z,)] < oo. (3.4)
t>1 >1

d) La condicién 3.1(d) implica que [ver Definicién A.2.7 Apéndice A] para cada f €F y p €

Dj, Qu(- | z, f) tiene una medida de probabilidad invariante gy, es decir,

0/(B)= [ Qu(B |z, fey(de), BeBX). (335)
X

e) Es facil mostrar que si los conjuntos A(z) no dependen de z € X , es decir, A(z) = A para
todo z € X, entonces la condicién (f) pucde sustituirse por la siguiente: Para todo z € X existe

una funcién ¢& € G tal que para todo z' € X

s‘j“p HQ( | :z:,a) - Q( ‘ m,aa)nw < gg[dl(:‘nam,)]'

La siguiente hipdtesis es equivalente a la Hipétesis H2 la cual la reescribiremos en el contexto

de este capitulo, y nuevamente consideraremos la Observacién 2.2.

Hipdtesis H4.

a) La densidad p pertenece a Dyj,.

b) La funcién
¢(s) := sup[W (z)] " sup W[F(z,a,s)], (3.6)
X A(z)
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es finita para cada s € R*.

c) /<p2(s) lf’ (s)ll—26 ds < o0 .
Rk

El estudio de los PCMs bajo el criterio de costo promedio puede hacerse por medio de la
desigualdad o ecuacién de optimalidad. Claramente, las hipétesis que garantizan la existencia
de una solucién a la desigualdad de optimalidad no son tan restrictivas comparandolas con las

que garantizan una solucién a la ecuacién de optimalidad.

Teorema 3.3 Supongamos que las Hip6tesis H1 y H4(a) se cumplen. Entonces existe una

constante j* y una funcién ¢ en L{j tal que

7+ 8(0) 2 inf |c(@0) + R/ B[F(z,0,5)]p(s)ds | , (3.7)

y ademds, j* = infren J(7, z) para toda z € X, es decir, j* es el costo éptimo.

Este resultado es el Teorema 2.6 en Gordienko y Herndndez-Lerma (1995a). De hecho,para

que se cumpla (3.7), no es necesario que p satisfaga la condicién (f) de la Definicién 3.1.

Observacidn 3.4. En Gordienko y Herndndez-Lerma (1995a) se mostro que 7* = limsup,, MMJa
donde 7* es el costo promedio 6ptimo, j, := (1—a)Vy(2),a € (0,1), 2 € X y V7 esla funcién de
valor a— 6ptimo. Siguiendo los mismos argumentos usados para mostrar este hecho, obtenemos

también que j* = liminf, » jo. Por lo tanto,

tl_.g&ja: = j*a (38)

para cualquier sucesién {a,} de factores de descuento tal que a; /1 [ver también Gordienko

(1985)]. Inclusive, (5%, ¢), con ¢(z) := liminf; o ¢a,(z), = € X, es una solucién de (3.7),
donde ¢q(z) := Vo(z) — Vo(z). También se demuestra que

sup ||@ally < oo. (3.9)
a€(0,1)

En la Seccién 3.5 del presente capitulo, mostramos que las condiciones del Teorema 3.3
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garantizan la optimalidad promedio de una politica adaptada construida como limite del caso
descontado. De lo contrario, para mostrar la optimalidad promedio de la politica adaptada de
la seccién 3.4, necesitamos garantizar la existencia de una solucién a la ecuacién de optimalidad.
Este problema no es dificil bajo el supuesto de que el costo por etapa sea acotado y/o el espacio
de estados sea numerable. Pero en el contexto de nuestro trabajo (costo por etapa posiblemente
no acotado y espacios generales), este es un problema no trivial al cual se le deben imponer
condiciones restrictivas a las componentes del modelo de control como la Hipétesis H1’ y la

siguiente:

Hipoétesis H5.

a) La multifuncién z — A(z) cs continua respecto a la métrica de Hausdorff [ver Definicién

A.2.4, Apéndice A].

b) Para cada z € X, existe una funcién g$ € G tal que para toda a € A(z) y (¢/,d’) €K,

|e(k) = c(K)] < gz[d(k, &),

donde k := (z,a), k' ;= (z',a’') y d es como en (3.1).

Si A(z) = A para todo z € X, la Hipétesis H5 puede ser sustituida por la siguiente [ver
Observacién 3.2(e)]:

Hipétesis H5’. Para cada z € X, existe una funcién g¢ € G tal que para toda 2’ € X,

Sip IC(III,G,) - C(xla a)l < g;[dl(ma IL‘/)]

Teorema 3.5 a) Bajo las Hipdtesis H1’, H4(a) y H5, existe una constante j*, una funcién ¢

en Ly y una politica estacionaria f* €IF tal que

9@ = inf lo(z,0)+ [ 9lF(,0,5)]p(s)ds
Rk
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= oz, + [ HF@ 1 9pls)ds, @€ X, (3.10)
Rk

y 7% = infren J(w,z) = J(f*,z) para toda z € X.

b) Bajo la Hipétesis H1, para cada § > 0, existe una politica f €IF tal que

@, 1)+ [ PG, f,9)e(s)ds < §* + $(@) +5, @€ X. (3.11)
Rk

La parte (a) es el Teorema 2.8 en Gordienko y Hernandez-Lerma (1995a), mientras que la

parte (b) se sigue del Lema 1.3.

Decimos que un par (5%, ¢) es una solucién de la Ecuacién de Optimalidad en Costo Prome-

dio (EOCP) si satisface la relacién (3.10).
Observacidén 3.6. Iterando la relacién (3.11), obtenemos

Jo(F*,2) + EL [p(z)] S n(G* + 6) + ¢(z), z € X, n € N, (3.12)

donde J, fué definido en (1.6). Dividiendo por n en ambos lados de (3.12), por el hecho de que

¢ € Ly, por (3.4) y haciendo n — oo, tenemos que
J(f*,z) < 3*+6, z € X,

donde j* es el costo promedio éptimo. De la Definicién 1.4(b) concluimos que f* €IF es una

politica §—CP- éptima.

Para cada n = 1,2, ..., y estado inicial ¢ € X, definimos la funcién de valor éptimo de un

problema de control de n etapas como

vp(z) 1= ;rex‘f; Jn(m, x) (3.13)

donde Jy,(m, z) fué definida en (1.6). M4s adelante, en el Lema 3.7, mostraremos que la funcién

vn, 1 €N, esta bien definida y ademds que pertenece al espacio L$J.
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Ahora, sea z € X un estado fijo y arbitrario. Definimos una sucesién de funciones ¢, y de

constantes 7, como:

¢n(z) = 'Un(x) h 'Un(z)a T € X; (3'14)

Jn i= Un(z) - Un—l(z)° » (315)

Si (5%, ¢) es una solucién a la EOCP y si limg 00 dn(2) = ¢(2z), 2 € X |, limy 00 Jn = 7%, deci-
mos que el Algoritmo de Iteracién de Valores converge. El poder garantizar esta convergencia

serd un punto clave para mostrar la optimalidad de la IVN-politica adaptada.

Antes de establecer el resultado referente a la convergencia del algoritmo de iteracién de

valores, presentaremos algunas propiedades de las funciones vy.

Lema 3.7. Supongamos que las Hipétesis H1 y H4(a) se cumplen. Entonces, v, € L{};, n €IN,

y siyg :=0,

vp(z) = /111(15) c(z,a) +§[ Un—1[F(z,qa,s)]p(s)ds p, = € X. (3.16)

Ademis, para cada § > 0, existe f, €IF, n €IN, tal que

@ fa) + [ v-s[F(o, foy )p(e)ds S vae) +5, o € X. (3.17)
gek

Demostracién. La relacién (3.16) es la Ecuacién de Programacién Dindmica la cual se sigue
de la Hipétesis H1 [ver Bertsekas and Shreve(1978), Cap. 8]. El hecho de que v, € L{J es
consecuencia de (3.16), Hipétesis H1(c) y H4(a) [tomando en cuenta la Observacién 3.2(c)].
Finalmente, la medibilidad de las funciones v, y la existencia de las funciones f, satisfaciendo

(3.17) se sigue del Lema 1.3 usando recurrentemente la ecuacién (3.16). B

Observacidn 3.8. a) Sien el Lema 3.7 sustituimos la Hipétesis H1 por H1’, podemos garantizar
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(ver Lema 1.5) la existencia de f, €IF, n €N, tal que

0a(@) = (o, ) + [ vnca[F(o, fy9)lo(s)ds, @ € X.

Rk
b) De (3.16), es facil mostrar que
it $u(z) = inf {el@,a) + [ bumslFla,0,9lp(s)ds p, = € X. (3.18)
x
Rk

Ademds, como v, € L{y, de (3.14) tenemos que ¢, € Ly, n €IN. De hecho, en Gordienko y
Hernandez-Lerma (1995b) se mostro que bajo las Hipétesis H1’ y H4(a),

sup ||¢nlly < oco. (3.19)
nc€lN

Teorema 3.9. Si las Hipétesis H1’, H4(a) y H5 se cumplen, y ademds f* [ver Teorema 3.5] es
tal que

a5 (U) > 0, (3.20)

para cada conjunto abierto no vacio U C X, entonces el algoritmo de iteracién de valores

converge, es decir,
a) 1 Q.
) lim |jn — 5% = 0;
b) ¢n — ¢ cuando n — oo uniformemente sobre subconjuntos compactos de X.

Este Teorema fué demostrado en Gordienko y Herndndez-Lerma(1995b), Teorema. 2.6.

3.3 Estimacidon de la Densidad

Las ideas que seguiremos para resolver el problema de la estimacién de p € Dj son completa-

mente similares a las que se usaron en el caso del criterio de costo descontado.

Sea py = pi(s; €0, &1, ey &t—1), s € R, un estimador arbitrario de p tal que p; € Ly, y para
algin v > 0,
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Ellp—pll;f =O(t™) cuando t— oo, (3.21)

donde 1/p + 1/p' = 1. Nuevamente supondremos que los estimadores g, ¢t €IN, no necesaria-

mente son densidaes.

Definimos el conjunto de densidades D' := D] N D5, donde
! :={u: p es una densidad en R*, u € L, y p(s) <P (s) c.d.};

D} = {p, : p es una densidad en ®*, u € Lq,/W[F(m,a, s)]u(s)ds (3.22)
< BW(z) +b, (z,e) € K}

Ver Observacién 3.2 para la definicién de las constantes 8 y b.

Usando argumentos completamente similares a los de la Seccion 3, Cap. II, mostramos que
D' ¢s un conjunto cerrado y convexo en Ly, de tal manera que podemos garantizar la existencia

de una tnica densidad p; € D’ [ver Lema 2.6] satisfaciendo
loe = pelly = infllp — Aell, . te . (3.23)

Usaremos a p; como estimador de la densidad p. Observemos que bajo las Hipétesis H4 y

la relacién (3.3), p€ Dy C D'.

Observacién 3.10. En [Hasminskii e Ibragimov (1990)] se muestra que el estimador (2.24),

en el Ejemplo 2.8, también satisface la relacién (3.21) con v :=rp’/2 > 0.
Una consecuencia inmediata del Teorema 2.9 es la siguiente.
Teorema 3.11. Bajo las Hipdtesis H1 o H1'y H2, tenemos que

Ellp: — pH”I = 0(t™") cuando t = oo,
donde [|-|| es la pseudo norma definida en (2.25) y 7 es como en la Observacién 3.10.
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3.4 Politica adaptada IVIN

Para construir la politica adaptada IVN (IVN-Politica), seguiremos algunas ideas aplicadas
para la construccién de las politicas adaptadas en el caso descontado. Remplazaremos a la
densidad desconocida p por sus estimadores p; y analizaremos las ecuaciones de optimalidad

con horizonte finito correspondientes.

Para el resto de la seccién, supondremos que la funcién W (-), (ademéds de satisfacer la
Hipétesis H1(c)), es estrictamente no acotada, es decir, existe una sucesién de conjuntos com-

pactos K, C X, n=1,2,..., tal que

inf W(z) = oo, cuando n — oco. (3.24)
z¢ K,

-1
Para cada t €IN fijo, sea J,([")(n, 1) 1= Bl [Z:—o c(mt,at)] el costo esperado en n etapas

para el proceso (1.1) en el cual las v.a. £1,£o, ... tienen la misma densidad p;, y sea vff')(z) =
inf, J,(,p ')(w,m), z € X, la correspondiente funcién de valor éptimo. También definimos las
sucesiones d)S{")(-) y j,(f‘) como (3.14) y (3.15) respectivamente. De hecho tenemos que bajo las

Hipétesis H1(b),(c) [ver Lema 3.7],

Ur(lpt)(x) = /111(1% C(«T,a) + /ufl”_')l[F(z;,a,,s)]pt(s)ds y TE X, te Na (325)
T
Rk

donde v = 0. De aqui [ver Observacién 3.8(b)],
3+ 90 (@) = inf { cl(s,0) + / SO F(z,0,5)pi(s)ds |, z € X, t€IN.
Rk

Ademés, como p; € D', tenemos que [ver Lema 3.7] v,(lp') € Ly y por lo tanto ¢£,p ) g L.

Hipétesis H6. Para cada u € Ly, t €IN, r € R, el conjunto

(z,a): /u[F(m,a,s)]pt(s)ds <r
Rk

44



cs de Borel en IK.

Definicién 3.12. Sea v un nimero real arbitrario tal que 0 < v < v/p’. Denotando B := 3 +
mx_l{'V_(ﬁ’ definimos la sucesién n; de niimeros enteros como: n¢ := [vlogg t] si B > 1; n; := [t¥]

si B =1, donde [z] es la parte entera de z; y n; :=tsi B < 1.

Para el resto del trabajo, la sucesién n; permanecerd fija. Ver (3.21) y Observacién 3.10

para la definicién de p’ y 7.
Considerando el Teorema 3.5(b) tenemos el siguiente resultado.

Tecorema 3.13. Bajo las Hipétesis H1(b), (c) y H6, para cada t €N, §,, > 0, existe una

politica estacionaria f,, €IF tal que

o fu) + [ $LAF (@, fos lpn(s)ds < 5L + 00 (@) + 6y m€X,  (3.26)
Rk
O)
@ Ind + [VELIF(E, fuy Dpr(s)ds < 08 (a) + 6y 3 € X, (3:27)
Rk

Considerando este resultado, definimos la IVN- politica adaptada de la siguientc manera:

Definition 3.14. Sea {§,} una sucesién arbitraria de niimeros positivos y {fn,} una sucesién
de funciones satisfaciendo (3.26) o (3.27) para cada cada t €IN. Definimos la IVN- politica

adaptada @ = {;} como:

Ty(he) = Ty(he; pr) == fo,(2e), he €H, t=1,2,..,,

donde 7p(z) es cualquicr control fijo.

Observacion 3.15. Otra forma de obtener una politica del tipo IVN, como en la Definicién

3.14, es garantizando la existencia de minimizadores f,, satisfaciendo la igualdad en (3.26) o

45



(3.27). Esto significa que debemos imponer condiciones mas restrictivas como H1’(b), ademds
de extender las hipétesis referentes a la continuidad de p [ver H1'(c) y condicién (f) en la
Definicién 3.1] al estimador p;, t €IN. Esto dltimo podria resultar dificil o poco prictico de

veificar en problemas especificos.

Suponiendo que {d,} converge, sea § := lim, o 6n. El resultado que garantiza la optimali-

dad de la IVN- politica adaptada es el siguiente:

Teorema 3.16. Supongamos que las Hipétesis H1’, H4, H5, H6 y la condicién (3.20) se
cumplen. Entonces la IVN- politica adaptada 7 is §—CP- 6ptima [ver Def. 1.4(b)].

En particular, si § = 0 entonces la politica @ es CP- 6ptima.
Observacién 3.17. Podemos tener un resultado anilogo al Teorema 3.16 referente a la politica
contruida en el contexto que se mencioné en la Observacién 3.15. Este resultado podria mostrar
directamente la CP- optimalidad de dicha politica pero bajo las condiciones restrictivas sobre

el estimador p; que se mencionaron.

La demostracién del Teorema 3.16 estd basada en los siguientes lemas.

Lemma 3.18. [Mandl (1974)]. Una politica 7 € II es CP- éptima si para todo z € X

EZ [®(zt,a:)] = 0 cuando t — oo,

donde a; = m(he) y
2(,0) = o(z,) + [ IF(z,0,9)lo(s)ds — 4(2) = 7*, (s,0) €&
Rk

es llamada funcidén de discrepancia en costo promedio, la cual es no negativa debido al Teorema

3.5.
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De la demostracién del Teorema 3.18 [Mandl (1974), Herndndez-Lerma (1989)], es facil ver
que una politica 7 € II es §-CP- éptima. si para toda z € X,

tl-lblglo ET [®(z¢,a¢)] < 6. (3.28)

Observacion 3.19. En la demostracién de los siguientes resultados usaremos repetidamente

la siguiente desigualdad:
(crtect te) <oy (& + + -+, (3.29)

donde ¢; > 0, i = 1,2,...,n y ¢y > 0 es una constante dependiendo de p’. Ademés estaremos
usando las desigualdades (2.33) y (2.34), con las constantes 3 y b definidas en la Observacién

3.2, las cuales las expresaremos de nuevo para una facil referencia:

w(z) < lully W(z) (3.30)

[ (@0, )u()ds < lfulhy 187 (2) + 1 (3.31)
Rk

paratodau € Ly, pn € D, z € X y a € A(z).

Lemma 3.20. Bajo las Hipétesis H1 o H1' y H4, para cada ¢ € X y « € II, cuando t — oo,

a) EX U,({Z‘) — Up, “zv —0; b) E7 II:V - 0.

¢ — ¢,

Demostracién. a) De (3.16) y (3.25), sumando y restando el término / \ Un,—1|F(, a, s)]pe(s)ds
R

tenemos,

v,(l’:'_zl[F(m, a,s)] — vp,—1[F(z,a, s)]! pe(s)ds

o) (@) = vay(@)| < sup { [
a€A() |J,
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+ sup { [on-s[F(z,0,9)]ln(s) = pls)lds p, s € X, te .
a€A(x) sk

Usando el hecho p; € D, t €IN, de (2.25) y (3.31) obtenemos

|08 (2) = v, (2)] <

o) = vt 1BW (@) + 8]+ llomerllw e — Al W (), = € X.

Como W(-) 2 1, dividiendo por W(-) en ambos lados de la desigualdad y usando la definicién
de ||-]lw ¥y de la constante B [ver Def. 3.12],

[0 = vai)|,, < Blow2 = vaiet|, + Wom-tll llee = plf, ¢ € V.

Iterando esta desigualdad y usando el hecho de que vy = v(()” ) = 0, t €N, obtencmos, para

B #1

ne—1 X 1— B™
Ivr(f:‘) = v, < llee =l > B ”vn,-(k+1)”W <Clpe =l 45 5 (3.32)
k=0
y para B =1
Vi) — v, ”w < Cipe = plim, (3.33)
donde la constante C’ es de (3.19).
De esta manera, para B > 1, de la definicién de n; y (3.32) se sigue que
[+ = vn||?, = llpe = ol O cuando ¢~ oo. (3.34)

Tomando esperanza en ambos lados de (3.34), por el Teorema 3.11 y por el hecho de que

EZ |lpt = pll = E||pt — pl| (debido a que p; no depende de 7 y z), obtenemos

E;

vr([i‘) - Up, “:V =0 (t"”"’") cuando ¢ — oo.

El resultado deseado se sigue del hecho de que vp’ < 7 [ver Def. 3.10}.

Finalmente, cuando B < 1, de nuevo usando la definicién de n;, de (3.32) y (3.33), tenemos
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(pt)

Uﬂ.g - 'Un‘

que ET ZV es de orden O(¢~°) para algiin s > 0. Esto muestra la parte (a).

b) Esta parte se sigue facilmente de (a) y del hecho de que

%) = dui, < 2|0

_Uﬂ,g W

||
Lema 3.21. Bajo las Hipétesis H1’, H4, HS y la condicién (3.20), para cada z € X y « € II,
cuando t — oo,

'(Pt) %

a) Ex 5% — j+|" o0, b) ET |¢n, () — d(z1)| — 0.

Demostraciéon. a) Sca z € X cl estado fijo en (3.14) y (3.15). Para cada t €IN,

G =7 < %Y = da| + lgne = 5]
< Ur(z’:t)(z) — Un, (z)l -+ ’U,(f:'_zl(Z) - 'Unz—-l(z)l + |Jn, — .7*| .

De esta manera, la relacién (3.29), Teorema 3.9 y Lema 3.20 demuestran la parte (a).

b) Sea {K,p} la sucesién de conjuntos compactos en (3.24) y § > 0 fijo y arbitrario. Para

cualquier n €IN, tenemos que

B |$(21) = dui(z)] = EI{|$(z1) = ¢n,(20)| 1k, (z2)}
+E7 {|6(20) = bni @)1z, (@)} = :Ia(t) + In(t).

Ademis, por (3.19)
|$(z) — ¢n,(z)] < C"W(z), t € N, z € X,

para alguna constante C” < oo.

De aqui, por (3.4) y (3.24)
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La(t) < C"EBI{(W(z))P W) 14 (z0)}

< C" sup (W(z)) P sup ET {(W(z:))"} < §/2, (3.35)
z¢ Ky telN

para toda t €IN y n suficientemente grande.

Ahora, fijando algin n tal que (3.35) se cumple, por el Teorema 3.9(b) obtenemos,

Iin(t) £ sup |¢(z) — ¢n,(2)] < 8/2,
€K,

para toda t suficientemente grande. Esto prueba la parte (b). B

Demostracién del Teorema 3.16.

Para cada t,n €IN definimos la funcién @Slp') como:

) (z,0) 1= c(z,a) + [ $LIF(@,0,9)lpu(s)ds = 4P (@) = 39, (@,0) € K.
Rk

Por la definicién de la politica # y de las funciones f,, (3.26), (3.27), tenemos que @,({:‘) (7)) <
On,, t EIN. De aqui,

ET (®(z1,a))) < ET

®(zt,ar) — ‘I’Sﬂ')(zhat)l + dn,s (3.36)

donde la funcién ® fué definida en el Lema 3.18.

En vista del Lema 3.18, es suficiente mostrar la convergencia a cero de la esperanza en el

lado derecho de (3.36).

Sea {(zt,a:)} una sucesién de pares estado-control correspondientes a la aplicacién de la

politica adaptada #. Usando la definicién de & y <I>,({:‘) obtenemos

|20 — @80 (@rar)| < 1b(ae) = b, ()] +

buc(w1) — L) (z0)| + |5 — 580
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+| [ 9P @0, 9p(6)ds = [ fnima[F(ots a1, 5)]o(s)ds
Rk R*

+| [ bneealF o, ot)ds = [ 4 1P (@00, 9)ls)ds
e Rk

= Li(t) + Io(t) + Is(t) + La(t) + Is(t). (3.37)

Por el Lema 3.21 ET(I1(t)) = 0 y ET(I3(t)) = 0 cuando t — oco. Por otro lado, por (3.30)
y la desigualdad de Holder

E (L) < B (|¢n

(=]

debido al Lema 3.20 y (3.4). Ahora, por Lema 3.21(b),

(xt))

[ - ‘/’fﬁ')“w]) W (B W) 5 0ast >0, (3.38)

IA

EX(L(®) < E{ / las[F(xt,at,s)]—qsn,_l[F(mt,at,s)]lp(s)ds}
Rk

= E; {E’f{]qﬁ[F(zt,at,ft)] = ¢n—1[F(zt, a1, €0)]1} | xt,at}

= E7 {|¢p(xt41) — bne_1(ze41)|} = 0 as t — oo.

Finalmente, para el término I5(t), sumando y restando / d),f: ')1[F (z,a,s)]o:(s)ds, por
(3.31) y (2.25)

Is(t) < /

Rk

bums — S50, 1BW (@) + ]

e [F(@e,00,9)] = 90, [F (a1, 1, 9)]| pls)ds

+/¢$ﬁt 1[F(z¢, ae, 8)] |p(s) — pe(s)|ds <

+

$0 |, Wedllo—pll = : (8 + Ja(0). (3.39)

De (3.38) y el Lema 3.20, es facil ver que limy_,o0 ET (J1(t)) = 0.
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Ahora, de (3.25) y (3.31), para cada z € X, n €IN tenemos

v (z) < W(z) + sup (ptx[F(z a, s)lpi(s)ds < W(z) + ” Yy~ 1" (W (z) +b].

acA(z) Rk

De aqui,
|0, <1+ B[],

Iterando esta desigualdad obtenemos

o], < £ ot -1 m v
k=0

and

mewsmifB=L

De la definicién de nq, es facil ver que existe una constante C] tal que

v SOt teN,

(p1)

y usando el hecho de que |¢n,

| <2 ” ( ‘)H , existe una constante Cy tal que

v
L, SCit, telN. (3.40)

De esta manera, aplicando la desigualdad de Holder a ET (J2(t)) y usando (3.40) obtenemos

B () < &’ (BEw(a)) " (B2 [Io — al?])”" = 0 cuando ¢ = oo,

debido a (3.4), al Teorema 3.11 y al hecho de que v < v/p’.

Con esto concluimos la demostracién del Teorema 3.16. B

3.5 Politica adaptada como limite del caso descontado

En esta seccién construimos una politica adaptada apoydndonos fuertemente en el andlisis de los

resultados del caso descontado. Originalmente esta politica fué propuesta por Gordienko (1985)
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y estudiada después por Hernandez-Lerma y Cavazos-Cadena (1990), los cuales le llamaron

politica adaptada de Gordienko (G-politica).

La teoria desarrollada en esta seccién se hace en el contexto de las Hipotesis H1, H4 y
H6, las cuales son menos restrictivas que las usadas en la seccién anterior. Por lo tanto [ver
Observacién 3.2], los resultados del Capitulo II, referentes al criterio de costo descontado, del

Teorema 3.3, junto con la Observacion 3.4, son validos.

La relacién entre el criterio de costo promedio y el descontado se tiene observando que, de
la definicién de jo y ¢o [ver Observacién 3.4], la ecuacién (2.14) y la desigualdad (2.15) son

equivalentes, respectivamente, a

o+ fa(a) = inf |c(z,0) +a / $alF(z,a,5))p(s)ds |, =€ X, a € (0,1), (3.41)
Rk
y
C(:l:,f) + a/¢a[F($vf’ 5)].0(5)‘13 < ja + ¢a(m) + 61 z € Xa ac (Oa 1)' (3‘42)
Rk

Sea v un ndmero real arbitrario tal que 0 < v < 7/(3p’) [ver (3.21) y Observacién 3.10
para la definicién de 7). Fijamos una sucesién arbitraria no decreciente de factores de descuento

{a;}, tal que 1 —a; = O(t™) y

im M) _ g, (3.43)
n-—o00 n
donde £(n) es el ndmero de cambios de valor de {a;} sobre [0,n].
Para cada t €N y p € D/, definimos el operador T}, o, = T}, : Ly — L{p como
T u(z) := ir(lf) c(z,a) + oy /u[F(:z:,a, s)lp(s)ds 3, z€ X, u€ Lyy. (3.44)
z

Rk
Sea p; € D' el estimador definido en la Seccién 3. Bajo las Hipétesis H1(b), (c), H4 y H6,

los resultados del Lema 2.4(c) y de los Teoremas 2.5 y 2.12 son vélidos si usamos a; en lugar
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de a. De aqui, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.22.

a) Supongamos que la Hipétesis H1(b) se cumple y p satisface la condicién (3.3). Entonces,

para cada t €N, T, V,, = Vq,, T, Va(f') = V(Sf‘) y

Vat (:8) -<—

), V(z) <

zeX. (3.45)

b) Bajo las Hipétesis H1(b), (c) y H6, para cada t €N, §, > 0, existe una politica f; €IF tal

que

o(z, f) + o / VR (z, fi )lpu(s)ds < VP (2) + 6, z € X, (3.46)
o [ver (3.42))
C(:l:, .ft) + oy / ¢(p')[F(x fta 3)]p(s)ds < ](p') + (bg:t) (IC) + 6t’ T € X7 (347)

donde qS.(,’:‘)(z) = Véf")(:v) - Voff")(z), z€ X.

De (3.41) y definiendo ](p‘) =(1-« )Va ')(z) z € X, tenemos que

(”') + qS )(a:) = ;x(ﬁ') c(z,a) + a; /qﬁfl”i‘)[F(x,a,s)]pc(s)ds ,T€ X, teN. (3.48)
ﬁk

Definicién 3.23. Sea {4;} una sucesi6én arbitraria de nimeros positivos y { f}} una sucesién
de funciones satisfaciendo (3.46) o (3.47), para cada t €IN. Definimos la G- politica adaptada

# = {f:} como #t¢(hs) = Te(he; pr) == ft(:z;t), t €N, donde 7p(z) es cualquier control fijo.

Suponiendo que § := limy;_,o, 8; < 00, el objetivo es mostrar que la G- politica es §— CP-

6ptima, como lo establece el siguiente teoremas:
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Teorema 3.24. Bajo las Hipé6tesis H1, H4 y H6, la G- politica es §— CP- éptima, i.e., para

cada z € X, J(#,z) < 7* + 4, donde j* es el costo promedio éptimo como en el Teorema 3.3.

Observacién 3.25. Para cada t €N, sea 8, := (1 4+ o)/2 € (at, 1), Wi(z) := W(z) + d,,
z € X, donde d; := b (6;/a; — 1)"1 , ¥ Liy, el espacio de funciones medibles u : X — R con la

norma

= sup 2@
Nuliy, = SUp Ty < 0 t e IN.

De (2.36) y (2.37) tenemos que para cada t €IN [ver demostracién del Lema 2.16},

Nullw, < llully <bllully,, t€N, ue Ly, (3.49)

donde I, := 1+ 2b/[(1 — ) infx W(z)]. Ademés, para cada t €IN, el operador T, definido en

(3.44) es una contraccién con respecto a la norma |[|-||y, con médulo &, i.e.,
| Tuv — Tpully, < 0cllv —ully,, v,u€ Ly, t€N. (3.50)

Lema 3.26. Bajo las Hipétesis H1 y H4, para cada z € X y m € II, cuando ¢t = oo

2) B gos — 885 =0, ) BF [ — 922],, W] 0.
Demostracion. a) De (3.49) y observando que ”qﬁm - .({:‘)”W <2 “Va, - (p‘ ” , es sufi-
ciente mostrar

lim BY ”Va, -V”')“ =0, s€X, rell (3.51)

De (3.50) y el Teorema 3.22(a), es ficil mostrar que [ver (2.41)],

v,

S, < 1 S |ToVes = To Ve, - tEN. (3.52)

Por otro lado, por (3.45) y usando el hecho de que [W;(-)]~! < [W(-)]7}, t €IN, obtenemos
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”TPVOt - TP: Vou ”W¢ < a S&p[Wt(:ﬂ)]—l il(lg / Vm [F(:z:,a, S)] IP(S) - pt(s)lds
S AR / WIF(,a,5)] lo(s) = pu(s)] ds
C ‘
< ==l | (3.53)

Ahora, observemos que {ver definicién de oy y 6],

1
(1 —_ 9:) (1 — al)

1
(1-6,)(1 - a,)2

Combinando (3.52), (3.53), (3.54), y usando la definicién de [, obtenemos

= O(t?) and o). (3.54)

7

! _ ‘) ' 1 2b r 3 ,
i "Vm Va P "Wz < C {(1 -0) (1~ ) + 1-6,)(1~- a¢)2infx W(x)} llo = pel”
= CTO()|lp— pul” . (3.55)

Finalmente, tomando csperanza FJ cn ambos lados de (3.55), por el Teorema 3.12 y usando el

hecho de que 3vp’ < v [ver definicién de a;], mostramos la parte a).

b) Denotando C:= (ET [WP (:z:t)])l/ P < oo [ver (3.4)], aplicando la desigualdad de Holder y por

la parte a) tenemos

PI

194
E7 WD —+ 0 cuando t — oc. (3.56)

bou = 82], W) <C (B2 (60 - o)

csto demuestra el Lema 3.26.

Demostracion del Teorema 3.24.

Sea {k:} := {(z+,a:)} una sucesién de pares estado-control correspondiente a la aplicacién

de la politica 7. Definimos
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Li : =clk)+a / ba, [F(Kt, 5))p(5)ds — Jo, — o, (¢) (3.57)
Rk
= c(ke) + B} [po, (Tes1) | ke] = Jay — Pay (z2).

Ahora, ordenando términos y tomando esperanza E7 obtenemos

Ef [c(k) = ja) = EF[ba,(z1)] ~ BT [pa,(we41)] + EF [Li]

= Ef [pa,(zt) — ttda, (ze41)] + EF [Ly] .

De aqui, paran >k > 1

”_IEZE [i c(ks) — ja,] = n"lEf [i (¢a, (Tt) — CtPa, ($t+1))] + nﬂlE: [i Lt] . (3.58)
t=k t=k

t=k

Considerando en primer sumando del lado derecho de (3.58), tenemos para n > k > 1,

n~lE} {Z (o (1) —a,qsm(mm))} = n7'Ef [Z (%,(zz)—-ama,(zz))]
t=k t=k

t=k

+n~ B} [Z o (bay (T1) — Pa, (-’B:+1))} - (3.59)

De (3.9), (3.4) y (3.30) tenemos que EF [#q(z:)] < C', @ € (0,1), para alguna constante

C' < 0. De esta manera, como {a;} es no decreciente obtenemos para n > k > 1,

n
nlE] E ($a, (zt) — 1da, (xt))] <(1—-ap)C. (3.60)
t=k
Por otro lado, para cada n, sean aj, a3, ..., a} los distintos valores de oy para t < n. Observe

que s = k(n) [ver la condicién (3.43)]. Entonces tenemos que
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E} {Z ot (bou (1) = B (me+1))} <2Cai+..+20a; <2Cx(n).  (361)
t=k

Por lo tanto, de (3.59), (3.60) y (3.61), obtenemos

n BT [i (Pas(Tt) — 10, (x,.H))] < (1—ap)C +2Ck(n)n" !, z € X. (3.62)
t=k

Ahora, de (3.57) y (3.41) tenemos

L= c(kt) + /¢01 [F(ktas)]p(s)ds - Alﬁ:f;) [c(zt’a') +a; /¢Ot¢ [F(mt,a'a s)]p(s)ds}

Rk Rk

<

v [ BaulF b, s))pls)ds = a [ $EILF (e )]p(s)ds
Rk Rk

-}

o [ #EIUF ey s))pls)ds — au [ SEO(F(ke,s)]pu(s)ds
Rk Rk

+ |c(ke) +at/¢$’f:')[F(kt,s)]pt(s)ds - Aig'f) [c(z,,a) + at/gba, [F(z¢, a, s)]p(s)ds]
Rk

Rk

=: [L(8)] + [2(0)] + [ I3(8)] -
Usando el hecho de que (3.30) and (3.3),
IO < 0 [ |$al POk, 0)) = $2IFCn,o)| p(6)ds < o b, = 2], 18V (20 + ). (3.63)
Rk

Tomando esperanza E¥ en ambos lados de (3.63) y usando el Lema 3.26 obtenemos

58



Ef I (t)] = 0, as t — oco. (3.64)

Para mostrar que E¥ |I>(t)| — 0, primero tenemos que de la definicién de a; y (3.45),

l#¢2Ly <2l < 725, = 0
Alora, de la definicién (2.25),
[12(8)) < o [ $EOIP (ke ) 1o(6) — pe(o)]ds < W (a0 [0, o= pill.  (3.69)

Rk

Tomando esperanza y aplicando la desigualdad de Holder en (3.65) obtenemos

A - — N1/p' LY.
EF 1) <6 (0@ Ef o - pl?) 7 = [0(e7 )] 2 0ast 200,  (360)
debido al hecho de que v < «/p’ [ver definicién de o), donde € es como (3.56) con 7 en lugar
de 7.

Para el término |I3(t)|, de la definicién de la politica # y combinando (3.47) y (3.48),

3(t)] < c(kt)+a¢/ $LI[F (ke, 5))pe(s)ds — lFf) C(fvz,a)'*'at/ $LIF (4,0, 5)]pi(s)ds
R Rk

+| inf { elr,0) + o [ #8017 1,0, 9)lpu(s)ds
Tt
Rk

- Ai(nf) c(z¢,a) + oy /d)a, [F(z¢,a, s)]p(s)ds

< & +ausup | [ G0F (@0, s)os)ds — [ BulF(za,)p(s)ds|
A(xg) A A
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De aqui, usando la definicién (2.25),

1501 S d+eusup [ 60 Plona,lo(s) - plo)lds
EA) R"

rou sup [ [P a,5)] = ba(Flar, @ 9)]| ls)ds
A(:x:;)%’c

b+ oW (z0) 820, o = pull + | #a, = 87| 1BV (@) + 1.

IA

De aqui, de (3.63), (3.64), (3.65) y (3.66), llegamos a que ET |I3(t)] = 4, cuando t — oo.

por lo tanto

EF[L) =6, ast — oo. (3.67)

Finalmente, de (3.58), (3.62) y (3.67), tenemos que para cualquier k > 1y n — oo,

n

i [Z e(ke) - J} = (1~ ax)C +0(1) +6, T € X.
t=k

Dc esta manera, de (3.8), el hecho de que lim;_,0 a; = 1, y (1.5),
J(7r,z) <5 +4, z € X.

Con esto concluimos la demostracién del teorema. I

3.6 Ejemplo

- Nuevamente retomaremos el ejemplo del Capitulo I y verificaremos que las hipétesis usadas en

este capitulo (H1’, H4, H5, H6) junto con la condicién (3.20) se cumplen.

Supongamos que la Hipétesis E1 de la Seccién 2.5 del capitulo anterior se satisface, y ademas

que el costo por etapa es una funcién medible no negativa satisfaciendo la Hipétesis H5’, tal
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que para cada z € X, ¢(z,) ess.ci. en Ay
supc(z,a) < W(z),
A

donde W(z) := be**, z € [0,00), A > 0 es como (2.53) y b es una constante arbitraria.
Claramente, W es una funcién estrictamente no acotada y las Hipétesis H1 y H1’(a), (b) se

cumplen.

Por otro lado, de manera completamente similar al desarrollo que se hizo para verificar las
Hipétesis H2(b), (c) y H3, mostramos que las Hipétesis H4(b), (c¢) y H6 se cumplen, tomando
p como en (2.54).

Para verificar la Hipétesis H1’(c), sea pq, a € A, la densidad de an — x. Es facil mostrar que

para cada y € R,

paly) = - 7;)” (L52) peto)as = 7;»7 (5) py(as ~ y)ds. (3.69)

a a
y/e

Debido a que {n:} y {x¢} son i.id., por la continuidad de p, y py, €l hecho de que ambas
estén acotadas y por el Teorema de la Convergencia Acotada, tenemos que el mapeo a — pg es

continuo en A.

Ahora, sea u € Ly, entonces

/u[F(z,a,s)]p(s)ds = /u[(:z; +asy — s2)T)p(s)ds = /u[(:v + y)pa(y)dy
R2 R2 ggz

= u(0) / pa(y)dy + / u(y)pa(y — z)dy. (3.69)
—00 0

Por el Teorema de Scheffé (ver, por ejemplo, Herndndez-Lerma (1989) ), (3.69) define una

funcién continua en a € A para cada z € X, lo cual muestra que la Hipétesis H1’(c) se cumple.

Ahora verificaremos la Hipdtesis H4(a). Para esto es suficiente mostrar que la densidad

p := py py satisface las condiciones (c)-(f), en la definicién del conjunto Dj.
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La condicién (c) claramente se cumple con P como en (2.54). Para verificar la condicién
(d), sea a; = 0, t €N en (1.11) y denotemos por {zf} el correspondiente proceso de Markov, es
decir, zd,; = (2 +0m—x:) " = (g8 +¢)*,t=0,1,..., donde s es como en la Hipétesis E1(b). De
aqui, bajo la Hipédtesis E1(b) tenemos que {mf} es Harris recurrente positivo [ver, por ejemplo,

Nummelin (1984), ejemplo 5.2]. Esto implica que E[r%] < co [ver, p. 75 en Nummelin (1984)],

donde 7% denota el tiempo del primer retorno a z = 0 dado el estado inicial zg = 0.

Ahora, sea f €JF una politica estacionaria arbitraria y {z{ } el proceso de Markov corre-
spondiente definido por (1.11), donde a; = f(x;),t = 0,1,... Sea 7/ el tiempo del primer retorno
de {:1:{} a z =0 dado xé. Como A = (0,6], 6 € A, tenemos que f(z) < 6, para toda z € X, lo
cual implica que :c{ <z, t=0,1,... De aqui, E[rf] < E[7%] < o0, y por el Corolario 5.3 en
Nummelin (1984) [ver también Ejemplo 2.3(d) en Nummelin (1984)], el proceso {a:{ } es Harris

recurrente positivo. Como f €JF se tomd arbitraria, la condicién (d) se cumple.

Para verificar la condicién (e), nos basaremos en las relaciones (2.55) y (2.56). Decfiniendo
¥7(2) i= Probfs + f(z) — £ < 0), € F,z€ X,

y m{-) := po, donde py es la medida de Dirac concentrada en z = 0, tenemos que de (2.55) y

(2.56), para B €1B[0, c0)

QB | @)= [16[F(@,f,5)p(s)ds = Probla + f(z)~ x € B]
R2

2 Problz + f(z)n— x < OJm(B) = ¢ (z)m(B),

lo cual muestra que la condicién e(i) se cumple.

Por otro lado, sea by := /X WP(y)m(dy) = WP(0) y R = (0,00) x (0,00). Similarmente a

(2.57), la condicidn e(ii) se sigue del siguiente desarrollo:

/W”[F(z,a, s)lp(s)ds = boyps(z) + (I;)p/e’\l’(x+“sl =) p(s)ds
R2 R
botpr(z) + H(pA)WP(z) = bovps(z) + BoWP(z), z € X, a € A,

IA
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donde By es como (2.53).

Ahora, de la definicién de m,

int [ 4@)mdz) = jaf [ Problo+ f(@)n~ x < O)m(dz)

= fnellt;- Prob{f(0)n — x < 0] > Probl@n — x < 0] = Probls <0] >0,

donde la tltima desigualdad es una consecuencia del hecho de que E[s] < 0 [ver Hipétesis

E1(b)]. Por lo tanto, la condicién e) se cumple.

Por tltimo, para mostrar la condicién (f) nos basaremos en la Observacién 3.2(e), para lo

cual necesitamos imponer una hipétesis adicional:

Hipdétesis E2.

a) Para cada a € A existe un nimero ¢ > 0 tal que
o0
/ ™ pa,s(y)dy < oo,
—C0
donde
Pas(y) =sup{pa(y)ia' € Ay |0’ —a| <6}, yeR;

b) existen funciones g € G y ¥,(2), z € R, a € A tal que

[ o]
sup / M 1ha(2)dz < oo,
A
—o0

pa(z + y) = pa(2)| < g(ly)¥a(2)

para toda z, y€E Ry a € A.

Observemos que de (3.68) y el hecho de que p, es acotada, tenemos que
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0<p(y) SM,yeR, a€ A
donde M es una cota de p,. Ademds,
|Fa(z) — Fo(z)| < M|z - |,
donde Fy, a € A, es la funcién de distribucién de an — x. Observemos también que
QB 12,0) = [ 15(4)paly - )y,
R

De aqui, bajo la Hipétesis E2,

19C 12,0) = Qu [2,0)lyy = [ W) |@n(dy | 5,0) - Qy(dy] o', 0)
X

< W(0)|Prob[z + an — x < 0] — Probz’ + an — x < 0]]
+5 /e*y |pa(y — z) — paly — 2')| dy
0
= W(0)|Fa(z) — Fo(z')| + b /e’\("“) |pa(¥) = pa(y + = — 2')| dy
< WO -2+ 5% (=) [ Ml
< WO)|z-2'|+C be*g(|z - a:—'<|))o

< Celle=2|+g(je-2],

donde C, := max {W(O),C" b e } y la constante C’ es de la Hipétesis E2(b). Tomando

2@ = Cellyl+g (ly])], tenemos que la condicién (f) se cumple y por lo tanto también la
Hipétesis H4(a).

Finalmente, observemos que de (3.5), la condicién (3.20) se satisface si Qp(U/z,a) > 0 para
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cada conjunto abierto U C X, z € X, a € A. Para mostrar esto, sea U un conjunto abierto

arbitrario. Entonces

QU/s,a) = [10[F(@,a,9e(s)ds = [ 10l(z+1)*pulw)dy
Rn2 R?

- [o o]
— 15(0) / paly)dy + / 1y(W)paly = 2)dy > 0, 7 € X, a € A,
—00 0

Esto dltimo se sigue de la definicién de p, y el hecho de que p;; y py son estrictamente positivas.
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Capitulo 4

Conclusiones y Problemas Abiertos

4.1 Conclusiones

En este trabajo se estudié el problema de control adaptado para procesos de Markov a tiempo
discreto con espacios de estado y control de Borel, considerando costo por etapa posiblemente

no acotado. El proceso se desarrolla de acuerdo a la ecuacién en diferencia

Tip1 = F(mtaatvgt), t= Oa 1,2) ceoy

donde F es una funcién conocida; z;, a; y & representan el estado, el control y el ruido al

tiempo t, respectivamente.

Para especificar la clase de modelos de control, se utilizaron dos tipos de hipétesis basicas, H1
y H1’, las cuales garantizan la existencia de §- minimizadores y minimizadores medibles repec-
tivamente. Respecto a estas hipétesis tenemos que H1’==H1. Ademas, se usé otra hipdtesis
que impone condiciones a la funcién de densidad de las v.a. &. Dichas condiciones dependen

del criterio de optimalidad que se esté analizando.

El motivo por el que se estableci6 la Hipétesis H1, es el de no tener que imponer condiciones
restrictivas, como compacidad y continuidad, en el modelo de control. Esto nos permite ampliar

la clase de ejemplos en donde es aplicable la teoria desarrollada en el trabajo.

Suponiendo que las v.a. &; son completamente observables, propusimos una técnica de
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estimacién estadistica de la densidad p, la cual nos permitié hacer la construccién de politicas
adaptadas bajo los indices de costo descontado y costo promedio.

En el caso descontado se utilizé el criterio de optimalidad asint6tica ya que las caracteristicas
de este indice no permiten mostrar, por lo general, que una politica adaptada sea 6ptima.
Ademads, se trabajé en el contexto de la Hipétesis H1 lo cual motivé introducir el concepto de
politica é- asintéticamente éptima descontada. Tomando en cuenta lo anterior, se demostré que
la PEC- poitica y la IVN- politica, propuestas originalmente por Mandl (1974) y Hernandez-
Lerma y Marcus (1985), respectivamente (considerando costos acotados), son 4- asintéticamente
éptimas descontadas, donde ¢ es el limite de una sucesiéon de nimeros positivos {d;}. En el caso

que & = 0, ambas politicas resultan se asintéticamnete 6ptimas descontadas.

En el Caso promedio si es posible mostrar que las politicas adaptadas son éptimas. Su
estudio se puede hacer por medio de la Ecuacién de Optimalidad y Desigualdad de Optimalidad,
las cuales se obtienen en el contexto de las Hipétesis H1’ y H1, respectivamente (Teoremas 3.3 y
3.5). Imponiendo hipétesis de recurrencia y continuidad en p, construimos dos tipos de politicas

adaptadas §— éptimas.

La primera es una politica del tipo IVN (IVN-politica) definida recursivamnete por medio de
las funciones de valor 6ptimo en n; etapas donde n; es una sucesién de enteros positivos de orden
O(vlogt), para algin v > 0. Para mostrar la optimalidad de esta politica nos basamos en los
resultados de Gordienko y Herndndez-Lerma (1995a,b) referentes a la existencia de soluciones

a la ecuacién de optimalidad y a la convergencia del algoritmo de iteracion de valores en el caso

promedio.

La segunda, la cual llamamos G-politica, se obtiene analizando el criterio de costo promedio
como limite del caso descontado (enfoque del factor de descuento desvaneciente). Esta politica
fué propuesta originalmente por Gordienko (1985) y retomada después por Hernindez-Lerma
y Cavazos-Cadena (1990), y en ambos articulos se considero costo por etapa acotado. Para
mostrar la optimalidad de la G-politica fué suficiente contar con una solucién de la desigualdad

de optimalidad lo cual implica que no necesitamos imponer condiciones restrictivas en el modelo

de control.

Aunque lo anterior puede ser una ventaja de la G-politica, esta tiene la desventaja de que
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para, construirla necesitamos resolver primero el problema del costo descontado en el sentido de

que debemos encontrar una solucién a la ecuacién de optimalidad ao— descontada.

4.2 Problemas abiertos

Enunciaremos algunos problemas que consideramos importantes y no resueltos.

1.- La parte dificil para aplicar las politicas adaptadas construidas en el trabajo, es hacer
la proyeccién del estimador p; [ver (2.24)] sobre el conjunto D y D' definidos en la Seccién
2.3 y 3.3 para el caso descontado y promedio, respectivamente. Un problema interesante es

desarrollar algoritmos para obtener dicha proyeccion.

2.- Sea Jp(m,z) el costo total en n etapas cuando se usa la politica 7 y el estado inicial es
z, y sea vn(z) su correspondiente funcién de valor 6ptimo. Definimos la desviacién promedio

en n etapas de la politica m como:
1
Ap(m,z) i= ~ [va(z) — Jp(m, x)|

El problema que proponemos es encontrar cotas superiores de A, para las politicas adap-

tadas construidas en el trabajo bajo el indice de costo promedio. Por ejemplo, demostrar que
ADn(m, z) = O(n™"),

para algtin r > 0, donde 7 es la NVI- politica o la G- politica adaptada.

3.- Un punto clave para mostrar la optimalidad de la NVI- politica en el caso promedio fué
imponer hipétesis de recurrencia y continuidad en la densidad p, y de esta manera garantizar
la existencia de una solucién a la ecuacién de optimalidad y la convergencia del algoritmo de
iteracién de valores. Existe otro tipo de hipétesis que garantizan que se cumplen estos dos
puntos. Dichas hipétesis se basan en imponer condiciones a la funcién de valor éptimo del caso
descontado, y aplicar el enfoque del factor de descuento desvaneciente, ver por ejemplo, Montes-
de-Oca y Hernandez-Lerma (1995, 1996), Montes-de-Oca, Minjarez-Sosa y Herndndez-Lerma
(1994), Montes-de-Oca (1994), entre otros. El problema de control adaptado en el contexto de
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este tipo de hipétesis no se ha estudiado, por lo tanto este serfa otro problema abierto.

4.- Un dltimo problema que proponemos es debilitar las hipétesis usadas en el trabajo,
especialmente las que se usan para mostrar la optimalidad promedio de las politicas adaptadas

construidas en el Capitulo 3.
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Apéndice A
Notacion y Definiciones

A.1 Notacién y terminologia

A.1.0.- B(X): o~ algebra de Borel de un espacio topoldgico X, es decir, la o~ élgebra mas

pequeiia de subconjuntos de X que contiene los conjuntos abiertos.
A.1.1.- Un espacio de Borel es un subconjunto de un espacio métrico, completo y separable.
A.1.2.- Ejemplos de espacios de Borel:

¢ R" con la topologia usual;

¢ un subconjunto numerable con la topologia discreta;

e un espacio métrico compacto;

¢ ¢l producto, finito o numerable, de una sucesion de espacios de Borel.

A.2 Definiciones importantes

Sean X y Y espacios de Borel.

A.2.0. Sea v una funcién en X tomando valores en los reales extendidos. Decimos que v
es semi-continua inferiormente (s.c.i.) si el conjunto {r € X : v(z) < r} es cerrado en X para
cada r € R y es semi-continua superiormente (s.c.s.) s: {x € X : v{z) > r} es cerrado para cada

r € R.
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A.2.1.- Una multifuncién o correspondencia I' de X a Y es una funcién definida en X cuyo

valor I'(z), = € X, es un subconjunto no vacio de Y.

A.2.2.- Sean A y B subconjuntos de X. Definimos las pseudo métricas

81(A,B) = inf{A>0:AC )+ B}
8u(4,B) = inf{A20:BCA+A}

Como es usual, inf ¢ = +o00.

A.2.3.- Dados A y B subconjuntos de X distintos del vacio, la pseudo métrica de Hausdorff
d(A, B) es definida como:

6(4,B) = ma'x{‘sl(A, B)a u(4, B)}

A.2.4.- Sea I"' una multifuncién de X a Y. Decimos que es continua respecto a la métrica de
Hausdorff si, cuando la vemos como funcién de X a Py(Y), esta es continua de X a (Po(Y), d),

donde Py(Y) es la familia de subconjuntos de Y distintos del vacio.

A.2.5.- Un kernel estocéstico sobre X dado Y es una funcién Q(- | -) tal que, Q(- | ¥) es una
incdida de probabilidad en X para caday € Y y Q(B | -) es una funcién medible sobre Y para
cada B €B(X).

Sea {z,} una cadena de Markov con espacio de estados X y probabilidad de transicién
QC1)-
A.2.6.- Se dice que la cadena {z,} es Harris- recurrente, si existe una medida o— finita A en

(X,B(X)) tal que

P(z, € Bparaalginn|zg=1z)=1,

para cada z € X y B €B(X) con A(B) > 0.

A.2.7.- Se dice que la cadena {z,} es Harris- recurrente positiva, si es Harris- recurrente y Q

tiene una medida de probabilidad invariante, es decir, una medida de probabilidad q tal que
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4(B) = [ Q(B | 2)alds), BeBX).
X
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