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Capitulo 1
INTRODUCCION

En este trabajo se proponen y desarrollan nuevos conceptos y métodos
en la teoria espectral de algebras de funciones.

Estudiamos el coespectro extendido de ideales J de algebras to-
poldgicas A, de funciones analiticas con condiciones de crecimiento
definidas cn un conjunto abierto 2 C C", asi como también ¢l espec-
tro combinado extendido de k-uplas de elementos del dlgebra cociente

A, (2)/J.
Las algebras de este tipo surgen en muchos casos como conjuntos
de las transformadas de Fourier de funcionales continuos de espacios
invariantes por traslacion de funciones continuas sobre B". El ejemplo
mas conocido se obtiene tomando cl espacio E(R™) de distribuciones con
soporte compacto. Por el teorema de Paley-Wiener el conjunto de las
transformadas de Fourier (E(R")')" es exactamente el dlgebra A,(C™)
para p(z) = log(1+|z|) + [Im z|.
el espacio de funciones enteras H(C") ¢l conjunto (H(C*)")" coincide
con el dlgebra A,(C") para p(z) =

De la misma manera comenzando con

ot
an

En el sentido clasico el coespectro de un ideal J C A,(9) estd
definido como el conjunto de ceros comunes a los elementos de Jf, es
decir

Z() ={zeQ|f(z)=0,f € J}.

Lo maés desilusionante es que el coespectro Z(J) puede ser vacio para
ideales propios .J, como puecde verse en capitulos 3, 6 y [35]. Recorde-
mos sin embargo que lo mismo sucede para ideales del dlgebra C(C")
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de todas las funciones continuas sobre C", en este caso por el teo-
rema de Gelfand y Kolmogoroff los ideales maximales de C/(C") estan
parametrizados por los puntos de la compactificaciéon de Stone-Cech
BC™ de €™, El ideal J, asociado a un punto z € AC* \ C* esta formado
por funciones f € C(C") tales que z es un punto de acumulacion en
BC™ del conjunto de ceros de f. En particular esto significa que cada
uno de estos ideales contiene el espacio Co(C*) de todas las funciones
continuas de soporte compacto, por consiguiente el conjunto de ceros
comunes de J, es vacio. Este cjemplo sugicre que la compactificacion
de Stone-Cech puede ser también itil para nuestro propésito ¢l cual
es asociar a un ideal arbitrario J C A,(€1) un conjunto no vacio que
pueda jugar el rol del coespectro de /.

Lo nuevo es la adicion de "puntos cn infinito” al coespectro clasico,
obteniendo de esta manera en capitulo 6 que el coespectro extendido
C(J,C) de J en cnalquier compactificacion C' de 2 es diferente del vacio
sty solamente siJ es un ideal propio de A,(£2), también obtenemos
que Z(J) = ((J,C)Nn<". Denotamos por ((J) el coespectro de J en la
compactificacién de Stone-Cech. Resulta que el coespectro (/) deter-
mina completamente ((J. (') por proyeccion simple. Caracterizamos los
puntos de ((J) como el conjunto de ceros comunes de las extensiones
a fQ de las funciones 2 3 z — f(z)expep(z) paratodo e >0y f € ).
También mostramos que todos los ideales maximales de A,(€2) son de
Ja forma

J: ={f € Az € C(fA(D))

para z € Q.

Nuestro interés en las algebras de la forma A,(Q)/J esta motivado
por el rol jugado por este tipo de dlgebras en el andlisis espectral de
subespacios de funciones invariantes por traslacion sobre R™. Iin parti-
cular si V' C E(R™) es un subespacio invariante por traslacion y cerrado,
el anulador

Vi = (T e&@EY\T(f)=0,f €V}

es un ideal y es isomorfo por medio de la transformada de Fourier a un

ideal J = (V) del dlgebra

Ap(C") = {f € A(CI/(z)] < Aexp(B(log(l + |z]) + [Im z[))},



t

mientras que el espacio dual V' es isomorfo al dlgebra cociente A,(C")/J.
En este caso una funcion exponencial ¢, : ™ 3 @ — exp((z|x)) pertencee
aVsiysolosiz € Z(J). Usando la terminologia tradicional: El andlisis
espectral se cumple en V s1 Z(J) = ((J) N C" es diferente del vacio,
como se muestra en capitulo 3.

En capitulo 7 se define el espectro combinado extendido de una k-
upla [F] = ([f1],+. ., [fe]) € (A,(Q)/J)* en cualquier compactificacion
K de CF y es denotado por o(F,J, /). Nuestra delinicién ascgura
que en €\ o(F, J, K) existe una resolvente generalizada. es decir, una
k-upla de funciones f2;(z, 1) tales que

k

ST Bz ) (fi(2) — ) — 1€

i=1

para u € CE\ o(F,J, K). Ademas para cada A € K\ o(F, J, ) existe
una vecindad O de A tal que el conjunto { B;(-, u)lp € ONCF} es acotado
en A,(?). Obtenemos tambi¢n que el espectro combinado o(F,J) en
la compactificacién de Stone-Cech ACF determina completamente cl
espectro en cualesquiera otras compactificaciones

o(F,J,K)= Pro(F,J)

donde Pk c¢s la proyeccion natural que deja invariantes los puntos de
C*, Py : fCF — K.

Resulta que el espectro combinado no ¢s vacio para ideales propios
J ya que probamos que

F((()) C o(F,J)

PeF(C())) C o(F,J, K)

donde F es la unica extension a 3§ de la funcién

F:Q3z—(filz),..., filz)) € Bk,

En capitulo 8 demostramos que si F = iden se tiene

(Z,J) = ((J)
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donde Z = (fi,..., i) v fi(2) = z; para toda ¢. También obtenemos
que si K es el espacio proyectivo rcal o complejo, P#(12) o P*(C) ob-
tenemos

PI\f(C(J)) = U(]:v J7 K)'

En ambos casos el espectro combinado o(F, .J, ) tiene la propiedad
de mapeo espectral, es decir, para cada funcién polinomial P : € — ™
la cual se extiende a una funcién continua P : PX(¢) — P™(C) tenemos

Po(F,J,PXC) = o(P o F,J,PMC).

La formula analoga para el espacio proyectivo real también es valida.
En el ultimo capitulo mostramos que todos los funcionales multi-
plicativos sobre A,(Q) son de la forma cevaluacién en un punto z € 2.
Esto significa en particular que todos los funcionales multiplicativos
son continuos.



Capitulo 2

ESPACIOS 4,(0).
EJEMPLOS

En el presente capitulo describimos los espacios A,(Q) los cuales a-

parecieron por primera vez en un articulo de Hormander [16].  Los

espacios A,(2) estan dotados de tres topologias que resultan equiva-

lentes. Demostramos que los espacios A,(§)) son dlgebras topoldgicas
v g g

y describimos sus espacios duales. También damos los cjemplos mas

importantes de estas algebras.

Sea 0 un subconjunto abicrto de €C* y p una funcién plurisub-
armonica no negativa que satisface

1) log(1 + [z|}/p(2) es acotado sobre (1.

i) Existen A, 3,C; D > 0 tales que para todo 2 € Q la
condicién |z — w| < exp(—=C'p(z) — D) implica que w € Q y
p(w) < Aplz) + B.

Denotamos por A,(2) el espacio de funciones analiticas sobre
tales que existen A y I3 mayores que cero, que dependen de [y satis-
facen

1[(2)] < Aexp(Bp(z)), =z €L

Y por A7(2) el espacio de funciones analiticas sobre € con la norma

Al = sup If(2)|exp(=rp(z)) < oo
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para r > 0.

En los espacios A,(2) definimos la topologia del limite inductivo
de los espacios normados A7. De esta mancra los espacios A, () son
algebras topoldgicas, para ello basta ver que el producto (f,g) — [ g
es continuo, lo cual se demuestra usando ¢l teorema de Mazur-Orlicz
sobre la continuidad de aplicaciones bilineales.

En las algebras topoldgicas A,(§2) podemos definir otra topologia
por medio de una familia de seminormas definidas como sigue:

Sean K = K(p) cl conjunto de las funciones continuas & > 0 sobre
Q tales que

lim exp cp(z)/k(z) =0
z—O0

para todo ¢ > 0. Entonces para cada k € K(p)

1 f1le = sgp{l T(z) | [k(2)}

define una seminorma sobre A,({2).

Un conjunto S C A,(2) es acotado si esta contenido en algin A7 ()
y es acotado en este espacio normado. También en [18] sc encuentra
el siguiente resultado; una sucesion f, € A,(§2) converge si y solo si cs
acotada y converge casi uniformemente.

Una tercera topologia se puede definir en los espacios A,(£2).

Para cada s 2 0 sea

W = LA, exp(—s p(z))dA\"(z))

es decir Wy es el espacio de funciones [ de Qen € medibles con respecto
a la medida exp(—sp(z))dA"(z) v tales que

Il = ¢ /Q [ 7(2) 1 exp(=s p(2))dX" ())'/* < oo.

En [34] se demuestra que la topologia del limite directo de los es-
pacios A, N W3, |l - ||, v la topologia del limite inductivo de los espa-
cios A7, || - ||, son equivalentes en A,(2). Y en [26] se demuestra que
la topologfa del limite inductivo de los espacios A, N Wy, [ - |} vy la
topologia definida por la familia de seminormas dadas anteriormente
son equivalentes.



Asi tenemos que el algebra topoldgica A,(2) esta dotada de tres
topologias las cuales resultan ser equivalentes.

Ahora podemos demostrar algunas consecuencias importantes de las
condiciones 1) y ii).

Primero es facil ver que el cspacio de todos los polinomios csta
contenido en A,(Q).

Enseguida demostramos que el dlgebra A,(§2) es cerrada bajo deri-
vacion.

Lema 2.0.1 Si [ € A,(Q) entonces (%e € A(Q) para g =1,...,n.

Demostracién. Si f € A,(Q) existen ¢y, ¢z > 0 tales que |f(z)] <
crexp cp(z), luego de ii) si | w — =z |[< exp(=Cp(z) — D) entonces
|f(2)] < crexple(Ap(z) + B))

Y por la desigualdad de Cauchy obtenemos

‘()f( z)
()/,]'

|< epexple(Ap(z) + B)+ Cp(z) + D)

por lo tanto % € A, (Q).

n

El siguiente lema expresa los elementos de A,(2) en términos de
funciones de cuadrado integrable.

Lema 2.0.2 Si f es holomorfa en Q, cntonces [ € A,(§2) st y sdlo s
existe k > 0 tal que

/ | 7(2) 17 exp(—=2kp(2))dA"(z) < o0
donde d\" denota la medida de Lebesque en C™.
Demostracién. (=) Si f € A,(Q) entonces |f(z)] < Ajexp Aap(z)
y por i) existen '

By, By > 0 tales que

(1 + ]z|)2”+l < Byexp Bap(z)



10 Capfitulo 2. ESPACIOS A,(Q). EJEMPLOS

por lo tanto
1 7) P exp(= (22 + Balpl)) 0" (2) <

TGP oo
B [ g expl -2l (2) <

ot [ SPEREED o2tz () =

dA\"(z)
BA? | ——— - <
! / (e =
Tomando k = Ay + %—l terminamos.
(<) Nos basamos en [34].

Debemos mostrar que si [ es holomorfa en § y existe £ > 0 tal que

[ 11(2) [ expl=2kpl))dX"(2) < o0

entonces f € A,(Q).

f holomorfa en §) implica que para cada bola 3 C 2 con centro en
z y radio C exp(—Dp(z)) se tiene

G < o [ 1) )

volB = W—!Czn exp(—2nDp(z))
n.

n!

,/TnCZn B

|F(2) exp(~tp(z)) < | F(w) [ exp((— + 2nD)p(2))dA" (w).

Ahora por ii) obtenemos

n

Wnclzn /B | f(w) | exp((—t 4+ 2nD)p(z))dA\" (w) <




p(w) — B3

!
;2 / | f(w) |? exp(——=———=(1 — 2nD))d\" (w).

Si elegimos t = 2(nD + kA) obtenemos

donde

|[(2)] exp(=2(nD + kA)p(2)) <

\,
—-ﬁ;—Q— (:xp(‘ZkB)/ | f(w) |* exp(—2kp(w))dA\* (w) =
7rﬂ P n H .

M
I exp(2kD)

ﬂ-nCZn

M = /}3 | f(w) |* exp(—2kp(w))dA™ (w)

por lo tanto f € 4,(Q).

El préximo teorema nos describe los funcionales continuos de los
espacios A,(2).

Teorema 2.0.1 Si T € (A,(Q)) y T conlinuo cnlonces cxisle una
medida acotada yu sobre Q C C" y k€ K lal que

1) = [ al=Mul/kE), g€ A0,

Demostracién. Si T' € (A,(R2)), entonces T es acotada en una
vecindad de cero

N = {g € A, (V)] |9(z)] < k(z) para todo z € 01}

en A,(Q), es decir existe k € K tal que para todo g € A,(2) con

max lg(2)|/k(z) <1

y se tiene T'(g) < 1.
Consideremos el subespacio

V = {f € Co(V)existe g€ A(Q) con [= %}
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y definamos la funcién
VT por  ¥(f) =T(g)

¥ es lineal, demostremos que es acotada.
Si max.eq |g(2)/k(z)] = B, entonces max,eq |§(2)/k(2)] =
T(g/B)| <1, |T(9)] < B de donde

[N = 1T(g)] Sgg;dy(Z)/k(Z)

w [ [(2)] = /1l

por lo tanto por el teorema de Hahn-Banach ¢ se puede extender como
funcional acotado a todo el espacio Cy(2). Luego por el teorema de

representacion de Riesz existe una medida acotada p sobre 0 C C" tal
que
() J(2)dp(z) [ € Co(§2)
es decir
Mo = [ D5z geA)
o k(z)
]

Enscguida describimos los ¢jemplos mas importantes de algebras
topologicas de la forma A,(§).

Ejemplo 2.0.1 Fl dlgebra Ay(D).

Sea » = {z € Cl|]z] < 1} y p(z) = —log(l — |z]), es facil ver
que p(z) satisface las condiciones 1) y ii). Para mostrar que p(z) cs
plurisubarmoénica basta ver que

lo cual se hace directamente.

El algebra A,(D) es el conjunto de funciones holomorfas sobre I que
satisfacen

(z)] < A(L = {z)~"



para A, B > 0 dependiendo de /.

Esta algebra contiene como subalgebra el espacio ™ de funciones
holomorfas acotadas en D con multiplicacion puntual.

Ejemplo 2.0.2

Sea ) C C* un dominio de holomorfia acotado y p(z) = — log d(z, 082).
Facilmente puede verse que p(z) satisface i) y ii). Y del Teorema 2.6.5
de la referencia [17] se tiene que p(z) es plurisubarmdnica.

Ejemplo 2.0.3 £l dlgcbra A,(C").

Para p(z) = log(l + |2[) + |Imz|, esta algebra estd descrita con
detalle en Capitulo 3.

Ejemplo 2.0.4

Sea p(z) = p(z + 1y) = max(z,0) + |z|?. Facilmente se demuestra
que p(z) satisface 1) y i1). Para ver que p(z) es plurisubarmonica basta
calcular directamente que el Laplaciano Ap(z) > 0. El espacio A,(C)
cs muy util para dar importantes contracjemplos.
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Capitulo 2. ESPACIOS A,(Q). LJEMPLOS



Capitulo 3

SINTESIS ESPECTRAL

El espectro Sp V' de un subespacio invariante por traslacion y cerrado
de funciones suaves en k™ esta definido como el conjunto de todas las
funciones exponenciales contenidas en V. Kl espacio de todas las fun-
ciones de clase O sobre R™ sera denotado por E(R™). i el caso de la
recta real cada no trivial V. C E(R) tiene espectro no trivial de acuerdo
con el tecorema de analisis espectral de 1. Schwartz [24] y [9]. Paran > 2
un nimero de resultados positivos fucron obtenidos por Malgrange [19],
Ehrenpreis [11] y [12], sin embargo, ¢l andlisis espectral falla en gene-
ral. Los ejemplos de subespacios no triviales V. C E(R™) cerrados ¢
invariantes por traslacién tales que SpV = 0 [ucron construidos por
Gurevich en 1975 [15].

ISl espectro de un subespacio invariante coincide con el espectro de
un algebra topoldgica asociada en una forma natural a V. El espacio
dual &' de £ puede ser identificado con el espacio de distribucioncs
con soporte compacto sobre R™ y tiene la estructura de un algebra
convolutiva. Si V C &£ es un subespacio lincal invariante por traslacion
entonces el anulador V+ de V ¢s un ideal en £ :

Vi ={T e |T(p)=0, p eV}

y Ay = £ /V* es un algebra unitaria abeliana. Sila topologia en £ es
elegida de manera apropiada entonces V' y Ay son mutuamente duales
v Ay es un algebra abeliana bornolégica. Se puede ver que cada fun-
cional multiplicativo continuo sobre Ay esta determinado de mancra

15
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dnica por una funcién exponencial que pertencee a V. kn otras pala-
bras Sp V coincide con el espectro de Ay. Los ejemplos de Gurevich
corresponden a algebras Ay que no tienen funcionales multiplicativos.

Definimos la topologia en £(R™), el espacio de funciones suaves sobre
R™ por medio del sistema numerable de seminormas

Py = ) max| D))

lal<n,|lelj<n

donde || - || es la norma cartesiana en R*, a = (a,..., o), o] =
N lat
ay +...t kY D* = x| 1()..’.1877;:"

El espacio (E(R™), {pn }ren) es un cspacio de I'réchet.
Denotamos por T cl conjunto de las funciones exponenciales sobre
R™ , identificandolo con C" por medio de la aplicacion

C"3z—e()=cxp(—i <z, ->)ER

Las traslaciones actuan sobre E(R") de la siguiente forma

Lof(z) = flz —a).

L. Schwartz mostré en [23] el Teorema de Andlisis Fspectral el
cual afirma que si 0 # V C E(®) es un subespacio vectorial cerrado
e invariante bajo las traslaciones, entonces su cspectro definido como
SpV = VNE, es diferente del vacio. También mostré que el espee-
tro junto con las multiplicidades describe ¢l espacio V. Si para todo
z € Sp V definimos la multiplicidad m(z) como el mayor niimero natu-
ral k tal que la funcién z¥exp(—i < z,& >) pertencce a V, entonces cl
conjunto de parejas (z,m(z)) para z € SpV describe a V' de mancra
dnica; y el espacio V es el subespacio vectorial cerrado ¢ invariante
que contiene a todas las funciones de forma zFexp(—1 < z,x >) para
2e€SpV,0 <k <m(z).

Enseguida veremos algunos casos positivos en esta direccion para
E(R™), n > 1.

Para ello es necesario definir que las distribuciones del espacio &
actuan en £ por medio de la convolucion



T f(z) o= T(Lef) = T(L-.f)
donde f(z) = f(=2) y 7(f) = T(]).

El teorema de sintesis espectral en R™ se cumple en los siguientes
casos particulares.

El teorema de Malgrange afirma que el conjunto de soluciones en
C* de la ecuacién T * f = 0 para T € E'(R™) esta determinado univo-
camente por las soluciones de la forma P(zy,...,z,)exp o(p|z),p € B
donde P es un polinomio de n variables (Ver [19]).

Si un subespacio invariante por traslaciones y cerrado de funciones

suaves es ademas invariante por rotacion, el tecorema de sintesis espec-
tral es valido (Ver [6] v [9]).

El principio fundamental de [Shrenpreis afirma que el teorema de
sintesis espectral se cumple para ¢l conjunto de soluciones de un sistema
de ecuaciones diferenciales parciales con coeficientes constantes:

Dif=Dyf=...=Df=0 (Ver [12]).

Sin embargo en general el Teorema de Sintesis lispectral en E(IR™) no
se cumple. Esto fué observado por Gurevich en 1975, en [15] demuestra
que para todo n > 1 existe en E(R™) un subespacio cerrado, invariante,
no trivial que no contiene ninguna funcién exponencial; para cadan > 1
existe un sistema de 6 distribuciones Ty,. .., Ty tales que el espacio

V={fe&®r)

no contiene ninguna exponencial.

Tywf = ... =Tsx [ =0}

Il espacio dual £ = £'(R") es el espacio de distribuciones de soporte
compacto, es un dlgebra asociativa y conmutativa con unidad donde la
multiplicacién esta dada por la convolucion

(T 8)(¢) = T2 ® S,(d(z + ).

[.a distribucion delta de Dirac

bo(f) == J(0)

es la unidad de esta algebra.
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Un espacio V C & es invariante con respecto a las traslaciones si y
solo si paratodo T € &y f € VsetieneI'x f e V.

La transformada de Fourier de una distribucion 7' € £ esta definida
como

donde recordemos
e.{z) = exp(—t < z,z >)

T=(T1,...,&Tn), 2 =(21,...,2n), < 2,0 >= szzj, z; €C, z; € k.
J

Proposicién 3.0.1 El operador F : £ 35T — T es un isomorfismo de
dalgebras conmutativas.

Demostracion. F es 1-1: En efecto si F(T') = 0 entonces 1'(z) = 0
para todo z € C", e¢s decir T(c,) = 0 para todo z € C* y como cl
conjunto de las funciones exponenciales es denso en £ obtenemos que
T=0.

F es homomorfismo: In efecto
FS+T)=(S*TY=8-T = F(S)- F(T),
F es lineal
FAS+T)=(AS+T)=AS+T = \F(S)+ F(T).
n

Debido a que la transformada de Fourier es una aplicacion inyec-
tiva, la topologia definida en F(&') = A, por medio del sistema d¢
seminormas || f||x (Ver capitulo 2) puede ser transportada al espacio &',
obteniendo entonces (£') = £ (Ver [12]).

Asi los espacios £ y &' son mutuamente duales y son espacios bor-
nolégicos.

La imagen del operador F estd descrita por el Teorema de Palcy-
Wiener. Ll teorema de Paley-Wiener afirma que una funciéon holomorfa
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é en C" es elemento de A4, si y sélo si existen constantes A,C, N > 0
tales que

lo(z)] < A(1 + |z|)N exp (Cllm z])
tomando
p(z) = log(l + |z]) + |Im z|

obtenemos que ¢ pertenece a A, si y solo si existen A; N > 0 tales que

[6(2)] < Aexp(Np(z)).

De tal manera la imagen F(E'(R")) es exactamente ¢l dlgebra A,(C").
El operador F es también un homcomorfismo si el espacio F(&') es
provisto con la topologia de A,(C").
El anulador del conjunto A C £ estd definido como

AL ={T e &T(f)=0,f€ A}

Si V. C £ es un subespacio cerrado ¢ invariante por traslacion,
entonces

Vi={Te&Tx[=0,feV}

‘n este caso V4 es un ideal cerrado, como lo mucstra la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.0.2 Si V C £ es un subespacio veclorial cerrado ¢ in-
variante por traslacion, cntonces V* ¢s un ideal cerrado del dlgebra

g
Demostracién. Si S € £ y T' € V* entonces para todo f € V
(S+TYsf(w) = §+ T+ f(z) =0

por lo tanto V* es un ideal.
Para mostrar que V+ es cerrado basta observar que

vi={reg¢

T(f)=0paratodo [ € V}

= Ngev{?' € E@T(f) =0},
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es decir V+ se puede cxpresar como interseccion de una familia de
subespacios vectoriales cerrados y por tanto V* es cerrado.

n

Ahora como el operador F es un homeomorfismo obtenemos gue ¢l
ideal Jy := (V) es cerrado en A,.

Si A C € es un subespacio vectorial entonces A s la clausura
débil de A.

Podemos introducir un algebra topologica abeliana asociada en forma
natural con un subespacio invariante por traslaciones y cerrado V' C
E(R™), a saber el algebra

Ay = E'(RM)/V*.

Enseguida comparemos las propicdades espectrales del dlgebra Ay
con aquellas del espacio V. De acuerdo con la definicién usual de es-
pectro para algebras conmutativas, Sp Ay es el espacio de funcionales
multiplicativos continuos sobre Ay. Iis facil ver que cada funcional
multiplicativo sobre £'(R") esta dado por una funcién exponencial por
medio de la {ormula

o(T) = T(X) = T(exp(—t < A, - >)).

‘ntonces a cada funcional multiplicativo sobre Ay le corresponde una
exponencial que se anula sobre V+. Aplicando ¢l teorema de Hahn-
Banach y el hecho que V++ = V obtenemos que

exp(—1 < A,->) e V.
Asi el espectro de Ay coincide con el de V.

Si denotamos
SpV:={zeC"

e, € V}
podemos mostrar la siguiente proposicion.
Proposicién 3.0.3 Sca V un subespacio cerrado ¢ invariante por traslo-

ciones de E(R™). Entonces zo € Sp V st y s6lo si los elementos del ideal
Jv se anulan en zg.
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Demostracién. (=) Si zgp € SpV ¢ntonces ¢, € V' y por lo tanto
para cada T € V* tenemos que T'(z) := T'(es,) = 0.

(<) Si para cada T € (V1), T(z) = 0 entonces T'(c,,) = 0.
Ahora usando que (£') = £ obtenemos que V4 = V| de esta manera

el espacio V es igual a
V={fe&®RYT(f)=0paratodoT € V*}

por lo tanto podemos deducir que e,, € V, es decir, zy € Sp V.

|

Paran = 1, podemos obtener una versién mas fuerte de la proposicion
anterior, para ello daremos la siguiente.

Definicién 3.0.1 Sca J C A,(T) un ideal y zy € C un cero comiin a
todos los elementos de J. Decimos que zo ¢s cevo de orden k para J s
k es ¢l mayor nimero nalural lal que para toda [ € J

f“)(l()) e f(k)(ZO) = ().
Teorema 3.0.2 £l ideal Jy = (Vi)’ liene en zo ccro de orden k sty
solo st zg € SpV ym(zy) = k.

Demostracion. (<=) Si zg € Sp V entonces ¢, € V, por lo tanto para
todo 1" € (V1), T(z0) 1= T"(cs) = 0. Si m(zy) = k, por la definicién de
m(zo) tenemos que k es el mayor nimero natural tal que #¥e, (z) € V;
por otro lado de la teoria de distribuciones sabemos que para n € N

in) (20) = To((—iz) ey (2))

por lo tanto obtenemos que fi’(")(zo) = 0 para 0 < n < k, cs decir, z
es cero de orden k para Jy.

(=) Si zg es cero de orden k para cl ideal Jy, entonces por definicion,
para todo T € Jy, T(z) := T(cs,) = 0 y puesto que

V={fe&®RT(f) =0paratodoT € V*} (3.1)

obtenemos que ¢,, € V, es decir, zg € Sp V.
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También si zg es cero de orden k para Jy, significa que k ¢s ¢l mayor
ntimero natural tal que para todo 7' € Jy, T™(z5) = 0 para 1 < n < k;
y como sabemos que

T (z0) = Tol(—iz) e (),

por (3.1) obtenemos que k es el mayor niimero natural tal que z¥¢,, (z) €
V, es decir, k = m(z0).
|



Capitulo 4

TEOREMA DE
HORMANDER

ste capitulo esta dedicado a presentar el teorema de Hormander,
el cual es el argumento fundamental usado para desarrollar ¢l con-
cepto de coespectro extendido y espectro combinado en algebras A, (92).
Tomarcmos la demostracion del articulo de Hormander [16]. El teorema
de Hormander afirma que el idcal generado en A,(2) por la k-upla

F=(fi,.. ., fx) € A" es todo A,(Q) sy sélo si

i
Z Lf,(2) > Cexp(=Dp(z)) (1.1)

para convenientes C', ) > (0 y para todo z € ().
Esto implica que para cada k-upla F la cual satisface la desigualdad

(4.1) existe una k-upla H = (hy,..., he) € A,()* tal que

k
Zh]’f]’ = 1.
J=1

Necesitaremos un teorema, que aparece en [34], que completa el
teorema de Hormander con informacién acerca de como las cotas de la
k-upla M dependen de las constantes iniciales C, D en (1.1) y de los
valores ||0F||. vy l|gll., esto nos permitird acotar las resolventes genera-
lizadas R(p) en capitulo 7.

23
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Para presentar las ideas de la demostracion del Teorema de Hor-
mander utilizaremos los espacios de formas diferenciales.

Para cada [,7n nimecros naturales y ¢ > 0 denotamos por L! (1) cl

spacio de formas diferenciales de tipo (0 on coeficientes ¢ !

espacio de formas diferenciales de tipo (0,m) con coeficientes en W'y
valuadas en A'CE. Y por L la unién de todos los espacios 1! (t) con
respecto a f.

Los elementos de L! (¢) se pueden escribir como

h:Zh[@)Ci]/\.../\(i,‘l (’12)
I

donde las A son formas diferenciales de tipo (0, m) con cocficientes en
W/, I es un [-indice de la forma [ = (iy,...,%4) y (e1,..., k) ¢s una
base en C*. Definimes :

1B1 = (Al

1

donde la suma se toma sobre el conjunto de indices ;75 con orden
creciente.
Definimos el operador

I3 l {
() . I/'m - I/m,+l

por
Oh =Y k@ e, AL A,
I
para h dado por (4.2). El dominio de este operador esta [ormado por
los h € L], tales que 9h; es elemento de W, donde W, := U»oW.
Los espacios L! con ¢l operador 0 forman un complejo.

m

Lema 4.0.3 Para cada g € Lﬁn“ con 0g = 0 emiste f € LI lal que
of =g.

Para su demostracion véase [16].
Dotamos a los espacios L! de la estructura de doble complejo de Ja
siguiente forma.
Dada una k-upla de elementos de A,(Q), F = (f1,..., fi) definimos
un operador lineal
Pr: LY S L



.\
[

por PxL% =0y

, k
Prh = Z(Z /L[jf]‘ ey, Ao A (:l’l)
I =1

para h € LAl y [ = (¢1,---,2,7). s facil ver que el operador Pr
satisface P*x = 0 y que ¢ conmuta con Pg.
El doble complejo construido es

42 O 142
- L = I/m+1 —
})]. I)]_

! !

2]
S .

l=

m-+1
P f Pl;-
— Lt 9 L —
m ‘m+41

El siguiente lema es analogo al lema 4.0.3 para ¢l operador Pg.

Lema 4.0.4 Sean F que satisface ({.1), g € L, y Prg =0, entonces
existe h € LI tal que g = Pxh, y Oh € Li:,:il st dg = 0.

Demostracion. Los clementos b de ta solucion b se pueden obtener
explicitamente

I+1
hi= 3 (=D i fi |FI
J=1
donde |F|? = Zle il% 1 = (41, 1) y T(J) es el l-indice que se
obtiene de [ eliminando ¢;.
Se puede calcular directamente que Pxrh = g¢.

3 141
Ahora veamos que 0k € L1, .

Oh = Zf)/tl ® i N A e,

1
[+1

Ohr = (=)' g1,0( 1, |FI7)

=1



26 Capitulo 4. TEOREMA DI HORMANDIER
ya que dg = 0, de donde dh € L.
=

Teorema 4.0.3 Scan F una k-upla que salisface (f.1), g € L} lal
que Prg = 0g = 0, entonces la ecuacion Prh = g tiene una solucion
h e LY tal que 0h = 0.

Demostracién. Sim > n o { > k entonces L), = 0y ¢l teorema
es trivialmente valido. Supongamos que el teorema se cumple para
[+ 1,m+ 1. Demostremos que sc cumple para [, m.

Sig € L con 8g = Prg = 0, por Lema 4.0.4 existe b’ € L' tal
que Prh' =gy oh' € L.

Ya que 00h' = 0y Proh' = dPxh' = g = 0 la hipdtesis de
induccién implica que existe h” € L2 tal que Prh” = Ob' y  Ob" =
0.

Ahora por Lema 4.0.3 existe b € L2 tal que 0b" = b". Si h =

T

h' — Pzh" obtenemos que

Oh = Oh' — OP ph™ =
Oh' — Proh" =

O —Prh" =0

Prh = Pzh' — P rh" = Prh’ = g.
]
Teorema 4.0.4 (Hormander) Sea p una funcion plurisubarménica no
negativa en el abierto 8 C C* que satisface 2.i) y 2.ii). [Enlonces
fi,ooo fa € A (Q) generan A,(Q)) sty sdlo st (4.1) es vdlido.

>mostremos Teorema 4.0.3 es equivalente a T'eorema 4.0.4.
Demostremos que Teorema 4.0.3 es equivalent I 4.04

Proposicién 4.0.4 Son cquivalentes Teorema 4.0.8 y Teorema 4.0.4.



O
-1

Demostracion. Teorema 4.0.3 implica Teorema 4.0.4: Tomando
g(z) =1 para todo z € Q, 1 =0y m = 0 en Teorema 4.0.3, obtenemos
que existe h € L} tal que Prh = g; cs decir Prh = Z?:] hifi =1y
como h € L}, por Lema 2.0.2 sc tiene que h; € A,(Q) paraj =1,..., k.
Por lo tanto f1,..., fr generan A4,(12).

Teorema 4.0.4 implica Teorema 4.0.3: Si Teorema 4.0.4 se cumple
entonces la k-upla F satisface (4.1) y por lo tanto también se cumple
Lema 4.0.4, luego podemos realizar el mismo razonamiento por inducion
que en la demostracién de Teorema 4.0.3.

|

Ademas del teorema de Hoérmander, como comentamos en la in-
troducion de éste capitulo, necesitaremos de una version mas extensa
de éste tecorema la cual aparece en [34], también aqui se encuentran
versiones mas explicitas de los lemas de Hormander demostrados ante-
riormente.

Dada una k-upla F = (fi,..., fx) € A,(Q)* denotamos

loF], =>"

=1 3=1

J .
0_2—;1'7”{

Teorema 4.0.5 Para cada k € N y s > 0 cxisten {,r > 0 y un poli-
nomio Wy, con cocficienles positivos lales que para cada g € A, (1),
cada k-upla F € A, ()" que satisface (4.1) y ||0F|, < oo existen
h; € A,(2)' que cumplen

k
> hifi=g
1=1

1 OF|,
s, < & Wesl( =579l
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Capitulo 5
COMPACTIFICACIONES

En la primera parte del presente capitulo caracterizaremos la compacti-
ficacion de Stone-Cech demostrando que es vinica hasta homeomorfismo
y en la segunda parte estableceremos una correspondencia uno a uno
entre los puntos de la compactificacién de Stone-Cech de un espacio
topoldgico X y el conjunto de ideales maximales del espacio de fun-

ciones continuas sobre el espacio X.

Definiciéon 5.0.2 Un espacio compacto K se llama una compactifi-
cacion de un espacio lopologico X si existe una inycccion j + X — K
tal que j(X) es denso en K.

Definicién 5.0.3 Dos subconjuntos A y I3 de un espacio X sc llaman

completamente separados en X si existe una funcion continua [ cn
C(X) tal que f(a) =0 para todo a en A y [(b) =1 para ltodo b € I3.

Definicién 5.0.4 Un espacio X es completamente reqular si cada sub-
conjunto cerrado ' de X es completamente separado de cualquicr punto
z que no estd en I y cada punto es cerrado.

De aqui en adelante X scra un espacio completamente regular.

Ahora enunciamos el teorema de Stone-Cech, para una demostracién
véase [30].

29
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Teorema 5.0.6 (Stonc-Cech) Cada espacio completamente reqular X
tiene una compacltificacion 8X tal que cualquier funcion conlinua de
X wvaluada en un espacio compacto K se puede crtender conlinuamente
de manera unica a 3 X.

El siguiente corolario nos permitira demostrar que la compactifi-
cacion SX de un espacio X es "la mas grande” compactificacion.

Corolario 5.0.1 Cualquier compaclificacion de X c¢s tmagen conlinua
de X bajo una funcion que deja fijos los puntos de X .

Demostracion. Sca KN una compactificacion de X, entonces la in-
yeccion 7 X — [ la cual deja fijos los puntos de X, se puede extender
(2) a BX por el teorema anterior. Ahora demostremos que 7 s sobreyee-
tiva. ¢(3X) es cerrado, X C#(#X)C K y X es denso en K, entonces
H(BX) =K.

L

“n el conjunto de las compactificaciones de un espacio topoldgico
X podemos establecer un orden parcial de la siguiente manera, st K
v K, son dos compactificaciones de X, definimos K| < Ky 81y sdlo si
existe una funcion continua g : Ky — K sobreyectiva que deja fijos los
puntos de X.

Entonces el corolario anterior muestra que X es un clemento ma-
ximal en el conjunto de las compactificaciones de X.

Definicion 5.0.5 Dado un espacio X a la compactificacion X se le
llama compactificacion de Stone-Cech.

El siguiente corolario muestra que la compactificacion de Stone-Cech
es Gnica hasta homeomorfismo.

Corolario 5.0.2 Sea K una compactificacion de X tal que cada funcion
continua de X a un espacio compacto tiene una exlension a K, en-
tonces K es homeomorfo a X bajo un homeomorfismo que deja [fijos
los puntos de X.
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Demostracion. La inyeccion de X en SX tiene una extension f
a K y la inyeccién de X en K tiene una extension g a §X por ol
teorema anterior. Como fog|ly = 1x y X es denso en X tenemos
que fog = lgx. Anadlogamente go f = Igzx. Por lo tanto [ y ¢ son
homeomorfismos dejando los puntos de X fijos y /= g%

|

El siguiente teorema establece una correspondencia uno a uno en-
tre los puntos de la compactificacion de Stone-Cech de un espacio
topoldgico X y el conjunto de ideales maximales del espacio de fun-
ciones continuas sobre el espacio X, para una demostracion véase [28].

Teorema 5.0.7 (Gelfand-Kolmogoroff) Los ideales maximales de C(X)
(donde X es un espacio topoldgico) estdn en correspondencia uno a uno
con los puntos de 3X y estd dada por
¥ 7——-[%)(
M= {feCX)e 20
donde z € X y Z(f) denola ¢l conjunto de ceros de la funcion f.

Corolario 5.0.3 8X es homeomorfo al espacio de ideales mazimales

de C(X).

Demostracion. Como el teorema de Gelfand-Kolmogoroff establece
una correspondencia uno a uno, basta demostrar que para todo S C

BX, 7(S) = 7(5) donde 7 esta dado por

BX 525 M, e M(C(X)).

7(S) C 7(5): Si z € §, entonces cada elemento de C(X) que sc
anula en §, se anula también en z. Entonces por la definicion de la
clausura en un espacio de ideales maximales

7(5) = N{C(NIF({S}) = {0}}

donde C(f) es el conjunto de ideales maximales que contienen a f, asi
obtenemos que 7(z) = M. € 7(5).

7(5) C 7(5): Deseamos mostrar que si M, € ;(—55 entonces z € S.
Supongamos que z € S, entonces existe un elemento de C(X) que se
anula en S pero no en z, csto muestra que 7(z) = M, € 7(S5).
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Ejemplo 5.0.5

Sean H* el algebra de Banach de funciones analiticas acotadas
en el disco unitario abierto I y M({/[*°) el conjunto de funcionales
lineales multiplicativos sobre H*. El espacio M(H™) es compacto en
la topologia de Gelfand (Ver [35]).

El operador ¢ definido por

DS M™) N>y

Uy I - C f— f(})

es un homeomorfismo de D en zj)(iD), asl podemos considerar a I3 como
un subconjunto abierto de M ().

Inmediatamente surge la pregunta ;jEs M(H®) una compactifi-
cacion del disco 7. La respuesta es positiva y para cllo necesitamos
dos teoremas.

Fin el siguiente teorema daremos una condicion necesaria y suficiente
para que el disco unitario abierto i sea denso en M(H*).

Teorema 5.0.8 I disco unitario abicrlio b ¢s denso en M(H™) sty
solo si para cada familia fi,..., f. de funciones analiticas acoladas en
D ftales que

i+ = 6>0, A<

existen funcioncs analiticas acotadas gy, ..., g lales que frgr + ...+
fogn = L.

Demostracion. (<=) Supongamos que D # M) entonces existe
do € M(H®) tal que ¢g € Y(D) = D, luego existe una vecindad
V(do; f1,-. ., fn;0) de ¢o que no intersecta a I, recordemos que la base
de vecindades de ¢y estd dada por los conjuntos de forma

V(doi J1s-- -, fus6) = {6 € M) [6(S;) — ¢o(f)l < 855 =1,...,n}.

Podemos tomar aquella vecindad para la cual fi,..., f, € Ker¢q ; asi
la vecindad de ¢¢ que nos interesa esta dada por




V(do; fiy- -y fn;8) ={d € MIHZ)|o(fi)| < b5 =1,....n}.
Como ¥y € Y(D) entonces ¥y & V(do; f1,..., [n;8), asi para todo A € I»
[l =10 = 6

es decir |fi]+ ...+ |fn] = dend.

Por otro lado f1,..., f, estan en el ideal propio Ker ¢g C I, csto
implica que 1 no estd en el ideal que ellos gencran, por lo tanto no
existen ¢1,...,g9, € % tales que figy + ...+ fogn = 1.

(=») Supongamos que fi,...,fn € H® tales que |fi(A)] + ...+
|fa(X)| > 6 >0, para A € Dy que no existen gy, ..., g, € ™ tales que

figr + ...+ fagn = 1.

esto implica que el ideal generado por f1,..., f, es un ideal propio
de H* ¢l que denotamos por (fy,..., fn) = [. Ahora escojemos ¢y €
MH>) tal que Kergg = [ y

b 1™ — C g—qg+1

#o delinido de esta manera es un clemento de M(/1%). Veamos que
¢o ¢ . Consideremos la siguiente vecindad de ¢

V(boi fir- s Joi0/0) = {6 € MUI)16(L;) = dolJi)] < 8/n;
= 1heen) = {6 € MU IS < 8/nsj=1,...,n).

V no intersecta a I, porque si ¢ € V NID entonces ¢ cs de la forma
¢ = ¥, y obtendriamos

()] = [l = (0] <é/nig =1,....n.

es decir

A+ (M <6

para A € D lo cual es una contradiccién.

|

Enseguida enunciamos el Teorema de corona cl cual aparecié por
primera vez en un articulo de L. Carleson en 1962 (Ver [8]).
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Teorema 5.0.9 (Tcorema de corona) St fy,..., [, € I tales que
i)+ M2 6>0, A<

Entonces fi,..., f, generan H.

Asi usando los dos teoremas anteriores obtenemos inmediatamente
que M(H>) es una compactificacién del disco .



Capitulo 6

EL COESPECTRO
EXTENDIDO

En la primera parte del presente capitulo introducimos el nuevo con-
cepto de coespectro extendido [1], el cual para cualquicr ideal propio
de A,(Q) resulta ser diferente del vacio, en contraste con el coespectro
clasico. Presentamos una secrie de resultados que nos permiten describir
el coespectro extendido de un ideal propio J de A,(€2) como el conjunto
de ceros de una familia de funciones asociadas a J y obtener el coespee-
tro extendido de un ideal J en cualquier compactificacién de 0 como
proyeccién del coespectro extendido del ideal J en la compactificacion
de Stone-Cech.

n la segunda parte demostramos que todos los idcales maximales

de A,(Q) son de la forma
J. = {f € A,(Q)] Qgim (fexp(cp))(w) = 0, paratodoc > 0}
para z € 3.

Con el objeto de dar en esta parte una exposicion mas completa
incorporamos resultados de [2].

Definicién 6.0.6 Pare un ideal dado J C Ay(Q) y una compactifi-
cacion C de 1, denotamos por

p(J,C)={z € Ci3f; € J,K > 0yunavecindad Odezen C

35
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k

tal que Z i(w)

7=1

> exp(—Kp(w)) paratodow € O N2},

Los puntos que pertenecen a p(.J, (') los llamamos puntos regulares
para J en C. El coespectro extendido de J en €' denotado por ((J, C) es
el complemento de p(.J, ). Denotamos por Z(./) el cocspectro cldsico
de J es decir el conjunto de ceros comunes a los elementos de J en Q.

De la definicion de coespectro extendido es obvio que
Z(J) = ((J,C) N Q para cualquicr compactificacion €' de €.

El siguiente teorema afirma que el coespectro extendido de un ideal
J en cualquier compactificacion es diferente del vacio s1 y solamente si
J es un ideal propio.

Teorema 6.0.10 Ll conjunto ((J,C') es vacio si y solo st J = A,(2).

Demostracién. Supongamos que p(J,C) = C. Por la definicion,
para cada z € C existe O(z), k > 0y f7 € J tal que

i

Por la compacidad de C podemos clegir una subcubierta finita

{O(2i)}iz1,..r de la cubicrta {O(2)}.ec. Sean {71}, {["}y
ky, ...,k los correspondicntes clementos de J y correspondientes cons-
tantes positivas. Tomando ¢ = max{ky,..., &}, obtenemos

(w)] > exp(—kp(w)), we€ O(z)NL.

ZZI/“ )| > exp(=cp(z)), z€Q
i=1 j=1
Por teorema de Hormander 4.0.4 las funciones fi',..., fI" generan
A,(2), es decir .J = A4,().
La implicacién inversa es inmediata por teorema de Hormander.

En contraste al coespectro extendido ((J, C), el coespectro clasico
Z(J) puede ser vacio para idecales propios, como muestran ¢l cjemplo
encontrado por Gurevich desarrollado en capitulo 3, y también ¢l si-
guiente



Ejemplo 6.0.6 [18]

Sean @ = Cy p(z) = p(z + 1y) = max(z,0) + |2]? donde 0 < ¢ < 1,
entonces si f(z) = ¢*, f € A,(C). Por otro lado si ¢(z) = ¢7%, g &
A,(C) puesto que en el ¢je real si z = —1, 1 > 0.

lg(2)|e™ ") = A" oo cuando ¢ — oo

Por lo tanto el ideal principal J; = ¢*A,(C) es un idcal propio y sin
embargo su coespectro Z(J;) es vacio, porque f(z) = €° no sc anula en
ninguna parte.

La propiedad de la compactificacién de Stone-Cech dada en Teorema
5.0.6 nos permite describir el coespectro extendido de un ideal J como
el conjunto de ceros de una familia de funciones asociadas a J.

Teorema 6.0.11 Sea J un deal de A,. Fntonces

((J) = {= € BT exp(ep))'(2) = 0, paratodoc >0, € J}.

Demostracion. Si J es un ideal propio y z € ((J) entonces por la
definicién del coespectro para cada f € J, e > 0,¢ > 0,0(z) existe
w € O(z) tal que

|[(w)|exp(ep(w)) < ¢
luego por la continuidad de la extension obtenemos la afirmacién. 1
inverso es obvio.

n

A su vez la descripcién del coespectro extendido obtenida en el
teorema anterior nos permite mostrar el siguiente

Teorema 6.0.12 Secan I,J idcales propios de A,(2) y sca J ¢l ideal
generado por 1 y J. Enlonces

((T) =<c)n¢(s)

Demostracién. Supongamos que z € {(/)N((J). Para cada f € J
existe g € I, h € Jy ¢, € A,(Q) tales que f = pg + k. Existen
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también constantes a, b, c,d > 0 para las cuales |p| < a exp(bp) y |¢| <
c exp(dp). Para un arbitrario ¥ > 0 obtenemos

| f exp(yp)| < alglexp((b+ v)p) + c|hlexp((d + ¥)p)-

Ambos miembros de esta desigualdad son funciones continuas las cuales
por Teorema 6.0.11 se extienden a funciones que se anulan en z, y por
lo tanto z € ((J). Asi hemos probado que

c()yn¢(J) c e

Puesto que I C J y J C J la contencidn opuesta es también valida.
n

Enseguida mostramos que ¢l coespectro extendido en la compactifi-
cacién de Stone-Cech ((/) de J determina completamente el coespectro
extendido de J en otras compactificactones.

Teorema 6.0.13 Scan C una compaclificacion arbitraria de Q y
P Q) — C la proyeccion que deja invariantes los puntos de 2. In-
tonces para cada ideal .JJ C A,(Q)

P(C(J)) =, C).

Demostracién. Para demostrar que P({(J)) C ¢(J,C) probemos
que P(z) € p(J,C) implica z € p(J). En efecto, st O(P(z)), f; € J,¢ >
0 son tales que

k
> f5(w)] = exp(=cp(w))

para w € ONQ, entonces U = P~1(O(P(z))) es la vecindad de z tal que
la misma desigualdad es valida para los puntos de iU N Q2. Esto significa
que P~ (p(J,C)) C p(J), o equivalentemente P(((J)) C {(J,C).

Para probar la otra inclusién, supongamos que z € ((J,C) pero
P~1(z) C p(J) y obtengamos una contradiccién.

Siz € P7Y(2) existen f; € J;e,¢ > 0 tales que



k

(Z t[J(U\)‘ CXP((TP(y)))~ S e

i=1

en alguna vecindad de z. Puesto que P71(z) es compacto podemos
encontrar una N-upla fi,..., fn € J; €,¢ > 0 tales que

N
(3 il exple)(a) > =

para todo z € P7'(z).
Por otro lado si z € ((J,C) entonces en cada vecindad U de z en O
existe zy € U [N tal que

N
O izl explep(zu)) < /2.
1=1
Por la compacidad de 89 la sucesion generalizada (zy) tiene un

punto de acurulacién z el cual debe pertenecer a P~1(z) por la definicion
de la sucesion. Iisto implica que

(3 ilesplen)is) < /2

lo cual es una contradiccion.
n

IDEALES MAXIMALES DE A,(9).
Primero mostremos que todo ideal maximal de A4,(Q2) ¢s de la forma

J. =A{f € A (V)|(f exp(ep))(z) =0, paratodo ¢ > 0}
para z € Q.

Proposicién 6.0.5 Todos los ideales mazimales de A,(?) son de la
forma J, para algin =z € B
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Demostracién. Sea J un ideal maximal de A4,(§2) entonces por Teo-
rema 6.0.10, el coespectro extendido ((J) es diferente del vacio, asi
existe z € ((J) y por Teorema 6.0.11 J C J.. Ahora por la maximali-
dad del ideal J, tenemos que J = J,.

| |

De manera natural se ticnen las siguientes preguntas:
1); Para cuales 2z € 89, se tiene J, # {0}7
2);Para cuales z € g, el ideal J, ¢s maximal?

3)Si J, es maximal ;Es valido ((J,) = {z}7

A las primeras dos preguntas no pudimos darles respuesta y la res-
puesta a la tercera pregunta cs negativa.

Primero mostremos que 3) es cquivalente a

3") Si z,2' € B, 2 # 2" entonces J, N J, no es maximal.

Para ello es conveniente introducir la siguiente terminologia.

Definicién 6.0.7 Decimos que una funcion [ € A,(§2) tiene ccro fuerle
en z € B st para todo ¢ > 0

Q;lurll_l’z S(w)exp ep(w) = 0.

Proposicién 6.0.6 3) si y sdlo si 3°).

Demostracion. 3) implica 37): Si {(J,) = {(J») entonces z = 2.

3’) implica 3): Sean z,z’ € 8, z # 2’ entonces J, N J,r ¢s diferente
de J, y de J,.. Esto significa que existe al menos una funcién en A,(§)
tal que tienc cero fuerte en z y no en 2/, asi que 2’ € ((J,). Esto significa

que el coespectro extendido del ideal J,, ((J,) es ¢l conjunto {z}.
|

Proposicién 6.0.7 [2] Sean (z,)y (2'.) dos sucesiones en ) sin cle-
mentos comunes y sin puntos de acumulacion en ). Supongamos que
para cada ¢ > 0, |z, — 2'n|exp(ep(2n)) — 0. Entonces para cada [ €
A, yb>0

Fmn) = J(24)

exp(bp(z,)) — 0.



Demostraciéon. Inmediatamente tenemos la desigualdad

1. n o
o) = SN < [ D155+ (1= 0Dl = 1 (6)

Las derivadas parciales pertenccen a A,(€1), entonces para apropiados
A, B > 0y para toda :
af

52 (W) S Acxp(Bp(w))

Por otro lado para n suficientemente grande los puntos z, y 2/ satisfacen
la condicion.

exp{eip(zn) + ) < 1

|Zn - Zln

por lo tanto p(tz, + (1 — 1)z ) < e3p(zn) + ¢4 La ecuacidn (6.1) implica
que

|f(zn) = f(z)] < Anlﬂ(?XP(B(C:sP(Zn) + ca))lzn — 2]

Después de multiplicar por exp(ep(z,)) obtenemos en el miembro dere-
cho una sucesién que tiende a cero de acuerdo a las hipdtesis sobre las
sucesiones (z,) y (z1).

|

Usando la proposicion anterior, sc construyen en [2], dos puntos
z, 2" € fQtalesquez # 2’y sin embargo J, = J., es decir no se cumple
3’) y por lo tanto tampoco se cumple 3).

La construccion es como sigue:

Sean Z = {z,} y 4’ = {z]} dos sucesiones como en Proposicion
6.0.7. Sea {U} un ultrafiltro de subconjuntos de Z con limite z, {4’}
el ultrafiltro de subconjuntos de 7’ que se forma substituyendo los z,
por 2/ y z’ el limite de {{'}.

Los conjuntos Z y Z' son cerrados y disjuntos en €2 por lo tanto sus
cerraduras en f3¢) son disjuntas. Y como z € Z y 2’ € 7' oblenemos

z # 2.

Proposicién 6.0.8 [2] Bajo las anteriores suposicioncs sebre 7 y /'
tenemos que

/~ = Jal.
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Demostracién. Sigue de la Proposicion 6.0.7 y de la construccion de
los puntos z, 2z’ que

Hm  f(w)exp cp(w) =0

Dw—z
implica
lim f(w)exp ep(w) =0

(29111—»2’

esto significa que J, C J,. Como se observéd en la demostracién de
Proposicion 6.0.7 p(z!) < esp(z,) + ¢4 para n grande, lo que implica

|2n — 2'nlexp(ep(2y)) < |z — 2'nl exp(e(esp(za) + 1)) —= 0

de donde ./, C J,.

|

De la desigualdad de la Proposicién 6.0.7 se obtiene que las exten-
stones continuas de las funciones [ € A,(Q) a SO toman los mismos
valores cn z y 2/, demostrandose inmediatamente la

Proposicién 6.0.9 [2] Las funciones sobre 3§ y valuadas en la cs-
fera de Riemann obtenidas como extensiones conlinuas de clementos

de A,(R) no separan los puntos de B\ ().

Recordemos que en [19] se demuestra que las extensiones de fun-
ciones enteras sobre C separan puntos de 8C.



Capitulo 7

EL ESPECTRO
COMBINADO

Empezamos el capitulo demostrando que la invertibilidad de un ele-
mento [f] € 4,(Q0)/J puede expresarse en términos del correspondiente
coespectro. Enseguida definimos el concepto de espectro combinado de
una k-upla F en cualquier compactificacion K de C¥(Ver [1]). De-
mostramos que para todos los puntos finitos en alguna vecindad de
cada punto regular A € K existe una resolvente generalizada () y cl
conjunto de todas las R(p) ¢, es acotado.

Igual que en el caso del coespectro, ¢l espectro combinado o(F, J)
determina completamente el espectro o(F, J, ') por proyeccion sim-
ple. Establecemos una relacion entre el espectro combinado o(F,J) y
la imagen del coespectro extendido ((J) bajo la extension continua F.

Sea J un ideal del dlgebra A4,(Q), la invertibilidad de un elemento
[f] del dlgebra cociente A,(Q)/J puede expresarse en términos de ((J),
como lo indica el siguiente.

Teorema 7.0.14 Sea f € A,(R2). Son equivalentes
a) La clase [f] es invertible en A,(2)/J.

b) ((Jr) N ((J) = 0.
¢) 3¢ >0 tal que (fexp(ep)) no sc anula sobre ((J).

Demostracién. a) = b). [f] invertible implica existen g € A,(Q) y
h € J tales que fg — 1 = h. Por otro lado el ideal generado por [y J

43
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es igual a A,(£2), por lo tanto por Teorema 6.0.10 su coespectro es ) y
por Teorema 6.0.12 es igual a ((Jy) N ¢(J).

b) = ¢). Supongamos que no se cumple ¢) es decir para todo ¢ > 0,
(f exp(cp)] se anula sobre ((J). Sea A. el conjunto compacto de ceros
en ((J) de la funcién (fexp(cp)). Claramente ¢ < d implica Ay C A..
Luego como ((J) es compacto sc tiene que Nes9A. # B, y por otro lado
tenemos que NesoA. C ((Jf) N {(J), esto contradice b).

¢) = a). Si[f] no es invertible en A,(§)/J esto significa quc el idcal
J generado por fy J no es trivial, y por tanto ((J) # 0, si z € ((J)
tendriamos que para cada ¢ > 0 la funcién (fexp(cp)) se anula en z,
esto contradice c).

n

Comparemos la situacién con el modelo clasico del dlgebra de Ba-
nach C'(X) de funciones continuas sobre un conjunto compacto X. Si
J es un ideal cerrado de C(X) y ((J) cs el conjunto de ceros comunes
a los elementos de J, entonces la invertibilidad de [f] en C(X)/J cs
equivalente a la condicién que [ no se anula sobre ((J) é cquivalen-
temente que ((Jy) N ((J) = §. En este caso el espectro de [f] en el
algebra cociente coincide con el conjunto de valores de f sobre ((J). I
conjunto ((J) juega el rol del espectro del algebra cociente si éste es-
pectro es definido como el conjunto de funcionales multiplicativos sobre
C(X).

Enseguida definimos el espectro combinado extendido de una k-upla
F en una compactificacién arbitraria K de C*.

Definicién 7.0.8 Dcnotamos por F una k-upla (f\, ..., [i) de elemen-
tos de Ap(2). Sea A € K. Decimos que A es reqular para F relativo a
J st existen ¢ > 0,d > 0 y una vecindad O(A) de A en K tal que para
todo p € OA)NC* yz e ((J)

(Z |fi = 1ilexp(ep))(z) 2 d. (7.1)

El conjunto de puntos regulares para F cn K es denotado por
o(F,J,K). p(F,J,K) es abierto en K. Su complemento lo Hamamos
el espectro combinado de F en K con respecto a J y es denotado por
o(F,J,K). Denotamos por o(F,J) (resp. p(F,J)) el espectro (resp.



15

el conjunto de puntos regulares) de F en la compactificacion de Stone-

Cech BC*.
Observemos que los conjuntos p(F,J, K) y o(F,J, K) dependen
solamente de las clases [F] = ([fi],...,[/x]), por lo tanto estamos

tratando con una extension del concepto de espectro combinado de
una k-upla de elementos de A,(2)/J.

“n el siguiente teorema probaremos que para todos los puntos fini-
tos u's en alguna vecindad de cada punto regular A € K existe una
resolvente generalizada R(u) y el conjunto de todas las R(p),q, s
acotado.

Teorema 7.0.15 Sean X € p(F,J,K) y O C K una vecindad de X en
la cual la desigualdad (7.1) se cumple para algunos c,d > 0. Denolemos
porU = O NCF. Entonces existen funciones R;(-,pu) € A (Q), p € U
tales que

k
S =) Ri(om)—1€J (7.2)
7=1

para todo p € Y.
Ezisten v > 0,b > 0 tales que | B;(-, p)ll; < b para todo pn € U.

Demostracion. Si z € ((J) existe g, € J y ¢; > 0 tal que

lg.(w)] > exp(—c.p(w))

para todo w en alguna vecindad de z en €.
Por hipdtesis A es regular para F por lo tanto existen ¢ > 0,d > 0
tal que para todo w € 2N ((J) se tiene

Z | fi{w) = ;] exp(ep(w)) = d.

i=1

Como Q1 es compacto podemos elegir un numero finito de funciones
g1s...,9m € J tales que para un apropiado ¢ > 0 y para todo (w, p) €

QxU . 4
Z |fi(w) — p5| + Z |g:(w0)] = exp(—cp(w)).
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Por Teorema 4.0.4 las funciones

{fi - ,u‘j:gi}lgjgk,lgigm

generan el dlgebra A,(). Entonces existen funciones R; € A,(Q) tales
que

k k+m
3 R(w, )(fi(w) = )+ Y By(w,pmggn(w) =1 (T.3)
j=1 j=k+1

puesto que la segunda suma es elemento de J obtenemos la {6rmula
(7.2). La segunda parte del teorema es consecuencia del Teorema 4.0.5.
|
Por la aplicacién usual de una particion de la unidad podemos cons-
truir una resolvente global de clase C(£2). Sin embargo la no unicidad
de la resolvente hace dificil el estudio de sus propiedades globales.

La ecuacién (7.3) nos permite formular la condicién de regularidad
de un punto en una forma ligeramente mas fuerte.

Corolario 7.0.4 Sca K una compactificacion de C*. Un punlo A € K
es reqular para F relativo a J si y solo st existe una vecindad O(N), d >
0,¢ > 0y una vecindad U de {(J) tal que (7.1) es vdlido para todo z € U
y para todo pn € O(X) N Ck.

Demostracion. Supongamos que A satisface la definicion 7.0.8. Puesto
que R;(w,p) € A,(Q) existen a > 0,¢ > 0 tales que [[R;(-, p)]| <
aexp(cp) para todo u € O(X) N C*.

Definamos
ktm
U ={z € paexp(cp) Y lgi-kl)(z) < 1/2}.
j=k41

El conjunto U es una vecindad de ((J). Debido a (7.3) obtenemos para
cadape ON)NC*y2€U

k
1 <a()Ify = sl explep))(z) +1/2.

=1



Tomando d < 1/2a obtenemos el resultado deseado.

|

Exactamente como en el caso del coespectro el conocer el espectro
o(F,J) nos permite determinar o(F, J, K') para una compactiflicacién
arbitraria K por simple proyeccién. Denotamos por Py : BCF — K la
proyeccion natural que deja invariantes los puntos de C*,

Proposicién 7.0.10 Px(o(F,J)) = o(F,J, K).

Demostracion. Demostremos primero que P (o(F, J}) C o(F, J, K).
Supongamos que A € K es regular para F relativo a J. Sea O(X) una
vecindad de A tal que (7.1) se satisface. Iintonces P'(O())) es una
vecindad de P'({)\}) para la cual (7.1) es también vélido. Esto sig-
nifica que todos los elementos de P! ({A}) son regulares y por lo tanto
Px(o(F,J)) Co(F,J, K).

Para demostrar la otra contencién supongamos que A € o(F, J, K),
por lo tanto para todo ¢,d > 0 y para cada vecindad O de A existe
p e Oncky 29 € o(J) tal que

11 = 5 lexplep) (=) < .

Por la compacidad de SC* la sucesién generalizada {4} tiene un punto
de acumulacién, digamos p € SC*. Ahora siguc de la construccién que
P[{ﬂ = A

El punto p es singular puesto que existe al menos una subsucesion
w4 que converge a p tal que

(S 1 = i) explep) () < d.

j=1
]

Cualquier k-upla F = (fi,..., fi) de elementos de A,(Q) puede
considerarse como una funcién continua

05z (filz),..., fulz)) € C* ¢ BcF,

por lo tanto existe una unica extension continua de esta funcion a A2,
la cual denotamos por F. Kl siguiente resultado establece la relacion

entre F(C(J)) y o(F, ).
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Teorema 7.0.16 N
F(J)) Co(F,J). (7.1)

Demostracién. Sea A € F(w) y w € ((J). Supongamos que A €
p(F,J) y lleguemos a una contradiccién. A regular implica que

k
(Z |fi — mjlexp(ep))(z) > d (7.5)

para todo z € ((J), p € O(\) N C*.

Por corolario 7.0.4 la anterior desigualdad se cumple para p €
OA)Ncky z € U donde U es una vecindad de ((J). Elegimos un
punto finito arbitrario z de U N F~1(O(N)). Tomemos py = F(z).
Claramente po € O(X) pero el miembro izquierdo de (7.5) se anula en
z. Esto es una contradiccion.

]

Aplicando a ambos miembros de (7.4) la proyeccion Py para una
compactificacién arbitraria K de C*, obtencmos

Corolario 7.0.5 P F({(J)) C o(F,J, K).
Por lo tanto usando Teorema 6.0.10 obtenemos inmediatamente.

Teorema 7.0.17 o(F,J,K) # 0 si y solo si J es ideal propio de
A, ().



Capitulo 8

TEOREMA DE MAPEO
ESPECTRAL

Comenzamos el capitulo preguntdndonos cuando F({(J)) = o(F,.J);
demostramos que en C* se cumple la igualdad y que para F = iden se
tiene la igualdad en cualquier compactificaciéon K de C*.

Imponiendo una condicién topoldgica a una compactificacion K de
€* demostramos que el espectro combinado dela k-upla F = (f1, ..., &)
€ A, () en la compactificacién K con respecto a J es igual a la
proyeccion natural sobre K del coespectro extendido del ideal J bajo
la extensién continua F, éste resultado nos permite demostrar, usando
la terminologia de algebras topologicas, que el teorema de mapeo es-
pectral se cumple para el espacio proyectivo P¥(C) y también para toda
compactificacién C tal que P*(C) = C.

La pregunta ;La inclusién (7.4) es una igualdad? permanece abierta.
En el caso general podemos solamente probar que o(F,J)\ F({(J)) C
BTk \ C*, es decir en C* ambos conjuntos coinciden.

Teorema 8.0.18 o(F,J)NC* = F(¢(J)) Nk

Demostracién. Debido al Teorema 7.0.16 falta probar que
o(F,J)nck c F(¢(J)). Si )€ a(F,J)NC* entonces para cadan > 0

49
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y n € Nexisten pt™ € B(A\,1/n) v 2, € ((J) tales que

O 1S5 = i lexp(ep)) < 1/n.

=1

Como exp(cp) es mayor o igual a 1 en todo su dominio compactificado,
tenemos

k
O 1ilz) = i <1 /m
j=1

por lo tanto las sucesiones {F(z,)} v {#{™} son equivalentes y por
consiguiente ambas convergen a A.

Ahora ((J) compacto implica que la sucesion (z,) ticne un punto
de acumulacién en algiin z € {(.J). Esto significa que F(z) = .

|

El teorema anterior implica que si existe A € o(F,J) \ F(({(J))
entonces en los puntos finitos de cada vecindad de A las resolventes
generalizadas existen y sin embargo forman un subconjunto no acotado

en A,(§2).

El siguiente teorema muestra que en ¢l caso @ = C* y F = iden
tenemos la igualdad en (7.4).

Denotamos por Z la n-upla para la cual ta ¢-ésima funcion es fi(z) =
z;, entonces Z s la identidad en acr,

Teorema 8.0.19 Sea ) = C". [inlonces
o(2,0) = ((J).

Demostracién. La inclusién ((J) C o(Z,J) es consecuencia de
Teorema 7.0.16. Mostremos que o(Z,J) C ((J). Supongamos que
A€ o(2,J). Por Corolario 7.0.4 para ¢,e > 0 y para cada vecindad O
de Ay Vdeo(J)existen z€ VNC"y p € ONC" tales que

n

Y 1z = wilexp(ep(z)) < e. (8.1)

=1

i



Debemos de probar que para cada f € J y d > 0, la extension
(f exp(dp)) se anula en A. Por Corolario 2.5 en [5] existen funciones
Q; € A(C*) tales que

=Y Qi(z,m)(z — ;)
=1
y para algunas constantes C'y D que dependen de f, la desigualdad

1Qi(z, 1)) < Cexp(D(p(z) + p(p))

se cumple en €. Recordemos que la funcion p satisface la propiedad
que existen A, B > 0 tal que la relacién |z — p| < 1 implica p(p) <
Ap(z) + B. Podemos elegir la vecindad V' de tal manera que

| fexp(d(Ap + B))| < € en V. Obteniendo

n

1£(2) = F()fexpldp(p)) < exp(dp(p)) > 1Q;(z, m)llz; — ]

i=1

< Cexp((D + d)p(p) + Dp(=z Z |25 — p;]

< Cexp(D + d)B)exp(((D + d)A+ D)p Z|z7 — il

Como las constantes A, B,C, D dependen solamente de las funciones
f y p, podemos suponer que la constante ¢ se eligié desde el comienzo
como (D+d)A+ D y en lugar de € en (8.1) el valor e/C exp((D +d) B).

De esta forma obtenemos

|[f(2) = f()lexp(dp(p)) < €

Tomando en cuenta que

[f(2)|exp(dp(p)) < 1f(2)lexp(d(Ap(z) + B)) <€

tenemos | f(u)exp(dp(p))| < 2¢ para algin p € ONC". Puesto que la
vecindad O de )\ es arbitraria concluimos que (f exp(dp))(2) = 0.

||

Ahora aplicando Teorema 6.0.13 y Proposicion 7.0.10 obtenemos
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Corolario 8.0.6 Para una compactificacion arbitraria K de C"
o(Z,J,K)=((J, K).

Observemos que para la compactificacién de Alexandroff K, de C*
tenemos

P F(C())) = o(F,J, K,).

Esta ccuacion asegura que Teorema 8.0.18 es vélido y que ambos
miembros pueden ser no acotados solamente al mismo tiempo.

Facilmente se demuestra la siguiente

Proposicién 8.0.11 Supongamos que para alguna compaclificacion K
de C* tenemos la igualdad

PxF(((J)) = o(F,J, K)
y que I\ = C. Entonces
])C]}(C(J)) = U(fa ./,C)-

Demostracion. Basta aplicar la proyeccion Pre @ K — C a ambos
miembros de la primer igualdad.

n

Imponiendo una condicion topoldgica a la compactificacion K de
C*, obtenemos

Teorema 8.0.20 Sca K una compactificacion de C* tal que para lodo
A, v € K existen vecindades O de A y U de v lales que

inf | —w} >0
HEONCk welinCk

I'ntonces

PrFE(C() = o(F, J, K).

Demostracién. Debido al Corolario 7.0.5 {alta mostrar que o(F, J, K)
C P F(((J)). Sabemos que para puntos finitos la inclusién es vilida,
por lo tanto supongamos que A € o(F,.J, K)\C* y que A & P F(C(J)).



Por la condicién impucsta sobre K para cada w € Px F(((J)) exis-
ten vecindades O, de A y U, de w, asi como una constantc &,, tal
que

L — wl > e, paratodOAEOwﬂ(Ck y we U, nck.
/ /

Como A = PxF(((J)) es compacto existe una subcubierta finita dc la
cubierta {U, },ea, obteniendo entonces las vecindades

U = Ulgi_(_mljw. y 0= nlSiSm()w.'

tales que |[g — w| > € = mini<i<m{€w, } para todo p € ONCF y w e
Unck.

Ahora por la singularidad de A existe i/ € ONCF y z € (P F)~' (1)
tal que (Z;c:] |, = uih(z) <.

Por la continuidad de la extension existe 2’ € (PK]:_)'](U) NC" tal
que la desigualdad anterior se cumple, lo cual es una contradiccion, por
lo tanto A € P F(C(J)).

[

Es facil ver que los espacios proycctivos P?¥(R), P*(C) satisfacen la

hipétesis del teorema anterior. Por cjemplo para el espacio proyectivo
recal P#*(R), sabemos que

P¥ (1) = {[\] = {A, —A}]A € 5%)

donde
§% = {3 e BB = 1),

Sean [A], [v] € P*(R) tales que [A] # [v], definamos
1ML ]l = werin A =2l

V= BAL I - B

W = B(L, 1] = 1)
luego podemos tomar

O=58*nv Yy U=S*nw
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las cuales son vecindades de [A] y [v] respectivamente, y

ueé}}erH/t —wl|l > l5”{)\] —[v]|| > 0.

Asi podemos obtener el siguiente corolario.

Corolario 8.0.7 Para una arbilraria F € A,()* y para K = P¥*(R)
6 K = P*(C) tenemos

PxF(C())) = o(F, J, K).

Observemos que el espectro combinado o(F,J) ticne otras propie-
dades las cuales son caracteristicas para varios tipos de espectro com-
binado considerados en la teoria de algebras de Banach conmutativas
y no conmutativas.

El espacio BC* puede considerarse de forma natural como un sub-
conjunto cerrado del k-ésimo producto Cartesiano gCx. .. x #C. Como
la inyeccion natural consideramos la extension continua del map
Ccr Hle BC. Usando esta convencién demostremos la siguicnte

Proposicion 8.0.12

k

o(F,J) C [Tot{si}. ).

=l

Demostracion. Es [dcil ver por la definicién de p(F, J), que si un
punto A € BCF proyectado en Hle a({f:},J) sobre la m-ésima variable
nos da A,, el cual es regular para f,, relativo a J, entonces A es regular
para F.

|

Sea P(™) = (Py,..., P,) una m-upla de polinomios de k variables
complejas. Denotamos por P{™ la extensién continua a BC* de la
funcién

(z1y. - hzk) = (Pr(2),..., Pa(2)) € BC™.

El siguiente teorema es el teorema de mapeo espectral en un sentido,
para el espectro combinado de F en BC* con respecto al ideal J.



Teorema 8.0.21 Pura cada k-upla F y para cada P™
P (o(F,J)) C a(P™ o F ).

Demostracién. Escribimos P en lugar de ™). Por el teorema de
Taylor para z € QN C" y u € C* tenemos

P(F) - Pi(p) Z Qialp)(f1 — )™ oo (fre — pa)*

Jal=1

donde o = (aj,...,ax) es un multiindice, in son polinomios de &
variables y r es el maximo de los ordenes de los polinomios F;. Su-
pongamos que A € o(F,J) entonces para todo c,e > 0 existen en
cada vecindad de A y en cada vecindad de ((J) puntos finitos p y z
respectivamente, tales que

k
Z *f](Z) - /l]‘iCXp Cp < 5/ Z !Qm /L

Iu! 1

Por lo tanto obtenemos

Z | PF Pi(p)] exp(ep(z)) <

(5 S 1QullIfi(2) — ™ - Uel) — ™ explep(=) <

=1 |a|=1

r k
m Z |Qia(p IZ"XP ep(2))|fi(z) — il < e

la=1

Esto significa que P(A) € o(Po F,J).

|

El siguiente teorema es una version del tcorema de mapco espectral
completo para el espacio proyectivo P*(C).

Supongamos que P : Pk( ) — P™(C) es una aplicaciéon que envia
P*(C)\ C* en P™(C)\ C™ y tal que su restriccién a C* es de la forma
P =(0,..., Py}, donde los P, son polinomios de & variables complejas.
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Como P es una extension continua tunica de una funciéon polinomial,
satisface la relacion

p 0 PPk((C) = Ppm(q;) o f). ‘ (82)

Teorema 8.0.22 Sea F € A,(Q)*. Lntonces
P(o(F,J,PX(C))) = o(P o F,J,P™(C)).

Demostracion. Aplicando Corolario 8.0.7 y (8.2) obtenemos

P(o(F,J,PH(©)) = P(Porey F(C()))) =

Ppr(ey(P o F(((J)) = o(P o F, J,P™(C)).

n
Si consideramos el espacio proycctivo real P#(IR) como compactifi-
cacién de CF, obtenemos la misma férmula

Plo(F.J,P*(R))) = o(P o F,J, PP ())

donde A
r: P“(]gp_) N P2m(g.p‘>

es una {uncién polinomial compleja sobre C¥ que envia los puntos en in-
finito en puntos en infinito, C* esta sumergido canénicamente en P25 ().



Capitulo 9

FUNCIONALES
MULTIPLICATIVOS

El funcional de la evaluacion en un punto dado z € 2
X: + Ap(Q) 2 f— f(z) €eC

es un funcional multiplicativo continuo sobre A,(Q2) lo cual se demues-
tra usando que la topologia del algebra A,(1) esta dada por un sistema
de seminormas. Es natural preguntarse si los funcionales de la forma
X- for z € Q son los iinicos funcionales multiplicativos continuos sobre
A,(2). La respuesta es positiva y en [13] podemos encontrar este re-
sultado, en cuya demostracion se usa calculo funcional de Waelbroeck.
En este capitulo probamos un resultado mas fuerte y la prueba es mas
simple, no usamos calculo funcional de Waelbroeck. Mostramos quc
todos los funcionales multiplicativos sobre A4,(€2) son de la forma x,
para algun z € Q. Esto significa que todos los funcionales multiplica-
tivos son continuos y los ideales maximales M, para z ¢  son de
codimensién mayor que 1.

Teorema 9.0.23 Cada funcional multiplicativo diferente .= cero sobre
A,(S) es de la forma x, para algun z € §).

Demostracién. Sca x: A,(€2) — C un funcional multiplicativo no

trivial. Entonces su kernel J, = {f € 4,(2)|x(f) = 0} es un ideal de

57
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codimensidn 1 y su coespectro extendido es no trivial por teorema. Asi
para € C(J) v f € Jy:

I N
Qalufr—iu f (w) 0

por Teorema 6.0.11. Ahora para cada f € A,(2) tencmos f—x(f) € Jy
de donde

lim f(w) = x(f). (9.1)

Q3w—pu

En particular tomando f;(w) = w; obtenemos x(f;) = limgsw_, w;.
Esto implica que si tomamos z = (x(/f1),-..,x(fa)), z pertenece a
Q) (cerradura en C*!). Si z € Q entonces por (9.1) el funcional x cs
igual a x,. Siz € 0\ Q. Necesitamos el siguiente resultado, que en
la, terminologia de Waelbroeck dice que el conjunto §2 es un conjunto
espectral para Z:

Proposicién 9.0.13 [13],{34] Eziste t > 0 lal que para cada A € C"\Q
existen r;(A) € AL que salisfacen

T

Y (w; = A)ri(A) =1 (9.2)

j=1
para todo w € (1.

Substituyendo A; = 3 en (9.2) v aplicando y a ambos miembros
J \Jj y X
obtenemos una contradiccion.
n

Ahora podemos obtener los siguientes corolarios.

Corolario 9.0.8 Todos los funcionales multiplicativos sobre A,(§)) son
continuos. Todos los ideales mazimales de A,(Q)) de codimension I son

de la forma M, donde z € (1.

Demostracién. Todos los funcionales multiplicativos sobre A,({1)
son continuos puesto que por el teorema anterior son de la forma y,. Sca
J un ideal maximal de A,(Q) tal que A,(2)/J = C entonces definimos
la siguiente aplicacion

e ()3 f o lflec



@ es un funcional multiplicativo diferente de cero, por lo tanto existe
z € Q tal que ¢ = @,, ¢ es sobreyectiva, asi A,(Q)/kerp, = A,(Q)/J
y

J Zkerp. = {f € A,(D) [ 0:(f) =0} = {f € A4,(Q) | f(z) =0} = M..

|
Corolario 9.0.9 Para cada p € O\ Q caiste [ € A,(Q) tal que

ohm [ f(2)} = oo.

Demostracién. Supongamos que existe g € SO\ tal que para toda
fe A Q)

lim | .
QBIZIE“L/(Z)’ <00

entonces la siguiente aplicacién

e AN > f— f(p)ec

es un funcional multiplicativo no trivial y por lo tanto existe w € { tal

que ¢ = @y, es decir, para todo f € A,(Q), f(p) = f(w), si tomamos
fi(z) = wy — z; entonces fi(p) = fi(w) =0y

SR =Y - a

esta funcién sdlo tiene un tnico cero en z = w, lo cual es una con-
tradiccion.
]



60

Capitulo 9. FUNCIONALES MULTIPLICATIVOS



Capitulo 10

BIBLIOGRAFIA

3.

. G. Almendra y A. Wawrzynczyk, Mullivariable spectral theory of

algebras of analytic functions, Bol. Soc. Mal. Mex., 39, (199}),
en prensa.

G. Almendra y A. Wawrzynczyk, Mazimal ideals and mulliplica-
tive functionals in the algebras of holomorphic funclions, (1995),
sometido para su publicalion.

S. C. Bagchi y A. Sitaram, Spherical mean-periodic funclions on
semi-simple Lie groups, Pacific J. Maih., 8] (1979), 241-250.

. C. A. Berenstein v B. A, Taylor, A new look al inlerpolation

J

theory for entire functions of one variable, Advances in Math.,

33, (1979), 109-1/3.

C. A. Berenstein y B. A. Taylor, Interpolation problems in C* with
applications to harmonic analysis, J. Anal. Math., 38, (1980),
188-254.

L. Brown, B. M. Schreiber y B. A. Taylor, Spectral synthesis and
the Pompeiu problem, Ann. Inst. Fourier, 23, (1973), 125-15/.

N. Bourbaki, Théories spectrales, Hermann, 1967.

L. Carleson, Interpolation by bounded analytic funclions and the
corona problem, Ann. of Math., 2, 76, (1962), 5/7-559.

61



62

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Capitulo 10. BIBLIOGRAFIA

J. Chargoy, Promedios esféricos, andlisis espectral y la ecuacion
de Weyl, Tesis, Universidad Autonoma Metropolitana, Mézico,
1995.

J. Delsarte, Les fonctions moyenne-périodiques, J. Math. pures

el appl., 9, 14, (1935), 403-455.

L. Ehrenpreis, Solution of some problems of division, IV, Amer.

J. of Math. 57, (1960), 522-588.

L. Ehrenpreis, Fourier analysis in several complex variables, Wiley-
Interscience, New York, 1970.

J-P. Ferrier, Spectral theory and complex analysis, North-Holland,
Mathematics Studies 4, 1973.

R. C. Gunning y H. Rossi, Analytic functions of several complex
variables, Englewood Cliffs, 1965.

D. I. Gurevich, Countrezamples to the problem of L.Schwartz,
Funktsional. Anal. i Prilozhen.,2, 9, (1975), 29-35.

L. Hormander, Generators of some rings of analylic functions,

Ann. of Math., 2, 76, (1962), 943-949.

L. Hormander, An introduction to compler analysis in scveral
variables, Springer Verlag, 1990.

J. J. Kelleher, B. A. Taylor, Closed ideals in locally conver alge-
bras of analytic functions, J. Reine Angew. Math., 255, (1972),
190-209.

J. J. Kelleher, B. A. Taylor, The enlire functions separate SC,
Proc. Amer. Math. Soc., 33, 2, (1972), 506-506.

B. Malgrange, [Fzistence et approrimation des solulions des so-

lutions des équationss auz dérivées particlles et des équations de
convolution, Ann. Inst. Fourier, 6, (1955-56), 271-355.

B. Malgrange, Sur les systemes différentiells a coefficients con-
stants, Coll. C.N.R.S., (1963) 113-122.



23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

32.

33.

34.

63

V. P. Palamadov, Linear differential operators with constant co-
efficients, Grundl. d. Math. Wiss., 168. Springer-Verlag, 1970.

S. S. Platonov, Spectral synthesis on symmelric spaces of rank 1,
Algebra y analiz, 4, (1992), 17{-187.

L. Schwartz, Théorie générale des fonctions moyenne- périodiques,

Ann. of Math., 48, 4, (1947), 857-929.

B. A. Taylor, Some locally convex spaces of entire funclions, Proc.
yior, ) p . )

of Symp. in Pure Math., vol. XI, }31-467, AMS, 1968.

B. A. Taylor, A seminorm topology for some (DF)-spaces of entire
functions, Duke J. Math., 38 (1971), 379-385.

K. Trimeche, Transmutation operators and mean-periodic func-
tions associated with differential operators, Harwood Academic

Publishers, 1988.

R. C. Walker, The Stone-Cech compactification, Springer Verlag,

1976.

L. Waelbroeck, Lectures in spectral theory, Dept. of Math., Yale
University, 1963.

. A. Wawrzynezyk, Spectral analysis and synthesis on symmetric

spaces, J. Math. Anal. and Appl., 127 (1975), 1-52.

. AL Wawrzyncezyk, Solution of the spectral analysis problem on the

space of horocycles, Bol. Soc. Mat. Mez., 35, 2, (1990), 49-59.

A. Wawrzynczyk, How to make nontrivial the spectrum of a trans-
lation invariant space of smooth functions, J. Math. Anal. and
Appl., en prensa.

A. Wawrzynczyk, [l espectro extendido y el andlisis espectral de
Y

espactos tnvartantes, Aport. Mal., Comunicaciones 11, (1992),

41'55.

A. Wawrzynczyk, A note on generaling ideals of holomorphic
functions, Comment. Math., en prensa.



64 Capitulo 10. BIBLIOGRAFIA

35. W. Zelazko, Banach Algebras, Elsevier Publ. Comp. and PWN,
1973. :



Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados del 1. P. N.

Departamento de Matematicas
Apartado Postal 14-740
07000 México, D. E

16 de noviembre de 1994

Sr. Profesor Genaro Almendra
Departamento de Matematicas
Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa

Presente

Estimado Profesor Almendra:

Me permito comunicar a usted que recibimos la nueva version del
articulo titulado: “Multivariable spectral theory of algebras of analytic
functions”, que el profesor Antoni Wawrzynczyk y usted presentaron
para su posible publicacién en el Boletin de la Sociedad Matematica Me-
xicana.

Hemos recibido el reporte sobre esta nueva version y me es grato co-
municarle que ha sido aceptado para su publicacién en el Boletin. Para
propésitos editoriales, comunico a usted que estamos programando la in-
clusién de dicho articulo para el volumen 39, correspondiente a 1994,
que aparecerd a principios del ano proximo.

Agradezco a usted cumplidamente su interés y colaboracioén y aprove-
cho la oportunidad para saludarle atentamente.

O Al
A K’MA%

ENRIQUE RAMI‘RE% E ARELLANO
Editor General \ \

Boletin de la Sociedad

Matemaética Mexicana

e.mail: eramirez@:nvax1.red.cinvestav.mx

*nar

752 0677 752 6412
Tel: 754 0200 ext. 4103-06 Fax: 586 6290 E-mail: eramirez@math.cinvestav.mx
754 4466 752 0590



Boletin de Ja Socierdad Matematica Mexicana Vol. 39, 1994

MULTIVARIABLE SPECTRAL THEORY OF ALGEBRAS OF
ANALYTIC FUNCTIONS

BY GENARO AULMENDRA* AND ANTONI VVAWRZYI\’J(IZYKT

1. Introduction

The present paper is devoted to the study of cospectra of ideals .J of algebras
#A(Q2) of holomorphic functions with restricted growth defined in an open set
0 ¢ ' We consider also the joint spectra of k-tuples of clements of the
quotient algebra «#1(€1)/.J.

The principal innovation is the addition of “points at infinity” to the
classical cospectrum Z(J) = {z € 1| f(2) = 0, f € J}. Theoblained extended
cospectrum is briefly speaking the set of common zeroes of the functions
[ € J extended continuously to the Stone-Cech compactification 342 of €.
The extended cospectrum is then a subset of 5Q although we consider later
alzo the cospectra in other compactifications of ().

The appearence of () in the spectral analysis of algebras of continuous
functions on {} is not surprising. In the case of the algebra 6(Q) of all
continuous functions on () the theorem of Gelfand-Kolmogoroff identifies the
space /32 with the set of the maximal ideals of the algebra. To the point z € £Q)
there correspond under this identification the ideal

M. ={feC)|ze Z(f)}.

In the above formula Z(f) denotes the set of zeros of the function f and the
closure is taken in the compact space ().

In case of the algebras of functions with restricted growth the relation
between the points of ) and maximal ideals must he modified. Briefly
speaking we treat the cospectrum of an ideal of the form f-4(()) as the obstacle
to the invertibility of f. Even if the function 1/f makes sense in some
subset of {1 the invertibility depends upon the behaviour of this function at
inlinity which is restricted by the growth condictions defining the algebra
). A point 2z € 58 is cospectral (z € ((.J)) if for every neighbourhood
() of z there exists an element f € J such that 1/f does not behave in O
as elements of s4((}) should do. In the same way we define the cospectrum
CCJ,C) of J in an arbitrary compactification ¢ of 2. First of all we succeed
in proving that nontrivial ideal J have nonempty cospectrum for an arbitrary
compactification C.

*Research supported by CONACY T
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It results that () = (], 38)) determines {(J, C) for an arbitrary compact-
Hfication C'. If Pr: 381 -~ C is the natural projection which leaves invariant
the points of £ then

C(.], (') = I)('C(])

H we nssociaie to o point = € /i the ideal
My = {7 ¢ AQ)] z € ((f+0)}

we can obtain all maximal ideals of #((}) as A, for appropiate » € [¥).

The continuous maultiplicative functionals of the algebra s1{{}) correspond
however to the points of () and are of the form j — f(z) with z < ().

Our interest in the algebras of the form «({))/.J is motivated by the rile
played by this type of algebras in the spectral analysis of translation invariant
function spaces on R™. In particular if V < C>(R™) is a linear translation
invariant closed subspace the annihilator

VE={T e C*®Y|T(/) =0, feV}
is 1somorphic by means of the Fourier transform to an ideal ./ of the algebra
AT = {f € AT (2! < Aexp(Bilog(l + 2D + [ Imz)},

while the dual space V' is isomerphic to the quotient algebra o, (C")/.J.

This being the case an exponential function e, : R™ 3 # — exp({(z|r)) belongs
to V if and only if = & Z(J). Using the traditional terminology: the spectral
analysis holds in V if Z(J) = ({J) N C" is nonvoid. It is well known however
that the latter sei can be empty.

Now, it can be seen that the set ((J) N C" is equal to the joint spectrum of
the n-tuple Z = (Iz;11,..., [z} € (oHC™)/ ). In section 3 we introduce the
notion of the extended joint spectrum and we prove that the latter is equal just
to (/) in case of the n-tuple Z. It means that both the study of the generalized
cospectrum ¢(J) as well as of the extended joint specirum can be treated as a
subsequent step in the development of the spectral analysis and synthesis.

The mentioned extended joint spectrum of a k-tuple Ur == (1 /11,. .., [«
LAy /0y is defined as a closed subsel of an arbitrary compactification I of
* and is denoted by o (%, J, I). Our definition assures that in C¥\ o(F, ], K)
there exists a generalized resolvent that is a k-tuple of functions I2;(z, i) such
that

J?.'

(1) Rz, )z — py) — 1 €,

5=1
for i = C*\ o(F, J, K). Moreover, for every X € IC \ o(%,.J, I{) there exists a
neighbourheod O of X such that the set {R;(, 1)} i € O 1 C¥} is bounded in
RVICHIR
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It results that the joint spectrum in the Stone-Cech compactification 3C*
determines joint spectra in other compactifications:

a(F, J, )Y = PieolF, J, pCH).

In what follows we write just a(%, .J) in place of o (F, .7, 3C*).
The joint spectrum is never empty for proper ideals .J because we prove
that
G ColF, )

and )
) FEIN CalF, I K).

In the formula above & denotes the unique continuous extension to 3¢} of the
mapping 8 2 z — (fy,..., fr) € pCk.

In the case when K is equal to the real or complex projective space P?#(R)
or P*(C) we have the equality

PrF(C(D)) = o(F, 1, I).

In both ecases the spectrum o(F,J, K) have the spectral mapping property
what means the following:

For every polynomial mapping @: C*¥ — C™ which extends to a continuous
application 9: P¥(C) — P (T) we have

Po(F, J,P*C) = o (P o F, ., P"0C).

The analogous formula for the real projective space is also valid.

In the last section we prove that all multiplicative functionals on $4,,(€)) are
the evaluations of f € A,(§)) at a fixed z € ().

The present paper presents the results of an investigation not finished yet.
The interest of the authors concentrates at this moment at those propertics
of ideals which ean be expressed in terms of their cospectrum (7). It can be
zeen for example that the slowly deereasing n-tuple F (sce [ L] for the definition
and fundamental properties) whose cospectrum consists uniquely of "points at
infinity” generates «1,(€)). 1t explains the fact that proper ideals generated by
slowly decreasing tuples have always nontrivial the classical cospectrum. The
slowly decreasing tuples were created as those which generate closed ideals.
This property is also related with the appearence of the points at infinity in
CGT9).

It is easy to sec that the ideal fof,({1) is not closed if and only if f is a
topological divisor of zero in ¢1,(§)), exactly as in the case of commutative
Banach algebras without divisors of zero. More generally, an ideal .J consists
of joint topological divisors of zero if and only if J3 is not closed for every
k-tuple of elements of .J.
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If the spectral analysis is valid in #,,(£)) then every ideal .7 whose spectrum
consists of points at infinity is dense in 51,,({2). It consists of joint topological
divisors of zero, just like for example the maximal ideals corresponding to the
points of the Shilov houndary in the Banach algebras case. 1 we are interested
in the development of concepts like the Shilov houndary or of the peak points
of the speetrum for ¢i,(00) we must study profoundly the behaviour of the
elements of 1,,(€2) on Q. In some particular cases described in [8] (spocially
for {1 = @) it 1s possible to formulate determinate results. In the case of
the unit disc D ¢ C the striucture of ideals can be also described in terms of
the classical and extended spectrum. These results involving the topology of
the Stone-Cech compactification 50 will be published in separate paper. The
present one is devated almost exclusivelly to the properties of the extended
spectrum which follows by Hérmander’s theerem 2.1

The authors are very indebted to Professor K. Jarosz and to Professor W
7Zelazko for interesting conversations and important suggestions.

2. Preliminaries

In what follows () will denote an open subset of € and p a function on (}
which 1s positive plurisubharmonic and satisfies the following conditions

1. log(1 + {|z|)/p(2) is bounded on {).
2. there exist A, B, €, I > 0 such that for all z € () the condition
liz — wil < exp(~Cplz) — D) implies w € ) and p{w) < Ap(z) + 3.

In case of {) == C™ the above conditions are satisfied for y(2) = |2/, r > 0
as well as for the function p(z) = log(1 + ||2|l) + ||Im z|| which was already
introduced in the previous section. If {1 is 2 demain of holomorphy we obtain
a function satisfying 1 and 2 putting p(2) = —log(d{z, (1)), where 0{) is the
boundary of (3 and ¢ denotes the Euclidean distance in C™.

This type of pairs ({},p) was introduced by Hérmander in [6] with the
purpose to study the finitely generated ideals of the algebra of functions which
are holomorphic in Q and have its growth determinated by p.

We denote by ‘6(02) the space of all continuous functions on {2 and by «#({})
the space of functions holomorphic in Q. For r > 0 let ‘67 denote the set of
continuous functions which satisfy

ISl = sup|f(z)exp(—rp(2)) < co
Q

and ‘6,00 = ), 6.

We also introduce o}, = o1({) NGL(Q) and 91,(Q1) =, ¢ .- In the spaces
“,,(41) and ‘€,,(Q)) we define the inductive limit topologies of the normed spaces
ULl Hie) and (61, || - i) respectively.

The spaces 51,(£)) and €,(2) are topological algebras which constitute the
principal suhject of our research.
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As proved in [6] the conditions 1 and 2 assure thal

i. The space of all polynomials belongs to #,(42).
ii. If f € A,(42) then (.—,%;f e, (W forany I <j<n.
The following theorem of Hormander (and its extension given later) is the
fundamental argument used to develope the notion of the cospectrum and
joint spectrum in algebras +1,((}).

THROREM (2.1) [6] Suppose that the function p > Qon £8 C C™ is plurisub-
harmonic and satisfies the conditions 1 and 2. Then the ideal generated by the
functions fy, ..., fx € 9,(2) is the whole A,(Q) if and only if there exist cy,
o Osuch that

b
(2) Z |fil 2 crexp(—cop).
i

The proof of the ahove theorem uses the celebrated results of Hormander
about the solution of the equation 35 = ¢ in spaces of differential forms with
measurable coefficients which behave at infinity as elements of 6,,(42).

In case of the algebra 6,(()) the above theorem is trivially valid and its
proof is just the first step in the Hormander’s proof. Given the functions
f1e- -y Jie € 6,(0)) which satisfy the condition(2) we can construct

’Lj = j:E‘fjW'—';.
}Jj::l ifj!é
Thanks te the condition (2) and the relation };f na /.-‘/Z(Z:j‘ e

we see that by € 6,000, The direct calculation gives }J; i =1, hence for
arbitrary ¢ € 6,(01) we have ¢ = Zf y Ui @). The ideal generated by the
functions {f;} is just ¢,(42). We shall need however a strengthened version of
Theorem 2.1 providing several informations ahout the coefficients h; € 41,,((1)
which permit to generate the function 1 from %,

For given & = (fi,..., [¢) let us denote

n k
JoF| => "%

2 f‘
Al
i j=1 Ozl

In [13] the following result is proved:
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THEoREM (2.2) For every bk € N oand s > 0 there exisi i, r > 0 and a
polynomial Wy , with positive coefficients such that for every g € A and every
k-tuple F € A (D" which satisfies the condition /2) and i(i%)f, < oo there

exist 1i; € sll, obeying
k
)
Y hify =g
i=1

and

1. |0,
ol = S <L1> ol

3. The cospectrum

In what follows we present a number of definitions and results parallely
for the algebras 4,(}) and «1,({)). In order to simplify the exposition we
understand by 1 anyone of these algebras. Let (C, j) be a compactification of
), that is to say (' is a compact completely regular space and j: () — Cisa
corlinueus injection with dense image.

Definition (3.1) For a given ideal J € # and a compactification C of {} we
denote

P, C) = {z € C]3f; € J, K > 0 and a neighbourhood € of = in C

k

such that E: |fi(w)| > exp(—Kp(w)) for all w € G N QY.
I
The points belonging to p{J,C) are called regular points for J in C. The
complement of p(J, () is called the extended cospectrum of J in (" and is denoted

by (.7, (). We denote by Z(.J) the classical cospectrum of .J that is the set of
conimon zeros of the elements of J in (L.

It is easily seen that Z(J) = ((J, () N Q independently of the particular
compactification of ().

ToeorEM (3.1)  The set ((J, ) is empty if end only if J = .

Proof. Suppose that p(J,C) = C. For every z € C there exist (i(z), > 0
and f € J such that

o
Z [ )t > exp(—~Kp(w)), w & 0(z) N Q.
=l

By the compactness of (" we can choose a finite subcovering {O(z)};.1,
from the covering {U(z)},cc. Let {f;‘},.‘.,{ff'} and Iy,..., K, be the
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corresponding elements of .J and correspouding pesitive constants. 'Taking
¢ = max(/y,..., i) we obtain

ok
SO IR 2 expl-ep(2), z & Q.

i=1 je=l

By Theorem 2.1 (or its version for €,,({1)) the functions f;‘, R f]i"" generate
o, that is J = 4. 'The converse is obvious, ]

In contrast to ¢(J,C) the classical cospectrum can be empty as shows the
example found by Gurevich {5}

The family Comp () of ail compactifications of {} hags its natural order defined
as follows:

(1, 71) > (Cg, F2)

provided that there exists a continuous surjection P:Cy - Cg such that
j2 = P o j;. The maximal element of Comp §) with respect to the order >~ is
the Stone-Cech compactification 8§} which is unique up to homeomorphism.

We denote: ((J) = {(J,30) and p(J) = p(J, (D).

The Stone-Cech compactification can be defined equivalently up to a home-
omorphism as the compact space containing () and such that any continuous
map ¢: () — J valued in a compact space KX can be uniquely extended to a
continuous map ¢: A -+ K. This property of 3(} permits us to describe the
cospectrum of .J as the zero set of a family of functions asgsociated to J.

THEOREM (3.4) Let J be an ideal of A. Then

= {z ¢80 (fexplep)) (2) =0 forall e =0, f€ J}.

Proof 1f J is a proper ideal and z ¢ ((.J) then by the very definition of the
cospectrum for arbitrary ¢ > 0, ¢ > 0 and every neighbourhood ¢ of z there
exists w € O such that

| fOn)] explep(nn) < e.

By the continuity of the extension we obtain the assertion. The converse is
obvious. =

The description of the cospectrum obtained above implies in particular the
following:

THEOREM (3.2) Let I, J be proper ideals of A, and let § be the ideal
generated by I and J. Then

P =) ngld).
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DProof. Assume that = ¢ ()0 (). For every [ ¢ § thercexistge 1, e J
and o, 4 € o, such that [ = g + b There exist also constants «, b, ¢, d > 0
for which |w wexplbp) and [y < cexp(dp). For an arbitrary v > 0 we obtain

[ explyp)| < ajglexpl(d + Yp) + cjhlexpl(d + y)p).

Both terms of the last sum are continuous functions whici: by Theorem 3.2
extend to functions vanishing at z. Applying the same theorem we obtain
2 ¢ (1$). We have proved that

N ¢l c P
Since J ¢ § and [ < ¥ the opposite relation is also valid. N

in case of the algebra €,(2) the description of the cospectrum can be
simplified because for f € .7 the function f exp{rp) belongs Lo .J. We obtain:

(W= {z€ 00 f(z)=0, feJ})

It foilows immediately from this observation that the cospectrumof J C s1,,(€2)
is equal to the cospectrum of the ideal of /6,,(€1) generated by .J. In particular
if we consider the cospectrum of an ideal J5 generated by several elements
s ooy fio € 4,0 it does not matter in which of two algebras we generate
the ideal. By this reason we have decided to simplify the nctation of ¢(.J) the
cospectram avoiding to anote the algebra in question.

It is important to observe that the cospectrum ((J) of .J determines com-
pletely the cospectra of J in other compactifications as shows the {ollowing

ThroreM (3.3)  Let O be an arbitrary compactification of and let P: 341 -
C be the projection which leaves invariant the poinis of Q. Then for cvery ideal
Jood
P = 0T, ).

Proof. We prove the relation P(C(J)) € (.7, C) by showing that ’(z) «
p(, ) implies z € p(J). In fact, if O(P(2)), f; € J, ¢ > O are such that

k
Z 1f; ()] 2z exp(—ep(w))

j=1

for w € 6N, then U = P~YO(P(2)) is the neighbourhood of z such
that the same inequality is valid for the points of 9 N (). It means that
P Yp(J, ) € p(]), or equivalently P(((J) C C(J, C).

In order to prove the opposite inclusion, we assume that z € ((J,() but
P~ 1(z) ¢ p(J). This will lead to a contradiction.
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Suppose that for every z € P~1(z) there exist f; ¢ J and ¢,¢ > 0 such
that (Z’; V1Ll explept)))” > € in some neighbourhood of 2. Since 271(z)
is compact we can find an N-tuple fy,..., fy € Jand ¢ > 0,¢ > 0 such that

N
O Il explph () > ¢

=1

for all z € P~1(z).
On the other hand il z & ((J, (/) we know that in each neighbourhood % of
z in C there exists zo, ¢ U M {2 such that

N
S 1fite)] explep(z)) < ¢/2.

i=1

By the compactness of B8{) the net (zy) has an accumulation point z
which must belong to ”71(z) by the definition of the net. It implies that
(N 1 filexplep)) (@) < €/2. This is the contradiction.

The description of the maximal ideals plays the fundamental réle in the
spectral theory of topological algebras. 1f J is a maximal ideal of A (not
neccessarily closed) and » € ((.J) then by the very definition of the cospectrum
JCJ, ={f e (fexpCp))(z) = 0 for all € > 0}

The set .J. is a proper ideal of ¢ hence by the maximality of .J both ideals
coincide. 1t follows that all maximal ideals of < sre of the form .J. for
2 € A The question arise if ((J.) = {z} and if the ideal J, is maximal
for each point 2 € (. It is true for the algebra ¢ ,({}) because continuous
bounded functions separate points of 5{. This being the case we obtain the
identification between the space Q1 and the space M('¢,,) of all maximal ideals
of 6,(01). For the algebra #,(£}) this is rot the case. One construcet distinet
points z, w € A0\ Q which can not be separated by clements of 1,41,
henee J, = .. The construction was suggested by the reviewer.et us take
two sequences (z;) and (1;) whose elements form discrete digjoint sets and
such that j|z, — w;liexp(p(z;)) tends to zero for all ¢ > 0. 1t follows that
1/ Cz5) = fGeexplep(z;)) — 0 for all ¢ > 0. The clogures of the sets {z;} and
{w;}in AQ are disjoint. Let & be an ultraifilter of subsets of { z;} which defines
an element z € £} (1 which belongs to the closure of {z;}. Substituting in
each subset from & the element z; by w; we obtain an ultrafilter which defines
w & ) belonging to the closure of {w,}. Hence =z 7 w. On the other hand
the elements of ¢1,(€)) do not separate z from .

It is an open problem if for general #,(§}) every point z € /34 gives us J,
which is maximal. At least in some particular cases il seems to be true.

The construction was suggested by the reviewer !,

LA IR B R el
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4. The quotient algebra /)

Lot us consider an ideal J < # and the quotient algebra o7/, The
invertibihity of an element {f]  A/J can be expressed in terms of the
corresponding cospectra.

ThroreM (4.1)  Let [ ¢ o1 The following conditions are equivalent:

. The cluss | /) is invertible in =1/ ).
b (Ui CtD =

N

¢. 3e > Osuch that (f explepS does not vanish on ((J).

Proof. The class [ f] is invertible if there exist g € s and h € J such that
fa - 1 == i, Equivalently, the ideal generated by f and ./ is equal to s, Its
cospectrum is empty and by Theorem 3.3 it is equal to {(J;)1¢(.J). This proves
a) =» b).

Now, suppose that ¢) is not valid, that is Ve > 0 the function ([ exp(ep)f
vanishes somewhere in ¢{.J). Denote by A, the (compact) set of zeroes in
¢(.J) of the function (fexplep)i. Obviously ¢ < d implies A; C A.. By the
compactness of ((J) the set [, Ac € ((J)N((J) is nonvoid. We proved that
) = ),

Finally assume that the condition ¢) is satisfied and consider the ideal ¢
generated by f and ./, whose cospectrum is ¢{.J;) N ((.J) according to Theorem
2.3, If 4 is nontrivial and = € ((J) then in particular for every ¢ > 0 the
extension of the function [ exp(ep) vanishes at z. This contradicts ¢) and the
invertibility of | f1is proved. a

FLet us compare the situation with the classical model of the Banach algebra
of ‘(X)) of continuous functions on a compact set X. If .J is a closed ideal in
CONY mnd L) is the set of common zeroes of the elements of J then the
invertibility of [ f]in ‘G(X)/.J is equivalent to the condition that f does not
vanish on () or equivalently that ((J)M¢CT) = 0. In this case the spectrum
of 1 /1in the quotient algebra coineides with the set of values of fon ({J). The
set. ¢(.7) plays also the roje of the spectrum of the quotient algebra if the latter
concept is defined as the set of multiplicative functionals on “6(X).

Now we pass to define the extended spectrum of elements of the algebra
A, 'To avoid repetitions of arguments we define at once the extended joint
speetrinm of a k-tuple of elements in an arbitrary compactification I of C*.

Definition (4.1) Denote by F a k-tuple (fy...., fi) of clements of 1. Let
A e IV, We say that X is regular for F relative to J if there exist ¢ > 0, d > 0
and a neighbourhood O(A) of A in & such that for all p € G{)NCY and 2 € ¢(J)

k
4) (x Ui = pgltexptep)itz) = d.

71
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The set of regular points for F in X is denoted by o(%, J, K). 1t i3 cpen in
I, Its complement is called the joint spectrum of F in /' with respect to J
and is denoted (%, .7, ). We denote by o(%F,.J) (vesp. p(7,.))) the spectrum
(resp. the set of regular points) of & in the Stone-Cech compactification JC*.

Let us observe that the sets o(%, J, ) and o{F, J, K') depend in fact only on
elasses 7] == (1 /11,.. ., 11, D) hence we deal with an extension of the concept of
the joint spectrum of a h-tuple of elements of &1/.J. First of all we shall prove
that for all finite points 's in some neighbourhood of each regular element
\ & I there exists a generalized resolvent () and the set of all R(p),eq is
bounded.

ThroREM (4.2) Let A € (%, J, K) and let O C K be a neighbourhood of
X in which the inequality (4) is valid for some ¢, d > 0. Denote U = O N C*.
There exist functions I2;(-, 1} € A, ;o € U such that

k
(5) S U= -1ed
=1
Jorall jo & WU, There exist v > 0, b > O such that || 18,(- 10, <bforall p & AU

Proof. I z ¢ ¢(J) then there exists 5. € J and ¢, > 0 such that
L el > expl—c,plie))

for all w in some neighbourhood of = in ().
by the supposition that A is regular for F we obtain that

k
b i Gw) — st explep(w)) > d
J=
for appropriate ¢ > &, d > 0 and for all w € (1 in some neighbourhood of ().
By the compiactness of () we can choose a finite number of functions
1y gm € J such that for some o, d > 0 and for all (w, 1) € {1 x U

K m
(63) Z [ty — gy + 5_: lg; (w)] > exp(--cplin)).
j=1 i=1

By Theorem 2.1 (or its version for €,({1)) the functions
{fj - /’jv.’/i}}{»{fﬁi.’,]f.ij;m
generate the space . In particular there exist functions i?; € ol such that

k kot

(7 }; 1 Ge ) () — ) + >‘: Ritw, phgy g (w) = 1.
71 FELES!

2 eGP e o
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Since the second sum is an element of J we obtain the formula (5). The second
part of the assertion follows by Theorem 2.2 in case of the algebra o ,(41) and
directly by the definition of the resolvents defined in section 2 when the algebra
€, (42} is considered. ]

By the usual application of a partition of unity we can construct easily a
grlobal resolvent of the class C°°({)). Nevertheless the nonuniqueness of the
resolvent makes difficult the study of its global properties.

The equation (7) permits us to formulate the condition of regularity of a
puint in a slightly stronger form.

COROLLARY (4.1) Let /¥ be a compactification of C*. A point X € I is
regular for F relative to J tf and only if there exist a neighbourhood G(\),d > 0,
¢ > O and a neighbourhood V of ({J) such that (4) is valid for all z € 'V and
for all e G N CF,

Proofs Assume that A satjsfies all conditions determined in Detinition
(4.1, bet e > 0, 0 > 0 be such that the functions it;0e, 1) in (7) satisfy
11,0, 0] = aexplep) for all finite o € O(N). Next define

k+in
1

V= {z € pQjlaexplep) }j i) (2) <

J=k+1

The set 'V is a neighbourhood of {(J). Thanks to (7) we obtain for every finite
it e COgand for z € Ve

L
-~ . - 1

1< ”‘(L i = nilexplep)i(z) + .
3 7‘ Li

Choeosings d ;,—‘“ we obtain the desired result. ]

Iixactly as in the case of the cospectrum the knowledge of the spectrum
ol .7) permits us to obtain o(9%F, J ) for an arbitrary compactification K
by simple projection. Let us denote by Py: iCF — K the natural projection
which Jeaves invariant the points of CF.

ProvosirioN (4.1) Plo(F,0)) = o, J, ).

Proof. Suppose that A € K is regular for & relative to J. Let €())
be a neighbourhood of A such that (4) is satisfied. Then l’,;‘fl((,i(,\)) is the
neiprhibourhood of an [’,\"(,\) (or which (4) is also satisflied, It means that all
clements of [’,‘-](,\) are regular and consequently F (oG ) © otF, J 1),
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Now assume that N ¢ sCF T IO Foralld, ¢ > 0and for each neighbourhood
O ol A there exist 7 ¢ O CP and =7 ¢ a(J) such that

k
Oy = 1 explepy(z7) < d.
g1

By the compactness of #CC the generalized sequence {1’} has an accumula-
tion point, say p € SCY It follows by the construetion that Prpe = A.

The point y is singular because at least for a subsequence ;Y which
converges to jt we have

‘\.
(}: Ifi— ,,,;:’i exp(cp))'(z”) < d. =
j-1

Any k-tuple F == (fy, ..., fi) of elements of +4 can be treated as a continuous
mapping
Qo= (f1(2),..., felz)y e CF ¢ ek,
There exists a unique continuous extension of this map on the domain ¢}

which is denoted in the sequel by %. ‘The following result determines the
relation belween (((./)) and o(F, J).

THroreM (4.3)

(8) G C olF, ).

Proof. Let XA = % (o) where w € (0J). Suppose that A is regular for F with
respect Lo J that is

k
) }—: Ifi - texplep)(2) = d
J-1
for all z ¢ ¢(J), p € G NCH.
By Corollary 4.1 the above inequality remains velid for jo ¢ GO N CY and
z ¢ ¥ where 'V is a neighbourhood of ((J). Let us choose an arbitrary finite
point z from ¥V (3 F HO(N). Take jiy = F(2). Obviously g € G(X) but the left
hand side of (9) vanishes at z. This is a contradiction. N

By applying to both sides of (8) the projection P’ for an arbitrary compacet-
ilication A of C¥ we obtain immediately

COROLARY (4.2)

(10) Prdcin ¢ olF, J, K).
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5. Towards the spectral mapping theorem

The question if the inclusion (8) is in fact an equality remains open. In the
genera) ease we can only prove that o(F, J)\ F(((J)) ¢ BCr\ C* that is to say
inside U both scts coincide.

Trhrorem (5.1) )
a(F, )NC* = F(H)nck.
Proof. In virtue of Theorem 4.3 it remains to prove that o(F,J) N C* C
G TN € o(F, J)nCF then for arbitrary ¢ *> 0 and natural n we can find
i e B\, by and z, € () such that

ke « o~
- L

(}_, - ,-/fi”’zex;)((‘g))) (z,) < .
i -l ‘

The factor explep) is no less than 1 in the whole compactified domain which
implies

,\.

L 1
e ) — g e S

DNVENEY .

gt

The sequences {70z, and {177 are equivalent hence both of them tend to A
Since the cospeetrum (/) is compact the sequence (z,,) has an accumulation
point in some = o (). It means that % (z) = A [ ]

The above result means that if there exists N & o(F, )\ %((J)) then for
the finite elements of some neighbourhood of A the generalized resolvents do
nxist hut they form an wnibounded subset in 1.

Tu the very special case of ) = € and F = ide. we have equality in (8).

Lot us denote by 2 the n tuple for which the ¢-th function is just f;(z) = z;.
The corresponding mapping 2 is the identity in FC".

ThroruMm (5.2)  Let )= C™ Then

(1) a(Z,J) = ((J).

Proof. The relation (/) < o(2Z,.J) follows by Theorem (4.3). It remains to
prove that o(2,.J) < ((J). Suppose that \ € (2, .]). According to Corollary
(4.1) tor awbitrary ¢, ¢ > 0 and for every neighbourhood O of A and V of o(J)
there exists z ¢ VN C" and e O NC" such that

1

(12) Z [z = 1l explep(z)} < e
j o1

g
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Our aim is to prove that for every f & J and d > 0, the extension (f exp(dp))”
vanishes at A, In virtue of Corollary (2.5) in [1] there exist functions ; &
U such that

[ = fg =Y Qi miz; = 1)
F=1

and for some constants (', D depending only upon f the inequality
1 (z, 1)) < Cexp(D(p(z) + p(p))

is valid on €. Recall that the function p has the property that for appropriate
A, 13 > 0 the relation j[z — ;|| < 1 implies that p(y1) < Ap(z) + B. Choose the
neighbourhood V in such a way that | f exp(d(Ap + B)|” < « in V. We obtain

Tt

F(2) — LGl expldp(n) < expldp(a) D 1Q5(z, mliz; = 1]
]_1

g(fexpﬂl)%-dnmu)+~Dpu))E:[@<»/UI
i=1
< Cexp((D + d)2) exp(((D + d) A + D)p(z)) }: |25 — 1.

7j=1

Since the constants A, /3, ¢, D depend only on the functions f and p we can
suppose that the constant ¢ was chosen from the beginning as (D + YA+ D)
and in place of € in (12) the value ¢/C exp((D) + d)13) has been used. In this
wiy we oblain

[J(2) — fGotexpldp(p)) <e.

Taking into account that | f(2)] expldp(y)) < |fC) expld{Ap(z) + 13) < e we
obtain [ fGo expldp(u)] < 2¢ for several p ¢ O C”. Since the neighbourhouod
() is arbitrary we conclude: (f exp{dpi’(A) = 0. [ ]

Now applying T'heorem 3.4 and Proposition 4.1 we obtain
COROLARY (5.1)  For an arbitrary compactification K of C*

(2,0 1) = C(J, ).

Coming back to the queslion of the equality in place of the inequality in
(10) let us observe that for the compactification of Alexandroff K, of C* we
have in fact

Prc FQCI) = o(F, J, K,).

This equation asserts simply that Theorem 5.1 is valid and both sides can be
unbounded only at the same time.
L.et us observe also the following

R R AT A
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Prorosition (5.1)  Assume that for certain compactification IS we have the

equality )
P (¢ = a(F,J, K).

and that I¥ = C. Then

POFC) = o(F, J,C).

Proof. 1t suffices to apply the projection Prxc: I\ — € to both sides of the
first equation. ]

We ean also obtain the equality in (1G) by imposing several topological
condition on the compactification 1 of CF

ThkoreM (5.3)  Let I be a compactification of C* such that forall A, v & K
there exist neighbourhoods O of X and U of v such that

inf llje = wj} > O.
pEONTE o lynk

Then i
P cin) = o, J, K).

Proof. In virtue of Corollary 4.2 it remains to prove that o(F,J K) C
) i (CG1). We know thad for finite points the inclusion is valid, hence suppose
that A & o9, 1 1O\ CF and that A ¢ P F ().

According Lo our supposition for every w € P (C(J)) there exist neigh-
hourhoods O, of X and I/, of w as well as a constant ¢, such that || —w|] > ¢,
forall jre O, NCF and w 2 U, NCF. Since the set A = 1‘,\-f']f(g‘(‘])) is compact
we can choose a finite subcovering from the covering {1/, }..c 4 obtaining in
this way neighbourhoods

1 = [J U, and O == ﬁ O,

1<li<m 1<i<m

such that {0 - w|l > ¢ = ming, e {ew, | forall finite € O andw € U,
However by the singalarity of Athere exists i/ € ONCHand z € (D F)y
such that

s
IS

(Z | =1 2) <e

FE!
By continuity the same is valid for some 2’ € (PrF)"HU) . This is a
confradiction, hence N @ P 7 (¢ ]

In particular it is easy to see that the projective spaces P (R), PY(T) which
are eompactifications of C* satisfy the assumptions of the above theorem. We
obtain
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CoRroLARY (5.2) For an arbitrary F € A% and for Ik = P(R) or I =
P*(C) we have )
PreF ) = o(F, J, K}

Let us now observe that the spectrum (%, .J) has other properties which
are characteristic for various types of joint spectra considered in the theory of
commutative and noncommutative Banach algebras.

The space AC* can be considered in a natural way as a closed subset of the
L-th Cartesian product #C » ... x #C. As the natural injection we consider the
continuous extension of the mapping: C* “51 AC. Using this convention
we can assert the following:

PRrRoPosITion (5.2)

k
oF, D c [[eds:h .

i1

Proof. We assert only that if a point X ¢ SCF projected in ]’If’__z a({fi}, 7)on
the m-th variable gives us ), which is regular for f,, relative to J, then A is
regular for %, 'This is obvious by the definition of p(#, .J). n

Lot (‘P"””_ = (Iy,...,F%.) be a tuple of polynomials of & complex variables.
Denote by 27 the continuous extension to SCF of the mapping (z1,. .., 2x) —
(I€z), . b, Gn e pem,

THroOREM (5.4)  For every k-tuple F and for every ®

i;}vqulz)(ﬂ(:,ﬁ’ Jn o (1(_',/)(”"‘ o fJF, ])

Proof For simplicity we write just 9 in place of 9. Given finite points
e Qand p€ CF let us write

»
1’1(‘-%) - l,i(/[) I }: Qin(/l)(fl - /l'l)(” B (./k - ,5['}:)nky

la|=1

where o = (g, .., o) is a multiindex, (., are polynomials of k variables and
- is the maximum of the orders of the polynomials P%. Assume that A\ € ATk
bhelongs to the spectrum of & velative to J. Given ¢,¢ we can find in cach
neighbourhood of A and a {inite point ;1 such that in every neighbouhood of
<(.J) there exists z which satisfies

&
Sy

1fi(z) = pilexplep(z)) < nﬁn{e/[\]’, 1/2},

71
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where M o= ):i“ . ):L'l LQia )], We obtain

i

NI () - Pgo]expleptz)

v
SO0 Q1) = ™ fale) = ) explep(z)
11 Jal-1
x
T MDY explep(a)|filz) — ) < e
i:1
This proves that P(\) ¢ o(P o F, J). L]

lsing the terminology of the spectral theory of topological algebras the
above resull is the one-way spectral mapping theorem for o (U7, 7).

I1 we consider the projective space as the compactification of C* we can
obtain a version of the complete spectral mapping theorem.

Assume that 9 PH@C) - P™(T) is a continuous application which maps
PHesy CF into PO \ O and such that its restriction to CF is of the form
G L), where p, are polynomials of & complex variables. As a unique
continuous extension of a mapping of polynomial type 9 satisfies the relation

() oo l‘l”-'(i,') s I;l)vu(/[‘) o P,
TheoreM (5.5) Let F ¢ ¥, Then

Plo(F, J,PHC)) = a(@ o F, J, P"(C)).

P'roof. We calceulate applying Corollary 5.2 and (13):

G (CF, T PR = PPy ey FCCT )
= (P 0 FCIN)) = a(@P o T, J, PO, |

I we use the real projective space P#(R) as the compactification of C* we
obtam in the same way the formula

(14) Plo(F, 0, PR = a(P o F, J, PYHR)),

valid for every
o PAR) — PP (R)

which is of complex polynomial type on C* (canonically imbedded in P2%(R))
and which sends the points at infinity into points at infinity.
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6. Multiplicative functionals o ./, (D)

The functional of the evaluation at a given point = ¢ ()
Ne WD fle) e O

is it continuous multiplicative functional on #1,,(€). 1t is natural to ask if the
functionals of the form y; for = € (2 are the unique continuous multiplicative
functionals on #,(Q1) The answer is positive and in [4] we can find this result.
It is deduced however from the same fact which is the subject of our Theorem
2.3 and it seems that its proofin [4] is not complete. In this section we prove
a stronger result and the proof is simpler. In particular it does not make use
of the functional calculus of Waelbroecek.

It results that all multiplicative functienals on ¢1,({}) are given by the
evaluation at a fixed point z € ). In particular it means that all multiplicative
functionals are continuous and the maximal ideals M, for 2 ¢ (1 are of
codimension > 1.

THEOREM(6.1)  Every nonzero multiplicative functional on A, (§}) is of the
forn y, for some z ¢ {).

Proof. Let x:4,(0) - C be a nontrivial multiplicative functional. Its
kernel J = {f € 1,1 (f} = 0} is an ideal of codimension 1. Its extended
cospectrum is nontrivial and for je € ((J,) we have for every f € Jy:

lim [(u) =0
w1t

by Theorem 3.2.
Sinee [ — x(f) € J, for an arbitrary f € ¢,(2) we obtain

(15) m  f(w) = x(f)
3w

for all [ @ o,(1). In particular taking f;() = w; we observe that x(f,) =
iy . wj. It implies in particular that 2 = (x(f1),.... x{f.)) belongs to {)
(closure in €. Jf = & (1 then the functional y is equal to v, by (15) and we
are done.

Suppose that z ¢ (1 \ 2. We need the following result which in the
Waelhroeck’s terminology says that () is a spectral set for Z:

PROPOSITION (6.1) 141, [13]) There exists t > 0 such that for every A € C*\2
there exist v;(\) € A}, which satisfy

(16) > iy = A =1
j-1
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for allaw ¢ $). The set of all functrons {r,(\)} is bounded in i},

Putting A; = (f;) in (16) and applying x to both sides we obtain a
contradiction. ]

The following corollaries are obvicus.

COROLARY (6.1) Al multiplicative functionals on 1,({}) are continuous.
All maximol ideals of #,(§)) of codimension 1 are of the form M, where z € {1.

COROLARY (6.2)  For every € P\ §) there exisis [ € $1,(8)) such that
gy s [ flw)] = oo
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