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Resumen

El presente trabajo se centra en el estudio de los espacios métricos difusos y
del hiperespacio de los conjuntos difusos que son semicontinuos superiormente,
normales y con soporte compacto.

En el Capitulo 1 se presentan los conceptos preliminares necesarios para el
desarrollo de los capitulos posteriores, tales como la métrica de Hausdorff, funcio-
nes semicontinuas, t-normas continuas y espacios uniformes. Ademaés, se exponen
resultados importantes dentro de la teoria de espacios métricos y de espacios uni-
formes. La mayoria de los resultados presentados en este capitulo seran utilizados
mas adelante.

En el Capitulo 2 se introducen los espacios métricos difusos en el sentido de
George y Veeramani, junto con algunas de sus propiedades basicas. También se
presentan ejemplos que permiten asimilar mejor esta nocién.

El Capitulo 3 esta dedicado al estudio de las propiedades de los espacios mé-
tricos difusos. En la Seccién 3.1 se muestra que todo espacio métrico difuso induce
una topologia que resulta ser primero numerable. En la Seccién 3.2 se demuestra
que dicha topologia es Hausdorff y, més atn, que todo espacio métrico difuso es un
espacio topologico metrizable. La Secciéon 3.3 traslada los conceptos de precompa-
cidad y completez, propios de la teoria de espacios métricos, al contexto difuso, y
se prueban resultados importantes relacionados con ellos. Finalmente, el capitulo
concluye con la Seccién 3.4, dedicada al estudio de la completacion métrica difusa,
un concepto analogo al de completacion en espacios métricos. En esta seccion se
muestra un ejemplo de un espacio métrico difuso que no admite una completacion

métrica difusa, lo cual contrasta con el hecho conocido de que todo espacio métrico
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admite una completacién tnica, salvo isometrias.

En el Capitulo 4, dado un espacio métrico difuso, se introduce la métrica difu-
sa de Hausdorff, definida en el hiperespacio de los subconjuntos compactos. Todo
el capitulo esta dedicado a probar que dicha funcién es, efectivamente, una mé-
trica difusa. Posteriormente, en el Capitulo 5, se estudia esta métrica difusa de
Hausdorff, analizando sus propiedades y comparandola con su version clasica.

El Capitulo 6 se orienta hacia el &mbito aplicado. En él se desarrolla una version
difusa del Filtro de Mediana Vectorial (VMF) para imagenes a color. La métrica
difusa propuesta combina similitud cromatica y espacial, ofreciendo un manejo
mas flexible frente al ruido impulsivo multicanal sin introducir colores artificiales.

Finalmente, en el Capitulo 7 se definen distintas uniformidades para el hiper-
espacio de los conjuntos difusos. En la Seccién 7.1 se presentan la uniformidad de
Skorokhod y la uniformidad por niveles, las cuales generalizan a las uniformidades
inducidas por la métrica de Skorokhod y la métrica por niveles, respectivamente.
En la Seccién 7.2 se presentan la uniformidad endografica y la uniformidad sendo-
grafica, que generalizan a las uniformidades inducidas por la métrica endografica

y la métrica sendografica, respectivamente.



Introduccion

En la teoria clasica de conjuntos, un elemento pertenece o no pertenece a un
conjunto, es decir, la pertenencia esta completamente determinada. Sin embargo,
muchos fenémenos del mundo real no pueden describirse de manera tan rigida,
pues existen situaciones en las que la transiciéon entre pertenecer y no pertenecer
es gradual. Para modelar este tipo de incertidumbre o vaguedad, Zadeh introdujo
en 1965 el concepto de conjunto difuso (fuzzy set) (ver [1]). Un conjunto difuso es
una generalizacion del concepto tradicional de conjunto, en la que cada elemento
posee un grado de pertenencia que toma valores en el intervalo [0, 1]. Dicho gra-
do cuantifica qué tanto un elemento pertenece al conjunto, permitiendo describir
nociones que, en la practica, no son absolutas.

Por otro lado, un concepto de gran relevancia en las matematicas es el de es-
pacio métrico. Un espacio métrico (X, d) estd formado por un conjunto de objetos
X (que pueden ser palabras, puntos, conjuntos, etc.) y una funcién d llamada mé-
trica, la cual asigna a cada par de elementos un nimero real que representa la
distancia entre ellos. Dicha funcién debe satisfacer ciertas propiedades que surgen
de intentar formalizar mateméaticamente la idea intuitiva de distancia. De manera
informal, estas propiedades pueden describirse de la siguiente forma:

a) La distancia entre cualesquiera dos puntos debe ser un ntimero real concreto.
b) La distancia de un punto consigo mismo debe ser 0.

c) Si la distancia entre dos puntos es cero, entonces dichos puntos deben ser igua-
les.

d) La distancia entre dos puntos no depende del orden en que se tomen.

e) La distancia entre dos puntos debe ser menor o igual que la longitud de cual-
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quier camino que pase por un tercer punto, en otras palabras, la forma mas rapida
de ir de un punto a otro es hacerlo directamente.

Estas propiedades han dado lugar a una amplia teoria de espacios métricos, sin
embargo, a lo largo de su desarrollo, algunos autores han explorado qué ocurre
al eliminar o debilitar ciertas condiciones con el fin de obtener estructuras més
generales. Por ejemplo, si se elimina la condicién c), se obtiene lo que se conoce
como un espacio pseudométrico. No obstante, la propiedad a) ha sido la més di-
ficil de abandonar, pues resulta poco intuitivo pensar que la distancia entre dos
puntos no sea un nimero real definido con exactitud. Pero, si lo consideramos con
detenimiento, en la vida real rara vez podemos medir una distancia con precision
absoluta, ya que siempre existe un margen de error en los instrumentos de me-
dicion. Muchos investigadores han abordado este problema desde la perspectiva
probabilistica, sin embargo, existe otra alternativa basada en el concepto de con-
junto difuso. Desde esta aproximacion, la distancia deja de entenderse como un
numero que podamos determinar exactamente y pasa a verse como un valor acerca
del cual solo podemos hacer diversas afirmaciones con distintos grados de certeza,
asignando nimeros entre 0 y 1.

En 1975, 1. Kramosil y J. Michalek introdujeron una primera definiciéon de
espacio métrico difuso (ver [2]). Posteriormente, en 1994, A. George y V. Veera-
mani presentaron en [7] su propia definicién, haciendo una ligera modificacién a
la propuesta original de Kramosil y Michéalek. A partir de esta nueva definicion,
lograron dotar a cada espacio métrico difuso de una topologia Hausdorff y primero
numerable. Entre otras contribuciones destacadas en esta direccién se encuentran
las adaptaciones de las nociones de sucesion de Cauchy, completez, completacion
y precompacidad al contexto difuso. Un hecho importante es que no todo espacio
métrico difuso admite una completacion difusa (ver [10]), lo cual contrasta con el
resultado clasico de que todo espacio métrico admite una completacién tinica salvo
isometrias. Todos estos temas se desarrollan en los capitulos 2 y 3 de este trabajo.

Continuando con las contribuciones en el marco de los espacios métricos difusos
en el sentido de George y Veeramani, en [11] J. Rodriguez-Lépez y S. Romaguera

introducen una métrica difusa definida en el hiperespacio de los subconjuntos com-
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pactos no vacios, la cual traslada las ideas de la métrica de Hausdorff al contexto
difuso. Esta métrica recibe el nombre de métrica difusa de Hausdorff. En dicho
articulo se estudian propiedades fundamentales como la completez, la precompa-
cidad y la completacion. Todos estos resultados se analizan de manera detallada
en los capitulos 4 y 5 del presente trabajo.

Ademas de estos desarrollos tedricos, la nociéon de métrica difusa ha mostrado
ser especialmente 1til en aplicaciones. Debido a la idea de incertidumbre que sub-
yace al concepto de espacio métrico difuso, este concepto ha sido empleado con
éxito en diversas areas de las matematicas. Un ejemplo notable es su aplicacion
en el filtrado de imagenes digitales (ver [13] y [14]), tema que se presenta en el
Capitulo 6 del presente trabajo.

Volviendo al concepto de espacio métrico, recordemos que es posible medir
distancias entre una gran variedad de entidades; por ello, podriamos plantearnos
medir la distancia entre dos conjuntos difusos. Esta idea ha dado lugar a un amplio
campo de investigacion (ver [18], [19], [20], [21], [22], [23] v [24]). Para desarro-
llar esta linea de trabajo, se parte de un espacio métrico (X,d), en el cual se
toman los conjuntos difusos. Posteriormente, se introduce la familia F(X), cuyos
elementos son los conjuntos difusos normales, semicontinuos superiormente y con
soporte compacto. En F(X) es posible definir una amplia variedad de métricas;
ejemplos de ello son la métrica endogréfica, la métrica sendografica, la métrica de
Skorokhod y la métrica por niveles, todas ellas expuestas en parte del Capitulo
7. Tiempo después, en [25], D. Jardon, 1. Sdnchez y M. Sanchis extendieron es-
tas nociones al contexto de los espacios uniformes (recordemos que los espacios
uniformes contienen a los espacios métricos y, a su vez, estdn contenidos en los
espacios topolégicos). En dicho trabajo, dado un espacio uniforme (X,U), definen
uniformidades en F(X) relacionadas con la métrica endogréfica, la métrica sen-
dogréfica, la métrica de Skorokhod y la métrica por niveles, respectivamente. El

estudio detallado de estas uniformidades constituye la parte final del Capitulo 7.



Capitulo 1
Preliminares

El propésito de este capitulo es establecer bases sélidas que permitan compren-
der los temas que se abordaran en los capitulos posteriores. Para ello, se introducen
definiciones y resultados que podrian ser redundantes para el lector familiarizado,
sin embargo, son esenciales para esta tesis, pues los capitulos posteriores, de una u
otra forma, acuden al contenido de este capitulo. Es importante mencionar que la
mayoria de los resultados presentados en las diferentes secciones de este capitulo
no se encuentran expuestos a detalle, sin embargo, se proporciona bibliografia para
que el lector interesado pueda profundizar en el tema.

A lo largo de todo este trabajo, I denotara al intervalo [0,1] y R al conjunto
de los niimeros reales, ambos con la topologia usual, ademas, usaremos el simbolo

N para denotar a los enteros mayores o iguales que 1.

1.1. La métrica de Hausdorff

Comenzamos recordando un poco acerca de los espacios métricos

Definicion 1.1.1. Un espacio métrico (X, d) consiste de un conjunto no vacio
X y una funcion d : X x X — R, llamada métrica, que satisface las siguientes
condiciones para cualesquiera x,y,z € X:

(a) d(z,y) =0 si y solo si x =y.

(b) d(z,y) = d(y,z).
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(¢) d(z,y) < d(z,2) + d(2,9)

Sea (X,d) un espacio métrico. Para cada = € X y r > 0, definimos la bola

abierta con centro en x y radio r como
By(z,r)={y e X : d(x,y) <r}.
Se sabe que la familia
74 ={U C X :Vx € U existe r > 0 tal que By(x,r) C U}

es una topologia en X, llamada topologia inducida por la métrica d. De aqui en
adelante, al hablar de conceptos topoldgicos en un espacio métrico, nos referiremos

a la topologia inducida por su métrica, a menos que se especifique lo contrario.

Definicién 1.1.2. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X un subconjunto no
vacio.

(a) A es acotado si existen x € X yr > 0 tales que A C B(x,r).

(b) A es precompacto (o completamente acotado) si para todo € > 0 existe un
conjunto finito I C A tal que A C U,er B(z,€).

(c) A es compacto si toda cubierta abierta de A tiene una subcubierta finita.

Definicién 1.1.3. Sea A un conjunto acotado en un espacio métrico (X,d). De-

finimos el didmetro del conjunto A como Diam(A) = sup{d(x,y): x,y € A}.

Definicién 1.1.4. Diremos que espacio métrico (X, d) es separable si contiene un

subconjunto denso y numerable.

Definicién 1.1.5. Un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion de

Cauchy es convergente.

Gran parte del contenido de esta tesis esta relacionado con las siguientes hi-

perespacios. Dado un espacio topoldgico (X, 7), definimos:

C(X)={E C X : E es cerrado y no vacio} ,
K(X)={F C X : E es compacto y no vacio} .
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Para un espacio métrico (X, d), consideramos estos hiperespacios respecto a 74 y

definimos ademas:
CB(X)={E C X : FE es cerrado, acotado y no vacio} .

Teorema 1.1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Dados A, B € CB(X), definimos

la distancia de Hausdorff entre A y B como
dy(A, B) = méx {sup{d(a,B) : a € A} ,sup{d(b, A) : b € B}},

donde d(z, A) = inf {d(x,a) : a € A}. Entonces, (CB(X),dy) es un espacio métri-

Co.

Ya que cada espacio métrico (X, d) es un espacio topolégico Hausdorff, se tiene
que K(X) C CB(X). Entonces, podemos considerar el espacio métrico (K(X), dp),
el cual resulta estar estrechamente relacionado con (X, d). Los siguientes resultados

se encuentran en [5].

Teorema 1.1.7. El espacio métrico (X,d) es acotado si y solo si (K(X),dy) es
acotado, ademds, Diam(X) = Diam(K(X)).

Teorema 1.1.8. El espacio métrico (X, d) es precompacto si y solo si (K(X),dpy)

es precompacto.

Teorema 1.1.9. El espacio métrico (X, d) es separable si y solo si (K(X),dy) es

separable.

Teorema 1.1.10. El espacio métrico (X,d) es completo si y solo si (K(X),dpy)

es completo.

Corolario 1.1.11. El espacio métrico (X, d) es compacto si y solo si (K(X),dp)

es compacto.

1.2. Conjuntos difusos y t-normas continuas

Definicién 1.2.1. Sean (X, 7) un espacio topologico, f : X — R una funcion y
zg € X. Entonces:
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(a) f es semicontinua superiormente en xq si para todo o € R, con a > f(xg),
existe un abierto U C X que contiene a xg tal que f(x) < o para todo x € U.
(b) f es semicontinua inferiormente en xq si para todo o € R, con a < f(xy),

existe un abierto U C X que contiene a xq tal que f(z) > « para todo x € U.

Definicién 1.2.2. Sean (X, ) un espacio topoldgico y {xn}, o C X una sucesion.
(a) Definimos el limite superior de {x,}, . como

lim sup(z,,) = lim (sup xy).
N—300 n—o0t LSy

(b) Definimos el limite inferior de {xy}, .y como

Teorema 1.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico, f : X — R una funcion y
zo € X. Entonces:

(a) f es semicontinua superiormente en xo si y solo si para cada sucesion
{@n},en € X que converge a xo, se cumple limsup,,_, o f(xn) < f(xo).

(b) f es semicontinua inferiormente en xq si y solo si para cada sucesion

{Zn}hen € X que converge a xg, se cumple liminf,, o f(z,) > f(xo).

Teorema 1.2.4. Sean (X,T) un espacio topologico, f : X — R una funcion y
xo € X. Entonces, f es continua en xy si y solo si es semicontinua superiormente

y semicontinua inferiormente en .

Definicién 1.2.5. Dado un conjunto no vacio X, llamaremos conjunto difuso en
X a cualquier funcion u : X — . §i X estd equipado con una topologia T, para

cada conjunto difuso u en X, definimos su soporte como

up ={r € X :u(z) > 0},
y, para cada o € (0,1], definimos su a-nivel como
Uy ={r € X 1 u(z) > a}.

Diremos que u es normal si uy e€s no vacio.
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Si (X, 7) es un espacio topoldgico, denotamos como F(X) al conjunto de todos
los conjuntos difusos que son normales, semicontinuos superiormente y con soporte

compacto.

Definicién 1.2.6. Una operacion binaria * : I x I — I es llamada una t-norma
continua si (I, %) es un monoide abeliano topoldgico con unidad 1 (es decir, la
operacion * es continua, asociativa y conmutativa), tal que axb < cxd sia<cy

b <d, para cualesquiera a,b,c,d € 1.

Ejemplo 1.2.7. Las siguientes operaciones binarias son t-normas continuas:
(a) a*b=min{a,b},
(b) axb=max{a+b—1,0},
(¢) axb=ab.

La t-norma del inciso b) se conoce como la t-norma de Lukasiewicz.

Demostracion. a) Es claro que * es asociativa y conmutativa, ademds, para todo
a €1,

ax1l=1%xa=min{a,1} =a,

es decir, la unidad de (I, %) es 1. Supongamos que a < cy b < d, con a,b,c,d € 1,

entonces,
axb=min{a,b} <a<c y axb=min{a,b} <b<d,

por lo tanto,
a*xb=min{a,b} <min{c,d} =cx*d.

Para ver que * es continua notemos que min{a,b} = 3(a + b — |a — b|), por lo
tanto, tomando las funciones continuas f(a,b) = a, g(a,b) =by h(a,b) = |a — b|,
se tiene que * es continua ya que es combinacién lineal de funciones continuas.

b) La demostracién de que * es conmutativa y de que la unidad de (I, ) es 1 se
siguen directas de la definiciéon. Para probar la asociatividad de %, sean a, b, ¢ € 1,

entonces,

(axb)*xc=méx{(a*xb)+c— 1,0} =mix{mix{a+b—1,0} +c—1,0}.
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Sia+b—1<0,yaquec—1<0,se tiene max {méx{a+b— 1,0} +c— 1,0} =0,
por otro lado, si a +b — 1 > 0, entonces max {max{a+b—1,0} +¢c— 1,0} =
méx{a+b—1+c—1,0}. Por tanto,

(axb)xc=méx{a+b—1+c—1,0}.
Con un argumento similar se puede mostrar que
ax(bxc)=mix{a+mix{b+c—1,0} —1,0} =max{a+b+c—1—-1,0},

lo cual, por la asociatividad de la suma, termina la demostracion.
Ahora, sean a < cy b < d, con a,b,c,d € 1. Supongamos que a + b —1 > 0,

entonces,
max{a+b—1,0}=a+b—-1<c+d—-1=mix{c+d—1,0}.
Sia+b—1<0,locual implica
méx{a+b—1,0} =0 <miax{c+d— 1,0},

por lo tanto, a xb < c*d. Ya que méx{a+b—1,0} =(a+b—1+]a+b—1|),
se sigue que * es continua.
c¢) Es bien sabido que (I, *) es un monoide abeliano con unidad 1. La continuidad

de * se sigue del hecho de que el producto de funciones continuas es continua. [J

Notemos que, dada una t-norma continua %, se cumple que axb < ax1=ay
axb<1xb=>b, por lo tanto, a * b < min {a,b}, es decir, la t-norma continua del

minimo es la mas grande de todas las t-normas continuas.

Lema 1.2.8. Sea x una t-norma continua. Entonces:
(a) Para cada ri,r9 € (0,1), con ry > ry, existe r3 € (0,1) tal que ry *r3 > 1.

(b) Para cada 4 € (0,1), existe r5 € (0,1) tal que 15 % 15 > 74.

Demostracion. a) Ya que * es continua, la funcién f : I — I definida como f(r) =
r*7 es continua, por lo tanto, f~!((rg, 1]) es abierto. Notemos que f~((rq, 1]) # 0,

pues f(1) € (ry, 1]. Por lo tanto, existe r3 € f~'((rg,1]), con 0 < r3 < 1, tal que



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

1 %T3 > To.
b) Sea r € (ry, 1), entonces, por el inciso anterior, existe s € (0,1) tal que r*s > 7.

Tomamos 15 = méax {r, s}, por tanto,

Ts*xT5 2> 1 %8> Ty

1.3. Espacios uniformes

Los espacios uniformes seran de gran importancia a lo largo de este trabajo,
sobre todo en el Capitulo 7. Esta seccién estd basada en el Capitulo 8 de [3], las
demostraciones omitidas se pueden encontrar en dicho texto. También se puede
consultar el Capitulo 6 de [4] para profundizar méas en el tema.

Comencemos dando un poco de notacién. Sean X un conjunto no vacio y
A, B C X x X. Definimos:

A7 ={(r,y) € X x X : (y,7) € A}

AoB={(z,y) € X x X : Jz € X tal que (z,2) € Ay (z,y) € B}.

Denotaremos con A2 al conjunto Ao A y con Ax a la diagonal de X. Diremos
que un subconjunto A C X x X es un entorno de la diagonal de X si Ax C Ay
A = A~'. Al conjunto de todos los entornos de la diagonal de X lo denotaremos

como Dyx.

Definicién 1.3.1. Sea X un conjunto no vacio. Una uniformidad en X es una
subfamilia U de Dx que cumple:
(Ul)Para cada U € U, existe V € U tal que V* C U.
(U2) Si U,V €U, entonces UNV € U.
(U3) SiU el yU CV € Dx, entonces V€ U.
(U4) Nueu U = Ax.

A la pareja (X,U) la llamaremos espacio uniforme. Decimos que una subfamilia
B de una uniformidad U es una base para U si para cada U € U existe B € B tal
que B C U.
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Lema 1.3.2. [3] Sean X un conjunto no vacio y B una familia no vacia de sub-
conjuntos de X x X. Entonces B es una base para alguna uniformidad U en X si
y solo si cumple lo siguiente:

(BU1) Para cada A € B, existe B € B tal que B~ C A.

(BU2) Si A € B, entonces existe B € B tal que B> C A.

(BU3) Si A, B € B, entonces existe C € B tal que C C AN B.

(BU4) Nuen A = Ax.

Ejemplo 1.3.3. Para cada € > 0 definimos
Vi={(a,p) €I x1:|a— 03] <e}.
La familia {V, : € > 0} es una base para una uniformidad Uy en 1.

Demostracion. Por el lema anterior, basta ver los siguientes puntos.
(BU1) Para cada € > 0 se tiene V7! = V..
(BU2) Sea € > 0. Tomamos («, 3) € ‘/;2/2, entonces existe v € I tal que

o =Bl <la=al+]y =Bl <e2+¢2=e
Por lo tanto, (o, 3) € V..
(BU3) Sean €,d > 0, entonces V. N Vs = Vininge 5)-
(BU4) Es claro que (o, 8) € N{V:: e >0} siy solo si & — 3| = 0, lo cual es

equivalente a o = [3. n

En los espacios uniformes, tal como en el caso de los espacios topologicos y
los espacios métricos, podemos definir las nociones de subespacio y de espacio

producto. Dados un espacio uniforme (X, ) y un subconjunto (A C X), definimos
Uy ={(AxANU:UeclU}.

Teorema 1.3.4. Sean (X,U) un espacio uniforme y A un subconjunto de X.

Entonces, (A,Ua) es un espacio uniforme.

Decimos que el espacio uniforme (A,U4) es un subespacio uniforme de (X, U).
Sea {(Xs,Us)},cq una familia de espacios uniformes, si s;,s9,...,8, € Sy, para

cada i =1, ...,n, U; € U,,, definimos

2
[S1yeey Sn; Uty ooy Uy = {(az,y) € (H X5> (s, ys,) € U Vi =1, ,n}

seS
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Teorema 1.3.5. Sea {(X,Us)},cq una familia de espacios uniformes. Entonces,

la familia
{[s1y ey 8n; U1, ..., Up) 25, €S, Uy €Uy, i =1,...,n, n € N}
es base para una uniformidad [T,csUs en [Tes Xs-

El espacio uniforme ([T,cg Xs, [TsesUs) se llama el producto cartesiano de los

espacios uniformes {(X,U)},cq-

Teorema 1.3.6. Sean (X,U) un espacio uniforme y 1y la familia de todos los
A C X, tales que para cada x € A, existe U € U tal que U(x) C A, donde
U(z) ={y € X : (z,y) € U}. Entonces, Ty es una topologia en X.

Demostracion. Se sigue directo de la definicién que 0, X € 7, y que la unién
arbitraria de elementos de 7, esta en 7.

Ahora, consideremos A, Ay € 7y y * € A; N Ag, entonces, existen Uy, U € U
tales que Uy(z) C Ay y Us(x) C As. Ya que U es una uniformidad, se sigue que
U=UNU;, €elU. Ademas,

U(ZIZ') = Ul(.ﬁﬂ) N UQ([IZ’) C A1 N AQ,
por lo tanto, A1 N Ay € 7. n

A la topologia 7 se le conoce como la topologia inducida por la uniformidad .
De aqui en adelante, al hablar de conceptos topolégicos en un espacio uniforme, nos
referiremos a la topologia inducida por su uniformidad, a menos que se especifique

lo contrario.

Teorema 1.3.7. Sean (X,U) un espacio uniforme y A un subconjunto de X.
Entonces, la topologia generada por la uniformidad Us en A, coincide su topologia

de subespacio de X, donde X es considerado con la topologia Ty.

Teorema 1.3.8. Sea {(X,Us)},cq una familia de espacios uniformes. Entonces,
la topologia inducida por la uniformidad [[seqgUs en [1scg Xs coincide con la topo-

logia producto de los espacios topolégicos {( X, T4,)}seg-
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Teorema 1.3.9. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, el espacio topolégico
(X, 1) es Tychonoff.

El Ejemplo 1.3.3 parece sugerirnos que a partir de una métrica, se puede definir
una base para una uniformidad, lo cual, en efecto, es posible, pues dado un espacio

métrico (X, d), podemos definir, para cada € > 0,
Ue={(z,y) € X x X : d(x,y) < €}.

Es facil ver que la familia {U, : ¢ > 0} cumple las condiciones del Lema 1.3.2, y,

por lo tanto, forma una base para una uniformidad que denotaremos por Uy.

Teorema 1.3.10. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, la topologia Ty, in-

ducida por la uniformidad U, coinde con la topologia 1, inducida por la métrica

d.

Demostracion. Basta notar que para cada z € X y € > 0, By(x,€) = Uc(x). O

El siguiente teorema de metrizabilidad nos sera de gran utilidad en el Capitulo
3.

Teorema 1.3.11. [3] Un espacio topoldgico (X, T) es metrizable si y solo si existe

una uniformidad U en X con base numerable, tal que 14 = T.

En el caso de un espacio uniforme (X, ), consideramos C(X) y (X)) respecto

a la topologia 7,. Ademads, notemos que IC(X) C C(X) pues (X, 1) es Tychonoft.

Definicién 1.3.12. Sea (X,U) un espacio uniforme. Para cada U € U y cada
A C X, definimos

U4) = J U(z).

€A
Ahora, para cada U € U, definimos

K[U] = {(4,B) € K(X) x K(X): BC U(A), A C U(B)},
ClU] = {(A,B) € C(X) x C(X) : BC U(A),AC U(B)}.

Los siguientes dos resultados son bastante conocidos en la teoria de uniformi-

dades en hiperespacios, es por ello que se omitird su demostracién (ver [6]).
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Teorema 1.3.13. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {KC[U]: U € U} es

una base para una uniformidad K(U) en K(X).

Teorema 1.3.14. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {C[U]: U € U} es

una base para una uniformidad C(U) en C(X).

Definicién 1.3.15. Sea D un conjunto no vacio y > una relacion binaria en D.
Diremos que D es dirigido por > si > es reflexiva y transitiva, con la propiedad

adicional de que para cualesquiera x,y € D, existe z € D tal que z > x y z > y.

Definicién 1.3.16. Sea (X,U) un espacio uniforme.

(a) Una red de Cauchy en X consiste de un conjunto dirigido D y una funcién
f:D — X tal que, para cada U € U, existe N € D tal que (f(m), f(n)) € U para
cualesquiera n,m > N.

(b) Diremos que una red de Cauchy converge a x € X si para cada U € U
existe N € D tal que (x, f(n)) € U para todon > N.

(c) Si toda red de Cauchy en X converge, diremos que el espacio uniforme
(X,U) es completo.

En particular, a una red se le llama sucesion cuando su conjunto dirigido es

N.

Definicién 1.3.17. Sea (X,U) un espacio uniforme. Diremos que X es precom-
pacto si para cada U € U, existen My, Mo, ..., M, C X tales que M; x M; C U,
para todo i =1,...n, y X = U, M,.

Teorema 1.3.18. [12] Sea (X,U) un espacio uniforme, entonces, (K(X), K(U))

es completo (precompacto) si y solo si (X,U) es completo (precompacto).

Para finalizar este capitulo, recordemos que dado un espacio topoldgico (X, 7),
se puede dar una topologia 7, en C(X) conocida como la topologia de Vietoris.
Una base para dicha topologia es la familia de todos los conjuntos de la siguiente

forma

k
V(Vl,Vg,...,Vk):{BGC(X):BC UVi vy BNV; #0 para izl,...,k},

=1

donde Vi, Vs, ..., V) es una sucesion finita de abiertos no vacios de X.
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Teorema 1.3.19. [6/ Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, la topologia Ticw)
inducida por la uniformidad IC(U) en KC(X), coincide con la topologia de Vietoris

inducida por 7, en KC(X).



Capitulo 2
Espacios métricos difusos

En la literatura existen diferentes definiciones de espacio métrico difuso. En esta
tesis se utilizard la definicién introducida por A. George y P. Veeramani en [7].
A continuacién, presentamos algunas propiedades basicas de los espacios métricos

difusos asi como algunos ejemplos.

Definiciéon 2.0.1 (George-Veeramani, 1994). Un espacio métrico difuso, en el
sentido de George y Veeramani, es una tercia odenada (X, M, *), donde X es
un conjunto no vacio, x es una t-norma continua y M es un conjunto difuso en

X x X x (0,00) que satisface las siguientes condiciones, para cada x,y,z € X,

s,t>0:

(MD1) M(z,y,t) > 0;

(MD2) M(z,y,t) =1 para todo t > 0 si y solo si x =y;
(MD3) M(z,y,t) = M(y,z,t);

(MD4) M(z,y,t)« M(y,z,s) < M(x,z,t+s);

(MD5) M (z,y,—) : (0,00) — [0,1] es continua.

Si (X, M, x) es un espacio métrico difuso, diremos que (M, *) es una métrica difusa
en X.

Lema 2.0.2. Sea * : I x I — I una t-norma continua tal que a,b # 0 implica

axb#0.8i(My,x) y (My,*) son métricas difusas en un conjunto X, definimos
M(z,y,t) = My(z,y,t) * My(z,y,t).

13
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Entonces, (M, *) es una métrica difusa en X.

Demostracion. Ya que 0 < Mi(x,y,t), May(x,y,t) < 1, entonces, por las propieda-
des de x*,
0 < My(z,y,t) * My(z,y,t) <1,

es decir, 0 < M(z,y,t) < 1. Por lo tanto, M es un conjunto difuso en X.

(MD1) Se sigue del argumento anterior.

(MD2) Sea ty > 0, vamos a probar que M;(x,y,ty) # 1y My(x,y,to) # 1
implica que M (x,y,tg) * May(z,y,t9) # 1. Sin pérdida de generalidad, digamos
M (z,y,to) < Msy(z,y,t9) < 1, entonces, por las propiedades de *,

Ml(‘r7y7t0) * MQ(xayvtO) < MZ(x7y7t0) x1 = M2($,y,t0) < 1.

Tomando la forma contrapositiva de lo que acabamos de mostrar, se tiene que
M (z,y,to), Ma(z,y,to) = 1, implica My (z,y,t) = 1 o Ma(x,y,ty) = 1. Asi, ya
que to fue arbitrario, x = y.
Por otro lado, si z = y, entonces M;(x,y,t), Ma(x,y,t) = 1 para todo t > 0, es
decir, M(x,y,t) = Mi(x,y,t) * Ma(x,y,t) =1x1=1.
(MD3) M(x,y,t) = My(x,y,t) * Ma(x,y,t) = My(y,x,t) * Ma(y,x,t).
(MD4) Por las propiedades de *, se tiene
M(z,y,t) « M(y,z,s) = [Mi(z,y,t) x Ma(x,y,t)] * [Mi(y, 2, 8) * Ma(y, 2, 8)]
= [Mi(z,y,t) x Mi(y, z,8)] * [Ma(z,y,t) x Ma(y, 2, 5)]
< My(x,z,t + 8) « My(x, z,t + 8)
=Mz, z,t+s).
(MDb5) Vamos a verificar que M (x,y, —) : (0,00) — [0, 1] es continua en cada
uno de sus puntos. Sean to > 0y W C [0, 1] una vecindad abierta de M (z,y, to),

es decir, M;(z,y,to) * Ms(x,y,tg) € W. Dado que * es continua, existen abiertos
‘/171/2 - [07 1] tales que M1($7y7to) C Vvl? M2($7y7t0> C ‘/2 y

VixVoCW.

Ahora, por la continuidad de M; y M, existen abiertos Uy, Us C (0,00) que
contienen a to, tales que M;(x,y,U;) C Vi y My(x,y,Us) C Vo, Tomamos la
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vecindad abierta U = U; N U, de ty, v claramente
M(z,y,U) = My(z,y,U) x My(x,y,U) C V3 x Vo C W.
Por lo tanto, M es continua en t. O

Lema 2.0.3. La funcion M(x,y,—) : (0,00) — [0, 1] es no decreciente para todo
r,y € X.

Demostracion. Sean t,s € (0,00), con 0 < t < s. Supongamos que
M(z,y,t) > M(x,y,s),

entonces,

M(z,y,t)* M(y,y,s —t) < M(z,y,s) < M(z,y,t).
Pero M (y,y,s —t) = 1, por lo tanto,
M(z,y,t) = M(z,y,t) « M(y,y,s —t) < M(z,y,t),
lo cual es una contradiccion. O

Lema 2.0.4. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada x,y €
X,t>0yr € (0,1), tales que M(x,y,t) > 1 —r, existe ty € (0,t) tal que
M(z,y,to) >1—r.

Demostracion. Sean z,y € X, t > 0y r € (0,1) tales que M(z,y,t) > 1 —r.
Notemos que (1 — r, 1] es un abierto que contiene a M (x,y,t), entonces, dado que

M (z,y,—) es continua, existe € > 0 tal que
M(ZE,y, (07t+ 6)) - (1 - 1]
Por lo tanto, tomando tq € (0,t), se obtiene el resultado. O

Ejemplo 2.0.5. Sea X =R, definimos axb = ab (el producto usual de nimeros

reales) y

M(‘Tvy?t) = exp <_‘x;y‘>a

para cada z,y € X, t € (0,00). Entonces, (X, M,*) es un espacio métrico difuso.
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Demostracion. Observemos que, efectivamente, M es un conjunto difuso en R x
R x (0,00), pues, para todo z,y € Ry t € (0,00), se tiene exp (@) > 1, por
tanto exp (—@) € (0,1]

(MD1) Se tiene de la observacién anterior.

MD2) M(z,y,t) = 1 si v solo si exp (—2=4) = 1, lo cual es equivalente a
t

|z—y|
t

=0, es decir, z = y.
(MD3) Se sigue del hecho |z —y| = |y — z|.
(MD4) Sabemos que |z — z| < |v —y| + |y — 2|, ademds, &2 > 1y 2= > 1,

entonces,
t+s t+s
v =yl +
]

[z — 2] < ly — =,

es decir,
o=l eyl ly—al
t+s — t S

Por lo tanto,

y asi

M(z,y,t)M(y, z,s) = exp (_’SE — 3/’) exp <_|y — zy)

t S

< exp (—’f;?) =Mz, z,t+s).

(MD5) M(z,y,—) : (0,00) — [0,1] es continua pues la podemos ver como

composicién de funciones continuas. O

Ejemplo 2.0.6. Sea (X,d) un espacio métrico y a x b = ab. Dados k,n,m € R¥,
para cada x,y € X, t > 0, definimos

e
~ ktn 4+ md(z,y)

M (z,y,t)

Entonces, (X, M, *) es un espacio métrico difuso.

Demostracion. Notemos que kt" + md(x,y) > kt"™ > 0, entonces,

kt™
>
— Kkt 4+ md(z,y)

1 > 0,
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por lo tanto, M es un conjunto difuso en X x X x (0, 00).

(MD1) Ya probamos que M (z,y,t) > 0.

(MD2) M(x,y,t) =1 siy solo si kt" = kt" +md(z,y), lo cual es equivalente a
d(xz,y) =0, es decir, z = y.

(MD3) Se sigue de que d(z,y) = d(y, x).

(MD4) Se tiene (tﬁij)n > 1, (ttf)n >1y m(HS)ZfTEi;Ly)d(y’Z) > 0, entonces, usando

la desigualdad triangular de d,

m(t+ s)"
ktnsm

wd(%w + (t 48‘”3)”

d(z,2) < d(y,z) +

multiplicando por k%*t"s"m y sumando k*t"s"(t + s)", obtenemos

d(z,y)d(y, z),

s (t + s)" + k2" md(x, 2) < K*(t + s)"s"md(z,y) + k*(t + 5)"t"md(y, 2)
+ k(t + s)"m2d(x,y)d(y, ) + E*t"s™(t + s5)™.
Por lo tanto,
sk (t + s)" + md(z, 2)] < k(t+ 8)"(kt" + md(z,y))(ks" + md(y, z))
y asi,
kt™ ks™ k(t+s)"
kt" +md(z,y) ks"+md(y,z) = k(t+ s)" +md(z, z)

(MD5) Es claro que M (z,y,—) : (0,00) — [0, 1] es continua, pues f(t) = kt"

y g(t) = kt"™ + md(z,y) son continuas y g(t) # 0, por tanto, f/g también es

continua. ]

Para el caso k = m = n = 1, la métrica difusa My(z,y,t) = ) recibe el

t
t+d(z,y
nombre de métrica difusa estdndar asociada a d.

Los siguientes ejemplos muestran que existen métricas difusas que no estan

definidas a partir de una métrica clasica.

Ejemplo 2.0.7. Sean X un conjunto no vacio, f : X — Rt una funcion inyectiva
y g:RT = [0,00) una funcién creciente y continua. Para «, 3 > 0, definimos M

como sigue

oy (i @) F)) +9(0)
Mt = (e T )

Entonces, (M, ) es una métrica difusa en X.
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Demostracion. Es claro que

< (min{f(z), f(¥)})* + 9(t) < (méx {f(z), f¥)})* +9(t),

por tanto, M es un conjunto difuso en X x X x (0, 00).
(MD1) Ya probamos que M (x,y,t) > 0.
(MD2) M(z,y,t) = 1 siy solo si (min{f(z), f(y)})* = (méx{f(z), f(y)})*,

va que f(z), f(y) > 0, entonces, min{f(z), f(v)} = max{f(z), f(y)}, es decir,
f(z) = f(y)- Usando la inyectividad de f se tiene x = y.

(MD3) Se sigue de la definicién.
(MD4)

MD4) Supongamos que f(z) < f(z), entonces,
(I g+ 9))’
Mos+0) = (ST )
:<f@W+g@+$>ﬁ<f@W g @)5
F)* +g(t+s) f(2)* +g(t+s)

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1: f(z) < f(y) < f(2).
Dado que g es creciente y que f(y)* — f(x)* > 0, se tiene

(F()" = F(2))g(t +s) = (f(y)* = f(2)*)g(t).

Sumando f(z)*f(y)* + g(t)g(t + s) en ambos lados, reagrupando los términos y

factorizando, obtenemos

(f(@)* +g@O))(f (W) + gt +5)) < (f(y)* +9(E)(f(2)" +g(t + ).

Por lo tanto,

f@)" +g(t) _ f(2)* +g(t+5)

)+ g(t) = ) + gl +9) (2.1)
De forma similar se prueba que

F)* +9(t) _ fy)* +g(t+s)

P+ 9D = F) + gl +9) (22)
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De las desigualdades 2.1 y 2.2, se obtiene

) (f sty

3 ()

Caso 2: f(y) < f(z) < f(2).

Con un procedimiento analogo al decrito en el caso 1, obtenemos

fy)*+9(t) _ f)* +9(+s)

f(2)*+g@) = f(2)> +g(t+s)
Ya que f(y) < f(z), entonces, f(y)** < f(z)?*, ademds, f(z)* — f(y)* > 0y
g(t+s) > g(t) > 0.

(2.3)

Por lo tanto,

F@)®* + (f(2)* = fF)M)gt+5) > fy)* + (f(y)* = flz)")g(t).

Sumando ¢(t)g(t + s) en ambos lados, reagrupando los términos y factorizando

(f(@)* +g(@)(f ()" + gt +5)) = (f(¥)" + 9O))(f(y)" + 9(t + 5)),

es decir,
F)* +9(t) _ J(@)* +g(t+s) (2.4)
f@)*+g(t) = fly)*+glt+s)

Usando las desigualdades 2.3 y 2.4, obtenemos

g (f@ gt ?(f@w+ga+@)ﬂ
Mz 2t + )_<f(y)a+g(t+8)> f(2)* +g(t +s)
><f@w+gw>?<fww+gw>ﬁ
~ @ ta0)  \FE)*+g(0)

Caso 3: [(x) < f(2) < f(y).

De forma similar al caso 1,
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Y, de forma similar al caso 2,

_(f@)r gt 9\ (Fw)+at+s)\’
M2 ts) = (f(:g)a +glt+ s>> (f(Z)“ +g<t+s>)

N (f(y)“ +g<t>>ﬁ, (f(Z)“ +g<t>>6

— \f(@)* +g(t) f(y)>+g(t)

Finalmente, los casos cuando f(z) > f(z) son andlogos a los 3 casos expuestos.
(MD5) La continuidad de M (z,y, —) : (0,00) — [0, 1] se sigue de la continuidad
de la funcién g.
O

Ejemplo 2.0.8. Sean X el intervalo cerrado [a,b] y K > |a| > 0. Para cada
n € N, definimos la funcion M, : X™ x X™ x (0,00) — [0, 1] como
o omin {x;,y:} + K
Mn ) 7t = 7 )
(9.0 =11 max {x;, y;} + K

i=1

donde v = (x1,Z2,...;xn), Y = (Y1,Y2, -, Yn) y t > 0. Entonces, (M,,-) es una

métrica difusa en X™.

Demostracion. Ya que K > |a] > 0, para todo i = 1,...,n, min {z;,y;,} + K >0y
max {z;,y;} + K > 0. Ademas,

min {Ii, yz} + K < max {xwyz} + K7

por tanto, M, es un conjunto difuso en X” x X" x (0, 00).
(MD1) Ya probamos que M, (x,y,t) > 0.
(MD2) Claramente = = y implica

1=1.
1

Mn(xvyvt) = H =

=] max {wg,yi} + K =

%
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Para probar la otra implicacion utilizaremos induccién. El caso n = 1 es evidente.
Entonces supongamos que se cumple para n — 1 y probemoslo para n. Para ello,
basta seguir el mismo razonamiento que se utilizo en (MD2) del lema 2.0.2 para

concluir que
min {z,, yn} + K

Max {Tn, Yt + K L
y
”lif min {z;,y;} + K _
i max {z;,y} + K ’
min{z;,y; }+ K

lo cual, por hipétesis de induccion implica = lparacadai=1,2,...,n,

méx{z;,y; }+ K
es decir, x = y.

(MD3) Se sigue de la definicién.

(MD4) Vamos a probar esta propiedad por induccién. Para el caso n = 1 basta
hacer un procedimiento andlogo al descrito en la propiedad (MD4) del ejemplo
2.0.7. Entonces, supongamos que se cumple para n — 1 y probemoslo para n. Por

hipétesis de induccion

”12[1 min{z;, z;} + K S "lif min{z;,y;} + K "lif min{y;, z;} + K
i max {x;, i} + K 7 2 méx {z;,yp + K 2 méx{y;, )+ K

ademas, ya que el caso para una sola variable también se cumple,

min{z,,z,} + K S min{z,,y,} + K min{y,,z,} + K
max {,, z,} + K ~ max{x,,y,} + K max{y,, 2.} + K

Por lo tanto, combinando las desigualdades anteriores

" min {z;, 2} + K min{z, 2.} + K
Mn 7 ’t — _ 1y~ . _ ny~n
(7,2, ¢ +5) Z:rll max {z;, z;} + K max{x,,z,} + K
S omin{x;, b+ K & min{y, 2z} + K

- H max {z;,y;} + K ‘ H max {y;, 2z} + K

i=1 i=1

= M,(x,y,t) - M,(y, z, ).

(MD5) la funcién M, (z,y,—) : (0,00) — [0,1] es constante y por lo tanto

continua. O



Capitulo 3

Topologia de los espacios métricos

difusos

Este capitulo estd basado en [7], [8], [9] y [10]. Veremos cémo un espacio mé-
trico difuso también puede ser estudiado como un espacio topolédgico, ademas, se
trasladan algunos conceptos y resultados propios de la teoria de espacios métricos

a la teoria de espacios métricos difusos.

3.1. Topologia inducida por una métrica difusa

Definicién 3.1.1. Sea (X, M,*) un espacio mélrico difuso. Definimos la bola

abierta By(x,7,t) con centro en x € X y radio r € (0,1), t >0 como
By (z,rit)={ye X : M(z,y,t) >1—r}.
Teorema 3.1.2. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Definimos
™ ={AC X :Vo €A, existen t >0 yrec(0,1) tales que By(z,r,t) C A}.
Entonces, Ty es una topologia en X.

Demostracion. Se sigue directo de la definicién que (), X € 7j;. Sean A, B € 7y

x € AN B, entonces, existen t1,t, > 0y ri,7m9 € (0,1), tales que By (x,r,t1) C A

22
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y Buy(z,79,t2) C B. Tomamos t = min {t1,t,} y » = min {ry, 7}, entonces , para

cada y € By(x,r,t), usando que la funcién M (x,y, —) es no decreciente, se tiene

M(z,y,t1) > M(z,y,t) >1—r>1—1

M(x7y7t2) Z M(x7y7t> >1—r>1 — Ta.
Por lo tanto, y € By(x,r1,t2) C Ay y € By(x,re, ta), es decir,
By(z,r,t) C AN B.

Finalmente, sea A C 1), tomamos = € J.A, entonces, existe A € A tal que

x € A. Por lo tanto, existen ¢t > 0y r € (0,1) tales que
By (z,t,r) C AC UA,

es decir, [J A estd en 7). O

A la topologia 7, se le conoce como la topologia inducida por la métrica difusa
(M, *).

Teorema 3.1.3. Sea (X, M, ) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada

xeX,re(0,1) yt >0, la bola abierta By(z,r,t) es un conjunto abierto.

Demostracion. Sean x € X, r € (0,1) y t > 0, tomamos y € By (x,r,t), es decir,
M(z,y,t) >1—r.

Entonces, por el lema 2.0.4, existe ty € (0,t) tal que M (z,y,ty) > 1 — r, ademaés,

podemos encontrar un s € (0, 1) tal que
M(z,y,tg) >1—s>1—r.
Por el inciso (a) del lema 1.2.8, existe r; € (0,1) tal que

ryx M(x,y,t9) > 1 —s.
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Consideremos la bola abierta By (y,1 — r,t —ty). Sea z € By (y,1 — 11t — to),

entonces,
M(z,z,t) > M(z,y,to) * M(y, z,t —to) > M(z,y,to) xr1 > 1—s>1—r,
por lo tanto, z € By(z,r,t), lo cual termina la demostracién. ]

Teorema 3.1.4. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada

x € X, la familia {By(z,1/n,1/n) : n € N} es una base local de x en (X, Tar).

Demostracion. Del teorema anterior se tiene que cada bola abierta es un conjunto
abierto, ademas, para cada n € N,

1
M(z,z,1/n)=1>1——,
n

es decir, x € By(z,1/n,1/n). Ahora, sea V un abierto en (X, 7y) tal que z € V,
entonces, existen r € (0,1) y t > 0 tales que By (z,7,t) C V. Tomamos ny,ny € N
tales que

1/n1 € (0,7) vy 1/ng € (0,1),

definimos ny = méx {ny,ne}. Sea y € By(x,1/ng, 1/ng), es decir, M(z,y,1/ng) >

1 — 1/ng, entonces, usando que M es no decreciente, se tiene
M(z,y,t) > M(z,y,1/ng) >1—1/ng >1—r,
por lo tanto, y € By(z,r,t). Asi,
By(z,1/ng,1/ng) C By(x,r,t) CV,
lo cual termina la demostracion. O

Corolario 3.1.5. Sea (X, M,*) un espacio métrico difuso. Entonces, el espacio

topolégico (X, Ty) es primero numerable.
Demostracion. Por el teorema anterior, para cada xz € X, la familia
{By(z,1/n,1/n) : n € N}

es una base local de z en (X)), ademaés, es claro que dicha familia es numerable.

Por lo tanto, (X, 7)) es primero numerable. O
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En el ejemplo 2.0.6 vimos que dado un espacio métrico (X, d) siempre podemos
definir un espacio métrico difuso (X, My, ), donde M, : X x X x (0,00) — [0, 1]
es la métrica difusa estandar asociada a d, definida como

MA%%QIZ:E@EY

Teorema 3.1.6. Sean (X, d) un espacio métrico y My la métrica difusa estan-
dar asociada a d. Entonces, la topologia generada por d, coincide con la topologia

generada por My.

Demostracion. Sean z € X y e > 0, consideremos la bola abierta By(z, €). Notemos

€

queparatzlyrzl—ﬂ,

se tiene By, (x,r,t) C By(z,€), pues si y € By, (z,1,1),

entonces,
€ 1

M )= ———>1—
d<x7y7) 1+d<x,y)> 1+€ 1+6

Y

es decir, d(z,y) < e.

Ahora, seat > 0y r € (0, 1), consideramos la bola abierta By, (x,r,t). Notemos
tr

que para € = 1, se tiene By(w,€) C By, (x,7,t), pues si y € By(x,€), entonces,
tr t
t+d(z,y) <t = ,
(z.9) + 1—r 1-—7r

es decir,

My(z,y,t) = ——>1—r,

al@,y.t) t+d(z,y)

por lo tanto, y € By, (z,7,t). ]

3.2. Axiomas de separacion en (X, 7))

Teorema 3.2.1. Sea (X, M, ) un espacio métrico difuso. Entonces, el espacio

topologico (X, my) es Hausdorff.
Demostracion. Tomamos z,y € X, con x # y, entonces, para t > 0,

0< M(z,y,t) < 1.



CAPITULO 3. TOPOLOGIA DE LOS ESPACIOS METRICOS DIFUSOS 26

Podemos tomar ¢ tal que M(z,y,t) < ro < 1, por lo tanto, usando el inciso
(b) del Lema 1.2.8, existe r; tal que 7 * r; > 1. Supongamos que existe algin
z € By(z,1 —ry,t/2) N By (y, 1 —r1,t/2), entonces,

M(z,y,t) > M(x,2,t/2) x M(z,y,t/2) > rixry > 1ro > M(x,y,t),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
Buy(x, 1 —r,t/2) N By (y, 1 —r,t/2) =0,
asi, (X, M, *) es Hausdorff. ]

Teorema 3.2.2. Sea (X, M, ) un espacio métrico difuso. Entonces, (X, Ty) es

metrizable.

Demostracion. Para cada n € N, definimos
Un={(z,y) € X x X : M(2,y,1/n) >1—1/n}.

Probemos que {U,, : n € N} cumple las condiciones del lema 1.3.2.
(BU1) Dado que M (z,y,1/n) = M(y,z,1/n), entonces, para cada U,

U, =U"

(BU2) Sea n € N, entonces, por el inciso b) del Lema 1.2.8, existe m € N tal

que m >2ny
(1—1/m)*«(1—1/m)>1—1/n. (3.1)

Para (z,v), (y, z) € Uy, usando que M es no decreciente, se tiene,
M(z,z,1/n) > M(x,z,2/m) > M(xz,y,1/m) * M(y,z,1/m), (3.2)
por lo tanto, combinando las ecuaciones 3.1 y 3.2,
M(z,z,1/n) > (1—=1/m)x (1 —1/m)>1—1/n,

es decir, (z,z) € U,. Asi, hemos probado que U2 C U,,.
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(BU3) Sean n,m € N, digamos que n < m, entonces, para (x,y) € U,
M(z,y,1/n) > M(z,y,1/m) >1—1/m>1—1/n,

es decir, U,, C U,. Por lo tanto, U, N U,, = U,,, lo cual prueba este punto.
(BU4) Sea (z,y) € Nnen Un- Fijemos t > 0 y probemos que M (x,y,t) = 1,

para ello, primero notemos que existe m € N tal que 1/m < t, entonces,
M(z,y,t) = M(x,y,1/m).
Supongamos que M (z,y,1/m) < 1, esto implica que existe r € N tal que 1/r <
1—M(z,y,1/m)y 1/r < 1/m. Por lo tanto, ya que (x,y) € N,en Un (en particular,
(.I', y) S UT)7
1—-1/r>M(z,y,1/m) > M(z,y,1/r) >1—1/r,
lo cual es una contradiccion. Asi, M(z,y,t) > M(x,y,1/m) =1, es decir,
M(z,y,t) = 1.
Como t > 0 fue tomado arbitrariamente, concluimos que x = y. Ademads, es claro
que para cada x € X, M(xz,z,1/n) =1 > 1— 1/n para cualquier n € N, es decir,
(,2) € Nnen Un. Con esto concluimos que Ax = N,en Un.

Entonces, por el Lema 1.3.2, {U,, : n € N} es una base para alguna uniformidad
U en X. Ahora, veamos que 7y = 7yy,,. Para ello, sean A € 7py y € A, entonces,
por el Teorema 3.1.4, existe n € N tal que = € By(z,1/n,1/n) C A, pero

Buy(x,1/n,1/n) = Uy,[z],

por lo tanto, A € 7,,. Por otro lado, si A € 7,,, entonces, para cada = € A, existe
U € Uy tal que Ulz] C A, pero recordemos que {U, : n € N} es una base para

Uy, entonces, existe n € N tal que
By(x,1/n,1/n) = U,[z] C Ulx] C A,
es decir, A € 7. Finalmente, por el Teorema 1.3.11, se concluye que (X, 7ys) es

metrizable. O

Observemos que el teorema anterior nos muestra como cada métrica difusa
(M, *) induce una uniformidad Uy, la cual se llama la uniformidad inducida por

la métrica difusa (M, *).
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3.3. Completez, precompacidad y compacidad

Definicién 3.3.1. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso.

(a) Diremos que una sucesion {z,} .y C X es de Cauchy si para cada € € (0,1)

neN
yt >0, exviste ng € N tal que

M(zp, Tm,t) >1—¢€

para todo n,m > nyg.
(b) Diremos que (X, M, %) es completo si cada sucesion de Cauchy converge

con respecto a la topologia Tyy.

Teorema 3.3.2. [9] Sea (X, M, ) un espacio métrico difuso. Entonces:
(a) Una sucesion {x,},.y C X es de Cauchy en (X, M, x) siy solo si es una
sucesion de Cauchy en el espacio uniforme (X,Uns).

(b) (X, M, %) es completo si y solo si el espacio uniforme (X,Uyr) es completo.

Definicién 3.3.3. Un espacio métrico difuso (X, M,x) es precompacto si pa-

ra cada € € (0,1) yt > 0, existe un subconjunto finito A C X tal que X =
UaEA BM(CL,E,t).

Teorema 3.3.4. Un espacio métrico difuso es precompacto si y solo si cada suce-

sion tiene una subsucesion de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que (X, M, *) es un espacio métrico difuso precom-

pacto, entonces para cada m € N, existe un conjunto finito A4,, C X tal que

X = |J Bu(a,1/m,1/m).
aEA'm
Sea {x,},cy una sucesion en X. Tomemos m = 1, entonces, ya que A; es finito,
debe existir a; € A; tal que hay infinitos elementos de {z,},.y en Bu(as,1,1),
es decir, existe una subsucesion {xl(n)}neN de {zn}, ey tal que 214, € Bar(ar,1,1)
para todo n € N. De forma similar, para m = 2, existen as € Ay y una subsuce-
sion {xz(n)} o de {xl(n)} . tal que xomy € Bum(ag,1/2,1/2) para todo n € N.

Continuando con este razonamiento, para cada m € N, m > 1, existen a,, € A,, ¥
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una subsucesion {xm(n)}neN de {x(m_l)(n)}neN tal que Ty,(n) € Bar(am,1/m,1/m)
para cada n € N.

Ahora, consideremos la sucesion {xn(n)}nEN’ la cual, claramente, es una sub-
sucesién de {z,}, .y, entonces, basta probar que es de Cauchy. Para ello, sean
r € (0,1) y t > 0, usando el inciso (b) del Lema 1.2.8, existe ng € N tal que
2/ng <ty

(1—=1/ng)* (1 —1/ng) >1—r. (3.3)

Por la construcciéon de la sucesién {xn(n)}, se tiene, para todo m > ng, Tpm) €
B (ang, 1/n0,1/n0), entonces, combinando esto con la ecuacion 3.3, se tiene que,

para todo k,l > ng,

M (zrgy, 110y, t) = M (k) 2101y, 2/10)
> M(Zk(k), ngy, 1/10) * M (ang, 211y, 1/10)

>1-—r.

Por lo tanto, la sucesion {xn(n)}neN es de Cauchy en (X, M, x).

Para probar la otra implicacion, supongamos que (X, M, *) no es un espacio
métrico difuso precompacto, entonces existen r € (0,1) y ¢ > 0 tales que para cada
subconjunto finito A C X, X # Uuea Bu(a,r,t). Por tanto, si fijamos z; € X,
debe existir x5 € X \ Bys(x1,7,t), més atn, debe existir x5 € X \ U2, By (24, 7,1).

Si continuamos con este razonamiento, podemos formar la sucesion {x,} tal

neN
que

Tnt1 € X\ U BM(.CUZ‘,T'7 t)

i=1
Si fijamos ng € N, por la construccion de la sucesion {z,}, .y, se tiene que para

cada [, k > ng, digamos [ > k,
k I-1
T € X\ UBM('I”L?T?{:)U U BM(xi7r7t) )
i=1 i=k+1
es decir,

M (zy, g, t) <1 —r,

lo cual implica que {#,,}, .y no puede tener una subsucesién de Cauchy. Por tanto,

X, M. %) es precompacto. O
(X, M, p p
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Corolario 3.3.5. Sea (X, M, %) un espacio métrico difuso. Entonces, (X, M, x) es

precompacto si y solo si (X,Uyr) es precompacto.

Demostracion. Supongamos que (X, M, *) es precompacto. Sea U, € Uy, donde
Up={(z,y) e X x X : M(z,y,1/n) >1—1/n}. Por el inciso (b) del Lema 1.2.8,
existe m € Ntal quem >2ny (1—1/m)*(1—1/m) >1—1/n. Ya que (X, M, %)

es precompacto, existe un subconjunto finito A C X tal que

X = |J Bula,1/m,1/m).
acA
Notemos que para cada a € A, si (z,y) € Byl(a,1/m,1/m) x By(a,1/m,1/m),

entonces,

M(z,y,1/n) > M(x,y,2/m)
> M(x,a,1/m)* M(a,y,1/m)
> (1 —=1/m)*(1—1/m)
>1-1/n,

es decir, (x,y) € U,. Por tanto, By(a,1/m,1/m) x By(a,1/m,1/m) C U,, con
lo cual, (X,Uy) es precompacto.

Por otro lado, si suponemos que (X,Uy,) es precompacto, entonces, para cada
n € N, existen k, € Ny M, My, ..., M;! C X tales que Mj* x M* C U,, para
todoi = 1,2,....k,, y X = U, M. Sea {zy}, .y una sucesion en X. De forma
similar al teorema anterior, notemos que para m = 1, existen i; € {1,2,...,k;}
y una subsucesién {xl(n)}neN de {,},cn tal que z14,) € M} para todo n € N.
Maés atin, para cada m € N, m > 1, existen i, € {1,2,...,k,,} y una subsucesion
{xm(n)}neN de {w(m’l)(”)}neN tal que x,,,) € M| para cada n € N.

Consideremos la sucesion {x"(")}neN y probemos que es de Cauchy. Sean r €
(0,1) y t > 0, entonces, usando el Lema 1.2.8, existe ny € N tal que 2/ng < ty
(1—1/ng)*(1—1/ng) > 1 —r. Por la construccién de la sucesiéon {%(n)}, se tiene,
para todo m > ng, Tm(m) € MZE), lo cual implica que M (Zp(m), 2, 1/n9) > 1—1/ng

para cualquier z € Mﬁ%, pues MZ:; X MZZ(; C U,,. Por lo tanto, para todo k,l > ny
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y un z € M;?, se tiene

M (wpry, T2y, £) = M (Tr(rys iy 2/M0)
> M(l’k(k), z,1/ng) * M(z, Ty, 1/no)

>1-—r.

Asi, cualquier sucesién en (X, M, x) tiene una subsucesién de Cauchy, por tanto

(X, M, %) es precompacto. O]

Lema 3.3.6. Sea {z,}, .y una sucesion de Cauchy en un espacio métrico difuso

(X, M,x). Si x € X es un punto de acumulacion de {x,} entonces, {x,}

neNv neN

converge a x.

Demostracion. Ya que x es punto de acumulaciéon de {x,} existe una subsu-

neN’
cesién {xk(n)} . de {#,},cy que converge a . Para probar que {x,}, . converge
a x, sean r € (0,1) y t > 0, entonces, por el lema 1.2.8, existe s > 0 tal que
(1—s)*(1—s)>1—r. Por la convergencia de {xk(n)} o existe ny € N tal que,

para cada n > ng, Trm) € Bu(z,s,t/2), es decir,
M(:E,flfk(n),t/Q) >1-—s.

Por otro lado, ya que {z,}, .y es de Cauchy, existe n; > k(ng) tal que, para
todo n,m > ny, M(x,,xm,t/2) > 1 — s. Por lo tanto, para cada n > ny, ya que
ni > k(ng) > no,
M(x,xp,t) > M(2, Ty, t/2) * M(2k(n), 2n, t/2)
>(1—38)%(1—2s)
>1—r,
es decir, x,, € By/(x,r,t) para todo n > ny, lo cual implica que {z,}, .y converge

aczx. O

Definicién 3.3.7. Un espacio métrico difuso (X, M,x*) es compacto si (X, Tyr) es

un espacio topologico compacto.

Teorema 3.3.8. Un espacio métrico difuso es compacto si y solo si es precompacto

y completo.
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Demostracion. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso compacto. Entonces, para
cadat > 0y r € (0,1), la cubierta abierta {By/(z,7,t)} tiene una subcubierta
finita, lo cual, claramente, implica que (X, M, %) es precompacto.

Ahora, sea {z,}, .y una sucesién de Cauchy en (X, M, *). Ya que (X, M, *) es
compacto, la sucesion {x,},  tiene un punto de acumulacién = € X. Entonces,
por el Lema 3.3.6, {x, }, oy converge a x, lo cual implica que (X, M, ) es completo.

Por otro lado, supongamos que (X, M, %) es precompacto y completo. Para
probar que (X, M, *) es compacto, recordemos que en espacios métricos la compa-
cidad es equivalente a la compacidad secuencial, entonces basta probar que (X, 7))
es secuencialmente compacto, pues, por el Teorema 3.2.2, (X, 7)) es metrizable.
Para ello, sea {#,},.y una sucesién en X, entonces, por el Teorema 3.3.4, la su-
N de Cauchy. Ya que (X, M, *) es
completo, la sucesion {xk(n)} converge respecto a la topologia 7,;, por lo tanto,

neN
(X, 7ar) es secuencialmente compacto, lo cual termina la demostracion. O

cesion {w,}, oy tiene una subsucesion {xk(")}ne

3.4. Completaciéon métrica difusa

Es un hecho conocido que todo espacio métrico tiene una tnica completacion
salvo isometrias. En esta seccién vamos a trasladar estos conceptos a la teoria
de espacios métricos difusos y veremos que dicho resultado no se cumple en este

contexto.

Definicién 3.4.1. Sean (X, M, ) y (Y, N, x) espacios métricos difusos.

(a) Diremos que una funcion f : X —'Y es una isometria si para cada x,y € X

yt>0, M(z,y,t) = N(f(z), f(y),1).
(b) Diremos que (X, M,x) y (Y, N,*) son isomélricos si existe una isometria
f:X =Y tal que f(X) =Y.

Teorema 3.4.2. Sean (X, M, *) y (Y, N, %) espacios métricos difusosy f : X =Y

una isometria. Entonces, [ es inyectiva

Demostracion. Supongamos que existen z,y € X tales que x # y y f(z) = f(y),
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entonces, existe t > 0 tal que

M(z,y,t) <1 y N(f(z), f(y),t) =1

Pero, f es isometria, por tanto,

1> M(z,y,t) = N(f(x), f(y),t) =1,

lo cual es una contradiccién. Asi, f es inyectiva. O]

Teorema 3.4.3. Sean (X, M, *) y (Y, N, %) espacios métricos difusosy f : X =Y
una isometria tal que f(X) =Y. Entonces, f es una funcion abierta y continua,

es decir, f es un homeomorfismo.

Demostracién. Sea U abierto en Y. Tomamos z € f~1(U), es decir, f(x) € U, por

lo tanto, existen r € (0,1) y ¢ > 0 tales que
BN(f(l'),’f‘, t) C U

Notemos que By(x,r,t) C f~Y(U), pues, si z € By(z,r,t),

N(f(@), F(),8) = M(z,2,0) > 17,
es decir,

f(Z) € BN(f(x)7T7 t) C UJ
por tanto, z € f~1(U). Asi, f~1(U) es abierto en X, con lo cual f es continua.
Para probar que f es abierta, basta tomar un abierto V' C X y probar que

f(V) es abierto en Y. Entonces, sea y € f(V), es decir, existe x € V, tal que
f(z) =y. Ya que V es abierto en X, existen r € (0,1) y ¢t > 0 tales que

By (z,rt) C V.
Si z € By(y,r,t), usando que f(X) =Y, se tiene

es decir,
f7H(2) € Bu(z,rt) C V.

por tanto, z € f(V). Con esto se tiene By(y,r,t) C f(V), con lo cual, f es
abierta. [
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Definicién 3.4.4. Sea (X, M,*) un espacio métrico difuso. Una completacion
métrica difusa de (X, M,*) es un espacio métrico difuso completo (Y, N,x) tal que

(X, M, x) es isométrico a un subespacio denso de'Y .

Ahora veremos que no todos los espacios métricos difusos admiten una comple-
tacion métrica difusa. El siguiente lema nos serd de utilidad para dar un ejemplo

de un espacio métrico difuso que no admite una completacion métrica difusa.

Lema 3.4.5. Sean n,m € N, n # m. Entonces,
1 1 < 1 1

n n+1- mn{n,m} méx{n,m}

Demostracion. Consideremos el siguiente conjunto

11 1 1
A= : - S B
{nEN Vm € N\ {n}, n  n+17" min{n,m} méX{nam}}’

es suficiente probar por induccién que A = N. Para probar que 1 € A, notemos
1

que cualquier natural m distinto de 1, es mayor o igual que 2, es decir, % < 3, por
lo tanto,
1 1 <1 I 1 1
2~ m  min{l,m} mix{l,m}’

lo cual prueba que 1 € A. Ahora, supongamos que n € A y probemos que n+1 € A.
Sea m un natural distinto de n 4+ 1, entonces, se tienen los siguientes 2 casos.
Caso 1: m >n + 1.

Entonces, m > n + 2, es decir > L Por lo tanto,

1
’TL+2—
1 1 1 1 1 1

<

n+l (m+D+1"n+1 m min{n+1,m} méx{n+1,m}
Caso 2: m <n+ 1.

Entonces, m < n o m = n. Para el caso m < n, ya que n € A, se tiene
1 1 1 1

n n+1-min{n,m} mix{n,m} (3:4)
Notemos que (n+ 1)(n + 2) < n(n + 1), entonces,
1 IR 1
n+1 (n+1)+1 (n+1)(n+2)
1
S CE) (3:5)
1 1
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Ademés, max{n,m} = n < n+1 = max{n+1,m} y min{n,m} = m =
min {n + 1, m}, por tanto,
1 1 1 1

min {n,m} méx{n,m} = min{n+1,m} mix{n+1,m}

(3.6)

Asi, usando 3.4, 3.5 y 3.6, obtenemos

1 1 1 1
_ < _ .
n+1l (n+1)+1 7" min{n+1,m} mix{n+1,m}

Por otro lado, si m = n, entonces, de 3.5, se tiene

1 1 1 1 1 1
_ < Z _ — _
n+l (m+1)+1~"n n+1 min{n+1,m} mix{n+1,m}’

lo cual termina la demostracién. O

Ejemplo 3.4.6. Sea x : I x I — I la t-norma continua definida para todo a,b € 1
como

a*xb=mix{0,a+b—1}.

Consideremos dos sucesiones de puntos distintos (x,)2 5, (Yn)oo 4 tales que ANB =
0, donde, A ={x, :n >3}y B={y,:n>3}. Tomamos X = AUB y definimos
M en X x X x (0,00) como sigue:

1 1
1 M ns m»t :M ny mat :1_ ; - 7 )
(1) (0, Tm, 1) (s Ym: ) <m1n{n,m} max{n,m})
1 1
2 M n m7t :M my TLJt = - )
(2) (Tns Y, t) (Yms Tnst) = — + —

para todo n,m > 3. Entonces, el espacio métrico difuso (X, M,*) no admite una

completacion métrica difusa.

Demostracion. Comencemos mostrando que, efectivamente, (X, M, %) es un espa-
cio métrico difuso. Primero, observemos que M estd bien definida, pues ANB = (.

Ademas, para todo n,m > 3,

1 1
0<—-—+—x<1
n o m

y, dado que 0 < L L

= min{n,m}  méax{n,m}

<1,

0<1-— y ! - — ! <1
min{n,m} mix{n,m}
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Por tanto, M, efectivamente, es un conjunto difuso en X x X x (0, 00).

Ahora, vamos a mostrar que (M, x) es una métrica difusa en X.

(MD1) Se sigue del argumento anterior.

(MD2) Sean z,y € X, supongamos que M (x,y,t) = 1 para todo t > 0. La
expresion (2) no puede valer 1, entonces, necesariamente se tiene que z,y € A
o x,y € B; sin pérdida de generalidad, supongamos que z,y € A. Por tanto,
existen n,m > 3 tales que © = x,, y y = xy,, entonces, M(x,, x,,t) = 1, es decir,

1 1

milrm] = mA(nm] lo cual implica n = m. Asi, obtenemos que = = z, = z,, = ¥.

Si ahora suponemos que z = 3, entonces, dado que AN B =0, z,y € A o

x,y € B, nuevamente, sin pérdida de generalidad, digamos z,y € A, es decir,
existe n > 3 tal que x,, = x = y. Sea t > 0, entonces,

1 1

=1.
min {n,n} * max {n,n}

M(z,y,t) = M(zp, zp,t) =1 —

(MD3) Se sigue de la definicién de M.
(MD4) Sean z,y,z € X y s,t > 0. Notemos que para probar

M<I7 Z? t) * M(ZJ y? 8) S M<I7 y? t + S)?

debemos probar 8 diferentes casos, dependiendo de si los elementos pertenecen a A
o B. Antes de probar cada caso, observemos que que si M(x, z,t) « M(z,y,s) =0,
entonces no hay nada que probar, pues M (z,y,t + s) siempre es mayor que cero.
Por lo tanto, vamos a suponer que M (x,z,t) *x M(z,y,s) # 0. Sean n, m y k
los indices con los que aparecen x, y vy z, respectivamente, en cualquiera de las
sucesiones (7,)5 3 0 (yn)22 4, Ahora, consideremos los siguientes casos:

Caso 1: z,y,z € A.

Entonces,

1 1 1 1

M t)x M =1- - ’
(x,2,t) % M(z,y,s) min {n, k} + méx {n,k} min{k,m} + max {k,m}

1 1 1
< Y wmaxllm} < .-, entonces,

Supongamos que n < m. Es claro que % k]

(3.7)
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Ademés, de la suposicién de que n < m, se tiene max {n,k} > min{k, m}, es

decir, min{ln i méx{lk p_~; > 0. Por lo tanto, usando la ecuacién 3.7, obtenemos
i, 1 1 <14 1 1 N 1 1
nom - min {n,k} mix{k,m} min{n,k} mix{k,m}’
es decir,
1 1 1 1
M t)« M =1- —
(z,2,8) x Mz, 5) min {n, k} T néx {n,k} min{k,m} N max {k, m}
1 1
<l——+—
nom
= M(z,y,t+ s).

De forma similar se muestra la desigualdad cuando m < n.
Caso 2: x,y,z € B.

Este caso es andlogo al anterior.
Caso 3: z,yc Ay z€B.

Entonces,

1 1 1 1
M(IE,Z,t)*M(Z,y“S):ﬁ—}—%—l—%—l—%_]_
_1 2+ 1 1
n k m '

—l—%. Ya que k,n > 3,

Supongamos que n < m, entonces, M (z,y,t +s) =1 — %

entonces, % + % + % + % < 1+ 1, esto implica

S (3.8)
n k - n’ )

y, sumando % en ambos lados de la ecuacién 3.8 obtenemos

1 2 1
M(:c,z,t)*]\/[(z,y,s):ﬁ+%+%—1

1 1
<l-=+=
n m

= M(x,y,t+s).

El caso para m < n se demuestra de forma similar.

Caso 4: z,y € By z € A.
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Este caso es andlogo al anterior.
Caso 5:r € Ayy,z€ B.

En este caso,

1 1 1 1
Mz, 2,8) % M(z,y,8) =~ + ~ +1— — : —1
(@,2,8) x M(z,y,5) = n k+ m1n{k,m}+max{k,m}
11 Lo
n k  min{k,m}  méx{km}
Si £ < m, entonces,
1 1 1 1
M(w,z,t) « M -
(2,2, 8) x M(z,4, 5) 0k min{k,m}+méx{k,m}
IR
n k k m
1 1
= -4 =
nom
= M(z,y,t + s).
Sim <k, entonce,%S% esdec1r,%—l—%—%gi,portamo,
1+1+1 1<1+1
n k k m~-—m n
Asi,
1 1 1 1
M t)« M =
(2,2,6) x M(z,y, 5) = % min{k,m}+méx{k,m}
1+1 1+1
“nkE m 'k
1 1
Si i
nom
= M(z,y,t+s).

Los 3 casos restantes, son andlogos al caso anterior. Con esto, podemos concluir
que M(z,z,t)* M(z,y,s) < M(x,y,t + s) para todos z,y,z € X y s,t > 0.

(MD5) Para z,y € X fijos, la funcién M(z,y, —) : (0,00) — [0, 1] es constante
y, por lo tanto, continua. Asi, concluimos que (X, M, ) es un espacio métrico
difuso.

Lo siguiente que vamos a hacer es mostrar que (X, M, %) no es completo. Para

ello, consideremos la sucesion (x,,)>° 5 y veamos que es una sucesiéon de Cauchy en
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1

(X, M, ). Tomemos € € (0,1) y t > 0. Ya que la sucesién ()23 es de Cauchy en

el espacio métrico (R, |- |), existe un natural N > 3 tal que, para todo n,m > N,
1 1
|- ——| <e
nom

Tomemos n,m > N, si m > n, entonces,

M@m%mw:1—< ! ! >:1—<1—1>>1—e

min {n,m} méx {n, m} nom

De forma similar, si n > m,

1 1 1 1
M(zp, T, t) =1 — | — - — :1—<—>>1—e.
min {m,n} max{m,n} m o n

Por lo tanto, (x,)5 5 es una sucesiéon de Cauchy en el espacio métrico difuso

(X, M, x). De forma andloga se tiene que la sucesion (y,, )32 4 también es de Cauchy
en (X, M, *).

Por otro lado, recordemos que X tiene la topologia 7,/, sin embargo, dicha
topologia resulta ser la topologia discreta. Para demostrar parte de esta afirmacion,

sean n > 3y t > (0, vamos a mostrar que
Buy(zn, 1/n(n+1),t) = {x,}.

Probar la igualdad anterior, es equivalente a probar que para todo z € X, con

2z # x,, se tiene

1
M(z,,z,t) <1 — ——.
(w0, 2,1) < n(n+ 1)
Entonces, sea z € X, 2z # x,, se tienen los siguientes casos.

Caso 1: z € A.

Entonces, existe m > 3, con m # n, tal que z = z,,. Usando el Lema 3.4.5,

M@m%mw_1—< ! ! )

min {n,m} méx{n,m}

1 1
S (i
- n n+1

obtenemos
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Caso 2: z € B.
Entonces, existe m > 3 tal que z = y,,,. Dado que %,% < % y n%rl > 0, se tiene
1
M(xnaymut):*_ki
n m
1
<l-—-
n
1 1
<l——+
n n+1
B 1
B n(n+1)

Con esto hemos demostrado que By (z,,1/n(n+1),t) = {x,}. De forma similar se
puede demostrar By (yn, 1/n(n+1),t) = {y.}, lo cual completa la prueba de que
7w, efectivamente, es la topologia discreta en X. Entonces, las sucesiones (x,,)5 4
Y (Yn)22 5 no convergen en (X, 7/), lo cual implica que este espacio métrico difuso
no es completo.

Finalmente, supongamos que (X, M, *) admite una completaciéon métrica di-
fusa (Xv , M ,%). Entonces, X es isométrico, con una isometria ¢, a un subespacio
denso de X. Ya que (2,)%5 y (¥)>%4 son sucesiones de Cauchy en (X, M, ),
entonces, (i(x,))2 4 v (i(yn))s2 4 son sucesiones de Cauchy en el espacio métrico
completo ()A(: , M , %), por lo tanto, son convergentes, digamos que convergen a I y
7, respectivamente. Fijemos un ¢ > 0 y sea M(i,gj,t) = r; ya que M es métrica
difusa, 0 < r < 1. Sabemos que (i(z,))> 4 converge a &, por lo tanto, para cada

k > 3, existe my, > 3 tal que i(x,) € B;(Z,1/k,t) para todo n > my, es decir,

M(,i(z),t) > 1 — 1/k,

para todo n > my. De forma similar, para cada k > 3, existe [, > 3 tal que

M(G,i(yn),t) > 1 —1/k
para todo n > [;. Entonces, en particular, para k& > 3, podemos encontrar un

ng > k tal que

M(Z,i(zn),t) >1—=1/k vy M(G,i(yn,),t) >1—1/k. (3.9)
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Por la definicién de M,

. ) 2
M(i(zp,),(Yn, ), 3t) = M (2, , Yn,, 3t) = n—k (3.10)

Por la propiedad (MD4) de la métrica difusa M,

M (i(@ny ), %, t)FM (&, §, FM (§,(yn, ), t) < M(i(x0,),1(yne), 31),
por tanto, utilizando 3.9 y 3.10, se obtiene

2

(1= 1/k)ari(1 = 1/k) < =

e

para cada k£ > 3. Recordemos que % es continua, entonces, tomando en ambos

lados el limite cuando &£ — oo obtenemos
1%rxl <0,

es decir, r < 0, lo cual es una contradiccién, pues sabiamos 0 < r < 1. Asi,

concluimos que (X, M, %) no tiene una completacién métrica difusa. m



Capitulo 4
La métrica difusa de Hausdorff

En el Capitulo 1 vimos que dado un espacio métrico (X, d), se puede definir
la métrica de Hausdorff dy en IC(X). De acuerdo con [11], es posible definir una
version difusa de la métrica de Hausdorff, el objetivo de este capitulo es estudiar
dicha version y probar detalladamente que, efectivamente, es una métrica difusa.

Comencemos recordando que, dados dos espacios topolégicos Hausdorff XY,
una funciéon f : X — Y es secuencialmente continua en x € X si para cualquier
sucesion {,},.y C X tal que lim,,_,o 7, = w, se tiene lim, o f(z,) = f(z). El

siguiente teorema es bien conocido, por lo cual se omite su demostracién.

Teorema 4.0.1. Sean X un espacio Hausdorff primero numerable y Y un espacio
topologico Hausdorff. Entonces, una funcion f : X — Y es continua en un punto

x € X siy solo si es secuencialmente continua en x.

Teorema 4.0.2. Sea (X, M,*) un espacio métrico difuso. Entonces, M es una

funcion continua en X x X x (0, 00)

Demostracion. Estamos tomando al espacio X con la topologia generada por M y
al espacio X x X x (0, 00) con la topologia producto, entonces, usando el Corolario
3.1.5 y el Teorema 3.2.1, el espacio X x X x (0, 00) es Hausdorff primero numerable.
Por tanto, basta probar que M es secuencialmente continua en cada punto de su
dominio.

Sean z,y € X, t > 0y {(7,,9,,,,) }en € X X X x (0,00) una sucesiéon que

converge a (x, ¥y, t). Dado que {M (2], y,,, 1)}y €8 una sucesién en (0, 1], entonces,

42



CAPITULO 4. LA METRICA DIFUSA DE HAUSDORFF 43

existe una subsucesion {(@n, yn, tn) },.en de { (@, yn, t1,) },.cn con la propiedad de que

neN
{M (2, Yn,tn)}, ey converge a algin punto en I. Ya que {(Zn, Yn,tn)}, oy converge
a (z,y,t), en particular, {t,}, . converge a ¢, por tanto, para 0 € (0,¢/2), existe

no € N tal que |t — t,,| < § para todo n > ng. Por las propiedades de M se tiene

M (&, Yyt = 0) 2 M (2, y,t — 36/2) * M(y, yn,0/2)
> M(xy,x,6/2) %« M(x,y,t —20) * M(y,yn,d/2),

perot—4§ < t, y, por el Lema 2.0.3, M (xp, yn, —) : (0,00) — [0,1] es no decreciente,

por lo tanto,

M(fEn, Yn,s tn) Z M(xn7 Yn, t— 5)

(4.1)
> M(xp,,x,0/2) %« M(z,y,t —20) % M(y,yn,d/2).
Ahora, usando que t, + 6 < t + 20 y, nuevamente, el lema 2.0.3, se tiene
M(x,y,t+206) > M(x,y,t, +90
(z,y ) (z,y ) (42)

> M(2,20,0/2) % M(Zn, Yn, tn) * M(yn,y,0/2).

Recordemos que {(Zn, Yn, tn) },cn cOnVverge a (x,y, t), entonces, en particular, {, },, .
converge a 'y {Yn},cy converge a y. Por lo tanto, para cualesquiera € € (0,1) y

s > 0, existe ng € N tal que x,, € By/(x, €, s) para todo n > ng, entonces,
M(x,x,,8) >1—¢

es decir, —e < M(z,x,,s) — 1, ademds, ya que el codominio de M es el intervalo
(0, 1], se tiene M (x,z,,s) — 1 < 0 < e. Por tanto, |M (z,z,,s) — 1| < € para todo
n > ng, es decir,

lim M(z,x,,s) = lim M(x,,z,s)=1.

n—oo n—oo

De forma analoga, podemos obtener

m M (y,yn, s) = Hm M(yn,y,s) = 1.

n—o0

Ahora, usando lo anterior y que * es continua, tomamos el limite cuando n — oo
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en las desigualdades 4.1 y 4.2 para obtener

lm M(xp, yn, t,) > Hm (M (x,,2,8/2) « M(x,y,t — 26) * M(y, Yn,/2))

n— o0 n—oo

:JLHC}OM(xn,x,5/2) « M(z,y,t — 20) *Ji_}ngoM(y,yn,éﬂ))

M(z,y,t+25) > JLIQO(M(x,xn, 0/2) % M(xp, Yn,tn) * M (Yn,y,0/2))
= lim M(x,x,,0/2) *Ji_}ngoM(xn,yn,tn) *nh_{go M (Yn,y,9/2)

n—oo

= lm M(zp, Yn,tn).

n—oo

Por lo tanto M (z,y,t + 20) > lim, oo M (Zp, Yn,tn) > M(x,y,t — 20), pero, re-
cordemos que la funciéon M (z,y, —) es continua, por tanto, haciendo 6 — 0, se
obtiene 1im,, oo M (Zpn, Yn,t,) = M(z,y,t). Finalmente, supongamos que la suce-
sién {M (z;,,y,,1,,) },eny DO converge a M(x,y,t), entonces, existen € > 0 y una

subsucesion {M(x/ y;LWt;Lk)}keN de {M(z],,y,,,t,)},cn tales que

ng’

| M (7,3 Yy b)) — M (2,9, 1)) = € (4.3)

ng? Nk

/
ng’

para todo k € N. Ya que la sucesién {M(x y;‘k’t;‘k)}keN sigue estando en [0, 1],
entonces tiene una subsucesion convergente en la cual podemos repetir el argu-
mento que aplicamos anteriormente para llegar a que converge a M (x.y,t) lo cual

contradice la ecuacién 4.3. Por tanto, lim, .o M (x},y.,t,) = M(x,y,t). O

Sean (X, M,*) un espacio métrico difuso, B un subconjunto no vacio de X,
a € X yt > 0. Por las propiedades de M, el conjunto {M(a,b,t) :b € B} es-
t4 acotado superiormente por 1, entonces, sup {M(a,b,t) : b € B} existe, por lo
tanto, podemos definir M(a, B,t) = sup {M(a,b,t) : b € B}. Ademas, K(X) (res-
pectivamente, C(X)) denota el hiperespacio de todos los subconjuntos compactos

no vacios (respectivamente, cerrados no vacios) de (X, 7ar).



CAPITULO 4. LA METRICA DIFUSA DE HAUSDORFF 45

Lema 4.0.3. Sea (X, M, %) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada a € X,
BeK(X)yt>0, existe by € B tal que M(a, B,t) = M(a,bg,t).

Demostracion. Sean a € X, B € K(X) y t > 0. Por el Teorema 4.0.2, la funcién
y — M(a,y,t) es continua, entonces, dado que B es compacto, se sigue que alcanza
su maximo en B. Por tanto, existe by € B tal que supycp M(a,b,t) = M(a, by, 1),
es decir, M(a, B,t) = M(a, by, t). a

Lema 4.0.4. Sea (X, M, x) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada a € X
y B € K(X), la funcién t — M (a, B,t) es continua en (0,00).

Demostracion. Por el teorema 1.2.4, basta mostrar que dicha funcion es semi-
continua inferiormente y semicontinua superiormente en cada punto de su domi-
nio. Sea t > 0, para probar la semicontinuidad inferior en ¢, sea o € R tal que
M(a,B,t) > «. Ya que M(a,B,t) = supycg M(a,b,t), entonces, existe by € B
tal que M(a,bo,t) > «. Pero, recordemos que para cada b € B, la funcién
t — M(a,b,t) es continua (en particular es semicontinua inferiormente), por lo

tanto, existe una vecindad U de t tal que, para cada u € U,
a < M(a,by,u) < M(a, B,u),

asi, la funcién t — M (a, B,t) es semicontinua inferiormente en (0, 00).

Por otro lado, para probar la semicontinuidad superior en t utilizaremos la
caracterizacién dada en el Teorema 1.2.3. Tomamos {t,}, .y C (0, 00) una sucesion
que converge a t. Por el Lema 4.0.3 se tiene que, para cada n € N, existe b, € B
tal que

M(a, B,t,) = M(a,by,t,).
Ademds, ya que B es compacto en el espacio metrizable (X, 7)), existen una

subsucesion {by, }rcy de {bn},cn ¥ un punto by € B tales que b,, converge a by en

(X, 7ar). Entonces, usando el Teorema 4.0.2

lim M(a, B,t,,) = lim M(a,b,,,t,,) = M(a,bo,t),

k—o0 k—o0

es decir, la sucesion {M(a, B, ty, )}, converge, por lo tanto,

lim sup M(a, B,t,,) = klim M(a, B,t,, ) = M(a,by,t) < M(a, B,t).
—00

k—o00
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Asi, lim sup,,_, .. M (a, B, t,,) < M(a, B,t), entonces, por el Teorema 1.2.3, la fun-

cién t — M (a, B,t) es semicontinua superiormente en t. [

Lema 4.0.5. Sea (X, M, %) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada B C X
no vacio, A € K(X) yt > 0, existe ag € A tal que inf,cq M(a, B,t) = M(ay, B, ).

Demostracion. Sea a = inf,c4 M(a, B,t). Entonces, para cada n € N, existe a,, €
A tal que
a+1/n> M(ay,, B,t),

es decir, existe una sucesién {an},.y C A tal que a + 1/n > M(a,, B,t) para
todo n € N, ademas, dado que A es compacto, existe una subsucesion {a,, },oy de
{an},en ¥y un punto ag € A tal que {ay, }, oy converge a ag en (X, 7y). Sea b€ B

arbitrario, para cada k € N, se tiene
a+1/ng > M(ap,,b,t),
entonces, tomando el limite cuando £ — oo,

a> lim M(ay,,,b,t).

~ k—oo

Pero, por el teorema 4.0.2, limy,_, o M (an,,b,t) = M(ao,b,t), es decir, o« > M (ay, b, ).
Por lo tanto,

a > M(ag, B, t),
pero a no puede ser mayor que M (ag, B,t), pues a = inf,c4 M(a, B,t), es decir,

OéZM(a,(),B,t). ]

Corolario 4.0.6. Sean (X, M, %) un espacio métrico difuso, A, B € K(X) yt > 0.
Entonces, existen ag € A y by € B tales que inf,eq M(a, B,t) = M(ag, by, t).

Demostracion. Por el lema 4.0.5, existe ag € A tal que inf,c4 M (a, B,t) = M(ao, B, t),
y, por el lema 4.0.3, existe by € B tal que M(ag, B,t) = M (ay, by, t). Por lo tanto,
infuea M(a, B,t) = M(ag, bo, t). ]

Teorema 4.0.7. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada
A, B € K(X), la funcion t — inf,eaM(a, B,t) es continua en (0,00).
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Demostracion. Nuevamente, mostraremos que la funcion es semicontinua supe-
riormente y semicontinua inferiormente en cada punto de su dominio. Seat > 0y
a € R tal que inf,c 4 M (a, B,t) < a. Entonces, existe ag € A tal que M (ag, B,t) <
a, pero, por el lema 4.0.4, para cada a € A, la funcién ¢t — M (a, B,t) es continua
(en particular semicontinua superiormente), por lo tanto, existe una vecindad U

de t tal que, para cada u € U,
a > M(ag, B,u) > irelf‘M(a,B,u),

asi, la funcion t — inf,c4 M(a, B, t) es semicontinua superiormente en (0, 00).
Para mostrar que t +— inf,c4 M(a, B,t) es semicontinua inferiormente, sean

t >0y {ty},cy una sucesién que converge a t. Usando el lema 4.0.5 se tiene que

para cada n € N existe a,, € A tal que M(ay,, B,t,) = inf,eaM(a, B,t,). Ya que

A es compacto, existe una subsucesion {an, }, .y de {@n},cy ¥ un punto ap € A tal

neN
que {an, },cy converge a ag en (X, 7y). Por el Lema 4.0.3, existe by € B tal que

M (ag, by, t) = M(ag, B,t), y, usando el Teorema 4.0.2, se tiene,
]}LIEO M(ank7 b07 tnk) = M(CLO, b07 t)
Por lo tanto, dado € > 0, existe ky € N tal que, para cada k > k,
M(ao, bo, t) <€+ M(ank, b07 tnk)
Asi, para todo k > ko,
gggM(a, B,t) < M(ag, B,t) = M(ag, by, t) < e+ M(ay,, B, t,,)
=€+ ;gﬁM(a,B,tnk).
De lo anterior se sigue que para cada m > ko,
inf M(a, B,t) — € < inf{inf M(a, B,t,, ) : k> m},
acA acA
lo cual implica,
. < . . b
;22 M(a,B,t) — e < sllllpmf {;Ielg M(a,B,t,,) : k> m}
= llmklilgo(;ggM(a, B,t,,)).

Finalmente, haciendo ¢ — 0, se concluye que la funcion ¢ — inf,caM(a, B,t) es

semicontinua inferiormente en (0, 00). O
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Teorema 4.0.8. Sea (X, M, ) un espacio métrico difuso. Entonces, para cada
A, B € K(X), la funcion t — infregM(A,b,t) es continua en (0,00).

Demostracion. La demostracion es andloga al teorema anterior. n

Definicién 4.0.9. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Definimos la funcion

H,r como

Hy (A, B,t) = min {QEEMW»BJ)’;QEM(A’ b, t)} ,
para todo A, B € K(X) yt > 0.

Lema 4.0.10. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso, Entonces, para cada a €

X, C C X no vacio, Be€ K(X) yt,s >0, se cumple
M(a,C,t+s) > M(a, B,t) x M(b,,C,s),
donde b, € B satisface M(a, B,t) = M(a,b,,1).

Demostracion. Notemos que, por el Lema 4.0.3, el punto b, € B, efectivamente,

existe. Ahora, para cada ¢ € C', tenemos
M(a,Ct+s) > M(a,c,t +s) > M(a,bg,t) * M(bg,c,s),

entonces, nuevamente por el Lema 4.0.3, M (a,C,t+s) > M (a, by, t)* M(b,, C, s).
[

Teorema 4.0.11. Sea (X, M, %) un espacio métrico difuso. Entonces, (K(X), Hy, *)

es un espacio métrico difuso.

Demostracion. Sean A, B,C € K(X) y s,t > 0.
(MD1) Por el Lema 4.0.5, existen ag € Ay by € B tales que

grelgM(a, B,t) = M(ag, B,t) y ggng(A,b, t) = M(A, by, t).

Ya que, para todo b € B, M(ag,b,t) > 0, y, para todo a € A, M(a,by,t) > 0, se
tiene Hy (A, B,t) = min {M (ag, B, t), M(A, by, t)} > 0.
(MD2) Hy (A, B,t) = 1 siy solo si para cualesquiera a € Ay b € B,

M(a, B,t) = M(A,b,t) = 1.
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Usando el Lema 4.0.5, se tiene que para cada a € Ay b € B, existen by € B 'y
ag € Atales que M(a, by, t) =1y M(ag,b,t) =1,esdecira =0y € Byb=ag € A.
Por lo tanto, Hy (A, B,t) =1siysolosi AC By B C A.

(MD3) Lo siguiente prueba la simetria de Hy (A, B, t).

Hy (A, B,t) = min {;relgM(a, B,t),gengM(A,b, t)}
= min {gggM(b,A,t),;relgM(B,a,t)} = Hy (B, A t).
(MD4) Por el Lema 4.0.10 y la continuidad de =,

inf M(a,C,t+ s) > inf M(a, B,t) x inf M(b,,C,s),

acA acA acA
donde b, € B satisface M(a,B,t) = M(a,b,,t). Dado que {b,:a € A} C B,
entonces inf,c 4 M(b,, C,s) > infoep M (b, C, s), por lo tanto,

inf M(a,C,t+ s) > inf M(a, B,t)* inf M(b,C,s). (4.4)

acA acA beB
De forma similar,

inf M(A,c,t+s) > inf M(A,b,t)*inf M(B,c,s). (4.5)

ceC beB ceC
Supongamos que Hy (A, C t + s) = inf,ea M(a,C,t + s). Usando la ecuaciéon 4.4,
que Hy (A, B,t) < infoeq M(a,B,t) y que Hy(B,C,s) < infyep M(b,C,s), se
tiene

Hy(A Cit+s) > iI€1£M<CL, B,t) x gnng(b, C,s) > Hy (A, B,t)« Hy(B,C,s).
a S
Por otro lado, si Hy (A, C,t+s) = inf.ec M (A, ¢, t+s), podemos usar la ecuacion
4.5, que Hy (A, B,t) < infyep M(A,b,t) y que Hy(B,C,s) < inf.ec M(B, ¢, s)
para concluir
Hy(ACit+s) > bing M(Ab,t) % in(ij(B,c, s) > Hy (A, B,t)« Hy(B,C, s).
S ce
En cualquier caso, se tiene
HM(A, C,t—i— 8) > HM(A, B,t) * HM(B, C, S).

(MD5) Del Teorema 4.0.7 se tiene que las funciones t +— inf,caM(a, B,t) y
t — infyep M(A,b,t) son continuas en (0,00), ademds, sabemos que el minimo
de dos funciones continuas es una funcién continua. Por lo tanto, la funcion ¢ —

Hy (A, B,t) es continua. O



Capitulo 5

Propiedades de la métrica difusa
de Hausdorft

El objetivo de este capitulo es mostrar que, tal como en el caso de los espacios
métricos, los espacios métricos difusos (X, M, ) y (K(X), Hy, *) tienen propieda-
des en comun.

Recordemos que dado un espacio métrico (X, d), se define la métrica de Haus-
dorff dy : K(X) x £(X) — [0,00) como

dy(A, B) = méax {sup{d(a, B) : a € A} ,sup{d(b,A) : b € B}},
donde d(x, A) = inf {d(z,a) : a € A}.

Teorema 5.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, la métrica difusa de
Hausdorff (Hp,, ) asociada a la métrica difusa estandar (Mg, -) coincide con la

métrica difusa estindar (Mg, ,-) asociada a la métrica de Hausdorff dy.

Demostracion. Sean A, B € K(X) y t > 0. Recordemos que para todo b € By
a€ A,

t
M bt) = ———
ala: 0 0) =y
entonces,
t
M, b, t) =
sup Mala.b,t) = 4 e e )’

20
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es decir, My(a, B,t) = m, similarmente, My(A,b,t) = m. Por tanto, de
las igualdades anteriores, se obtiene
t
inf My(a, B, t) =
acA ale, B 1) t 4+ sup,e 4 d(a, B)’
t

inf My(A,b,t) = .
beB a(4,0,1) t + sup,ep d(A,b)

Asi, Hy, (A, B,t) = Mg, (A, B,t), pues, si Hy,(A, B,t) = infoeca My(a, B, t),
t < t
t + sup,e 4 d(a, B) = t+ supyep d(A,b)’

entonces, sup,cp d(A,b) < sup,c4 d(a, B), por lo tanto,

t
t+ SUPge A d(a, B) 014214 d(a’ ! ) Md( ) )

Mgy, (A, B, t) =

De forma similar se tiene el caso cuando Hyy, (A, B,t) = infyep My(A, b, ). ]

Teorema 5.0.2. Sea (X, M,*) un espacio métrico difuso. Entonces, la unifor-
midad K(Uyr) asociada a la uniformidad Uy coincide con la uniformidad Uy,

inducida por la métrica difusa de Hausdorff.

Demostracion. Sea U € Uy,,, entonces, existe un elemento bésico de Uy, conte-

nido en U, es decir, existe n € N tal que
Unyn={(AB) e K(X) x K(X): Hy(A,B,1/n)>1—1/n} C U,

Por tanto, U serd elemento de K(Uys) si Up,,n contiene un elemento bésico de
KUy ). Para cada m € N, definimos

Un={(z,y) e X x X : M(z,y,1/m) >1—1/m},

los cuales, por el Teorema 3.2.2, sabemos que son una base de Uj;. Entonces, para

cadam € N
KlUn] ={(A,B) e K(X)x K(X): BCU,y,(A),ACU,(B)},

es un elemento basico de IC(Uyr). Veamos que K[U,41] C Upn,, n, para ello, sea
(A, B) € K[Uy,41], entonces, para cada b € By cada a € A, existen a, € Ay
b, € B tales que

1 1 1 1
M by, —— 11— — M b, ——— 1-— )
(a, n+1)> n+1 Y (ab n+1)> n+1
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Por lo tanto,

1 1 1
M(a,B,) :supM(a,b,) >1-
n+1 beB n+1 n+1

| 1 1
M(A,b,) :supM(a,b,) S PR
n+1 a€A n+1 n+1

Ya que las desigualdades se cumplen para cualesquiera elementos de A y B, se

tiene ) )
infM(a,B,)zl— >1— =
a€A n+1 n—+1 n

e
1 1 1
infM(A,b,)Zl— 1
beB n+1 n+1 n

por tanto, Hy (A, B,1/n) > 1—1/n, es decir, (A, B) € Ug,, n, lo cual prueba que
U, C KUnr).

De forma similar, para cada m € N, se puede mostrar Uy, ., C K[U,,|. Entonces,
para U € K(Up), existe n € N tal que K[U,,] C U, pero, Ug,, , C K[U,], es decir,
Utiyn C U, lo cual implica U € Uy,,, v, por lo tanto, K(Un) C Up,, - O

Teorema 5.0.3. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces (K(X), Hy, *)

es completo si y solo si (X, M, ) es completo.

Demostracion. Usando el Teorema 3.3.2 se tiene que (K(X), Hyy, %) es completo
si y solo si (K(X),Un,,) es completo. Pero, por el Teorema 5.0.2, K(Uy) = Un,,,
entonces, usando el Teorema 1.3.18, (K(X),Up,,) es completo si y solo si (X,Up)

lo es. Finalmente, usando nuevamente el Teorema 3.3.2, se obtiene el resultado. [

Teorema 5.0.4. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces (K(X), Hyy, *)

es precompacto si y solo si (X, M, x) es precompacto.

Demostracion. Por el Corolario 3.3.5, (K(X), Hy, %) es precompacto si y solo si
(K(X),Up,,) es precompacto. Ademds, nuevamente aplicando el Teorema 5.0.2 y
el Teorema 1.3.18, se obtiene que (C(X),Up,,) es precompacto si 'y solo si (X, Uy)

lo es. Asi, aplicando de nuevo el Corolario 3.3.5 se obtiene el resultado. O]

Teorema 5.0.5. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Entonces (K(X), Hyy, *)

es compacto si y solo si (X, M, x) es compacto.
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Demostracion. Se sigue de los teoremas 3.3.8, 5.0.3 y 5.0.4. [

Lema 5.0.6. Sea X un subconjunto denso de un espacio métrico difuso (Y, N,x).
Entonces, K(X) es denso en (K(Y), Hy,*).

Demostracion. Sean A € K(Y), e € (0,1) y t > 0. Ya que los subconjuntos finitos
son compactos, basta mostrar que existe un subconjunto finito F' C X tal que
F € By, (A, e, t). Sea 6 € (0,¢€). Por el Lema 1.2.8, existe a € (0,1) tal que

l—e<(1—=0)xa.
Dado que A es compacto en Y, existe un subconjunto {aq,as, ...,a,} C A tal que

Ac | Bwy(a;, 1 —a,t/2).
i=1
Como X es denso en Y, para cadai = 1, ...,n, podemos tomar x; € XNBy(a;,0,t/2),

es decir,

Sea F' = {x1,x9,...,x,}, €l cual, claramente es finito, entonces, solo falta mostrar
que F' € By, (A, e t). Para ello, notemos que para cada i = 1,2,...,n, por la
definicién de N (A, x;,t) y el Lema 2.0.3, se tiene

N(A7 ZL'Z,t) > N(airria t) > N(aiv CU7nt/2)7
por tanto, usando la ecuacion 5.1
N(A,I’Z,t) >1-— 5,

esto implica que
inf N(A,z,t) >1—-95>1—¢.
zeF

Por otro lado, para cada a € A | existe i, € {1,2,...,n} tal que a € By(a;,,1 —
a,t/2), es decir, N(a;,,a,t/2) > a. Entonces, por las propiedades de N y *, se

tiene

N(a, F,t) > N(a,x;,t) > N(a,a;,,t/2) * N(a;,,z;,,t/2) > a* (1 —=17),
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por lo tanto,
iggN(a,F,t) >ax(l—=0)>1—e

Asi, Hy(A, F,t) > 1 — e con lo que concluimos F' € By, (A, €, t). O

Teorema 5.0.7. Sea (X, M, %) un espacio métrico difuso. Entonces, (K(X), Hyr, *)
tiene una completacion métrica difusa si y solo si (X, M, *) tiene una completacion

métrica difusa.

Demostracion. Supongamos que (X, M, ) tiene una completacién métrica difusa
()7, M, x), entonces, existe una isometria f: X — X tal que f(X) es denso en X.
Por el Lema 5.0.6, IC(f(X)) es denso en (IC(E(V),HM,*), y, por el Teorema 5.0.3,

(K(X), Hyz,*) es completo. Ahora, para cada A € K(X), definimos

Vamos a probar que h(K(X)) = K(f(X)). Para ello, sea A € K(X), claramente
h(A) C f(X), para ver que h(A) es compacto, sea v una cubierta de h(A) con
abiertos de f(X). Entonces, por el Teorema 3.4.3 8 = {f~Y(U) : U € v} es una

cubierta abierta de A. Ya que A es compacto, existen {Uy, Us, ...U, }, tales que
n
AC U f_1<Ui)7
i=1

lo cual, implica que

y asi, h(A) € K(f(X)).

Por otro lado si B € K(f(X)), entonces, f~'(B) C X; veamos que f~(B)
es compacto. Sea 7 una cubierta de f~!(B) con abiertos de X, entonces, usando
nuevamente el Teorema 3.4.3, se tiene que § = {f(U): U € v} es una cubierta

abierta de B. Como B es compacto, existen {Uy, U, ...U,}, tales que
i=1

lo cual implica
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y asi, f71(B) € K(X). Por tanto, B = h(f~'(B)) € h(K(X)). Hasta el momento
sabemos que h : K(X) — K(X) es una funcién tal que h(K(X)) = K(f(X)),
entonces, basta probar que h es una isometria. Sean A, B € K(X) y t > 0, notemos

que para cada a € A fijo,

sup {M(a,b,t) : b € B} = sup {M(f(a), f(b),t) : f(b) € h(B)},

y, para cada b € B fijo,

sup{M(a,b,t) : a € A} =sup {M(f(a),f(b),t) : fla) € h(A)}.

Por lo tanto, M(a, B,t) = M(f(a),h(B),t) y M(A,b,t) = M(h(A), f(b),t). Esto

implica

inf {M(a, B,t) : a € A} = inf {M(f(a), h(B),1) : f(a) € h(A)}

inf {M(A,b,t) : b€ B} = inf {M(h(A), f(b),t) : f(b) € h(B)} .

Con esto podemos concluir Hys (A, B,t) = H~(h(A), h(B),t), es decir, h : K(X) —

M
K(X) es un isometria. Asi (K(X), H 77> %) es una completacién métrica difusa de
(K(X), Har, %)

Ahora, supongamos que (K(X), Hyy, *) tiene una completacién difusa, enton-
ces, existe/ugziisometria [ (K(X), Hy, %) — (,E?X/),H;\/j,*) tal que f(IC(X)) es

denso en K(X). Notemos que para cada x € X, {z} € K(X), ademds, para todo
r,y e X yt>0,

HM({I},{y},t):min{ 1nf M( {y},1), mf M({x} w t)}

= min {M(ZL’, {y} 7t)7 M({x}u%t)}
= min {M(z,y,t), M(z,y,t)}
= M(z,y,t).

—_——

Por lo tanto, podemos definir fx : X — KC(X) como fx(z) = f({z}), la cual resul-

ta ser una isometria entre los espacios métricos difusos (X, M, *) y (fx(X), Hyy, *),
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pues, para z,y € X y t > 0,

M(z,y,t) = Hy({z}.{y},1)
= Hu(f({=}), f{y}),1)
= Hu(fx(2), fx(y),1).

Finalmente, recordemos que cada subespacio es denso en su cerradura, por lo tanto,
(CZTI;V (fX(X))> HM?*)
M

es una completacién métrica difusa de (X, M, *). O

Definicion 5.0.8. Sea (X, M, *) un espacio métrico difuso. Diremos que A C X
es F-acotado si existent > 0 y e € (0,1) tales que M(x,y,t) > 1 — € para todo
x,y € A.

Es natural preguntarse si la métrica difusa de Hausdorff definida anteriormente
resulta ser una métrica difusa cuando se considera el conjunto de los subconjuntos
no vacios, cerrados y F-acotados de un espacio métrico difuso. La respuesta a dicha
pregunta resulta ser negativa, para mostrarlo se tiene el siguiente ejemplo, el cual
es una pequeiia modificacion del Ejemplo 3.4.6, gran parte de su demostraciéon es

igual a la demostracién de dicho ejemplo.

Ejemplo 5.0.9. Sea x : 1 x I — 1T la t-norma continua definida para todo a,b € 1
como

a*xb=mix{0,a+b—1}.
Consideremos dos sucesiones de puntos distintos (x,)22 o, (Yn)o2, tales que ANB =
0, donde, A ={x, :n>2} y B={y,:n>2}. Tomamos X = AUB y definimos
M en X x X x (0,00) como:

1 1
1 M ny mat =M ny mat =1- P - 7 ’
(1) (T, T 1) (n: Y1) <m1n{n,m} max{n,m})
11
2 M n mat =M ms nat = i Ty (o
®) (s gnst) = M (g ) = min {1}

para todo n,m > 2. Entonces, (X, M,x) es un espacio métrico difuso y (Hyy,*)
no es una métrica difusa en el conjunto de los subconjuntos no vacios, cerrados y

F-acotados.
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Demostracion. Tomando en cuenta la demostracion del Ejemplo 3.4.6, para ver

que M es un conjunto difuso en X, basta notar que para todo n,m > 2, 0 <
1

1 1

(0, 00).
Ahora, vamos a mostrar que (M, %) es una métrica difusa en X. La demostra-

cién de los puntos (MD1), (MD2), (MD3) y (MD5), es completamente andloga a

la del Ejemplo 3.4.6, entonces, basta mostrar inicamente el punto (MD4). Para

min{ } < 1. Por tanto, M, efectivamente, es un conjunto difuso en X x X X

ello, sean x,y,z € X y s,t > 0, consideremos a n, m y k como los indices con los
que aparecen x, y y z, respectivamente, en cualquiera de las sucesiones (z,)7 5 0

(Yn)3 5. Vamos a mostrar que
M(z,z,t) « M(z,y,s) < M(x,y,t+ s),

entonces, consideramos los siguientes casos dependiendo de si los elementos perte-
necen a A o B. Nuevamente, antes de probar cada caso, observemos que cuando
M (z,z,t)* M(z,y,s) = 0 no hay nada que probar, pues M (z,y,t + s) siempre es
mayor que cero. Por tanto, vamos a suponer que M (x, z,t) x M(z,y,s) # 0.
Caso 1: z,y,z € A.

Es andlogo al Ejemplo 3.4.6.
Caso 2: z,y,z € B.

Este caso es andlogo al caso anterior.
Caso 3: z,yc Ay z € B.

Entonces,
M(z,z,t)« M(z,y,s) = min{i, ]1} + min {;, Tln} — 1.
Ya que n,m, k > 2, se tiene
min{l,l}—l—min{l,l}—l—,l < 3 <2—0—,;.
n’k kE'm min{n,m} ~ 2 méx {n, m}
Por lo tanto,

11 11
M t)x M =min{—, — nqg—,—¢—1
(r,2,0) 5+ M(z,5) = min { = A min {1
1 1
; +—
min {n,m} max{n,m}

= M(z,y,t+ s).

<1-
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Caso 4: z,y € By z € A.
Este caso es andlogo al anterior.
Caso 5:x € Ayy,z € B.
Entonces

1

. 1
min {k, m} * méax {k, m}

11
M(x,z,t)*M(z,y,s):min{,k}—l—l
n

, {1 1} L 1
=min{—, — ¢ — .
n’k min {k,m} = max{k,m}

11 1 1
M (z,z,t) % M = min ey T
(ZE,Z, )* <Z7yvs) mln{n7k‘} mm{k‘,m} méx{k,m}
1 1_|_ 1
= "yt
) {1 1}
=minq—, —
n m
:M(x7y7t+s>
Si k <myk <n, entonces,
11 1 1
M(z,z,t) x M =min ey
(.T,Z, )* (Zayas) mln{n’k} min{k,m}+méx{k7m}

= M(x,y,t+s).

Por otro lado, si m < k, entonces, + < 1 esto implica min{+, 1} <minqi L
) ) 'k m’ n'k n'm [

ademas, % — % < 0. Por tanto,
11 1 1
M t)« M =min —, - —
(@, 2,1) * M(z,y,5) mm{n’k’} min {k,m} = max{k,m}
{1 1} 1+1
=mins—, -y — — + —
n’ k m k
, (11
gmm{,}
n m

= M(x,y,t+s).
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Los 3 casos restantes, son analogos al caso anterior. Con esto podemos concluir
que
M(x, 2,t) x M(z,y,s) < M(x,y,t + s)

para todos x,y,z € X y s,t > 0.

Asi, concluimos que (X, M, *) es un espacio métrico difuso.

Recordemos que X tiene la topologia 7, sin embargo, dicha topologia resulta
ser, nuevamente, la topologia discreta. Para demostrar esta afirmacién, sea n > 2

y t > 0, vamos a comenzar probando que
Buy(zp, 1/n(n+1),t) ={x,}.

Entonces, sea z € X, z # x,,, se tienen los siguientes casos.
Caso 1: z € A.

Entonces, existe m > 2, con m # n, tal que z = z,,,. Usando el Lema 3.4.5,

obtenemos
1 1
M ns Tmy 1) = 1 - P - 7
(0, Tm, 1) <m1n {n,m} max {n,m})
<1- (1 - )
- n n+1
B 1
B n(n+1)
Caso 2: z € B.
Entonces, existe m > 2 tal que z = y,,. Dado que %7 % < % y n%rl > 0, se tiene
11
M (zp, Ym,t) = min {, }
n’ m
1
<1--
n
1 1
<1--+
n n+1
B 1
B n(n+1)

Con esto hemos demostrado que By (z,, 1/n(n+1),t) = {z,}. De forma similar se

puede demostrar que By (yn, 1/n(n+ 1),t) = {y,}, por tanto, 7, efectivamente,
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es la topologia discreta en X. Esto implica que tanto A como B son cerrados en

X. Ademés, para cada t > 0y n,m > 2, se tiene

M(xn,xm,t):1—< ! ! )

min {n,m} méx{n,m}

—_

>1— -

[\]

1
27

y, de forma similar, M (y,,ym,t) > 5. Por lo tanto, A y B son F-acotados. Sin

1
2
embargo, notemos que para cadan > 2yt > 0,

11 1 1 1 1
M n7B,t = z —, - : 23 — — " = —,
(:E ) sup{mm{n m} m } Sup{n n+1 n-+2 }

y, de forma similar, M (A, y,,t) = £, por lo tanto,
inf M(a,B,t) = inf M(A,b,t) =0,
acA beB

es decir, Hy (A, B,t) = 0, lo cual no podria pasar si (Hy,*) fuera una métrica
difusa.
]



Capitulo 6

Filtrado de imagenes usando

métricas difusas

En este capitulo se presenta una aplicacion de las métricas difusas al filtrado
de imagenes. Cabe senalar que el enfoque de este capitulo se centra principalmente
en los aspectos matematicos y solo se dan los aspectos computacionales esenciales
para la aplicacién. No obstante, se proporcionan referencias (ver [13], [14], [15] y

[16]) para el lector interesado en profundizar en el tema.

6.1. Pixeles y el sistema RGB

En una imagen digital la representacion de los datos visuales se realiza median-
te una estructura discreta compuesta por elementos denominados pixeles (picture
elements). Cada pixel constituye la unidad minima de informacién de una imagen
digital y corresponde a un punto de una cuadricula bidimensional. Su valor nu-
mérico determina la informacion visual asociada a ese punto, como la intensidad
luminosa o el color, dependiendo del tipo de imagen considerada.

En las imagenes en escala de grises (comunmente llamadas imagenes en blanco
y negro), cada pixel almacena un tnico valor de intensidad, generalmente en el
rango de 0 a 255 cuando se utiliza una profundidad de 8 bits. En este contexto, el

valor 0 representa el color negro, 255 el blanco, y los valores intermedios describen
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diferentes niveles de gris.

Por otro lado, en las imédgenes a color, cada pixel estd conformado por un con-
junto de valores que representan las intensidades de los canales cromaticos. Uno
de los modelos méas empleados para esta representacion es el sistema RGB (Red,
Green, Blue), basado en la sintesis aditiva del color. Este modelo se fundamenta
en el principio de que cualquier color puede obtenerse combinando distintas in-
tensidades de luz roja, verde y azul. Cada pixel puede, por tanto, representarse

mediante un vector tridimensional
(R7 G7 B)7

donde R, G y B indican las intensidades de los componentes rojo, verde y azul,
respectivamente.

Cuando se trabaja con imagenes de 8 bits por canal, cada componente puede
adoptar valores enteros en el rango de 0 a 255. De esta manera, el color negro
corresponde a (0,0,0), el blanco a (255,255,255), y las distintas combinaciones
intermedias producen una amplia gama de colores (hasta 256 = 16,777,216 tona-
lidades posibles). Este modelo se utiliza principalmente en dispositivos que emiten
luz, como monitores, televisores, proyectores y camaras digitales, lo que lo con-
vierte en el estandar para la representacion de imagenes digitales.

Se dice que una imagen es multicanal cuando cada pixel esta representado por
un vector en R¥ en lugar de un valor escalar. En particular, una imagen RGB

corresponde al caso k = 3.

6.2. Filtro de Mediana Vectorial

En el procesamiento digital de imégenes es frecuente que las imagenes adqui-
ridas presenten alteraciones debidas a errores de transmisién, fallos en sensores
o interferencias externas. Estas perturbaciones, conocidas en general como ruido,
pueden alterar significativamente la informacion visual y dificultar tareas poste-
riores como segmentacion, detecciéon de bordes o andlisis de caracteristicas. Por
ello, resulta necesario aplicar técnicas que permitan reducir estas perturbaciones

sin destruir la estructura esencial de la imagen.
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Un filtro es un procedimiento que transforma una imagen en otra modificando
los valores de sus pixeles de acuerdo con cierta regla. En muchos casos, el nuevo
valor de un pixel se determina a partir de los valores de los pixeles vecinos. Cuando
esta transformacién se define mediante combinaciones lineales de los valores en una
vecindad, se habla de filtros lineales. Un ejemplo clasico es el filtro promedio, que
reemplaza cada pixel por el promedio de los valores en su entorno.

Sin embargo, los filtros lineales no siempre son adecuados, especialmente cuan-
do la imagen esta afectada por ruido impulsivo. Este tipo de ruido se caracteriza
por alterar de manera abrupta y aislada ciertos pixeles, asignandoles valores signi-
ficativamente distintos a los de su entorno (por ejemplo, puntos blancos o negros
aislados en la imagen). En estos casos, el promedio puede verse fuertemente in-
fluenciado por valores extremos, produciendo un efecto de desenfoque y pérdida
de bordes.

Para tratar este problema, se emplea el filtro de mediana, que en el caso esca-
lar (imédgenes en escala de grises) reemplaza el valor de un pixel por la mediana
de los valores contenidos en una ventana local, es decir, en una pequena regién
rectangular centrada en dicho pixel (por ejemplo, de tamatnio 3 x 3 0 5 x 5).

Cuando se trabaja con imagenes multicanal, como las imagenes en color re-
presentadas en el espacio RGB, cada pixel esta descrito por un vector y no por
un valor escalar. En este contexto, el Filtro de Mediana Vectorial (Vector Median
Filter, VMF) surge como una generalizacién natural del filtro de mediana al caso
vectorial. En lugar de promediar componentes o aplicar la mediana de manera in-
dependiente a cada canal, el VMF selecciona, dentro de la ventana local, el vector
que resulta mas representativo con respecto a los demas segiin un criterio basa-
do en distancias. De esta manera, el VMF permite reducir eficazmente el ruido
impulsivo preservando mejor los bordes y las estructuras relevantes de la imagen.

Matematicamente una imagen digital se representa como una funciéon F : 2 —
[0,255]3, donde 2 es un subconjuto finito de Z* que representa las coordenadas de
los pixeles de la imagen. Para procesar cada pixel de la imagen, consideraremos

los pixeles dentro de una vecindad cuadrada W C €2 de tamafio n X n centrada en
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él, donde n > 1 es un ntimero impar. Para cada ¢; € W, i = 1,2, ...,n?, el vector

F(qi) = (F(qi)1, F(q:)2, F(q:)2)

es su vector de color asociado. El proceso de filtrado comienza calculando para

cada ¢; € W, el escalar

2

S =Y d(F(q:), F(gj)),

=1
donde d es una métrica (usualmente se utilizan las métricas L; o Ly). Posterior-

mente, el filtro va a reemplazar el vector que esta en el centro de W por el vector
q* = gk,

donde k es tal que
S = min{Si 1 =1,2, ...,nQ} )

Desde un punto de vista intuitivo, el VMF elige el color que estd mas cerca,
en promedio, de los colores que lo rodean, eliminando valores atipicos (ruido) sin
generar colores artificiales. Esta caracteristica lo hace particularmente efectivo para

imagenes afectadas por ruido impulsivo.

6.3. Version difusa del VMF

En el filtro VMF la distancia entre los vectores de color se evalia de forma
determinista. Sin embargo, en muchos contextos del procesamiento de imagenes
los datos presentan incertidumbre, ambigiiedad o gradualidad en la similitud cro-
matica, es por ello que las métricas clasicas pueden resultar limitadas. Con el fin
de modelar de manera mas flexible las relaciones de cercania entre los pixeles, se
a propuesto reemplazar la métrica clasica del VMF por una métrica difusa.

Usando la misma notaciéon que en el VMF clasico, para cada par de pixeles
¢i,q; € W, vamos a definir una métrica difusa que nos mida el grado de cercania

entre sus vectores de color de la siguiente forma

g ) — Somin {F(q,)i, Fg;)i} + K
R(¢i, qj,t) = l:Hl i (P () F(g ) + K
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donde t > 0. Para ver que R es, efectivamente, una métrica difusa, basta recordar
el Ejemplo 2.0.8. Investigaciones previas (ver [13] y [14]) sugieren que el valor
optimo del parametro K depende de la imagen a procesar y de la densidad del
ruido en ella. Sin embargo, concluyeron que para imégenes en el sistema RGB, son
apropiados valores de K en el intervalo [512,2048]. En este caso se tom6 K = 1024
por ser una operacién hexadecimal computacionalmente simple.

Por otro lado, cada pixel ¢; en la imagen tiene asociadas sus coordenadas (q;, ¢?)
en el espacio. Entonces, para cada par de pixeles, podemos medir su cercania vistos

como puntos en el espacio. Para ello utilizamos la siguiente métrica difusa

¢
o+ gk a?) = (¢ A

donde t > 0y || - || es la distancia euclidiana en R%. Por el Ejemplo 2.0.6 se tiene
que M es, efectivamente, una métrica difusa. Finalmente, utilizando el Lema 2.0.2

podemos definir la siguiente métrica difusa

C(¢i,q5.t) = R(qi, q;. t) M (q;, g5, t).

De esta forma hemos obtenido una métrica difusa que mide la distancia entre
pixeles considerando tanto sus componentes de color como su posicién en el espacio.
A continuacién, de forma andloga al VMF, para cada ¢; € W, i = 1,2, ...,n?,
y t > 0, calculamos .
n
Si= > Clai gt).
J=1j#i

El filtro va a reemplazar el vector que esta en el centro de W por el vector

q* = {k,

donde k es tal que
S, = méX{Si Li=1,2, n2}

Notese que en comparacion al VMF, en este caso, se escogié el maximo de los
S;, esto debido a la propiedad (MD2) de las métricas difusas. Obsérvese que,
como en el caso del VMF, la salida del filtro siempre es uno de los vectores de

la ventana de filtrado, por tanto, el filtro no genera nuevos vectores de color, es
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decir, no se introducen colores que no estuvieran previamente presentes en dicha
ventana. Ademas, en el procedimiento anterior, el pardmetro ¢ permite ajustar la
importancia del criterio espacial para el calculo de la distancia. Valores altos de ¢
reducen la sensibilidad de la métrica difusa C' a los cambios de la métrica difusa
M, aumentando asi la capacidad de reducciéon de ruido del filtro pero sacrifica la
conservacion de los detalles de la imagen. Por otro lado, valores bajos de ¢t implican
mayor importancia del criterio espacial, lo cual ayuda a una mejor conservacién
de la imagen original. En [14] se presenta un estudio comparativo de imégenes
filtradas mediante el filtro VMF y el filtro recien expuesto. En dicho estudio se
analizan las diferencias visuales entre las imégenes procesadas por ambos filtros,

asi como la capacidad de cada uno para preservar los detalles y reducir el ruido.



Capitulo 7

Conjuntos difusos en espacios

uniformes

Dado un espacio topolégico (X, 7), definimos el conjunto F(X) como el con-
junto de todos los conjuntos difusos en X que son normales, semicontinuos su-
periormente y tienen soporte compacto. Cuando el espacio topoldgico (X, 7,) es
inducido por un espacio métrico (X, d), el conjunto F(X) puede ser dotado de
varias métricas definidas a partir de la métrica d. Entre dichas métricas se encuen-
tran la métrica por niveles, la métrica de Skorokhod, la métrica endografica y la

métrica sendografica.

7.1. La uniformidad de Skorokhod y la uniformi-

dad por niveles

En esta seccién comenzaremos recordando brevemente la métrica de Skorokhod
y la métrica por niveles definidas en el conjunto F(X), el lector interesado puede
consultar [17], [18], [19], [20] y [24] para profundizar més en el tema. El objetivo
de este capitulo es generalizar las nociones de dichas métricas al contexto de los
espacios uniformes.

Comencemos notando que si u € F(X), entonces, para cada o € I, u, es

compacto, pues uy es compacto y, si @ € (0, 1], entonces u, es cerrado (pues u
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es semicontinua superiormente) y esta contenido en el compacto ug. Ademas, ya
que u es normal, cada u, es no vacio. La demostracion del siguiente teorema la

podemos encontrar en [21].

Teorema 7.1.1. Sean (X, 7) un espacio Hausdorff y u € F(X). Definimos la
funcion L : 1T — (K(X), /) (donde 1y es la topologia de Vietoris asociada a la
topologia T) como L(a) = u, para todo o € 1. Entonces, se cumple lo siguiente:
(a) L es continua por la izquierda en (0, 1].
(b) im0+ L(A) = Ugsq up y limy_o+ L(X) C uy para cada o € [0,1).
(¢c) L es continua por la derecha en 0.
Reciprocamente, si {u, : a € I} C KC(X) es una familia decreciente que satisface
los incisos anteriores, entonces, existe un unico w € F(X) tal que w, = u, para

cada o € 1.

En el Capitulo 1 vimos que dado un espacio métrico (X, d), podemos definir la
métrica de Hausdorff dy en el hiperespacio (X ). Entonces, la métrica por niveles
doo : F(X) x F(X) — R es definida como

doo (1, v) = sup {dy (tqa, vs) : @ € I}

para cada u,v € F(X) (ver [17]).
A partir de la métrica do,, vamos a definir la métrica de Skorokhod en F(X).
Sea T la familia de todos los homeomorfismos de I en si mismo que son estricta-

mente crecientes. Para cada t € T definimos
l|It|]| = sup{|t(a) —a] : a € T}.

Afirmacién. Sit € Ty u € F(X), entonces t ou € F(X).

Para ver qué t ou es semicontinua superiormente, tomamos xg € X y a € I tal
que (tou)(zy) < a. Ya que t es biyectiva y estrictamente creciente, se tiene u(zg) <
t~!(a), por tanto, por la semicontinuidad superior de u, existe una vecindad abierta
U de xg tal que

u(z) <t Ha)

para todo x € U, lo cual implica

(tou)(zr) <a
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para todo x € U, es decir, t o u es semicontinua superiormente. Para mostrar que

t o u es normal, basta notar que t(1) = 1, entonces, para cada x € uy,
(tou)(z) >t(1) =1,

es decir, (tou); es no vacio. Finalmente, notemos que ¢ ou tiene soporte compacto,
pues t(0) = 0, por lo tanto, si z € X es tal que (tou)(x) > 0, se tendria u(z) > 0,
es decir,

(tou)y C ug

y dado que ug es compacto y (tou)g es cerrado, se tiene que (t o u)y es compacto.
Escribiremos tu en lugar de t o u para simplificar la notacion. Para todo u,v €
F(X), definimos la métrica de Skorokhod (ver [18]) como

do(u,v) =inf{e: I €T tal que ||t|| <e vy dool(u,tv) <e€}.
Notemos que si u,v € F(X), entonces
do(u,v) < doo(u,v),

pues para € = dy(u,v), basta tomar a t como la funcién identidad. Esto implica
que T4, C Tdo-

Ahora, lo que vamos a hacer es dar uniformidades que estén estrechamente
relacionadas con las métricas dy y dy. Sea (X,U) un espacio uniforme, para cada

Uelye>0, definimos el conjunto
GIU e = {(u,0) € (F(X))*: 3t €T tal que [[t]] <€ y (ua,vi(a) € K[U], Vo €T},
donde K[U] ={(A,B) e K(X) x K(X): ACU(B),BCU(A)}.

Teorema 7.1.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {G|U, €] : U € U, e > 0}

es una base para una uniformidad en F(X).

Demostracion. Vamos a probar las condiciones del Lema 1.3.2.
(BU1) Sean U € U y € > 0. Vamos a probar que G[U,¢|] = (G[U,€])~!, para
ello, tomamos (u,v) € (G[U, €])~!, entonces, existe t € T con ||t|| < € tal que, para

cada a € I,
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1) va C U(uya))-

ii) wa) C U(va).
Sean 3 € Iy = € ug, ya que t es biyectiva, podemos tomar ¢~!(3). Entonces, por
ii), existe y € v;-1(5) tal que (y,x) € U, es decir,

ug C U('Ut—l(ﬁ)).

Si ahora tomamos = € v,-1(g), entonces, por i), existe y € ug tal que (y,z) € U.
Por tanto,

Vt-1(8) - U(l%).

Asi, (ug, v-1(5)) € K[U] para todo 8 € I, ademés, |[t7!|| = [|t|| < ¢, lo cual implica
que (u,v) € G[U, €]. La demostracién de la otra contencion es analoga.

(BU2) Tomamos U € U y € > 0. Ya que U es una uniformidad, existe W € U
tal que W2 C U.
Afirmacién. (G[W,e/2])* C G]W?, €.

Sea (u,v) € (G[W, €/2])?, entonces, existe w € F(X) tal que (u, w) € G[W, ¢/2]
y (w,v) € G[W,€/2], es decir, existen t1,to € T tales que ||t;|| < €/2,i = 1,2y,
para cada « € I,

i) ua C Wi(w,(a))-

i) w0y C W(ta).

iii) wa C W (viy(a))-

V) Vty(a) C W (wa).

Por otro lado, por la desigualdad del triangulo, para cada « € I se tiene
t2(t1(a)) — af < ta(ti(a)) — ti(@)] + [t(@) — al,
pero, ||t;]| < €/2, i = 1,2, por lo tanto, de la ecuacién anterior se sigue que
[t1(t2(a)) —af < €/2+€/2=¢.

Ya que cualquier funcién continua definida en un compacto alcanza su maximo y
su minimo, se tiene |[t; o t5|| < e.
Sea 8 € I, tomamos = € vy, (), entonces, por iv), existe y € wy, (g tal

que (y,z) € W, ademds, por ii), existe z € ug tal que (z,y) € W. Por tanto,
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(2,z) € W2, es decir,
Via(a () © W (up)-

De forma similar, si tomamos = € ug, entonces, por i), existe y € wy, (g tal que
(y,z) € W, y, poriii), existe z € vy,1,(g) tal que (z,y) € W, por tanto, (z,z) € W2,
es decir,

ug C WQ(UtZ(tl(g))).

Con esto, hemos demostrado que (ug, v, (5))) € K[W?], por lo tanto, (u,v) €
G[W?2, €] lo cual prueba la afirmacion.

Finalmente, probemos que G[W? €] C G[U, €. Sea (u,v) € G[W?, €], entonces,
existe t € T, con ||t|| < ¢, tal que, para cada a € I, (ua, Vi) € K[W?]. Ya que
W? C U, se tiene

o C W via)] C Ulvy(a)]

Vi(a) C Wz[ua] C Ulual,

lo cual implica que (u,v) € G[U, €. Asi, (G[W,¢/2])? C G[W?, €] C G[U, €.

(BU3) Sean Uy,Us € U y €1, €3 > 0. Definimos € = min{ey, 2} y U = Uy N Us.
Vamos a mostrar que G[U, €] C G[Uy, €1] N G[Us, €3]. Sea (u,v) € G[U, €], entonces,
existe t € T, con |[t|| < ¢, tal que (ua, vy(a)) € K[U] para cada a € I. Por la elecciéon
de €, [|t]| < €, i =1,2. Ademads, ya que U C U;, se tiene

K[U] c K[U],
es decir,
(Ua, Ut(Oc)) S K[Ul]7

para cada « € 1. Por tanto, (u,v) € G[Uy, €1] N G[Us, €3).
(BU4) Sean U € U y € > 0. Para ver que (u,u) € G[U, €], tomamos ¢ como la
funcién identidad, entonces, para cada a € 1, se tiene (uq, uq) € K[U], pues para

cada x € u,, se tiene (z,z) € U. Por tanto,

A]:(X) C G[U, 6].
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Ahora, tomemos (u,v) € F(X) x F(X) tal que
(u,v) € ({G[U,e]: U el ye>0}. (7.1)

Afirmacién. Si W € U, entonces, para cada § € I, (ug,vg) € K[W].

Para mostrar la afirmacion, sea W € U, entonces, existe V € U simétrico, tal
que V C V2 C W. Por la ecuacién 7.1, para cada n € N, podemos tomar ¢, € T
tal que |[tq|| = [[t;1]] < 1/ny

(tas Uty a) € K[V (7.2)
para cada « € I. Ya que t(0) = 0y ¢(1) = 1 para cualquier ¢t € T, se tiene

(Uo,Uo) - IC[V] C K:[W]

(ug,v1) € K[V] C K[W].
Ahora, tomemos ag € (0,1) y consideremos los siguientes casos.
Caso 1. El conjunto S = {n € N: ¢,(ap) > ao} es infinito.
En este caso, tomamos m € Sy x € u,,. Por la ecuacion 7.2, existe y € vy, (aq)
tal que (y,z) € V. Pero,
v(y) = (o) > ao,

es decir, y € v,,, por tanto,
Uny C V(Vay) C W (Uay).

Por otro lado, para probar que v,, C W (u,,), comencemos notemos que, para

cadan € S, ag > t; () v |1t || = ||ta]] < 1/n, por lo tanto,
1/n>ag—t, () > 0.

Por recursién, construimos la siguiente sucesién. Sea 1 = t,.! (ap), donde my =
min S. Supongamos que ya tenemos definido el término x;, entonces, ya que S es
infinito, el conjunto

Siii={neS:1/n<ay— 1z}
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es infinito, tomamos m; ;1 = min S;;; y definimos z;,, = t;&ﬂ ().
Notemos que

oy — Tit1 < 1/mi+1 < g — I,

por lo tanto,

Ty < Tit1,

es decir, la sucesion {x, : n € N} es creciente y estd acotada por ag, mas aun,
podemos probar que converge a «g. Para ello, sea ¢ > 0 tomamos p € N tal que
1/p < e, entonces, ya que la sucesién {m;},. es creciente, existe k& € N tal que

p < my, es decir, 1/my, < 1/p. Por tanto,
ag—€e<ag—1/p<ay—1/my <y,

esto implica que x € (g — €, ap + €), lo cual basta para probar la convergencia.
Ahora, por la ecuacién 7.2 y por la definicién de la sucesion {z,, : n € N}, para

cada n € N, se tiene v,, C V (uy,), es decir,

Vag € [V (uzy)- (7.3)

neN

Sea x € v,,, entonces, por 7.3, para cada n € N, existe y,, € u,, tal que
(Yn, ) € V. (7.4)

Ya que la sucesion {z,, : n € N} es creciente, se tiene que, para cadan € N, y,, € u,,
el cual es compacto, por tanto, existe y € u,, que es punto de acumulacién de la
sucesion {y, : n € N}. Entonces, ya que V(y) es una vecindad de y, existe ng € N
tal que y,, € V(y), es decir,

(Y, Yno) € V. (7.5)

Por lo tanto, de 7.4 y 7.5 se tiene (y,z) € V? C W. Ahora, vamos a mostrar
que y € ug,, para ello, supongamos que u(y) < «, entonces, existe m € N tal
que u(y) < z, < «ap, es decir, y ¢ u,, . Dado que los compactos es un espacio
Hausdorff son cerrados, existe una vecindad O de y tal que O Nu,,, = 0, ademas,
ya que para todo n > m, u,, C u,, ,se sigue que O solo intersecta en una cantidad

finita de puntos al conjunto {y, : n € N}, lo cual contradice el hecho de que y es



CAPITULO 7. CONJUNTOS DIFUSOS EN ESPACIOS UNIFORMES 74

punto de acumulacién de {y, : n € N}. Asi, y € u,,, por lo tanto, z € W(u,), es
decir, v,, C W(ug).
Caso 2. El conjunto " = {n € N: t,(ap) < ap} es infinito.
Tomamos m € Sy © € v,,. Por la ecuacion 7.2, existe y € U100 tal que
(y,z) € V. Pero,
u(y) >t (o) > ao,

es decir, y € u,,, por tanto,
Vay C V(tay) C W (tay)-

Para probar que u,, C W (v,,) primero econtramos (con un procedimiento analogo
al caso anterior) una subsucesion de {¢, (o) : n € S’} que sea creciente y converja
a «p, para despues aplicar un argumento similar al del caso 1.

Caso 3. Los conjuntos S y S’ son finitos.

Si Sy S’ son finitos, debe existir N € N tal que t,(ag) = ap para cada n > N.

Por lo tanto, nuevamente usando la ecuacion 7.2,
(uao’vao) = (uaoa Utzv(oco)) € K[V] - }C[W]

Esto ultimo termina la prueba de la afirmacion.

Ahora, por el Teorema 1.3.13, la familia {C[U] : U € U} es base para una uni-
formidad en K(X), por lo tanto, Ax(x) = Npey K[U], entonces, usando la afir-
macién 1, se tiene que para cada § € I, ug = vg. Por tanto, u = v, es decir,

(U,U) GA]:(X). ]

La unifomidad definida en la proposicién anterior se denota como Uy y recibe
el nombre de la uniformidad de Skorokhod.

Sean (X,U) un espacio uniforme y U € U, definimos el conjunto
FlU] ={(u,v) € F(X) x F(X) : (tua,va) € K[U], Yo €T}

Teorema 7.1.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {F[U]:U € U} es

una base para una uniformidad en F(X).
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Demostracion. Nuevamente, vamos a demostrar las condiciones del Lema 1.3.2.
(BU1) Sea U € U. Es facil ver que F[U] = (F[U])™', pues K[U] = (K[U])~".
(BU2) Tomamos U € U, ya que U es una uniformidad, existe W € U tal que

W2 cU.

Afirmacién. (F[W])? C F[W?].

Sea (u,v) € (F[W])? entonces, existe w € F(X) tal que (u,w) € F[W]y

(w,v) € F[W], es decir, para cada o € I,

1) uy C W(w,),

i) we C W(ua),
i) we C W(va),
iv) vy C W(w,).

Sea 3 € I, entonces, usando iv) y ii), se tiene que vg C W?(ug), y, usando i) y

iii), se tiene que ug C W?(vg). Con esto, hemos demostrado que (ug, vg) € K[IW?],

por lo tanto, (u,v) € F[W?]. Es claro que F[W? C F[U], pues W? C U, lo cual

termina la demostracion de este punto.

(BU3) Sean Uy, Us € U y U = Uy N Us. Entonces, de forma andloga al (BU3)
del teorema anterior, se tiene F[U] C F[U;] N F[Uy).

(BU4) Sea U € U. Ya que Ax C U, se tiene que para cada a € I, (uq,us) €

K[U], por tanto, Arx) C F[U].

Ahora, sea (u,v) € N{F[U] : U € U}. Entonces, para cada U € U y cada € [,

(UQ, 1)5) c IC[U]

Ya que Axx) = Nyew L[U], entonces, para cada § € I, ug = vg, por lo tanto,

u = . OJ

A la unifomidad definida en la proposiciéon anterior la denotaremos como U, y
la llamaremos la uniformidad por niveles. Para finalizar esta seccién, veremos que
las uniformidades que acabamos de definir estan estrechamente relacionadas con

las métricas que vimos al comienzo de la seccion.

Definicién 7.1.4. Sean (X, U) y (X,V) espacios uniformes. Diremos que la uni-
formidad U es mds fina que la uniformidad V siV C U.
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Teorema 7.1.5. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, la uniformidad Us,
es mds fina que la uniformidad Uy, 1y, por tanto, la topologia generada por Uy, es

mas fina que la topologia generada por Uy.

Demostracion. Sea U € U y € > 0, basta mostrar que F[U] C G[U, €. Sea (u,v) €
F[U], entonces, si tomamos a t € T como la funcién identidad, se tendria que para
cada a € I

(Ua, Vi(a)) = (Ua,va) € K[U].

Por tanto, ya que ||t|| =0 < ¢, (u,v) € G[U, €]. Asi, hemos mostrado que Uy C U,
lo cual implica que la topologia generada por U, es mas fina que la generada por
Up. m

Recordemos que en F(X) x F(X) se definen la métrica por niveles dy, y la

métrica de Skorokhod dy como

doo (1, v) = sup {dy (tqa, vs) : @ € I}

do(u,v) =inf{e: I €T tal que ||t|]| < ey dool(u,tv) <€},
respectivamente.

Teorema 7.1.6. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, las uniformidades Uy,
y (Uyg)o, definidas en F(X), coinciden.

Demostracion. En la Seccién 1.3 vimos que la uniformidad Uy, tiene como base a
la familia {W; : 6 > 0}, donde W5 = {(u,v) € F(X) x F(X) : do(u,v) < §}. Para
ver que Uy, C (Uq)o, fijemos 6 > 0y e € (0,9); vamos a mostrar que G[U,, €| C W.
Tomamos (u,v) € G[U., €], entonces, existe t € T, con ||t|| < ¢, tal que (ua, Vi) €

K[U] para cada « € 1. Ahora, fijemos un «aq € I, y, notemos que

Vt(ag) = (t_lﬂ)ao, (76)

pues T € Uyagy Si y solo si v(xz) > t(ap), lo cual es equivalente a (t7'v)(z) >

ap, pues t7! es extrictamente creciente, y, esto a su vez es equivalente a que
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z € (t7'0)q,. Entonces, por la ecuacién 7.6 y, ya que uq, C Uc(yay)), e tie-
ne que para cada T € Uy, existe y € (t7'v),, tal que (y,x) € U, es decir,
d(z,y) < e. Por lo tanto, d(x,(t 'v),,) < € para cada T € u,,. Ya que ca-
da funciéon continua definida en un compacto alcanza su maximo y su mini-
mo, se tiene que sup {d(z, (7 'v)s,) : T € sy} < €. De forma andloga se tiene

sup {d(z, uay) : ¥ € (t710)4,} < €, por lo tanto,
At (Uay, (t710)g,) < €. (7.7)

Como ayp fue tomado arbitrariamente, se tiene du,(u, ¢ v) < e. Entonces, notando
que ||[t7Y] = ||t|] < €, podemos concluir dy(u,v) < € < 4, es decir, (u,v) € W;.

Por otro lado, para probar que (Uy)g C Ug,, sean Uy, € Uy, €5 > 0y € =
min {€, e2}. Entonces, si (u,v) € W, se tiene dy(u,v) < €, es decir, existe § < €
tal que existe ¢t € T, con ||t|| < 6 <€ < €2, ¥y doo(u,tv) <6 < €. Por lo tanto, para
cada g €1,

dH(u,g, Ut—l(/g)) = dH(Uﬁ, (tv)g) < €. (78)

Ahora, vamos a mostrar que (u,v) € G[U,,, €2]. Sean ag € I y & € u,,, entonces,
por la ecuacion 7.8 y la definicién de la métrica de Hausdorff, debe existir un
Z € Up-1(ay) tal que d(z,2) < € < €. Por lo tanto, x € U, (2) C U, (Vt-1(ap)), €
decir,

Uqy C U (Ut—l(ao)).

La prueba de que v;-1(00) C Ue, (Ua,) es andloga. Asi, (Uag;Vi-1(ag)) € K[Ue],
ya que o fue tomado arbitrariamente y que |[t7!|| < € < €, concluimos que
(u,v) € GU,,, €2]. Asi, Uy, = (Ua)o- O

Teorema 7.1.7. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, la uniformidad Uy,

coincide con la uniformidad (Uy) oo -

Demostracion. {Ws:§ > 0}, con Wy = {(u,v) € F(X) x F(X) : doo(u,v) <9} es
una base para la uniformidad U, . Para ver que U, C (U)o, fijemos § > 0y
e € (0,9), vamos a mostrar que F[U] C Ws. Tomamos (u,v) € F|U.], entonces,
(Ua, Vo) € K[U| para cada a € L. Ahora, fijemos un «p € I, entonces, de forma

andloga a la demostracién del teorema anterior, se tiene sup {d(x, vy,) : T € Upy } <
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€y sup{d(z,uqn,) : T € Vs, } < €. Por lo tanto, dy(ua,vs) < € para cada o € I, lo
cual implica dy(u,v) < € < 6, es decir, (u,v) € W.

Para probar la otra implicacién, sean € > 0y (u,v) € W, es decir, dy(ug, vg) <
€. Vamos a mostrar que (u,v) € F[U], para ello, sean ag € [ 'y x € u,,, entonces,
por la definicién de la métrica de Hausdorff, debe existir un 2z € wv,, tal que
d(x,z) < e. Por lo tanto, x € Uc(2) C U(vq,), es decir, uq, C Uc(vqy,). La prueba
de que vy, C Ul(uq,) es andloga. Asi, (uq,v,) € K[U] para cada a € I, con lo cual
concluimos que (u,v) € F[U,]. Asi, Uy, = (Us)oo- O

Corolario 7.1.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, las topologias T4, ¥

T4y coinciden con las topologias inducidas por (Ua)ee Y (Ua)o, Tespectivamente.

Demostracion. Por los dos teoremas anteriores, Uy, = (Uy)o ¥ Ua., = (Ua)oo. Ade-
mas, por el teorema 1.3.10, 74, = Ty, ¥ Tae = Tu,,_, POI lo tanto, 74, = Ty, ¥

Tdoc :T(ud)w. D

7.2. La uniformidad endografica y la uniformi-

dad sendografica

En esta seccién comenzaremos hablando brevemente de la métrica endografica
y la métrica sendografica definidas en el conjunto F(X), el lector interesado puede
consultar [22], [23] y [24] para profundizar mas en el tema. Posteriormente, tal
como en la seccion anterior, vamos a trasladar las nociones de dichas métricas al
contexto de los espacios uniformes.

Sea (X, 7) un espacio topolégico. Vamos a denotar con F*(X) a la familia de
conjuntos difusos u en (X, 7) que satisfacen las siguientes condiciones:

i) u es semicontinua superiormente.

ii) u, € K(X) para todo a € (0, 1].

iii) up = U{ua : a € (0,1]}.
Al comienzo de la Seccién 7.1, vimos que si u € F(X), entonces, para todo « € I,
u, € K(X). Por tanto, F(X) C F*(X). Para cada u € F*(X), definimos la
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endografica de u como
end(u) = {(z,a) € X xI:u(x) > a},
ademads, si u € F(X), definimos la sendogréfica de v como
send(u) = end(u) N (up x I).

Teorema 7.2.1. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, para cadau € F*(X),
end(u) € C(X x I). Ademds, si uw € F(X), entonces, send(u) € IC(X x I).

Demostracién. Primero notemos que para cada u € F*(X), end(u) # ), pues para
cadaz € X, (z,0) € end(u). Ahora, veamos que (X xI)\end(u) es abierto en X x I
(considerado con la topologia producto). Sea (zo, 5o) € (X x 1)\ end(u), entonces,
u(zg) < Bo. Tomamos § € (u(xg), o). Ya que u es semicontinua superiormente,
existe un abierto Uy C X tal que z¢ € Uy y u(z) < § para todo = € Uy. Notemos
que

Up x (6,1] C (X x 1)\ end(u),

pues si (z, 5) € Uy x (6,1], entonces, u(x) < § < . Por tanto, (X x I)\ end(u) es
abierto en X x I, lo cual prueba que end(u) € C(X x I).

Por otro lado, si u € F(X), entonces ugy x I es compacto, por lo tanto, send(u)
es compacto por ser un subconjunto cerrado de un compacto. Para probar que
send(u) es no vacio, recordemos que u; es no vacio, es decir, existe z € X tal que

u(x) > 1, por lo tanto, (x,1) € send(u). O

Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos la métrica d en X x I como

d((z,a), (y,0)) = méx {d(z,y),a — bl}. (7.9)
De acuerdo con [5], dado un espacio métrico (X, d), es posible definir la métrica
de Hausdorff en el conjunto de los subconjuntos no vacios, cerrados y acotados
de X (en particular, en los subconjuntos compactos no vacios de X). Entonces,

podemos definir la métrica sendogréfica ds en F(X) como sigue

ds(u,v) = dg(send(u), send(v)),
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donde, dy es la métrica de Hausdorff.

Observacién. El teorema anterior no nos asegura que end(u) y end(v) sean
acotados. De acuerdo con [5], si alguno de ellos fuera no acotado, dg (end(u), end(v))
podria ser infinito. Sin embargo observemos que, para x € X \ (ug U vp), u(z) =
v(z) = 0, entonces

(x,0) € end(u) Nend(v).

Esto nos dice que end(v) y end(u) difieren en subconjuntos cerrados (ug U vg) x I

(los cuales son compactos pues u y v tienen soporte compacto), es decir,

dy(end(u), end(v)) < dg(end(u) N ((ug Uvg) x I), end(v) N ((ug Uvg) x 1)) < o0,

por lo tanto, dy(end(u), end(v)) esté bien definida. Definimos la métrica endogra-
fica dg en F(X) como

dg(u,v) = dg(end(u), end(v)).

A continuaciéon, vamos a definir uniformidades que estén relacionados a las
métricas dg y dg, respectivamente. Sea (X,U) un espacio uniforme y U la uni-
formidad definida en el Ejemplo 1.3.3 (cuya base es {V. : e > 0}). Dado U € U y

€ > 0, definimos
E[U, ] = {(u,v) € F*(X) x F(X) : (end(u),end(v)) € C[U x V(]},
donde U x V; = {((z, ), (y,8)) € (X x1)*: (z,y) e Uy (o, B) € V.}.

Teorema 7.2.2. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {E[U, €] : U € U,e > 0}

es una base para una uniformidad Ug en F*(X).

Demostracion. Por el Teorema 1.3.8, la familia {U x V. : U € U,e > 0}, es una
base para la uniformidad U x Uy en X x I, ademas, por el Teorema 1.3.14, la
familia {C[U x V| : U € U,e > 0} es una base para la uniformidad C(U x U;) en
C(X xTI). Con esto en mente, vamos a probar que la familia { E[U, €] : U € U, e > 0}
cumple las condiciones del Lema 1.3.2.

(BU1) Sean U € U y € > 0, entonces, existen W € U y § > 0 tales que
(C[W x Vg])~t € ClU x V. Es facil ver que (E[W,d])~! C E[U, €.
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(BU2) Sean U € U y € > 0, entonces, existen W € U y 6 > 0 tales que
(CIW x V5))* C ClU x V.

Tomamos (u,v) € (E[W,])?, entonces, existe w € F*(X) tal que (u,w), (w,v) €
E[W, 6], es decir

(end(u), end(w)), (end(w), end(v)) € C[W x Vj.

Por tanto, (end(u),end(v)) € (C[W x Vs])? C C[U x V], con lo cual concluimos
que (u,v) € EU, €.

(BU3) Tomamos U,W € U, ¢ > 0y § > 0. Entonces, existen O € U y v > 0
tales que C[O x V,] C C[U x V| NC[W x Vj]. Si (u,v) € E[O, 7], se tiene

(end(u),end(v)) € C[O x V,] C C[U x V. ]NC[W x V],

es decir, (end(u),end(v)) € ClU x V] y (end(u),end(v)) € C[W x Vg|. Por tanto,
(end(u), end(v)) € E[U, €] N E[W,].

(BU4) Para cualesquiera U € U, € > 0y u € F*(X), se tiene (end(u), end(u)) €
ClU x V]. Sea (u,v) € N{E[U,¢] : U € U,e > 0}. Entonces

(end(u), end(v)) € (V{C[U x V] : U € U, e > 0},

esto implica end(u) = end(v). Para probar la igualdad de u y v, sea © € X, en-
tonces, por definicién de la endografica, (x,u(x)) € end(u) = end(v) y (z,v(z)) €
end(v) = end(u), es decir, v(z) > u(x) y u(x) > v(zx), por lo tanto, u(x) = v(z).

Asi concluimos que u = v. n

A la uniformidad Ug la llamaremos la uniformidad endografica. Dado que
F(X) C F*(X), también se tiene el espacio uniforme (F(X),Ug).
Por otro lado, para cada U € U y € > 0, definimos

S[U, el = {(u,v) € F(X) x F(X) : (send(u), send(v)) € K[U x V,]}.

Teorema 7.2.3. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, {S[U,e| : U € U, e > 0}

es una base para una uniformidad Us en F(X).
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Demostracion. La demostracion es analoga a la del Teorema 7.2.2, utilizando el
Teorema 1.3.13 en lugar del Teorema 1.3.14. ]

La uniformidad Ug es llamada la uniformidad sendografica.

Teorema 7.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, Ug,, = (Ug)p y Ugy =
(Ua)s.

Demostracion. Para ver que Uy, C (Uy)E, basta probar que para € > 0, E[U,, €] C
W, donde U, = {(z,y) € X? : d(z,y) < e} y W = {(u,v) € (F(X))?: dp(u,v) < €}.
Tomamos (u,v) € E[U,, €], entonces,

i) end(u) C (U. x V,)(end(v)).

ii) end(v) C (Ue x V¢)(end(u)).
Por i), para cada (z,a) € end(u), existe (y,) € end(v) tal que (y,z) € Uc y
(B,a) € V., es decir, d(z,y) < €y |3 — a| < e. Por lo tanto, d((x,a), (y,8)) < e,
lo cual implica d((z,a),end(v)) < € para cada (r,a) € end(u). Por la obser-
vacion que se dio al definir la métrica endografica y dado que cualquier fun-
ciéon continua definida en un compacto alcanza su maximo y su minimo, se tie-
ne que sup {J((x,a),end(v)) Sz, ) € end(u)} < €. Analogamente se muestra

sup {a_l((as, a),end(u)) : (z,a) € end(v)} < €, por lo tanto,

dy(end(u), end(v)) < e,

es decir, (u,v) € W,. Asi, E[U, €] C W..
Ahora, para ver que (Uy)g C Ua,,, tomemos U, € Uy, €2 > 0y € = min {e, e2}.
Vamos a probar que W, C E[U,,, €], para ello, sea (u,v) € W, es decir,

dg(u,v) = dy(end(u), end(v)) < e. (7.10)

Si (z,a) € end(u), entonces, por 7.10, existe (y, 5) € end(v) tal que

d((z, @), (y, B)) <,

lo cual, por la definicién de d, implica d(z,y) < ¢ < e, v |a — ] < € < €.
Por tanto, (y,z) € U, y (B, a) € V,,, es decir (z,a) € (U, x V,,)(end(v)). Con

esto, hemos probado que end(u) C (U, x V,,)(end(v)). Haciendo un razonamiento
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analogo, se puede probar end(v) C (U, x V,)(end(u)), por lo tanto, concluimos
que (u,v) € E[Ueg, €]. Asl, (Ua)p C Uyy,.
La prubea de que Uy, = (Uy)s es completamente andloga a la que acabamos

de realizar. O

Teorema 7.2.5. Sea (X,U) un espacio uniforme. Entonces, Ur C Us C Uy, donde

Ug es considerada en F(X).

Demostracion. Comencemos mostrando que Us C Uy, para ello, basta mostrar que
dados U e U y € > 0, G[U, €] C S[U, €]. Tomamos (u,v) € G|U, €], entonces, existe
t € T tal que ||t|| < €y, para cada a € I,

i) ua C U(vya))-

ii) V) C U(ta).
Sea (z,3) € send(u), entonces, x € ug, por tanto, usando i), existe y € vy g tal
que (y,x) € U. Pero, notemos que (y,t(f)) € send(v) y ademés (t(3),5) € V.
(pues ||t|] < €)). Por lo tanto, (z, ) € (U x V,)(send(v)), lo cual implica

send(u) C (U x V;)(send(v)). (7.11)

Si ahora tomamos (z,3) € send(v), entonces, por ii), existe y € u-1() tal que
(y,xz) € U. Pero, ya que |[t7!| < ¢, se tiene (t71(B),5) € V., lo cual implica,
(z,B) € (U x V;)(send(u)), es decir,

send(v) C (U x V,)(send(u)). (7.12)

De las ecuaciones 7.11 y 7.12 se tiene (send(u), send(v)) € K[U x V], por tanto,
(u,v) € S[U, €.

Ahora, para mostrar que Ug C Ug, tomamos U € U, € > 0y (u,v) € S[U, €],
es decir, send(u) C (U x V,)(send(v)) y send(v) C (U x V;)(send(u)). Entonces,

por definicion de la sendografica,
end(u) N (ug x I) C (U x V) (end(v) N (vy x 1)) C (U x Vi)(end(v)).

Sea (z,a) € end(u)N((X xI)\ (upxI)), ya que x no esta en el soporte de u, se tiene

u(z) = 0, lo cual implica a = 0. Dado que v(z) > 0, entonces, (x,0) € end(v),
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ademés, (z,z) € Uy (0,0) € V,, por tanto, (x,a) € (U x V,)(end(v)), es decir,
end(u) C (U x V,)(end(v)).
Analogamente, podemos mostrar
end(v) C U(end(u)).
Asi, S[U, €] C E[U, €|, lo cual termina la demostracion. O

Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 7.2.6. Sea (X,U) un espacio uniforme. Denotamos como Tg, Ts Y To
a las topologias en F(X) inducidas por las uniformidades Ug, Us y Uy, respecti-

vamente. Entonces T C 79 C 1.

El siguiente corolario es consecuencia del Corolario 7.2.6 y los teoremas 1.3.10
y 7.2.4.

Corolario 7.2.7. [19] Sea (X,d) un espacio métrico. Denotamos como Tg, Ts Y
To @ las topologias en F(X) inducidas por la métrica endogrifica dg, la métrica
sendogrdfica ds y la métrica de Skorokhod dy, respectivamente. Entonces, T C

Tg C Tp.



Conclusion

El desarrollo presentado en esta tesis ofrece una visién amplia de las métricas
difusas, asi como de su relacion con los espacios métricos, topoldgicos y uniformes.
A lo largo de los diferentes capitulos se establecié una conexién entre las nociones
clasicas de la teoria de espacios métricos y las generalizaciones difusas, mostrando
céHmo estas ultimas enriquecen el analisis matematico de fenémenos donde inter-
viene la incertidumbre.

En primer lugar, se establecié una base conceptual solida mediante la revision
de la métrica de Hausdorff, las t-normas continuas, los conjuntos difusos y la teoria
de espacios uniformes, herramientas esenciales para los resultados posteriores.

Posteriormente, se introdujeron los espacios métricos difusos en el sentido de
George y Veeramani, una estructura que asigna al espacio una “métrica” capaz
de describir niveles graduales de cercania entre puntos. En este mismo capitulo se
analizaron sus propiedades fundamentales y se presentaron ejemplos que ilustran
la amplia variedad de espacios métricos difusos que pueden construirse.

El analisis topologico de los espacios métricos difusos constituye una parte
fundamental de esta tesis. Se demostrd que dichos espacios siempre inducen una
topologia metrizable. Asimismo, se trasladaron conceptos como completez, pre-
compacidad y completacion al contexto difuso, mostrando que, aunque algunas
propiedades se conservan, aparecen fenémenos nuevos. Un ejemplo particularmen-
te notable es la existencia de un espacio métricos difusos que no admite una com-
pletacion en el sentido difuso, en contraste con el caso clasico donde todo espacio
métrico posee una completacion tnica salvo isometria.

Los capitulos centrales estuvieron dedicados al estudio de la métrica difusa de
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Hausdorff, definida en el hiperespacio de subconjuntos compactos. Se probd que
esta funcion, efectivamente, satisface los axiomas de métrica difusa. Ademads, se
analizaron propiedades que paralelamente reflejan las de la métrica de Hausdorff
tradicional y se establecieron comparaciones explicitas entre ambas versiones.

Una contribuciéon importante de este trabajo es la transiciéon hacia el ambito
aplicado mediante el diseno de una version difusa del Filtro de Mediana Vectorial
(VMF) para imagenes a color. Mediante la combinacién de similitud cromética y
espacial, la métrica difusa construida permite obtener un filtro con mejor adap-
tabilidad frente al ruido impulsivo multicanal preservando la estructura visual.
Se analizé ademas el papel del parametro ¢, que regula la sensibilidad espacial
del filtro, permitiendo un ajuste fino entre reduccién de ruido y conservacion de
detalles.

Finalmente, se estudiaron uniformidades definidas sobre el hiperespacio F(X),
generalizando asi las nociones de la métrica endografica, sendografica, la métrica
por niveles y la métrica de Skorokhod al contexto de espacios uniformes. Se pre-
sentaron resultados que establecen relaciones entre estas uniformidades y permiten
comparar las topologias que inducen.

En conjunto, esta tesis muestra cémo la nociéon de conjunto difuso no solo
generalizan conceptos convencionales, sino que también abren nuevas lineas de
investigacion, tanto tedricas como aplicadas. Por un lado, se obtienen espacios
con propiedades topoldgicas ricas y, en algunos casos, inesperadas; por el otro, se
desarrollan herramientas ttiles para problemas reales, como el tratamiento digital

de imégenes.
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