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Capítulo 1 

Antecedentes 

Existen en la actualidad varias disciplinas que tienen numerosos puntos en 
común y que giran alrededor de la visualización de curvas y superficies, 
su aproximación y reconstrucción, así como el reconocimiento de formas y 
siluetas etc. Entre estas disciplinas se encuentran la teoría de aproximación 
y la geometría computacional, entre las más importantes. 

El tema del presente trabajo tiene nexos con estas disciplinas y sus 
raíces históricas se podrían ubicar en un contexto puramente geométrico 
con los trabajos de G. Voronoi a principios de siglo y las aplicaciones 
prácticas que desarrolló Thiessen en Geografía, pero muy particularmente 
en un trabajo de B. Delaunay [13] de 1934, que, si bien no ea actualmente 
muy conocido, de alguna manera constituyó un antecedente a partir del 
cual se ha comenzado a hablar de los triángulos de Delaunay y sus cons- 
trucciones dudes. Por ejemplo, en el Science Citation Index de 1991 se 
pueden encontrar actualmente más de 80 referencias de artículos que usan 
esta construcción o la mencionan en el título. Esta eclosión se ha debido 
en gran parte a la multitud de aplicaciones en geografía, cristalografía y 
biología que esta construcción tiene. Algo tan usable no tardó en requerir 
su automatiza ción, y de esta manera han proliferado los algoritmos com- 
putacionaies para conseguir realizar la construcción automáticamente. 

Encontrar los vecinos m& cercanos a un punto, elegidos en un conjunto 
dado de puntos, problema que equivale a realizar la partición de Voronoi, se 
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2 1. Antecedentes 

convirtió así en un problema de Geometría Computacional de primer orden. 
Lo mismo sucedió con su construcción dual; los triángulos de Delaunay, y 
con varias otras construcciones afines, por ejemplo teselizaciones con pesos 
o penalizadas. Por otro lado, la utilización de estas construcciones en 
problemas de geociencias de inmediato las constituyó en bases naturales 
para la interpolación y el método de elemento finito, convirtiíndolas en un 
problema de teoría de aproximación. 

En este trabajo se propone una nueva construcción, las Esferas de 
Cobertura, relacionada con las arriba mencionadas, y se muestra su utili- 
dad y sus propiedades matemáticas. 

La primera presentación del concepto se hace en el ámbito de la Geo- 
metría Computacional, mostrando el cáracter dual de esta construcción 
con respecto a la partición de Voronoi. Asimismo, se presenta un algo- 
ritmo para realizar computacionalmente esta construcción, el cual puede 
ser usado inclusive como "atajo" para reaiizar sus construcciones duales 
más rápidamente y con menor uso de capacidad de almacenamiento. 

Para introducir el concepto a la teoría de aproximación se muestra su 
relación con el intei-poiante de Sibson o de vecinos naturak. Como con- 
secuencia directa se presenb un algoritmo para combinar todo lo anterior 
con el fin de obtener un método de inkrpolación con interesantes ventajas. 

Por último, dado que las esferas de cobertura son fácilmente gener- 
alizables a cualquier dimensión, se dan algunas ideas de aplicaciones en 
dimensiones 3 y 4. 

1.1 Los probkmas thiisicos 

Cuando se habla del uso de interpolación para la reconstrucción de su- 
perficies, la referencia iecluye un ampiísimo campo gsnerado a partir de 
necesidad- técnicas de la industria y las ciencias aplicadas. 

Por esta razón, mucfisi veces se tienen varias soluuones para un mismo 
problema, debido a que han sido resueltas sobre la marcha por ingenieros 
dedicados a dgtin problema en particular. Por otra parte, la vertiginosa 
velocidad con la que se va amnzando en la disciplina, propia de una técnica 
a la que sirve y no tanto de una ciencia, ha p r o v ~ a d o  dificultades de comu- 
nicación, las que han hecho que existan muchos desarrollos independientes, 
poco diferentes en sus inicios, pero que se han ido dibenciando cada vez 
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más por razones técnicas. 
Sin embargo, han habido constantes y notables esfuerzos de sistemati- 

zación de todas las áreas que componen la disciplina, que han sido llevados 
a cabo a veces por los propios ingeniem creadores de las técnicas, como 
Bkier, y otras veces por matemáticos interesados en el tema y que ya 
tenían una Óptica mucho máa amplia del problema de la interpolación. 

Los problemas que clásicamente se han abordado son: 

a) La construcción de superficies topográficas o similares, cuya principal 
característica es la de que exista una relación uno a uno entre los 
puntos (2, y) del dominio y loa puntos (3, y, z )  de la superficie. 

b) La construcción de superficies cerradas o semicerradas para represen- 
tar carrocerías o fuseiajes, que deben además tener algo que ver con 
los métodos de cáicuios de resistencias a llevar a cabo con dichas su- 
perficies, loa cuales generalmente usan métodos de elemento finito y 
pretenden usar ai menos la misma discretización; la llamada "malla 
de alambre" o "wire fxame". 

c) La construcción de superficies muy complejas, como las que se usan 
en medicina, como resultado, por ejemplo, de las tomogafías com- 
putarizadas o de técnicas similares. 

d) La construcción de hipersuperficies, como las que describen propieda- 
des, por ejemplo, el calentamiento en una región tridimensional. 

e) La representación bidiniensional y su interpretación (en la pantalla de 
un monitor) de las superficies anteriormente mencionadas. 

f )  La interacción del usuario con el modelo usando la representación que 
ve en el monitor y modiñcándola. 

1.2 El problema de la discretización del dominio 

Para cualquiera de los cauxl anteriores, y para aplicar cualquier técnica 
de interpolación, se debe tener una base sobre la cual aplicarla, ya que 
se usarán técnicas locales de interpolación y no globales, las cuales, por 
otra parte, tendrían muy poca aplicación para los problemas que se están 
abordando. 
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Así, el primer problema es como subdividir el dominio de definición 
en partes en las que se va a apiicar el método, y luego como asegurar la 
continaidad entre los resultados locales. 

Se pueden distinguir inmediatamente dos formas, la primera usando 
mallas, generaimeate reguiares, que son independientes de la localización 
de puntos con datos. Este tipo de técnicas requieren en realidad una doble 
interpolación para asignarle valom a los nodos de la malla. Son, sin em- 
bargo, las más comunmente usadas por razones que se verán más adelante. 

La segunda es crear una malla, generalmente irregular, que tenga como 
nodos los puntas con datos. De esta técnica ea de la que trata este trabajo. 

Una vez realizada la opción anterior queda el problema de determinar el 
criterio para reaiizar la discretización irreguiar, obviamente debe cumplir 
aigunos preceptos básicos : 

I) Los nodos con datos deben estar en los bordea de la3 zonas o elementos. 

2) Las zonas no deben contener puntos de la malla en su interior, es 
decir, que no puede haber puntos del conjunto que no formen parte 
de la malla. 

3) La construcción debe aer única, es de&, que para un conjunto dado de 
puntos debe obtenerse una soia diseretización con el método elegido. 

La mayoría de los autores considera una cuarta propiedad, que en este 
caso ddiberadamente será omitida, que es que las zonas no se superpongan. 

Debe r.cordarse además que la finalidad de todo ésto es que, dado un 
punto del dominio del cuai no se tienen datoa, generarlos, considerando los 
datos de los puntos donde sí se los tiene. 

Debido a que se trata de mar consideraciones locales y no globales, otro 
problema que se debe d v e r ,  prderiblcmente de manera smultánea es el 
de localizar donde está un punto con relación a la malla, ya que se trata de 
redizar ia construcción de la misma en forma incremental, lo que permite 
agregar y quitar puntas de la malla en caw de que sea necesario adaptarla 
según las circunstancias. 

Para conseguir todo lo anterior se ha optado por usar la construcción 
debida a G. Voronoi, que se denomina Teseiización o partición de Voronoi. 
Para fijar ideas llamaremos V a un conjunto de rn puntos distintos en el 
espacio E de n dimensiones, usando estos criterios E queda totalmente 
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subdividido, de tal forma que cualquier punto de E pertenece a alguna de 
las divisiones de la teselización, lo cual es ideal para localizar puntos. 

El siguiente paso lógico en la construcción de la discretización es rela- 
cionar a los puntos de V de acuerdo a la construcción anterior, formando 
figuras que contengan a los puntos que equidistan de al menos un punto de 
E, los que se llamarán "vecinos de Voronoi". Del tipo de figuras a que ésto 
da origen se hablará en el próximo capítulo para no perder generalidad 
ahora. 

1.3 Las superficies generadas por interpelación 

Se describen a continuación muy brevemente los métodos más comunmente 
usados para interpolar. 

1.3.1 Productos tensorides de Bezier 
La base para la generación de superficies por este método es la interpolación 
bilineal, para crearlo se han aprovechado todas las posibles analogías con 
la interpolación lineal aplicada a la construcción de curvas, teoría que fue 
desarrollada previamente por el mismo Bezier. 

Podemos encontrar algunos antecedentes en el trabajo de Ferguson [21] 
y más reciente en el de L. Nachman (231. 

Así como la interpolación lineal describe la curva más sencilla entre dos 
puntos dados, la interpolación bilineai describe la superficie más sencilla 
entre cuatro puntos dados en el espacio euclidean0 tridimensional E. 

Para fijar ideas considérense los puntos Pon, POJ, P1.0, P1,i pertenecien- 
tes al citado espacio, todos elloa distintos entre sí, y considérese al pa- 
raboloide hiperbólico que pasa por los cuatro puntos, expresado como el 
conjunto de puntos z en E tales que su expresión en forma paramétrica es 

,=o ,=o 

donde los B, son polinomios de Bernstein de la forma general y los P,.l son 
los valores de la variable a interpolar en el punto P,,,, más propiamente se 
debiera decir que P,,> = f(P,, ,)  pero se ha preferido mantener la notación 
usada por la mayoría de los autores al respecto. 

. 
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B,r(t) = , t'(1 - t y - 1 ,  (3 
o en forma matriciai 

z ( u , u ) = ( l - u  u) (2 2)( l iV) 
Tanto en u como en v el interpoiante es lineal, como se ve, y la superficie 

z puede ser llamada un interpoiante bilineai. 
Este in&erp&nb bilked pwde ser visto como un mapeo o correspon- 

dencia del cuadrado unidad en el plano u , ~ ,  de esta forma, el citado 
cudado m'a el dominio del interpolante, mientras que la superficie z 
es la gráfica. Obeérvese que a una línea paralela a uno de ios ejes en ei do- 
minio le corresponde una curva en la superficie, la cual es isoparamétrica, 
y en el c&po presente es una recta, dado que los paraboloides hiperbóiicos 
son superficies regladas. 

Otra forma de evaluar el interpolante b i k e d ,  debida a De Casteljau 
[SI puede deacribine en dos pasoa como sigue. 

Tómense doe puntos intermedios 

e:; = (1  - V)PO,O + VP0.1 

obteniéndose 

z ( u , v ) =  P;;;(u,V)=(l-u)P,qO+u~;. 

Así como k curvas de Bisig se pueden obtener por interpelación lineal 
repetida, también se pueden obtener superficies por interpolsrión biliieal 
repetida 

Tómense ahora un conjunto de puntos P,., pertenecientes a un arreglo 
rectangular tai que 0 < z, j  < n y unos parárnetros (u ,u )  en B*. El 
akgoritmo de Da C d j w  ni&duía 
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- 
Figura 1 

r =  1,2, ..., n i , j=O, l ,  ..., n - r .  

AUí la red de puntos pi,j es la red de control, y lo que se obtiene ea una 
superficie de Bezier. 

En la primer figura se ve como se u>nstruye una curva y en la segunda 
la misma técnica es aplicada para construir una superficie. 

Para &to se puede definir u110 superñcie en el espacio como el lugar 
de loa puntoa formados poi la trayectoria de u110 c m  que se traslada 
moviéndose en el espacio. 

Para ejempliíicarlo considérese primeramente una curva de B&er de 
gad0 m. 

Ahora considérese que en cada punto la curva original es atravesada 
por otra curva de Baier de grado n 

. 



8 1 Antecedentes 

Combinando ambas ecuaciones se obtiene un punto de la superficie 

m n  

*=o IZO 

Como se ve, por este método se obtiene el mismo resultado que con 
el método anterior, y las curvas son curvas isoparamétricas que pueden 
ser obtenidas usando el mismo algoritmo de De Casteljau que se usa para 
construir c u r w  en forma iterativa. 

1.3.2 Superficies compuestas y Splines 
En 1962 De Boor [4] publicó uno de los primeros artículos referentes a 
Splines bicúbicos, aunque otros autores en forma independiente lo hicieron 
casi simultáneamente. 

A partir de loa trabajos ipiciales mucho se ha hecho y &to ai respecto, 
destacaremes el trabajo de W. &hem [3], y el de Bartiele, Beatty y Barsky 

La idea consiste básicamcnk en aplicar lo visto en el inciso anterior, y 
la teoría de Splhed para curvaa, a pedaruwi de suparlkic. 

El primx problema que un plankirmigoto ad p-ta ea el de la con- 
tinuidad en las fronteras entre uao y otro ped-. E2 problema que para 
nnacnnmse dues aaalparar ia continugltad en un punto, ahora 
ea el de lograr 1. mnthidad &re toda la kea de fraatera, con una espe- 
cid di ikdhdcwdo %e tsaia de lor v&km en lai queconcnrren varias de 
eat= hnteras, de modo tal que haJr que de algo que podría 
uantanw la torsiizo en di& punto, plua "psyr" los pdaso~ concurrentes 
a él. 

Sean ahora, por ejemplo, dos ped- repr-tados por sua vectores 
normaies. La condición que st plantea para que sean continuas en la fron- 
tera comUn las d&& hasta la de orden n es 

DI.  

d" d" 
dun dun --Z(U,Y) = --y(u, u) 

donde ~ ( u ,  u) y #(u, u) 9011 las p u ~ e t r i u c i o n e s  de laa superfici- de 
los doe Y1.- ' ralrción se ppetmde que se cumpla en la 
curva frontero comin de ambas. 
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1.3. Las superficies generadas por interpelación 9 

Como cada pedazo de superficie está definido por una expresión de 
Bkier, entonces la condición arriba mencionada solo se puede cumplir si 
todas las líneas de la m d a  que atraviesan a ambos lados de la curva común 
pueden ser consideradas como polígonos de control de Bkier de orden n. 
Obsérvese que les llamamos así por analogía con las poligonales de control 
que se usan para construir curvas. 

Obsérvese que, de esta forma, un problema originalmente planteado 
para superficies se presenta como un problema reiterado de curvas, en 
el cual se puede aplicar toda la teoría de Splines para curvas; la cual 
históricamente fue desarrollada antes. 

Para simplificar los cálculos se tratará de obtener superficies inter- 
polantes rectangulares con base a lo visto en la sección 1.2.1, es decir, aprox- 
imar la superficie con una superficie facetada cuyas facetas son rectángulos, 
sea así m n  

una superficie expresada como producto tensorial, donde A y B son poli- 
nomios de Bemstein. Escribiendo la ecuación anterior en forma matricial 
queda 

Si se tiene un arreglo (m + 1) x (n + 1) de puntos 2i.j  y en ellos se 
va a usar la superficie interpolante, entonces se obtienen (n + i ) (m + 1) 
ecuaciones de la forma X = ACB donde 

f xw ... 2 
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Las matrices A y B son matrices de Vandermonde. 
Como los z , ~  son conocidos y los e,,, son las incógnitas, la interpolación 

debe redver  el sistema 

En esta forma el sistema ea difícil de resolver, por lo que se escribe en la 
forma 

.Y = DB, 

donde D = AC 
Esta Última se puede interpretar como una interpolación univariada, 

mientras que todo el proceso consiste en repetir interpolaciones univariadas 
sucesivas. L 

Fig. 2 
Pegado de pedazos 

Se ha erageeado el efecto a fin de mostrar gráficamente el problema de 
pegar trozos de srriwficie que deben paoar por puntos dados y tener una 
curvatura praastablecida, y hacerlo manteniendo la continuidad. 
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1.3.3 Triángulos de Bezier 
Este caso es el que representa mayor interés para el presente trabajo debido 
a su similitud con la teoría cuyo desarrollo es motivo del mismo. 

Los primeros trabajos al respecto son de Bezier 121. Se puede citar 
asimismo el trabajo de T. De Rose y T. Hollman [14]'y-el de Farin [is] 
~ 7 1 .  

Para comenzar se definirá un concepto importante, el de las coorde- 
nadas baricéntricas. 

Sean A, B y C tres puntos en el plano que determinan un triángulo. 
Las coordenadas de un punto P cualquiera del plano en forma baricéntrica 
respecto a ABC son : 

Area(ABP) 
Area( AEC) 

U =  

Area(BCP) 
Area( ABC) U =  

Area( CAP) 
Area( ABC) ' 

Se pueden clasificar los puntos del plano, (eceptuando vértices y aristas 
del triángulo) mediante sus coordenadas baricéntricas; así los puntos que 
tienen todas sus Coordenadas del mismo signo están "dentro" del triángulo 
y las que son tales que una de eUas es de distinto signo están "fuera" del 
mismo. En el primer caso las coordenadas suman 1 cosa que no sucede en 
el segundo. 

Otra propiedad importante es que, cuando P está dentro del triángulo 
las tres áreas suman la del tiánguio, por lo que las coordenadas son siempre 
iguales o menores que 1. Además se cumple la ecuación vectorial 

W =  

P = u A +  vB+ wC. 

Para usar estas coordenadas en interpolación sea ahora un punto P del 
plano en el interior del triángulo, y sea f una función definida sobre los 
vértices, entonces podemos asociar a P un valor de f interpolado como 
sigue 

f ( P )  = uf(A) + uf(B) + w f í C ) .  
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- 
Fig. 3 

Triángulos de Bhier 
Se ven tres " c a p n  de triángulos, la primera genera 

con su8 bancentma a la siguiente y así sucesivamente. 

Si se considera ahora un &e trhsnguiar de puntos en el piano, y se 
d a  a cada uno de olios uaa tereera coordenada dada por el valor de una 
función f cotno más arniba, de mMi0 tal que los puntoa correspondientes en 
el upacíe formen una supdc ie  fwt&da, cuyas facutas serán trihgubs, 
se puede gwerar con ei m h  de interpot&& de arriba un algoritmo 
de De Ca&eijau similar a los que se u t i f i  en la construcción de curvis. 

Con n = 1,3,. . , , N y I = N - n donde e,, e2, y e3 son los vectores 

En la figura siguiente se muestra la secuencia de construcción de un 

Para expresar el ai@trno también se pueden adaptar los polinomios 

( i , O , O ) ,  (O, 1,O) y (0,O. 1) respectivamente. 

punto de la superficie con el +ritmo. 

de Bemtein. Sea uno de e b  

n! k Bin = (1) u'v'wk = -u'vJw z!j!k! 
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donde i = (i,j ,  k) es un vector tal que I i I= n. 
Es válida la siguiente fórmula reniniva 

B$(u,u, W )  = B?(U) = uBi-ei(u) + VBi-e2(u) + WBi-e3(u) .  

Un punto cualquiera de uno de los triángulos puede ser escrito de la 
forma 

P(u) = c p,Bi”(u). 

1.3.4 Coons 
Coons [ill publicó para el M.I.T. un primer trabajo referente a esta con- 
strucción, que posteriormente adoptm’a su nombre, la idea es como sigue. 

Supóngase que se tienen dos curvas en el espacio de las que se supone 
que pertenecen a una superficie que se quiere obtener por interpolación. 

Lo anteriormente descrito puede muy bien ser hecho mediante interpo- 
lación lineal tomando pares de puntos uno de cada curva e interpolando 
entre ellos lineaimente, por ejempio, sean las curvas C,(u) y Cz(u), entonces 
una solución al problema de hallar un punto X de la superficie entre ellas 
puede ser 

X ( u ,  u )  = (1 - u)C,(u) + uC*(u). 

Un pedazo rectangular de superficie en el espacio es, sin embargo, tal 
que generalmente se conocen cuatro y no solo dos curvas; de esta manera 
es ideal usar interpolación bilineal. 

Sean las curvas 

X(u,O) = C,(u), 

X ( 0 ,  v )  = &(u) ,  

q u ,  1 )  = C2(U), 

X ( 1 . u )  = Dz(u) .  

Éstas dan lugar a dos superficies regladas R, y 5 dadas por 

RC(u,u)  = ( ~ - u ) X ( U , O ) + U X ( U . ~ )  

Y 
R ~ ( u , u ) = ( ~  - u ) X ( O , U ) + U X ( ~ . U ) .  
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Fig. 4 
coons 

Usando interpoiaciOn b i W  obtenemos 

Un .pedaO” queda definido segb Coons como 

X=RC+%-% 

En forma rnatricial 

X(u,w) = [i - u u ]  (X(i ,v ,> x ( 0 3 u )  + [X(u,O) X ( u ,  1)) ( ‘ y v )  
X(0,O) X ( 0 , ” )  (1  ; u )  

-[I - u  ( X(i,O) X ( i , i )  

Lo anterior pudiera perfeccionarse usando interpelación bicúbica. her- 
mitiana u otra, pero la base del r a m ~ ~ n i e i i t o  es La misma, del mismo modo 
que se puecte aplicar la teoría de Spiinos uniendo Ipedws” de Coons. 
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Figura 5 
Trianguiado entre poligonales 

1.3.5 Casos Complicados 
Muchas veces, como en el caso de los datos provenientes de tomografías 
computarizadas, la superficie a representar está dada por una serie de cortes 
transversales, y estoa cortes transversales se presentan como poligonales. 
Aparentemente este sería un caso a resolver con Coons, sin embargo existe 
el problema de que las poligonales no están en planos paralelos y no tienen 
el mismo número de puntas. Ésto dificulta la aplicación de los Coons, dado 
que no se puede elegir el mismo parámetro para las dos curvas, y menos 
para tres o más, sin hacer un proceso de interpolación previa. 

Como muchas otras veces, el problema se ha resuelto en forma práctica 
triangulando entre curvas como se puede ver en la figura 5,  y posterior- 
mente interpolando sobre los triángulos así obtenidos. 

Una descripción detallada de lo anterior se sale un poco del objeto del 
presente trabajo, sin embargo se consideró ilustrativo de un procedimiento 
práctico poco ortodoxo. Para más referencias al respecto se puede consultar 
Y.F. Wang y J.K. Aggarwal [37] o H.N. Christiansen y T.W. Cederberg [Y]. 
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Capítulo 2 

Las esferas de cobertura 

2.1 Definiciones básicas 

En este capítulo presentamos algunos conceptos geométricos fundamen- 
tales, como son loa diagramas de Voronoi y los simplejos de Delaunay, e 
introducimos el concepto de esferas de cobertura, que está íntimamente 
ligado a los simplejos de Ddaunay y que juega un papel principal en el 
presente trabajo. También demoatramos las principales propiedades de 
las esferas de cobertura. Estas propiedades son fundamentales para las 
aplicaciones a interpolación que presentaremos en el capítulo 4. 

Primeramente enunciamar las definiciones básicas y establecemos la 
notación que usaremos en este capítulo. 
Definición 2.1.1 Denotamos  porn  a un entero positiuo fijo, y por E al 
espacio R" provisto de la distancia euclidiana usual d ,  definida por 

donde z = (z~,zz,. . . ,zn) e y = (yi,yz,. . . ,yn). 
Definición 2 
esfera abierta con centro en p y radio r es el conjunto 

E = E ( p ,  r) = {z E E : d ( z , p )  < r}. 

17 

.2 Dados un punto p en E y un número real positivo r ,  la 
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Decimos que {z E E : d ( z , p )  = r} es la frontera de ía esfeera E .  

Definición 2.1.3 Si S es un subconjunto de E, la cerradura convexa de 
S, denotada ~ O T  cc(S), es el menor subconpnto conuexo de E que contiene 
a s. 

Para cada entero positivo m definimos el conjunto 

I,,, = {1,2,3 ,..., m}. 

Si A y W son dos conjuntos, e¡ complemento de A con respecto a B lo 
denotamos por B\A. 

DafhieiOn 2.1.4 Sea V = {pi,&, . . . ,pm} an conjunto de m puntos dis- 
tintos en E. Para cada i en I ,  definimos el conjunto 

X = { x  E E : d(z,pi) < d(z,p,), j E Zm\Iil), 

llamado el politopo de Voronoi del punto pi con wpdo a V 

Ee fácil dame&= qw T, es un coojunto abierto y convexo, y que es 
acbtsdo si y s e w  si pi go astí en h &onbra de la cerradura wnvexa 
de V .  A tewrnm que {TI, T2,. . . , T,} es una colección de conjuntos 
abnaios y ajenas, cuya unión ea un conjunto deneo en E. 

Daiiaictsa 2.1.5 Sea k w eRtcro tal pe 1 5 k -< m, y sea S un subcon- 
junto de V con k elementos. Dsftnimss 

d(p, z) = r 
d(q,x) > r 

si p E S 
si q E V \ S  C(S) = { x E E : existe r 2 0 taí que 

Y 
q v )  = {C(S) : s c v, C(S) # 0}. 

Si k < n + 1 y C(S) no es vacío, decimos que C(S) es una cara de 
dim~~sion n + 1 - k del diagrama de Voronoi D(V) de V .  Si k 2 n f 1 
y C(S) no ea vado, C(S) es de d i d &  cero. N~~ que la caras de 
dimentión n son los poiitopos de V o e  definidos arriba y que D( V)  es 
una p&ición del espacio E. 
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Es fácil comprobar que cada una de las caras de dimensión cero consta 
de un solo elemento. A estos elementos los llamamos vértices del diagra- 
ma de Voronoi de V. Es claro que el número de vértices es siempre menor 
o iqual que ("7,) ya que un vértice equidista de n + 1 puntos de V por 
construcción y ("y l )  es el máximo número de conjuntos de n + 1 puntos 
que se pueden formar con los m y no todos ellos dan origen a vértices. 

Definición 2.1.6 Si y p, son dos elementos de V tales que C({pi,pj}) 
es una cara de dimensión n - 1 del diagrama de Vomnoi, entonces decimos 
que pi y pj son puntos vecinos de Voronoi o vecinas naturales en V .  En 
este caso la cara C({pi,pj}) es un subconjunto de la intersección de las 
fronteras de los politopos T, y Tj. 

Si el conjunto V tiene ai menos n + 1 puntos distintos que no están 
contenidos en un subespacio afín de E de dimensión menor que n ,  entonces 
es posible demostrar que existen vértices y caras de dimensión k, para 
cada k E í,,, en el diagrama de Voronoi de V. Véase Delaunay (131. En lo 
sucesivo consideraremos que V satisface dichas condiciones. 

Cada vértice u del diagrama de V está determinado por un subconjunto 
Su de V con al menos n+ 1 elementos, de los cuales equidista. La cerradura 
convexa de Su es un politopo en E cuyos vértices son elementos de V, y 
que llamaremos politopo de Delaunay de u. Si Su tiene exactamente n + 1 
puntos, entonces su cerradura convexa es un simplejo en E. En algunas 
ocasiones usaremos el término "tRbngulo" en vez de simplejo, aun cuando 
n sea mayor que dos. Notemos que u no tiene que pertenecer a cc(S,). 

Se puede demostrar que la unión de los politopos de Delaunay del dia- 
grama de Voronoi es igual a la cerradura convexa de V .  Véase Shamos y 
Preparata [26]. 

En la figura 6 mostramos un ejemplo en el plano de un diagrama de 
Voronoi y los triángulos de Delaunay correspondientes. El triángulo ABC 
es un ejemplo donde Su = ABC y su incentro u no pertenece a cc(S,). 

Definición 2.1.7 Sea E una esfera abierta con centro en c y mdio r .  Para 
cada punto z en E definimos la potencia de z con respecto a la esfera 1. 
denotada por p(z, &), como sigue 

p(z.1) = d 2 ( z , c ) - r 2  
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\ 
Figura 6 

Diagrama de Von>noi con sus correspondientes esferas. 
y su8 triónguiOa de Delaunay 

Notemos que loe punkie de E tienen potencia negativa, los &su frontera 
potencia cero, y los punta exteriorea a E timen potencia positiva. 

Dttiniei6n 2.1.8 Seun El(c~,rl) y E2(cz,r2) dos esferas abiertas en E. El 
conjunto 

es llam& el hiperplan0 radical de las esferas &I y E2. 

Notemos que, si c1 # cz entonces H(Ei, E*) no es vacío. En el caso de n = ? 
el hiperpiano ea el eje r d c d  de las cirainferenciaa. 

H(Ei,&) = 1% E E : p(zYEt) = P ( ~ , & z ) )  

Teorema 2.1.9 Sean E1 y E, dos esferas abiertas con centros distintos e 
tntcraeccwn no vacáa y sean Fl y Fz los semzespacros abiertos que f o m a n  
el complemente del hiprp&w rndical H de krs w f m ,  donde Fk contiene 
al centro de &h para k = 1,2. Entonces tenemos: 

I) Los puntos de la frontera de El que pertenecen a Fz son puntos tnte- 
nores de €2. 
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Figura 7 

') Los puntos de la frontem de El que pertenecen a Fl son ezterions a 
la esfera Ez. 

,) Si x es un punto en E1 n E2 n F1 entonces p(x ,  E l )  < p(z, &2). 

Las afirmaciones que se obtienen al intercambiar los índices 1 y 2 
nbién se cumplen. 

Demostración. i )  Sean c1 y cz las centros y r1 y rz los radios de €1 y E2 

respectivamente. Sea L la recta que pasa por los centros y sea a el punto 
de intersección de L con el hiperpiano radical H. Sea p un punto de la 
superficie de €1 que está en el semiespacio Fz. Entonces, la proyección 
ortogonal q de p sobre la recta L está en la semirrecta que parte de a y 
pasa por c2, y además q # a. 

En el plano determinado por p i  c1 y cz tenemos la figura i. 
Definimos las distancias dl = ¿(a,cl), dz = d(a,cz), e = d ( a , q )  y 

Como a está en H tenemas p(a,El)  = p(a,&) y por tanto 
f = d(p, c2). Notemos que e es positivo. 
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De la figura vemos que 

r l  2 - (á, + e )  2 = fz - (dz - e ) ' ,  (2 .12)  

y por tanto 

Usando (2.1.1) obtenemos 

2 rI  - d: - 2dle = f 2  - d i  + 2dze. 

ri  - fZ = 2e(dl + áz) > O, 

y esto significa que pes un punto interior de la esfera E*. 
La parte ii) se demuestra de manera análoga. En este caso q esta en la 

semirrecta que paxte de a y pasa por ct. 
Es bien conocido que tres puntos no coIineaIes en el plano determinan 

una única circunferencia que pasa por ellos. La proposición correspondiente 
en dimensión n es el siguiente teorema. 

Teorema 2.1.10 Sean po,n,. . . ,pn puntos distintos en E que no están 
contendos en un hiperplano de dimensih menor p e  n. Entonces ez- 
iste una inica esfera E(c,r) tal que pk esta en ía frontera de E pam 
k = 0 , 1 ,  ..., n. 

Demostracion. Sean c = (c1, c2, . . . , c,,) y r el centro y el radio de la 
esfera buscada y sea pk = ( q k ,  ~ Z . k , .  . . , zn,k).  Entoncar se deben cumplir 
las ecuaciones 

n 

d2(pk,C) = C ( c j  - z j , k )  2 -  - r 2 7 0 5 k 5 n. (2.1.3) 

Si nstamoa la ecuación con k = O de lós den& oetanemos el sistema 

J=1 

de ecuachnes iineda a iguhte  

La matriz de coeficientes del sistema es 
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Esta matriz es no singular porque la hipótesis del teorema implica que el 
conjunto de vectores {pi - po, pz - p o ,  . . . , pn - m} es linealmente indepen- 
diente. Por tanto el sistema (2.1.4) tiene una Única solución c. Notemos 
que T queda determinado por cualquiera de las ecuaciones (2.1.3). 

Con las definiciones y la notación dadas arriba podemos ahora intro- 
ducir el concepto de esferas de cobertura. 

Definición 2.1.11 Sea V un conjunto de m puntos distintos en E, con 
m > n, y que no están contenidos en un subespacio de E de  dimensión 
menor que n. Una esfera abierta E en E se llama esfera de cobertura 
asociada a V si y solamente si se cumplen las condiciones siguientes: 

i) E no contiene ningún punto de V .  

ii) La hn tem de E contiene al menos n + 1 puntos de V .  

Denotanmos por § al conjunto de todas las esfe~as de cobertura asociadas 
a v. 

El conjunto § es siempre no vacío, finito y su cardinalidad depende del 
número de puntos en V y de la forma en que éstos están distribuídos en 
el espacio E. Es clam que (,,yl) es una cota superior para el número de 
esferas de cobertura de V .  

2.2 Propiedades de las esferas de cobertura 

Definición 2.2.1 Si E es una esfera de cobertura asociada a V decimos 
que el conjunto de al menos n + 1 puntos que se encuentran en su frontera 
es el conjunto de generadores de E.  

Observación 2.2.2 Como se desprende de  las definiciones 2.1.4 y 2.1.11. 
dado V 108 centros de las esfrras de cobertura asociadas son vértices de los 
politopos de Voronoi definidos por V .  

Observación 2.2.3 Considemwmos que los hiperplanos que contienen ca- 
TQS de  dimensión n de  la frontem de  cc(V) son también esferas de cobertura 
de V .  Tales hiperplanos son esferas degeneradas con centro en el punto del 
infinito y [a unión de sus in te~ions  es el complemento de  la cerradum 
conueza de V .  
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El concepto de =€eran de cobertura se puede relacionar históricamente 
con otros previamente de&idoa en la literatura, como por ejemplo, la 
tesetización de Vomnoi. De hecho, la primera referencia a una entidad 
similar se him por B. Delwnay [I31 en un artículo de la revista de la 
Academia de C i c i a a  de la URSS de 1934, dedicado a la memoria de G. 
Voronoi. En este caso la entidad descrita era una esfera que podía pasar, 
diiathdose o centrayihdose, entre los puntos de un conjunto, sin contener 
a ninguno, aunque tocándoics” . 

Se revisó exkausthwixk la bibliografía de 1934 a la fecha y pese a que 
todo mundo llama a los trihguloa de Delaunay nunca se hace referencia 
ai citado artícuio, que es el la fuente original de la idea. Tampoco se ha 
visto que se retome la idea de la esfera como construcción principal o base 
de todaa las demás. Por ejemplo, en el libro de Shamos y Preparata (261 
se dan todas las propiedades de la teselización de Voronoi, entre las que se 
incluye el que los círculos que circunscriben a los triángulos de Delaunay 
no contienen ningún punto del conjunto, pero no se avanza más allá, lo 
qu es más, impone la innecesaria limitante de que no haya cuatro puntos 
cocircuiares. 

Es hasta 1980 que en un articulo de Sibson [30] se vuelve a encon- 
trar gtabiecida una propiedad adicional de las esferas, en este caso de los 
circulos, como es la propiedad de que cubren a la cerradura convexa del 
conjunto dado de puntos. 

En los aí ios 80 han vuelto a aparecer, ya relacionados con CAGD (sigla 
inglesa para disefio geométrico ayudado por computadora) , artículos rela- 
tivos a los polisonos de Voronoi, generaiizaciones a dimensiones superiores 
y también acerca de los triángulos de Delaunay; podemos citar en ese 
sentido el trabajo de Watson [38], el de Bowyer [ti], así como el libro de 
Farin [18), los cuales a su vez son producto de exhaustivu investigaciones 
bibliografcaa. Sin embargo en todos ellos los círculos y esferas son gen- 
eralmente construcciones auxiliares de poca relevancia, debido al hecho de 
que los autores tratan de d k r e t i w  un dominio y consideran como una de 
las más importantes propiedades de una discretización que no se traslapen 
los trozos en los que se divide el dominio. Lógicameate, en este marco, 
trabajar con círculos o esferps que sí se traslapan resulta absurdo y tal vez 
por ello los citados autores, teniendo t oda  los elementos de partida para 
hacerlo, no desarroiiaron el concepto desde el punto de vista que se hará 
en el presente trabajo. 
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Figura 8 
Un politopo acotado, un punto intexior y las esferas que io cubren. 

Teorema 2.2.4 Sea Ti = C ( { p i } )  un politopo de Vomnoi de V .  Si P es 
un punto de T; o de su fnmtera tal que P # pi entonces P es interior a al 
menos una de las esferas de cobertura de V que tienen a pi como generador. 

Demostración: Los politopos de Voronoi pueden ser acotados e inte- 
riores a la cerradura convexa o no acotados. En el caso de los politopos 
acotados, tómese un punto P interior al mismo o en su frontera (ver figura 
8) y considérese un vértice del politopo que esté a la distancia mínima de 
P, entonces el punto P es interior a la esfera con centro en el vértice y que 
pasa por el centro del politopo. 

En el caso de los politopos no acotados, una parte es cubierta por el 
complemento de la cerradura convexa y la parte del politopo interior a la 
misma admite ia demostración del teorema anterior, como se ilustra en la 
figura 9. 

Usando un razonamiento similar al del teorema 2.1.1 se ve que la su- 
perficie (en este caso el arco) UPV es totalmente interior al UVW (que 
generan el círculo de cobertura). 

Observación 2.2.5 El conjunto § es el dual de {T,}  ya que eriste una 
regia bien definida para generar uno a partir del otro. C.sualmente .se 
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,/’ 
,/’ 

/ 

Figura 9 
La linea punteada es la cerndurs convexa. 

consideda a la trirwrpsrloción de Delarrnay como deal de los polrtopos de 
Voronoi, pero eíkten casos de onabqmedad, ya que mando hay más de N 
puntas de V sohe la frcRtem o supeíjine de la &m, hay vanas construe- 
cioacs &(Fuo”l.Atls de las de íkhawg CBW lo muestra la figura 
1 o. 
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Figura 10 
Al haber más de n + 1 generadores de la esfera existen más 

de una trianguiaciones válidas. Tanto la triangulación 
ABD DBC como la ABC ACD (punteada) son válidas. 
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Capítulo 3 

Algoritmos de construcción 

Se presentará una breve reseña de varios algoritmos para generar esferas de 
cobertura. Todos d o s  tienen en común una serie de propiedades debidas 
a que se requiere que el algoritmo que se use debe permitir agregar puntos 
al conjunto V que se introdujo en el capítulo 2, sin tener que rehacer todo 
el esquema. 

Finalmente se presentará y justificará la elección realizada y el pro- 
grama resultante. 

3.1 El algoritmo en gener. 

Un problema básico que se debe resolver en un algoritmo como el presente, 
que, como se verá más adelante, debe ser incremental, es el de localizar un 
punto en el espacio (el nuevo que se está introduciendo) con respecto, ya 
sea a la teseiización de Voronoi o a las esferas de cobertura, o bien a los 
triángulos de Delaunay. 

Normalmente la solución propuesta por la mayoría de los autores ha sido 
el uso de coordenadas locales respecto a un triángulo o su equivalente en 
más dimensiones. Esta solución normalmente imptica calcular tres áreas 
(volúmenes o hipervolúmenes, según la dimensión). En la figura 11 se 
muestra un ejemplo de ubicación de un punto de esta forma. 

29 
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B A 

C 
Figura 11 

Se muestra un trihguto y las aruLs d a s  pasa ubicas P. 

Como se ve, la coordenada de P respecto a A es , con respecto a 
PAB B es $#y  con respecto a C es m. 

rrpOnes en el caso de la figura son las necesarias para 
tnáa&s ABC, ABP y BCP, lo cual implica 

[; E i ] , [ " ;  ;]+ zb Y b  Y e  ' : l .  
ZP Y, ZP YP 

Puesto que la tercer coordenada se puede calcular por diferencia, no se 

Este es el caso en dos dimensiones, pero, si por ejemplo se tienen tres 
tes son de cuatro por cuatro y así 

toma en cuenta. 

dinaensio~~~, entoncm los 
' 

3.1.1 P de basarse sslo en la potencia 

Si ahora d caso es que se tienen aaf«os en vez de simplejos, o en dos 
dinw&mw c h u b 8  cm vez de t r i i q p k  ubicar un piinto respecto a una 
esfera as algo SW&Q mcis sencib; basta eo0 conocer la distancia del punto 
ai centro de fa &era y las u r a c t . r ú t i  de ésta. que son el centro y el 
radio. 
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Debido a una serie de ventajas que se verán en el transcurso del trabajo, 
se usará el concepto de potencia que se definió en el capítulo 2 (def 2.1.7). 
De esta forma, ubicar el punto P respecto al círculo C implica calcular 

(2, - zp)2 + (Yc - Y P ) *  - r2 

donde I,, yc son las coordenadas del centro, tp, y, las coordenadas de P y 
r es el radio del circulo. Notemos que al aumentar una dimensión solo es 
necesario agregar otro término. 

Observación 3.1.1 Si el punto P es inferior a más de una esfera, se ¿irá 
que es "más interior" a aquella respecto a la euai tiene menor potencia. Si 
P es además interior a cc(V) entonces e3 interior a cualquier simplejo ¿e 
Delaunay circunscrito en ella. 

En la figura 12 se ilustra la observación anterior en el caso de dos 
dimensiones. Como la frontera del triángulo de Delaunay correspondiente 
es el eje radical de ambas circunferencias, el punto P pertenece a aquella 
respecto a la cual su potencia ea menor. 

En efecto, el eje radical tiene igual potencia respecto a ambas, y a cada 
lado de él la potencia disminuye para la circunferencia respecto a la cual 
el centro está más cercano, como se vi9 en el teorema 2.1.1. 

Es de destacar el menor número de operaciones que se realizan ai cal- 
cular la potencia que al calcular varias k, y sobre todo el hecho de que 
la complejidad de los cálculos crece mucho menos al crecer ia dimensión. 

Así, para determinar las coordenadas baricéntricas de P respecto a 
ABC se debe calcular 

lo cual implica calcular los tres numeradores 

Zp(Yo - yb) - Yp(I .o  - I ) )  + (%Yb - ZbYo)  
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Figura 12 
Se puede scber que P pertenece ai tri-hylo ABC 

porque P tiene meaor potencia respecto a Ci que a C2. 

Z d Y e  - YA - YPb. - 2,) + (5.Yc - ICY.) 
zp(Yb - Yc) - Yp(zb - 2,) + (ZSYc - ZcYb) 

y el denomhador 

d Y b  - Ye) - Ys(zi - 2,) f (ZbYc - zcY¿) 
Todo esto requiere calcular 20 sumas, 16 multiplicaciones y 3 divisiones. 

La potencia, en cambio, está dada por 

(ZP - 2J2 + (Yp - Y,)* - T 2  

y requiere damente  3 productos y 1 sumas. 
Como se verá más adelante, ei USBT ia potencia tiene además la ven- 

taja de que no solo permite localizar el nuevo punto dentro del simplejo o 
triángulo correspodkmte, sino que, cuando se u8a~ +ritmos incremen- 
tal-, t&én permite locidizar todas las esferzs y simplejos aíectadoa p a  
el punto sin tener que realisar opaaciones extra. 

i 
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3.1.2 El sistema de búsqueda y su orden de comple- 
jidad menor que N2 

Como se trata de un algoritmo incremental, los puntos se van agregando 
uno a uno, por lo que la hipótesis general es que se tiene un conjunto de 
esferas de cobertura correspondientes a un determinado conjunto de puntos 
V, y que entonces se agrega un nuevo punto al conjunto V .  

El primer problema que se presenta es entonces localizar en cuales es- 
feras cae el nuevo punto, si es que cae en alguna, a fin de saber a cuáles 
esferas afecta, para reconstruir el conjunto de esferas teniendo en cuenta 
el nuevo punto. 

El algoritmo que primero viene a la mente es simplemente calcular 
la potencia del punto respecto a cada una de las esferas de cobertura. El 
punto estará dentro de todas aquellas para las que tenga potencia negativa. 

Los diferentes autores consultados tienen muy variadas definiciones del 
orden de complejidad de un algoritmo, para el caso presente se considerará 
que es el número de situaciones que (en el peor de los casos) hay que tener 
en cuenta. Por ejemplo el número de esferas respecto a las cuales hay que 
haliar la potencia. Lógicamente este número tiene relación directa con el 
número de operaciones aritméticas a realizar. 

En consecuencia, un algoritmo como el descrito arriba aplicado recur- 
sivamente a los N puntos del conjunto V tiene complejidad N'. 

Se trata entonces de encontrar un algoritmo que requiera un menor 
número de operahones. Se ha retomado en este sentido la idea de búsqueda 
orientada que se usa para construir trianguiaciones. 

Usualmente, cuando se tiene una región triangulada y se quiere ubicar 
un punto en eila se utilizan coordenadas locales, las cuales sirven tambib 
para indicar cual triángulo se debe revisar posteriormente si resultó que el 
punto no está en el primero con que se probó. En efecb, (ver figura 13) el 
triángulo elegido será el contiguo al lado respecto del cual el punto tiene 
coordenada de diferente signo. 

En el caso de las esferas.suponemos que tenemos el conjunto §j  de las 
esferas de cobertura asociadas al conjunto V que tienen radio finito y que 
para cada una de estas esferas conocemos el conjunto de puntos de V que 
la generas. Dado un punto cualquiera P que no está en V trataremos de 
encontrar todas las esferas en §, que lo contienen. 

La idea básica del algoritmo consiste en tomar una esfera cualquiera 50 
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Figura 13 
Para proseguir la búsqueda se toma el triángulo ACH, 
ya que recorriendo los triángulos APB, BPC y C P A  

este último tiene distinto signo. 

en Sf y construir una S U C ~ Ó R  alternada de vértices y centros de esferas que 
se inicia con So y Ilega a esferas que contienen a P,  sin tener que analizar 
t& las esferas. 

Supongamos que P no está en So. Sea O el centro de SO y sean 
~ 1 ~ ~ 2 , .  . . , u ,  los generadores de SO. Se encuentra V k ,  con i 5 k 5 r, 
tal que su distaucia a P ea la m í h a .  Se analizas ahora las esferas tales 
que VL pertenece a su lista de ganeradom. sea esa lista El, &, . . . ,Et,. 
De estar P fuera de todas ollas se individuaíza a aquella ñ1 tai que su 
centro sea el más cercano a P y con ella se repite el procedimiento. De 
esta manera umtruimos una sucesión altenirda de centros y vértices. 

i h b  terine. c u 4 0  hay repetiaón de un vértice v o de un 
centro. En ei CBSO de que se repita un vértice, sea éste Y, por construcción 
podetrtas aqprar que no exietc ningún v& natural de v ma.9 cercano a 
P. Por tanto P perteneceal piitopo de Voronoi de v .  

Si se repite un centro c entonces escogemos v como el generador de ia 
&era con centro en c mas. cercano a P.  

Otra forma de terrninaciOn puede ser cuando la potencia de P respecto a 
alguna esfera asslizada ea negativa. Cabe aclarar que, luego de la primera 
esfera, no es estrictamente neceado calcular la patencia y que el solo 
criterio de repetición nos da el resultado correcto. 

Como todo poíitopo está totalmente cubierto por las esferas que pasan 

El 
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Figura 14 
Se quiere localizar el punto P y la primera 
esfera considerada es la pintada de negro. 

por el punto que le da origen, entre ellas debe existir una que contiene a 
P. 

Como solo se guardan las esferas de radio finito pudiera ser que P no 
perteneciera a ninguna de ellas, entonces se sabe que pertenece a una esfera 
degenerada de las que forman el complemento de CC( V). 

Por otra parte, al terminar el procedimiento, no solo quedan localizadas 
las esferas en la que cae el punto P, sino que también queda localizado en 
que politopo de Voronoi y en que simplejo de Delaunay se encuentra. 

Observación 3.1.2 El proceso siempre se completa y en un número finito 
de operaciones. 

Este procedimiento es muy similar ai que publicaron Green y Sibson 
[32] en 1977, que solo se refería a encontrar el vecino más cercano, lo cual 
es un problema equivalente ai que consideramos aquí. 

Observese que ai elegir un generador de una esfera se descartan los 
demás generadores de dicha esfera, junto con todos los vecinos naturales 
de los generadores descartados que no son vecinos del generador elegido. 
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Figura 15 
De todas las vecinas se elige la que tiene centro 

tnáa cercano, pintada en negro. 

Figura 16a 
Se encuentra la que tiene potencia 
negativa y se a d i s a ~ ~  w vecinas. 
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Figura 16b 
El punto puede no tener potencia negativa respecto a 

ninguna esfera de radio finito. 

Obsérvese también que la sucesión de distancias de los vértices a P, o 
de los centros a P, es decreciente. 

La sucesión de los poiitopos de los vértices que se eligen en cada paso 
forman un conjunto conexo, ya que avanza sobre politopos tales que cada 
uno tiene una cara en común con el siguiente. Por tanto, cuando se da la 
repetición se ha localizado el centro o el vértice o vértices más cercanos a 
P, ya que si hubiera alguno distinto, mas cercano, se podna continuar el 
camino hasta él, ya que los politopos forman una partición del espacio y 
no hay “huecos” posibles, ni en el conjunto de esferas ni en el de politopos. 

El hecho de que exista un numero finito de puntos en V implica que el 
resuitado se obtiene en un número finito de pasos. 

Observación 3.1.3 El número de operaciones es de orden menor que iVz. 

Como se podrá apreciar, en general no es necesario, salvo cuando se 
trata de muy pocos puntos, analizar todas las esferas, lo cual hace al orden 
de complejidad del algoritmo menor de W .  
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El procedimiento es similar a otro que se realiza con triángulos recur- 
riendo a las coordenadas barickntricas, para el cual se demuestra (Pala- 
cios [25]) que es el más corto, por lo que es razonable suponer que éste 
también io es, dada la relación que existe entre las esferas de cobertura y 
los triángulos de Delaunay. 

En el citado artículo de Green y Sibson se menclona la posibilidad de 
efectuar la búsqueda en un orden de 1V3/' 

3.1.3 El dgoritmo de construcción incremental de 
eskras 

La continuación lógica del proceso descrito en el apartado anterior es una 
vez localizado el punto y determinadas las esferas que afecta (se dice que 
las afecta porque ai ser considerado el nuevo punto como parte de V y 
ai quedar éste dentro de ellas, dejan automáticamente de ser esferas de 
cobertura), se debe. p d e r  a corregir el conjunh de esferas quitando las 
afectadas y reemplazáado~ por nuevas (en el c a w  16a) o simplemente 
generando las esferas que falten (caso la). 

Caso 1: El punto es internor a una o mab asfaras 

En este caso se tia procedido a generalizar el dgoritmo de Watson [38] de 
la siguiente manera. 

En prima lugar se ealistan los puntos que generan a las esferas afec- 
tkdsa. Se proba4 que tomado conjunta de N puntoa de ellos en forma 
adecuada, que l a m k  se indicará, se obtienen, junto con P las nuevas 
esferas y éstas son de cobertura. 

Una esdwa en un espacio de N dimensiones es generada por N + I 
punt-, uno de e l k  es P, si los puntos pertenecientes a esferas afectadas 
son M con iM > :V + 1, se trata de elegir los conjuntos que tienen 'V de 
los M puntos entre los (f) paibles. 

Para abordar el problema considérese primero el caso aislado de una 
sola esfera y un punto P interior a ella. Existen dos posibilidades: que 
P pertenezca a la cerradura convexa de los puntos de V que generan a la 
esfera o que sea exterior, en cada caso las ntlc.yBs esferas se construyen de 
forma diferente. 
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Teorema 3.1.4 Sea P interior a una esfera de cobertura &, sea G = 
{GI, Gz, . . . , C,} el conjunto de sus puntos generadores, considérese que 
P está en e l  interior de cc(G). Entonces las esferas &, formadas por P 
y los conjuntos de N puntos que formen caras o facetas de la cerradura 
conveza de G no contienen a ningún punto de G. 

Demostración: La nueva esfera (ver figura 17) queda dividida por el 
plano o hiperplano (en dos dimensiones la línea) que contiene a la cara 
o faceta de N puntos de cc(C) en dos partes, una exterior a la cerradura 
convexa y otra en cuya superficie está P; obviamente ningún punto de los 
que determinan a la esfera original puede estar dentro de la primera parte, 
se trata de ver que tampoco puede estar en la segunda. 

Cuando dos esferas se cortan quedan divididas en dos conjuntos, uno 
que tiene potencia positiva (exterior) a la otra y otro que tiene potencia 
negativa (interior) a la otra. Dado que Pes por hipótesis interior a la esfera 
afectada, el conjunto que lo contiene tiene, ai iguai que P, potencia negativa 
respecto a la esfera afectada, por lo que no puede contener a ningún punto 
de su superficie, ya que los puntos de su interior tienen también potencia 
negativa y los puntos de la superficie de la afectada tienen, respecto a ella 
potencia cero. 

Teorema 3.1.5 Si P afecta a una esfem pero no pertenece al interior de la 
c e m d u m  conveza del conjunto C de los puntos que la determinan, entonces 
se cumple e¡ teorema 3.1.4 con la ezcepción de las facetas que separan a P 
de la cerradura conveza de G. 

Demostración: En este caso (ver figura 18) la cerradura convexa está. 
siguiendo el razonamiento de la demostración del teorema 3.1.4, totalmente 
contenida en la sección de esfera generada por P y los vértices de la faceta 
exceptuada, que tiene potencia poaitiva, ya que la otra contiene a P, que 
tiene potencia negativa. 

El razonamiento del teorema 3.1.4 es sin embargo válido para las esferas 
formadas por el punto P y las restantes figuras de la cerradura convexa, 
ya que en esos casos P queda "del mismo lado" que la cerradura convexa 
respecto a la faceta con la que forma la esfera 

Llega ahora el momento de unir los razonamientos anteriores para tratar 
el caso de que el punto P afecte a varias esferas simultáneamente. 



40 3 Algoritmos de construcción 

D 
Figura 17 

Se ilustra el teorema en el caso de dos dimensiones; el círculo 
Ci es generado por loa puntos A B C D E ,  P es interior 

al polígono que forma su cerradura convexa y a CI 
Cz es el círculo determinado por PSC. La parte rayada 

de C, no puede contener a A, E o D porque tiene 
potencia negativa respecto a Ci por ser interior a la 

cerradura convexa por construcción. 

Figura 18 
El círculo P A B  (Cz) contiene a D y C, sin a h 5 0  

el PCB (CJ) no contiene a D y A ai iguel y por 
las mismas razone3 que en ei teorema anterior. 
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Figura 19 
Se ilustra el anterior teorema en dos dimensiones. P afecta 

a los círculos Cl, C2 y CJ generados 
respectivamente por los puntos FGDE, DGBC 

y GBA, pero solo cae dentro de la cerradura convexa 
DGBC, por lo tanto para Cz está en las condiciones 

del teorema 3.1.4 y para Cl y CJ en las del 3.1.5 

Teorema 3.1.0 Sea P un punto interior a las esferas de cobertura El ,&2 ,  

. . . , EK y sea Gi el conjíinto ¿e genemdons ¿e &. Sean Gi,G2,. . . ,GN 
puntos en algún Ci tales que cc{G1, G2,. . . , GN} es una cara ¿e la ftonte- 
pa de cc{Gi} y no está contenida en la fiontera ¿e la cerradura conveza de 
ningún otro G,. Sea E la esfera generada por P y los puntos GI, Gz, . . . , GN. 
Entonces & no contiene a ningún punto ¿e u;, Ci. 

Demostración: El punto P caerá necesariamente dentro de la cerradura 
convexa de Gj para una de las esferas E,, y fuera de las otras, ya que estas 
cerraduras no pueden traslaparse. Para esta esfera (ver figura 19) se cumple 
el teorema 3.1.4 y para las restantes el teorema 3.1.5. Puede suceder que 
P caiga fuera de todas las cerraduras y en ese caso se aplica el teorema 
3.1.3. Lo que no puede sucekier es que caiga en más de una. 

Teorema 3.1.7 Dado un conjunto V ¿e M puntos en el espacio de di- 
mensión N sea $ el conjunto ¿e esferas ¿e cobertum que ellos determinan 
y cuyo número será s. Sea un punto P que se agregará a V y tal que es 
interior a h wfems ¿e S, con h < c. Entonces las esferas genemdas por P 
y los vértices de las facetas de la unión ¿e las cerraduras convezas ¿e los 
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generadores de las e s f e w  afectadas (según el teorema 9.1.3) son esferas 
de cobertura de V U { P } .  

Demostración: El teorema 3.1.7 garantiza que las nuevas esferas no 
contienen a ningún punto de los que generaban a las esferas afectadas, el 
problema es demostrar que' no contienen a ningún otro punto exterior a 
ellas. 

Considérese entonces, por ejemplo, la esfera formada por P y una cuai- 
quiera de las figuras antes descritas, la cual además forma una esfera con 
otros puntos exteriores (ver figura 20). 

El punto P es exterior a esa esfera, ya que, de no serlo, la hubiera 
afectado, contra la hipóteais. De esta manera la esfera formada por el pun- 
to exterior y la figura puede ser dividida por ella en dos partes: una de 
ellas es interior a la esfera de P ya que es interior también a una esfera 
afectada por P. Allí no puede haber puntos exteriores, como es obvio; la 
otra parte contiene totameabe a la otra mitad de la esfera de P, ya que P 
tiene potencia positiva reclpecto a la esfera del punto interior junto con la 
mitad que lo contiene, y por lo tanto la otra mitad tiene potencia negativa. 

Según se puede apreciar existe aún un caao por estudiar que es cuando 
el punto P no pertenece a ninguna esfera. 

Teorema 3.1.8 Sea V un conjunto de M puntos y sea S el conjunto de 
esferos de co8crtum que ellos ddnminan. Sea P un punto eztenor a todas 
las esferas. Ento~ces, las esfm determinadas por P y las figuras de N 
puntos totalmente contenidas en la Jronteru de la cerradura conueza de V ,  
tales que todos sus puntos uirtice son nv<gtos" por P ,  es decir, que la recta 
que une P con el vértice no corta a la cerradum conveza de V ,  son esferas 
de cobt+him del conjunto V U { P } .  

Demostración: OtArveae que, tal como está planteado el problema. (ver 
fisura 21) las figuras "~is tb)~ por P separa ai espacio de modo tal que de 
un lado queda la cerradura convexa y del otro P. 

Hecha esta observación, considérese por un lado la esfera formada por 
P y una de dichas ñguras y la otra formada por la figura y algún otro punto 
de V .  Como P tiene potencia @tiva respecto a esta última, ia sección de 
la -€era que por él pesa que no lo contiene, necesariamente tiene potencia 
negativa respecto a la otra esfera por io que mal puede contener a algún 
punto de V siendo interior a una esfera de cobertura. 
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figura 20 
Los circuios originales son C, y C*, P afecta a C1 

pero no a Cz. De esta manera el círculo CJ generado por PBE 
queda dividido en dos partes por EB. Una, la representada 

por el arco EPB tiene ai menos en ese arco potencia positiva 
respecto a Cz, la otra t o t h e n k  negativa, motivo por el cual 

no puede afectar a D o C por ejemplo. 
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f 

A '  

Figura 21 
por PBC tiene una pacte totalmente 

mgy~uo y la interior (rayada) tiene en su . 
rcerpecto a CI, por lo que no afecta o E. 
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Con lo presentado anteriormente se tiene un esbozo de las partes que 
se utilizan para formar un algoritmo incremental que genere esferas de 
cobertura. Queda solamente un pequeno problema a resolver: cómo saber 
si una figura es o no parte de la frontera de la cerradura convexa. Para 
saberlo basta repetir el razonamiento hecho en los teoremas 3.1.3 y 3.1.4 
considerando todas las posibles figuras que son frontera de las cerraduras 
convexas correspondientes a los generadores de cada esfera de cobertura y 
eliminando a todas aquellas que pertenezcan a más de una. 

3.2 Algoritmos incrementales 

Se trata ahora de analizar una por una las posibles alternativas para im- 
plementar prácticamente un algoritmo como el esbeido anteriormente. 

Una condición que se impondrá a cualesquiera de los algoritmos es la de 
que debe. manejarse con consideraciones locales, de modo tal que cualquier 
modificación, como agregar un nuevo punto, no implique realizar todo el 
trabajo desde el principio, sino que las modificaciones se reduzcan a la zona 
de influencia del nuevo punto. 

Es importante destacar lo anterior, ya que ello descarta algunos algo- 
ritmos muy usados para realizar triangulaciones, los que pudieran tener 
su contrapartida con las Esferas de Cobertura, por ejemplo el algoritmo 
de Lawson y muchos esquema del tipo "divide y vencerás", en particular 
estos Últimos han sido recientemente muy citados como los más rápidos 
para realizar triangulaciones. 

Hecha la salvedad anterior existen dos posibles aproximaciones al prob- 
lema, la es primera considerar la existencia de una superesfera auxiliar que 
cubre a todo el conjunto de puntos V .  De esta manera al ir introduciendo 
los puntos de V uno por uho siempre resultarán ser interiores a una es- 
fera por lo menos de modo tal que solo se usará el algoritmo para puntos 
interiores. 

La otra posibilidad es tomar los primeros N + 1 puntos de V y hacer 
que éstos generen a la primera esfera y luego aplicar cualquiera de los dos 
algoritmos (para puntos interiores y para puntas exteriores) según se vayan 
presentando los sucesivos puntos. 
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3.2.1 Can ervfsra mwdiar inicial 
El primer paso de este tipo de algoritmos es determinar N + 1 puntos 
auxiliares de modo tal que eiios generen una esfera que cubra totalmente 
a todo el conjunto V .  

Un primer requisito es entonces conocer completamente el conjunto V y 
en particular sua límites superior e inferior en cada una de la dimensiones o 
bien predeterminar UM zona dande es válido insertar puntas del conjunto. 

Hecha esta consideración con la observación de que en realidad es una 
limitante, la hipótesis de trabajo es que todo punto P perteneciente a V 
que se inserte será siempre interior a alguna esfera de cobertura, por lo que 
el algoritmo de construcción Seré giempre el del teoceraa 3.1.4. Para poder 
usar el teorema en forma recursiva es necesario demostrar el siguiente: 

Teorema 3.2.1 Una esfera E afectada por un punto P intenor a ella es 
totalmente cubierta por las naevas esferas formadas eon los puntos que la 
generaban y P. 

Demostración: Sea H un punto de E diferente de P y sea 

C = {GI, Gz, . . . I Gn) 

el conjunto de los generadores de E. 
Entonces exi&en dos posibles situaciones: H está en el interior de ec(C) 

o H está en la frontera o en d exterior de cc(C). 
Si H es interior a la cerradura convexa entonces está cubierto por las 

n u e v a  esferas, porque las cerraduras convexas de loa generadorea de las 
nuevas esferas cubren a cc(C). 

Si H es exterior a cc(C) también está cubierto, ya que, si se toma la 
esfera original E y una cualquiera de ha nuevas, todas las partes de E 
fuera de cc(G) pertenecen a la parte que tiene potencia negativa respecto a 
alguna de las nuevas esferas, porque todw las partes dentro de la cerradura 
convexa tienen potencia @tiva mspecto a alguna de las nuevas esferas. 

Este teorema permite entonces asegurar que si el primer punt lue se 
inserte es i n k o r  a la &era inaid, entonces los puntos sucesivos van a 
pertenecer a eshas que van cubriendo a la iníciai y así sucesivamente. 

Al culminar el pn>ceso se t d í  que ollynas &as quedan determi- 
nadas usando puntos del cmjwnto de N f 1 puntos auxiliares con el que se 

i 
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comenzó, estas esferas deben ser eliminadas y al hacerlo, dependiendo de la 
disposición original de los datos, puede ser necesario completar la cerradura 
convexa con algún procedimiento del tipo de la marcha de Jarvis. 

3.2.2 Sin esfera auxiliar inicial 
Para comenzar este algoritmo se requieren los primeros N + 1 puntos cua- 
lesquiera de V en un orden arbitrario; un nuevo punto P quedará entonces 
en las condiciones del teorema 3.1.4 o del 3.1.5, por lo que falta demostrar 
algo parecido al teorema 3.1.6 para el caso de que P sea exterior. 

Teorema 3.2.2 Dado un punto P ezterior al conjunto de esferas de c o k -  
tum que cubnn a un conjunto dado V ,  las nuevas esfems que lo contienen, 
construidas según el teonma 3.1.6, tienen intersección no vacía con el con- 
junto original de esferas. 

Demostración: Por la propia construcción del teorema 3.1.7 que forma 
las nuevas esferas con P y una cara de la cerradura convexa, esta cara 
divide a la nueva esfera en una parte con potencia negativa y otra con 
potencia positiva respecto a aiguna esfera del conjunto original, la parte 
negativa es interior a esta Última, por lo que la intersección la contiene y 
no es vacía. 

De esta manera, con los teoremas 3.1.6 y 3.1.7 se puede asegurar la 
aplicación reiterada de los teoremas 3.1.4, 3.1.5 y 3.1.6 para construir todo 
el conjunto de esferas. En este caso no hay puntos ni esferas auxiliares, 
por lo que el proceso de borrado y la marcha de Jarvis no son necesarios. 

3.3 Algoritmos jerárquicos 

Para mejorar los procesos de búsqueda y localización es posible usar una 
estructura jerárquica de datos. 

La idea de usar este tipo de estructura de datos ha sido usada para re- 
alizar triangulaciones en el plano; partiendo de un triángulo auxiliar inicial 
se genera toda una estructura jerárquica en la que el orden de precedencia 
es establecido por la relación geométrica de inclusión. En otras palabras !os 
triángulos son "hojas' en un árbol en el cual las ramas son los triángulos 
que los contienen. 
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Traducido a un esquema incremental de generar, por ejemplo, triángulos 
de Deiaunay, &to significa que al agregar un punto, los triángulos que lo 
tienen como v6rtice san "hojas" de los triángulos donde cayó el punto. 

Hay otros antecedentes de algoritmos jerárquicos en problemas rela- 
cionados al que constituye la parte central de este trabajo, por ejemplo, 
para construir teselizaciones de Voronoi, T. Ohya, M. Iri y K. Murota [24] 
ofrecen doe difgkntes dgofitmos incrementdes con estructuras jerárquicas, 
uno considermdo el daminio a ser dividido como un cuadrado unidad y di- 
vid*dolo en cuadrados de lado l l k ,  con k arbitrario, y otro formando un 
árbol cuaternario con cuadrados sidares. 

Para el caso de triángulos de Delaunay, O. Palacios y B. Cuevas [25] 
desarroiiaron una estructura jerárquica simi lar  a un árbol cuaternario. 

Los orígenes de la idea se pueden atribuir al trabajo de H. Camet [29] 
sobre los árboles cuaternarios pensados para usarse en tecnjcas de tipo 
"raster" de dibujo cornputacional, tanto para el propio dibujo como para 
el almacenamiento de la información. 

En la figura 22 se puede ver cual es la idea bbica, se tiene el plano 
dividido en cuartos y cada uno de eiios en cuartos y así hasta que cada 
cuarto es un pixel. Para ubicar un punto se averigua en cud de 10s cuartos 
está y al hacerlo la búsqueda se reduce solo a esa parte y así sucesivamente, 
lo que disminuye notablcmente el tiempo de búsqueda. 

Lo importante para poder aplicar un esquema como este es entonces 
poder establecer la reiación de precedencia (Io que hace a un elemento rama 
y a otro hoja). En el caso de la figura es simplemente estar contenido en, 
un cuadro es hoja de otro, lo sucede, si está contenido en él. 

Pasar de cuadrados a trihgulos no es ningún problema, ya que ambas 
figuras llenan la región del plano, inclusive los triángulos io hacen con 
mayor facilidad. Algo similar se puede decir de la generaliZaC6i-i a varias 
dimensiones. 

Sin embahgo para hacer aún más eficiente el algoritmo, por ejemplo el 
algoritmo de generación de triángulos de Delaunay incremental, io ideal 
es que la jerarquía sea tambión "croaológica", es decir, que los triángulos 
generados al principio, en vez de ser destruídos sirvan como árbol. Para que 
esto suceda la reiación de precedencia ya no puede ser simplemente "estar 
dentro de" sino "ser afectado por"; en otras palabras, que la inclusión del 
punto a localizar provoque que el triánguio ya no sea máa de Delaunay. 

En este punto es cuando se llega a un nexo con las esferas de cobertura. 
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Figura 22 

ya que la forma de saber g i  el punto afecta o no al triángulo es ver si 
afecta o no a su círculo circunscripto, que no es otro que la versión en dos 
dimensiones de la correspondiente esfera de cobertura. 

De esta manera, si se quiere tener una estructura jerárquica con las 
esferas de cobertura, basta con poner la condición de que la relación de 
precedencia de una esfera respecto a otra sea compartir puntos de gen- 
eración y "cronolóqicamente" haber sido generada a partir de que uno de 
sus puntos de generación "afecta" a su predecesora. Un primer intento en 
este sentido ha sido ya realizado por Traversoni [%I, aunque el programa 
no ha sido aún optimizado. 

Como es posible imaginar, utilizar una técnica como la expuesta solo 
tiene ventajas cuando se trabaja con un gran número de datos, y tiene la 
desventaja de utilizar más memoria (en el caso análogo de los triángulos, 
el triple) debido a que todas las esferas generadas durante el proceso deben 
ser guardadas. 

La forma en la que se establece la relación de precedencia con las esferas 
no obliga a utilizar una esfera inicial, como era el caso con los triángulos. 
sino que el razonamiento es igualmente válido para esquemas sin esfera 
auxiliar inicial. 

Para simplificar aún máa el procedimiento de búsqueda es conveniente 
agregar a las caractensticas que se almacenan de cada esfera (centro, radio 
y puntos que la generan) dos indicadores, uno de si la esfera ha sido afectada 
o no y otro que indique el lugar o nivel en el árbol jerárquico. 

Es importante destacar el papel que puede desempeñar el hecho de 
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usar algoritmos de múltiple aplicación, como es un árbol cuaternario tal 
como el que se presenta, ya que se puede en el mismo programa aplicar 
el mismo algoritmo para varios fines, por ejemplo en este caso para re- 
alizar la ubicación de un punto, pero también para sombrear superficies 
o denotar gráficamente cualquier característica deseada. En estos casos 
el aumento de velocidad en el algoritmo puede ser muy considerable, así 
como en simplicidad del programa. 

3.4 La solución adoptada 

Se ha intentado construir un híbrido de las opciones anteriores incorpo- 
rando las ventajas más sobresalientes de cada una. La justificación del 
mismo, así como alguno de los teoremas precedentes fueron ya publica- 
dos en 1990 Traversoni [33] y varias versiones computacionaies han sido 
implemntadas para aplicaciones concretas. 

Aún cuando la teoría es general para las dimensiones que se quiera se 
han generado dos pmgramm, uno para dos y otro para tres dimensiones, 
que son los cams más usados. 

3.4.1 Ei cam bidhmmiorid 
Se trata en este caso de generar círculos de cobertura a partir de un con- 
junto dado de puntas en el plano. Se puede partir de dos hipótesis iniciales: 
en 3 primera se conoce de antamano todo el conjunto de puntos y en la 
segunda &tos se van conmienddo uno por uno. 

Solo en la primera hipótesis se p u d e  usar un algoritmo jerárquico o 
algoritmos que usen un circulo cobertor de todo el conjunto; es de aclarar 
que podría haber una hipótesis intsrms$ia en la cuai se predeterminara 
la zona donde pueden caer los puntos del conjunto, aún cuando no se los 
conociera en particular a cada uno por adelantado. 

El primer paao del programa para construir círculos de cobertura varía 
entonces se& estas dos pmibilidades: 

En el primer caso se toma el punto con máxima I (maxxi. el punto 
con mínima z (minx) y el punto con máxima y (maxy) para generar la 
primera circunferencia tomando puntos alejada del baricentro del conjunto 
por ejemplo el doble que los mencionados anteriormente. En el segundo 
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caso simplemente se toman los tres primeros puntos, siempre que no estén 
alineados. 

La razón de la elección en el primer caso es que, si bien ese primer círculo 
no cubre a todo el conjunto, sí lo hace casi totalmente, y son necesarias 
pocos círculos más para completar la cobertura. 

3.4.2 
El ciclo principal consta de dos cidos anidados, el primero simplemente 
introduce los puntos del conjunto uno a uno, excluyendo los tres usados en 
la primera circunferencia. 

El segundo halia la pot&cia del punto respecto a la Última circunfe- 
rencia considerada, existiendo tres posibilidades: 

El ciclo principal: la búsqueda 

a) La potencia es menor que cero. En ese c080 se aplica el algoritmo de 
construcción de nuevas circunferencias que llamaremos algoritmo A. 

b) La potencia es cero. Se agrega el punto a la lista de generadores de la 
circunferencia y se pasa ai siguiente punto. 

c) La potencia es mayor que cero. En este caso se procede como se relató 
más arriba usando el algoritmo de búsqueda orientada 

Hay dos formas de salir del ciclo, una es que se aplique el algoritmo 
A, la otra es que no sea posible aplicarlo por no darse en ningún caso 
la condición de potencia negativa. En esta eventualidad se aplica otro 
algoritmo de construcción de círculos que llamaremos el algoritmo E. 

3.4.3 El algoritmo A 
La hipótesis de partida en este caso es que ya ha sido encontrado un círculo 
afectado por el punto, se debe buscar entonces como primer paso otros 
posibles círculos afectados por el mismo punto. 

Teorema 3.4.1 Si un punto P afecta a un círculo, entonces todo otro 
círculo afectado por éi tiene en común con el original al menos un punto 
generador, o eziste un círculo intermedio con puntos generadores comunes 
a ambos. 



52 3. Algoritmos de construcción 

Demostración: Sean, ver figura 23, ABC y DEF los generadores de los 
círculos afectados considerando aislado el conjunto ABCDEF su cerradura 
convexa está por lo demostrado anteriormente totalmente cubierta por 
círculos de cobertura, con la particularidad de que la unión de las figuras 
circunscritas en ellos, tales que sus vértices son generadores, es la propia 
cerradura convexa. ABC y DEF forman un conjunto no conexo por lo que 
existen figuras intermedias entre ambos, cuyos vértices son algunos de los 
seis puntos mencionados que al unirse a ellas forman una figura conexa y 
convexa. Loa círculos que cubren a e s a  figuras son los que pide el teorema. 

Par poder realizar eiiciatemente la búsqueda anterior es necesario al- 
macenar a cuáles circunferencias pertenece cada punto, y cuáles puntos a 
cada circunferencia fgeneradom de los círculos de cobertura) io cual se 
hace m iiante arreglos de listas ligadas. 

Esto es útil también para los pasos subsecuentes del algoritmo y si bien 
es costoaio en memoria, apiiita el p r o c k e n t o ,  lo cud, dado el crecimiento 
constante de la capacidad de memoria de las máquinas, es la opción más 
conveniente. 

Mediante un algoritmo que se describirá más tarde se deben almacenar 
también tas aristas que forman la cerradura convexa del polígono inscrito 
en cada uno de los círculos. 

Disponiendo de talea listas el segundo paso del algoritmo A es formar 
una lista de las aristas no repetidas pertenecientes a los círculos afectados 
por P .  

Los nuevos círculos son generados en un tercer paso que consiste en 
generarlos con P y los extrenios de las aristas de la lista fabricada en el 
paso 2. 

3.4.4 Rutina para ifsta de aristas 
El primer caso que se puede es muy rienciUo, se trata de cuando el 
círculo eatá deterznido per salo tres  pun^, en tal cam cualquier combi- 
nación de dos puntos formzr una arista del poiígam que sirve de cerradura 
convexa a los tres puntos. 

No es tan sencillo cumdo el círculo está d&& por más de tres puntos. 
caso en el cual lo anterior w se da, ya que algunos de los segmentos que 
se obtendrían no son aristem sirvo iü-qpnies, es &o entonces recurrir 
a una sencilla rutina para determinar las aristas. 
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figura 23 
Se representa el caso m a  desfavorable, tanto C, como Cj son 

afectados por P, sin embargo sua puntos de corte no son 
generadores, existe entonces C2 que si tiene :os puntos en común 

dentro de sus generadores. 
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Figura 24 

Para ello se toma uno cualquiera de los puntos y se halla el más cercano 
a él, entre los dos forman siempre una arista, podría repetirse el procedi- 
miento varias veces hasta completar la cerradura convexa, sin embargo, 
es más práctico recurrir a hallar el producto vectorial entre el segmento 
y todos los otros que se forman con uno de sus extremos y un punto de 
los generadaes del cíxdo; ordenando los antedicha puntos utilizando sus 
productos vectoriales, se obtiene la secuencia de la poligonal que forma la 
cerradura convexa (ver figura 24). Si el orden en que se tienen los puntos 
de la figura ea por ejemplo ADCBEF,  se calcula AD A AC y AD A AB 
como tiene el m h o  signo se hace AC A AB como tiene el mismo signo se 
sabe que D C B A  es un orden correcto y así se sigue. 

Se toma A, el pwto más cercano es B ,  se realizan l a  productos vecto- 
rides entre ke los vectares) AB y AC,  A D , .  . . 

loa nsultiulas obteniéndose la sucesión de 
DEF Otra opción es considerar todas las 

COB todos los puntos tomada de n+ 1 en n + 1. 
Posteriormemte se eliminan a q u e k  que contengan a dguno de los puntos 
A.  B, C, D ,  o F, un procedimiento similar a aplicar el algoritmo de Lawson 
para construir triángdos de Delaunay. 

3.4.5 Algoritmo B 
Este algoritmo se aplica cuando el punto P ha resultado exterior a todos 
los círculos. 

El algaritmo de búsqueda proporciona la información de que círculo 
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P 

E 

Figura 25 
El producto A P  A PD esde distinto signo al P D A PC 

tiene menor potencia respecto al punto; dentro de los puntos que generan 
a este círculo y en la cerradura convexa de todo el conjunto se encuentra 
también el punto más cercano del conjunto ai punto P. Este punto es 
seguramente nviston por P. 

El primer paso del algoritmo B ea entonces, encontrar ese punto. 

A padir de aiií se aplica a cada lado del punto la marcha de Jarvis, 
o una versión adaptada de ella para estas circunstancias, que consiste en 
hailar los productos vectoriales de la distancia vértice de una arista-punto 
P con la arista, cuando estos productos cambian de signo se esta en la 
parte oculta. 

La lista de aristas con las cuales probar se obtiene de las respectivas 
listas del círculo más cercano y sus vecinos; si ia condición aún no se ha 
cumplido ai agotar sus aristas, se pasa a los vecinos de los vecinos y así 
sucesivamente; lógicamente solo se consideran las aristas no repetidas, es 
decir las que forman parte de la frontera de la cerradura convexa. 

Se recurre con tanta frecuencia ai producto vectorial debido a que se 
puede realizar en forma muy económica ea cuanto a número de operaciones 
involucradas; en la figura 25 se ilustra el algoritmo B. 

En este caso, al igual que en el anterior, es posible, si no se desea usar 
el producto externo o Vectorial, generar todas las esferas que se pueden y 
eliminar las que contienen a algún punto de V .  
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Principales variables utilizadas 

Para ahorrar en lo posible memoria y usar en mejor medida las posibili- 
dades del Pascal y el C (lenguajes en los que se ha implementado el algo- 
ritmo) se hace frecuente uso de listas ligadas. 

De esta manera, existe un arregio de listas ligadas en el que a cada 
punto se le asignan los círculos que por él pasan. 

Otro arreglo recíproco del anterior asigna a cada círculo los puntos 
que lo generan, ésto, que es una redundancia, ahorra sin embargo varias 
costosas búsquedw durante el transcurso dei proceso. El uso de listas 
ligadas, por otra parte, permite tener mayor flexibilidad y ahorrar memoria, 
cosa que no se haría de usarse arreglos de reales o enteros. 

En un arreglo fijo se guardan las coordenadas del centro de cada circulo. 
su radio y una bandera provisional que marca en el algoritmo de búsqueda 
si ha sido considerado y que por lo tanto se reiniciaiiza cada vez que se 
reinicia el proam de búoqda ,  y otra bandera que en el citso de algoritmos 
jerárquicos indica el nivel en el árbol. 

De no usase algoritmm jerárquicos, este arreglo, así como los demás, 
deben ser actuaiizadoe, borrando los círculos que van siendo afectados en 
el proceso y compactando el &o; para este proceso es particularmente 
ventajoso tener listas ligadas. 

Cuando se usan algnritmos jerárquicos no se hace este proceso, pero en 
contrapartida existe un algoritmo que realiza la búsqueda jerárquica previo 
ai descrito anteriormente. 

je&quka 

Dado el punto P, busca primero en las de primer nivel, en la que resulta 
negativa la potencia busca en el siguiente nivel y así sucesivamente hasta 
llegar al Ú l t i m o  nivel de círculos que no han sido afectados; en él, si alguno 
tiene potencia negativa respeeto a P. aplica el algoritmo A, de no ser así 
aplica el B. 

Para haiiar en que caso se encuentra, aplica el algoritmo de búsqueda 
a los círculos dependlent- del Ú k i m o  negativo del nivel anterior. 
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3.4.6 El caso tridimensional 
Generalizar el algoritmo anterior para el caso tridimensional (esferas) no 
ofrece mayor dificultad. 

Para hacerlo se debe recordar que las esferas son determinadas por 
al menos cuatro puntos en vez de tres, como ocurre con los círculos. El 
equivalente de las aristas es ahora las caras, de modo que cambiando aristas 
por caras se tiene la versión tridimensional de loa algoritmos anteriores. 

El problema más importante a resolver para poder hacer lo anterior es 
adecuar la rutina que usa productos vectoriales. 

Hay dos formas de solucionarlo, una a proyectar sobre un plano los 
vectores normales a las caras y proceder como si fueran las aristas del caso 
anterior, y otra es considerar los volúmenes determinados por los módulos 
de los vectores resultantes del triple producto vectorial formado (ver figura 
26) por tres aristas del tetraedro que contiene a P y una cara. sumarlos 
acumulativamente en la marcha y la disminución de la suma tiene la misma 
interpretación que el cambio de signo en el plano. 
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Capítulo 4 

Interpolantes de Sibson y las esferas de 
cobertura 

4.1 Introducción 

El concepto de vecino natural y el de interpolante de Sibson que se in- 
troducen a continuación se relacionan muy naturalmente con las esferas de 
cobertura, como se demostrará en el presente capítulo. Esta relación puede 
ser aprovechada de dos forinas, una para simplemente hacer más fácil la 
puesta en práctica del interpoiante de Sibeon y la otra, refonndando el 
interpolante como polinomio de Bernstein, la cual abre una gran gama de 
posibilidades, relacionando todo io anterior con la teoria de splines y el 
algoritmo de De Casteljau. 

4.2 La partición generada por las esferas de cobertura 

Recordemos algunas definiciones y notación introducidas en el Capítulo 2. 
El conjunto V = {Q, v2, . . . ,um} es una colección dada de puntos en el 
espacio euciidiano E de dimensión n. 

Denotamos por S = {El,&,, . . .,&,I a la colección de esferas de cober- 
tura de V. Cada &, es una esfera abierta que contiene ai menos n -+ 1 
puntos de V en su frontera y que no contiene a ningún punto de V en su 

39 
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interior. 
En el conjunto S están incluidos los semiespacios abiertos que contienen 

en su frontera a alguna cara de dimensión n - 1 de la cerradura convexa 
de V .  Tales semiespacios son considerados como esferas de radio infinito 
con centro en el punto del infinito de E. 

Las esferas de cobertura no son conjuntos ajenos, pero podemos cons- 
truir a partir de ellas una partición P del espacio E de la manera siguiente. 
Para cada subconjunto J de I, definimos 

AJ = {x E E : x E E, si j E J ,  y x si k E Is\J} 

Y 
P = { A J  : J 1, y AJ # @}. 

Notemos que A# = V ,  porque los elementos de V son los únicos puntos que 
no están contenidos en el inteaior de ninguna de las aiferss de cobertura. 

Teerema 4.2.1 La colección de conjuntes P definida a r d a  es una pur- 
tición del espacio E. 

La demostración es trivial, parque la unión de las *as de cobertura 
es el complemento del conjunto V .  

Natemos que aguDDB e h t w  de P son conjuntos abiertos y que otros 
de e k  c o n h e n  uno parte de su frontera y, por tanto, no son ni abiertos 
ni cerrados. 

Es claro que 2' es una cota superior para el número de demeatar de P, 
pero es una cota muy sobtada En la práctica se o b  que el o h e m  de 
elementos de P es más bien una función lineal del número s de esferas de 
cobertura de V .  

Como P es una piartición de E, para cada z en E existe un Único 
J = J(x) C I, tal que AJ no es vacío y que x E A J .  

Definimos el conjunto N, de puntas vecinos de x en V como sigue: 

AV, = {u, E V : u, es generador de &, para al@ j E J ( r ) } .  

Es claro que dos punha del espacio que pertenecen a un mismo conjunto 
AJ tienen e1 mismo conjunto de vecinos en V .  
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Figura 27 
La partición en el plano. 

4.3 Funciones interpolantes de Sibson 

Sea p un punto que no pertenece a V .  Como vimos en el Capítulo 2 
el diagrama de Voronoi de V U { p )  se obtiene de la manera descrita a 
continuación. 

Sea Tp el politopo de Voronoi de p en el diagrama de V U {p} y sean 
v l ,  v2 , .  . . , v, sus vecinos. Entonces los nuevos politopos de los puntos u,, 
denotados por T,!, están relacionada con sus correspondientes politopos Ti 
en D(V) por medio de 

2’: = {z E T, : z $? cerr(Tp)} 

y por tanto tenemos que Tp es la unión de los conjuntos Pi, P2,. . . , P, 
definidos por 

Pi = cerr(T;)\ cerr(T;)’. 
Definimos las coordenadas de Sibson c,, c2,. . . , c, de p respecto a sus 

vecinos en V por medio de 
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en donde Vol(P,) denota el volumen generalizado del politopo P, Xotemos 
que 

2 G  = 1, 
,=o 

porque los P, se intersecan en conjuntos de volumen nulo. 

números c, generalizan a las coordenadas baricéntricas. 
El siguiente resultado básico, debido a Sibson [?I, nos dice que los 

Teorema 4.3.1 Las cwnlmadas de Sibson del punto p satcsfacen 

I =o 

Cuando el número de vecinos de p es igual a la dimensión del espa- 
cio más uno, las coordenadas de Sibson son similares a las coordenadas 
baricéntricas. 

Al igual que para las coosdenadas badntr icas ,  s ip  tiende a u, entonces 

Supangamos que f es una función con vaiores númericos definida en 
Los ekmsntm de V .  Dado un punto p que no d e n  V sean vliv2,. . . ,u, 
los vecinos de p en V .  Definimos la función de inbatpolación de Sibmu, 
denotsda por SI, o .Unpiemente S, por medio de la fórmula 

tiende a 1 y I= demás coordenadas tienden a cero. 

S(P) = SAP) = c, f(v& 
id 

donde las c, SOXI las coordenadas de Sibson de p con respecto a sus vecinos 
en d diwarna de Voronoi de V .  

4.4 Lafiaaieihde S en La tearia de Splines 

Si en Lugar de utilizar los enteros 1,2,. . . , r como índiw de los vecinos de 
p en el diagrama de Y ,  usamos los vectores (o multi-índices) e l ,  ez, . . . .e,, 
donde e& = (O, O,. . . ,O, 1, O,. . . , O )  coa el 1 en la k-ésima posición. entonces 
podemos expresar la huici9n interpoiante de Sibson como un polinomio 
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de Bernstein en tantas variables como vecinos la definan. La expresión 

lil=1 

donde B{(p) es un polinomio de Bernstein de grado r en r variables, una 
por cada vecino natural de p ,  y las pi son las coordenadas de Sibson de p.  
Es claro que i solamente puede ser alguno de los ek, debido a la condición 
(il = I. 

La expresión de Bf(p) será 

que se puede también poner como 

Como se ve, en este caso los polinomios son simplemente otra forma de 
expresar las coordenadas de Sibson. De esta manera m + +. . . + p~ = 1, 
también lil = r y pi , .  . . p ~  son las coordenadas de Sibson respecto a una 
colección de puntos vecinos V I ,  u ~ ,  . . . ,u,. La expresión es además trivial, 
ya que en este caso el meñciente binomial ea uno, ya que los pi son iguales 
a los c+. 

Pese a la trivialidad, expresar de esta manera el interpolante no es en 
vano, ya que nos permite generalizar posteriormente la idea, tanto en teoría 
de Splines como para construir un algoritmo de De Casteljau. Véase, por 
ejemplo, que si r(p)  2 1 entonces más de un punto u,, intervendría en 
cada sumando, lo cual sería equivalente a agregar un punto intermedio 
entre eiios, o mejor aún, lo que se propone más adelante es agregar una 
condición a la derivada direccional en dicha dirección, que es justamente 
en donde "faila" el algoritmo de Sibson. 

El hecho de que exista una expresión polinomial de Bernstein para la 
función de Sibson es un resultado muy importante, ya que permite usar 
mucho de lo que se ha elaborado en la teoría de Splines. De esta manera 
para cada conjunto A en la partición P se tiene un polinomio definido en 
él en función de las coordenadas locales de los puntos de L' que son vecinos 
naturales de los puntos de A. Se puede así definir un espacio de splines 
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formado por los polinomios definidos en cada parte de la partición P, cuya 
expresión es la anteriormente citada. 

En la sección siguiente se enumeran algunau propiedades del inter- 
polante, una de ellas, la coníormabilidad en los puntos de V ,  es importante 
como base para la aplicación a teor ' ia de Splines que se mencionaba más 
arriba. 

Para fijar ideas se deñnirá el espacio de splines como un espacio de 
splines de vértices. 

Sean -1 5 r1 5 . . . 5 rr y g 2 O enteros y sea ~r, = lr; la colección de 
todos los polinomios con grado g en s variables. Nos referiremos a algunas 
funciones contenidas en la colección Sg = Si (P)  tales que la restricción 
de cada función a cada elemento de P pertenece a rS y de manera que, 
para k = O ,  ..., s -1 ,encadapuntoxdecadaAenP todaslasderivadas 
parcides de orden rr-k 

7 

a a 
a21 ax, 

D" f (2) = (-y' ' . . ( - ) a ' f (  z), 

donde CY = (01,. ..,a,) y I CY I=  01 4- . . . + CY. = T , - k ,  existen. De esta 
manera, tGda fuauon en Si es limada spline de grado g y suavidad de 
orden r en la partición P, y será un super spiine si los T,  no son idénticos. 
f E Si es un s p b  de vértices con partición P si supp( f )  contiene por 
lo menos un vértice de V y el interior de supp(f) contiene a lo sumo un 
vértice de A. 

En el presente caso el soporte será un punto de V y la unión de todos los 
A E P que lo tislMn en su b-a. Las funciones son obviaunente las fun- 
ciones interpolzntea de S i h ,  en este caso en su expresión & polinomios 
de 3er5sk&, d o  queende caso r # 1, y los vectores i pueden tener más 
de una compcnenb &en&e de cero. Se trata justamente de imponer la 
condición de que en cada punto u de V donde, como se recordará, existían 
problemas con la continuid&. el plano tangente a la superficie aproximada 
contenga a las d&& direwicmaies que apuntan a los respectivos vecinos 
naturales de v. 

4.5 Algunas prop- 

i )  Diferenciabikdad. Las derivadas direcciondes de la función inter- 
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4.6 

polante de Sibson se pueden expresar como 

D(S(u) )  = x t Y f ( u ) B ; ( d )  
k l  

donde d = u1 - ul, los uj son puntos del dominio A y 

ii) Continuidad. Farin 1201 demostró que el interpolante de Sibson es 
C' continuo excepto eq los puntos donde hay datos, en las direcciones 
de sus vecinos naturales, en donde solamente es C" continuo. 

iii) Idempotencia. El interpolante no es idempotente, usaremos esta 
propiedad más adelante, ya que ai agregar un punto a V el interpolante 
cambia en su vecindad. 

iv) Conformabilídad. Se trata de que tanto los valores de la función 
interpolante como los de sus derivadas direccionaies en un punto de 
V coincidan. 

Algoritmos derivados a partir de Sibson 

Fxin (201 presentó un interpolante derivado del de Sibson, haciendo que 
los puntos de V sean proyecciones de simpiejos de Bhier, de esta man- 
era se puede resolver el problema siguiente: dados los puntos de V y los 
planos tangentes en ellos, encontrar una superficie que los interpole. Como 
resultado se obtiene una superficie C' continua con precisión cuadrática. 

Se puede también considerar que los puntos de V forman una malla de 
control de esta manera, y qprovechando que el interpolante de Sibson se 
puede expresar como polinomio de Bernstein, se puede plantear un a l p  
ritmo de De Casteljau para aproximar una superficie, con un procedimiento 
similar al que se usa con triánguios de Bezikr. L-na descripción detallada 
de como implementar este algoritmo se encuentra en el capítulo siguiente. 

Por último, como se vió mis arriba, es posible incorporar todo a la 
teoría de Splines. Conviene recalcar que en todos los casos el incorporar 
las esferas de cobertura ai interpolante simplifica los cálculos y además es 
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teóricamente más correcto, ya que con ellas se conforma la partición en la 
que quedan definidos las diferentes versiones del interpolante. 

Merece una mención también la posibilidad de usar el interpolante en 
las aplicaciones del método de elemento finito, la cual ha sido mencionada 
por nosotros en Traversoni [35]. El resultado es muy parecido a usar 
triángulos de Deiaunay como elementos, puesto que el sistema de ecua- 
ciones queda muy similar. 

f' 

* 

c 



Capítulo 5 

Algoritmos de interpolación 

En este capítulo se explican los diferentes modos de implementar computa- 
cionalmente las ideas expresadas en el capitulo anterior, con la finalidad de 
construir superficies uniformes en 3D a partir de una partición en 2D, gen- 
erada con un conjunto arbitrario de puntos. Las superficies no uniformes, 
cerradas o de otro tipo, serán tema del siguiente capítulo. 

L a  función interpolante de Sibson, como se explicó en el capítulo an- 
terior, genera valores punto a punto. Para poder visualizar los resultados 
se deberá posteriormente ubicar esos puntos, de modo de poder dibujar la 
superficie que los contiene. 

5.1 Implementación del algoritmo de interpolación 

Como se vió en el capítulo anterior, se puede realizar la interpolación de 
diversas fonnas, desde simplemente aplicar el algoritmo de Sibson hasta 
cbso8 más sohticados, usando polinomios de mayor grado. 

En el caso de que la interpolación se realice simplemente con el al- 
goritmo de Sibson, queda aún la pregunta de como implementarlo, para 
ello distinguiremos dos etapas, la aplicación del interpolante de Sibson y la 
repetición de la mismaen base a las consideraciones relatadas en el capítulo 
anterior. Esto es generar un algoritmo del tipo del de De Casteijau intro- 
duciendo nuevos puntos y repitiendo el proceso. 

67 
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Figura 28 
Cálculo del peso de A mando triingulos 

Se debe remarcar el hcdio de que en el cado de la utilización del algo- 
ritmo de De Castdjm~ se debe eh& los puntos de if, no como puntos de 
la suaerfiae síno colll~ pturtos de control, al igual que en otras aplicaciones 
dd citado dpritnro. 

Queda en to^ un te- caao que ea utilizsr poiinomios de orde ayor 
para aproximar la superficie, supoaiendo que losi paatos de V si dn de 
la superñue a aproximar. En este caso lo que se puede agregar al ai- 
geritino de S i b n  es su ut- en el awco & la t eda  de Splines, 
imponiGodo la condición de que desaparezcan las discontinuidades en las 
primeea hnMcts que taaek cg algwm dire~cien~~ el dgoritrno de Sibson. 

En el primer cam, las peacm COB be que se rritiea, el p r e d i o  ponderado 
cow cocicntss de ireas. Los polígonos 

taka qae todoa sua vértices son centros de algún 

una ea el método de suma de 
trapeciarryiaotraco coinos~masy restas de triángulos 
tales que up0 de sus vértices sea P. En la figura siguiente se ilustra un 
ejemplo. Sean ahora C, lar centma que se usan y P el nuevo punto. cada 

a hallar las keas. 
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triángulo usado se calcula de la forma 

A = (Ci - P )  A(Ci.1 - P). 

donde A es el área del triángulo. 
El área total del nuevo poiígono de Voronoi en la figura 28 C:C$,”Cf se 

encuentra como suma de los triánguios PC$,1, PC:C,3, PC,3C:, PC:C:. 
Para saber como calcularlos se usa la preordenación que en la radiación 
realiza el algoritmo que construye los círculos. En otras palabras, al insertar 
el punto P, el algoritmo de construcción encontró los círculos que éste 
afectó ( en la figura 28 los dos dibujados ) y lógicamente, al tener los 
círculos se tienen los puntos que los generan ( en la figura A, 8, CyD ). Para 
construir los nuevos círculos el algoritmo encuentra las parejas adecuadas 
de vecinos que junto con P los generan. Se puede aprovechar entonces 
esta circunstancia para ordenar los centros C:, C:, C;, C:, poniendo como 
condición que si loa círculos que les corresponden tienen un punto geneiador 
en común, entonces loa centros son consecutivos en la radiación con centro 
en P .  

El siguiente problema a resolver es hallar las áreas de los trozos de 
intercepciones de potigonos con los que se va a realizar la ponderación, 
tai como sería en la ñgura 28 el Ci, C,l, Ct, C: y hacerlo con un sistema 
similar. 

El primer paso es identificar cuales son los vértices de cada polígono, 
lo cual servirá de paso para ordenar los vértices de cada polígono en la 
radiación. L a  vértices de un polígono tienen como característica común 
ser centros de círculos que pasan por un punto de V .  La consecutividad se 
obtiene con la misma técnica que en el caso anterior, teniendo en cuenta 
además que, si hay dos centros con subíndice cero, éstos son siempre con- 
secutivos. 

Para hallar el área basta con hallar las áreas de los triángulos corre- 
spondientes y sumarlas, y por diferencia se obtendrá el area cerrada por el 
polígono. 

Obsérvese que el razonamiento es totalmente general. que aparte de 
la operación del producto externo emplea solo operaciones lógicas y que 
en ningún momento halla intersecciones de rectas o distancias especiales 
que no sean parte de lo ya hallado en el algoritmo de construcción de los 
propios círculos. 
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Obsérvese además que solo se usan las coordenadas de los centros de 
los círculos, y que éstas ya han sido previamente calculadas y almacenadas 
por el programa, &to, aunado a lo anterior, permite realizar los cálculos 
muy rapidamate, ya que se hacen sobre todo operaciones logicas, y las 
operaciones aritméticas se minimizan. 

Esto no8 permite en forma general calcular la expresión S,( P) del teo- 
rema 3.4.1, lo cual se hará ahora en forma reiterada eligiendo al igual que 
en otras aplicaciones del +ritmo de De Casteljau, puntos intermedios; 
en este CFSO los baricentros de los generadores de las &as afectadas por 
P. 

En la figura se ilustra un paso i n t e d i o  en una aplicación bidimen- 
sional. 

5.2 Algwitmw localm sin mezzmria 

El propio nombre indica las dos principales características de estos algo- 
ritmos, la primera es que trabajan en base a considerocianes I d e s ,  es 
decir, que si se quiere aproximar en un punto se usan solo los puntos que 
determinan a kw círculos PPectpdos por ese punto. Sea. así C el conjunto 
de círculo8 de cobertura que cubren al piano y P un punto de ese plano. 
Los puntos cuyos valorea serán usados en la interpolación ser in  los de los 
círcuias C; tales que P E C, . 

La segunda caractm'stica es el trabajar "sin memoria", es decir, que los 
círculos ganerarfos en el pmccso de apr-n son deshechados cuando 
se cambia de punto P. 

La aplicación de este algoritmo presupone que se d i s p e  de un con- 
junto arbitrario de puntos V y su correspondiente conjunto de círculos de 
cobertura C y lógicamente de los valores asignados a la variable a interpo- 
lar (por ejemplo una altura) en cada uno de los puntos de V .  Se dispone 
además del número de aproximaciones que se quieren realizar. Con estos 
datos, y a criterio del usuario, se determinan los puntas donde se desea que 
el +ritmo provea de multadas de intrrpdación. 

Al inaortar un punto P se I d i z a ,  u s d o  d akgwtmo de construcción 
de círculos, los círculos C, a los que pertenece; sin embargo, no se generan 
los círculos que él determina. sino que se localizan los baricentros B, de 
las figuras descritas en el capítulo 4 formadas con los círculos C, afectados 
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por P , estos puntos s í  son usados para construir nuevos círculos, posteri- 
ormente se verifica en cuales de los nuevos círculos de encuentra P. Sean 
éstos los C, donde el supraíndice indica que se está trabajando con círculos 
provenientes de una primera interpolación. 

El proceso se continúa el número de veces predeterminado, obteniéndose 
una sucesión Ci, . . . , C,, donde m es el número predeterminado de aprox- 
imaciones. En la última sí se incluye a P y se obtiene el valor correspon- 
diente. En todos los casos los valores son obtenidos con el procedimiento 
descrito en 4.1.2. 

Puede darse el caso, sin embargo, que no se tenga un especial interés 
en un punto determinado, sino que se quiera la superficie completa, en ese 
caso bastará con aplicar a todas las zonas A E 7, el proceso descrito en el 
capitulo anterior. 

En la figura 29 se ven sucesivos pasos del proceso. En el primer dibujo 
se ve el punto P localizado y en la segunda 10s puntos Bi y Bz baricentros 
y los círculos a que dan origen. 

Cuando se toma un nuevo punto P los puntos Ei y los círculos Ci son 
olvidados y se reinicia el pmceso con el nuevo punto con el fin de ahorrar 
memoria y tiempo. 

En este tipo de algoritmos, la aproximación es igual en todos los P, ya 
que los círculos auxiliares no son almacenados. Como se lleva un orden de 
inserción de puntos, la I d a c i ó n  de los círculos afectados se hace mucho 
más sencilla que si se agregaran en desorden. 

En el programa, como se sigue una aproximación tipo barrido, se de- 
termina una malla de puntos en los que se quiere tener valores y luego se 
dibuja en perspectiva la linea que une dichos puntos; la citada malla es 
dada por una ley de formación y para ahorrar espacio se realiza el dibujo 
al mismo tiempo que se calcula, de modo de ni guardar los puntos de la 
malla ni más de dos de los que van formando el dibujo. 

5.2.1 Entrada de datos 
Lo primero que se ingresa son las coordenadas en 3D (2, y, z )  formadas con 
las coordenadas z y y de los puntos de V,  y z que es el valor correspondiente 
de la función que se desea interpolar, éstos son almacenados en un arreglo 
de m x 3 que se denomina a efectos del programa como PTS. Con estos 
puntos se corre el programa de construcción de los círculos de cobertura 
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Figura 29 
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(usando las coordenadas 5 y y, en el arreglo PTS[i, 11 y PTS[i,2]).  Se 
tiene de esa manera el conjunto de círculos base que son los que se han 
denominado hasta ahora C y que a efectos del programa se encuentran en 
el arreglo CZRC el cual contiene centro y radio de los círculos. 

Adicionalmente se crean dos arreglos de listas ligadas que contienen los 
círculos que pasan por un punto, y los puntos que están en la circunferencia 
de cada círculo. En el programa éstos son los arreglos CFPüNT y CFA. 

Para la opción jerárquica se tienen banderas en CZRC, adicionalmente 
a las otras características, las cuaies indican si la esfera ha sido afectada o 
no. 

Los otros datos que se piden ai usuario en forma interactiva son el grado 
de aproximación que va a desear, es decir, cuántas veces quiere que se repita 
en cada punto el proceso de aproximación; este dato se guarda en el entero 
APROX.  También se requiere de los datos necesarios para crear la malla 
de puntos en los cuales se obtendrán resultados de la interpolación. Estos 
datos son simplemente la separación entre los puntos, al darlo, el programa 
irá generando puntos cuya separación, tanto en z como en y será el número 
indicado, comenzando por el extremo inferior de la zona en estudio (en la 
y mínima) y terminando en el extremo superior de la misma, respetando 
del mismo modo los límites en 5. Este dato se encuentra almacenado en 
la variable SEP. 

5.2.2 Proceso de interpolación 
Tornando los puntos que se generan (pero no se almacenan) con el proceso 
de cuadriculado anterior, se procede a interpolar para asignar valores en 
ellos. Para no almacenar todo el cuadriculado solo se va guardando el 
punto en el que se va y el anterior (los cuaies se van generando uno a uno). 

Dado un punto de la m d a  se determina a que círculos pertenece, luego 
se encuentran los baricentros de cada una de las figuras inscritas en cada 
uno de ellos y se los agrega provisionalmente a PTS, creando por io tanto 
modificaciones a CIRC,  CFPUNT y C F A .  Se dice provisionalmente, ya 
que al terminar el trabajo con ese punto se dejan los citados arreglos igual 
como estaban al comienzo, antes de agregar los puntos. 

El proceso descrito más arriba se repite tantas veces como las indicadas 
por APROX (APR0.Y veces) y se repite también para cada punto de la 
malla. Al terminar el proceso con un punto y obtener su d o t  en I se 
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lo une con el anterior dibujando la correspondiente línea en perspectiva 
isométrica u okra, para ello se tienen los vectores de 3 elementos PACT y 
PANT por punto actual y punto anterior, las posiciooes 1,  2 y 3 de esos 
vectores son los corzespoadjentcl dores de I, y y L. 

En la figura 30 se ve el diagrama de flujo del proceso. 
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figuras circunscritas 

baricentroa en V 

baricentros de V 

Figura 30 
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5.3 Algoritms con memoria 

Usando este tipo de dgoritmos se obtienen las mayores ventajas del método, 
sin embargo, dado el tknipo y cantidad de memoria que consumen, no son 
recomendables ecepto para máquinas con varios procesadores en paralelo, 
siendo que los algoritmos anteriores podían usarse aún en una PC. 

Tal como lo dice el título, se trata de guardar los círculos auxiliares 
usados para aproximar cada punto agregando los baricentros y el propio 
punto ai arregio principal, así como todos los círculos. Hacer lo anterior 
tiene dos particularidades muy destacables : 

1) Van a existir puntos que alteren círculos recién creados para el punto 
anterior, lo cual va a aumentar la aproximación en una o varias veces, 
puede darse el cam que la aumenten APROX veces dependiendo de1 
círculo que afecten, ésto dependerá de lo cerrado de la m d a  de puntos 
en la que se está interpolando. 

2) El @ado de aprmimación será diferente en el centro de la zona que en 
los bordea (mayor en el centro y menor en los bordea). Esto se debe 
a que lo planteado en el inciso 1 es más probable que suceda en el 
centro, donde un punto tiem muchos vecinos ya procesados, que en la 
periferia que tiene mcnoe. Se pueden lograr alteraciones en lo anterior 
variando el orden de inserción de los puntos. 

En la figura 31 se ilustra como pueden darse los casos anteriores. 
Los puntos ,Y, generan loa círculos de la figura ai realizar la interpo- 

iación, en ioa puntos PI, Pa,. . . , Pi2 es distinta la aproximación, ya que al 
introducir Pi, éste forma círculos con X i ,  Xa y Xz ,  X,, que son afectados 
por P.,  y ese efecto es cada vez mayor ai acercarse ai centro de la madura 
convexa. 

de datos 

En este programa los datos son 1- mismos que en el anterior, con la difer- 
encia en como sen almawnadas, ya que como se ingresan los baricentros ai 
arreglo principal la dimensión de éste debe ser mucho mayor. Es más. no 
solo los baricentros, sino todos los puntos en los que se aproxima quedan 
incluidos en dicho arreglo. 
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1 Figura 31 

Lo mismo pasa con loa círculos, ya que deben ser guardados todos, 
pero además cada punto, siendo que se enfrenta a una densidad mayor de 
círculos afectará en promedio a más de ellos, lo cual a su vez aumentará la 
cantidad de círculos a aimacenar. 

5.3.2 El proceso de interpolación 
Como se dijo anteriormente, al usar este programa todos los círculos pasan 
a formar parte del arreglo general, de modo tal que, cuando se agrega 
un punto, éste y todos loa baricentros usados para aproximarlo entran al 
arreglo PTS. 

Cuando se agrega el siguiente punto, si se los ha ordenado correcta- 
mente o simplemente si se encuentran con un espaciamiento adecuado, 
afectará algunos de los circulos recién creados para aproximar el punto 
anterior, lo cual mejorará la aproximación del nuevo punto sin realizar 
operaciones adicionales. 

Lo anterior puede ser visto como una ventaja del método, ya que al 
hacerlo se están ahorrando,pasos de computación. Para lograr ésto, los 
círculos tienen una bandera que indica a que "generación" pertenecen. 
el programa verifica que todos los círculos invoiucrados en la -presente" 
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aproximación pertenezcan al menos al grado de aproximación deseada, que 
igual que en el programa anterior fue especificado previamente. 

Como se puede apreciar, no todos los círculos serán de la "generación" 
especificada, sino que para el entorno de cada punto aproximado serán 
al menos de esa generación, siendo la mayoría de una o dos generaciones 
posteriores y aún m k .  

Ambos metodos amguran la continuidad por las razones expuestas en 
el capítulo anterior, pero la suavización lograda con éste es sensiblemente 
mayor, ya que es justamente donde se yuxtaponen los entornos de cada 
punto donde se está logrando la mejor aproximación. 

Al requerir menos pasos, el proceso es en este caso más rápido que en el 
anterior, ambos se prestan dado que trabajan con consideraciones locales 
para ser programados en paralelo y al hacerlo las ventajas son sensible- 
mente mayores. En el primer método se pueden establecer los procesos 
que se desee en paralelo mientras que en este Último se debe establecer 
un límite que se puede fijar cuando la cercanía de dos puntos tratados si- 
multáneamente rebase el doble del radio promedio de los entornos de los 
puntos, lo cual, y esto es un defecto, debe ser estabkcido previamente sin 
realmente ser un dato conocido. 

En la figura 32 se muestra el diagrama de flujo del método. 
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Generación de 
baricentros de las 
figuras circunscritas 
r 

iI. 

Aplicación del 
algoritmo de 
interpolación en los 
, baricentros 

I 
Agregado de los 
baricentm a V 
y construcción de 

- I I  Entra un nuevo 

~~~ 

Figura 32 
Diagrama de flujo 

5.4 Algoritmos con resultados en puntos no prefijados 

El hecho de poder usar los baricentros de las figuras que intervienen en 
cada sección A E P nos permite realizar en forma automática la aprox- 
imación general de toda la superficie, agregando todos los baricentros de 
las partes A E P, construyendo la nueva partición en círculos de cobertura 
y volviendo a repetir el proceso, realizando la interpolación en cada paw>. 

El problema práctico a resolver es entonces determinar automatica- 
mente los baricentros de las A E P, para ello proponemos un algoritmo 
similar al de busqueda utilizado para construir los círculos. Esta vez. sin 
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embargo, lo que se buscaría sería el punto equipotencial respecto a las 
esferas involucradas en la definición de cada A E P. 

5.5 AplkaciÓn a fulacionea Spline 

En este caso se debe plantear un sistema de ecuaciones cuya matriz princi- 
pal es enrarecida y cada ecuación es la expresión numérica de la ecuación 
diferencial en denvadas parciaies correspondiente a imponer suavidad en 
cada vértice. 

Cada re+n de la matriz corresponde a un vértice de I/, para plantear 
la ecuación se debe h d a r  la lista de sus vecinos n a t u r h ,  posteriormente 
calcular los cosenos directores de cada una de las direcciones que lo unen 
con sus vecinos. Finakmente se cdculan las primeras den& direccionaies 
en dichas direcciones. 

La ecuación a plantear consiste en iguaiar los productos externos o 
vectoriaiea de dichas derivadas, tomadas dos it dos, lo cual es igud a im- 
poner que pertenezcan todas a un mismo plano tangate a la superficie a 
aproximar. El polinomio de Bcrnstein sobre el que se hace lo anterior es el 
que se obtiene con la fórmula. del capítulo 4, pero con n = 2. 

En otras palabras: 

q u i  B{( P) es de grado 2 en r variables entonces: 

i=1 

ea la c d c i b n  de suavidad. 



Capítulo 6 

Superficies en 3D y 4D 

Hasta ahora solamente hemos mostrado aplicaciones para el caso relativa- 
mente particular de funciones definidas en una región del espacio de 2D, 
cuya gratica es una superficie en el espacio de 3D, utilizable, por ejemplo, 
para reconstruir SUperfiQea topogafim.9 a partir de datos de campo. No 
obstante, como se ha mencionado anteriormente, las reales ventajas del 
método son más evidentes cuando aumenta la dimensión. 

En efecto, para el problema que se ha tratado hasta ahora existen, como 
se ha visto, muchas otras soluciones y también existe la implementación 
computaciond de las mismas. inclusive se puede aiirmar que estas imple- 
mentaciones son muy eficientes, dado el tiempo y la cantidad de personas 
que se han dedicado a las mismas, llegando muchas de ellas a ser verdaderas 
obras de arte. 

Cuando se trata de reconstruir o interpolar funciones definidas en un 
espacio de 3D también existen soluciones, pero ya son más escasas y más 
recientes, y muchas veces se basan más en adelantos en el "hardware' que 
en el "software", lo cud suele ser, aunque eficaz, una aproximación muy 
brutal. 

Es muchísimo más escaso lo escrito para 4D y prácticamente nulo lo 
hecho en cuanto a implementación, sin hablar de más dimensiones, donde 
ya no hay referencias. 

Generalizar los triángulos de Bézier, por ejemplo a tetraedros, no es 
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muy simple y además existen complicaciones adicionales cuando se trata 
de interpretar los resultados, aunque sea para algo tan simple como dibujar 
algún resuitado. Algo similar sucede usando los tetraedros como base de 
splines, ya que en ambos cams se debe llevar el conteo de las caras, aristas, 
etc., a más de construir previamente la red de tetraedros o simpkjos de 
más dimensiones. Un intento en tal sentido fué hecho por nosotros en 
Traversoni [36]. 

Si se acepta la hipótesis de que se parte de una malla de puntos ar- 
bitrarios en 3D por ejemplo, el tomar mallas "regulares" de tetraedros 
implica reaiizar un paso adicional de interpelación para asignar valores en 
los vértices de esa malla y, por el contrario, construir &o similar a los 
triángulos de Delaunay puede resultar muy complicado en m&s de 2D. 

Construir la malla y refinarla basándose en esferas de cobertura implica 
muy poco más trabajo que construir círculos de cobertura, y todas sus 
propiedades son igualmente generalizabla, como se vió en el Capítulo 2, a 
3 y más dimensiones. 

En este capitulo d o  abardsFemas doe problemas que son los más co- 
muna  en este tópico: la constrnca0si de superficies no uniformes en 3D, 
por ejemplo, supe&&a cerradas, en principio superficies convexas, pero 
se indicará alguna forrna de proceder en el caso de concavidades. Se abor- 
dará también el problema de cow, hallar puntos en 4D o más, es decir la 
generalización estricta de lo visto en los Capítulos 4 y 5. 

6.1 h&erp&ebh tm swper?kk?s de 3D 

Planteamiento del problema. 
Sea V un conjunto ñnito arbitrario de puntos en el espacie euclidiano de 

dimensión 3 pertenecien%es a una sapsrficie S no plana, convexa y conexa, 
asi como cerrada. Se trata de c&r una representación suave de S. 
para lo cual se deben coastniir nuevw puntos de S o aproximados a ellos 
dentro de un margen prcostabiecido. 

Este planteamiento tiene algunas cansecuencias interesantes de desta- 
car: 

I )  La superficie a aproximar cubre (contiene) a ia cerradura convexa de 
V .  
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2) Toda suavización del conjunto original de esferas de cobertura cubre 
también a la cerradura convexa de V .  

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones se puede enfocar el 
problema en dos vertientes. Una consiste en triangular la superficie, te- 
niendo como vértices los puntos conocidos. Esto tiene una doble función, 
cuando la superficie no se conoce la idea ea usar la triangulación para, 
a partir de ella, reconstruir la superficie; sin embargo existe también el 
problema, cuya solución puede ser muy Útil, de triangular la superficie 
conociéndola. Este último problema ya ha sido abordado por algunos au- 
tores como Renka (271 que ofrece algunas soluciones reduciendo el probtema 
a triangular una esfera. 

Las esferas de cobertura presentan una posibilidad mucho más sencilla 
y rápida para resolver el citado problema, solución que el autor presentó 
por primera vez en la "SIAM Conference on Geometric Modeling", que 
se realizó en Tempe, Arizona en Noviembre de 1989 y que describimos a 
continuación. 

Se propone, dado el conjunto V de puntos perteneciente a S constuir 
el correspondiente conjunto S de esferas de cobertura. 

Teorema 6.1.1 Sea P un poliedm insm.to en una de las esferas de S y 
con vértices en los puntos de V .  Entonces P es un tetmedro & Delaunay o 
es diuisible en un númem finito de ellos, y todas sus cams o son triángulos 
de Delaunay o son diuisibles en un número finito de ellos. 

Demostración: La primera parte del teorema se sigue de que dichos polie- 
dros cumpien con la propiedad de que en su esfera circunscripta no está 
incluido ningún punto de V, lo cud está asegurado por la construcción de 
las esferas de cobertura; la segunda parte fue ya demostrada por Deiaunay 
[15] en 1934. 

De esta manera, construídas las esferas, para tener la triangulación de 
la superficie basta con considerar las caras de los poliedros que no están 
repetidas (dado que éstas son interiores) para tener de una sola vez la 
triangulación y la cerradura convexa de V .  En la figura 33 se aprecia el 
dibujo de un ejemplo. 

Se ven remarcadas las aristas que forman parte de la cerradura convexa. 

, . ~  ... ..... 



Y4 6. Superficies en 3D y .ID 

Figura 33 

Realizar lo anterior es muy fhcil con tetraedm, (dado que cualqujer 
combinación de tres puntos es una cara) por lo que se debe previamente 
subdividir loa poli& en tetraedras. 

Para subdividir un pdiedre en tetripcdroa se pude aprovechar algo de 
lo que ya se había d i m d o  w d o  productos vectoridas. La idea es usar ia 
subrutina qm calcula los productos vedanalts aprmwbándola al máximo. 
Para hacerlo, dado un pdiedro P inscrito en la &a E (wr figura 34) 
y tal que tiene m vértices, con m > 4, se construye primero un tetraedro 
cuaíquiera con cuatro de he rn vátíces; postcriomenCe se toma una cara 
cualquiera de dicho tetrsedro y 80 la caracteriza con el vector u producto 
vectorid de dos de sw aristas y ae decide con 10s -bata rn - 4 puntos si 
están ¿el mismo la& de la cam &$da que el acute &ice del tetraedro. 

Si el producto vectorial de u por el vector que une ai vhtice común de 
las dos aristas COR el cumto punto del totraedro tiene el mismo signo que 
el prodwta de u por el vector que une ai p u t o  con dicho vértice, entonces 
están del miamo Lado de la cara y de diferente lado en caso contrario. Si 
están en lada dietintoe 90 con&uyc el segundo tetroodro con la cara y el 
nuevo punto y se continúa el proceso; si están todos loa rn - 4 puntos del 
mismo lado se cambia de cara. En ia figura 34 se ilustra el proceso. 
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Figura 34 

El poiiedro se muestra abierto para facilitar el dibujo. El tetraedro 
elegido es el ABCD (marcado más obscuro) X está en distinto semiespacio 
que C respecto a ABD, entonces el tetraedro ABDX es váiido. 

De esta manera se usan las esferas de cobertura como un paso interme- 
dio para obtener el "wire frame" del conjunto V, pero la hal idad Última es 
realizar una triangulación, para luego, apoyándose en ella, recumr a otros 
métodos para construir la superficie S. 

La construcción propuesta, gracias a las d e r a s  es la más sencilia y 
rápida, ya que la construcción de las mismas puede ser completada en 
n log n operaciones, a las que hay que agregar las necesarias para individ- 
ualizar las caras útiles de los tetraedros que forman la cerradura convexa. 
Realizar ésto implica sobre todo operaciones lógicas mucho menos costosas 
que las operaciones aritméticas asociadas a construcciones geométricas. a 
las que solo hay que recumr en casos como el descrito más arriba, en el 
cual el poliedro inscrito en la esfera no es un tetraedro. 

Un subproducto no poco importante es también la tetraedronalización 
del espacio contenido en la cerradura convexa de V, tarea sobre la que 
prácticamente no existen referencias de algoritmos operativos. 

Se decía más arriba de dos vertientes posibles para enfocar el problema 
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cz 

Figura 35 

originai de lap que ia anterior ea d o  una. La otra seria reconstruir la 
a partir de lar pmtba de Y. Paca e b ,  el wátedo que se propone 
eI ppabiEema a uno del estito del pnwabdo en el capítulo 4. 

Rsrligar lo aaketicrr mquiem el u%o de un pl.8. awiliar a tal que paw 
por el V y 1- punbe extrema de V en cuaksquiera de 
las tm dd esprcio r k  3D (2,  y o 2) .  Un plano asi partirá 
a una superficie como la que se ha dasaito en dos supdlcies uniformes. 
P m y W  loe pmha  de a$r unu de lap partea sobre Q, Oeteni&dose 
dos a j e  de pantes auiaüareS V, y V, sobre a. 

Pioakhe abra a c w w h k  lacs círcuh de cobertura comespondientes 
a V, y V,, 8ean éstos Ci y Cz. Con e k  se piredc pmc& como en el 
Capítukr 4. En ia &pira 33 SB ii-a un ejemplo. 

Se rímestra el p b  y el conjunto de punt- sepaadw por claridad. 
En repiictad se trata de un salo plano. 

P 4 r  de la foma d b t a  MY) i%ayra temr dos superficies con- 
VeXa8. 

Tmana8.1.2 Sea V un conjunto de puntos en 3D ?? conuero y sea 
V, su propscoián sobre un plano a. ERtonces el resr<ltado de aplicar el 
algoritmo de 4.1.9. a VI da una sepcrjicie convexa. 
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?? Demostración: Los puntos obtenidos con el algoritmo 4.1.2. pertene- 
cerán, según el caso, al plano que une tres puntos de VI (y es parte de 
su cerradura convexa) o a alguna cuádrica que une a más puntos de V, la 
cual, al igual que el plano, será convexa. 

Lo que no se puede asegurar es que la unión de las superficies obtenidas 
para V, y sea suave, por lo cual será necesario aplicar algún tipo de 
suavización particular a esa zona, la cual puede muy bien ser volver a 
aplicar el método, ahora sobre un plano j3 perpendicular a a, de modo tal 
de restringir dicha aplicación a la zona afectada. 

6.2 Interpolación en superñcies de 4D y más 

Supóngase ahora que lo que se tiene es, por ejemplo, un conjunto de pun- 
tos en 3D, munidos cada uno con una propiedad que presenta un valor 
determinado para cada uno. Si se considera a dicha propiedad como una 
cuarta dimensión se puede plantear el problema de construir una superficie 
en 4D mapeando desde 3D y usando una generalización casi inmediata del 
algoritmo de 4.1.2. 

Existen infinidad de ejempios en los que lo anterior puede ser de utili- 
dad, dependiendo de lo que sea la "propiedad", como sería el caso del ca- 
lentamiento de superficies (fuselajes por ejempio), la simulación de mezclas 
de Kquidoa con distintas propiedades, como por ejemplo, distinto contenido 
de sal, o inclusive para aplicaciones en cálculos relativistas de Regge de los 
llamados 3+1 donde la cuarta dimensión es el tiempo, sustituyendo un 
problema de Elemento Finito por uno de interpolación. 

A continuación se analizan las posibles dificultades en la generalización 
de lo visto en 4.1.2. a más dimensiones. 

En primer lugar véase que lo planteado en el capítulo 4 es general y 
se aplica en cualquier dimensión. Los ejemplos de dos dimensiones con 
los que se ha ilustrado todo lo anterior han sido usados fundamentalmente 
porque es fácil dibujarlos. 

Para fijar ideas se repetirá el proceso del capítulo 4 en lo relativo al 
algoritmo de De Casteljau, ahora para más dimensiones, nos apoyaremos 
para ello en la figura 36, análoga a la 28. 

El punto P afecta a las esferas El y & determinadas respectivamente 
por los puntos A, E, C, D,  E y E,  C, D, F. Se aplica el algoritmo de Sibson, 
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Figura 36 

ahora con volúmenes. 

trata de 3 0 ,  s i  no de 
cio de dinwn&in n, 
en una eskra de cobertura correspondiente al eapacio que sea. 

validas en cuanto et wkem de vecirros de un punto P 6 V afectante. 

Ahora en vez de hobhr de t r i h y I o s  hablaremos de tetraedrcm, si se 
lo importante es que, si se trata de un espa- 
1 vértices y son la mínima figura inscriptible 

Las cons id^^ qw se hacía en la figura 28 son ahora también 

kno de SIbspn tai como se hizo en el capítulo 
misma forma el volumen de un tetraadro 

formado con P y, pot Ci , C,2 , C,3 , centros de las esferas afectadas 
y &unas nuevas. 

Sea abra P el punto dectaate y Cd, GO, Ci la cara de un poliedro 
afectado, a C& C:, C$ lO urract%rizarerms por su kea, dada por ei vector 

Se rebate ese vector 90 @z&x sobre el piano de CJ C: Ci obteniéndose 
ei vector A'. Ahora et volUaen del t e t r d r o  PC; C: C,3 quedará dado por 

V = I \  A' A (P - eo) 11 . 
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6.2. Interpelación en superficies de 4D y más -8 9 

Es importante notar que en arbs de la generalización a más dimensiones 
se ha optado por no usar el producto mixto, que hubiera dado fácilmente 
el volumen, de modo de poder usar siempre solo el producto vectorial. El 
rebatimiento de 90 grados se debe hacer iV - 2 veces a medida que N va 
aumentando con la dimensión. 

La coordenada de Sibson de P respecto a uno de SUS vecinos queda 
entonces c V’ 

Z K .  
Pi = 

Donde representa la suma de todos los productos vectorides con los que 
se forma el volumen intersección de poliedrcw de Voronoi y I; es la suma 
de los productos que dan el volumen del poliedro de Voronoi de P. 

Y el valor interpolado de la variable será como siempre 

Donde los Hi son los valores en cada uno de los vecinos de P. 
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1 ANEXOA 
Se presenta un listado de un propama preliminar que realiza 1- círculos de 
cobertura y los dibuja. El programa requiere a b  ser perfeccionado y opti- 
mizado. 

program eaeo; 
uaaa 

c r t  ,graph .ventau; 
V W  

tik , kl .Lz .k3, i, j ,k, icoa.xl ,y1 JZ, $2, ix, iy ,xrp, yrp , gd,gi. iconl. =fa. xcl ,Yci, rc1. 

xri . n Z . y r i  ,yrZ.r.l .rel~.~~.. . iu,J.u.riin,Jiin.  
p-, xi, yi , x j , y j  ,xk .p ,iux,iuy .ni= , x n r . v  : r e d  ; 
pta:arrayti..íü0.i..31 of r a d ;  
cfa:arrayCí..2üO,i..41 of red; 
cfpmt:arrayC1..200,1. .51 of integer; 
pot:urayCí..ioOl of real: 
p.i, indir ,x,y: array ti. .io01 of integer; 
afect:urayCi. .501 of integer; 
em. cuy, cu. ch. chi :char; 
ls,lr,cota.ai:arrayCl. .30l of r a d ;  
noib , cado. crx.cry,aix ,aiy:at.ringCiOl; 
entra.6ale : text;  

k 7 , x b . y b . p v . u s c ~ . i c o n 2 . u . e ~ . i r r n . ~ . L i o x ,  err.icOn3: integer; 

procedure dibujo; 
begin 
for i:=l to icon da 

iindxtil-3, y til ,I Cil+3, y til ) ; 
iine(xCi1 ,yCil-2,xCil ,ytil*2); 

begin 

O M ;  

end ; 
procodum blaap; 
V W  

ik: integer; 
bogin 

aatcoior(0) ; 
for ik:=5 to 24 do 
line(10, ik ,550, it) ; 
setcolor(i5); 
M V O t O  (5.5); 
end ; 

procedure convert; 
begin 



and ; 
c i o d a r l e ) ;  

sud; 
procadare lemter; 
beg= 
nomb: = &  ’ ; 
cu := r e a e y ;  
while cu <> ti3 do 
beg= 

end; 

nomb: =wmb+cu; 
gotor~(20,12) ;a1te(nO&+); 
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cu:=readkey; 

end; 
end ; 

procedure capinl; 

begin 
clrau; 
venta(8); 
gotoxy(2.2);irite(’De lu c o o r d d u  reaha de sn pantalla’); 
goto1y(2,3);irita(’Om x i  : ’);re.d(sxi); 
gotoxy(2,4);irite(’de y1 : ‘);read(yrl); 
gotoxy(2,S);aite(’de x2 : ’);r.d(d); 
gotoxy(2,6);irito(’de y2 : ’);rud(yr2); 
gotoxy(2,8);rrit.(’Declrre e1 di8CO de bgi ’);cny:=re.dLeJ; 
iritdcuy) ; 
gotoxy(2,10);.rite(’Tione una paatalia de 840x400 pixelas a h ‘ ) ;  
cn: =re.dLey;.rite(cnZ: 
ruI:~0;iuy:=0;iinr::~2+100; 
gd:=detect; 
initgrrPh(gd,gi, cuy+ ’ : \tpb\bgi ’ ) ; 
if cn=%’ thon begin 
aetvieiport(30, 10,6OO,2OO.clipon) ; 
iin.(1.26,569,25);line(569,26.509,189); 
line(569,189,1,1Bo) ;lb.( 1,189. 1.25) ; 
xl:=l;x2:=669;yl:=1;y2:=189; 
end ; 
if cn=’a’ then begin 
set~ieipoxt(30, 10.600.400 ,true) ; 
line( 1,1,S69,1) ; lin~(~9,1.509,389) ; 
line(569,3W, 1,389) ;line(1.389, 1,l) ; 
xl:=l;xZ:~569;y1:=l;y2:=389; 
end ; 

moveto (5.5); 
outtext(’0priu segun e1 caao : <l>Despliegii. archivo <Z>Captaia’); 
ch:=r.dley; 
if ch=’l’ then begin 
blrup; 

aettutatyla(defaoltfont .horirdir. 1); 

outtexr(’Archivo a d,eaplegar ?’)  ;ex:=l50;leonomb; 
if n a b  <> ’ I  

begin 
aaeign(entri,noib+’.~t’); 

then 
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rerat(entra); 
readln(entra.icon) ; 
for i:=l to icon do 
begin 
readin(entra,ptrCi,~l ,ptati,21,ptaCi.31); 
end ; 
cloee(antra) ; 
rei: =~x2-xí~/~rr2-rri~ ; 
rely:=(y2-y1)/(~2-~1) ; 
for i:=l to ican do 

be@ 
x Cil : =mud (pta Ci, U-xri lwei); 
ya: =(yr?&yri)-ptsEi, 23+yrí; 
yCi3 : =xowi(yaw*iy) ; 
end ; 

Ud; 
dibnjo;dalay(3000) ; 
and; 

blrup ; 
if a=’?’ than begin 

outtart(’Elija : <1> Datoa da u p a  cL> Coordenada#’); 
ch:=rmdkey; 
blaup ; 

case ch of 
’ 1 ’  : b- .~lca:*l;i*lv.to (6.6); 
outraxt(’übiqua loa -toa con e1 curaor, con hcp. loa fija’);Ud; 
’2’ : begin matca:=2; mvato(6.6); 
outtext ( %prh : <i> P u a  polig0P.l~ <2> Detail. costea ); 
chl:=r*adkq; if chi=’?’ then Yrca:M;end; 
end ; 

end : 
icon2 : =o ; 

1 C o l t l  :=o; 
ix:=W;iy:=W; 
if (urca=i) or (urca=3)  than begin 
x o n : = O ;  
repeat 

str(ix.rir);str~iy.aiy) ; 

novato (5.16);oc$T.tr3t(’ Poslcion del Ctllror : ’1; 
outt e a (  a i d  ; outtea( ’ ’ ) ; outt*xt(siy.) ; 
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=veto (24,16);six:=' '. ,siy:=s 3 ;  

outtea(six);outtut(' ');outtext(siy); 
setcoior(i6) ; 

iine(ix,iy,ix+2,iy) ;. 
ch:T.adk.y; 
setcolor(0); 
for k:=lS to 21 do 
bogin 
line( 180. k ,260, k) ; 
end; 
for k:=lS to 21 do 
line(302.k.670.k); 
iine(ix, iy , ix+2, iy) ; 

iconl:=iconl+l; 

if iconl=lO than begin 
setcoior(i6); 

dibujo ; 
icon1 : =O; 
end ; 
if ch='8' then iy:=iy-lO; 
if ch='2' then iy:=iy+lO; 
if ch='d' than ix:=ix+lO; 
if ~ h = ' 4 ~  then ix:=ix-lO; 

c a m  ordcch) of 
77 : ix:=ix+2; 
76 : ix:=ix-2; 
72 : iy:=ij-1; 
80 : iy:=iy+l; 
71 : begin 

retcolor(b1ue); 

line(ix-3.iy,ir*3.iy) ;iine(ix,iy-2.ix.iy+2) ; 
icon:=icon+l; 
x Cicod : =ix;yCicod : =iT; 
convert ; 
pts [icon. 11 :=a; 
ptr Cicon.2i : =ynr; 

if i ~ c a = l  then begin 
blaup; 

outtext('De la cota ma metros : ');ex:=ZOQ;ey:=S; 
leeuomb; v¿l(nomb.pts [icon, 31, ur) ;if err00 then mite( 'error') ; 
end ; 
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if iux<.pts[icon, 11 than b q m  pu:=pta Cima, 11 ;kpn:=icon;end; 
if .rry<=ptsCicbn,2] than begin .uy:=pu[icoa,21 ;imuy:=icon;and; 
if muu>=ptsLicon,ll than bag- nlpl:.ptsticoa,11 ;imanx:=icon;end; 
end; 

end ; 
netcolor( 151 ; 
convert; 

str(mr: 8:2,crx) ;str(y~r:8:2,csy) ; 
moveto(2os. 16) ;outtut( 'coord reaies ') ;outtert(crx) ; 
ontt*xt( 1 ') ;outtut(cq) ; 

i ine(u,  i y ,  b+2. iy) ; 
until ch='f'; 

and ; 
if (uzca=2) or (urrca=4) than deiay(3ooo); 

outtert('pluere uciuvar los datos s/n ? ');ch:=rs.fd+ey; 
if ch='a' than bqpn 

outtea('con que nombre archma 7 ');ex:=2OO;oy:=6; 

blsup; 

bl8Up ; 

m d a  ; 
and ; 

end ; 
procedure poau(i1, j1,kl:intager) ; 
begui 
rr:=ptaCií, 11 ; 
yi:=ptsCií,21; 
I] :=ptsCj1,11 ; 

xk: =pcsClI1,11; 
YJ :=ptS[j1,2]; 

yk:Tt8k1,21; 
end ; 

PBCCBWRB Circuio(vfi l(i,Yi,Lj,Y~.~,Yr,l(c,Yc,BC : U); 
( * . . * + * * * * * * * * u * u m r * ~ ~ ~ ~ # o ~ * o * * ~ ~ o # ~ ~ * ~ * * * *  * 

DBSCILIPCIOI : Procdiuwto prta s a l d a r  lru e- d.1 centro y 

I dados. 

* * 

e1 radio de la cucunferancla que p.. por trea puacos 
L 

* * IOTA : C u d 0  los puntos aon colin*iles 8a r w e u  \e 

hUDi889: Dr. O8ca,r PaSacio8 Veloz * 
* PI. c. BaltarO cwmu mud * 

DOSAIWLI.0 IIICIK.: octubre de 1987 * 

O 

L * 

I. 
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* 
OLTIXA REVISIOI: a b r i l  de 1988 * 

* 
............................................................................ 

u n  
Ipenl. I p d  : B O O L E U ;  
Iumcaso : C U R ;  
Il.Yl,I2,Y2,Penl,Pen?,coc : REAL; 

BEGII 
XI 
YI 
Ipenl := FALSE; 
IF Y i  = Y j  TEEl Ipenl := TBW 
ELSE 
Pen1 := -(Ii-ij )/(Yi-Yj) ; 
I 2  := (Ii+Xk)/2.0; 
Y2 := (Yi+YI)/2.0; 

:= ( I i  + I j )  / 2.0; 
:= (Yi + Y j )  / 2 . 0 ;  

IpenZ := FUSE; 
IF  Y i  = YX TEEl I p d  := TBüE 
ELSE 
Pen2 := - ( X i  -Ik)/(Yi-Yk); 
IF (Ipenl = FALSE) A I D  (1- = FUSE) TUEI 

IF  (Ipenl = FALSE) UD (Ipen? = FALSE) UD (Pen1 <> Pan?) TEEl 

IF  (Ipenl = FALSE) Am (Ipn? = FUSE) UD (Pen1 = P d )  TBBl 

IF  (Ipenl = F U E )  AID ( I p d  = FALSE) M (Coc > 0.9999) AID 

IF (Ipenl = FALSE) Am (Ipon2 = TBW) TUEI 

IF  (Ipent = r)rnE) AID ( I p n 2  = FUSE) TBBI 

IF  (1-1 = TBW) A I D  ( I p q Z  = TRW) íwI 

CASE liucaao OF 

IF  Pen2 <> 0 . 0  TEEl Cos :I P.nl/PaZ ELSE COC := 2.0; 

I iucaao := ’AI; 

I i u C a a O  := ’E’;  

(COC e 1.0001) TEEl llUcu0 := ’8’ ;  

Iumcaao := I C ’ ;  

Iumcaao := 9’; 

l tucaao := ’E’ ;  

’A’ : BEGII 
I C  := Y 1  -Puk1*1l-Yz+Pd*I2; 
IC : = Ic/(PenZ-PenI) ; 
YC := Y 1  + Pull*(Ic-Il); 
Em : 

’ B ’ . ’ E ’ :  BEGIü 



Rc : =  O; 
EXIT ; 
w ;  

’ C ’  : B@GN 
I C  :=12; 
Yc := Yl+P.ni*(Xc-Il); 
w ;  

xc := 11; 
Yc : = Y2+PrnZ+(Ic-x2f ; 
w ;  

’DI : BEGII 

m; 
RC : = s@T(sg%( Xi-Ic +.%@(Y i - Y  c 1 ) ; 
m; 
proominn pot .nc ia( i i . i2 : int .y) ;  

blsup; 
aowto(iS.16) ; s t r ( p , s u )  ;oattutírix);c~:=rudLoy; 
*mi; 

b%= 
clracr; 
for i:=l to  200 do 

for j:=l to  5 do 
beg- 
ctpuat Ci , jl : ‘ 0 ;  

w- 

and; 
urd; 
f o r  i:=l t o  200 do 

b q r n  
tor j:=i to  I do 
brgin 
ct  aCi ,]I :=O. O ;  
and ; 

venta(5) ; 
gotozy(6,S) ;mi ta ( ’  

gotoxy(5.8);lIrite~’ ??8*.raoni io@?’);  
g o t o r y ( S , 1 0 ) ; v r ~ t ~ ( ’ o ~  uua t e c h  para comenzar’); 
rapeat until  keypruied; 
caplnl; 

end; 

P W  GILCrrWI Y D I B a J A R ’ ) ;  
g o t o ~ ( s , e ) : ~ l t r ( ”  09 eresnoar’); 
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str(icon,six); 
bhQp;WTOtO( 16,16) ;OQtteIt( 011) ; CIU:=re.dlrOy; 
X D a X :  .pts [l. 11 ;&: =pta Cl, 11 ;pax: =pta c1,21 ; p i n :  =pta c1 ,a : 
for i:=Z to icon do 
bogin 
if pu < ptiCi.11 then riu:=ptaCi,ll; 
if xiin > ptaCi.11 then min:=ptaCi,ll; 
it   MI < ptaCi.21 then ~iu:=ptaCi.~I; 
if pin > ptaCi.23 than pin:=ptrCi,21; 

end; 
ptiCicon+i.í3:=2*pu; 
pti Cicon+i ,23 : =(yux+ymin)/Z: 
ptaCicon+l .3l :=O; 
ptaCicon+Z, 11 :=(xru+pin)/Z; 
ptsCicon+2.23 : =2*pu; 
ptiCicon+Z .31 :=O; 
ptiEicon+3,iI : = m i n - Z * p u ;  
pta Cicon+3.21: =(pax+I.in)/Z ; 
pta Cicon+3,31: ‘ 0 ;  
cfpuatCi.il :=icon+i; 
cfpnnt C I , ~  :=icon+Z; 
CfpuatC1,31 :=icoIL+3; 
ncf a: =I ; 
poner(icon+l, icon+2, icon+3) : 
circulo(xi, yi ,I j , y j  .a, yk, cf aCl,ll, cf at1 .a , cf all, 31 1 ; 
rei: =(fl-xi)/(xrZ-xrl) : 

rely:=(y2-yl)/(yrZ-~l); 
xcl :=ronnd((cfaEl, 11-nl) +rol) ; 
ya: =(yrZ-yri)-cfaCí .23+yri : 
pcl:=round(ri*rd~); 
rci:=rouud(cfaCl A-oi) ; 
circle(xc1 ,ycl ,rcl); 
atr(icon.aix) ; 

bliQp;roretO( 16.15) ; OUttOIt(ii1) ; CIQ : *readteJ ; 
blaup : 
w.eto(i6.i6):outtext(’<i> Algoritio lento <2> Fapido’); 

(algoritmo lento) 
if cu=’I’ then begin 

for i:=l to icon do 

CQ: -0.dLeY; OQttuC(CQ) ; 

begin 
iconl:=O: 
blsup;moveto(l5.15) ; 
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outtext('Doy ncia antea buaqueda ' ) ; s t r < n c f a . r u ) ;  
outtort (a ix) ;o~ttext ( '  m t o  ' ) ; a t r ( i . a i x ) ;  
outtest(aix) ; cni:=rudt.y; 
for ]:=1 t o  acfa do 
begm 
if cfaC],4I<>l then 
begin 
bla~p;iototo(1L,16);outtM('cilcnlo potmcia l');cni:=readley; 

potencia(i. j ) ;  
if  pm=O then 
begin 
lf cfpuntCj,UIo Bb.n c ip i tCj ,41 := i ;  
if cfpuatCjr41<>0 thm cipanrCjj,51:=i; 

end ; 

beg= 
if ps<O then 

blsnp;roreto(lL. 16) ; o u t t a t (  'pur por ?quiz ) ;em: =readkey; 
cfaCj,4l:=i; 
iconi:=iconl+l; 
aiect  Ciconll : = j ; 
end ; 

end ; 
end;Cfm del do de1 33  
kl : -0 ; t i k  : =O; 
for k:=l  to  icon1 do 

for k2:=1 t o  6 do 
bO&m 

begm 
if  (k=i) and then 
begin 
blaup;u>r.to(lá. 16) ; o a t t u t (  'puo por k l  ' ) :em: =readkey; 
ki:=l; 
puafC1J:=cfptClf.ctcll,1l; 

P 
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end;<fin del  do de I )  
tik:=o; 
it k100 then 
begin 
kl:=kl+l; 
pua! [kll : =pd [I1 ; 

end ; 
atr(kl.aix) ; 
blsnp;ioreto(15,15);onttut(~ix);outtut(' numero da punto. para cia ');cN:'= 
for k:=Z to k1 do 
begin 
ponar(paf[l-iI,~~afCkl,i); 
cirdo(xi. Ji ,I j , y j  .xk.yk,cf ai200,li , cf aC200, a, cia [ZOO, 31 ) ; 
tik:=o; 
for U: = l  to kl-I do 
begin 
blrnp ;moreto( 16.15) ; ontt axt ( 'calculo pot encia 2 ' ) ; cxn : =readby ; 
potencia(paftk2l.200); 
if pw<O then tik:=l; 
a; 
if tik<>l then 
begin 
blanp;moreto( 15.15) ; anttext( 'paaa ncf a' ; CXU:=readkOy; 
ncfa:=ncta+l; 
cfaCncf a, 11 : -cfaDoo, 11 ; 
cflhcfa.~:=circm.a; 
ciaCncfa,31 :=cta1~00.31; 
cf abcf a, U :=O; 
cfpunt Cncfa. 13 :.pdík-íl; 

cfpunt Cncfa.31 :=i; 
cfpuntbcf.,21 :'piiaiEkl; 

end; 
d; 

end;<fin del do de1 i) 
blrnp; 
noreto(l5.15); 
str(ncfa,rix); 
blanp;moreto(15,15);onttut( 'Lista de circulo8 ron 
for i:=l to ncfa do 

) ;onttext(siX) : 

bagin 
rtr(cfa[i. 11 ..U) ;moreto(i5,15+8*1) ;outtext(rix) : outtext(' 
str(cfaCi.21 ,six) ;onttext(six) ; orittext(' 
str(cia[i, 31, six) ;outtext(rix) ;oattext( ' 
itr(ctaCi.4 ,a is)  ;outtut(six) ;outtext( ' 

') ; 
' ) ; 
I ) :  

' ) ; 
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and; 
cxu: =readkey; 

outtext ( 'voy a upuar a dxbrijar' ) ;outtext(air); outte( 'ncf a' ) ; 
cu:=rerdLey; 
rel:=(x2-xl)/(xr2-+ri); 

for i:=l to ncfa do 
rely: =(y2-yl)/(yr?-yri) ; 

"a= 
if ciaEi,4101 fhen win 

xcl : =rouad((cfaCi. il-xri)*rei) ; 
ya: =(yr2-yri)-cfaCiI ?l+yri ; 
yci  : =rcwid(ywr.l~) ; 
rcí : =ronudiciaEi,3l*rel) ; 
carcidxc1,yci ,rei); 
bl8up;mavatof ?6,iS) : outtext ( 'dibuja otra cia' ) ; CIIL: =rmdL.y; 

end; 
end ; 
end; If in algoritm lento) 

blmap;pOpeto( 16,151 ; 
outtoxt('oprin una twia p u a  tuunu');cxu:rl..dt*y; 

c1oa.gr.ph; 
end. 

t 
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1 ANEXOB 
Se presenta un l i tado del progama que realiaa la interpolación 

prograi  inteaco; 
uaea 

conat 
graph, crt ; 

c 1= 100 ; 
c2-20; 

tJP* 
{en ente r eg i s t ro  se guardan loa puntoa que p u l n  por 

cadona=atringCiOI; 
nodo=-re&cir; 
r*&cir=n*Cord 

l a  circi inieroneid 

c ir  : integer;  
nu8p:arra~Ci. .33 o i  integer;  
e i t ina:atr ingC2I ; 
conec:nodo; 

End ; 

Con ente r eg i s t ro  ae giiardau 1aa c i r c t in iuonc iu  que 
p u r n  por cada punto) 

indi=-ll.&pto; 
Bag_pto=Record 

npto : integer ; 
ntuc:integer; 
eli~ina:atringC23 ; 

direc: indi; 
End; 

{en eat. reg ia t ro  ne pudan lu coord.nrdu de cada 
c i rc t in ie r .nc id  

p t e ro=- rm&cor ;  
re&corüecord 

ncirc:intager;  
h,k,r:real; 
nuip:urayC1..31 of integer;  
enlace: puntero ; 
eiinina:ntringC21; 

end ; 

C indica=-saivrr; 
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salvar- record 
numpe : w a y  C1. .41 of int eger ; 
rlimina:stringl21: 
pega: mdica; 

end; > 
~Ogl0~~~4y~1..cl.1..41 of real; 
arre=arrajCí. .c2,i. .23 of m t e g u ;  
lia-ar~arrayCi. .ib.i..23 of real; 

V U  
€ urcir:indica; ? 
jnan:ch.r; 
rd:atringC2]; 
lista.1Utal.liata2.arl,li8,aal~ine.arl~cor:pimtero: 
aal-clr:nodo; 
sal-pto : d i  ; 
datina.ditoa:mqlo; 
integra: a n o ;  
xpi.JPi.~.~,di~tpot.xl..xj,rt.yi,yj,yk.xc,yc,radio:rral; 
borrasir .np,ncir .pi, ii: integer; 
no8bre:string; 
ti,raap ,re: char; 
entrr,gaarde:tut; 

ap,r,],k,cont.nwu,il,i~,i3:isteg~; 
ptox , ptaur , pt 1 ,-o, c r u ~ ,  cux.pu,piin: intoger ; 
clzbor :.Ire ; 
cba: istyler; 
crx:cadana; 
x i  , y f . x u , y M : r e r l ;  
puntosuea:lia-ar; 

{lee loa datoa de .otrada qw aon c.UIOOa punto. y pide? 
€me coord- do rada uso de *1108? 

procodnre leeAatoa; 
V U  

J : rntegrr; 

cLracr; 
writ.( D u e  e1 n- do pintos do l a  rad: ’ 1 ; 
re&(np) ; 
for ]:=l to ap da 

beg;n 

began 
sriteln(’  -to: ‘ , I ) ;  
writ.(’ x: 1 ) ;  
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raad(datoaCj,ll); 

read(datoaCj.21); 

read(datoaCj.31); 

write( ' Y: 1 ) ;  

write(' . z :  1 ) ;  

end; 
end; Cprocedimiento 1.0 datos) 

(giiuda en archivo loa &toa da entradd 
procedure salvadatoa; 

vas 
i : integer; 

begin 
aasign(gnar&.noiboe) ; 
remtdguardd ; 
sritein(gnar&,np) ; 
for i:=l to np do 

close(guarda); 
iritein(gurda.datosCi. 11, ' ' ,datoaEi,2l, ' ' .datosCi,31) ; 

end; 

Cleo los &toa da disco) 
procodwe leedisco; 

v u  
i : integer ; 

begin 
aaaign(entra.nolibre); 

readin(entra,np) : 
for t:=1 to np do 

ciose(entra) ; 

reset(entra); 

readln(entra.dato8 Ci, 11 ,datos ti ,21 . datoa ti, 31 ) ; 
end; 

{ai leo &toe da disco e8te procedimiento loa preaeata en p¿ntrlla> 
procdnre eecribedatoa; 
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V U  

i:intbger; 

begin 
clracr; 
frriteln(’ Los D A m S  Sm:’); 

for i : = i  t o  np do 
vriteln(’  Punto X Y Z’); 

writelnfi,&toa t i ,  I1 : 11 : 2,datosCi .a : 11 :2,datoaCi,31 : ii : 2) ; 
end; 
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-arito(’ Dame drive,  nombre y extension d e l  archivo:’); 
leenomb ; 
l e d i s c o ;  
e8cr ibdatos;  

end ; 
i f  (reapl=’I’) or (respl=’n’) then 

begin 
l.a-drt08 ; 
-arite(’ 
respl:=readkq; 
if (respl=’S’) o r  (respl=’a’) then 

QüiglBs CUMOAR ARCHIVO El DISCO?’); 

begin 
write(’ DIIIB D U V B .  loIIBllg Y EXiT3SIOI PARA SALVAR ARCHIM:’): 
leenomb; 
salvadatos; 

.nd; 
4: 

end; 

hit* procedimiento detemina las coordenadas (xc,yc,r)  de la 

procedure detenUnihLr ( x i  .xj ,a, y i  , y j  , yk : rad : T= xc , yc ,radio : real)  ; 
circnnfuencia qua p a  por t rea  pantoa) 

T U  

coc:real; 
x1,xZ,yl,yZ,il,i2:real; 
I n 1 , ~ : b o O l u n ;  
cu0:char;  
i : integer;  

begin 
xi:=(xi+xj)/Z; . 
yl: =Cyi+yj ) / Z :  
In1 : =false;  
if y i = y j  then 
hl :=true 
el.. 

mí: =-(xi-xj )/(yi-yj) ; 
x Z : = ( x i + a ) / Z ;  
fl:f(yi+yk)/Z; 
hz:=fals.; 
if y i=yk then 

Is2 : =true 
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function detarea(ri .I( j ,xk.Ji, jj , yk :red) : r d  ; 

V a  

auxi,aiu?,a1tx3:reai; 

begin 
a u x l : = x j ~ k - y j ~ ;  
aux2:=xi*(yk-yj); 
atu3:=~i*(xk-xj); . 
detarea: =ab~(0.6*(wl-a~+aux3)~ ; 

end ; 

fact ion potemcia(radio .xc , yc ,xpi, ypi :Id) :reai ; 

Y= 

auxl.an12:reai; 

begin 
auxi : =aqr(xc-rpi)+s~(yc-ii) : 
aiu?: =aqrt(auxi) ; 
potencia:=uu2-rdio; 

end ; 

fnnct ion corrar(xi ,x j  .xk,yi .y j , yk .xpi .mi: real) :real ; 

V U  

ai, u 2 ,  u 3  :reai ; 

begin 
ari:.detuu(xpi.xi.xj.Ipi.yi.yj) ; 
-2 : =detuu(xpi.x j ..xk. ypi , J j , yk) ; 
ar3 : =detuw(xpi .xk .U, pi, yk ,ya) ; 
ari:=.b.(u1);  
ar2 := .b . (u2 )  ; 
-3:*rb.(ar3); 
carvar:=arl+~2+ar3; 

end ; 



{ procedure inicial; 
begin 

end;) 
mucir:=nil; 

{ procedure liberal; 

V a  

aux: indica; 

begin 
aux:piu‘eir; 
while aux0nil do 

begin 
atu-.elirins:=’si’; 
aux: .p.(li; 

and ; 
end; 

> 
{ procadare iaaerl; 

V a  

aux:indica; 

begin 
nedaux); 
aux- . nsrp. (13 : Iborracir ; 
aux-.narpllC2J:=ii; . 
a--. -1 :*U; 
Lux- .nrup.CU : =i3; 
aux- . eliaima: = *no’ ; 
aux- .we:  ;..ire*; 
w c i r  : =a=; 

end; 3 

{ procedura emoiikg;  
V a X  

aux: indica; 

aux : =marcir ; 
whale auxonil  do 

begin 

begin 



".,̂  , .,. .. , , , .. . i. . . , , .. ., . ,., , , . I.. "*.*. . I . . . , <  a. .., ,~...~ ..,.." l . l ~ ~  

procedure inicirlizul; 
begin 

and ; 
rai-cor:=nil; 

procminre insertari(ii,i2.i3:integ.r; xc,yc:rerl; I= iiata:ptero); 

VLT 

aux : p t  aro ; 

b q i n  
nedaiu); 
anx- .ncirc :-sir; 
anx-.h:=xc; 
anx-.k:=yc; 
aux- .r: =radio; 
aux-.noipCil:=ii; . 
aux- =iZ; 
Lux- .noipC31: =i3; 
a--. elimina:= 'no' ; 
aux-.mlice:=lirta; 
liata:=aux; 

end; 

procedure inicializar?; 
begin 

end; 
sai-cir:=nil; 

9 



procuinro ins*rtu?; 

aux : nmio ; 
V U  

begin 
n d a t u )  ; 
aux-.cir:=ncrs; 
aux-.mmplil : = x i ;  
aux- .na~pC21 :=i2;  
aux- .npipC31: = i3 ;  
am'. e l u h  : = 'no' ; 
aux-.conoc:ts.l-cis; 
sai-cu:=aux; 

and; 

proc.dnr* inicarl izar3; 

sal-pto : m i l  ; 
begin 

and ; 

proc.diir* laiiertar3; 

V a T  

aux:indi; 
ap:antqpr; 

procodtlr. l n suu ;  
begin 

nem(aax); 
aux- .mmc : mcir; 
aux- .npto: =ap; 
aux'.Uuma:='no'; 
aiu-.direc:=sal-pto; 
aai-pto:=aux; 

end; 

begin 
ap:= i l ;  
inaanx; 
ap:=12: 
msanx: 
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ap:=i3; 
inaaiu; 

end; 

proswinre insertatodo; 

begin 
if radio00 then 
begin 

insatul(il.iZ.i3,x~.yc,arl_cor); 
insertar3; 
* U t + r Z ;  

end; 
end: 

procdnre eacsibe i (liati : punt aro) ; 

Va? 

anx:pnntuo; 

begin 
aiu:=liata; 
while anxonil do 

bogin 
if anx-.eliainao’ai’ then 
begin 

write(’ Circnuferancia nm.: I ) ;  

writdn(inx-.ncirc); 
sriteln(> 
writeid’ 1 Y radio’); 
writeln(riu~.h:4:2.aiu-.k:ll:Z.aiu-.r: 1l:Z) ; 
writah(’ 
writeln( ’ 
writela( ’ 
vriteld ’ 
xw:=readkey; 

h a  coordenrdu del centro y e1 radio ion:’); 

t o s  punto. que formart eata circunferencia ron: ’ ) ;  
punto i :  ’ .aiu-.ntnpCD 1 ; 
pmto 2 : ’ .a‘ .ninpCZI ) ; 
punto 3: ’ ,a- .ninpC31 1 ; 

end; 
aux:=anx‘.anlace; 
and; 

11 
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end: 

procedure ereribel; 

V U  

aux :nodo ; 
ia: integer; 

begin 
a=: =aal-cir; 
while a a r O u l  do 
begin 

if anx-.eluiiu=>no’ thou 
begin 
rriteb( ’ Bn l a  cirdorutcia: ’ ,am-. c i r .  ’ estan loa pwtoa: ’ ) ; 
for ia:=í to 3 do 
writein(> punto: ,a=-.nuapCiai); 
.r:=r..dLe3; 

end ; 
anx:=avx-.Conec; 

end; 
end; 

i procdnre esuib.3: 

beg= 
a x l e  sal-ptoonil do 
begin 
writeln(’ 

XII : = r e - :  

J. paato:’.ral,pto-.npto,’ esta la carcriniuencia:’,sal-pto 
sal-pto: -sal-pto- .dir.c; 

end ; 
end; 1 

proceda€* graba: 

v u  
archi:text; 
am:pWBero: 
gr:char; 

12 



cn:chrr; 
begin 

nombre:="; 
cn: =readkey; 
writden); 
while cn<>X13 d\, 

begin 
nombre:=nombre+cn; 

C ontterrr).(ex.e~.no.bre); 1 
cn: =redkey; 
r r i t d c d ;  

end ; 
end; 

begin 
ans:=aal-cor; 
s r i t e ( '@iaea  guardar reanindoa on archivo d n  ? ' I ;  
gr:=r..dLeJ; 
if (grs'a') or ( g = ' S ' )  then 
begin 

write('Due nombre T drive de1 archivo:'); 
l..noib; 
us ign(uch i .nabre ) ;  
rerrite(archi) ; 
while auxonil  do 

begin 
writein(uchi,  aux- .ncirc) : 
writ.ln(rrchi.aux-.h:í1:3.' 
sr i te in(uchi ,  ' 
wri t  *in( uchi  , ' 
writeln(uchi.  * 
sr i t e in íuch i .  ' 

a i u : = a i u - . d c e ;  
md; 

cloadarchi) ; 
end ; 
d; 

procadure borraia(vu 

V U  

atu2:ptintero; 

begin 

L: p u t  eri 

aIu r : l l :  

13 



aux2: =lista; 
while a u 2 0  nil do 

b4gl.n 
anr2'.elulor:-'ai'; 
au2: =aru2-. enlac.; 

end; 
end: 

procedure borrai(var iista:putero); 

V U  
aru2:puntao; 

began 
am?: =Una; 
sh*le a-20 nil do 

begin 
if apiZ-.nczrc;.borrrcxr then 
a~xZ'.elkk.:=~si'; 

aru2 : -a2-. U l w e  ; 
end; 

and ; 

proc.duxo duaioja;  

VSU 

anx2:puntaro; 

h3b 
a~x2:=aaLina; 
whila aux20 n i l  do 
beg" 
anr2'.eliUni:='ai'; 
aoxi:=alu2-.~e; 

end ; 
end ; 

procedur. borra; 

V U  
a m 2  :nodo ; 
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I ._ . .... _ _ ~  -,. -..... .. ., , . ,,.. . .  , . .  ~ .,... -,.<. _.__ *.>_ ....-_. ' . 

begin 
a-2: =aai-cir; 
while a-20 nil do 

begin 
if aiu2'. cir=borracir then 
aiuz-. elimina: = ' s i  ' ; 

a~2:=aux2-.conec; 
end; 

end ; 

procedure borra3 ; 

VaT 

aiu2:indi; 

begin 
aiu2:=8aLpto; 
while aiu20 nil do 

begin 
if aru2-.norc=bomcir then 

aiuZ:=atu?-.direc; 
aar2-.olimina:='si'; 

end; 
end; 

procedure borratodo; 

begin 
borraibil-cor) ; 
b o r r e ;  
borra3 ; 
d; 

procedure detcir; 

V a T  

auc : integer ; 
poa,poal:real; 
xpa, ypa: reai ; 

begin 
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borratodo; 
dateIiinrl*rbpi.rj ,xk,ypi,yj ,yk,xc,yc.radio) ; 
ncIu: =ncp(u+i; 
ncir : =ncuu ; 
il :scout; 
i2:=j; 
iJ:=k; 
poai : =i ; 
for auc:=cont-i dosato 1 do 

begin 
rpa: "datos Cinc, 11 ; 
y p :  *tW Eane , 21 ; 
poa: =pot.pci.(r.dio ,IC, yc , rpp.ypa) ; 
if poa<-Q.DWXWi then 
poai : F a ;  

end ; 

inrartatodo; 
if poai>-O.OOOOOl tiun 

d a t U i ~ ~ l r p i . x k . x i , ~ i , y k , y i . x c . y c , r a d i o ~  ; 
n u u :  = n u u + t ;  
ncir: =nQu; 
il:=cont: 
i2:=k; 
13.-'. .-1, 

poai:=i; 
tor auc:=cont-1 domto 1 do 

begin 
xpa: =datosEanc, 11 ; 
ypa:=datosCcac,21 ; 
pa: Ipot.nsidnUo, se, re, rp.. ma); 
if pm4-O.oaooCl t h a  
poai :=poi; 

and; 
if pai>-O.OOQool thou 

inrartatodo ; 

deteninrhb(rpi .xi .x j .mi, yi, y j ,IC, yc ,radio) ; 
n e w :  = n u u + i ;  
ncir:=nc.u; 
il : =cont ; 
i2:=i; 
iS:=j: 
poal : -1 ; 
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for anc:=cont-1 domto 1 do 

xpa:=datosCaac.l1; 
ypa:=datosCauc.21; 
pa: .potoucia(radio ,xc , yc .xpa. ypa) ; 
if pa.<-0.000001 thou 

bagin 

poa1:=pOpo.; 
a d ;  

if poal>-O.OOQOül thou 
bartatodo; 

and; 

procedure decirl; 

V L t  
ui,ar2,ar3:raai; 
xpa. ypa: raai  ; 
anc: intagor; 
poa.poal :raa.i ; 

function dotu(xi.xj ,xk, yi,yj, yk:roai) : r a d ;  

V u  
auxl,aux2.aux3:roa.l; 

bogin 
auxi : =xjqk-yj*xk; 
auxZ:=xi*(yk-jj); 
aux3: =yi*(xk-.xj) ; 
datar:=O.b*(auxl -d+. iu3)  ; 

and; 

bogin 
borratodo; 
ul:=dotu(xpi.xj.xk.Jpi,yj.yk); 
ar2 : =dotar(xpi .xk ,xi, Jpi , yk , yi) ; 
u 3  : =dotar(xpi, xi .x j  , Jpi, yi .y j 1 ; 
if (=DO) and (uU0) and ( u 3 < 0 )  
then 
begin 

ncmU:=nuu+1; 
ncir:=nncur; 
il : scout; 
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i2:=j; 
i3:=k; 
det.runJlr(rpi,xj.Ilr.Jpi,yj,yk.xc.yc,r.dio); 

for aúc:=coM-l doirnto 1 do 
poai : =1; 

b q i n  
xpa:=datoaCanc,lI ; 
ypa:=datosCauc,21; 
poi: -pt.scia(rmiio,xc,yc .rpi.lp.) ; 
if poa<-O.OOOOOl thm 
poai : ’poa; 

and ; 
if poal>-O.OOOOOl than 

insartatdo ; 

ncmax:iincru+l; 
ncir: =u-; 
il: “cont; 
i2:=k: 
i3:=i; 
d e t a a ~ ( ~ i , ; d : . x i . J p i . y k . y i , x c , y c . r . d i o ) ;  
po.1:=1; 
for anc:-cont-i domto 1 do 
begin 
xp.:tdit~callc,ll; 
ypa:id.toiCauc.21; 
poi: -pat.nciafrdio .xc , yc, XP. JP.) : 
if p o ~ < - O . ~ i  th.n 
poi1:rpOa: 

end : 
it poal>-Q.owoOi t h a  

iri6s.rtatodo ; 

and ; 
( u r t o )  and (1r2<0) Ud (=3>0) 

win 
if 

tPI0 

nclu:=uaau+i; 
ncir : =wmax; 
il :=cant: 
iZ:=j; 
i3:=k; 
data- <zpi,xj ,xk,ypi,yj ,yk.xc,F.r.dio) : 
poai :=t ; 



for inc:=cont-l downto 1 do 
begin 
rpa: dar08 C¿UC, 11 ; 
mi: =&tm Cinc ,21; 
pa: =potoucia(rrdio.rrc .ye .xpa.ypa) ; 
if poa<-0.000001 then 
poa1:=pa; 
d; 

if poalM.000001 thou 
inrutatodo; 

Ilcir:--; 
il:=cont; 
iZ:=k; 
i3:=i; 
dat.riinibb (Ipi,rir.xi.Jpi.jk,yi,xc,Jc.r.dio) ; 
p 1 : = 1 ;  
for auc:=cont-l domto 1 do 
begin 
xpa:=htoaCanc.il; 
ypa:=datoaCanc.23 ; 
poa:=patoucidrrdio,xs ,ye ,xpa, ypa) ; 
if poa<-O.W0001 t h a  
poi1 : =poi; 
d; 

if poal>-o.oQooO1 than 
in.ertatod0 : 
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If poa<-O.OMxlol then 
pal:-; 

end ; 
if poal>d.OBOOOl then 

iaieatodo: 

n w u  :=nUrr+1; 
ncir : =maax; 
11:=cont; 
12:=1; 

datrniinrhtr (Ipi ,x i  ,xj .mi. yi. y3 .xc .IC .radio) ; 
poi1 :=I ; 
for anc:=cont-1 dosato I do 

13:=]; 

b%= 
rp:~r .os l .ne , i l :  
Jp.:idetoBC.ric,21; 
poa:=potaci.(sdio,xc.yc.rp..Jp.); 
if poa<-0.000001 then 

pi:.Pci.; 
ad; 

if poal>-O.oQBQoi than 
MSUt.tOd0; 

end; 
lf (arI<O) uld (rrpo) ami ( e o )  
then 
begin 

nUrr:=nWYI+1; 
ncir : IL~QU; 
11 :=cat; 
12:=1; 
13:Zk; 
deteruiuhlr (xpi,xj ,zk,ypi,yj ,yk,xc.yc,radio) ; 
poai:=l; 
for auc:=cont-1 dosato I do 

brg= 

yp.:=dato.callc,2l; 
rpl:ia.torCaac.iI ; 

por: qotncia(m0 .xc . yc .rp.. ypa) ; 
1f poW-O.ooao111 than 
p>l1:opOp; 

a d ;  
if poal>-O.wooQi then 

20 



inaortatodo; 

n c i u : = n u u + l ;  
ncir:m-; 
il:=cont; 
i2.-' .-1; 

i3:=j; 
date- (xpi,xi,xj .ypi.yi, yj .re, yc .radio) ; 
poi1:.1; 
for .ac:=cont-l domto 1 do 
begin 
xpa: -&to.C.nc. 11 ; 
Jpi:=dato.t.nc.Z.J; 
poi: =potatcii(radio.xc ,ye .q, ypi) ; 
if poi<-O.OWOOl then 
poai:=pO8; 

end ; 
if poil>-0.0a00al th.n 

insortitodo: 

Om; 
if (arsco) and (.tuo) and (ar3>0) 
thon 
begin 

n u u :  -nau*l; 
ncir:mcux; 
il:=cont; 
iZ:=k; 
i3:=i; 
dete- (xpi.rl:.ri,ypi,ykL.yi,xc,yc.rrdio); 

for auc:=cont-l domto I do 
poi1:=1; 

begin 
xpi:=dato.ciuc, 11 ; 
Jpi:-&to.C.nc,zl; 
poa: -~t.ncidradia, xc, yc.xpa.ypi) ; 
if poa<-O.OQOOOl then 
poal :=pow 

end; 
if poai>-O.OOOOOl that 

ina ertatodo ; 

ncIIu:=nuar+l; 
nc ir :=nuu;  
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11 : =cont ; 
?..?:=I; 
13:=1; 
deterianabkr(xpi ,xi, x] , ypi . 11, y j , xc, yc ,radio 1 ; 
poal :=l; 
for anc:=cont-1 domto I do 

begm 
xpa: =&toe Caw, 11 ; 
ypa:=dato*iaac,21; 
poa: =poteaciaíra&o ,xc, yc spa, p a )  ; 
if poa<-O.000001 them 

pal:-; 
end; 

if poai>-O.000001 then 
insertatodo; 

d; 
if ( a r l > O )  and (&<O) and (arW0) 

then 
bogin 

ac.u : =uc.u+i ; 
n c i r : a a a x ;  
rl :=coat ; 
12:=k; 
i3:=1; 
detominahkr(Ipi ,xi ,&,>*pi . y 1  , yk.xc, yc .rdio) ; 
p a l  :=1; 
Yor auc:=cont-1 domto 1 do 

begin 
xpa: .6.tori.oc. 11 : 
ypa:.dqt~iauc.21; 
p": =potawiahdio.xc .IC . ' p a . w )  ; 
if poa<-o.awm* thw 
pral:-; 

end; 
if paai>-O.üüBQül than 

in8.rtatodo ; 

n-:- +i; 
n c i r : a a u ;  
il : =coot; 
i2:=i; 
i3:=j; 
detemiarblrr~xpi,xi,xj .ypi,yi,yj .xc,yc.rrdio) ; 
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poa1:=1; 
for auc:=cont-1 domto 1 do 
bagin 
x p :  =datostanc. 11 ; 

pa: =potencia(radio,xc .yc.rp..ypa) ; 
if poa<-O.OOüGül than 

ypa:-4at0~cauc,21; 

poi1:Pgo.; 
end; 

if poa1>-0.00Q001 then 
insartatodo; 

end; 
end ; 

proc.dura ubica1 ; 

V a r  

acv.ar:raai; 
atu:nodo; 

begin 
xi:=datosCi. 11 ; 
x j  :=&tosCj, 11 ; 
xk:=datosU. 11 ; 
pi : =datos ti 2 1  ; 
y j  : =datosCj .23 ; 
yk: =datos ,21; 
acr : =corvrr(xi.x j , xk. yi , y j  . yk.xpi. n i )  ; 
ar: =d*trr*a(xi. rj .a, yi , y j , yk) ; 

xv:=rsadkey; 
if a c v < = ~  then 

mitaln(’aCTr’,iCT,’ U=’,U); 

BEGII 
cirscr; 
wTEL#(’BsmY El DBTCIR COI EL Pmm: ’,COJT); 

datcir; 
(liberal;) 

xY:=REIsm; , 

Ern; 
if acv>u then 
begin 
cirscr; 
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YRITBLI('ESTLW ES DETCIPl COI EL PüBTO:'.COIT); 
xu:=wi&m3Y; 
dot c ir  1 ; 
Clihrai; > 

end ; 
end ; 

procedure donde-pto; 

V a  

poa:reai; 
op:boole,ui; 
anxi, a x  :puntero; 

begin 
op:=true; 
anx:=sai_cor; 
v h i l e  auxonil do 

beg= 
ncir:=.p.-.nczxc; 
xc:=ani.h; 
yc:=aux-.k; 
radio: =.p.- .r; 
i : =a=- . ntup til ; 
~ : = a ~ - . n p p ~ 2 3 :  
k: = a m -  .nlppf3j ; 
if amx'..llduic>'si' than 

poa:lpot.wcic~rrdio ,xc ,TC.Xpi .ma) ; 
write&(' potaaia: ' ,pa) ; 
x.: =re-; 
lf pow0 thrn 
beg= 

borncis: -e*; 
ubical; 
op: =fair. ; 

end; 
end ; 

wu:=aux-. miace;  
end ; 
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end ; 

procediire recorrido; 

begin 
con:  =o; 
si:=datoaci,ll; 
s j : =datos CZ ,11; 
xk:=datosCJ,i]; 
yi : =ditoaCi ,21; 
y j  : =datoa 0.23 ; 
yk:=datoac3.2]: 
ncir: 4: 
il:=l; 
i2:=2; 
i3:=3; 
datermiMhkr(si ,s j ,xk,yi, y j .yk.sc, yc .radio) ; 
b i c i d i ;  > 
iniciaiizui: 
iniciaiizu2; 
iniciaiizar3: 
inaartrri(ii, iz, i3 ,se .yc.ad-cor) ; 
iiu*l-t.s2; 
i n a u t u 3 ;  
nciu:=ncir; 
for cont:4 to np do 
begin 
.ritein(’PROCBSUDO BL EWiü:J,cont); 
xpi:=datoaEcont,il; 
ypi:=datoaCcont.Zl; 
n:=readkay; 
donde-pto; 

procedure eicptoe: 

V u  

ir:integ.r; 

begin 
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writein(’ Los puntos seleccionados son:’); 
xri:=readkey; 
for ir:=np+l to pl do 
begin 
sslte(’x: J,datoaClr,il:2:2) ; 
sriteln(’ y:’.datoaCar,21 :2:2); 
xrr:=rradkey; 
end ; 

end; 

procdnre graficdrar &toe:arroglo) ; 

V U  
ycoriu,xcoziiu:rul; 
convorl , convu2:rorl; 
conver:rd; 
Directorio:atrwq; 
Cod%ror,Gm@bürira: Mtegar; 
cn : Char ; 
xrl.n2,yrl,yr2:reai; 
x i , x 2 , p l , y Z : r d ;  
re1,rely:rul; . 
col .pu.p.T: iEt*u: 

proc.dure InicirllwSiat...Prriico(DVlctorio: string; 
V u  CodBcror:intqps; 
V a r  Gr.pbbrivm: ia6-a) ; 

V a T  

Gr.phaod.:intepr; 

begM 
CrrpliDrirer : rüotect ; 
I a l t D . p h f ~ i v o r , ~ ~ ~ e , & i r e c M t o ) ;  
C-or : =GripaP.eult ; 

end ; 

procadure ponp$oa ; 

V U  

posr,pory,r.:iruylu; 
co1or:sord; 
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begin 

end ; 
atr(palabra:2:2.crx) ; 
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setcolor(b1ack); 
oattenxy(loo,z. ’I: I ) ;  

conriertotezto(pu. c r d  ; 
outtutxy(i20,2. c.l-2) ; 
oatt utxy(200.2 ,  ’I: ’ ; 
conriuhetuwtpya,crx) ; 
onttextxy (220 I 2, cl-2) ; 
color:=black; 
patptpual(pxai.pya1.color) ; 

caaa o d p )  of 

77:px:spr+2; 
76:px:spx-2; 
72:py: -Ty-I; 
8o:py:=py+l; 
81: begin 

pxa:.(pr/conrerl); 
pya:=(no-(py/conr.pZ)); 
pia: ipia+l; 
datoa Cprr, 11 : m; 
datodpir.Zi : %; 
setcolor(aita) ; 
l ~ e ( p u l b , p y ~  .ppt+ó,py*.l); 
iin.(pui .ptrl+s,pul .pyri-S) ; 
oattertq(40.10.’ Puntos ul.cc¿oo*doa:’); 
oUttut~(W)*3aO,’r:’): 
conrzert*tutoCpxa,crx) ; 
outtraq(66.20,Crd ; 
oottextqTt~,30,’~:’); 
conrzeztatutofpya, crx) ; 
outtoxtxT(ó6.30, crx) ; 

end 
elae 
begin 
sotcolor(b1ac.k) ; 
outtextry(40,10, ’ Punto. rei~csiosulo~:’); 
outtutxym,20, ’1: 1 ) ;  

conrlut.trrto(prr.crx); 

outt~Xtx~f60.30,’y: ’ I ;  
conrl .rt .+rr*o~,crr);  

outtextq(ó6,2O,crx); 

outtrnxy(6á.JO,u1); 
end ; 

and; 
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aetcolor(whit*); 
pxa:=(px/convari); 
pya: =(kt~-(py/c/convu2) 1 ; 
onttextxJ(iW.2. '1: '1; 
conviutrtuto(pxa.ssx) ; 
out.tutxJ(lñ),2.crt); 
ontt.xt.y(2W.2.'Y: '1 ; 

onttutxJ(rn,?, crx) ; 
pxa1:=rOirna(p.); 
pya1 : -und(py) ; 
color:?hit*; 
pucpixai(pxai,pyaí .color) ; 

conriart*t*xto(pp. crd ; 

until 

pi : =pia; 
p = ' n > ;  

end ; 

procwiiua poncircolos; 

V U  
auxl ,aux:pnntuo; 
xcan.ycan,ndio:integu; 
co1or:mrd; 
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m e v m t o ( d i t o a )  ; 
end; 
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procedure c i r d e r e n c i u n r u ;  

v u  
po8,poal: red;  
cirden.ú:intogu; 

< ur:indica;  > 

procanre checaptoa; 

.fa 
auxl : pntaro ; 
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procedure cr.ipto.1; 
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--".. ,--..-< .... ..-~ . .. . ~ ..,. ..., . ...,. .... ~ 
.,. , , .., " ,  ...,,..* __,," ___-- 

d*tariinabkx(xpi,xk,xi,ypi .yk,yi .IC, yc ,radio) ; 
naax:=nLsIc.+l; 
ncit : =ntmu; 
ii:=ix; 
i2:=k; 
i3:=i; 
chuaptoa; 
if poal>-O.OOOOOi thon 

inaartui(ii, U,i3,1c .ye ,aaLina)  ; 

daterrinihir ~~~,xi,xj,ypi,yi,yj,xc,yc,radio~; 
n c I u  : = n a u + l ;  
ncir:tnsuz: 
il:=ix; 
i2:=i; 

checaptoa ; 
if paal>-O.WOOOl thon 

i3:aj; 

ina*rtui(ii .i2,i3,1c.yc, aai-ina) ; 

proc.diira cruptoa2; 

V U  

ar! .u2,ar3:rd; 

riic:int*gar; 
poa.poa1:ra.l; 

xpi.lp.:r*il; 

Zuuction d~t~(xi.rj.xk,yi,yj.Tk:r*.l):re.l; 

V U  

auxi,auxZ.auxJ:r*ai; 

-1 :=x joyk-yj*xk; 
aux2:=1i*(~k-yj) ; 
aux3:=yi*(xk-xj); 
dat~:=0.5*(aiui-~+aiu3); 

end: 
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nciX:?ríiu; 
il:=ix; 
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i2:ik; 
i3:=i; 
deteriinahk(xpi ,xk,xi,Jpi,yk,yi ,xc , yc .radio) ; 
checaptoi; 
if poal>i).000001 then 

Maortar! (ii .i2, iJ.xc, yc , a a i - i n d  ; 

.nd; 
if (=DO) and (&<O) and ( u 3 > 0 )  
then 

begin 
ncaax: -.+1; 
ncir:=UaU; 
il: =ix; 
i2:=j; 
i3:=k; 
d*toriiaahkr(xpi,xj ,sk.ypi.y j ,yk,xc, yc .S.dio) ; 
checapta; 
if poal>i).OOOOOl then 

hortari(i1. i2.iJ.x~ ,IC ,aai-ini) ; 

n a u : r o c r u + i ;  
ncir:=IInciu; 
i17iX; 
i2:=i; 
i3:=j; 
dbtuiiri.hb(Ipi.xi,xj,Jpi,yi.yj ,xc.yc.r.dio); 
chocaptw; 
if poal>-O.OQOQOl then 

h.nari(ii .i2.i3,xc.yc, aai-ini) ; 

.nd; 
if ( a r l < O )  and (lr2>0) and ( r r3<0)  
then 
begin 

nCBU:-+i; 
ncir:=UCUX; 
il :=ix ; 
i2:=j; 
iJ:=k; 
datemimhkr (xpi,xj .xk.ypi.yj .yk,xc.yc.radio); 
checaptoi; 
if poal>-O.OoooQl then 

h.rtui(ii .i2, i3.x~. yc , aai-ins) ; 
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ncou:=nmaX+f.; 
ncir:.n-; 
il:=ix; 
i2:=i; 
i3:=j; 
det.rrlln+htr (xpi,xi.xj.ypi.yi.yj.xc.yc.rsdio); 
checaptos; 
if poal>-o.0a0001 ?A- 

ins.rtari(ií ,i2, i3.xc.y~ , sa lha)  ; 

end; 
if ( a r i < O )  and (=?>O) and 
than 

begin 
nQu:liiQw+i; 
ncir:-; 
il:=ix: 
i2:=k; 
iJ:=i; 
d c t ~ ~ r p i , ~ , x i , ~ i , ~ ~ y i , x c , y c , r ~ o ~ ;  
ChOCaptM ; 
if pori>-0.000QOi th.. 

insertarí(ií, i2. i3.x~ .y= ; 

D a :  =BUu+1; 
ncir : Dlluu; 

ii:=ix: 
i2:=i; 
i3:pj; 
dotormiiubtr(Ipi ,xi, x j  , ypi .ii, y j ,IC, yc .radio) ; 
chuaptos: 
if p<~l>-o.C#üOi tha 

insertui(il,i2,ij,xc,Is..rl_ini); 

end ; 
if ( a r l > O )  and (ar2<0) .ad (=3<0) 

thui 
begin 

nLQu : ?IUu+i ; 

il :=ir ; 
i2:=k; 
i3:=i; 
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deteminahkr (xpi ,xi, If. ypi,yi .yk,xc,yc, radio) ; 
checaptoa ; 
if poa1>-0.000001 thin 

inautari(ii ,i2.i3,xc.yc, rd- ina)  ; 

ncmu:=nLC.u+l; 
ncir:=nau; 
il:=ix; 
i2:=i; 
i3:=j; 
det.Iiinrhlrr (xpi,xi,xj ,ypi,yi,yj ,xc .yc,radio) ; 
checaptom; 
if p o a l > - O . ~ l  thbn 

insutiri(ii ,i2.i3,xc ,yc.aal-ins) ; 

procodme .nr l in iorr i ;  

T a r  

acv,ar:reai.; 

b.8" 
xi : adator Ci , ii ; 
x j  : =&torCj, 11 ; 

yi:=dato.Ci,?]; 
y j  :=datotCj ,a; 
yk:=datoab.?] ; 
acr : =corvar(xi, x j ,xk Ji .If .yk.xpLJpi) ; 
ar:=detrrea(xi,xj,If.yL~j .yk); 

Xk: e t 0 8  u, 

if acv<=ar than 
begin 
xm: =re&ik.y; . 
Cruptoai; 

bnd; 

begin 
if acv>ar then 

xs:=readkey; 
creaptoa2 

and ; 
end; 
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procedure rsri&epto; 

VILT 

poa:rul; 
aux : puntero; 

begin 
LUX : =.al,cor ; 
while aur<>uai do 
b w  

n c u  : .ncirc; 
cirdou: =ne=; 
xc : =a=-. h: 
yc : =a--. 1; 
radio : =~ux- .+; 
i:=anx-.naipEil; 
j : =a=- .-W ; 
k:=aru-.nrmpcJ]; 
if aa~'.oiishae'ai' thou 

b4gM 
pa: =pateacidradio ,xc ,ye .xpi .pi) ; 
if poa<-O.OüOúül thrn 

BEQU 
I inicir; > 
a M l l l o r r ;  
Em; 

end: 
aru:~anx~.oniace: 

.ad; 

v u  
aux , aa12 :puntwo ; 
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begin 
aux:=iista; Ced-cor) 
ihiie aiu<>nil do 

begin 
if aiu-.elUina<>'ri' then 
bagin 
ncir:=aiu- .ncirc ; 
cirden: inc i r  ; 
xc:=aiu-.h; 
yc:=aiu-.k; 
radio:=aiu-.r; 
ii:=atu'.numpCil; 
i2:=aux-.nrnpW ; 
i3 :=.DI- .numpE31; 

p a :  .pot.ncia(rdio ,xc , yc .xpi .mi) ; 
if pa<-0.000001 then 

if (ilinnmuo) or (iZ-nuBeo) or (i3-nnnro) th.n 
insutui (ii , i2, i3 .xc,yc, aai-iia) ; 

end ; 
aux:=aiu-. d a c e ;  

end ; 

a-: =iietai: Eaai-ins; > 
while auxunii do 

begin 
if uix'.eliiiiuo'ei' tha 
begin 
ncir:=anx^.ncirc; 
cirda:incir; 
xc:=uix-. h; 
yc:=aiu-.k; 
radio:=aiu- .r; 
i i : =a=- . nump (11; 
iz : =a=-. nump C23 ; 
i3:=atu^.numpE31; 

pa: =pot.ncia(radio ,xc, yc.xpi .mi) ; 
if (ilrliwro) or (iZauBero) or (i3=nrnUo) then 

ineertui(ii, iZ .i3 ,XC. y e ,  &-lie) ; 
end ; 
aux:=aiu-. enlace; 

end ; 
end ; 
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procedure puntoaf i joa(1ista:prrntero; var d ,yf :real) ; 

V U  

aux:puntero; 
yb: real ; 

begzn 
yb:=UMOO; 
aux:=liata; 
while aux(2Pil do 

begin 
if aux-.elirtaia’si’ thrn 
if yb>aiu-.k tam! 

begin 
e: -8nx-. k ; 
xi: =w-. h; 
y b : = e ;  

end; 
aux:=aux-. d a c e ;  

and; 

sud ; 
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begin 

ai:=(ym-yf)/(xm-xf); 
a i : = r r c t d a l ) ;  
a1:=3.1410+al; 

end; 

procedure tusucuadrante; 

bagin 

a i : + w J f ) / ( m - x f ) ;  
a l  :=arctrn(al)+3. M i O ;  

end; 

p r O C . d o r 8  -OC*Ut*; 

begin 

a i  :=(ym-yf)/(m-xf) ; 
ai:=arctan(al); 
al:=8.283185307+il; 

end ; 

begin CAIGULOS> 
~in:=6.283185307; 
aiul  := l i s ta;  
*hila iriul<Xkil do 

bagin 
if a i u i ' . e l i i i i u o ' s i '  than 
begin 
m: =anxi-. h; 
yi:=auxl-.k; 
relog:=tnw; 
for apnut:=i to  c m t  do 

if (pirnto~ar~aC.pimt,lI=m) and (puntosaruCapimt .21=p) 
then 

relog:=faiae; 
i f  re log=tne  than 
bagin . 
if  (xf<m) and (Jf<=p) 

th8n 
begin 
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if xf=m then 

if (xi-) and (ym<>yf) then 

if ai<- then 

-:=ai; 
xam: 'P; 
y a : = p ;  

al:=2.3681ü44ü; 

cuartociudrrnt e ; 

begin 

end ; 
end ; 

end: 
d; 
auxi:=auxi^ .&c.; 

end; €WILE). 
and; tPaocpDaIEim) 

procednre det-arreglo(lirta:pantero; xf,yf:real; 
var  puutoauu:licar) ; 

V a T  

aux: pnntero ; 
cont ,conti: integer; 

begin 
aux:=liata; 
cont : =I; 
pnntoaii j oa (aux, xf , yf 1 ; 
puntoaueatcont ,i3 :=xi ; 
puntoaueaCcont,21 :=yf; 
repoat 

angploa(xf .fl ,cont .pantoaarea, aux , x u ,  y u )  : 
cont:=cont+l; 
pnntoaudcont ,il :fxam; 
ptoaueaEcont .21 :=y=; 
xi: = x u ;  
Ti:=).-; 

nnt il 
(rilpnntoaareaEcont-i. 11 1 and (yf=pnntoaareaEcont-i .?I ) ; 
punto*ueaCeont, 13 : rppntoaareaCí, 13 ; 
puutorareaEcont.2l :=pmtorarmaCi.?l; 
ptoiu:=cont; 
nite&(' Loa punto8 pax determinar el are& ron:'): 
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for contl:=l to  cant do 
b q i a  

write(' I=' ,puntoarruCconti, 11 :2:2); 
writ&( 

xw:=readkq; 

y=' ,puntoruuEcont i ,21: 2: 2) ; 
end ; 

procedure bn8-1; 
V U  

anx1:puntbro; 
pt t  , ca: iatqw; 
pre:boole.n; 
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intqdptt, 11 :=anxi-. niupCZl ; 
pt :=ptt+r; 
a; 

pre:lialae; 
for ea:=% to ptt do 

pr.:.triu; 
if (a~l~.n~~3l-int.gaCu,13 1 or (anxl-.nnmpC3I=ix) then 

if pr.lial#e than 
byin 
int.g.Cptt.iI:=anxi-.niupC31; 
ptt:=ptt+i; 
4; 

aiul:=anxi-.dace; 
and; 

procwhre carga; 

VILT 

ca: intogex ; 

begin 
ciracr; 
mitein(' DANK LüS:'); 
for ca:=l to ptl do 

begin 
write('P',ca,'.-'); 
rwain(datoaCintqraCu. 11.31 1; 
d: 

end; 

procedure crlcelut..(ptau,ptox:integ.r; puatoarrea:lia-ar; 
.u integra: 111.) ; 

VILT 

decont : intega; 
s-1, sm2.si3 :rea: 

begin 
s-i:=O; 
for decont:=l to pMiu-1  do 
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begin 
buscal; 



dato8Cix.31 :~~iui~to~~intmgraCptox.i3.31+dato~Cix,31; 
OBd ; 

end; 

begin 
iinic;) 
aai-ina:=nii; 
for k:?ip+i to pi do 
begin 
xpi:=datoaCix, 11 ; 
ypi:=datosEir,Zl; 
aiulirapto; 
writela(’ IoS C i m  QüE SE 
eacrib.i(rai-ini) ; 
I-; 

writela(’ SL EEStlLTADO DE LA m L A C i O I  PAüA SL P m  11S88TAüO: I ) ;  

writeld * X:’,xpi:Z:Z,’ Y:’.ypi:Z:Z); 
writ.ln( ’ RESüLTüü: ,datoaCix,31) ; 
delay(3000) ; 

COI ñt P D r m  SO1 ’,ir,’ SON: I ) :  

.......................................................... 

and; 
end; 

begin 
opcion; 
rmconido; 
eacribel (sil-cor) ; 
graba; 
a a i - i m : = n i l ;  
eacribb.2; 
L.: =rmad&my; 
gratica(datoa); 
aacptoa; 
c i r d u m c i a a n r u  ; 

m d  . 
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