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Capitulo 1

Antecedentes

Existen en la actualidad varias disciplinas que tienen numerosos puntos en
comun y que giran alrededor de la visualizacién de curvas y superficies,
su aproximacion y reconstruccion, asi como el reconocimiento de formas y
siluetas etc. Entre estas disciplinas se encuentran la teoria de aproximacién
y la geometria computacional, entre las mas importantes.

El tema del presente trabajo tiene nexos con estas disciplinas y sus
raices histdricas se podrian ubicar en un contexto puramente geométrico
con los trabajos de G. Voronoi a principios de siglo y las aplicaciones
practicas que desarrollé Thiessen en Geografia, pero muy particularmente
en un trabajo de B. Delaunay [13] de 1934, que, si bien no es actualmente
muy conocido, de alguna manera constituyé un antecedente a partir del
cual se ha comenzado a hablar de los tridangulos de Delaunay y sus cons-
trucciones duales. Por ejempio, en el Science Citation Index de 1991 se
pueden encontrar actualmente mas de 80 referencias de articulos que usan
esta construccion o la mencionan en el titulo. Esta eclosién se ha debido
en gran parte a la multitud de aplicaciones en geografia, cristalografia y
biologia que esta construccion tiene. Algo tan usable no tardo en requerir
su automatiza cidn, y de esta manera han proliferado los algoritmos com-
putacionales para conseguir realizar la construccion automaticamente.

Encontrar los vecinos mas cercanos a un punto, elegidos en un conjunto
dado de puntos, problema que equivale a realizar la particioa de Voronoi, se
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9 i. Antecedentes

convirtio asi en un problema de Geometria Computacional de primer orden.
Lo mismo sucedié con su construccion dual; los tridngulos de Delaunay, y
con varias otras construcciones afines, por ejemplo teselizaciones con pesos
o penalizadas. Por otro lado, la utilizacién de estas construcciones en
problemas de geociencias de inmediato las constituyé en bases naturales
para la interpolacién y el método de elemento finito, convirtiéndolas en un
problema de teoria de aproximacion.

En este trabajo se propome una nueva construccién, las Esferas de
Cobertura, relacionada con las arriba mencionadas, y se muestra su utili-
dad y sus propiedades matematicas.

La primera presentacién del concepto se hace en el ambito de la Geo-
metria Computacional, mostrando el cdracter dual de esta construccion
con respecto a la particion de Voronoi. Asimismo, se presenta un algo-
ritmo para realizar computacionalmente esta construccion, el cual puede
ser usado inclusive como "atajo” para realizar sus construcciones duales
mas rapidamente y con menor uso de capacidad de almacenamiento.

Para introducir el concepto a la teoria de aproximacion se muestra su
relacion con el interpolante de Sibson o de vecinos naturales. Como con-
secuencia directa se presenta un aigeritmo para combinar todo lo anterior
con el fin de obtener un método de interpolacion con interesantes ventajas.

Por iltimo, dado que las esferas de cobertura son facilmente gener-
alizables a cualquier dimension, se dan algunas ideas de aplicaciones en
dimensiones 3 y 4.

1.1 Les problemas basicos

Cuando se habla del uso de interpolacién para la reconstruccién de su-
perficies, la referencia incluye un amplisimo campo generado a partir de
necesidades técnicas de la industria y las ciencias aplicadas.

Por esta razén, muchas veces se tienen varias soluciones para un mismo
problemna, debido a que han sido resueitas sobre la marcha por ingenieros
dedicados a algin problema en particular. Por otra parte, la vertiginosa
velocidad con la que se va avanzando en la disciplina, propia de una técnica
a la que sirve y no tanto de una ciencia, ha provocado dificultades de comu-
nicacion, las que han hecho que existan muchos desarroilos independientes,
poco diferentes en sus inicios, pero que se han ido diferenciando cada vez
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mas por razones técnicas.

Sin embargo, han habido constantes y notables esfuerzos de sistemati-
zacién de todas las dreas que componen la disciplina, que han sido llevados
a cabo a veces por los propios ingenieros creadores de las técnicas, como
Bézier, y otras veces por matematicos interesados en el tema y que ya
tenian una Sptica mucho mas amplia del problema de la interpolacién.

Los problemas que clasicamente se han abordado son:

a) La construccién de superficies topograficas o similares, cuya principal
caracteristica es la de que exista una relacién uno a uno entre los
puntos (z,y) del dominio y los puntos (z,y, z) de la superficie.

b) La construccién de supetficies cerradas o semicerradas para represen-
tar carrocerias o fuselajes, que deben ademas tener algo que ver con
los métodos de calculos de resistencias a llevar a cabo con dichas su-
perficies, los cuales generalmente usan métodos de elemento finito y
pretenden usar al menos ia misma discretizacion; la {lamada "malla
de alambre” o "wire frame”.

¢) La construccién de superficies muy complejas, como las que se usan
en medicina, como resultado, por ejemplo, de las tomografias com-
putarizadas o de técnicas similares.

d) La construccién de hipersuperficies, como las que describen propieda-
des, por ejemplo, el calentamiento en una regién tridimensional.

e) La representacidn bidimensional y su interpretacion (en la pantalla de
un monitor) de las superficies anteriormente mencionadas.

f) La interaccién del usuario con el modelo usando la representacion que
ve en el monitor y modificindola.

1.2 El problema de la discretizacién del dominio

Para cualquiera de los casos anteriores, y para aplicar cualquier técnica
de interpolacion, se debe tener una base sobre la cual aplicarla, va que
se usaran técnicas locales de interpolacion y no globales, las cuales, por
otra parte, tendrian muy poca aplicacién para los probiemas que se estan
abordando.
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Asi, el primer problema es como subdividir el dominio de definicién
en partes en las que se va a aplicar el método, y luego como asegurar la
continuidad entre los resultados locales.

Se pueden distinguir inmediatamente dos formas, la primera usando
mallas, generalmente regulares, que son independientes de la localizacién
de puntos con datos. Este tipo de técnicas requieren en realidad una doble
interpolacién para asignarle valores a los nodos de la malla. Son, sin em-
bargo, las mds comunmente usadas por razones que se veran mas adelante.

La segunda es crear una malla, generalmente irregular, que tenga como
nodos los puntos con datos. De esta técnica es de la que trata este trabajo,

Una vez realizada la opcidn anterior queda el problema de determinar el
criterio para realizar la discretizacion irregular, obviamente debe cumplir
algunos preceptos basicos :

1) Los nodos con datos deben estar en los bordes de las zonas o elementos.

2) Las zonas no deben contener puntos de ia malla en su interior, es
decir, que no puede haber puntos del conjunto que no formen parte
de la malla.

3) La construccion debe ser unica, es decir, que para un conjunto dado de
puntos debe obtenerse una sola discretizacién con el método elegido.

La mayoria de los autores considera una cuarta propiedad, que en este
caso deliberadamente serd omitida, que es que las zonas no se superpongan.

Debe recordarse ademas que la finalidad de todo ésto es que, dado un
punto del dominio del cual no se tienen datos, generarlos, considerando los
datos de los puntos donde si se los tiene.

Debido a que se trata de usar consideraciones locales y no globales, otro
problema que se debe resolver, preferiblemente de manera simultanea es el
de localizar donde estd un punto con relacién a la malla, ya que se trata de
realizar la construccién de la misma en forma incremental, lo que permite
agregar y quitar puntos de [a malla en caso de que sea necesario adaptaria
segun_ las circunstancias.

Para conseguir todo lo anterior se ha optado por usar la construccidn
debida a G. Voronoi, que se denomina Teselizacion o particién de Voronoi.
Para fijar ideas llamaremos V a un conjuanto de m puntos distinios en el
espacio E de n dimensiones, usando estos criterios E queda totalmente
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subdividido, de tal forma que cualquier punto de E pertenece a alguna de
las divisiones de la teselizacidn, lo cual es ideal para localizar puntos.

El siguiente paso légico en la construccién de la discretizacién es rela-
cionar a los puntos de V' de acuerdo a la construccién anterior, formando
figuras que contengan a los puntos que equidistan de al menos un punto de
E, los que se llamaran ”vecinos de Voronoi”. Del tipo de figuras a que ésto
da origen se hablard en el préximo capitulo para no perder generalidad
ahora. )

1.3 Las superficies generadas por interpolacién

Se describen a continuacién muy brevemente ios métodos mas comunmente
usados para interpolar.

1.3.1 Productos tensoriales de Bézier

La base para la generacion de superficies por este método es la interpolacién
bilineal, para crearlo se han aprovechado todas las posibles analogias con
la interpolacién lineal aplicada a la construccién de curvas, teoria que fue
desarrollada previamente por el mismo Bezier.

Podemos encontrar algunos antecedentes en el trabajo de Ferguson [21]
y mads reciente en el de L. Nachman [23].

Asi como la interpolacion lineal describe la curva mas sencilla entre dos
puntos dados, la interpolacién bilineal describe la superficie mas sencilla
entre cuatro puntos dados en el espacio euclideano tridimensional E.

Para fijar ideas considérense los puntos Py, Py, P10, P1,1 pertenecien-
tes al citado espacio, todos ellos distintos entre si, y considérese al pa-
raboloide hiperbdlico que pasa por los cuatro puntos, expresado como el
conjunto de puntos  en E tales que su expresién en forma paramétrica es

1 1
z(u,v) = Y_ 3 Pi;B}u) Bi(v),

i=0 ;=0

donde los B; son polinomios de Bernstein de la forma general y los F; ; son
los valores de la variable a interpolar en el punto P;;, mas propiamente se
debiera decir que P;; = f(PF, ;) pero se ha preferido mantener la notacion
usada por la mayoria de los autores al respecto.
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Bi(t) = (?)t‘(l )",

o en forma matricial

o(u,v) =(l—u u)(?l’z ‘23) (1 ;v)

Tanto en u como en v el interpolante es lineal, como se ve, y la superficie
z puede ser llamada un interpolaate bilineal.

Este interpolante bilineal puede ser visto como un mapeo o correspon-
dencia del cuadrado unidad en el plano u,v, de esta forma, el citado
cuadrado seria el dominio del interpolante, mientras que la superficie z
es la gréfica. Obsérvese que a una linea paralela a uno de los ejes en el do-
minio le corresponde una curva en la superficie, la cual es isoparamétrica,
y en el caso presente es una recta, dado que los paraboloides hiperbdlicos
son superficies regladas.

Otra forma de evaluar el interpolaate bilineal, debida a De Casteljau
(6] puede describirse en dos pasos como sigue.

Tomense dos puntos intermedios

Pgbl = (1 - ‘U)PD,O +UPO'1

Plo,'ol =(1-v)Po+vh,
obteniéndose |
(u,v) = Pg’é(u v) = (1 ~u)Pys +uPly.

Asi como las curvas de Besier se pueden obtener por mterpo.lwon lineal
repetida, también se pueden obtener superficies por interpolacion. bilineal

repetida.
Tomense ahora un comunto de puntos P;; pertenecientes a un arregio

rectangular tal que 0 < 4,7 < n y unos parametros {u,v) en R:. EI

algoritmo de De Cuﬁei}au quedaria

_ Pr—l o1 Ig‘r;:lr-l 1 - v}
= (1 u u) Pf—lr 1 Pr 1,r=1 v
41,7 i+10+1
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r=12,...,n ,7=0,1,...,n—r.

Alli 1a red de puntos P, es la red de control, y lo que se obtiene es una
superficie de Bézier.

En la primer figura se ve como se construye una curva y en la segunda
la misma técnica es aplicada para construir una superficie.

Para ésto se puede definir una superficie en el espacio como el lugar
de los puntos formados por la trayectoria de una curva que se traslada
moviéndose en el espacio.

Para ejemplificarlo considérese primeramente una curva de Bézier de
grado m.

P™(u) =) P:BMu).
=0

Abora considérese que en cada punto P, la curva original es atravesada
por otra curva de Bézier de grado n

Pi=P(v) =} Pi;B}(v).
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Combinando ambas ecuaciones se obtiene un punto de la superficie

P™™u,v) = Y Y P B (u)B}(v).

(=} j=0

Como se ve, por este método se obtiene el mismo resultado que con
el método anterior, y las curvas son curvas isoparamétricas que pueden
ser obtenidas usando el mismo algotitmo de De Casteljau que se usa para
construir curvas en forma iterativa.

1.3.2 Superficies compuestas y Splines

En 1962 De Boor (4] publicé uno de los primeros articulos referentes a
Splines bicitbicos, aunque otros autores en forma independiente lo hicieron
casi simultaoeamente.

A partir de los trabajos iniciales mucho se ha hecho y escrito al respecto,
destacaremos el trabajo de W. Bohem [3], y el de Bartels, Beatty y Barsky
[1].

La idea consiste bdsicamente en aplicar lo visto en ¢l inciso anterior, y
la teoria de Splines para curvas, a pedagos de superficie.

El primer problema que un planteamiento asi presenta es el de la con-
tinuidad en las fronteras entre uno y otro pedazo. El problema que para
una curva se reduce a solamente asegurar la continuidad en un punto, ahora
es el de lograr la continuidad sobre la linea de frontera, con una espe-
cial dificultad cuando se traia de los vértices en los que concurren varias de
estas fronteras, de modo tal que hay que preocuparse de algo que podria
llamarse la torsién en diche punto, para "pegar” los pedazos concurrentes
a él.

Sean ahora, por ejemplo, dos pedazos representados por sus vectores
normales. La condicién que se plantea para que sean continuas ea la fron-
" tera comun las derivadas hasta la de orden n es

n du
3;;3(3,-0) = a;;:?(u: v)

donde z(u,v) y y(u,v) son las parametrizaciones de las superficies de
los dos pedagos-y la antecitada relacion se pretende que se cumpla en la
curva frontera comuin de ambas. ' _
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Como cada pedazo de superficie estd definido por una expresién de
Bezier, entonces la condicion arriba mencionada solo se puede cumplir si
todas las lineas de la malla que atraviesan a ambos lados de la curva comun
pueden ser consideradas como poligonos de control de Bezier de orden n.
Obsérvese que les lamamos asi por analogia con las poligonales de control
que se usan para construir curvas.

Obsérvese que, de esta forma, un problema originalmente planteado
para superficies se presenta como un problema reiterado de curvas, en
el cual se puede aplicar toda la teoria de Splines para curvas; la cual
histdricamente fue desarrollada antes.

Para simplificar los calculos se tratard de obtemer superficies inter-
polantes rectangulares con base a lo visto en la seccién 1.2.1, es decir, aprox-
imar la superficie con una superficie facetada cuyas facetas son rectangulos,
sea asi . n

2(u) = 3 3 i) By(v)
i=0 j=0
una superficie expresada como producto tensorial, donde A y B son poli-
nomios de Bernstein. Escribiendo la ecuacién anterior en forma matricial
queda

Cao ... Conm Bo(v)
2(u,0) = [dofu) ... An(w] | 0 || )
cno - mn) \Bu(v)
Si se tiene un arreglo (m + 1) x (n + 1) de puntos z;; y en ellos se

va a usar la superficie interpolante, entonces se obtienen {n + 1)(m + 1)
ecuaciones de la forma X = AC B donde

Too .- Ton
Z10 ... Zin Ao(uo) ... Aolum)
Y —3 . : y A = ' L. -
ITmo - -- -;:mn Am(UQ) e Am(um)
o --- ‘0“ BO(vO) ‘s BO('Un)
C = i ) B= oL

Cmy --+ Cmn Bn(UO) Bn(vn)
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Las matrices A y B son matrices de Vandermonde.
Como los z; ; son conocidos y los ¢; ; son las incdgnitas, la interpolacién

debe resolver el sistema
C=A"'XB""

En esta forma el sistema es dificil de resolver, por lo que se escribe en la

forma

X = DB,

donde D = AC.
Esta tltima se puede interpretar como una interpolacién univariada,

mientras que todo el proceso consiste en repetir interpolaciones univariadas

|
|

sucesivas.

¢
'
4

|
¥
|
|
:

Fig. 2
Pegado de pedazos
Se ha exagerado el efecto a fin de mostrar graficamente el problema de .-
oegar trozos de superficie que deben pasar por puatos dados v tener una
curvatura preestablecida, y hacerlo manteniendo la continuidad.
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1.3.3 Tridngulos de Beézier

Este caso es el que representa mayor interés para el presente trabajo debido
a su similitud con la teoria cuyo desarrollo es motivo del mismo.

Los primeros trabajos al respecto son de Bézier [2]. Se puede citar
asimismo el trabajo de T. De Rose v T. Hollman [14] v el de Farin [16] v
[17].

Para comenzar se definira un concepto importante, el de las coorde-
nadas baricéntricas.

Sean A, B y C tres puntos en el plano que determinan un triingulo.
Las coordenadas de un punto P cualquiera del plano en forma baricéntrica
respecto a ABC son :

= Area{ABP)
Area( ABC)
Area(BCP)
vE Area{ABC)

_ Area(CAP)
Y= Area(ABC)

Se pueden clasificar los puntos del plano, (eceptuando vértices y aristas
del triangulo} mediante sus coordenadas baricéntricas; asi los puntos que
tienen todas sus coordenadas del mismo signo estan "dentro” del tridngulo
y las que son tales que una de ellas es de distinto signo estin "fuera” del
mismo. En el primer caso las coordenadas suman 1 cosa que no sucede en
el segundo.

Otra propiedad importante es que, cuando P estd dentro del tridngulo
las tres areas suman la del tridngulo, por lo que las coordenadas son siempre
iguales o0 menores que 1. Ademas se cumple la ecuacion vectorial

P=uA+vB+uwC.

Para usar estas coordenadas en interpolacién sea ahora un punto P del
plano en el interior del tridngulo, v sea f una funcién definida sobre los
vértices, entonces podemos asociar a P un valor de f interpolado como
sigue

f(Py=uf(A) +vf(B) + wf(C).
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" Fig- 3
Tnangulos de Bezier
Se ven tres capas” de tridngulos, la pramera. genera
con sus baricentros a la siguiente y asi sucesivamente.

Si se considera ahora un arreglo triangular de puntos en el plano, y se
agocia a cada uno de ellos una tercera coordenada dada por el valor de una
funcién f como mas arriba, de modo tal que los puntos correspondientes en
el espacio formen upna superficie facetada, cuyas facetas seran tridngulos,
se puede generar con el mecanismo de interpolacién de arriba un algoritmo

de De Casteljau similar a los que se utilizan en la construccion de curvas.

Biu) = uP,':;I + vP""l + wP“‘“1

Conn=12...,Nyi= N —n donde e,e;, y e3 son los vectores
(1,0,0), ( 1,0) y (0,0.1) respectivamente.
En la ﬁgm'a. siguiente se muestra la secuencia de construccién' de un

punto de la superficie con el algoritmo. -
Para expresar el algoritmo tambxen se pueden adaptar los poimomlos

de Bernstein. Sea uno de ellos

1
n N n.
Bl=1{. uvlw® = u'v'w
i Ttk

k
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donde i = (i, 7, k) es un vector tal que | i |=n.
Es valida la siguiente férmula recursiva

Bip(u,v,w) = Bi{u) = uBi_.,(u) + vBi-cyu) + WBi—e5(u)-

Un punto cualquiera de uno de los tridngulos puede ser escrito de la
forma

P(u) =) BB}(u).

1.3.4 Coons

Coons [11] publicé para el M.I.T. un primer trabajo referente a esta con-
struccidn, que posteriormente adoptaria su nombre, la idea es como sigue.

Supdngase que se tienen dos curvas en el espacio de las que se supone
que pertenecen a una superficie que se quiere obtener por interpolacion.

Lo anteriormente descrito puede muy bien ser hecho mediante interpo-
lacion lineal tomando pares de puntos uno de cada curva e interpolando
entre ellos linealmente, por ejemplo, sean las curvas C{u) y C2(u), entonces
una solucién al problema de hallar un punto X de la superficie entre eilas
puede ser

X(u,v) = (1 = v)Ci(u) + vCqa(u).

Un pedazo rectangular de superficie en el espacio es, sin embargo, tal
que generalmente se conocen cuatro y no solo dos curvas; de esta manera
es ideal usar interpolacién bilineal.

Sean las curvas

X(u,0) = Ci(u), X(u, 1) = Co(u),

X(0,v) = Dy(v), X(Ll,v) = Da(v).
Estas dan lugar a dos superficies regladas R. y R4 dadas por

Ru,v) = (1 —v)X(u,0) + vX(u.l)

Rd(u,v) ={1—-u)X(0,v)+ uX(l.v).
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S Fig. 4
Coons

Usando inte:polaciéh bilineal obtenemos

e (DR ()

Un "pedazo” queda definido segin Coons como
X =R+ HRy- R

En forma matricial

st (303 s i ('37)

o { X(0,0) X(0,1) l—v
— - “](X(l,()) X(1,1) v /)
Lo anterior pudiera perfeccionarse usando interpolacion bicubica. her-

mitiana u otra, pero la base del razonamiento es la misma, del mismo modo
que se puede aplicar la teoria de Splines uniendo "pedazos” de Coons.
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Figura 5
Triangulado entre poligonales

1.3.5 Casos Complicados

Muchas veces, como en el caso de los datos provenientes de tomografias
computarizadas, la superficie a representar esta dada por una serie de cortes
transversales, y estos cortes transversales se presentan como poligonales.
Aparentemente este seria un caso a resolver con Coons, sin embargo existe
el problema de que las poligonales no estan en planos paralelos y no tienen
el mismo nimero de puntos. Esto dificulta la aplicacién de los Coons, dado
que no se puede elegir el mismo parametro para las dos curvas, y menos
para tres o mas, sin hacer un proceso de interpolacién previa.

Como muchas otras veces, el problema se ha resuelto en forma practica
triangulando entre curvas como se puede ver en la figura 5, y posterior-
mente interpolando sobre los tridngulos asi obtenidos.

Una descripcion detallada de lo anterior se sale un poco del objeto del
presente trabajo, sin embargo se considerd ilustrativo de un procedimiento

practico poco ortodoxo. Para mas referencias al respecto se puede consultar
Y.F. Wang y J.K. Aggarwal {37] o H.N. Christiansen y T.W. Sederberg {3I.
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Capitulo 2

Las esferas de cobertura

2.1

Definiciones basicas

En este capitulo presentamos algunos conceptos geométricos fundamen-
tales, como son los diagramas de Voronoi y los simplejos de Delaunay, e
introducimos el concepto de esferas de cobertura, que esti intimamente
ligado a los simplejos de Delaunay y que juega un papel principal en el
presente trabajo. También demostramos las principales propiedades de
las esferas de cobertura. Estas propiedades son fundamentales para las
aplicaciones a interpolacién que presentaremos en el capitulo 4.

Primeramente enunciamos las definiciones basicas y establecemos la
notacién que usaremos en este capitulo.

Definicién 2.1.1 Denotaremos por n a un entero positivo fijo, y por E al
espacio R" provisto de la distencia euclidiana usual d, definida por

d(z.y) = {g(z; - y.-)=}m,

donde T = (21,22, .,%n) €Y= (Y11 ¥2y--->Yn)-

Definicién 2 *.2 Dados un punto p en E y un nimero real positivo r, la
esfera abierta con centro en p y radio r es el conjunto

E=E&(p,r)={z € E:d(z,p) <r}.

17
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Decimos que {z € E : d(z,p) =r} es la frontera de la esfera £.

Definicién 2.1.3 5 S es un subconjunio de E, la cerradura convexa de
S, denotada por cc(S), es el menor subconjunto convezo de E que contiene

aS.
Para cada entero positivo m definimos el conjunto
L. = {1,2,3,...,m}.

Si A y B son dos conjuntos, el complemento de A con respecto a B'lo
denotamos por B\A.

Definicién 2.1.4 Sea V = {p1,p2,...,Pm} un conjunto de m puntos dis-
tintos en E. Para cada i en I, definimos el conjunto

T; = {z € E: d(z,p:;) < d(z,p;), J€ I\ {i}},
llamado el politopo de Voronoi del punto p; con respecto a V.

Es ficil demostrar que T; es un copjunto abierto y convexo, y que es
acotado si y solamente si p; no esta en la frontera de la cerradura convexa
de V. Ademds tenemos que {71, T3,...;T\n} es una coleccién de conjuntos
abiertos y ajenocs, cuya unién es un conjunto denso en E.

Definicién 2.1.5 Sea-k un entero tal que 1| < k < m, y sea S un subcon-
junto de V con k elementos. Definimos

-  exi dpz)=r sip€S
C(S)-{zeE. existe r > 0 tal que {d(q,z)> . Ggens [

Y
D(V)={C(5): SCV, C(S) # 8}

Sik < n+1y C(S) no es vacio, decimos que C(S) es una cara de
dimensién n + 1 — k del diagrama de Voronoi D{(V) de V. Si k > n +1
v C(5) no es vacio, C(5) es de dimension cero. Notemos que las caras de
dimensién n son los politopos de Voronoi definidos arriba y que D(V) es
una. particion del espacio E.
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Es facil comprobar que cada una de las caras de dimension cero consta
de un solo elemento. A estos elementos los llamamos vértices del diagra-
ma de Voronoi de V. Es claro que el numero de vértices es siempre menot
o iqual que (ﬂ'_’;l) ya que un vértice equidista de n + 1 puntos de V por
construccién y {,7,) es el maximo mimero de conjuntos de n + 1 puntos

que se pueden formar con los m y no todos ellos dan origen a vértices.

Definicién 2.1.8 Si p; y p; son dos elementos de V tales que C({pi,p;})
es una cara de dimensidn n— 1 del diagrama de Voronoi, entonces decimos
que p; y p; son puntos vecinos de Voronoi o vecinos naturales en V. En
este caso la cara C({p;,p;}) es un subconjunto de la interseccion de las
fronteras de los politopos T; y T;.

Si el conjunto V tiene al menos n + 1 puntos distintos que no estan
contenidos en un subespacio afin de E de dimensién menor que n, entonces
es posible demostrar que existen vértices y caras de dimensién k, para
cada k € I, en el diagrama de Voronoi de V. Véase Delaunay (13]. En lo
sucesivo consideraremos que V satisface dichas condiciones.

Cada vértice u del diagrama de V' esta determinado por un subconjunto
S, de V con al menos n+1 elementos, de los cuales equidista. La cerradura
convexa de S, es un politopo en E cuyos vértices son elementos de V, y
que llamaremos politopo de Delaunay de u. Si S, tiene exactamente n + 1
puntos, entonces su cerradura convexa es un simplejo en E. En algunas
ocasiones usaremos el término "tridngulo™ en vez de simplejo, aun cuando
n sea mayor que dos. Notemos que u no tiene que pertenecer a cc(S,).

Se puede demostrar que la unidn de los politopos de Delaunay de! dia-
grama de Voronoi es igual a la cerradura convexa de V. Véase Shamos y
Preparata [26].

En la figura 6 mostramos un ejemplo en el plano de un diagrama de
Voronoi y los tridngulos de Delaunay correspondientes. El tridngulo ABC
es un ejemplo donde S, = ABC y su incentro u no pertenece a cc(S,).

Definicién 2.1.7 Sea £ una esfera abierta con centro en ¢ y radio r. Para
cada punio z en E definimos la potencia de z con respecto a la esfera £.
denotada por p(z,£), como sigue

p(z. &) = d*(z.c) — .
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Figura 6
Diagrama de Voronoi con sus correspondientes esferas.
' y sus tridngulos de Delaunay

Notemos que los puntos de £ tienen potencia negativa, los de su frontera
potencia cero, y los puntos exteriores a £ tienen potencia positiva.

Definicién 2.1.8 Sean & (c1,r1) y £2(c2,73) dos esferas abiertas en E. El
 conjunto

CH(E, &) = {2 €E: pz, &) = p(z,E)}
es llamado el hiperplano radical de las esferas £, y &,.

Notemos que, 8i ¢; # ¢; entonces H(&,, £2) no es vacio. En el casoden =2
el hiperplano es el eje radical de las circunferencias.

Teorema 2.1.9 Sean £ y &; dos esferas abiertas con centros distintos e

interseccion no vacia y sean Fy y F, los semiespacios abiertos que forman

el complemento del hiperplano radical H de las esferas, donde Fy contiene
" al centro de & para k =1,2. Entonces tememos:

i) Los puntos de la fronters de £, que pertenecen a F; son punios inte-
T10TES de gz :
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Figura 7

'} Los puntos de la frontera de £, que pertenecen a F) son exteriores a
la esfera &;.

:) Siz es un punto en £ N & N Fy entonces p(x, &) < p{z, &,).

Las afirmaciones que se obtienen al intercambiar los indices 1 y 2
nbién se cumplen.

Demostracion. i) Sean ¢; y ¢; los centros y ry y ry los radios de & y &,
respectivamente. Sea L la recta que pasa por los centros y sea a el punto
de interseccién de L con el hiperplano radical A. Sea p un punto de la
superficie de £; que esta en el semiespacio F;. Entonces, la proyeccién
ortogonal ¢ de p sobre la recta L esti en la semirrecta que parte de a y
pasa por c;, y ademas ¢ # a.

Ea el plano determirado por p, ¢, y ¢; tenemos la figura 7.

Definimos las distancias d, = d(a,¢,), d2 = d(a,c2), ¢ = d(a,q) ¥
f = d(p,c2). Notemos que e es positivo.

Como a estd en H tenemos p(a, &) = p(a,&;) v por tanto

& —ri=dl-rl (2.1.1)
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De la figura vemos que

~(dy+e)’ = f2 = (d2 — &)?,

—~
]
C—
| g}
—

y por tanto
- df - 20{16 = f2 - dg + ?,d'ze.

Usando (2.1.1) obtenemos
2 - f = 2e(dy +dy) > 0,

y esto significa que p es un punto interior-de la esfera £;.

La parte ii) se dernuestra de manera analoga. En este caso g estien la
semirrecta que parte de a y pasa por c;.

Es bien conocido que tres puntos no colineales en e plano determinan
una unica circunferencia que pasa por ellos. La proposicién.correspondiente
en dimensidn n es el siguiente teorema. '
Teorema 2.1.10 Sean po,p1,...,pn puntos distintos en E que no estdn
contenidos en un hiperplano de dimensién menor que n. FEntonces ez-
iste una tnica esfera E(c,r) tal que pi estd en la frontera de £ para
k=0,1,...,n

Demostracién. Sean ¢ = {¢;,¢3,...,¢,}.y 7 €l centro y el radio de la
esfera buscada y sea px = (14, T2k, - -+ Tnk)- Entonces se deben cumplir
las ecuaciones

(pr, c E:(cJ zix)} =r?, 0<k<n. (2.1.3)
=1

Si restamos la ecuacién con & = 0 de las demds obtenemos el sistema
de ecuaciones lineales siguiente -

Y (254 — 730) Z( 1<k<n. (2.1.4)
1=1 J-l )

La matriz de coeficientes del sistema es

Trr— %10 Tz —Z20 ' Tha T Ing
T2 =T T22—T20 "7 ZTa2 — Tao

Tin — T30 T2a—ZT20 - Tnnp— ZTno
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Esta matriz es no singular porque la hipétesis del teorema implica que el
conjunto de vectores {py — pp, P2 — Po,---,Pn — Po} €s linealmente indepen-
diente. Por tanto el sistema (2.1.4) tiene una tinica solucién ¢. Notemos
que r queda determinado por cualquiera de las ecuaciones (2.1.3).

Con las definiciones y la notacion dadas arriba podemos ahora intro-
ducir el concepto de esferas de cobertura.

Definicién 2.1.11 See V un conjunto de m puntos distintos en K, con
m > n, y que no estdn contenidos en un subespacio de E de dimension
menor que n. Una esfera abierta € en E se llama esfera de cobertura
asociada a V' si y solamente si se cumplen las condiciones siguientes:

i) £ no contiene ningiin punto de V.

iz) La frontera de £ contiene al menos n + 1 puntos de V.

Denotaremos por S al conjunto de todas las esferas de cobertura asociadas

aV.

El conjunto S es siempre no vacio, finito ¥ su cardinalidad depende del
nimero de puntos en V' y de la forma en que éstos estan distribuidos en
el espacio E. Es claro que (":1) es una cota superior para el nimero de
esferas de cobertura de V.

2.2 Propiedades de las esferas de cobertura

Definicién 2.2.1 Si £ es una esfera de cobertura asociada a V decimos
que el conjunto de al menos n+ 1 puntos que se encuentran en su frontera
es el conjunto de generadores de £.

Observaciéon 2.2.2 Como se desprende de las definiciones 2.1.{ y 2.1.11,
dado V los centros de las esferas de cobertura asociadas son vértices de los
politopos de Voronoi definidos por V.

Observacion 2.2.3 Consideraremos que los hiperplanos que contienen ca-
ras de dimension n de la frontera de cc(V') son también esferas de cobertura
de V. Tales hiperplanos son esferas degeneradas con centro en el punto del
infinito y la union de sus interiores es el complemento de la cerradure
conveza de V.
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El concepto de esferas de cobertura se puede relacionar histéricamente

“con otros previamente definidos en la literatura, como por ejemplo, la

teselizacién de Voronoi. De becho, la primera referencia a una entidad
similar se hizo por B. Delaunay (13] en un articulo de la revista de la
Academia de Ciencias de la URSS de 1934, dedicade a la memoria de G.
Voronoi. En este caso la entidad descrita era una esfera que podia pasar,
dilatdndose o contrayéndose, entre los puntos de un conjunto, sin contener
a ninguuo, aunque "tocandolos”.

Se reviso exhaustivamente 1a bibliografia de 1934 a la fecha y pese a que
todo mundo llama a los triangulos de Delaunay nunca se hace referencia
al citado articulo, que es el la fuente original de la idea. Tampoco se ha
visto que se retome la idea de la esfera como construccién principal o base
de todas las demas. Por ejemplo, en el libro de Shamos y Preparata {26]
se dan todas las propiedades de la teselizacion de Voronoi, entre [as que se
incluye el que los circulos que circunscriben a los tridngulos de Delaunay
no contienen ningin punto del conjunto, pero no se avanza mas alld, lo
qu es mas, impone la innecesaria limitante de que no haya cuatro puntos
cocirculares.

Es hasta 1980 que en un articulo de Sibson {30] se vuelve a encon-
trar establecida una propiedad adicional de las esferas, en este caso de los
circulos, como es la propiedad de que cubren a la cerradura convexa del
conjunto dado de puntos.

En los afios 80 han vuelto a aparecer, ya relacionados con CAGD (sigla
inglesa para diseno geométrico ayudado por computadora) , articulos rela-
tivos a los poligonos de Voronoi, generalizaciones a dimensiones superiores
y también acerca de los triangulos de Delaunay; podemos citar en ese
sentido el trabajo de Watson [38], el de Bowyer [5], asi como el libro de
Farin {18], los cuales a su vez son producto de exhaustivas investigaciones
bibliograficas. Sin embargo en todos ellos los circulos y esferas son gen-
eralmente construcciones auxiliares de poca relevancia, debido al hecho de
que los autores tratan de discretizar un dominio y consideran como una de
las mas importantes propiedades de una discretizacién que no se traslapen
log trozos en los que se divide el dominio. Légicamente, en este marco,
trabajar con circulos o esferas que si se traslapan resuita absurdo v tal vez
por ello los citados autores, teniendo todos los elementos de partida para
hacerlo, no desarrollaron el concepto desde el punto de vista que se hara
en el presente trabajo.
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Figura 8
Un politopo acotado, un punto interior y las esferas que lo cubren.

Teorema 2.2.4 Sea T; = C({pi}) un politopo de Voronoi de V. Si P es
un punto de T; o de su frontera tal que P # p; entonces P es interior a al
menos una de las esferas de cobertura de V' que tienen a p; como generador.

Demostracion: Los politopos de Voronoi pueden ser acotados e inte-
riores a la cerradura convexa o no acotados. En el caso de los politopos
acotados, témese un punto P interior al mismo o en su frontera (ver figura
8) y considérese un vértice del politopo que esté a la distancia minima de
P, entonces el punto P es interior a la esfera con centro en el vértice y que
pasa por el centro del politopo.

En el caso de los politopos no acotados, una parte es cubierta por el
complemento de la cerradura convexa y la parte del politopo interior a la
misma adrnite la demostracién del teorema anterior, como se ilustra en la
figura 9.

Usando un razonamiento similar al del teorema 2.1.1 se ve que la su-
perficie (en este caso el arco) UPV es totaimente interior al UVW (que
generan el circulo de cobertura).

Observacién 2.2.5 El conjunto S es el dual de {T;} ya que eriste una
regla bien definida para genmerar uno a partir del ofro. [sualmente se
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, _ Figura 9
La linea punteada es la cerradura convexa.

consideraba a la triangulacion de Delaunay como dual de los politopos de
Voronoi, pero eristen casos de ambiguedad, ya que cuando hay mds de N
puntos de V sobre la frontera o superficie de la esfera, hay varias construc-
ciones equivalenies de los tridngulos de Deleunsy como lo muestra la figura
10. '
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Figura 10
Al haber mds de n + 1 generadores de la esfera existen mas
de una triangulaciones vilidas. Taato la triangulacion
ABD DBC como la ABC ACD (punteada) son vélidas.
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Capitulo 3

Algoritmos de construccion

Se presentara una breve resefia de varios algoritmos para generar esferas de
cobertura. Todos ellos tienen en comiin una serie de propiedades debidas
a que se requiere que el algoritmo que se use debe permitir agregar puntos
al conjunto V que se introdujo en el capitulo 2, sin tener que rehacer todo
el esquema.

Finalmente se presentara y justificara la eleccién realizada y el pro-
grama resultante.

3.1 El algoritmo en general

Uz problema basico que se debe resolver en un algoritmo como el presente,
que, como se vera mas adelante, debe ser incremental, es el de localizar un
punto en el espacio (el nuevo que se esti introduciendo) con respecto, ya
_sea a la teselizacion de Voronoi o a las esferas de cobertura, o bien a los
triangulos de Delaunay.

Normalmente la solucién propuesta por la mayoria de los autores ha sido
el uso de coordenadas locales respecto a un tridngulo o su equivalente en
mas dimensiones. Esta solucion normalmente implica calcular tres areas
(volimenes o hipervolimenes, segin la dimensién). En la figura 11 se
muestra un ejemplo de ubicacién de un punto de esta forma.

29
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Figura 11
Se muestra un triangulo y las dreas usadas para ubicar P.

Como se ve, la coordenada de P respecto a A es ﬁgﬂ , €On respecto a
Bes—%—yconrespectoaCes igg.

El nimero de operaciones en el case de la figura son las necesarias para
evaluar las ireas de los triangulos ABC, ABP y BCP, lo cual implica
evaluar determinantes como sigue.

To Ya 1 Ta Ya | Ty Y 1
o L,z oy L}, | 2 ¥ 1
T, Yo 1 Tp Y | T, yp 1

Puesto que la tercer coordenada se puede calcular por diferencia, no se
toma en cuenta.

Este es el caso en dos dimensiones, pero, si por ejemplo se tienen tres.
dimensiones, entonces los detexmmantes son de cuatro por cuatro y asi
sucesivamente.

311 P d de basarse solo en la potencia

Si ahora el caso es que se tienen esferas en vez de simplejos, o en dos
dimensiones circulos en vez de tridngulos, ubicar un punto respecto a una
esfera es algo mucho mas sencillo; basta con conocer la distancia del punto
al ceatro de la esfera y las caracteristicas de ésta. que son el centro v el .
radio.
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Debido a una serie de ventajas que se veran en el transcurso del trabajo,
se usara el concepto de potencia que se definid en el capitulo 2 (def 2.1.7).
De esta forma, ubicar el punto P respecto al circulo C implica calcular

(zc - Ip)z + (¥ — yp)2 - r?

donde z., y. son las coordenadas del centro, z,, y, las coordenadas de P y
r es el radio del circulo. Notemos que al aumentar una dimension solo es
necesario agregar otro término.

Observacién 3.1.1 Si el punto P es intertor a mds de una esfera, se dird
que es “mds interior” a aquella respecto a la cual tiene menor potencia. Si
P es ademds interior a cc(V) entonces es interior a cualquier simplejo de
Delaunay circunscrito en ella.

En la figura 12 se ilustra la observacion anterior en el caso de dos
dimensiones. Como la frontera del tridngulo de Delaunay correspondiente
es el eje radical de ambas circunferencias, el punto P pertenece a aquella
respecto a la cual su potencia es menor.

En efecto, el eje radical tiene ignal potencia respecto a ambas, y a cada
lado de él la potencia disminuye para la circunferencia respecto a la cual
el centro esta mas cercano, como se vio en el teorema 2.1.1.

Es de destacar el menor nimero de operaciones que se realizan al cal-
cular la potencia que al calcular varias areas, y sobre todo el hecho de que
la complejidad de los calculos crece mucho menos al crecer {a dimensidn.

Asi, para determinar las coordenadas baricéntricas de P respecto a

ABC se debe calcular

rIP Y 1] r:r,, Yo 1] -1’p Yp 1]
Tq Yo | To Yo 1 o oy 1

ER RS [ Ze ye 1] | Zc Yo 1

sl K r 3 y
Za Yo 1 I, Yo 1 Ty Yo 1
oyl oy 1 - TO T

| T oy 1 [ Ze ¥ 1] ESETRY

lo cual implica calcular los tres numeradores

-"p(yo - ) - yp(-"'n — T3) + (Talfp — To¥a)
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Figura 12
Se puede saber que P pertenece al tridngulo ABC
porque P tiene menor potencia respecto a Cy que a (.

Tp(Ya =~ Ye) ~ 'ya(x- - z:) + (-T-.y'c - ZcYa)
Ip(yb - yc) - yr(xb - xc) + (Ibyc - Icyb)
y el denominador

Zal¥ = Ye) ~ YalTs = Zc) + (T¥c — Tcp)-

Todo esto requiere calcular 20 sumas, 16 muitiplicaciones y 3 divisiones.
La potencia, en cambio, esta dada por

(zp — Ic)z + (¥ — yc)2 —r?

y requiere solamente 3 productos y 4 sumas. _
Como se vera mas adelante, el usar la potencia tiene ademds la ven-
“taja de -que no solo permite localizar el nuevo punto dentro del simplejo o -
tridangulo correspondiente, sino que, cuando se usaa algoritmos incremen-
tales, también permite localizar todas las esferas y simplejos alectados por
el punto sin tener que realizar operaciones extra. '
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3.1.2 El sistema de bisqueda y su orden de comple-
jidad menor que N?

Como se trata de un algoritme incremental, los puntos se van agregando
uno a uno, por lo que la hipatesis general es que se tiene un conjunto de
esferas de cobertura correspondientes a un determinado conjunto de puntos
V, y que entonces se agrega un nuevo punto al conjunto V.

El primer problema que se presenta es entonces localizar en cuales es-
feras cae el nuevo punto, si es que cae en alguna, a fin de saber a cuales
esferas afecta, para reconstruir el conjunto de esferas teniendo en cuenta
el nuevo punto.

El algoritmo que primero viene a la mente es simplemente calcular
la potencia del punto respecto a cada una de las esferas de cobertura. El
punto estara dentro de todas aquellas para las que tenga potencia negativa.

Los diferentes autores consultados tienen muy variadas definiciones del
orden de complejidad de un algoritmo, para el caso presente se considerara
que es el nimero de situaciones que (en el peor de los casos) hay que tener
en cuenta. Por ejemplo el nimero de esferas respecto a las cuales hay que
hallar la potencia. Légicamente este nimero tiene relacién directa con el
numero de operaciones aritméticas a realizar.

En consecuencia, un algoritmo como el descrito arriba aplicado recur-
sivamente a los N puntos del conjunto V tiene complejidad NZ.

Se trata entonces de encontrar un algoritmo que requiera un menor
numero de operaciones. Se ha retomado en este sentido la idea de bisqueda
orientada que se usa para construir triangulaciones.

Usualmente, cuando se tiene una region triangulada y se quiere ubicar
un punto en ella se utilizan coordenadas locales, las cuales sirven también
para indicar cual tridngulo se debe revisar posteriormente si resulté que el
punto no esta en el primero con que se probd. En efecto, (ver figura 13) el
tridngulo elegido sera el contiguo al lado respecto del cual el punto tiene
coordenada de diferente signo.

En el caso de las esferas suponemos que tenemos el conjunto $; de las
esferas de cobertura asociadas al conjunto V' que tienen radio finito y que
para cada una de estas esferas conocemos el conjunto de puntos de V que
la generan. Dado un punto cualquiera P que no estd en V trataremos de
encontrar todas las esferas en Sy que lo contienen.

La idea basica del algoritmo consiste en tomar una esfera cualquiera Sy
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Figura 13
Para proseguir la bisqueda se toma el tridnguio ACH,
ya que recorriendo los tridngulos APB, BPC y CPA
este tiltimo tiene distinto signo.

en S; y consiruir una sucesion alternada de vértices y centros de esferas que
se inicia con Jp y llega a esferas que contienen a P, sin tener que analizar
todas las esferas.

Su-pongamos que P no estd en Sy. Sea O el centro de Sp y sean
1,V2,..., 0y los generadores de Sp. Se encuentra vg, con 1 < &k < r,
tal que su distancia a P es la minima. Se analizan ahora las esferas tales
que v; pertenece a su lista de generadores. Sea esa lista E;, Fs, ..., E.
De estar P fuera de todas ellas se individualiza a aquella £; tal que su
centro sea el mas cercano a P y con ella se repite el procedimiento. De -
esta manera construimos una sucesion alternada de centros y vértices. '

El procedimiento termina cuando hay repeticién de un vértice v o de un
centro. En el caso de que se repita un vértice, sea éste v, por construccion
podemos asegurar que no existe ningun vecino natural de v mas cercano a
P. Por tanto P pertenece al politopo de Voronoi de v.

Si se repite un centro c entonces escogemos v como el generador de la
esfera con centro en ¢ mas cercano a P.

Otra forma de terminacién puede ser cuando la potencia de P respecto a
alguna esfera analizada es negativa. Cabe aclarar que, luego de la primera .
esfera, no es estrictainente necesario calcular la potencia y que el solo
criterio de repeticion nos da el resultado correcto.

Como todo politope estd totalmente cubierto por las esferas que pasan
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Figura 14
Se quiere localizar el punto P y la primera
esfera considerada es la pintada de negro.

por el punto que le da origen, entre ellas debe existir una que contiene a
P.

Como solo se guardan las esferas de radio finito pudiera ser que P no
perteneciera a ninguna de ellas, entonces se sabe que pertenece a una esfera
degenerada de las que forman el complemento de ce(V).

Por otra parte, al terminar el procedimiento, no solo quedan localizadas
las esferas en la que cae el punto P, sino que también queda localizado en
que politopo de Voronoi y en que simplejo de Delaunay se encuentra.

Observacién 3.1.2 Fl proceso siempre se completa y en un nimero finito
de operaciones.

Este procedimiento es muy similar al que publicaron Green y Sibson
[32] en 1977, que solo se referia a encontrar el vecino mas cercano, lo cual
es un problema equivalente al que consideramos aqui.

Obsérvese que al elegir un generador de una esfera se descartan los
demads generadores de dicha esfera, junto con todos los vecinos naturales
de los generadores descartados que no son vecinos del generador elegido.
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Figura 15
‘De todas las vecinas se elige la que tiene centro
mas cercano, pintada en negro.

, Figura 16a
Se encuentra la que tiene potencia
. negativa y se analizan sus vecinas.
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Figura 16b
El punto puede no tener potencia negativa respecto a
ninguna esfera de radio finito.

Obsérvese también que la sucesién de distancias de los vértices a P, o
de los centros a P, es decreciente.

La sucesion de los politopos de los vértices que se eligen en cada paso
forman un conjunto conexo, ya que avanza sobre politopos tales que cada
uno tiene una cara en comun con el siguiente. Por tanto, cuando se da la
repeticion se ha localizado el centro o el vértice o vértices mas cercanos a
P, ya que si hubiera alguno distinto, mas cercano, se podria continuar el
camino hasta él, ya que los politopos forman una particién del espacio y
no hay "huecos” posibles, ni en el conjunto de esferas ni en el de politopos.

El hecho de que exista un mimero finito de puntos en V implica que el
resultado se obtiene en un nimero finito de pasos.

Observacidn 3.1.3 El nimero de operaciones es de orden menor que N*.

Como se podra apreciar, en general no es necesario, salvo cuando se
trata de muy pocos puntos, analizar todas las esferas, lo cual hace al orden
de complejidad del algoritmo menor de N2,
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El procedimiento es similar a otro que se realiza con tridngulos recur-
riendo a las coordenadas baricéntricas, para el cual se demuestra (Pala-
cios {25]) que es el mas corto, por lo que es razonable suponer que éste
también lo es, dada la relacion que existe entre las esferas de cobertura v
los tridngulos de Delaunay.

En e} citado articulo de Green y Sibson se menciona la posibilidad de
efectuar la bisqueda en un orden de V%2

3.1.3 El algoritmo de construccién incremental de
esferas

La continuacion légica del proceso descrito en el apartado anterior es una
vez localizado el punto y determinadas las esferas que afecta (se dice que
las afecta porque al ser considerado el nuevo punto como parte de V' y
al quedar éste dentro de ellas, dejan automadticamente de ser esferas de
cobertura}, se debe proceder a corregir el conjunto de esferas quitando las
afectadas y reemplazandolas por nuevas (en el caso 16a) o simplemente
generando las esferas que falten (caso 16b).

Caso 1: El punto es interior a una o més esferas

En este caso se ha procedido a generalizar el algoritmo de Watson (38] de
la siguiente manera.

En primer lugar se ealistan los puntos que generan a las esferas afec-
tadas. Se probard que tomando conjunios de N puntos de ellos en forma
adecuada, que también se indicara, se obtiepen, junto con P las nuevas
esferas y éstas son de cobertura.

Una esfera en un espacic de N dimensiones es generada por ¥V + |
puntos, uno de ellos es P, si los puntos pertenecientes a esferas afectadas
son M con M > N + 1, se trata de elegir los conjuntos que tienen V de
los M puntos entre los () posibles.

Para abordar el problema considérese primero el caso aislado de una.
sola esfera y un punto P interior a ella. Existen dos posibilidades: que
P pertenezca a la cerradura convexa de los puntos de V' que generan a la
esfera o que sea exterior; en cada caso las nuevas esferas se construyen de
forma diferente. '
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Teorema 3.1.4 Sea P interior a una esfera de coberiure &, sea § =
{G1,Ga,...,Gi} el conjunto de sus puntos generadores, considérese que
P estd en el interior de ce(G). Entonces las esferas &; formadas por P
y los conjuntos de N puntos que formen caras o facetas de la cerradura
convera de G no contienen @ ningun punto de G.

Demostracién: La nueva esfera (ver figura 17) queda dividida por el
plano o hiperplano (en dos dimensiones la linea) que contiene a la cara
o faceta de NV puntos de cc(G) en dos partes, una exterior a la cerradura
convexa y otra en cuya superficie esta P; obviamente ningin punto de los
que determinan a la esfera original puede estar dentro de la primera parte,
se trata de ver que tampoco puede estar en la segunda.

Cuando dos esferas se cortan quedan divididas en dos conjuntos, uno
que tiene potencia positiva (exterior) a la otra y otro que tiene potencia
negativa (interior) a la otra. Dado que P es por hipétesis interior a la esfera
afectada, el conjunto que o contiene tiene, al igual que P, potencia negativa
respecto a la esfera afectada, por lo que no puede contener a ningin punto
de su superficie, ya que los puntos de su interior tienen también potencia
negativa y los puntos de la superficie de la afectada tienen, respecto a ella
potencia cero.

Teorema 3.1.5 Si P afecta a una esfera pero no pertenece al interior de la
cerradura conveza del conjunto G de los puntos que la determinan, entonces
se cumple el teorema 3.1.4 con la ezcepcion de las facetas que separan a P
de la cerradura convera de G.

Demostracion: En este caso (ver figura 18) la cerradura convexa estd,
siguiendo el razonamiento de la demostracion del teorema 3.1.4, totalmente
contenida en la seccidn de esfera generada por P y los vértices de la faceta
exceptuada, que tiene potencia positiva, ya que la otra contiene a P, que
tiene potencia negativa.

El razonamiento del teorema 3.1.4 es sin embargo valido para las esferas
formadas por el punto P y las restantes figuras de la cerradura convexa,
ya que en esos casos P queda "del mismo lado” que la cerradura convexa
respecto a la faceta con la que forma la esfera.

Llega ahora el momento de unir los razonamientos anteriores para tratar
el caso de que el punto P afecte a varias esferas simultaneamente.
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Figura 17
Se ilustra el teorema en el caso de dos dimensiones; el circulo
C, es generado por los puntos ABCDE, P es interior
al poligono que forma su cerradura convexa y a C;
Cs es el circulo determinado por PBC'. La parte rayada
de C; no puede contener a A, E o D porque tiene
potencia negativa rmpecto a C por ser interior a la
cerradura convexa por construccion.

Figura 18
El circulo PAB (Cg) contiene a D y C, sin embargo
el PCB (Cs) no contiene a D y A al igual y por
" las mismas ragones que en el teorema anterior.
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Figura 19
Se ilustra el anterior teorema en dos dimensiones. P afecta
a los circulos Cy, C, y C3 generados
respectivamente por los puntos FGDE, DGBC
y GBA, pero solo cae dentro de la cerradura convexa
DGBC, por lo tanto para C; esta en las condiciones
del teorema 3.1.4 y para Cy y C; en las del 3.1.5

Teorema 3.1.8 Sea P un punto interior a las esferas de cobertura £, &;,
..., €k y sea G; el conjunto de generadores de &;. Sean G1,Ga,...,Gwn
puntos en algin G; tales que cc{G,,G3,...,GN} es una cara de la fronte-
ra de cc{G;} y no estd contenida en la frontera de la cerradura conveza de
ningin otro G;. Sea £ la esfera generada por P y los puntos Gv,Ga, ..., Gn.
Entonces £ no contiene a ningin punto de Uff__l Gi.

Demostracion: El punto P caerd necesariamente dentro de la cerradura
convexa de G; para una de las esferas £;, y fuera de las otras, ya que estas
cerraduras no pueden traslaparse. Para esta esfera (ver figura 19) se cumpie
el teorema 3.1.4 y para las restantes el teorema 3.1.5. Puede suceder que
P caiga fuera de todas las cerraduras y en ese caso se aplica el teorema
3.1.3. Lo que no puede sucéder es que caiga en mds de una.

Teorema 3.1.7 Dado un conjunio V de M punios en el espacio de di-
mensidn N sea S el conjunto de esferas de cobertura que ellos determinan
¥ cuyo nimero serd 5. Sea un punto P que se agregard a V y tal que e
tnterior a h esferas de S, con h < ¢. Fntonces las esferas generadas por P
y los vértices de las facetas de la union de las cerraduras convezras de los
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generadores de las esferas afectadas (segun el teorema 3.1.3) son esferas
de cobertura de V U-{P}.

Demostracion: El teorema 3.1.7 garantiza que las nuevas esferas no
contienen a ningin punto de los que generaban a las esferas afectadas, el
problema es demostrar que no contienen a ningun otro punto exterior a
ellas.

Considérese entonces, por ejemplo, la esfera formada por P y una cual-
quiera de las figuras antes descritas, la cual ademds forma una esfera con
otros puntos exteriores (ver figura 20).

El punto P es exterior a esa esfera, ya que, de no serlo, la hubiera
afectado, contra la hipétesis. De esta manera la esfera formada por el pun-
to exterior y la figura puede ser dividida por ella en dos partes: una de
ellas es interior a la esfera de P ya que es interior también a una esfera
afectada por P. Alli no puede haber puntos exteriores, como es obvio; la

otra parte contiene totalmente a la otra mitad de la esfera de P, ya que P

tiene potencia positiva respecto a la esfera del punto interior junto con la
mitad que lo contiene, y por lo tanto la otra mitad tiene potencia negativa.

Segiin se puede apreciar exjste ain un caso por estudiar que es cuando
el punto P no pertenece a ninguna esfera.

Teorema 3.1.8 Sea V un conjurto de M punios y sea S el cenjunto de
esferas de cobertura que ellos determinan. Sea P un punto exterior a todas
las esferas. Entonces, las esferas determinadas por P y-las figuras de N
puntos totalmente contenidas en la frontera de la cerradura conveza de V,
tales que todos sus puntos vértice son "vistos” por P, es decir, que la recia
que une P con el vértice no corta a la cerradura conveza de V', son esferas
de cobertura del conjunto V U {P}.

Demostracién: ‘Obsérvese que, tal como esti planteado el problema, (ver
figura 21) las figuras "vistas” por P separan al espacio de modo tal que de
un lado queda la cerradura convexa y del otro P.

Hecha esta observacién, considérese por un lado la esfera formada por
P y una de dichas figuras y la otra formada por la figura y algir otro punto
de V. Como P tiene potencia positiva respecto a esta dltima, la seccidn de
la esfera que por él pasa que no lo contiene, necesariamente tiene potencia
negativa respecto a la otra esfera por lo que mal puede contener a algin
punto de V siendo interior a una esfera de cobertura.
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figura 20
Los circulos originales son Cy y C3, P afecta a (;
pero no a C;. De esta manera el circulo C3 generado por PBE
queda dividido en dos partes por £B. Una, la representada
por el arco £PB tiene al menos en ese arco potencia positiva
respecto a C, la otra totalmente negativa, motivo por el cual
no puede afectar a D o C por ejemplo.
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Figura 21
El circulo C; genegado por PBC tiene una parte totalmente
exterior a la madm convexa y la interior (rayada) tiene en su
totalidad potencia segativa respecto a ), por lo que no afecta a £.
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Con lo presentado anteriormente se tiene un esbozo de las partes que
se utilizan para formar un algoritmo incremental que genere esferas de
cobertura. Queda solamente un pequeno problema a resolver: como saber
si una figura es o no parte de la frontera de la cerradura convexa. Para
saberlo basta repetir el razonamiento hecho en los teoremas 3.1.3 y 3.1.4
considerando todas las posibles figuras que son frontera de las cerraduras
convexas correspondientes a los generadores de cada esfera de cobertura y
eliminando a todas aquellas que pertenezcan a mas de una.

3.2 Algoritmos incrementales

Se trata ahora de analizar una por una las posibles alternativas para im-
plementar practicamente un algoritmo como el esbozado anteriormente.

Una condicién que se impondra a cualesquiera de los algoritmos es la de
que debe manejarse con consideraciones locales, de modo tal que cualquier
modificacién, como agregar un nuevo punto, no implique realizar todo el
trabajo desde el principio, sino que las modificaciones se reduzcan a la zona
de influencia del nuevo punto.

Es importante destacar lo anterior, ya que ello descarta algunos algo-
ritmos muy usados para realizar triangulaciones, los que pudieran tener
su contrapartida con las Esferas de Cobertura, por ejemplo el algoritmo
de Lawson y muchos esquema del tipo "divide y venceras”, en particular
estos iultimos han sido recientemente muy citados como los mas rapidos
para realizar triangulaciones.

Hecha la salvedad anterior existen dos posibles aproximaciones al prob-
lema, la es primera considerar la existencia de una superesfera auxiliar que
cubre a todo el conjunto de puntos V. De esta manera al ir introduciendo
los puntos de V uno por uho siempre resultaran ser interiores a una es-
fera por lo menos de modo tal que solo se usara el algoritmo para puntos
interiores.

La otra posibilidad es tomar los primeros N + 1 puntos de V y hacer
que éstos generen a la primera esfera y luego aplicar cualquiera de los dos
algoritmos (para puntos interiores y para puntos exteriores) segun se vayan
presentando los sucesivos puntos.
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3.2.1 Con esfera auxiliar inicial

El primer paso de este tipo de algoritmos es determinar V + 1 puntos
auxiliares de modo tal que ellos generen una esfera que cubra totalmente
a todo e} conjunto V.

Un primer requisito es entonces conocer completamente el conjunto V' y
en particular sus limnites superior e inferior en cada una de la dimensiones o
bien predeterminar una zona donde es vilido insertar puntos del conjunto.

Hecha esta consideracién con la observacion de que en realidad es una
limitante, la hipdtesis de trabajo es que todo punto P perteneciente a V
que se inserte sera siempre interior a alguna esfera de cobertura, por lo que
el algoritmo de construccion serd siempre el del teorema 3.1.4. Para poder
usar el teorema en forma recursiva es necesario demostrar el siguiente:

Teorema 3.2.1 Una esfera E afectada por un punto P interior a ella es
totalmente cubierta por las nuevas esferas formadas con los puntos que la
generaban y P.

Demostracion: Sea H un punto de E diferente de P y sea
G = {G,Gs,..-,Gn}

el conjunto de los generadores de F.

Entonces existen dos posibles situaciones: H esta en el interior de cc(G)
o H esta en la frontera o en el exterior de cc(G).

Si H es interior a la cerradura convexa entonces estd cubierto por las
nuevas esferas, porque las cerraduras convexas de los generadorw de las
nuevas esferas cubren a cc(G).

Si H es exterior a cc(G) también estd cubierto, ya que, si se toma la-
esfera original E'y una cualesquiera de las nuevas, todas las partes de £
fuera de ec{G) pertenecen a la parte que tiene potencia negativa respecto a
a.Iguna de las nuevas esferas, porque todas las partes dentro de la cerradura
convexa tienen potencia positiva respecto a alguna de las nuevas esferas.

Este teorema permite entonces asegurar que si el primer punt: jue se

" inserte es interior a la esfera inicial, entonces los puntos sucesivos van a

pertenecer a esferas que van cubriendo a la inicial y asi sucesivamente.
Al culminar el proceso se tendri que algunas esferas quedan determi-
nadas usando puntos del conjunto de N + 1 puntos auxiliares con el que se
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comenzo, estas esferas deben ser eliminadas y al hacerio, dependiendo de la
disposicién original de los datos, puede ser necesario completar la cerradura
convexa con algin procedimiento del tipo de la marcha de Jarvis.

3.2.2 Sin esfera auxiliar inicial

Para comenzar este algoritmo se requieren los primeros IV + 1 puntos cua-
lesquiera de V en un orden arbitrario; un nuevo punto P quedard entonces
en las condiciones del teorema 3.1.4 o del 3.1.5, por lo que falta demostrar
algo parecido al teorema 3.1.6 para el caso de que P sea exterior.

Teorema 3.2.2 Dado un punto P exterior al conjunto de esferas de cober-
tura que cubren a un conjunio dado V, las nuevas esferas que lo contienen,
construidas seqin el teorema 3.1.6, tienen interseccion no vacia con el con-
Junto original de esferas.

Demostracién: Por la propia construccién del teorema 3.1.7 que forma
las nuevas esferas con P y una cara de la cerradura convexa, esta cara
divide a la nueva esfera en una parte con potencia negativa y otra con
potencia positiva respecto a alguna esfera del conjunto original, la parte
negativa es interior a esta dltima, por lo que la interseccién la contiene y
no es vacia.

De esta manera, con los teoremas 3.1.6 y 3.1.7 se puede asegurar la
aplicacién reiterada de los teoremas 3.1.4, 3.1.5 y 3.1.6 para construir todo
el conjunto de esferas. En este caso no hay puntos ni esferas auxiliares,
por lo que el proceso de borrado y la marcha de Jarvis no son necesarios.

3.3 Algoritmos jerirquicos

Para mejorar los procesos de bisqueda y localizacion es posible usar una
estructura jerarquica de datos.

La idea de usar este tipo de estructura de datos ha sido usada para re-
alizar triangulaciones en el plano; partiendo de un triangulo auxiliar inicial
se genera toda una estructura jerarquica en la que el orden de precedencia
es establecido por la relacion geométrica de inclusién. En otras palabras los
tridngulos son "hojas” en un arbol en el cual las ramas son los tridngulos
que los contienen.
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Traducido a un esquema incremental de generar, por ejemplo, tridngulos
de Delaunay, ésto significa-que al agregar un punto, los tridngulos que lo
tienen comeo veértice son "hojas” de los triangulos donde cayé el punto.

Hay otros antecedentes de algoritmos jerarquicos en problemas rela-
cicnados al que constituye la parte central de este trabajo, por ejemplo,
para construir teselizaciones de Voronoi, T. Ohya, M. Iri y K. Murota [24]
ofrecen dos diferentes algoritmos incrementales con estructuras jerarquicas,
uno considerando-el dominio a ser dividide como un cuadrado unidad y di-
vidiéndolo en cuadrados de lado 1/k, con k arbitrario, y otro formando un
irbol cuaternario con cuadrados similares.

Para el caso de tridngulos de Delaunay, O. Palacios y B. Cuevas [25]
desarroliaron una estructura jerarquica similar a un arbol cuaternario.

Los origenes de la idea se pueden atribuir al trabajo de H. Samet [29]
sobre los drboles cuaternarios pensados para usarse en técnicas de tipo
"raster” de dibujo computacional, tanto para el propio dibujo como para
el almacenamiento de la informacién.

En la figura 22 se puede ver cual es la idea basica, se tiene el plano
dividido en cuartos y cada unc de ellos en cuartos y asi hasta que cada
cuarto es un pixel. Para ubicar un punto se averigua en cual de los cuartos
estd v al hacerlo la blisqueda se reduce solo a esa parte y asi sucesivamente,
lo que disminuye notablemente el tiempo de busqueda.

Lo importante para poder aplicar un esquema corno este es entonces
poder establecer la relacién de precedencia (lo que hace a un elemento rama
y a otro hoja). En el caso de la figura es simplemente estar contenido en,
un cuadro es hoja de otro, lo sucede, si estd contenido en él.

Pasar de cuadrados a triangulos no es ningin probiema, ya que ambas
figuras llenan la regién del plano, inclusive los tridngulos lo hacen con
mayor facilidad. Algo similar se puede decir de la generalizacion a varias
dimensiones.

Sin embargo para hacer ain mds eficiente el algoritmo, por ejemplo el
algoritmo de generacién de tridngulos de Delaunay incremental, lo ideal

“es que la jerarquia sea también "cronoldgica”, es decir, que los triangulos

generados al principio, en vez de ser destruidos sirvan como arbol. Para que
esto suceda la relacion de precedencia ya no puede ser simplemente “estar
dentro de” sino "ser afectado por”; en otras palabras, que la inclusién del
punto a localizar provoque que el tridngulo ya no sea més de Delaunay.
En este punto es cuando se llega a un nexo con las esferas de cobertura,
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Figura 22

ya que la forma de saber si el punto afecta o no al tridngulo es ver si
afecta o no a su circulo circunscripto, que no es otro que la versién en dos
dimensiones de la correspondiente esfera de cobertura.

De esta manera, si se quiere tener una estructura jerdrquica con las
esferas de cobertura, basta con poner la condicién de que la relacion de
precedencia de una esfera respecto a otra sea compartir puntos de gen-
eracién y "cronolégicamente” haber sido generada a partir de que uno de
sus puntos de generacién "afecta” a su predecesora. Un primer intento en
este sentido ha sido ya realizado por Traversoni [34], aunque el programa
no ha sido adn optimizado.

Como es posible imaginar, utilizar una técnica como la expuesta solo
tiene ventajas cuando se trabaja con un gran numero de datos, y tiene la
desventaja de utilizar mas memoria (en el caso andlogo de los tridngulos,
el triple) debido a que todas las esferas generadas durante el proceso deben
ser guardadas.

La forma en la que se establece la relacién de precedencia con las esferas
no obliga a utilizar una esfera inicial, como era el caso con los tridngulos,
sino que el razonamiento es igualmente vilido para esquemas sin esfera
auxiliar inicial.

Para simplificar ain mas el procedimiento de bisqueda es conveniente
agregar a las caracteristicas que se almacenan de cada esfera (centro, radio
¥ puntos que la generan} dos indicadores, uno de si la esfera ha sido afectada
o no y otro que indique el lugar o nivel en el irbol jerarquico.

Es importante destacar el papel que puede desempefiar el hecho de
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usar algoritmos de multiple aplicacion, como es un drbol cuaternario tal
como el que se presenta, ya que se puede en el mismo programa aplicar
el mismo algoritmo para varios fines, por ejemplo en este caso para re-
alizar la ubicacion de un punto, pero también para sombrear superficies
o denotar graficamente cualquier caracteristica deseada. En estos casos
el aumento de velocidad en el algoritmo puede ser muy considerable, asi
como en simplicidad del programa.

- 3.4 La solucién adoptada

Se ha intentado construir un hibrido de las opciones anteriores incorpo-
raado las ventajas mas sobresalientes de cada una. La justificacion del
mismo, asi como alguno de los teoremas precedentes fueron va publica-
dos en 1990 Traversoni {33] y varias versiones computacionales han sido
implementadas para aplicaciones concretas.

Ain cuando la teoria es general para las dimeasiones que se quiera se
han generado dos pmga'a.mas, uno. para dos y otro para tres dimensiones,
que son los casos mas usados.

3.4.1 E] caso bidimnensional

Se trata en este caso de generar circulos de cobertura a partir de un con-
junto dado de puntos en el plano. Se puede partir de dos hipétesis iniciales;
en ‘i primera se conoce de antemano todo el conjunto de puntos y en la
segunda éstos se van conociendo uno por uno.

Solo en la primera hipétesis se puede usar un algoritmo jerdrquico o
algoritmos que usen un circulo cobertor de todo el conjunto; es de aclarar
que podria haber una hipétesis intermedia en la cual se predetemnnara
la zona donde pueden caer los puntos del conjunto, ain cuando no se los
conociera en particular a cada uno por adelantado.

El primer paso del programa para construir circulos de cobertura varia
entonces segin estas dos posibilidades:

En el primer caso se toma el punto con maxima r (maxx). el punto
con mipima z (mmx) y el punto con maxima y (maxy) para generar la
primera circunferencia tomando puntos alejados del baricentro del conjunto
por ejemplo el doble que los mencionados anteriormente. En el segundo
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caso simplemente se toman los tres primeros puntos, siempre que no estén
alineados.

La razén de la eleccién en el primer caso es que, si bien ese primer circulo
no cubre a todo el conjunto, si lo hace casi totalmente, y son necesarios
pocos circulos mas para completar la cobertura.

3.4.2 El ciclo principal: la bisqueda

El ciclo principal consta de dos ciclos anidados, el primero simplemente
introduce los puntos del conjunto uno a uno, excluyendo los tres usados en
la primera circunferencia.

El segundo halla la potencia del punto respecto a la ultima circunfe-
rencia considerada, existiendo tres posibilidades:

a) La potencia es menor que cero. En ese caso se aplica el algoritmo de
construccién de nuevas circunferencias que llamaremos algoritmo A.

b) La potencia es cero. Se agrega el punto a la lista de generadores de la
circunferencia y se pasa al siguiente punto.

c) La potencia es mayor que cero. En este caso se procede como se relaté
mas arriba usando el algoritmo de bisqueda orientada

Hay dos formas de salir del ciclo, una es que se aplique el algoritmo
A, la otra es que no sea posible aplicario por no darse en ningun caso
la condicién de potencia negativa. En esta eventualidad se aplica otro
algoritmo de construccién de circulos que llamaremos el algoritmo B.

3.4.3 El algoritmo A

La hipotesis de partida en este caso es que ya ha sido encontrado un circulo
afectado por el punto, se debe buscar entonces como primer paso otros
posibles circulos afectados por el mismo punto.

Teorema 3.4.1 Si un punio P afecta ¢ un circulo, entonces todo otro
circulo afectado por él tiene en comin con el original al menos un punto
generador, o existe un circulo intermedio con puntos generadores comunes
a ambos.
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Demostracion: Sean, ver figura 23, ABC y DEF los generadores de los
circulos afectados considerando aislado el conjunto ABCDEF su cerradura
convexa estd por lo demostrado anteriormente totalmente cubierta por
circulos de cobertura, con la particularidad de que la union de las figuras
circunscritas en ellos, tales que sus vértices son generadores, es la propia
cerradura convexa. ABC y DEF forman un conjunto no conexo por lo que
existen figuras intermedias entre ambos, cuyos vértices son algunos de los
seis puntos mencionados que al unirse a ellas forman una figura conexa y
convexa. Los circulos que cubren a esas figuras son los que pide el teorema.

Par poder realizar eficientemente la bisqueda anterior es necesario al-
macenar a cuales circunferencias pertenece cada punto, y cuales puntos a
cada circunferencia {generadores de los circulos de cobertura) lo cual se
hace m -11ante arreglos de listas ligadas.

Esto es itil también para los pasos subsecuentes del algoritmo y si bien
es Cost0so en rnemoria, agilita el procesamiento, lo cual, dado el crecimiento
constante de la capacidad de memoria de las maquinas, es la opcidn mas
conveniente.

Mediante un algoritmo que se describird mas tarde se deben almacenar
también las aristas que forman la cerradura convexa del poligono inscrito
en cada uno de los circulos.

Disponiendo de tales listas el segundo paso del algoritmo A es formar
una lista de las aristas no repetidas pertenecientes a los circulos afectados
por P.

Los nuevos circulos son generados en un tercer paso que consiste en

‘generarlos con P y los extremos de las aristas de la lista fabricada en el

paso 2.

3.4.4 Rutina para hacer lista de aristas

El primer caso que se puede presentar es muy sencillo, se trata de cuando el
circulo estd determinado por solo tres puntos, en tal caso cualquier combi-
nacién de dos puntos forma una arista del poligono que sirve de cerradura
convexa a los tres puntos.

No es tan sencillo cusado el circulo estd definido por mas de tres puntos,
caso en el cual lo anterior no se da, ya que algunos de los segmentos que
se obtendrian no son aristas sino diagonales; es necesario entonces recurrir
a una sencilla rutina para determinar las aristas.
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figura 23
Se representa el caso mas desfavorable, tanto C; como C; son
afectados por P, sin embargo sus puntos de corte no son
generadores, existe entonces C2 que si tiene los puntos en comun
dentro de sus generadores.
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D
Figura 24

Para ello se toma uno cualquiera de los puntos y se halla el mas cercano
a él, entre los dos forman siempre una arista, podria repetirse el procedi-
miento varias veces hasta completar la cerradura convexa, sin embazrgo,
es mas practico recurrir a hallar el producto vectorial entre el segmento
y todos los otros que se forman con uno de sus extremos y un punto de
los generadores del circulo; ordenando los antedichos puntos utilizando sus
productos vectoriales, se obtiene la secuencia de la poligonal que forma la
cerradura convexa (ver figura 24). Si el orden en que se tienen los puntos
de la figura es por ejemplo ADCBEF, se calcula ADA AC y ADA AB
como tiene el mismo signo se hace AC A AB como tiene el mismo signo se
sabe que DCBA es un orden correcto y asi se sigue.

Se toma A, el paato mas cercano es B, se realizan los productos vecto-
riales entre las direcciones (normalizando los vectores) AB y AC, AD,.
y se oréenan en ﬁarm cmmtce los resultados obteniéndose la sucesién de
puntos que da |a poligonal ABCDEF Otra opcién es considerar todas las
posibles esferas construibles con todos los puntos tomados de n+1en n+1.
Posteriormente se eliminan aquellos que contengan a alguno de los puntos
A.B,C,D, o F, un procedimiento similar a aplicar el algoritmo de Lawson
para construir triangules de Delaunay.

3.4.5 Algoritmo B

Este algoritmo se aplica cuando el punto P ha resultado exterior a todos
los circulos. _ _ .
El algoritino de bisqueda proporciona la informacion de que circulo
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Figura 25
El producto AP A PD es de distinto signo al PD A PC

tiene menor potencia respecto al punto; dentro de los puntos que generan
a este circulo y en la cerradura convexa de todo el conjunto se encuentra
también el punto mds cercano del conjunto al punto P. Este punto es
seguramente " visto” por P.

El primer paso del algoritmo B es entonces, encontrar ese punto.

A partir de alli se aplica a cada lado del punto la marcha de Jarvis,
o una versién adaptada de eila para estas circunstancias, que consiste en
hailar los productos vectoriales de la distancia vértice de una arista-punto
P con la arista, cuando estos productos cambian de signo se estd en la
parte oculta.

La lista de aristas con las cuales probar se obtiene de las respectivas
listas del circulo mas cercano y sus vecinos; si la condicion aun no se ha
cumplido al agotar sus aristas, se pasa a los vecinos de los vecinos y asi
sucesivamente; légicamente solo se consideran las aristas no repetidas, es
decir las que forman parte de la frontera de la cerradura convexa.

Se recurre con tanta frecuencia al producto vectorial debido a que se
puede realizar en forma muy econdmica en cuanto a nimero de operaciones
involucradas; en la figura 25 se ilustra el algoritmo B.

En este caso, al igual que en el anterior, es posible, si no se desea usar
el producto externo o vectorial, generar todas las esferas que se pueden v
eliminar las que contienen a algun punto de V.



36

3. Algoritmos de construccidn

Principales variables utilizadas

Para ahorrar en lo posible memoria y usar en mejor medida las posibili-
dades del Pascal y el C {lenguajes en los que se ha implementado el algo-
ritmo) se hace frecuente uso de listas ligadas.

De esta manera, existe un arreglo de listas ligadas en el que a cada
punto se le asignan los circulos que por él pasan.

Otro arregio reciproco del anterior asigna a cada circulo los puntos
que lo generan, ésto, que es una redundancia, ahorra sin embargo varias
costosas bisquedas durante el transcurso del proceso. El uso de listas
ligadas, por otra parte, permite tener mayor flexibilidad y ahorrar memoria,
cosa que no se haria de usarse arreglos de reales o enteros.

En un arreglo fijo se guardan las coordenadas del centro de cada. circulo,
su radio y una bandera provisional que marca en el algoritmo de bisqueda
si-ha sido considerado y que por lo tanto se reinicializa cada vez que se

. reimicia el proceso de bisqueda, y otra bandera que en el caso de algoritmos

jerdrquicos indica el nivel en el arbol.

De no usarse algoritmos jerarquicos, este arreglo, asi como los demas,
deben ser actualizados, borrando los circulos que van siendo afectados en
el proceso y compactando el arreglo; para este proceso es particularmente
ventajoso tener listas ligadas.

Cuando se usan algritmos jerarquices no se hace este proceso, pero en
contrapartida existe un algoritmo que realiza la busqueda jerarquica previo
al descrito anteriormente.

Algoritmo de busque

Dado el punto P, busca primero en las de primer nivel, en la que resulta
negativa la potencia busca en el siguiente nivel y asi sucesivamente hasta
llegar al iltimo nivel de circulos que no han sido afectados; en él, si alguno
tiene potencia negativa respecto a P, aplica el algoritmo A, de no ser asi
aplica el B.

Para hallar en que caso se encuentra, aplica el algoritmo de busqueda
a los circulos dependientes del dltimo negativo: del nivel anterior.
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Figura 26 p

3.4.6 El caso tridimensional

Generalizar el algoritmo anterior para el caso tridimensional (esferas) no
ofrece mayor dificultad.

Para hacerlo se debe recordar que las esferas son determinadas por
al menos cuatro puntos en vez de tres, como ocurre con los circulos. El
equivalente de las aristas es ahora las caras, de modo que cambiando aristas
por caras se tiene la version tridimensional de los algoritmos anteriores.

El problema mads importante a resolver para poder hacer lo anterior es
adecuar la rutina que usa productos vectoriales.

Hay dos formas de solucionarlo, una es proyectar sobre un plano los
vectores normales a las caras y proceder como si fueran las aristas del caso
anterior, y otra es considerar los volimenes determinados por los mddulos
de los vectores resultantes del tripie producto vectorial formado (ver figura
26) por tres aristas del tetraedro que contiene a P y una cara, sumarlos
acumulativamente en la marcha y la disminucion de la suma tiene la misma
interpretacién que el cambio de signo en el plano.
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Capitulo 4

Interpolantes de Sibson y las esferas de
cobertura

4.1 Introducciéon

El concepto de vecino natural y el de interpolante de Sibson que se in-
troducen a continuacion se relacionan muy naturalmente con las esferas de
cobertura, como se demostrara en el presente capitulo. Esta relacion puede
ser aprovechada de dos formas, una para simplemente hacer mas facil la
puesta en practica del interpolante de Sibson y la otra, reformulando el
interpolante como polinomio de Bernstein, la cual abre una gran gama de
posibilidades, relacionando todo lo anterior con la teoria de splines y el
algoritmo de De Casteljau.

4.2 La particién generada por las esferas de cobertura

Recordemos algunas definiciones y notacién introducidas en el Capitulo 2.
El conjunto V = {v;,v3,...,um} €s una coleccion dada de puntos en el
espacio euclidiano E de dimensidn n.

Denotamos por 8 = {£,,£;,...,&,} a la coleccion de esferas de cober-
tura de V. Cada &; es una esfera abierta que contiene al menos n + 1
puntos de V' en su frontera y que no contiene a ningin punto de V¥ en su

39
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nterior.

En el conjunto S estan incluidos los semiespacios abiertos que contienen
en su frontera a alguna cara de dimensién n — 1 de la cerradura convexa
de V. Tales semiespacios son considerados como esferas de radio infinito
con centro en el punto del infinito de E.

Las esferas de cobertura no son conjuntos ajenos, pero podemos cons-
truir a partir de ellas una particion P del espacio K de la manera siguiente.
Para cada subconjunto J de I, definimos

Aj={zcE:z€&sijed, yzg&sike L\J}

P={As: JC Ly As#08}.

Notemos que Ag = V, porque los elementos de V' son los uinicos puntos que
no estan contenidos en el interior de ninguna de las esferas de cobertura.

Teorema 4.2.1 La coleccion de conjuntos P dcﬁmda arriba es una par-
ticion del espacio E.

- La demostracién es trivial, porque la unién de las esferas de cobertura

es el complemento del conjunto V.

Notemos que alguncs elementos de P son conjuntos abiertos y que otros
de elios contienen una parte de su frontera y, por tanto, no son ni abiertos
ni cerrados. '

Es claro que 2’ es una cota superior para el niimero de elementos de P,
pero es una cota muy sobrada. En la prictica se observa que el nimero de
elementos de P es mas bien una funcidn lineal del nimero s de esferas de
cobertura de V.

Como P es una particion de E, para cada z.en E existe un dnico
J = J(z) C I, tal que 4, no es vacio y que z € A. '

Definimos el conjunto V. de puntos vecinos de r en ¥V como sigue:

N, = {v; € V : v; es generador de £; para algin j € J(z}}.

Es claro que dos puntos del espacio que pertenecen a un mismo conjunto
Aj; tienen el mismo comjunto de vecinos en V.
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Figura 27
La particién en el plano.

4.3 Funciones interpolantes de Sibson

Sea p un punto que no pertenece a V. Como vimos en el Capitulo 2
el diagrama de Voronoi de V U {p} se obtiene de la manera descrita a
continuacion.

Sea T, el politopo de Voronoi de p en el diagrama de V U {p} y sean
vy,V2,...,V, Sus vecinos. Entonces los nuevos politopos de los puntos v,
denotados por T}, estan relacionados con sus correspondientes politopos T;
en D(V) por medio de

T!={z€T,:z¢ cerr(Tp)}

y por tanto tenemos que T, es la unién de los conjuntos Py, P,,..., FP;
definidos por
P = cerr(T;)\ cerr(T;).

Definimos las coordenadas de Sibson ¢;,c3,...,¢ de p respecto a sus
vecinos en V' por medio de

_ Vol(R)
= Vol(T,)’
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en donde Vol{ F;) denota el volumen generalizado del politopo P;. Notemos

que
ZC& =1,

porque los F; se intersecan en conjuntos de volumen nulo.
El siguiente resultado basico, debido a Sibson [?], nos dice que los
nimeros ¢; generalizan a las coordenadas baricéntricas.

Teorema 4.3.1 Las coordenadas de Sibson del punto p satisfacen

r

p:ZC" (I

=0

Cuando el nimero de vecinos de p es igual a la dimensién del espa-
cio mads uno, las coordenadas de Sibson son similares a las coordenadas
baricéntricas.

Al igual que para las coordenadas baricéntricas, si p tiende a v; entonces
¢; tiende a 1 y las demas coordenadas tienden a cero. '

Supongamos que f es una funcién con valores nimericos definida en
los elementos de V. Dado un punto p que no estd en V sean vy, vq,....v,
los vecinos de p en V. Definimos la funcién de interpolacién de Sibson,
denotada por Sy, o simplemente S, por medio de la férmula

S(p) = S1(p) = 3_ci flw),

donde las ¢; son las coordenadas de Sibson de p con respecto a sus vecinos
en el diagrama de Voronoi de V.

' 4.4 La funcién de Sibson en la teoria de Splines

Si en lugar de utilizar los enteros 1,2,...,r como indices de los vecinos de =

-p en el diagrama de V/, usamos los vectores (o multi-indices) ey, e;,....¢,,
donde e; = (0,0,...,0,1,0,...,0) con el 1 en la k-ésima posicion. entonces
podemos expresar la funcién interpolante de Sibson como un polinomio
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de Bernstein en tantas variables como vecinos la definan. La expresion
correspondiente es
Sr(p) = D_ Bi(p)f(w),
lil=1
donde B{(p) es un polinomio de Bernstein de grado r en r variables, una
por cada vecino natural de p, y las p; son las coordenadas de Sibson de p.
Es claro que i solamente puede ser alguno de los e;, debido a la condicién
fif = 1.
La expresién de Bj(p) sera

TN i ip
B{(p) = (i)pllp? Py
que se puede también poner como
r! ty . i3 tr
inligl- g 1P P

Como se ve, en este caso los polinomios son simplemente otra forma de
expresar las coordepadas de Sibson. De esta manerapy+pa+--+pr =1,
también [i| = r ¥ p1,...pr son las coordenadas de Sibson respecto a2 una

coleccién de puntos vecinos vy,vs,...,v,. La expresién es ademas trivial,
ya que en este caso el coeficiente binomial es uno, ya que los p; son iguales
a los ¢;.

Pese a la trivialidad, expresar de esta manera el interpolante no s en
vano, ya que nos permite generalizar posteriormente la idea, tanto en teoria
de Splines como para construir un algoritmo de De Casteljau. Véase, por
ejemplo, que si 7{p) > 1 entonces mas de un punto v.; intervendria en
cada sumando, lo cual seria equivalente a agregar un punto intermedio
entre ellos, o mejor aun, lo que se propone mas adelante es agregar una
condicidén a la derivada direccional en dicha direccién, que es justamente
en donde "falla” el algoritmo de Sibson.

El hecho de que exista una expresién polinomial de Bernstein para la
funcién de Sibson es un resultado muy importante, ya que permite usar
mucho de lo que se ha elaborado en la teoria de Splines. De esta manera
para cada conjunto A en la particién P se tiene un polinomio definido en
él en funcién de las coordenadas locales de los puntos de V que son vecinos
naturales de los puntos de A. Se puede asi definir un espacio de splines
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formado por los polinomios definidos en cada parte de la particion P, cuya
expresion es la anteriormente citada.

En la seccion siguiente se enumeran algunas propiedades del inter-
polante, una de ellas, la conformabilidad en los puntos de V, es importante
como base para la aplicacidon a teor " ia de Splines que se mencionaba mas
arriba.

Para fijar ideas se definira el espacio de splines como un espacio de
splines de veértices.

Sean -1 <r £...<r,yg >0 enteros y sea m; = 7 la coleccién de
todos los pohnomlos con grado ¢ en s variables. Nos refenremos a algunas
funciones contenidas en la coleccion 5} = S;(P) tales que la restriccién
de cada funcwn a cada elemento de 'P pertenece a 7, y de manera que,
para k = 0,...,5 — 1, en cada punto z de cada A en P todas las derivadas
parciales de or_den Temk

ad

3\
'”(Bm,

D*(e) = (5

)a‘f(z)a

donde @ = (ay,...,a,) Y| ¢ |= a1 + ... + a, = ro_, existen. De esta
manera, toda funcién en S es llamada spline de grado ¢ y suavidad de
orden r en la particién P, y serd un super spline si los r; no son idénticos. -

- f € 5} es un spline de vértices con particién P si supp(f) contiene por

lo menos un vértice de V. y el interior de supp(f) contiene a lo sumo un
vértice de A.

En el presente caso el soporte serd un punto de V' y la unién de todos los
A € P que lo tienen en su frontera. Las funciones son obviamente las fun-
ciones interpolantes de Sibson, en este caso en su expresmn de polinomios
de Bernstein, solo quetmest.e caso r # 1, v los vectores i pueden tener mas

de una componente diferente de cero. Se trata justamente de imponer la

condicién de que en cada punto v de V donde, como se recordard, existian
problemas con la continuidad. el plano tangente a la superficie aproximada
contenga a las derivadas direcciopales que apuntan a los respectivos vecinos
naturales de v.

4.5 Algunas propiedades

i) Diferenciabilidad. Las derivadas direccionales de la funcién inter-
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polante de Sibson se pueden expresar como

D(S(u)) = _ & f(u)Bi(d)

=1
donde d = uz ~ u,, los u; son puntos del dominio A y

8 f(u) = au‘-.—a-“;';F (w)

1

ii) Continuidad. Farin [20] demostré que el interpolante de Sibson es
C! continuo excepto en los puntos donde hay datos, en las direcciones
de sus vecinos naturales, en donde solamente es C° continuo.

ili) Idempotencia. El interpolante no es idempotente, usaremos esta
propiedad mas adelante, ya que al agregar un punto a V el interpolante
cambia en su vecindad.

iv) Conformabilidad. Se trata de que tanto los valores de la funcidn
interpolante como los de sus derivadas direccionales en un punto de
V coincidan.

4.6 Algoritmos derivados a partir de Sibson

Farin {20] present6 un interpolante derivado del de Sibson, haciendo que
los puntos de V sean proyecciones de simpiejos de Bezier, de esta man-
era se puede resolver el problema siguiente: dados los puntos de V' y los
planos tangentes en ellos, encontrar una superficie que los interpole. Como
resultado se obtiene una superficie C' continua con precision cuadratica.
Se puede también considerar que los puntos de V forman una malla de
control de esta manera, y aprovechando que el interpolante de Sibson se
puede expresar como polinomio de Bernstein, se puede plantear un algo-
ritmo de De Casteljau para aproximar una superficie, con un procedimiento
similar al que se usa con tridngulos de Beziér. Una descripcion detallada
de como implementar este algoritmo se encuentra en el capitulo siguiente.
Por idltimo, como se vié mas arriba, es posible incorporar todo a la
teoria de Splines. Conviene recalcar que en todos los casos el incorporar
las esferas de cobertura al interpolante simplifica los calculos y ademas es
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tedricamente mas correcto, ya que con ellas se conforma la particion en la
que quedan definidos las diferentes versiones del interpolante.

Merece una mencién también la posibilidad de usar el interpolante en
las aplicaciones del método de elemento finito, la cual ha sido mencionada
por nosotros en Traversoni [35]. El resultado es muy parecido a usar
triangulos de Delaunay como elementos, puesto que el sistema de ecua-
ciones queda muy similar.

g



Capitulo 5

Algoritmos de interpolacion

En este capitulo se explican los diferentes modos de implementar computa-
cionalmente las ideas expresadas en el capitulo anterior, con la finalidad de
construir superficies uniformes en 3D a partir de una particion en 2D, gen-
erada con un conjunto arbitrario de puntos. Las superficies no uniformes,
cerradas o de otro tipo, seran tema del siguiente capitulo.

La funcién interpolante de Sibson, como se explicé en el capitulo an-
terior, genera valores punto a punto. Para poder visualizar los resultados
se debera posteriormente ubicar esos puntos, de modo de poder dibujar la
superficie que los contiene.

5.1 Implementacién del algoritmo de interpolacién

Como se vid en el capitulo anterior, se puede realizar la interpolaciéon de
diversas formas, desde simplemente aplicar el algoritmo de Sibson hasta
casos mas sofisticados, usando polinomios de mayor grado.

En el caso de que la interpolacion se realice simplemente con el al-
goritmo de Sibson, queda ain la pregunta de como implementarlo, para
ello distinguiremos dos etapas, la aplicacién del interpolante de Sibson y la
repeticion de la misma en base a las consideraciones relatadas en el capitulo
anterior. Esto es generar un algoritmo del tipo del de De Casteljau intro-
duciendo nuevos puntos y repitiendo el proceso.
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Figura 28
Célculo del peso de A usando tridngulos

Se debe remarcar el hecho de que en el caso de la utilizacién. del algo- |
ritmo de De Casteljau se debe elegir los puntos de V, no como puntos de
la superficie sinoe comio puntos de control, al igual que en otras aplicaciones

. del citado algoritmo.

Queda entonces un tercer caso que es utilizar polinomios de orde:  -ayor
para aproximar la superficie, suponiendo que los puntos de V 51 un de
la superficie a aproximar. En este caso lo que se puede agregar al al-
goritmo de Sibson es su utiizacién en el marco de la teoria de Splines,
imponiendo la condicién de que desaparezcan las discontinuidades en las
primeras derivadas que tiene en algunas direcciones el algoritmo de Sibson.

“En el primer caso, los pescs:con los que se realiza el promedio ponderado
usado en la interpolacidn, se definen como cocientes de dreas. Los poligonos
cuyas ireas se usan son tales que todos sus vértices son centros de algin
circulo de cobertura, este hecho se usa para hallar las dreas.

~ Existen doe formas de hallar las dreas, una es el método de suma de
trapecios y la otra considerando las dreas como sumas y restas de tridngulos
tales que uno de sus vértices sea P. En la figura siguiente se ilustra un
ejemplo. Sean ahora C; los centros que se usan y P el nuevo punto. cada
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tridngulo usado se calcula de la forma
A=(Ci~ P) \(Cisa - P).

donde A es el drea del tridngulo.

El 4rea total del nuevo poligono de Voronoi en la figura 28 C1CZC3C} se
encuentra como suma de los tridngulos PCC3, PCIC?, PC}CY, PCICY.
Para saber como calcularios se usa la preordenacion que en la radiacién
realiza el algoritmo que construye los circulos. En otras palabras, al insertar
el punto P, el algoritmo de construccién encontrd los circulos que éste
afectd ( en la figura 28 los dos dibujados ) y légicamente, al tener los
circulos se tienen los puntos que los generan ( en la figura A, B,CyD ). Para
construir los nuevos circulos el algoritmo encuentra las parejas adecuadas
de vecinos que junto con P los generan. Se puede aprovechar entonces
esta circunstancia para ordenar los centros C}, C?,C3, C¥f, poniendo como
condicién que si los circulos que les corresponden tienen un punto generador
en comun, entonces los centros son consecutivos en la radiacién con centro
en P.

El siguiente problema a resolver es hallar las areas de los trozos de
intercepciones de poligonos con los que se va a realizar la ponderacion,
tal como seria en la figura 28 el C},C3,C1,C} y hacerlo con un sistema
similar.

El primer paso es identificar cuales son los vértices de cada poligono,
lo cual servird de paso para ordenar los vértices de cada poligono en la
radiacién. Los vértices de un poligono tienen como caracteristica comun
ser centros de circulos que pasan por un punto de V. La consecutividad se
obtiene con la misma técnica que en el caso anterior, teniendo en cuenta
ademas que, si hay dos centros con subindice cero, éstos son siempre con-
secutivos. _

Para hallar el irea basta con ballar las ireas de los tridngulos corre-
spondientes y sumarlas, y por diferencia se obtendra el area cerrada por el
poligono.

Obsérvese que el razonamiento es totalmente genmeral, que aparte de
la operacién del producto externo emplea solo operaciones 1ogicas y que
en ningun momento halla intersecciones de rectas o distancias especiales
que no sean parte de lo ya hallado en el algoritmo de construccion de los
propios circulos.
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Obsérvese ademads que solo se usan las coordenadas de los centros de
los circulos, y que éstas ya han sido previamente calculadas y almacenadas
por el programa; €sto, aunado a lo anterior, permite realizar los calculos
muy rapidamente, ya que se hacen sobre todo operaciones légicas, v las
operaciones aritmeéticas se minimizan.

Esto nos permite en forma general calcular la expresién S;(P) del teo-
rema J.4.1, lo cual se hard ahora en forma reiterada eligiendo al igual que
en otras aplicaciones del algoritmo de De Casteljau, puntos intermedios;
en este caso los baricentros de los generadores de las esferas afectadas por
P.

En la figura se ilustra un paso intermedio en una aplicacion bidimen-
sional.

3.2 Algoritmos locales sin memeoria

El propio nombre indica las dos principales caracteristicas de estos algo-
ritmos, la primera es que trabajan en base a consideraciones locales, es
decir, que si se quiere aproximar en un punto se usan solo los puntos que
determinan a los circulos afectados por ese punto. Sea asi C el conjunto
de circulos de cobertura que cubren al plano y P un punto de ese plano.
Los puntos cuyos valores seran usados en la interpolacién seran los de los
circulos C; tales que P € C; .

La segunda caracteristica es el trabajar "sin memoria”, es decir, que los
circulos generados en el proceso de aproximacion son deshechados cuando
se cambia de punto P.

La aplicacién de este algoritmo presupone que se dispone de un con-
junto arbitrario de puntos V y su correspondiente conjunto de circulos de -
cobertura C y légicamente de los valores asignados a la variable a interpo-
lar {por ejemplo una altura) en cada uno de los puntos de V. Se dispone
ademds del mimero de aproximaciones que se quieren realizar. Con estos
datos, y a criterio del usuario, se determinan los puntos donde se desea que
el algoritmo provea de resultados de interpolacién. _

Al insertar un punto P se localiza, usando el algoritmo de construccion
de circulos, los circulos C; a los que pertenece; sin embargo, no se generan
los circulos que él determina, sino que se localizan los baricentros B; de
las figuras descritas en el capitulo 4 formadas con los circulos C; afectados
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por P, estos puntos si son usados para construir nuevos circulos, posteri-
ormente se verifica en cuales de los nuevos circulos de encuentra P. Sean
éstos los C; donde el supraindice indica que se esta trabajando con circulos
provenientes de una primera interpolacién.

El proceso se continiia el nimero de veces predeterminado, obteniéndose
una sucesion Ci, ..., Cwm, donde m es el nimero predeterminado de aprox-
imaciones. En la ltima si se incluye a P y se obtiene el valor correspon-
diente. En todos los casos los valores son obtenidos con el procedimiento
descrito en 4.1.2.

Puede darse el caso, sin embargo, que no se tenga un especial interés
en un punto determinado, sino que se quiera la superficie completa, en ese
caso bastard con aplicar a todas las zonas A € P el proceso descrito en el
capitulo anterior.

En la figura 29 se ven sucesivos pasos del proceso. En el primer dibujo
se ve el punto P localizado y en la segunda los puntos By y B baricentros
y los circulos a que dan origen.

Cuando se toma un nuevo punto P los puntos B; y los circulos C; son
olvidados y se reinicia el proceso con el nuevo punto con el fin de ahorrar
memoria y tiempo.

En este tipo de algoritmos, la aproximacion es igual en todos los P, ya
que los circulos auxiliares no son almacenados. Como se lleva un orden de
insercion de puntos, la localizacién de los circulos afectados se hace mucho
mis sencilla que si se agregaran en desorden.

En el programa, como se sigue una aproximacion tipo barrido, se de-
termina una malla de puntos en los que se quiere tener valores y luego se
dibuja en perspectiva la linea que une dichos puntos; la citada malla es
dada por una ley de formacién y para ahorrar espacio se realiza el dibujo
al mismo tiempo que se calcula, de modo de ni guardar los puntos de la
malla ni mds de dos de los que van formando el dibujo.

5.2.1 Entrada de datos

Lo primero que se ingresa son las coordenadas en 3D (z,y, z} formadas con
las coordenadas z y y de los puntos de V', y z que es el valor correspondiente
de la funcién que se desea interpolar, éstos son almacenados en un arreglo
de m x 3 que se denomina a efectos del programa como PTS. Con estos
puntos se corre el programa de construccion de los circulos de cobertura
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Figura 29
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(usando las coordenadas z y y, en el arreglo PTS{i, 1] y PTS[,2]). Se
tiene de esa manera el conjunto de circulos base que son los que se han
denominado hasta ahora C y que a efectos del programa se encuentran en
el arreglo CIRC el cual contiene centro y radio de los circulos.

Adicionalmente se crean dos arreglos de listas ligadas que contienen los
circulos que pasan por un punto, y los puntos que estan en la circunferencia
de cada circulo. En el programa éstos son los arreglos CFPUNT y CF A.

Para la opcidn jerdrquica se tienen banderas en C'1RC, adicionalmente
a las otras caracteristicas, las cuales indican si la esfera ha sido afectada o
no.

Los otros datos que se piden al usuario en forma interactiva son el grado
de aproximacién que va a desear, es decir, cudntas veces quiere que se repita
en cada punto el proceso de aproximacion; este dato se guarda en el entero
APROX. También se requiere de los datos necesarios para crear [a malla
de puntos en los cuales se obtendran resultados de la interpolacién. Estos
datos son simplemente la separacién entre los puntos, al darlo, el programa
ird generando puntos cuya separacion, tanto en z como en y sera el mimero
indicado, comenzando por el extremo inferior de la zona en estudio (en la
y minima) y terminando en el extremo superior de la misma, respetando
del mismo modo los limites en z. Este dato se encuentra almacenado en
la variable SEP.

5.2.2 Proceso de interpolacion

Tomando los puntos que se generan (pero no se almacenan) con el proceso
de cuadriculado anterior, se procede a interpolar para asignar valores en
ellos. Para no almacenar todo el cuadriculado solo se va guardando el
punto en el que se va y el anterior (los cuales se van generando uno a uno).

Dado un punto de la malla se determina a que circulos pertenece, luego
se encuentran los baricentros de cada una de las figuras inscritas en cada
uno de ellos y se los agrega provisionalmente a PTS, creando por lo tanto
modificaciones a CIRC, CFPUNT y CF A. Se dice provisionalmente, ya
que al terminar el trabajo con ese punto se dejan los citados arreglos igual
como estaban al comienzo, antes de agregar los puntos.

El proceso descrito mas arriba se repite tantas veces como las indicadas
por APROX (APROX veces) y se repite también para cada puato de la
malla. Al terminar el proceso con un punto y obtener su valor en z se
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lo une con el anterior dibujando la correspondiente linea en perspectiva
isométrica u otra, para ello se tienen los vectores de 3 elementas PACT y
PANT por punto actual y punto anterior; las posiciones 1, 2 y 3 de esos
vectores son los correspondientes valores de z, y y z.

En la figura 30 se ve el diagrama de flujo del proceso.

ey
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5.3 Algoritmos con memoria

Usando este tipo de algoritmos se obtienen las mayores ventajas del método,
sin embarge, dado el tiempo y cantidad de memoria que consumen, no son
recomendables ecepto para maquinas con varios procesadores en paralelo,
siendo que los algoritmos anteriores podian usarse aiin en una PC.

Tal como lo dice el titulo, se trata de guardar los circulos auxiliares
usados para aproximar cada punto agregando los baricentros y el propio
punto al arreglo principal, asi como todos los circulos. Hacer lo anterior
tiene dos particularidades muy destacables :

1) Van a existir puntos que alteren circulos recién creados para el punto
anterior, lo cual va a aumentar la aproximacién en una o varias veces,
puede darse el caso que la aumenten APROX veces dependiendo del
circulo que afecten, ésto dependera de lo cerrado de la malia de puntos
en la que se esta interpolando.

2) El grado de aproximacion sera diferente en el centro de la zona que en
los bordes (mayor en el centro y menor en los bordes). Esto se debe
a que lo planteado en el inciso 1 es mas probable que suceda en el
centro, donde un punto tiene muchos vecinos ya procesados, que en la
periferia que tiene menos. Se pueden lograr alteraciones en Io anterior
variando el orden de insercion de los puntos.

En la figura 31 se ilustra como pueden darse los casos anteriores.

Los puntos X; generan los circulos de la figura al realizar la interpo-
lacion, en-los puntos Py, P,,. .., P es distinta la aproximacién, ya que al
introducir P, éste forma c:rculos con X1, Xz y X3, X3, que son afectados
por P, y ese efecto es cada vez mayor al acercarse al centro de la - >rradura
convexa.

5.3.1 El ingreso de datos

En este programa los dates son los mismos que en el anterior, con la difer-
encia en como son almacenados, ya que como se ingresan los baricentros al
arreglo principal la dimensidn. de éste debe ser mucho mayor. Es mas. no
solo los baricentros, sino todos los puntos en los que se aproxima quedan
incluidos en dicho arreglo.
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/ Figura 31

Lo mismo pasa con los circulos, ya que deben ser guardados todos,
pero ademds cada punto, siendo que se enfrenta a una densidad mayor de
circulos afectara en promedio a mas de ellos, lo cual a su vez aumentara la
cantidad de circulos a almacenar.

5.3.2 El proceso de interpolacién

Como se dijo anteriormente, al usar este programa todos los circulos pasan
a formar parte del arreglo gemeral, de modo tal que, cuando se agrega
un punto, éste y todos los baricentros usados para aproximarlo entran al
arreglo PTS.

Cuando se agrega el siguiente punto, si se los ha ordenado correcta-
mente o simplemente si se encuentran con un espaciamiento adecuado,
afectara algunos de los circulos recién creados para aproximar el punto
anterior, lo cual mejorari la aproximacién del nuevo punto sin realizar
operaciones adicionales.

Lo anterior puede ser visto como una ventaja del método, va que al
hacerlo se estan ahorrando pasos de computacién. Para lograr ésto, los
circulos tienen una bandera que indica a que "generacion” pertenecen.
el programa verifica que todos los circulos involucrados en la "presente”
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aproximacion pertenezcan al menos al grado de aproximacién deseada, que
igual que en el programa anterior fue especificado previamente.

Como se puede apreciar, no todos los circulos seran de la "generacién”
especificada, sino que para el entorno de cada punto aproximado serdn
al menos de esa generacidn, siendo la mayoria de una o dos generaciones
posteriores y aun mas.

Ambos métodos aseguran la continuidad por las razones expuestas en
el capitulo anterior, pero la suavizacin lograda con éste es sensiblemente
mayor, ya que es justamente donde se yuxtaponen los entornos de cada
punto donde se esta logrando la mejor aproximacion.

Al requerir menos pasos, el proceso es en este caso mas rdpido que en el
anterior, ambos se prestan dado que trabajan con consideraciones locales
para ser programados en paralelo y al hacerlo las ventajas son sensible-
mente mayores. En el primer método se pueden establecer los procesos
que se desee en paralelo mientras que en este ultimo se debe establecer
un limite que se puede fijar cuando la cercania de dos puntos tratados si-
multanearnente rebase el doble del radio promedio de los entornos de los

puntos, lo cual, v esto es un defecto, debe ser establecido previamente sin

reaimente ser un dato conocido.
En la figura 32 se muestra el diagrama de flujo del método.
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Figura 32
Diagrama de flujo

5.4 Algoritmos con resultados en puntos no prefijados

El hecho de poder usar los baricentros de las figuras que intervienen en
cada seccién A € P nos permite realizar en forma automdtica la aprox-
imacién general de toda la superficie, agregando todos los baricentros de
las partes A € P, construyendo la nueva particién en circulos de cobertura
y volviendo a repetir el proceso, realizando la interpolacion en cada paso.

El problema practico a resolver es entonces determinar automatica-
mente los baricentros de las 4 € P, para ello proponemos un algoritmo
similar al de busqueda utilizado para construir los circulos. Esta vez. sin
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-embargo, lo que se buscaria seria el punto equipotencial respecto a las
esferas involucradas en la definicién de cada A € P.

5.5 Aplicacion a funciones Spline

En este caso se debe plantear un sistema de ecuaciones cuya matriz princi-
pal es enrarecida y cada ecuacion es la expresion numérica de la ecuacion
diferencial en derivadas parciales correspondiente a imponer suavidad en
cada vértice.

Cada renglén de la matriz corresponde a un vértice de V', para plantear
la-ecuacidn se debe hallar la lista de sus vecinos naturales, posteriormente
calcular los cosenos directores de cada una de las direcciones que lo unen
con sus vecinos. Finalmente se calculan las primeras derivadas direccionales
en dichas direcciones.

La ecuacidn a plantear consiste en igualar los productos externos o
vectoriales de dichas derivadas, tornadas dos a dos, lo cual es igual a im-
poner que pertenegcan todas a un mismo plano tangente a la superficie a
aproximar. El polinomio de Bernstein sobre el que se hace lo anterior es el

“que se obtiene con la férmula del capitulo 4, pero con n = 2.

En otras palabras:

SHP)Y =Y B{(P)f(w)

fij=1

aqui B(P) es de grado 2 en r variables entonces:

(Z O flu~1)Bi(d) \ Y & F(w) B (d))

=1 i=t

A(}:a’f(u B”(d)/\za'“f(u-!-l) H(d)) 0

=1

es la condicion de suavidad.



Capitulo 6

Superficies en 3D y 4D

Hasta ahora solamente hemos mostrado aplicaciones para el caso relativa-
mente particular de funciones definidas en una regién del espacio de 2D,
cuya grifica es una superficie en el espacio de 3D, utilizable, por ejemplo,
para reconstruir superficies topograficas a partir de datos de campo. No
obstante, como se ha mencionado anteriormente, las reales ventajas del
método son mas evidentes cuando aumenta la dimensidn.

En efecto, para el problema que se ha tratado hasta ahora existen, como
se ha visto, muchas otras soluciones y también existe la implementacion
computacional de las mismas. Inclusive se puede afirmar que estas imple-
mentaciones son muy eficientes, dado €l tiempo y la cantidad de personas
que se han dedicado a las mismas, liegando muchas de ellas a ser verdaderas
obras de arte. .

Cuando se trata de reconstruir o interpolar funciones definidas en un
espacio de 3D también existen soluciones, pero ya son mas escasas y mas
recientes, y muchas veces se basan mas en adelantos en el "hardware® que
en el "software”, lo cual suele ser, aunque eficaz, una aproxirnacién muy
brutal. '

Es muchisimo mas escaso lo escrito para 4D y practicamente nulo lo
hecho en cuanto a implementacidn, sin hablar de mas dimensiones, donde
ya no hay referencias.

Generalizar los triangulos de Bézier, por ejemplo a tetraedros, no es
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muy simple y ademas existen complicaciones adicionales cuando se trata

de interpretar los resultados, aunque sea para algo tan simple como dibujar
algin resultado. Algo similar sucede usando los tetraedros como base de

splines, ya que en ambos casos se debe llevar el conteo de las caras, aristas,
etc., a mas de construir previamente la red de tetraedros o simplejos de
mas dimensiones. Un intento en tal sentido fué hecho por nosotros en
Traversoni [36].

Si se acepta la hipdtesis de que se parte de una malla de puntos ar-
bitrarios. en 3D por ejemplo, ¢l tomar mallas "regulares” de tetraedros
implica realizar un paso adicional de interpolacidn para asiguar valores en
los vértices de esa malla y, por el contrario, construir algo similar a los
trisngulos de Delaunay puede resultar muy complicado en mas de 2D.

Counstruir la malla y refinarla basandose en esferas de cobertura implica
muy poco mas trabajo. que construir circulos de cobertura, y todas sus
propiedades son igualmente generalizables, como se vié en el Capitulo 2, a
3 y maés dimensiones.

En este capitulo solo abordaremos dos problemas que son les mds co-
munes en este topico: la construccidn de superficies no uniformes en 3D,
por ejemplo, superficies cerradas, en principio superficies convexas, pero
se indicard alguna forma de proceder en el caso de concavidades. Se abor-
dara también el problema de como hallar puntos en 4D o mas, es decir la
generalizacién estricta de lo visto en los Capitulos 4 y 5.

6.1 Interpolacién en superficies de 3D

Planteamiento dei problema.

Sea V un conjunto finito arbitrario de puntos en el espacio euclidiano de
dimensién 3 pertenecientes a una superficie S no plana, convexa y conexa,
asi como cerrada. Se trata de conseguir una represeatacién suave de S,
para lo cual se deben construir nuevos puntos de S o aproximados a ellos
dentro de un margen preestablecido.

Este planteamiento tiene algunas consecuencias interesantes de desta-
car;

1} La superficie a aproximar cubre (contiene) a la cerradura convexa de
-V -
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2) Toda suavizacion del conjunto original de esferas de cobertura cubre
también a la cerradura convexa de V.

Teniendo en cuenta las anteriores consideraciones se puede enfocar el
problema en dos vertientes. Una consiste en triangular la superficie, te-
niendo como vértices los puntos conocidos. Esto tiene una doble funcion,
cuando la superficie no se conoce la idea es usar la triangulacién para,
a partir de ella, reconstruir la superficie; sin embargo existe también el
problema, cuya solucién puede ser muy util, de triangular la superficie
conociéndola. Este ultimo problema ya ha sido abordado por algunos au-
tores como Renka [27] que ofrece algunas soluciones reduciendo el problema
a triangular una esfera.

Las esferas de cobertura presentan una posibilidad muche mas sencilla
y rapida para resolver el citado problema, solucidn que el autor presenté
por primera vez en la "SIAM Conference on Geometric Modeling”, que
se realizo en Tempe, Arizona en Noviembre de 1989 y que describimos a
continuacion.

Se propone, dado el conjunto V' de puntos perteneciente a S constuir
el correspondiente conjunto S de esferas de cobertura.

Teorema 6.1.1 Sea P un poliedro inscrito en una de las esferas de S y
con vértices en los puntos de V. Entonces P es un tetraedro de Delaunay o
es divisible en un nimero finito de ellos, y todas sus caras o son tridngulos
de Delaunay o son divisibles en un nimero finito de ellos.

Demostracién: La primera parte del teorema se sigue de que dichos polie-
dros cumplen con la propiedad de que en su esfera circunscripta no estd
incluido ningyin punto de V, lo cual estd asegurado por la construccién de
las esferas de cobertura; la segunda parte fue ya demostrada por Delaunay
[15] en 1934.

De esta manera, construidas las esferas, para tener la triangulacién de
la superficie basta con considerar las caras de los poliedros que no estan
repetidas (dado que éstas son interiores) para teper de una sola vez la
triangulacion y la cerradura convexa de V. En la figura 33 se aprecia el
dibujo de un ejemplo.

Se ven remarcadas las aristas que forman parte de la cerradura convexa.
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Figura 33

Realizar lo anterior es muy ficil con tetraedros, (dado que cualquier
combinacién de tres puntos es una cara) por lo que se debe previamente
subdividir los poliedros en tetraedros. )

Para subdividir un poliedro en tetraedros se puede aprovechar algo de
lo que ya se habia realizado usando productos vectoriales. La idea es usar la
subrutina que calcula los productos vectoriales aprovechindola al maximo.

" Para hacerlo, dado un peliedro P inscrito en la esfera £ (ver figura 34)

v tal que tiene m vértices, con m > 4, se construye primero un tetraedro
cualquiera con cuatro de los m vértices; posteriormente se toma una cara
cualquiera de dicho tetraedro y se la caracteriza con el vector v producto
vectorial de dos de sus aristas y se decide con los restaates m — 4 puntos si
estan del mismo lado de la cara elegida que el cuarto vértice del tetraedro.
Si el producto vectorial de v por el vector que une al vértice comun de
fas dos aristas con el cuarto punto del tetraedro tiene el mismo signo que
el producto de v por el vector que une al punto con dicho vértice, entonces
estin del mismo lado de la cara y de diferente lado en caso contrario. Si
estan en lados distintos se construye el segundo tetraedro con la cdra y el
nuevo punto y se coatinda el proceso; si estdn todos los m — 4 puntos del
mismo lado se cambia de cara. En la figura 34 se ilustra el proceso.
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A
Figura 34

El poliedro se muestra abierto para facilitar el dibujo. El tetraedro
elegido es el ABC D (marcado més obscuro) X estd en distinto semiespacio
que C respecto a ABD, entonces el tetraedro ABDX es vilido.

De esta manera se usan las esferas de cobertura como un paso interme-
dio para obtener el "wire frame” del conjunto V/, pero la finalidad dltima es
realizar una triangulacion, para luego, apoyandose en ella, recurrir a otros
métodos para construir la superficie S.

La construccién propuesta, gracias a las esferas es la mads sencilla y
ripida, ya que la construccién de las mismas puede ser completada en
n log n operaciones, a las que hay que agregar las necesarias para individ-
ualizar las caras iitiles de los tetraedros que forman la cerradura convexa.
Realizar ésto implica sobre todo operaciones logicas mucho menos costosas
que las operaciones aritméticas asociadas a construcciones geométricas. a
las que solo hay que recurrir en casos como el descrito mas arriba, en el
cual el poliedro inscrito en la esfera no es un tetraedro.

Un subproducto no poco importante es también la tetraedronalizacion
del espacio contenido en la cerradura convexa de V, tarea sobre la que
practicamente no existen referencias de algoritmos operativos.

Se decia mas arriba de dos vertientes posibles para enfocar el problema



86

6. Superficies en 3D y 4D

Figura 35

original de las que la anterior es solo una. La-otra seria reconstruir la
- superficie a partir de los puntos de V. Para ello, el métedo que se propone

es reducir el problema a uno del estilo del presestado en ef capitulo 4.

Realizar lo anterior requiere el uso de un plano auxiliar « tal que pase .
por el bariceniro de V y los puntos extremos de V en cualesquiera de
las tres dimensiones del espacio de 3D (z, ¥ o z). Un plano asi pactira
a una superficie como la que se ha descrito en dos superficies uniformes.

' Proyéctese abora los puntos de cada una de las partes sobre a, obteniéndose

dos conjuntos de puates auxiliares Vi y V; sobre .

Procédase ahora a consteuir los circulos de cobertura correspondientes
a Vi y Vi, sean éstos Cy y Cp. Con ellos se puede proceder como en el
Capitulo 4. En la figura 35 se ilustza un ejemplo.

Se muestra el plano y el conjunto de puintoe separados: por claridad.
En realidad se trata de un solo plano.

Proceder de la forma descrita nos asegura tener dos superficies con-
vexas.

Teorema 8.1.2 Sea V' un conjunto de puntos en 3D ¢ convero y sea
V) su proyeccidn sobre un plano a. Entonces el resultado de aplicar el
algoritmo de §.1.2. a'V; da una superficie conveza.
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?? Demostracion: Los puntos obtenidos con el algoritmo 4.1.2. pertene-
ceran, segin el caso, al plano que une tres puntos de V; (y es parte de
su cerradura convexa) o a alguna cuddrica que une a mas puntos de V; la
cual, al igual que el plano, sera convexa.

Lo que no se puede asegurar es que la unién de las superficies obtenidas
para V] y V3 sea suave, por lo cual sera necesario aplicar algun tipo de
suavizacion particular a esa zona, la cual puede muy bien ser volver a
aplicar el método, ahora sobre un plano B perpendicular a a, de modo tal
de restringir dicha aplicacién a la zona afectada.

6.2 Interpolacién en superficies de 4D y mas

Supdngase ahora que lo que se tiene es, por ejemplo, un conjunto de pun-
tos en 3D, munidos cada uno con una propiedad que presenta un valor
determinado para cada uno. Si se considera a dicha propiedad como una
cuarta dimensién se puede plantear el problema de construir una superficie
en 4D mapeando desde 3D y usando una generalizacién casi inmediata del
algoritmo de 4.1.2. '

Existen infinidad de ejemplos en los que lo anterior puede ser de utili-
dad, dependiendo de lo que sea la "propiedad”, como seria el caso del ca-
lentamiento de superficies (fuselajes por ejemplo}, la simulacién de mezclas
de liquidos con distintas propiedades, como por ejemplo, distinto contenido
de sal, o inclusive para aplicaciones en calculos relativistas de Regge de los
llamados 3+1 donde la cuarta dimensién es el tiempo, sustituyendo un
problema de Elemento Finito por uno de interpolacion.

A continuacién se analizan las posibles dificultades en la generalizacién
de lo visto en 4.1.2. a mas dimensiones.

En primer lugar véase que lo planteado en el capitulo 4 es general y
se aplica en cualquier dimensién. Los ejemplos de dos dimensiones con
los que se ha ilustrado todo lo anterior han sido usados fundamentalmente
porque es facil dibujarlos.

Para fijar ideas se repetira el proceso del capitulo 4 en lo relativo al
algoritmo de De Casteljau, ahora para mas dimensiones, nos apoyaremos
para ello en la figura 36, analoga a la 28.

El punto P afecta a las esferas F; y E; determinadas respectivamente
por los puntos A, B,C, D, Ey E,C, D, F. Se aplica el algoritmo de Sibson.
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Figura 36

ahora con volimenes.

Abora en vez de hablar de tridngulos hablaremos de tetraedros, si se
trata de 3D, si no de simplejos, lo importante es que, si se trata de un espa-
cio de ditmensién n, tienen n + 1 vértices y son la minima figura macnptlble
en una esiera. de cobertura correspondiente al espacio que sea.

Las consideraciones que se hacian en la figura 28 son ahora también
vilidas en cuanto. al gimero de vecinos de un punto P € V afectante.
 Para implerenkar- aiaimnhmo de Sibson tal comeo se hizo en el capitulo
4 se debe poder haliar de la xmama forma el volumen de un tetraedro
formado con P y, per ejemplo, C3 , CZ , C3 , centros de las esferas afectadas
y algunas nuevas. _

Sea ahora P el punto. a.fecta.nte y C3, C3, C3§ la cara de un poliedro
afactado, a C}, C3, C§ lo caracterizaremos por su drea, dada por el vector

A= (Cs-CHACT-CD -

Se rebate ese vector 90 grados sobre el plano de C§ C§ C§ obteniéndose
el vector A’. Ahora el volumen del tetraedro PC} C? C§ quedara dado por

V=l AAP-CHI.
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Es importante notar que en aras de la generalizacion a mas dimensiones
se ha optado por no usar el producto mixto, que hubiera dado facilmente
el volumen, de modo de poder usar siempre solo el producto vectorial. El
rebatimiento de 90 grados se debe hacer ¥ — 2 veces a medida que N va
aumentando con la dimensién.

La coordenada de Sibson de P respecto a uno de sus vecinos queda

entonces
o TV
PZ
Donde V/ representa la suma de todos los productos vectoriales con los que
se forma el volumen interseccion de poliedros de Voronoi y V; es la suma

de los productos que dar el volumen del poliedro de Voronoi de P.
Y el valor interpolado de la variable sera como siempre

PI=) PH,.

Donde los H; son los valores en cada uno de los vecinos de P.
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1 ANEXO A

Se presenta un listado de un programa preliminar que realiza los circulos de
cobertura y los dibuja. El programa requiere adn ser perfeccionado y opti-
mizado.

PTOETam €8G0;
uses
crt,graph,ventan;
var
tik,ki,k2,k3,i,j,k,icon,x1,y1,x2,y2,ix,iy,xxp,yrp,gd,gm,iconl,neta, xcl,yet,rel,
k7,xb,yb,pv,marca,icon?, ex,sy, imaxx, imaxy,ininx, exr,icon3: integer;
xti,xr2,yri,yr2,rel,rely, ya,xmax, ymax,xmin, ymin,
pw,xi,yi,xj,7j,xk,yk, maxx,maxy,minx . xax, yar:real;
pts:array(i..100,1..3] of real;
cfa:array(1..200,1..4] of real;
cfpunt:array(t..200,1..5] of integer;
pot:array[1..100] of real;
puaf,indir,x,y:array[1..100] of integer;
afect:array[i..50] of integer;
cxu,cuy,cu,ch,chl:char;
1s,lr,cota,ai:array{1..30} of real;
nomb, cade,crx,cry,six,siy:string(10];
entra, sale:text;
procedure dibujo;
begin
for i:=1 to icon de
begin
line{x(il-3,y({i],x[i]+3,y(il);
line(x[i},y{il-2,x{il,y[il+2);
ond;
ond;
procedurs blsup;
var
ik:integer;
begin
setcolor{(0);
tor ik:=f to 24 do
line(10,ik,550,ik);
seteclor(15);
moveto (5,5);
end;
procedure conrvert;
begin



ITpIEix;

yrp:=(y2~y1)-iy;
yor:=(yr2~yri)*syrp/(y2-yi);
yar:FyRr+yri;
xar:={xr2~xri)exrp/(x2-x1);
Y TXnr+rrl;

end;

procedure lasnoab;
begin
nomb:=’";

cu = readkey;
while cu <> #13 do
begin '
romb : =nomb+cu;
outtextxy(ex,ey,nomb);
cu:=readkey;
ond;
end;
procedures guarda;
begin

nomb:= ::;
lesnomb;
if nomb <> '’
then
begin
assign{sale,nomb+’' .dat');
rewrite(sala);
writeln(sale,icon);
for i:=1 to icon do
begin
sriteln(sale,ptsli,1],’ ’,ptali,2},’ ’,ptsli,3]);
and: ) !
close(sale);
oend;
snd;
procedure leatex;
begin
nomb:=??;
cu = readkey;
while cu <> #13 do
begin
nomb : =nomb4ou;
gotoxy(20,12) ;write{nomb};

2



cu:=readkey;
end;
end;

procedure capini;

begin
clrscr;
venta(8);
gotoxy(2,2);write(’De las coordenadas reales de su pantalla’);
gotoxy(2,3);write(’De x1 : ’);read(xrl);
gotoxy(2,4);write(’de y1 : ') ;read(yrl);
gotoxy(2,5) ;urite(’de x2 : ');read(xx2);
gotoxy(2,6) ;write(’de y2 : ’);read(yr2);
gotoxy(2,8) ;urite(’Declare el disco de bgi ’};cuy:=readkey;
write(cuy);
gotoxy(2,10);vrite( 'Tiene una pantalla de 640x400 pixeles 3/n’);
cu:sreadkey;write(cu);
maxx:=0;maxy:=0;minx:=xx2+100;
gd:=detect;
initgraph(gd,gm, cuy+’ :\tpé\bgi’);
if cus’n’ then begin
setviewport(30,10,600,200,clipon);
line(1,25,569,25);1ine(589,25,6569,189);
line{569,189,1,169);1ine(1,189,1,25);
X1:%1;x2:2569;y1:=1;y2:=189;
end;
if cu='s’ then begin
setviswport(30,10,600,400,trne);
line{1,1,569,1);1ine(569,1,569,389);
line(569,389,1,389);1ine(1,389,1,1);
x1:=1;x2:=2569;y1:=1;y2:=389;
end;
settextstyle(defaultfont horizdir,1);
movete (5,5);
ocuttext(’Oprima segun el caso : <i>Despliegue archivo <2>Captura’};

ch:=readkey;
if ¢h='1’' then begin
blsup;

cuttext(’Archiveo a desplegar 7');ex:2150; lesnomb;
if nomb <> *’
then
begin
assign(entra,nomb+’ .dat’});



reget{sntra);
readln{entra,icon);
for i:=1 ta icon do
begin
readin(entra,pts[i,1],ptali,2},ptali,3]);
end;
close{entra);
rel:=(x2-x1}/(xr2-xr1);
rely:=(y2-y1)/(yr2-yzi);
for i:=1 to icon do
begin
x(i] :=round((ptsii,1]~xri)erel);
yar=(yr2-yr1)-pesli, 2} +yri;
y (i} :=round(yasrely);
end: '
end;
dibujo;delay(3000);
and;
if ch=’2’ then begin
blsup; , _
outtext(’Elija : <1> Datos de mapa <2> Coordeaadas’);
ch:=readkey;
blsup;
case ck of
1’ : begin marca:=1;moveto (5,5);
outtext(’Ubiqua los puntos con el cursor, con home los fija’);end;
'2’ . begin marca:=2; moveta(5,5);
outtext ('Oprima : <1> Para poligomales <2> Detalle cortes’};
chi:=readkey; if c¢hi=’2" then marca:=4;end;
and; ' .

end;
icon2:=0;

icomi:=0;

ix:=50;1iy:=50;

i? {marcasl) or (marca=3) then begin
icon:=0;

rapeat

str(ix, six);striiy,ziy);

moveto (5,15);outtext{’ Posicion del cursor : ‘J};
outtext{six);outtext{’ ') ;onttext(siy);



moveto (24,15);six:=’
outtext(six);outtext(’

';eiy:=r 7
');outtext(siy);

setcolor(15);

line{ix,iy,iz+2,iy);
ch:=readkey;
setcolor(0);

for k:=15 to 21 do
begin
1ine(190,k,250,k};
ond;
for k:s16 to 21 do
line(304,k,570,%);
line(ix,iy,ix+2,iy);

iconi:=iconi+i;

if icon1=10 then begin
setcolor(1i6):
dibujo;
iconi:=0;
end;
it ch='8’ then iy:=iy-10;
if ch=’2’ then iy:=iy+10;
if ch='6' then ix:=ix+10;
if ch='4’ then ix:=ix-10;
case ord(ch) of
TT @ ix:=ix+2;
76 : ix:=ix=2;
T2 : iy:=iy-1;
80 : iy:=iy+l;
71 : begin
setcolor(blue);

line(ix-3,iy,ix+3,iy);line(ix,iy-2,ix,iy+2);
icon:=icon+i;
xliconl:=ix;y[icon]:=iy;
convert;
ptslicon,t]:=znr;
pts[icon,2]:=yar;
if marca=1 then begin
blsup;
outtext(’De la cota en metros : ’);ex:=200;ey:35;
leenomb;val(nomb,pts(icon,3],exr);if err<>0 then write(’srror');
and;



if maxx<=ptslicon,1] then begin mazx:=pts[icon,1];imaxx:=icon;end;
if maxy<=pts(icon,2] then begin maxy:=pta[ican,2];imaxy:=icon;end;
if minx>=ptslicon,1] then begin minx:=pts{icen,1];iminx:=icon;end;
and; '
end;
setcolor(15);
convert;
str(xnr:8:2,crx);stx(ynr:8:2,¢ry7);
moveto(266,16) ;outtext(’coord reales *'};outtext{crx);
outtext(’ ’);outtaxt(cry);
line{ix,iy,ix+2,iy);
until ¢h='1f";
end;
if (marca=2) or (warca=4) then delay(3000);
blsup;
outtext(’Quiere archivar los datos s/n ? ');ch:=resdkey;
if ch='s’ then begin

blaup;
outtext{'Con que nombre archiva 7 ’);ax:=200;ey:=5;
guarda; )
and;
end; _
procedure pomer(ii,ji,ki:integer);
begin '
xi:=pealil, 1];
yi:=ptali1,2];
xj:=ptsli1,1];
yi:=pts(j1,2];
‘zk:=pts(ki,i];
yx:=ptalki,2];
end;

PROCEDURE Circulo(VAR Xi,Yi,Xj,¥j,Xk,¥k,X¢,Yc,Rc : REAL);

(» REERSER VRS R ERERERBRRES: l SRERERRRARBAR R0 * *k
. o *
» DESCRIPCION : Procedimiento para calcular las coordemadas del centro y *
. el radio de la circunferencia que pasa por tres puntos L
* dados. *
« FOTA : Cuaudo los puntos son colineales se regresa Rc = 0 *
- ]
» AUTORES: Dr. Oscar Palacios Velez *
* M. C. Baltasar Cuevas Remand *
*® *

£

» DESARROLLO IXICIAL: octubre de 1987
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¢ ULTIMA REVISION: abril de 1988
L

AL PR PP Rt R P L L L bl L L bl L b

VAR
Ipeni, Ipen2 :
Numcaso
X1,Y1,X2,Y2,Penl Pen2,Coc

BEGIX
X1 := (Xi + Xj) / 2.0;
¥i o:= (Y4 + Yj) / 2.0;
Ipeni := FALSE;
IF Yi = Yj TEEN Ipenl
ELSE
Peni := ~(Xi-Xj)/(Yi-Yj);
X2 := (Xi+Xkx)/2.0;
Y2 := (Yi+¥X)/2.0;
Ipen2 := FALSE;
IF Yi = Yx TEEN Ipen2
ELSE
Pen2 := ~(Xi -Ik)/(Yi-Tk};
IF (Ipeni s FALSE) AND (Ipen2 =

:= TRUE

:= TRUE

IF Pen2 <> 0.0 THEN Coc := Peni/Pen2 ELSE Coc¢

IF (Ipenl = FALSE) AND (Ipen2 =
Yumcaso := 'A’;

IF (Ipeni = FALSE) AND (Ipen2
Humcaso := 'B?;

IF (Ipent = FALSE) AND (Ipen2

BOOLEAN;

: CHAR:
: REAL;

FALSE) THEN

1= 2.0;
FALSE) AND (Peni <> Pen2) TEEN
FALSE) AND (Peni = Pen2) THEX

FALSE) AND (Coc > 0.9999) AND

(Coc < 1.0001) THEN Kumcaso := 'B’;
IF (Ipeni = FALSE) AND (Ipen2 = TRUE) THEN
Numcaso :3 'C’;
IF (Ipeni = TRUE) AND (Ipen2 = FALSE) THE¥
Numcasc := 'D’;
IF (Ipeni = TRUE) AND (Ipen2 = TRUE) THEN
Numcaso := 'E’;
CASE Numcaso OF
‘A’ : BEGIN
Xc := Y1 -Peni*I1-Y2+Pan2+«12;
Ic := Xc/(Pen2-Peni);
Y¢ := Y1 + Pent*{(Xc-X1);
END;

'8’ ,'E’: BEGIN



Re := 0;

3

EXIT
END;
c’ : BEGIN
Ic :=X2;
Yo := Yi+Penl#(Xc-X1);
END;
D! : BEGIN
Ic := Xt;
Yo := ¥2+Pen2+(Xc-X2);
END;
END;
Rc := SQRT{SQR(Xi-Ic)+SQR{Yi-Yc));
END;
procedure potencia(il,i2:integer);
begin _
pw:=(sqr(pts{il,1]-ctali2, 1] +sqr(ptslil, 2]-ctali2,2]))-aqzr(ctali2,3]);
blsup; ' '
noveto{15,185) ;str(pw,six);outtext(six);cxu:=readkey;
end;
begin
clrscr;
for i:=1 te 200 do
begin '
for j:=1 to 5 do
begin
ctpunt (i, j]:=0;
end;
and; _
for i:=1 to 200 do
begin
for j:=1 to 4 do
bsgin
ctali,j}:=0.0;
snd;
end;
venta(s);

govoxy(5,5) ;write(’PROGRANA PARA CALCULAR Y DIBUJAR'};
gotoxy(E,8) ;vrite( CIRCULDS DE COBENIURA');
gotoxy(5,8) ;write( Lecnardo Traverscai 1992°);
gotoxy(5,10);vrite( ‘oprima uns tecla para comenzar’');
repeat until keypressed;

capinl;

R



str{icon,six);
blsup;moveta(15,15) ;outtext(six);cxu:=readkey;
max:=pts(1,1];xmin:=pts(1,1]; ymax:=pts{1,2];ymin:=pts(1,2];
for i:=2 to icomn do
begin
it xmax < pts(i,1] then xmax:=pts(i,i];
it xmin > ptsli,1] then xmin:=ptsli,1];
it ymax < pts(i,2] then ymax:=ptali,2];
it ymin > ptali,2] then ymin:=ptvsl(i,2];
ond;
ptalicontl, 1] :=2=xmax;
pta[icon+1,2] :=(ymax+ymin)/2;
ptalicon+1,b3]:30;
ptalicon+2,1] :=(xmax+min)/2;
ptalicon+2,2]:s2+ymax;
ptalicon+2,3]:=0;
ptalicon+3, 1] :sxmin-2+xmax;
pvalicon+3,2] :=(ymax+ymin)/2;
pta{icon+3,3]:=0;
cfpunt[1,1] :=icon+i;
ctpunt (1,2] :=icon+2;
crpunt(1,3] :=icon+3;
ncfa:=1;
poner(icon+l,icon+2,icon+3);
circulo(xi,yi,xj,yj.xk,yk,cfaf1,1],cfal1,2],c2a(1,3]);
rel:=(x2-x1)/(xx2-xr1};
rely:=(y2-y1)/(yr2-yr1);
xc1:=round((cfall, 1]-xr1)*rel);
ya:=(yr2-yri)-cfa(1,2]+yr1;
ycl:azround(yasTely);
rci:syound(cfal1i,3]srel);
circle(xci,yct,rcl};
str(icon,six);
blsup;moveto(15,15);outtext(six);cxu:=readkey;
blaup;
moveto(15,15) ;outtext(’<1> Algoritmo lento <2> Rapido’);
cu:=readkay;outtext(cu);
{algoritmo lento}
if en=’1’ then begin

for i:=1 to icon do
begin
iconl:=0;
blsup;moveto(15,15);



cuttext(’'Doy ncfa antes busgueda ’);str(ncfa,six);
cuttext(six);outtext(’ punto ');str(i,six);
outtext{six);cxu:=readkey;
for j:=1 to acfa do
begin
it cfalj,4]<©1 then
bagin
blsup;moveto(15,158) ;outtext(’calculo poteacia 1’);cru:=readkay; -
potencia(i,j); ' T
if pe=0C then
begin
i? ctpunt{j,4]1=0 then cfpunt(j,4]:si;
it cfpunt(j,41<>0 then cfpunt[j,5]:=i; :
end;
if pw<0 then
bagin
blsup;woveto(15,16) ;outtext(*pasa por agui’};cxu:=readkey;
cfalj,4]:=1;
iconl:=iconi+l;
afect{iconi]:=j;
end;
end;
end; {fin del do del j}
ki1:20;tiX:=0;
for k:=1 to icoanl do

begin
for x2:=1 to 5 do
begin
if (x=1) and (k2=1) then
begin .
blaup;meveto(18,15);outtext(’paso por ki’);cxu:=readkey;
ki:=1;
puat[1] : sctpunt [afect(1],1];
end;
for k3:=1 to k1 do
begin
it (ctpuntlafect (x},x2)=puat{k3]) and (X3<>1) then tik:=i;
end;
if (tik<>1) and (cfpunt{afect(k].k2]<>0) then
bagin
X1:3ki+1;
puaf (k1] :=cfpunt[afect (k] ,k2];
end;
end;

g
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end;{fin del do de k}
tik:=0;
it ki1<>0 then
begin
ki:=ki+i;
puat (k1] :=puat{1];
end;
str(ki,six);
blsup;moveto(15,16);outtext(six);outtext{’ numerc de puntos para cfa ’);cxu:s
for k:=2 to ki do
begin
poner (puat (k-1] ,puaf[x],i);
circulo(xi,yi,xj,¥j,xk,yk,c2a{200,1],c2a(200,2],c2a[200,3]);

tik:=0;
for k2:=1 to ki-1 do
begin
blsup;moveto(15,15) ;outtext(’calculs potencia 2');cxu:=readkey;
potencia(puat [k2],200);
if pw<O then tik:=1;
end;
it tik<>1 then
beagin .
blsup;moveto(15,15) ;onttext('pasa ncfa’);cxu:=readkey;
ncfa:sncfa+l;

ctfalncta, 1] :scta[200,1];
ctfalneta,2) :=c£a[200,2];
ctfalncfa,3d]:=cfal200,3];
cfalncta, 4] :20;
cfpunt [ncta,1] :=puaf(k-1];
cfpunt [ncfa,2] :=puatk];
cfpunt (ncfa,3]:=i;
end;
end;
ond;{fin del do del i}
blsup;
moveto(15,15);
str(ncfa,six);
blaup;moveto(15,16) ;outtext('Lista de circalos son ’};outtext(six};
for i:=1 to ncfa do
begin
str(ctali,1],six) ;moveto(15,156+8*i);cuttext(six}) ;outtext(’ ');
str(ctali, 2] ,six);outtext(six);outtext(’ *);
str{ctali,3],six};outtext{sir) ;outtext(’ °’};
str{ctali,4],six);outtext(six);outtext(* °'J;
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and ;
cxu:=Teadkey;
outtext{’voy a empezar a dibujar’);outtext{six);outtext({’'ncfa’);
cu:=rexdkey;
ral:=(x3-x1)/{xr2-xr1};
rely:=(y2~y1)/(yr2-yri);
for i:=1 to ncta do
begin
if cfafi,4]<>1 then begin
xel:=round({ctali,1]-xr1)*rel};
ya:=(yr2-yri1)-ctali, 2] +yr1;
yei:axound{yesraly);
rci:=round{cfali,3]+rel);
circle(xci,ycl,rcl};
blsup;moveto(15,15) ;outtext('dibuja otra cfa’);cxu:sreadkey;
end;
snd;
end;{fin algoritmo lento}
‘blsup;moveto(15,15); :
outtext(’oprima una tecla para terminar’);cxu:=readkey;
closegraph;
end.
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1 ANEXOB

Se presenta un listado del programa que realiza la interpolacién

program intesco;

uses

graph,crt;

const

¢1=100;
¢2=20;

type

{en este registro se guardan los
1a circunferencia}
cadena=string[10];
nodo="reg_cir;
reg_cir=Record
cir:integer;
nump: arrayl(1..3] of
elimina:string(2];
conec:nodo;
End;

{en este registro se ghardan las
pasan por cada pantol}
indi="Reg_pto;
Reg_pto=Record
npto: integer;
numc: integsr;
elimina:string(2];
direc:indi;
End;

{en este registro se guardan las
circunferencia}
punteroz*reg_cor;
reg_cor=Record
ncirc:intager;
h,k,r:real;

e T T Ty EP

puntos que pasan por

integer;

circunferencias que

coordenadas de cada

nump:array[1..3] of integer;

snlace:puntero;
alimina:stringl[2];
ond; )

indica="salvar;



salvar= record
numpe:array{i..4] of integer;
- alimipa:string{2];
pega: indica;
end; }

arreglo=array{i..ci,1..4] of real;
arre=arrayli..c2,1..2] of integer;
lis_ar=array[i..15,1..2] of real;

var
{ wmarcir:indica; }
juan:char;
rd:string(2];
lista,listai, lista2,sal lis,sal_ins.sal cor:puntero;
sal_cir:nodo;
sal_pto:indi;
datins,datos:arreglo;
integra:arre; )
xpi,ypi,arr ,arv,distpot, . xi xj,xk,¥i,yj.yk,xc,yc,radio:real;
borracir,np,ncir,pi,ii:integer;
nombre:string;
X¥,Tesp,Ye:char;
entra,guarda:text; :
=p,i,j.X,cont ,ncmax,il,i2,i3:integer;
ptox,ptomax,ptl,numerc, CaRr, CMAX , PR, plin: integer;
cirbor:arre; '
cha:integer;
crx:cadena;
xf,y?,zam,yan:real;
puntosarea:lis_ar;
{ lee los dates de entrada que son CuAntos puntos y pidel
{sus coordenadas de cada nno de sllos} '
procedurs lee_datos;
var
j:integer;
beg:in
¢lrscr;
srite(’ Dume el numero de puntos de la red:’);
readin(np);
for j:=1 to np do
begin _
writela{' Punts: ’,j);
write(’ X: *);

#
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read(dates(j,1]);
write(’ Y: ')
read(datoa(j,2]);
wvrite(’ -Z: '),
read(dates(j,3]);
end;
end; {procedimiento lee datos}

{guarda en archive los datos de entrada}
procedurs salvadatos;

var
i:integer;

begin
assign(guarda,nombre);
resxite(guarda);
writeln(guarda,np);
for i:=1 te np do

writeln(guarda,datos{i,1],’ ’,datos(i,2],’ ’,datos[i,3]);

close(guarda);
end;

{lee los datos de disco}
procedure leedisco;

var
i:integer;

begin
assign(entra,nombre);
reset{entra);
readin(entra,np):
for i:=1 to np do
readlin(entra,datos(i,1],datos{i,2],datos[i, 3]);
close{entra);
end;

{si les datos de disco este procedimiento los presenta en pantalla}
procedure escribedatos;

ek e et i o e



var

i:integer;
begin
clrscr;
writeln(’ LOS DATOS SOX:');
writeln(’ Punto X Y zZ’);

for i:=1 to np do
vriteln{i,datos(i,1]:11:2,datos[i,2]:11:2, datos{i,3]:11:2);
end; '

{en ests procedimientos se incluyen todos los anteriores a este}
_ procedure opcion; :

var
rolpi;char;

procedurs lessnomb;
var
ci:char;
begin
nombre:=*’;
cu:=readkey;
write(cun);
vhile cu<>#13 do
begin
nombre: *nombretcu;

{ outtaxtxy(ex,ey,nombre); }
cu:sTeadkey;
write{cn);

end; :
end;

begin
clrser;
gotoxy(20,11);
write(’ QUIERES LEER DATOS DE DISCO (S/W):');
respl:=rsadkey;
if {(zrespl='S') or (respi=‘s’') then
- begin
gétoxy(zo,Iz):
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write(’' Dame drive, nombre y extemsion del archive:’);
leenonmb;
leedisco;
escribedatos;
end;
it (respiz’'¥’) or (respli=’n’) then
begin
lea_datos;
write(' QUIERES GUARDAR ARCHIVO EN DISCO7’);
respl:sreadkey;
i? (respi=’S’) or (respi='s’) then
begin
write(’ DAME DRIVE, NOMBRE Y EXTENSION PARA SALVAR ARCHIVO:');
leenomb;
salvadatos;
end;
and;
end;

{este procedimiento determina las coordenadas (xc,yc,r) de la
circunferencia que pasa por tres puntos}
procedure determinahkr(xi,xj,xk,yi,yj,yk:zreal; var xc,yc,radio:real);

var
coc:real;
z1,22,y1,y2,m1 ,m2:real;
Imi,In2:boolean;
caso:char;
i:integer;

begin
x1:=2(xi+xj)/2;
yi:=(yi+yji)/2;
Imi:sfalise;
it yi=yj then
Imi:=true
else
mi:=-(xi~xj}/(yi-yj);
x2:=(xi+xk)/2;
y2:=(yi+yk)/2;
Im2:=false;
if yi=yk then
Im2:=true

[+1]



alse
m2:=-{xi-ik}/(yi-yk);
if (imi=false) and (im2=false) then
if m2<>0 then
coc:=ml/m2
alse
coc:=2.0;
if (imi=false) and (im2=false) and (m1<>m2) then
caso: =4’
i? (imi=false) and (im3=false) and (mi=-m2)
then
caso:='B?;
it (imi=false) and (im2sfalse) and {coc>0.996) and (cac<1 0001)
then
caso:='B’;
if (imi=false) and (im2=true)
then
caso:='C’;
if (imi=true) and (im2=false)
then
caso:='D’;
if (imi=true) amd (im2=true) -
then '
cago:="E’;

CASE caso of
'A?:begin
xc: =yi~(al¢tl)-yi+(l2*x2)
1=xc/(m2-m1);
yc:=11+11*{xc-xl);
and;
'§?,’E’ :begin
radie:=0;
writeln('LOS PUNTOS SOF COLIWEALES');
delay{1000); '
EX1T;
and;
'C’ begin.
zc:x2;
yo:=yi+mie{xc-x1);
end;
D’ :begin
xei=xl;
yo:zy2+m2%(xc-x2);
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end;
END; {fin del caso}
radio:=sqrt(sqr(zi-xc)+sqr(yi-yc));

end; {procedimiento que calcula el h,k,r de la circunferencial

function detarea(xi,xj,xk,yi,yj,yk:real):real;

var
auxi,aux2,aux3:real;

begin
auxl:=xj*yk-yj*xk;
aux2:=sxis(yk~yj);:
aux3:syis(xk-xj); -
detarea:=aba(0.5+(auxi-anx2+auxd));
end;

function potencia(radio,xc,yc,xpi,ypi:real):real;

var
auxi,aux2:real;

begin
aux1:=sqr(xc-xpi)+sqr(yc-ypi);
aux2:=sqrt(auxi);
potencia:=anx2-radio;

end;

function corvar(xi,xj,xk,yi,yj,yk.zpi,ypi:real):real;

var
ari,ar2,ar3:real;

begin
ari:adevarea(xpi,xi,xj,ypi,yi,yj):
ar2:=detarea(xpi,xj,xk,ypi,¥j,yk);
ar3:zdetarea(xpi.xk,xi,ypi,yk,yi);
art:=abs(arl);
ar2:=abs(ar2);
arl:=abs(ar3);
corvar:saritar2+arl;

end;
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procedure iniciall;
bagin B
marcir:=ail;
end:}

procedure liberal;

var
aux:indica;

begin
aux ! =mArcir;
while aux<>nil do
begin
auxr”.,elimina:=’si’;
aux:=agx” . pega;
and;
oend;
}

procedure inserl;

var
aux:indica;

begin
new(aux);
aux” .nompe (1) :=boyracir;
apx " .numpe (2] :=il; -
anx” . omipe£8] :=i2;
aux” . numpe{4] :=i3;
anx” . elimina:='mo’;

~

aux" .pega:ssarcir;
Barcir:=aux;
end; ¥

procedurs escribeq;
var
aux:indica;
begin
aux:=marcir;
while aux<>nil do
begin



O A P

writeln{’bc:’,aux".numpe(1]);
writeln(’it:’,aux".numpe(2]};
writeln({’i2:',aux".numpel3]};
writeln(’i3:’,aux”.numpe[4]};
xw:=readkey;

aux:=aux”.pega;

end;

end;

¥

procedure inicializari;
begin
sal_cor:=nil;

end;

procedure insertari(ii,i2,id:integer; zc,yc:Teal;

vaxr

aux:puntero;

begin

new(aunx);

aux”.ncirc:sncir;
aux”
aux”

aax”

aux
aux
aux

aux”
aux”
lista:=aux;

end;

Jhi=xc;

-ki=ye;
.r:=radio;
.nump[1] :=i1;
.aump[2] :212;
.nump (3] : =13;
.elimina:='no’;
.enlace:=lista;

procsdure inicializar2;

begin

sal_cir:=nil;

end;

var lista:puntero);



procedure insertar2;
var :
aux:nodo;

begin
aew{anx):
aux”.cir:=ncir;
aux”.numpl1]:=i1;
aux”.nump[2] :=i2;
aux " .namp(3]:=13;
anx”.elimina:=’no’;
aux”.conec:ssal_cir;
sal_cir:=aux;

end;

procedure inicializar3;
begin
sal_pto:snil;
ond;

procedure insertar3d;

var
aux:indi;
apiinteger;

procodnzt.insan;;

begin
new(aux);
aux”.numc:=ncir;
aux” .npto:=ap;
anx~.elimina:='ne’;
aux”.direc:=sal_pto;
sal _pto:=aux;

end;

begin
ap:=it;
insanx;
ap:=i2;
insaux;

10



ap:=i3;
insaux;
and;

procedure ingertatode;

begin

if radio<>0 then

begin
insertari1(il,i2,i3,xc,yc,sal_cor);
insertar3;
insertar2;

end;

end;

procedure esacribei(lista:puntero);

var
aux:puntero;

begin
aux:=liata;
shile anx<>nil do
begin
if anx”.elimina<>’si’ then
begin
write(’ Circunferencia num.:’);
writeln(aux*.ncirc);

writeln(’ Las coordenadas del centro y el radio son:');

sriteln(* I Y radia’);
writeln(aur*.h:4:2,aux”.k:11:2,aux".r:11:2);

e e e e

writeln(’ TLos puntos que forman esta circunferencia son:');

writeln(’ punto 1:’,aux”.nump(1]);
writeln(’ punto 2:’,aux”.nump(2]};
writeln(’ punto 3:’,aux”.nump(3]);
I9:=readkey;
end;
aux:=aux".enlace;

end;

11



end;
procedure escribel;

var
aux:nodo;
ia:intager;

begin
aex:=sal_cir;
while aux<Onil do
begin
if anx”.elimina='no’ then
begin

writeln(’' En la circunferemcia:’,sux”

for ia:=1 to 3 do
writeln(’
IW:=Teadkey;
end;
aux:=anx”.conec;
and;
end;

procedurs escribed;

begin
vhile 3al_pto<>nil do
begin -
writeln(’ En el punto:’,sal.pto”
sal_pto:wsal pto”.direc;
xw:*readkey;
and;

_end; }

procedurs graba;

var
archi:text;
aux:puAteso;
gr:char;

procedurs leencmb;
var

12
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punto:’,aux” .numplial);

.npto, ' esta la circunferemcia:’ ,sal_pto
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cu:char;
begin
nombra:=’"’;
cu:=readksy;
write(cu);
while cu<>#13 do
begin
nombre:=noshre+cu;
{ outtertxy(ex,ey,nombrse);: }
cu:=readkey;
write(cu);
and;
end;

begin
aux:=sal_cor;
write(’Quieres guardar resultados en axchive s/n 7');
gT : creadkey;
it (gr=’s’') or (gr='S') then
begin .
write('Dame nombre y drive del archivo:’);
leenoxh;
assige(archi,nombre);
rewrite(archi);
while aux<>nil deo
begin
sriteln(archi,anx”.necirc);
writeln(axrchi,anx” . h:11:3,’ ’ anx”.X:11:3,*' *,aux”.r:11:3);

writeln(archi,’ ', aux”.numpl1]);
writeln(archi,’ ! ,aux”.nump[2]);
writela(archi,’ ' aux” . aumpf3]);
writeln(archi,’ ');
aux:=aux".enlace;
ond;
close(archi};
end;
end;

procedure borraia(var lista:puntero);

var
aux2:puntero;

bagin
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aux2:=lista;
while aux2<> nil do
begin
aux2” .elimina:=’si’;
aux2:=aux2”.enlace;
end;
end;

procedure borrai(var lista:puatero);

var
auxl:puntero;

begin
anx2:=lista;
while aux2<> nil do
begin
if aux2” .ncirc=borracir then
anx2”.elimina:=’si’;
aux?2:zaux2".snlacs;
end;
end:

procedure desaloja;

var
SUX2:PUNTAYD;

begin
aux2:zsal_ins;
while aux2<> nil do
begin
anx2”.elimina:=’si’;
anx?:=aux”.snlace;
end; )
and ;

procedure borra2;

var
aux2:nodo;

14
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begin
aux2:=sal_cir;
while aux2<> nil de
begin
if anx2~.cirsborracir then
aux2~.elimina:='si?;
aux2:=aux?"”.conec;
end;
end;

procedure borral;

var
aux2:indi;

begin
aux2:=sal_pto;
while aux2<> ail do
begin
if aux2-.pumec=zborracir then
aux2”.elimina:='si’;
aux2:=aux2".direc;
end;
end;

procedurs borratodo;

begin
borral(sal_cor});
borra2;
borra3;

end;

procedure detcir;
var
auc:integer;
poa,poal:real;
xpa,ypa:xeal;

begin

15



borratode;
determinabkr(xpi,xj,xk,ypi,yj . yk,x¢,yc,radio);
ncnax:=ncnax+1} '
ncir:=nchax;
il:=cont;
i2:=3;
i3:=k;
poal:=1;
for auc:=cont-1 domnto 1 do
begin
xpa:=datos[anc,1];
ypa:=datos [auc,2];
poa:=potancia(radio,xc,yc,xpa,ypal;
it poa<~0.000001 then
poal:=poa;
end;
if poal>-0.000001 then
ingsertatodo;

determipahkr(xpi,xk,xi,ypi,.yk,¥yi,zc,yc,radio);
nCMAX:FDCRAT+Y;
ncir;sncmax;
il:=cont;
i2:=k;
i3:=i;
poal:=i;
tor auc:=cont~i dommte 1 do
begin '
tpa:=dates[anc,1];
ypa:zdatos{auc,2];
poa:spotencia(radio,xc,ye,xps,ypa);
if poa<-0.0000C1 then
poalispoa;
end;
if? poal>-0.000001 then
inasrtatodo;

determinabky (xpi,xi.xj, ypi,yi,yj.xc,y¢,radio);
nemax:=ncmax+i; '

ncir:=ncmax;

il:=comt;

i2:=1;

i3:=3;

poal:=1;
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for auc:=cont-1 downto 1 do
begin
xpa:=datoslauc,1];
ypa:=datos{au¢,2];
poa:=potencia{radio,xc,yc,xpa,ypal};
if poa<-0.00000% then
poal:=poa;
end; .
if poa1>-0.000001 th
insertatodo;

end;
procedure detcirl;

var
arl,ar2,ar3:real;
xpa,ypa:real;
auc;integer;
poa,poalireal;

function detar(xi,xj,xk,yi,yj,yk:real):real;

var
auxl,aux2,anx3:real;

begin
auxl:=xjryk-yjexk;
aux2:sxis{yk-yj);
aux3:=yis(xk-xj);
detar:=0.5¢ (auxi-sux2+aux3);
end;

begin
borratodo;
ari:=detar(xpi,xj,xk,ypi,yj.yk);
ar2:=detar(xpi,xk,xi,ypi,yk,yi);
ar3:=detar(xpi,xi,xj,ypi,yi,yj);
it (ar1>0) and (ar2>Q) and (ar3<0)
then
begin
DCRAX: SNCRMAX+1;
ncir:=ncmax;
il:=cont;
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i2:=j;
i3:=k;
determinakkr{xpi,xj,xk,ypi,yj.yk,xc,yc,radio);
poal:=1;
for av¢:=comt~1 downto 1 do
begin
xpa:=datosfauc,1];
ypa:=datoslauc,2];
poa:»poteacia(radio,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.006001 then
poeal:=poa;
end;
if poal>~0.000001 then
insertatodo;

nemax s enemaz+l;
ncir:=ncmax;
il:=¢ont;
i2:=k;
i3:=1i; _
determinahkr (xpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,yc,radio);
poal:=1;
for au¢:zcont-1 downto 1 do
begin
xpa:=datos{anc,1];
ypa:=datosfauc,2];
poa:=potencia{radio,xc,yc,xpa,ypa);
it poa<=0.000001 then
poal:=poa;
end;
it poai>~0.00000t then
insertatodo;

ond;
it (ari<0) and (ar2<0) and (axr3i>e)
then '
bagin
DEMAX I SHCEARSL;
nCiTISncwax;
il:=cont;
i2:=3;
i3:=k;
determinahkz:(xpi,*]j,xX,ypi,¥j,.yk,xc,y¢,7adio);
poali=1;
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for auc:=cont-1 downto { do
begin
xpa:=datos[auc,1];
ypa:=datos[auc,2];
poa:=potencia(radio,xc,yc,xpa,ypa):
if poa<-0.000001 then
poal:.=poa;
end;
if poal>-0.000001 then
insertatodo;

ncir :TNCRAX;
ii:=cont;
i2:=k;
i3:=i;
determinabkr (xpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,yc,radio);
poal:=1;
for auc:=cont-1 downto i do
begin
xpa;=datos[aunc,1];
ypa:=datos[aunc,2];
poa:spotencial{radioc,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:spoa;
end;
if poal>-0.000001 then
insertatodo;

end;
it (ar1>0) and (ar2<0) and (ar3>0)
then
begin
DCHAX:=ncmax+i;
ncir:sncmax;
il:=cont;
i2:=3;
i3:=k;
deterainahky(xpi,xj,xk,ypi,yi,yk,xc,yc,radioc);
poal:=i;
for auc:=comt-1 downto 1 do
begin
xpa:=datos{anc,1];
ypa:=datos[auc,2];
poa:spotencia(radio,xc,yc,xpa,ypal;
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it poa<-0.000001 then
peal:=poa;
end;
if poai>-0.000001 then
"~ insertatodo;

ACHAX :SRCAAX+I;
NCir:=ncmAxX;
il:=¢ont;
i2:=1;
i3:=j;
determinabkr(xpi,xi,xj,ypi.yi,¥i.xc,yc,radio);
poai:=1;
for auc:=cont-1 dowmto 1 do
begin
rpa:=datosfauc,1];
ypa:=datosauc,2];
poa:spoteucia(radio,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:=poa;
ond; :
if poal>-0.000001 then
insertatodo;

end;
it (ari<0) and (az2>0) and (ar3<0)
then
begin

DCMAX: =NCMAX+];

ncir:=nemax;

it:=cont;

i2:=j;

i3:=k;

determinahkr{xpi,2j, X, ypi,yi, ¥k, xc,¥yc,radio);

poal:=1; ' '

for auc:=comt-i dowmto 1 do

begin :
spa:=datosfauc,1];
ypa:=datosfanc,2];
poa:=potencialradio,xc,.yc . xpa,ypal);
if poa<-0.000001 then

peal:=poa;
ond;
it poal>~0.000001 then
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insertatodo;

NCHax:*ncmax+l;
neir:=ncmax;
il:=cont;
i2:=1;
i3:=3;
determinahkr(xpi,xi,xj,ypi,yi,yj,zc,yc,radio);
poal:=1;
for auc:=cont-1 downto 1 do
begin
xpa:=datosfanc,1];
ypa:=datos{aunc,2];
poa:=potencia(radio,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:=poa;
end;
if poai>-0.000001 then
insertatodo;

and ;
it (ar1<¢) and (ar2>0) and (ar3»0)
then
begin
NCEAX : SNCHAX+L
NCir:=ncmax;
ii1:=cont;
12:=k;
i3:=i;
determinahkr{xpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,y¢,radio);
poal:=1;
for auc:=zcont-1 downte 1L do
begin
xpa;=datos[auc,1];
ypa:=datos[aunc,2];
poa:=potencia{radio,zc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:.=poa;
and;
if poai>~0.000001 then
insertatodo;

ncmax:spcmax+l;
AcCir:=ncmax;
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il:=cont;

12:2i;
i3:=3;
determinabkr(xpi,xi,xj,ypi,yi,¥j,xc.¥c,radio);.
poal:=4;
for aunc:=cont-l downto 1 do

begin

tpa:=datosfauc,1];

ypa:=datoes{aac,2];

poa: =potencia(radio,xc,yc,xpa,ypa);
i? poa<-0.000001 then

poal;=poa;
end; -
it poai>-0.000001 then
insertatodo;
end;
i? {ari1>0) and (ax2<0) and (ar3<0)
then
begin
BCHAX: =nCMAX+L;
neir:=nesax;
il:=cont;
i2:=k;
i3:=1;
determinahkr{xpi,zi,xk,ypi,yi,yk,xc,yc, radio);
poal:=1;
for auc:=cont-1 dommte 1 do
begin
zpa:>datosfave,1];
ypa:=datosfanc,2];
poa: spatencia{eadio, xc,yc,xpa, ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:apon;
end; . :
if poal>-0.000001 then
insertatodo;

RERAX : SNCMAX+] [
ncir:=ncmax;

il:=zcomt;
i2:=i;
i3:=3;

determinahkr(xpi,xi,zj,ypi,yi,yj,xc,¥yc,radio);
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poal:=1;
for auc:=zcont-1 dowmto 1 do
begin
rpa:=datos(auc,1];
ypa:=datos[auc,2];
poa:=potencia(radio,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:=poa;
end;
if poa1>-0.000001 then
insertatodo;

end;
end;

procedure ubical;

var
acv,ar:real;
aux:nhodo;

begin
xi:sdatos(i,1];
xj:=datos(j,1];
xk:=datos(k,1];
yi:=datos{i,2];
yj:=datos{j,2];
yk:=datos(x,2];
acy:=corvar(xi,xj, xk,yi,yj,yk,xpi,ypi);
ar;zdetarea(xi,xj, =k, yi,yj,yk);
writeln{’acv=z’,acy,’ ar=s',ar);
xv:=raadkey;
if acv<saar then
BEGIN

clrscr;

VRITELN{’ESTCY EN DETCIR CON EL PUFTG:’,CONT);

IW:=READKEY;

detcir;

{liberai;}

END;

if acv>ar then

begin

clrser;
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WRITELN(’ESTOY EN DETCIR1 CON EI PUNTO:’,CONT);
X¥: =READKEY;
detciri;
{liberai;}
ond;
end;

procedure donde_pto;

var
poa:rsal;
op:boolean;
aux],abx:puntere;

begin
op:=tIue;
aunx:=sal_cor;
while aux<>nil do
begin
ncir:=aux”.ncirc;
xc:=aux".h;
yo:sanx~.k;
radio:=aux”.r;
i:=aux”.oaumpl1];
ji=anx” .nump(2];
k:=anx”.nomp(3]; -
it aux”.slimine<>'si’ then
begin -
poa:=possacia(radio,xc,yc,xpi, ypi);
writela(’ potencia:’,poa);
xw:zroadkey;
if poa<0 then
‘begin
borracir:oneir;
ubical;
op:=false;
end;
end;
aux:=aux".emliace;
end;
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end;

procedure recorrido;

begin

CONT:=0;

xi:=datoa[1,1];

xj:=datos{2,1];

xk:3datos[3,1];

yi:=datos[1,2];

yj:=datos(2,2];

yk:=datos[3,2];

neir:=1;

i1:=1;

i2:=2;

i3:=3;

determinahkr(xi,xj,xk,yi,yj,yk,xc,y¢,radio);

{inicialt;}

inicializarl;

inicializar2;

inicializar3;

insertari(it,i2,i3,xc,y¢,sal_cor);

insertar?;

insertar3;

RCEMAX:*ncir;

for cont:=4 to np do

begin

writeln(’'PROCESANDC EL PUNTO:’,cont);
xpi:=datosfcont,1]);
ypi:=datos[cont,2];
tw:=readkey;
donde_pto;

and;
end;
procedure escptos;

var
ir:integer;

begin

25

Al s A Ao



writeln(’ Los puntos seleccionados son:’};
xw:=readkey;
for ir:smp+l to pi do
begin
write('x:’,datos[ir,1]:2:2);
writeln(’ y:’,datos(ir,2]:2:2);
xw;=readkey;
end;
end;

procedurs grafica(var datos:arrsglo);

var
ycormax,xcormax:real;
converi,convar2:real;
conver:real;
Directorio:string;
CodError,GraphDriver: intager;
cu:char;
xri,xr2,yrl,yr2:real;
x1,x2,y1,y2:Teal;
rel,rely:real;
col,pmx,pmy: integer:

procedure InicializaSistemalrafico(Directorio:string;
Var CodBrror:integer;
Var Graphdriver:integer);

VAT
GraphMode: integer;

begin
GraphDriver:=Desect;
InitGraph(GraphDriver, GraphMode,directorio);
CodError:={raphResylt;

end;

procadure ponpuntos;
var

posx,posy,iw:integer;
color:word;
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begin
converi:=round((x2-x1)/(xx2-x11));
converz:=round({y2-y1)/{yr2-yr1))};
for iw:=1 to np do
begin
posx:=round(datos{iw,1]sconverl);
posy:=round(pmy-(datos[iw,2] sconver2));
putpixel(posx,posy,color);
vriteln(’punto:’,iw,’ x:7,posx,' y:’,posy);
end;
end;

procedure conviertetexto(var palabra:real; var crx:cadena);

begin
str{palabra:2:2,crx);
end;

procedurs muevepunto(var datos:arreglo);

var
kte,px,py:real;
pm:char;
pia,pxal,pyal:integer;
pxa,pya:ireal;
color:word;

begin

pia:=np;
kte:=pay/conver2;
color:=vwhite;
px:=50;
PY:=50;
pxa:=(px/converi);
pya:=(kte-(py/conver2));
pxal:=round(px);
pyal:sround{py};
putpixel(pxal,pyal,color);
rapeat

pia:=readkey;




setcolor(black);
suttextxy(100,2,'X:’);
conviertetexto{pxa,crx);
outtextxy(120,2,crx);
onttextxy(200,2,°Y:);
conviertetextol{pya,crx);
outtextxy(220,2,crx);
color:=black;
putpizel(pxal,pyal,color);
case ord(pm) of

TT px:=px+2;
T5:px:=px=2;
12:py:=py-t;
80:py:=py+L;
81: begin
pxa:=(px/converi);
pya:=(kte-(py/conver2}};
pia:=zpia+i;
datog{pia,1]:=pxa;
datos{pia,2]:=pys;
setcolor{uhite);
line(pxai~5,pyat,prat+5,pyal);
line{pxal,pysi+s,pzal,pyai-5);
outtextxy(40,10,’ Puntos ssleccionados:’);
outtextxy(50,20,'x:');
conviertetextolpra,cre);
outtextzy(85,20,cxrx);
outtextxy(50,30,'y:’);
conviertetexto(pya,crx);
outtextxy(85,30,crx);
end
elsae
begin
satcolor(black); o
outtextxy(40,10,' Puntos seleccionados:’);
outtextxy{80,20,'x:');
conviertetextol{paa,crs);
outtextxy(86,20,crx);
outtextxy(50,30,'y:’);
conviartatextolpya,crx);
cuttextxy{4E,30,cr3);
end;
end;
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setcoloxr(white);
pxa:={px/converi};
pya:=(kte-{py/conver2));
outtextxy(100,2,°X:");
conviertetexto(pxa,crz);
outtextry(120,2,cT2);
outtextxy(200,2,'Y:');
conviertetexto(pya,crz);
outtextxy(220,2,crx);
pxal:cround(pz};
pyal:sround(py);
color:=vhite;
putpixel(pxal,pyai,coler);

until '

pR='n’;

pi:=pia;

end;

procedurs poncirculos;

var
auxi,aux:puntero;
xcen,ycen,radio:integer;
color:word;

begin
aux:=gal_cor;
converi:=round((x2-x1)/(xx2~xr1));
conver2:sround({y2-y1)/(yr2-yri)};
while aux<>nil do
begin
if anx”.elimina<>’3i’ then
begin
zcen:sround(convert*(aux”.h));
ycen:=round (pmy-(conver2*aux-.Xx)};
radio:zrocad(converisanx”.r);
{putpizel(zcen,ycen,color); }
x¥:=Teadkey;
tircle(xcen,ycen,radio};
gotoxy(45,3);
xw:areadkey;
end;
aux:zaux”.enlacs;
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end;
auxl:=gal_ins;
while auri<>nil de
begin
xcen:around{converisauxi~.h};
yoen: croupd{360-(conversauxt”.k)};
radio:=round(converi*auxi”.r);
{putpizel(xcen,ycan,color); }
xv:=Teadkey;
circle(zcen,ycen,radio);
gotoxy(45,3);
xu:=readkey;
auxi:=anxl”.enlace;
end; '

auevepunto(datos);
end;

begin
clrser;
write(’Dame dirsctorio del Archivo GRAPH.TPY:’);
resdln(Directoric);
writeln{'De las cordenmdas reales de su pantalla:’);
write(’' De xi:’); resdla(xri);
write{’ De yi:'); readin(yri);
write(’ De x2:'); resdin(xr);
vrite(’ De y2:'); resdin{yr2);
write(’Tisne una pantalla de $40x400 pixeles s/n’});
cu:=rssdkey;
inicializaSistema@rafico(’c:\tpé\bgi’, CodRrror,Graphdriver);
it CodError=0 then. -
begin
‘12 cuz’n’' then
begin '
setviewport(30,10,600,200,clipon);
line(1,25,689,25);
line(589,25,569,189);
line{569,189,1,189);
line(1,189,1,28);
xl:=1; 22:=869; yi:=1; y2:=189;
col:=15;
pmy:=189;
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ponpuntos;
xw:=readkey;
poacirculos;
xw:=readkey;
closegraph
end;
if cu='s’ then
begin

setviewport(30,10,600,400,true);
line(1,1,569,1);
line(569,1,569,389);
line(569,389,1,389);
line(1,389,1,1);
xi:=1; x2:3569; yl:=1; y2:=389;
puy:=389;
col:=1;
ponpuntos;
xw:sreadkey;
poncirculos;
zw:zreadkey;

clossgraph

end;

end
alse

griteln(’ ERROR EN EL SISTEMA GRAFICD’);
and;

procedure circunferenciasnvas;
var
poa,poal:real;
cirden,ix:integer;
{ m=mar:indica; }

procedure checaptos;

var
auxi;punterc;
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xpa,ypa:real;

bagin
poal:=1;
auxl:=sal_cor;
while auxi<>mil do
bégia
_poa:=potencia(auxi”.r,auxt~.h,aux?".k,datos[ix, 1] ,datoslix,2]);
if (poa<0.0) and (auxi”.elimina<>’si’) them
bagin
xpa:cdatos[aux1~.oump(1],1];
ypa:=datoslaux1~.aumpl1],2];
poa:=potencial{radio,xc,yc,xpa,ypa);
if poa<-0.000001 then
poal:=poa;
xpa:=datos[anxi~.nump[2],1];
ypa:adatos(aux1~.nump(2],2];
poa:=potencia(radio,xc,yc,xps,ypa);
if poa<—0.000001 then
poal:=poa;
xpa:=datos[auxi~ aumpl3],1];
ypa:=datos [aux1-.nump(3],2];
poa:=potencial{radic,xc,yc,xpa, ypa);
if poa<-0.000001 then
peal:=poa;
end;
anxl:=auxl”.enlace;
and;

and;

procedure creaptosl;

begin
deterninabkr (xpi.x},xk,ypi, ¥}, ¥k, x¢,y¢,radio);
DCHMAX I =ncaax*1;
nceir:=nemak;
il:=ix;
i2:=3;
i3:=k;
checaptos;
if poal>~0.000001 then
" insertari(il,i2,i3d,xec,yc,sal_inas);
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determinahkr(xpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,yc,radio);
nCEmAX:=ncmax+i;

ncir:=ncmax;

il:=ix;

i2:=k;

i3:=1;

checaptos;
if poal>-0.000001 then

insertart(i1,bi2,i3,xc,yc,sal_ins);

determinahkr(xpi,zi,zj,ypi,yi,yj,zc,yc,radie);

NCRAL : SNCEAX+] ;

ncir:sncmax;

it:=ix;

i2:=i;

i3:=j;

checaptos;

iZ poal>-0.000001 then
insertari(ii,i2,i3,xc,yc,sal ins);

end;

procedure crsaptos2;

var
art ar2,ar3:real;
xpa,ypa:real;
auc:integer;
pea,poal:real;

function detar(xi,xj,xk,yi,yj,yk:real):real;

var
auri,aux2,auxd:real;

begin
anxl:=xjsyk-yjexk;
aux2:=xis(yk-yi);
aux3:=yis(xk-xj);
detar:=0.5+(auxi-aux2+aux3);
end;
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begin
ari:=detar(zpi, 13 ¥, ypi,¥i.yk);
ar2:=detar{xpi,xk,xi,ypi,yk,7i);
ar3:=detar(xpi,xi,xj,ypi,yi,vi);
if (ar1>0) and (ar2>0) and (ar3<o)
then
begin
DCMAX: =DCRAZ+] ;
neir:sncmex;
il:=ix;
iZ:ij;
i3:=k;
determinabkr(xpi,xj,xk,ypi,yj,yk,%c,yc,radio);
checaptos;
if peal>~0.G00001 then
insertar1(il,i2,i3,xc,yc,sal_ins);

DCBAX : STCBAX+1;

DCLir:: " NCMAX;

it:=ix;

i2:=K;

id:=i;

determizahkr(zpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,y¢,radio);

checaptos;

if poai>-(.000001 then
insertar1(ii,i2,i3,xc,yc, aal. _ins);

ond;
it (ar1<0) and (ar2<0) and (ar3>0)

then '

begin
LCEAX: Sncmax+l;
acir: “RCmAX;
ii:=ix;
i2:=5;
i3:=k;
determinakkr(xpi, xj,xk,ypi,y],.yk,2¢,7¢, radzo)
checaptos;
if poal>~0.000001 then

1::0:;1:1{11 42,1i3,xc,yc,sal_ins);

ncir:sacmax;
il:=ix;
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begin

STy

i2:=k;

i3:=1;

detarminahkr(zpi,xk,xi,ypi,yk,yi,xc,yc,radio);

checaptos;

if poai>~0.000001 then
insertari{il,i2,i3,xc,yc,sal_ins);

end;
i? (ari>0) and (ar2<0) and (ar3>Q)

begin

RCEAX : *NCHMAX+] ;

aCir:sncmax;

il:=ix;

12:=5;

i3:=k;

determinahkr(xpi,xj,xk,ypi,yj.yk,xc,yc,radio);

chacaptos;

if poai>-0.000001 then
ingertari(il,i2,i3,xc,yc,sal_ins);

DCRAX : TDCRMAX+]L ;

NCir:=RCEAX;

i1:=ix;

i2:=1;

id:=j;

determinakkr(xpi,xi,xj,ypi,yi,.yj,xc,yc,radio);

checaptos;

if poal>~0.000001 then
ingertart(ii,i2,i3,zc,yc,sal_ins);

end;
if (ar1<0) and (ar2>0) and {ar3<0)

‘

NCRAX ! “OCRAX+L;

BCir:=ncmax;

il:=ix;

i2:=3;

id:=k;

determinahkr(xpi,xj,.xk,ypi.yi.yk,xc,yc,radio);

checaptos;

it poa1>-0.000001 then
insertari(i1,i2,i3,xc,yc,sal_ins);
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NCHWAX: =nCMRX+];

ncir: Tnemax;

il:=ix;

i2:=1;

13:=3;

determinahkr (xpi,xi,xj,ypi.yi.yj,xc,y¢,radio);

chacaptos;

if poai>—0.000001 then
insertar1(il,i2,13,xc,yc,sal_ins);

end;
if (ari1<0) and (ar2>0) and (ar3>0)
then

begin
NCMAX : SRCNAX+];
BELiT I 2DCMAE
il:=ix;
i2:=k;
i3:=i;
determinahkr (xpi,xk,xi,ypi,yk,¥i,xc,y¢,Tadio);
checaptos;
if poai>-0.000001 then

insertar1(il,i2,i3,xzc.yc,sal_ins);

nCEAX :FRCEMAI+Y;

BCir:sncaax;

il:=ix;

i2:=1;

i3:2j; |

determinahkr (xpi,xi,xj,ypi.¥i,¥i.xc,yc,radio);

checaptos;

if poal>—0.000001 than
insertari1(il,i2,i3,x¢,yec,sal_ins);

ond;
if (ar1>0) and (ar2<0} and (ari<0)
then

begin
DCHAX : =RCMAx+1;
NCAT ; TROMEX
ilr=ix;
i2:=k;
id:=1i;
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determinahkr{xpi xi, xk,ypi,yi, ¥k, x¢,y¢,radio);

checaptos;

i? poal>-0.000001 then
insertari{il,i?,i3,xe,yc,sal_ins);

DCmAX :IDCHAL+];

ncir:=ncmax;

ii:=ix;

i2:=i;

i3:=j;

determinahkr(xpi,xi,xj.ypi,yi,¥j,xec,yc,radie);

checaptos;

it poal>-0.000001 then
insertar1(i1,i2,i3,xc,yc,sal_ins);

end;
end;

procedurs analizaforma;

var
acv,ar:real;

begin
zi:=daton{i,1];
xj:=datos(j,1];
xk:=datos{k, 1];
yi:zdatosfi,2];
yji=datos{j,21;
yk:=datos[k,2];
acv:=corvar{xi,xj,xk,yi, yj.yx,xpi,ypi);
ar:=detarea(xi,xj,xk,yi,yj,yk);
if acvy<=ar then
begin
xv:=readkey;
cresaptosl;
end;
if acv>ar thea
begin
zv:zreadkey;
creaptos
end;
end;
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procedure amalizapto;

var
poa:real;
aux:punteroc;

begin
aux:=sal_coer;
while aux<>nil do
begin '
néir:sanx”.ncire;
cirden:=ncir;
xc:=aux”.h;
yo:=aux" .X;
radio:=aux".1;
i:=anz”.pumpli];
ji=aux" . oumpl2] ;
x:=aux".numpl3];
if aux*.elimina<>’si’ then
begin _
poa:s=potencia{radio,xc,yc,xpi,ypi);
if poa<-0.000001 then

BEGIX
{ inscir; }
analizaforms;
E¥ND;
end;
ARX:=ANX” . enlace;
od;

end;

procsdure crealista(lista,listai:pumtero; numero:integer;
var listal:punters);

var
#ux,aux2:puntaro;
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begin
aux:=lista; {sal_cor}
while anx<>nil do
begin

i? aux”.elimina<>'si’ then
bagin
ncir:=aux".ncire;
cirden:=ncir;
xc:saux".h;
yc:=aux~.k;
radic:=aux".r;
il:=aux".oump{1l;
i2:=aux".nump{2];
i3:=anx".nump{3];

poa:=potencia(radio,xc,yc,xpi,¥ypi);
if poa<-0.000001 then
it (iisnumero)} or (i2=numero) or (i3=numero) them
insertari(i1,i2,i3,xc,yc,sal_lis);
and;
aux:zaux".enlace;
end;

aux:=listal; {sal_ins;}
while aux<nil do
begin
if aux”.elimina<>’si’ then
begin
fcir:=anx”.ncirg;
cirden:=ncir;
zc:saux" .h;
yc:=aux".Xk;
radio:=aux".x;
il:saux".nuep{1];
i2:=anx”.nump(2];
i3:=anx".nump(3]:
poa:spotencia(radio,xc,yc,xpi,ypi);
if (it>numero) or (i2=numero) or (i3=numezo) then
insertari(il1,i2,i3,xc,yc,sal_lis);
end;
aux;:=aur".snlacs;
end;
ond;
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procedure puntosfijos{lista:puntero; var xf,yf:real);

var
ARX:puntero;
yb:real;

begin
vb:=30000;
aux:=lista;
while aunx<>nil do
begin
it anx”.elimina<>’si’ then
if yb>aux”.k then
begin
ye:=aux".k;
xf:=anx".h;
yb:=yt;
ond;
aux:=anx".anlace;
end;

and;

procedurs angulos(xf,yf:real; cont:integer: puntosarea:lis_ar;
lista:puntero; Var xam,ysm:real);

var
m,ym,al:real;
amin:real;
auxi,auxd:puntero;
apunt: integer;
relog:boolean;

procedure primercuadrante;
‘begin
al:=(ym-yt)/(xm~xt};
al:zarctan(al);

and;

Procedure sagundocuadranse;
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begin

al:={ym-yt)/(xm—xt);
al:=arctan(al);
al:=3.1416+a1;

end;

procedure tercercuadrants;
begin

al:s(ym-y2)/(xm-xt);
al:=arctan(al)+3.1418;
end;

procedurs cuartocusdrante;
begin

al:=(ym-yt)/(zm~xt);

al:;=arctan(ai);

a}:=6.283185307+a1;
and;

begin {ANGULOS}
amin:=6.283186307;
auxi:slista;
vhile aux1<>nil do
begin
if auxi”.elimina<>’si’ then
begin
xm:=agxi”.h;
ym:zaaxl”.k;
relog:=true;
for apunt:=1 ta cont de
iz (puntosarealapunt,1]=xm) and (puntosareafapunt,2]=ym)
then
releg:=false;
if relog=true then
begin .
it (xf<m) and (yf<sym)
then
begin

4]




if ym=yf then
al:=0;
if (ym<>yf) and {(xm<>xf) then
primercuadrante;
if al<amin then
begin
amin:=al;
Iam:=XM;
yam:=ym;
and;
ond;
it (xm<szf)} and (ym>y?)
then
begin
if? rm=xf then
at:=1.570796327;
if (xa<>xf) and (ym<>yf) then
segundocnadrante;
if ai<amin then
begin
amin:=al;
Xam:=xm;
yam: =ym;
end;
end;

if (xf>xm) and (yf>=ym)
then
begin
it ymsyf then :
al:=3.141592654;
it (ym<>yt) and (am<>y?) then
tercercuadrantes;
if ai<amin then
begin
amin:=ai;
Tam:=Xm;
yam. . =yR,;
end;
end;
it (zm>=xf) and (ym<yf)

. then
begin
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if xf=xm then
21:=2,36619449;
iz {xt<>xm) and (ym<>yf) then

cuartocgadrante;
if ai<amin then
begin
amin:=ai;
Xam:ZIm;
Yam:=ym;
end;
snd;
end;
end;
auxi:=anxi”.enlace;
end; {WEILE} "
end ; {PROCEDINIENTO}

procedure det_arregle(lista:punterc; xf,yf:real;
var puntosarea:lis_ar);

var
aux:puntero;
cont,conti:integer;

begin
aux:=lista;
cont:=1;
puntostijos(anx,xf,yf);
puntosarealcont,1]:=x1;
puntosarealcont,2] :=yt;
Tepeat
angulos{xf,yf, cont,puntosarea,aunx,Xam,yam);
cont:=cont+l;
puntosarealcont,1]:=zam;
puntosarsafcont,2]:=yam;
xf:=xam;
yi:=yan;
until
(xf=puntosarealcont~1,1]) and (yf=puntosarealcont-1,21);
puntosarealcont, 1] : =spuntosareall,i];
puntosareaicont,2] : =puntosareall,2];
ptomax:=cont;
writeln(’ Los puntos para determinar el area son:’);
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for contl:=l to comt do
begin
write{’ x=’,puatosarealcontl,1]:2:2);
writeln(’ y=',puntosarealconti,2]:2:2);
end;
xw:=readkey;

end;

procaedure buscal;

. var
anxi:.puntero;
ptt,ca:integer;
pre:boolean;

for ca:=1 to 20 do
begin .
integralca,t] :=0;
integralca,2] :=0;
and; :
auxi:=sal_ins;
ptt:i=t;
integral1,1]:=0;
while anxi{>nil do
"~ begin
pre:=false;
clrscr;
tor ca:=i to ptt do -
iz (aaxi”.nump(1)sintegralca,1]) or (amx1”.nump(1]=ix) then

pre:strue;
if pre=false then

begin

integralpte,1]:sauxi” . numpl1];

prtizptt+l;
~ end;
pra:=false;
for ca:=1 to pit do _
it (auxi”:pampl2)=integralca,1]) or (anzi®.nump{2]=ix) then

pre:3true;

if presfalae then
~ begiz
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integral(ptt,1] :=aux1~.nump(2];
ptti=ptt+l;
ond;
pre:=false;
for ca:=1i to ptt do
if {anxi~.nump{3]=integralca,1]) or (auxi~.nump(3]=ixz) then
pre:ztrue;
if pre=falss then
begin
integralptt,1]:=auxl”.nump(3];
pttisptt+l;
end;
anxi:3auxl”.enlace;
end;

pti:=ptt-1;
end;

procedurs carga;

var
ca:integer;

begin
clrser;
writeln(' DAME LOS:*);
for ca:=t to ptl do
begin
write(’P’,ca,’'.=');
readin(datos{integraica,1],3]);
end;
end;

procedure calculaarea(ptomax,ptox:integer; puntosarsa:lis_ar;
var integra:arre);

var
decont:integer;
suml, sum2,sum3:real;

begin

suml:=Q;
for decont:*1 to ptomax-i do
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begin
sum?: -punto-aratxﬂuﬁaas 1]spuntosarea[decont+1,2];
sund: *puntosaxea{decans+1, 1] +puntosarealdecont,2];
sumi:=sumi+((sumi-sum3}/2);
end;
datos{integralptox,1] 4] :=suni;
write{’ El area para sl punto:’,integralptex,il);
writeln(’ A=’,sumi:2:2);
_ end;

procsdure interpola;

var
sumat, sumi,sam2:real;

begin
buscal;
carga;
writela(’ PUNTQS QUE INTERVIENRE PARA EL PUNTO °,ix,’:’);
for ptox:=1 to pti do
writeln(’ ',intagralptex,1l);
xw: =readkey;
sal_lis:=nil;
for ptox:=1 to pti do
begin
numero:=integra{ptox,1];
crealista(sal_cox,sal_ins,awmero,sal_lis);
{ escribei(sal_lis):}
writeln( PARA EL PONTO ° LONER0, 1) ;
det mqle{m._m.xs.ﬂ Jpuntasarea) ;
calculaarea{ptomax, ptox, puntosares, integra);
borrala{sal_lis);
end;

sumat:*Q; -
for ptox:=1 to pti do
begin
sumi:=datos(inzegralptox,il,41;
SUMAL ; SSUMat+snmi;
end;
for ptox:=1 to pti do
begin

suml:=dasos{incegralptox, 1] ,4]/sumat;
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datos[ix,3] :ssumiedatos[integralptox,1i],3]+datos[ix,3];
end;

end:

begin
{inic;}
sal_ins:=nil;
for ix:=mnp+1 to pi do

end;

begin
xpi:=datos(ix,1];
yoi:=datos(ix,2];
analizapto;
writelan{’ LOS CIRCULOS GUE SE CREAM COE EL PUNTO 30K ’,ix,' SON:’');
escribei(sal_ins);
INTERPOLA;
VRITEL¥( ' ses sensnnsmasnaERasLR e D B
writeln(’ EL RESULTADO DE LA INTERPOLACION PARA EL PUNTO INSERTADO:');
writeln(’ XI:',xpi:2:2,° Y:',ypii2:2);
writeln(® RESULTDO: ’ ,datos(ix,3]);
delay(3000);
end;

begin
aopcion;

r

scorrido;

ascribel (sal_cor);
graba;

al_ins:=nil;

ascribel;
xv:sreadkey;
gratica(datos);

L}
[+

scptos;
ircunfersnciasnvas;

end.
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