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Esta tesis trata el  problema  de  estabilidad (o robustez en otra terminología) de  los pro- 

cesos  de control  markovianos a tiempo  discreto. La estabilidad  se entiende aquí, como, 

poca sensibilidad  del  funcionamiento  óptimo del sistema de control, con respecto a 

perturbaciones de los parámetros o distribuciones de  los  procesos  que  describen  dicho 

sistema. Gran parte de la  literatura (Ver  referencias  en [5,15,16,24]) sobre  procesos de 

control de  Markov, estudia  el problema  de  control óptimo, bajo  la suposición  de  que 

todas  las características de  los  procesos están dadas precisamente.  Sin  embargo, Qta 

es  una  hipótesis poco realista en la mayoría  de  los problemas de control aplicados, 

donde,  como regla, hay  incertidumbre en la información de entrada. Los origenes  de 

tal incertidumbre  pueden  ser:  al  considerar  aproximaciones teóricas del  proceso real, 

o al tener estimaciones de algunos  parámetros, o distribuciones desconocidas en el 

sistema. Esta situación es típica, en particular, en problemas  de control adaptado 

(Ver por ejemplo, [11,15,17]). 

Lo que  hemos dicho anteriormente  resulta que  en muchos  casos  no es posible 

encontrar  una política 7rTT, de control óptimo (en costo promedio, como  se especifica 

en  el presente trabajo)  para el "proceso red" P, ya  que 7r* depende  de  valores no 

1 



2 

conocidos exactamente. Pero  como regla, se podría usar para optimizar un proceso 

de control aproximante que es completamente conocido y que está a disposición 

del  controlador. Una manera más  sencilla de aproximar 7rTt es hallar la política ii, , 

Óptima  en F, y aplicar  esta política para controlar el sistema (o proceso) original P. 

La respuesta a la pregunta : "¿Es 5, una buena aproximación para x*?", depende  del 

aumento  del costo adicional debido al  reemplazamiento  de la  política  óptima 7r, por 

su aproximación E,. 

Como el índice de funcionamiento  de  los  procesos  de control definidos  más  adelante 

en (I.l),  (1.2), se  usa en este trabajo, el costo promedio  por etapa en el problema de 

control en horizonte infinito. Denotaremos  los costos promedios,  como  funciones de la 

política aplicada T, por J (7r) y j ( r ) ,  respectivamente , para los  procesos (o sistemas) 

P y p (cuyas definiciones están dadas  en  los  siguientes capítulos, ver (1.5) , (2.5)). 

El índice  de costo promedio es adecuado para evaluar  el  funcionamiento de sistemas 

que realizan muchas transiciones  durante el período de funcionamiento  del  sistema. 

Por ejemplo, podríamos apuntar algunos sistemas de espera controlables en  redes  de 

comunicación (ver [6,27]). 

Trabajamos  en  esta tesis, con sistemas de control  presentados  por  procesos de 

Markov controlables, a tiempo discreto, t = O, 1 ,2 ,  ... que  son  definidos  por  ecua- 

ciones recurrentes, como sigue: 



3 

Sea P un "proceso real": 

donde  en  el  momento t ,  zt y Zt son estados, y, y & son  controles (o acciones) 

seleccionados,  mientras que, & y 6,  son  vector- aleatorios (V.A'S) independientes  e 

idénticamente distribuidas (i.i.d). Ambos procesos (1.1) y (1.2) están  definidos  en  el 

mismo  espacio de estados X y de controles A, ambos conjuntos  borelianos,  además, 

el costo por una etapa  se  da por una  función acotada c (2, a), 5 E X , a E A, común 

para ambos procesos P y p. La única diferencia entre (1.1) y (1.2) son las  funciones 

de distribución F y F, respectivamente de los V.A'S i.i.d. St y & E P. 

Para las políticas de control y %*, óptimas en costo promedio,  definimos  respec- 

tivamente  para P y F, los costos promedios óptimos como: 

J(K.) = id, J(T) ; 

j(zt) = i d n  J"(7r) . 

Introducimos  el índice  de  estabilidad promedio 4, siguiendo a [8,9,10], como: 

A, := J (E,) - J (X*)  2 O . (1.3) 

El valor  de Ap denota el aumento (en comparación con  el  valor  óptimo J (re)) del 

costo promedio  debido al uso  de la  política en lugar de la política óptima . 
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Notamos  que bajo las hipótesis de este trabajo, mostraremos la existencia de 

políticas óptimas estacionarias 7rt y (y también,  el hecho  de  que  los costos  prome- 

dios J(T),  J”(n) no  dependen  del estado inicial del  proceso  para políticas n, esta- 

cionarias óptimas en costo promedio). 

Decimos  que el proceso  de control P es estable en costo promedio con respecto 

a una métrica probabilista v si 

Ap + O cuando v (F  , F) -+ O .  (1.4) 

Ejemplos  de  procesos  del tipo (I.l), no estables se  presentan en [8,9,10], donde 

se usa v = o una métrica tan fuerte como la  métrica de  variación total (ver [25]). 

En los ejemplos  mencionados,  los  procesos  del tipo (1.1) no  poseen  propiedades 

de  ergodicidad  (aplicando las políticas de  control estacionarias). El objetivo de esta 

tesis, es proporcionar  condiciones acerca de las propiedades  de  ergodicidad  de  los 

procesos (I . l ) ,  (1.2), que garanticen la  existencia de políticas  óptimas estacionarias, 

y, lo más importante, es  que permitan  establecer la estabilidad de (1.4) en una  forma 

cuantitativa, a saber, obtener una desigualdad  como: 

4 3  L cp (0 (F  9 F)) * (1.5) 

Donde cp : [O, m) + [O ,oo)  es  una  función  dada con l i w - , o  cp(w) = O. Es 

claro, que  desde  el  punto  de vista de l a s  aplicaciones, (1.5) es mucho  más útil, que la 

afirmación  pura de estabilidad como en (1.4). 

Al explotar algunas hipótesis de ergodicidad en la forma  de ”condiciones de  deriva” 



y condiciones  de recurrencia, reduciremos  el  problema  de obtener (1.5), al problema 

de comparación  uniforme en tiempo de procesos  regenerativos  no  controlados.  Luego 

usando  métodos y resultados  desarrollados  para la  estimación de la estabilidad de 

procesos  regenerativos  (ver [18,19,20]), establecemos  una  desigualdad de estabilidad 

para procesos controlables: 

donde, cr es la distancia de la variación total; S > 2 es una constante involucrada  en 

nuestras  hipótesis y N es una constante la  cual es posible estimar mediante  cantidades 

que  aparecen  en  nuestras  hipótesis. 

Notamos  que  en  los trabajos [9,10,14] se trata el  mismo problema, y por  métodos 

distintos a  los de esta  tesis, se  obtuvo  la  siguiente cota superior: 

Es claro que  (1.7) tiene mejor orden  de (T ( F , ) en la parte derecha en  com- 

paración  con  (1.6). Sin embargo, la desigualdad  (1.6) es aplicable a una clase de 

procesos más amplia, ya que para deducir (1.7), se usaron  condiciones  de  ergodici- 

dad, que garantizan la convergencia  geométrica  de las distribuciones de  procesos  del 

tipo (I.l), a las distribuciones invariants, si  se  usan políticas estacionarias. Por otro 

lado, vamos a ver en el capítulo 5, que nuestras  hipótesis (bajo las  cuales  se  establece 

(1.6)), corresponden  a la convergencia  de las distribuciones con  rapidez  de un orden 

de potencia (S - 1). Nuestra  conjetura es que bajo las hipótesis de este trabajo el 
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orden  de c ( F , ) en la parte derecha  de (1.6) no  podría,  en general, ser mejor . 

Sin dejar de considerar los  sistemas  de control lineales (ver por ejemplo, [22]), los 

trabajos en los cuales  se  estudia la estabilidad (en el sentido aquí usado)  son  escasos. 

Podríamos apuntar (aparte de  los  mencionados [8,9,10,14]), el artículo [l] que trata 

procesos  en espacios finitos  (sin  estimaciones cuantitativas); los artículos [3,4,28], 

donde,  han  sido establecidas algunas  desigualdades  de estabilidad, para  modelos de 

control de  Markov con  espacios  de  estados  numerables; (nótese que aquí, consider- 

amos, los procesos en  espacios  generales de  Borel). Desafortunadamente en [3,4,28] , 

las desigualdades obtenidas, no se expresan en cantidades involucradas  directamente 

con las definiciones  de l o s  procesos y con las hipótesis usadas,  sino que  dichas  desigual- 

dades  contienen  "cantidades  derivadas",  que se calculan  difícilmente, para sistemas de 

control concretos. Las mencionadas  "cantidades  derivadas", son cotas para  el costo 

descontado óptimo, uniformes  con respecto al factor de descuento p E (O, l), o cotas 

superiores, para los  números  esperados de transiciones  para  pasar de un estado  a otro 

(ver [3,4] 1. 

Las aplicaciones potenciales de la desigualdad (1.6) son estimaciones de la estabil- 

idad, en términos  de la precisión  de aproximación  de la distribución F por F, para 

procesos  que satisfacen las  hipótesis  del capítulo 3. Estos podrían ser, por ejemplo, 

procesos  de control de inventario,  de  producción (ver [14, IS]), de  sistemas  de  espera 

controlables (ver [6,13,27]), de control de  suministro  de agua  en  presas  (ver [29]), 

etc. Nos concentraremos en el capítulo 6,  en un ejemplo,  de un sistema de espera 

con servicio controlable, para el cual verificaremos todas nuestras  hipótesis (usando, 
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condiciones  sencillas,  de la existencia de  momentos de  orden S, del  tiempo  de servicio 

e intervalos de llegada). 

El resto del trabajo está organizado  de la siguiente  manera: En el capítulo 1, 

daremos  una  descripción de los  elementos  del  modelo de control de  Markov con costo 

promedio. E n  el capítulo 2,  plantearemos  el  problema de estimación de la estabilidad 

en términos precisos. Luego, en el capítulo 3, se introducen las hipótesis, acerca 

de la clase de procesos de control considerados. En el capítulo 4, formularemos 

los resultados principales, a saber, el teorema sobre existencia de políticas óptimas 

estacionarias y la desigualdad (1.6). E n  el capítulo 5 ,  se dan  las  demostraciones, de 

las  afirmaciones  del capítulo 4, mientras  en  el capítulo 6, estudiaremos un ejemplo 

particular de la tasa de servicio en  un sistema de espera  del tipo GI I GI I 1 1 OO. 

Concluimos  con una discusión de algunos problemas abiertos en el  último capítulo 7. 
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CAPÍTULO 1 

MODELO  DE CONTROL DE 

MARKOV A TIEMPO 

DISCRETO CON COSTO 

PROMEDIO 

1.1 Definiciones de los elementos del modelo. 

En el  próximo capítulo, vamos a plantear el problema  de la estabilidad, para  procesos 

controlables a tiempo discreto, que se inducen, por un modelo de control de Markov 

general, con espacio de estados y de controles, ambos conjuntos  Borelianos. 

Según las definiciones  estándar  (ver  por ejemplo, [5,15,16]), un modelo de con- 

trol de Markov se  compone  de cuatro objetos ( X ,  A,p, c) donde: 

(i) X es un espacio de  Bore1 (i.e. un subconjunto medible de un espacio métrico, 

9 
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separable y completo)  llamado espacio de estados. Los elementos x E X ,  se les 

llama estados. 

(ii) A es un espacio de Borel  llamado  el conjunto de controles. Los elementos a E A, 

se  les  llama controles (o acciones). Para cada z E X ,  asociamos, un subconjunto 

medible no  vacío A (z) , de A, cuyos elementos  son  los  controles  admisibles. 

Supondremos  que  el conjunto 

K := {(z,a) : z E X,a E A(%)}, 

de  las parejas estado-control admisibles, es un subconjunto medible, del  espacio  pro- 

ducto X X A. 

(iii) p representa la ley de evolución del sistema y es una probabilidad de transición 

sobre X dado K. 

Por definición, p satisface  las siguientes  propiedades : 

( a ) p ( S  I x, a) es una distribución de probabilidad en X para cada (z, a) E K.  

( b ) p ( B  I a ,  S )  es  una  función  medible  en K para  cada conjunto de Borel B E B (X) .  

Nota 1.1 En  esta  tesis, entendemos por medibilidad, medibilidad  con respecto a 

una a-álgebra de Borel  (i.e. la a-álgebra m’nima que contiene  todos  los subconjuntos 

abiertos), las  cuales denotaremos como B ( X ) ,  B (A), B ( Y )  , etc.,  para espacios de 

Borel X ,  A, Y ,  etc. 

(iv) c es una  función  medible  en K que representa la función de  costo por etapa. 

Lo anterior es interpret.ado, como la representación de un proceso estocástico de 

Markov  controlado,  el  cual  se  observa en los tiempos t = O, 1,  ... . El estado y control 
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al tiempo t se  denotan  por xt y respectivamente, y, el proceso  evoluciona  como 

sigue. Si el proceso está en un estado xt = x E X en  el tiempo t y se escoge  el  control 

at = a E A (x) , entonces,  se  genera un costo c (z, a) ,  y, el  proceso  pasa  en el tiempo 

t + 1 a un nuevo  estado xt+l, de acuerdo a la distribución de probabilidad p ( S  I x, a), 

a saber, P (xt+l E B I xt = x, = a) = p (B I z, a) para  cada B E B (X).  Una vez 

que la transición ha  ocurrido a un nuevo estado digamos zt+l = d E X ,  se escoge 

un nuevo control e+l = a' E A (d), lo cual genera el  costo c (d, a') , y, se  repite  el 

proceso anterior un número  infinito de veces (ya que  consideramos,  el  problema de 

control con  horizonte infinito). 

Un caso especial, pero  suficientemente general, para definir el modelo  de control 

descrito anteriormente, consiste en definir directamente una  probabilidad de tran- 

sición p mediante las  siguientes  ecuaciones recurrentes: 

Donde ( o , & ,  ... son vectores aleatorios (V.A'S) i.i.d. con  valores  en un espacio 

euclidiano P, con  una  función  de distribución común  denotado  por F ;  mientras 

@ : K X R" + X es una función  medible dada. Las ecuaciones (1.1) describen 

la evolución  del  proceso  en  una manera directa. Por otro lado, la probabilidad de 

transición para el  proceso (1.1) se determina por las siguientes  relaciones: 
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En esta tesis, vamos a  considerar  sólo  modelos  de  control dados por  ecuaciones 

recurrentes del tipo (1.1). 

1.2 Políticas de control 

Primero definimos  para t = O ,  1 ,  ..., los  espacios  de  las t-historias como  sigue: 

Para cada t ,  el conjunto Ht contiene todas las formas posibles en  que el proceso 

de  control puede evolucionar hasta  el tiempo t .  Por esta razón  llamaremos un punto 

de Ht que  es un vector de la forma: 

donde E A (zt) , como  una t-hist.oria. 

En términos  generales, una política de control o simplemente política (ver, 

definición 1.1) es una sucesión r = {rt } ,donde para  cada t ,  rt = rt (b) es una regla 

para escoger un control at E A (st) , si = (zo, u.,,, sl, al, ..., zt-l,  at- l ,  zt). Además, 

si una política  depende  sólo del iiltimo estado st entonces  decimos  que esta política 

es Markoviana. 

Definición 1.1 (ver [5,15,16,24]) Una política de control es  una  sucesión 

x = {rt}  tal que para cada t ,  rt es una probabilidad  transición  sobre A dado Ht tal 

que .~r, (A (xt) I h) = 1 para  toda historia ht E Ht.  
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El conjunto de todas las políticas lo  denotaremos  por II. En muchos cams el 

problema  de control óptimo para los  procesos (1.1) es  posible restringirse con una 

subclase particular de Il-de las políticas que  se  llaman políticas  estacionarias las 

cuales  son políticas Markovianas, y, además, determinístas, de manera precisa: 

Definición 1.2 (ver [5,15,16,24]) Se dice que  una política es estacionaria si ex- 

iste una  función  medible f : X + A con f (2) E A (2) para  cada z E X (llamada se- 

lector) tal que para t = O, 1,  ... ,xt (&) = f (zt) si k = ( ~ , ~ , z 1 , u 1 ,  ..., q - 1 ,  at- l ,q ) .  

En otras  palabras, en el  caso de una política estacionaria la medida 7rt (k) (definición 

1.1) está concentrada en el Único punto = f (xt) y por lo  tanto, si el  proceso en el 

momento t ocurre en el estado zt, entonces independientemente  de la historia antes 

de t ,  la  política  estacionaria dada  por f ordena  elegir  el  control = f (zt) E A (zt) . 

Para simplificar notaciones, en lo que  sigue  vamos a denotar la  política estacionaria 

dado  por la función f por este mismo  símbolo f .  Denotaremos por S la clase de todas 

las políticas estacionarias. E s  evidente  que S c n. 

Del teorema de Ionescu-Tulcea [2] para cada política 7r E Il y x un estado inicial 

del  proceso (i.e x0 = x E X ) existe una  distribución de probabilidad denotada  por 

e, que está definida  en  el  espacio  de  las historias del  proceso hasta t = m, tal que 

La esperanza con respecto a la probabilidad e será denotada  por E. Entonces, 

para x0 = x, T E Il está definido  el proceso estocástico {xt} {x:'"} que  llamamos 

proceso controlado . 
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Nota 1.2 Sean 2 E X un estado  inicial fijo y f E S una política estacionaria. 

Entonces  el  proceso  correspondiente denotado  por {$)} es un proceso de Markov, 

debido a (1.3) y a la definición 1.2. Además si el proceso está dado por (l.l), entonces 

la probabilidad  de transición de {#} se  define  por  las  siguientes fórmulas: 

1.3 Índice  de funcionamiento-costo promedio 

Para considerar  el problema de  optimización  de las políticas de control necesitamos 

definir un índice  de funcionamiento de  cada política, que va a servir como un criterio 

de optimización. Tal índice  puede  definirse  de  diversas maneras  (ver [24]), pero, en 

esta tesis usamos el costo promedio que se define  como: 

cuando  se aplica la  política 7r E Il dado  que el estado  inicial es a = 2 E X. 

El problema de control óptimo en costo  promedio consiste en encontrar una 

política T. E Il que satisfaga: 
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J (x) T.) = J. (x) := inf J (z, x) para  todo x E X .  
*En (1.6) 

La política que satisface (1.6) se le llama política  óptima en costo promedio. 

La función J. (x) , x E X ,  que describe un mejor funcionamiento  del sistema, Be le 

llama la función de costo óptimo. 

Nota 1.3 El teorema 1 del capítulo 4 afirma, que bajo las hipótesis  introducidas 

en  el capítulo 3, para  los  procesos  de control considerados, existen políticas óptimas 

estacionarias f*, i.e. tal política f. E S cumple  que 

J (x, f.) = J, (z) para  cada z E X.  (1.7) 

De (1.6) y (1.7) se ve  que  en este caso infr,n J ( z , x )  = inffEs J(x,f)  ) x E X.  

Por consiguiente, el análisis del problema de estabilidad de control  óptimo puede 

ser restringido a  la  clase S de políticas estacionarias. 
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CAPÍTULO 2 

PLANTEAMIENTO DEL 

PROBLEMA  DE  ESTABILIDAD 

CON RESPECTO AL COSTO 

PROMEDIO 

De nuevo,  consideremos  el  modelo  de  control de Markov  que está definido  mediante 

las  ecuaciones recurrentes (1.1): 

llamaremos al proceso controlado correspondiente (dado por (2.1)) "proceso real", 

para distinguirlo  del  siguiente "proceso aproximante" : 

17 
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Ambos  procesos (2.1) y (2.2) están definidos en el mismo  espacio de estados X ,  

de  controles A (ambos de Borel), con  los  mismos conjuntos de  controles  admisibles 

A (x), x E X ,  y, ambos tienen la misma  función  de costo por  una etapa c (x, u). Por 

otro lado  en (2.1) los V.A'S i.i.d. &, t = O, 1 ,... (con  los  valores en R") tienen la 

función  de distribución común F ,  mientras en (2.2) los V-A'S i.i.d. &, t = O, 1 ,  ... 

(con  los valores en R") tienen la función  de  distribución  común p. Interpretamos p 

como la aproximación  dada  a la función  de  distribución F conocida  incompletamente. 

Nota 2.1 La probabilidad de transición del proceso  de control (2.2), denotado 

por $, se  determina  de  forma semejante a (1.2): 

También,  para  cada política estacionaria f E S fija, se cumplen  las fórmulas 

análogas  a (1.4), pero para el  proceso  de  Markov { Z?} definido  según (2.2) por  las 

ecuaciones: 
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Introducimos  el  costo  promedio J(z, x) para  el  proceso de control (2.2) (análogamente 

a (1.5)). A saber, si para (2.2) se aplica la política 7r E ll con el estado inicial 

20 = 2 E X ,  entonces 

1 n-1 

Del mismo modo  como  en (1.6), la  política 5, se llama óptimo (en costo promedio) 

para  el  proceso de control (2.2), si F, satisface lo  que  sigue: 

- 
J (x, Z,) = J, (x) := inf J ( z ,  x), para  todo x E X. 

- 
*En 

Si, también fi E S y 

(2, x) = j* (2) para cada z E X , 

entonces  como en (1.7) decimos que f, es una política estacionaria óptima para 

el proceso (2.2). 

Nota 2.2 (i)  Para l a s  políticas  óptimas y óptimas estacionarias del  proceso de 

control (2.1) usamos las denotaciones x* y f,, como en l a s  definiciones (1.6) y (1.7). 

(ii) Observamos que, en general, J (x, x) # j ( z , x )  y J, (x) # x (2) ya  que las dis- 

tribuciones de (xt, at) y (Z t :  &) dependen,  respectivamente de F y F, por consiguiente 

son diferentes. 
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(iii) A pesar  de  que  usamos las políticas óptimas estacionarias f, y en las  defini- 

ciones  de este capítulo, la demostración de  su existencia la posponemos hasta en  el 

capítulo 5. 

Siguiendo a [8 ,9 ,10]  definimos  el índice de estabilidad promedio Ap como: 

Ap (2) := J (2, .L) - J (x, f.) (2.8) 

donde J (z, f,) es  el costo promedio  que  corresponde a la aplicación de la política 5 
para el  proceso  original (2.1), mientras J (z, f , )  = J, (x), es  el costo óptimo para este 

proceso. 

Nuestro  problema es demostrar la existencia de las políticas estacionarias óptimas 

f.,  f,, y establecer estimaciones cuantitativas de la estabilidad del  proceso (2.1) que 

garant3cen: Ap (x) + O cuando o (F,  F) + O para  todo x E X ,  i.e.  conseguir  una 

desigualdad  del tipo: 

con  una función cp tal que cp (w) ”-+ O si w ”-+ O. En (2.9) o denota la métrica  de 

variación total, cuya  definición la damos  enseguida. 
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Definición 2.1 Sean < y dvectores aleatorios en R” con las distribuciones F y 

F, respectivamente,  se  define la métrica de  variación total u por: 

(2.10) 

donde H es la  clase  de todas las  funciones  medibles h : R” + R, con  la  propiedad  de 

que  SUPWER” Ih ( 4 1  5 1. 

Una  definición  de u equivalente  a (2.10) está dado por (ver [25]): 

(2.11) 



22 



CAPÍTULO 3 

HIP~TESIS ACERCA DE LA 

CLASE  DE PROCESOS DE 

CONTROL CONSIDERADOS 

Primero introduciremos algunas hipótesis  generales  que  nos  sirven para  establecer la 

existencia de políticas óptimas estacionarias para los procesos de control (2.1) y (2.2). 

Hipótesis H.l 

(i) El conjunto A (z) es compacto para  cada  estado z E X. 

(ii) El costo c (x, a) en una etapa es acotado, a saber,  existe una constante k < 00 tal 

que: 

además la aplicación a + c (z: a) es  semicontinua inferiormente para cada x E X. 

(iii)  Las probabilidades  de transición dadas  en (1.2) y (2.3) son fuertemente continuas, 

23 
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i.e. para cualquier función g : X + R medible  y acotada, y x E X ,  las aplicaciones 

son  continuas  en A (x). 

Nota 3.1 Para  la verificación  de H.l (iii), es preferible tener algunas condiciones 

suficientes en  términos de  las  propiedades  de la función <p y las distribuciones de < y 

t e n  (2.1) y (2.2). Se conocen  algunas  condiciones  de este  tipo (ver [16, apéndice C]) 

que, en palabras generales, requieren la existencia de  densidades  ”suficientemente 

suaves”  de F y F. El ejemplo  del uso de tales condiciones las consideraremos  en  el 

capítulo 6. 

No es muy  probable esperar la existencia de  buenas cotas para Ap, sin  ninguna 

de  las  condiciones  que  aseguren la ergodicidad  de los procesos (2.1),  (2.2), cuando  se 

aplican las políticas estacionarias. Esta afirmación  se  apoya  por los contraejemplos 

en [8,9, lo], y también  por  razones  de  que el costo promedio J ( 5 , ~ )  (ver (1.5)) 

depende  fuertemente  del  comportamiento  de ( q ,  at) para t ”+ OO. Nuestras  hipótesis 

de ergodicidad se fórmulan en los  términos  de existencia de un estado x. E X exclusivo 

y la función  de  Lyapunov V ,  tales que  se  cumplen  condiciones llamadas ”condiciones 

de  deriva” (ver [18,23] ). 

Cuando  aplicamos  cualquier política estacionaria f E S a  los  procesos (2.1) y (2.2) 

recibimos, como se observó en las Notas 1.2 y 2.1 dos  procesos  de  Markov  dados  por 

las siguientes ecuaciones: 
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t = o, 1, ... 

t = o, 1, ... 

con algunos estados iniciales 2 0 ,  20, y las  probabilidades  de  transición  denotados 

respectivamente  por p ( S  I S ,  f (.)) y ji(. I m, f (.)) descritos  en l a s  Notas 1.2 y 2.1. En 

el  resto del trabajo denotaremos el proceso en (3.2) por {zf“}, y el  proceso  en (3.3) 

Hipótesis H.2 

Existe un estado 2, E X y un número 7 > O tales que  cumplen lo siguiente: 

Hipótesis H.3 

Existe una función no negativa V (2) y números  positivos a, b y S > 2, tales que 

las  siguientes  condiciones se satisfacen para cada política estacionaria f E S. 

Hipótesis H.4 

Las condiciones (i) y (ii) en H.3 son  válidas  para  el  proceso ( z l f ) }  , f E S, con 

una  función P y constantes positivas 6, E, pero, con la  misma constante S en H.3 (ii). 



26 

Nota 3.2 (i) Es importante subrayar que las constantes S ,  a, b, &, b, y las funciones 
- 

V y no  dependen  de la política f E S. 

(ii) Al análizar la demostración  del  teorema 2, dada en el capítulo 5, podríamos 

ver  que las  hipótesis H.2-H.4 se pueden  cambiar  por  las  mismas  condiciones,  pero 

para  su realización se requiere  no para todas las políticas estacionarias, sino  sólo para 

políticas de una subclase S, C S. Esta subclase puede ser arbitraria pero tal que 

S, incluya  las políticas óptimas f, y E. Así, la verificación  de las hipótesis H.2-H.4, 

para  procesos de control concretos, puede  simplificarse,  buscando una subclase S, 

suficientemente  pequeña. 

No obstante, si  en H.2-HA utilizáramos una subclase S, # S de políticas esta- 

cionarias,  entonces la demostración  del  teorema 1 en  el capítulo 5 ya no sería válida. 

Por lo tanto, en esta situación tenemos  que  postular la existencia de políticas óptimas 

estacionarias. 



CAPÍTULO 4 

RESULTADOS PRINCIPALES 

El primer  teorema justifica la existencia de políticas  estacionarias óptimas en costo 

promedio  (ver las definiciones (1.6), (1.7) y (2.6),  (2.7)). 

Teorema 1 Las hipótesis H.l,  H.2,  H.3,  H.4 son suficientes para la existencia de 

las políticas estacionarias f*, E E S óptimas, respectivamente,  para los procesos  de 

control (2.1) y (2.2). Además, bajo  estas hipótesis los costos promedios J (z,f) y 

(x, f) en (1.5) y (2.5) no  dependen  del  estado inicial si f E S. 

De  lo último, vamos a escribir J ( f )  en lugar de J (x, f )  y J ” ( f )  en  lugar  de J”(q  f ) .  

También, teniendo  en cuenta la definición (2.8) el índice de estabilidad promedio 

Ap (x) no  depende  de x E X ,  así escribiremos en lo que sigue Ap. El resultado más 

importante de este  trabajo se  da  en el siguiente teorema. 

Teorema 2 Suponiendo  que las hipót,esis H.l,  H.2,  H.3,  H.4 se satisfacen. En- 

tonces, para cualesquiera estados iniciales x0 y 20 de los procesos (2.1) y (2.2) se 

tiene: 
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donde k es la  cota para la función  de costo en H.l (ii), y N = N ( s , ~ ,  a, b, G , q  es 

una constante, que  puede calcularse mediante las constantes  involucradas  en H.2-H.4. 

Corolario 1 Bajo las  hipótesis  del teorema 1 el proceso de  control (2.1) es estable, 

a saber,  para cada  estado inicial del  proceso 

Ap ”+ O cuando (T ( F ,  F) + O . (4.2) 

Nota 4.1 (i) Según (4.1) la rapidez  de  convergencia en (4.2) depende  de la 

constante S > 2 involucrado  en la ”condición  de  momentos” en H.3 (ii), como  se 

puede  ver  en [19; 18, cap.51, el  valor  de S en H.3 (ii),  esta relacionado  con  ”momentos 

del tiempo de regreso al estado x,”, y, en  su turno, con la  tasa de  convergencia  en  el 

teorema de ergodicidad (ver, la demostración  del teorema 1 en el capítulo 5). 

(ii) (comentario  sobre la  constante N en (4.1)) El método de estimación  de N 

se puede obtener de  los resultados en [ M ,  caps.6,7]. Esta constante se  expresa por 

medio  de los momentos  de la  potencia S del ”tiempo de  cruce” de  los  procesos {xi’)} 

y {Zit)} vistos, posteriormente  en este  trabajo, como procesos regenerativos. El 

tiempo de cruce (ver [18, cap.61) es el tiempo de  primera  regeneración  común  de 

ambos  procesos { x $’I} y {$)} . Estimar los momentos  del  tiempo  de cruce, no es un 

problema  sencillo.  Sin  embargo, para procesos  de control concretos la  constante N 

puede  estimarse  por el método  dado en  [18] , por  lo menos  con  ayuda  de  un  programa 

para computadora. 



CAPITULO 5 

DEMOSTRACIONES 

DE  LOS  RESULTADOS 

5.1 Demostración del Teorema 1. 

Mostraremos  que el  teorema 1 es una  consecuencia  del teorema 2.6 en [12] y del 

lema  2.10  en [13], donde, se  afirma la existencia de políticas estacionarias  óptimas en 

promedio y  la  independencia del costo promedio  del estado inicial, bajo la hipótesis 

H.1 y algunas condiciones de Lyapunov sobre la deriva  del proceso cuando se  aplican 

las  políticas estacionarias. En nuestro  caso no  hemos supuesto tales condiciones  como 

en [12], sin embargo del análisis de la demostración  del teorema  2.6 en [12] , se  ve  que 

l a s  condiciones de Lyapunov mencionadas  se usan en [12] sólo para demostrar la 

siguiente propiedad de ergodicidad de los procesos controlables. 

Condición E.R. Existen una función  medible W : X + [O, 00) y constantes at, 

t = O! 1 ,  ... con CpY at < 00 tales que  para  cada política estacionaria f E S el  proceso 
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{zif’} con estado inicial x satisface la siguiente  condición  de  ergodicidad: 

donde x%) es  el  elemento  aleatorio con  valores  en X ,  que tiene la distribución  invari- 

ante qf para el  proceso {xi’)} a  saber  (ver  [23]): 

Nota 5.1 Es importante (ver  [12])  que W y at deben ser independientes  de la 

política f E S. 

Entonces, para demostrar  el  teorema 1 (aplicando  el  teorema  2.6  en  [12])  bas- 

tará verificar  que las hipótesis  H.2-H.4  implican la condición E.R. para los  procesos 

{d”} , {$)} , f E S. Vamos a  hacerlo  sólo  para { $} (ya  que {%in) se trata 

análogamente), usando el resultado  sobre  ergodicidad  de un proceso  de  Markov  re- 

generativo en [19]. Primero, entonces,  hay  que  verificar que  el  proceso {$)} (definido 

en (3.2)) con estado inicial x0 = x+ es un proceso de regeneración para  cada política 

estacionaria f E S. 

Definición 5.1 (El caso  particular  de [18, cap.71)  Un proceso  a tiempo discreto 

t = O, 1,  ... con estados en  un espacio  de  Bore1 2 se llama proceso regenerativo 

si existen variables aleatorias (v.a’s) i.i.d. T], 72, ... con  valores naturales, tales que  si 

q,, = Cy., r,, n = 1 , 2 ,  ... entonces, para cada n 2 1 ”La parte de la trayectoria” 
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no  depende  de a con t < q,,, y el  proceso T, tiene la misma  distribución  como la de 

En nuestro caso las v.a’s r,, serán  intervalos entre tiempos de  regreso  del  proceso 

{xif)} en el  estado  inicial x. = x,. Pero  antes, necesitamos  estudiar  las  propiedades 

del  tiempo de alcance r2,f en  el conjunto {x,}. Sean, ahora f E S y {xif)} el proceso 

como en (1.4), (3.2) con estado inicial x E X arbitrario fijo. Definamos: 

inf {t > o :.xif) = x,} 
G , f  = (5-3) 

O0 si no existe tal t . 
Lema 5.1 Existen constantes d , r  < 00 independientes  del  estado inicial x E X 

y la  política  estacionaria f E S tales que: 

(ii) 

I r  si x = x, 

donde V y CY fueron  definidos  en H.3. 

Nota 5.2 Las constantes d y r en (5.4) dependen  sólo de las cantidades en H.3, 

a saber, d = d ( S ,  a, b, V (x,)) , t = r ( S ,  a, b, V (z,)) , (ver teorema 2 en [18 cap.51). 

Demostración 

La desigualdad (5.4) se sigue como consecuencia directa del  teorema 2, sección 

5.2.1 en [18 cap.51. Lo último establece la desigualdad (5.4) usando las condiciones 

(ver [18, cap.51)  que  siguen  de la hipótesis H.3 . 
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Lema 5.2 Sea f E S arbitraria fija. Si  el  estado inicial del  proceso {x~”} es 2, 

como  en H.2, entonces {x!”} es un proceso regenerativo con  momentos  de  regreso  en 

el  estado x* como los momentos de  regeneración. 

Lo mismo se cumple  para el proceso {$’} . 

Demostración Definamos  (ver (5.3) y la definición 5.1) por inducción: 

Por el lema (5.1) (i)  las  v.a’s q1,q2, ... son finitos Pif.-casi seguramente,  haciendo: 

‘2 = 772 - 7717 73 = 773 - 772, m.. etc; 

entonces qn = EL1 ri, n = 1 , 2 ,  . .. . Mostremos que l a s  v.a’s enteras qn, dadas en 

(5.5) (momentos  de regreso del  proceso al estado S*), satisfacen la definición 5.1 (i.e. 

son ”momentos  de regeneración”). Se ve facilmente que qn es el tiempo de paro para 

{$I} (ver l a s  definiciones en [18 cap.51). Por otro  lado, cualquier proceso  de  Markov 

a tiempo discreto posee la propiedad fuerte de  Markov (ver [18,23]). Esto implica que 
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dado el valor xg), xif), con t < q n  no depende  de xff) con t 2 q n .  En particular, esto 

significa que las  v.a’s TI,T~, ... son  independientes.  Luego, por (5.5) (ver la definición 

5.1) 

Tn = {x,,  x,,n+l, x,,n+2, ....} , y la evolución  del  proceso {xi”} en los momentos q,,+ 

1, qn + 2, .. . se  determinan  únicamente  por la probabilidad  de transición p ( e  I S ,  f ( S ) )  . 

Lo mismo  se  puede decir para { zo (1) , z1 (1) , x2 (f) , ...} = {x,, x1 , x2 , ...} = To. 

(f) (f) 

(f) (f) 

Por 10 tanto, Tn y To tienen la misma distribución. 

Nota 5.3 La demostración  del  lema 5.2 para el proceso {Z~”} , f E S, es análoga 

a la anterior, pero  para realizarla, falta asegurar, como en el  lema 5.1 (i), que los 

tiempos  de  regreso  a x, son finitos con  probabilidad 1. 

Considerando , x  E X un estado inicial arbitrario fijo, definamos  como  en 

(5.3) lo siguiente: 

si no  existe tal t . 

Lema 5.3 Bajo H.4 se establece: 

(ii) 

La demostración. se hace del  mismo  modo  como la demostración  del  lema 5.1 . 
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Para aplicar  los  resultados  de  ergodicidad de [19] , es necesario  establecer  ”buenas 

propiedades aritméticas” de l a s  distribuciones  de  los tiempos de regreso en (5.3) y 

(5.6). 

Definición 5.2 Sea r una v.a que toma  los  valores naturales 1,2, ... , y sea G, su 

función  de  distribución.  Decimos  que G, EUhT(N,a), donde NE { 1 , 2 ,  , 3 ,  ...} , a> O 

si 

Aqui: MCD es la abreviatura  para  el ”máximo común divisor”, y UNP significa 

”uniformemente  no  periódica”. (ver [18 pag.1811). 

Lema 5.4 Bajo  la hipótesis H.2 las  distribuciones  de las  v.a’s T,,J y ?J.,f  en (5.3), 

(5.6) están  en la clase UNP(1,r). 

Demostración: En efecto 

por H.2 (i), lo  que  significa  que la distribución  de r=.,f está en UNP(1,r). 

Lo mismo es  válido  para TJ*,f . 

Para el siguiente  lema 5.5 necesitamos dar dos  definiciones acerca de  procesos de 

Markov a tiempo discreto generales  (ver [23]). Sea { z t }  un proceso de Markov en un 

espacio de Bore1 2. 
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Definición 5.3 Sea t,b una  medida a-finita en (2, B (2)).  El proceso { G} se llama 

$-irreducible si para  cada z E 2, B E B (2) con $ (B) > O, se encuentra un número 

n natural tal que 

Definición 5.4 El proceso {G) $-irreducible se llama Harris-recurrente7 si 

para cada C E B (2) con q5 (C) > O, P’ {z,  E C}) = 1 para  todo  estado 

inicial z E 2. 

Lo que  sigue es la última  preparación para aplicar el  teorema 1 de [19]. 

Lema 5.5 Bajo las hipótesis H.2, H.3 y H.4  para  cada f E S y cada estado 

inicial z, los procesos {xi”} , { $ i f ) }  en (3.2) y (3.3) son b,,-irreducibles, aperiódicos 

y Harris-recurrentes. Aqu’ 6,. denota la distribución de Dirac, a saber 

I 1 si x, E B 

O si 2, I$ B 
6,. (B) = 

Demostración 

Sea f una política estacionaria  arbitraria fija. Demostramos el lema  sólo para 

{xif)} (ya que  para {ZL”} el razonamiento  es el  mismo). De H.2 ( i )7  obtenemos que 

para todo x E X, B E B (X) 

En efecto, cuando x, 4 B o x # x, la parte derecha de (5.8) es cero. Por otro 

lado, si 2 = x, y x, E B. entonces la parte derecha  de (5.8) es y, y de H.2 (i) . 
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La desigualdad (5.8) nos dice que  el  proceso {zjf)}  es estrictamente aperiódico, 

y, por lo tanto, es  aperiódico (ver [23 cap.5  sección 5.4.31). 

Sea z E X el estado  inicial  de{xi’)}. Según el lema 5.1 el tiempo  de alcance rx,f 

al  conjunto {x,} es Pi -casi seguramente  finito.  Denotaremos  ahora este tiempo  por 

tl (2). Es claro que tl (2) es tiempo de paro, y, por la propiedad fuerte de  Markov, el 

proceso {z!~)} tiene después  de tl (2) la misma estructura probabilista como  después 

de t = O con el  estado  inicial 2 0  = x*. Otra vez aplicando el lema 5.1, aseguramos la 

existencia con P,f = 1 del  momento t 2  (x) - tl (x) tal que q2(=) = x, (de  hecho t 2  (x) - 

tl (x) tiene la misma distribución que rx.,f en ( 5.3 )). Al repetir estos argumentos, 

por  inducción!  establecemos  que: 

P,f (xif) = x, un  número infinito de  veces = ) 

\k=l n=k . 

para z arbitrario (así para todo x E X ) .  

Como P,‘ (tl (x) < m) = I se sigue  que existe u Le : n n 2  1 tal qu 

P,f (tl (x) = n) > o. (5.10) 
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Ahora, (ver, la definición  5.3 y la definición  de 6,. ), si b,, (B) > O, a d ~ n c e s  

x* E B ,  y por (5.10) 

Pi (zp E B I $1 = z) 2 Pi (zp = z* I z y  = z) = P.. ( t l ( 2 )  = n) > o 

lo cual demuestra que {z/n} es &,-irreducible. 

Acerca de Harris-recurrencia tenemos lo siguiente. Como a,, (C) > O significa  que 

x* E C, se sigue de (5.9) que: 

para cada z E A'. 

La última desigualdad establece que {z~"} es Harris-recurrente. 

Finalmente, para concluir la demostración  del  teorema 1,  volvamos a la condición 

E.R. Para cualquier f E S las desigualdades (5.4)) (5.7) y los  lemas 5.2, 5.4, 5.5 

aseguran la hipótesis del corolario del teorema 1 en [19], de lo último  se  sigue  que 

existe un elemento aleatorio zg) con la distribución invariante para p ( S  I f (.)) tal 

que, cuando el estado inicial es x, se tiene 

(5.11) 

donde S > 2 aparece en la hipótesis H.3 (ii), y W depende sólo del estado inicial (por 

medio  de V (x)) y de las constantes S :  y ,  d. Q:  T en los lemas 5.1 y 5.1. Por consiguiente, 

W en (5.11) no depende  de la política f E S! y como t l - s  < m. se  sigue  que la 

condición E.R se satisface. 
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Por 10 tanto, aplicando el  teorema 2.6 de [12] y el lema 2.10 de [13], establecemos 

la existencia  de la política estacionaria f+ óptima  para (2.1) y la independencia  del 

costo promedio J (x, f )  del  estado inicial x para cada f E S. 

De la misma manera demostramos la  existencia de la política f+ E S ópt.ima  en 
- 

costo promedio para el proceso  controlado (2.2), y además, el hecho: 

j ( z , f )  = q f ) ,  f E s. 

Así, el teorema 1 queda  demostrado. 

5.2 Demostración del teorema 2. 

De hecho, en el  párrafo anterior  hicimos la mayoría de las preparaciones  para estable- 

cer  el teorema 2. Los siguientes dos lemas  nos  permit.en  deducir la desigualdad (4.1) 

por  medio  de las  cotas conocidas  en  el  problema de comparación  (uniforme en t )  de 

procesos regenerativos. 

Lema 5.6 Si J (x, f )  = J (f) , J"(X, f )  = J " ( f )  los costos promedios  definidos  en 

(1.5), (2.5)  para los procesos controlables (2.1),  (2.2), entonces: 

(5.12) 

Demostración 
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Sean f * ,  E E S las  políticas  óptimas  del  teorema 1. Escribiendo Ap para Ap (2) 

en (2.8), (por  independencia  de z) tenemos  (ver ( 1.6 ), (1.7 ) y ( 2.6 ), ( 2.7 )): 

De (5.13), 

Lema 5.7 Bajo la hipótesis H.l (ii), 

Ap 5 2k sup sup o (xif)! Z i f ) )  ; (5.11) 

donde k es la const.ante  en H.l (ii) ,  mientras { xif)}! { Z r f ’ }  son los procesos de Markov 

definidos  en (3.2): (3.3) con los estados  iniciales xif’ = Z i f )  = X , .  

f € S  t>o 
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Demostración 

Debido a que J y no dependen  de x podríamos reescribir (5.12) como: 

luego por (1.5), (2.5) 

(5.15) 

(5.16) 

debido  a la definición (2.10). De (5.16) obtenemos 

por esta desigualdad y (5.15) obtenemos (5.14). 

Utilizaremos (5.14) para establecer (4.1) estimando  SUP^,^^ - ($) ,Z~f))  por unas 

cotas superiores que no dependen  de la selección de la política f E S. De nuevo, sean 

f E S m a  politica est.acionaria y {zi’)}, {Z!’)}, la pareja de  procesos  como en (3.2), 

(3.3) con estados iniciales x,. Primero  establecemos  una estimación de la distancia 0 

entre { xif)} y { Zi”} uniforme sobre un intervalo finito t = O ,  1, ..., T. 
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Lema 5.8 Para cada T = 1,2 ,  ... 

Demostración 

Previamente mostraremos que 

Si denotamos por pt ( B  I 2, f (x)) y j? ( B  I 2, f (z)) las probabilidades  de  transición 

por t etapas. respectivamente,  de los procesos (.if)} y { $)} , entonces 

P ($1 E B 1 2 0  =x)  = p “ B  I z, f (z)), 

P(Z~’)EB~zo=x)=~(B~2,f(z)),BEB(X),zEX. 

por la  ecuación de Chapman-Kolmogorov. Luego,  por el teorema  de Fubini: 



Ent,onces, el  últ.imo sumando en (5.19) es menor o igual que 

por la definición (2.10). 
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Reemplazando suphEH y supyEX por otro sumando en la parte derecha de (5.19)) 

obtenemos  que este sumando es 

ya  que f (y) E A (y) para cada f E S. 

Por consiguiente, 

It+l I o  ( 4 W ) )  + S U P z E X s U P a E A ( s ) ~ @ ( '  I z , a ) , F ( .  I zd4) 

que es la desigualdad (5.18). 

Las desigualdades (5.17) se  obtienen  de (5.18) por inducción  si  tomamos  en  cuenta 

que 

Lema 5.9 Para los procesos en (2.1) y (2.2) se  establece  que 

Demostración 

Para cada (z, a) E K definimos  la aplicación  medible GZ+ : R" -+ X mediante  la 

fórmula: Gr.= (u]) = @ (s.  a, w) , ZL' E F. 

Asi. ( ver. (1.2) y (2.3) ) para B E B (X) y x E X, a E ,4 (x) 



ya  que G;,: ( B )  E B (R”) para  cada 2 ,  a, B. 

Corolario 5.1 Si xi’) = Z i f )  = 2, entonces: 

(5.20) 

Falta hacer  el último paso para acabar la demostración de (4.1) en el teorema 2. 

En el lema 5.2, demostramos  que si zi’) = Zi’) = x,, entonces los procesos { XIf’ } 
y {53 i f ) }  son  procesos  regenerat,ivos  con ciclos de  regeneración distribuidos respecti- 

vamente como las  v.a’s ~ ~ , , f  y Tzz.,f definidos  en (5.3) y (5.6). Según  el  lema 5.4 las 

distribuciones de los ciclos de regeneración  pertenecen a la clase UNP(1, -y). Además, 

para  las  v.a’s rz,,f, ?=.,I se  cumplen l a s  desigualdades (5.4).  (5.7) (con las partes 

derechas  independientes de f E S). Todo lo dicho antes junto con l a s  desigualdades 

(5.20) aseguran las hipót.esis del corolario 1 (caso A), sección 7.4.2 en [18: cap.71. Este 

corolario da la  estimacih de la distancia u uniforme en t = O: 1: ... entre procesos 
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regenerativos que satisfacen las  condiciones descritas anteriormente. En nuestro caso 

este corolario garantiza que: 

(5.21) 

donde la constante N', debido a las estimaciones de los lemas 5.1, 5.3, 5.4 puede ser 

escogida  independientemente de las políticas f E S, y, además, puede ser estimado  por 

medio  de las  constantes en los lemas  mencionados. Por lo tanto, de (5.21) obtenemos 

la desigualdad: 

que junto con (5.14) da la desigualdad (4.1) en el teorema 2 (con N = 2N'): lo cual 

demuestra  lo  que  queríamos. 



46 



CAPÍTULO 6 

EJEMPLO DE UN SISTEMA DE 

ESPERA CON TASA DE 

SERVICIO CONTROLABLE. 

En este  capítulo discutiremos un modelo de control particular, con la idea  de ilustrar la 

posibilidad de aplicación de la estabilidad (4.1) y del  teorema  de existencia de políticas 

óptimas. Este ejemplo es un sistema  de espera de tipo general GI I GI I 1 I 00 con 

un servidor controlable, a saber, en la cual el controlador puede  elegir y variar la 

velocidad  del servicio de los clientes dependiendo  de los tiempos de espera en la cola. 

Por ejemplo,  las aplicaciones importantes  de sistemas de control de este tipo, en  redes 

de comunicación, se discuten en  [S! 271 . 

Normalmente,  el costo relacionado con un sistema de espera es una  función cre- 

cient,e del tiempo de espera y de la velocidad de servicio, mientras la reduccih de 

la velocidad resulta. como regla, un aumento de la  cola, y por eso crece el  tiempo 
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de  espera. El objetivo del  controlador es lograr "un  arreglo"  que  dependa  del  estado 

(tiempo de espera) corriente. No existen métodos para encontrar una política de con- 

trol óptimo  para sistemas generales GI I GI I 1 I 00 con las distribuciones arbitrarias 

de  los  tiempos  de  llegada  de clientes y del  servicio.  Un  enfoque razonable, para abor- 

dar el problema  de control óptimo,  es aproximar el sistema original por un sistema 

de control más sencillo, por ejemplo,  por el  sistema de espera M I M I 1 I 00 con 

las distribuciones exponenciales del servicio y de los intervalos entre llegadas. Para 

sistemas exponenciales  han  sido desarrollados algunos métodos  de control óptimo  (ver 

por ejemplo, [21]). Por lo tanto, si una política de control óptimo en el sistema aprox- 

imante M I M I 1 I oo se aplica para el control del  sistema original GI I GI 1 1 I 00, 

entonces  surge el problema  de estimación de la precisión  de tal aproximación. La de- 

sigualdad (4.1) se  puede  usar para estimar  la calidad de  aproximación  en  los  términos 

de la desviación  de las distribuciones en GI I GI I 1 I 00 de l a s  distribuciones expo- 

nenciales. 

Nuestra tarea en este capítulo es verificar para el  ejemplo  dado enseguida, las 

hipótesis H.l-H.4 y de ilustrar el modo  de uso de la desigualdad (4.1). 

Nota 6.1 El mismo  ejemplo fue usado en [13] con propósitos distintos. 

Los procesos  considerados  en este capítulo están definidos  en el  espacio de estados 

X = [O, oo), y en el conjunto  de controles .4! que es cualquier subconjunto compacto 

del  segmento (O: 131 tal que 8 E A. Supongamos  que  para  cada z E X el conjunto de 

controles admisibles  es -4, a saber! A (x) = A, X E [O, 00). 
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Los procesos  de  control están dados  por l a s  siguientes ecuaciones recurrentes: 

Q+l = (% + at% - &)+ , t = o, 1, ..., 

x0 = o; 

%+l = (%+&iit 4 ) ' )  t = o, 1, ...) 

z o  = o; 

donde: x+ = max { O ,  x} para XE R; (70, to) , (71, t1) , ... son V.A'S i.i.d.  en R2 con 

los componentes  no  negativos y con la función  de distribución común F, mientras, 

( i jo , fo )  , (ijl,t~) , ... son V.A'S i.i.d. en R2 con los componentes no  negativos y con 

la función  de distribución común F. Como  siempre  en este  trabajo, interpret.amos  el 

proceso (6.2) como la aproximación  al  "proceso real" (6. l), y, correspondientemente, 

como la aproximación  conocida  a F. 

Las ecuaciones (6.1) describen, en particular, el modelo de  control  de la tasa de 

servicio en un sistema de  espera  del tipo GI I GI I 1 I cx) con un único  servidor y 

tiempo  de  espera  no acotado. En este  caso  las variables que  aparecen  en (6.1) se 

inwrpretan como sigue: 

- zt denota el tiempo de espera en la fila del t-ésimo c1ient.e; 

- Q r  denota el valor  reciproco  a la velocidad de  servicio asignada  para el t-ésimo client,e; 

- atqt, denota el tiempo de servicio del  t-6simo cliente; 
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Así la v.a qt se interpreta como ”el volumen  de trabajo que  require  el t-ésimo 

cliente”; en  algunos sistemas qt puede ser,  por  ejemplo, la longitud de  un mensaje 

transmitido en  canal  de  una red de  comunicación; 

- & denota  el  tiempo entre llegadas del  t-ésimo al t + 1-ésimo cliente. 

Las variables en (6.2) se interpretan de la misma  manera. 

Para concluir! la descripción  de los sistemas  de control, falta introducir la función 

de costo  por una  etapa c (x, a) que se supone acotada por  una  constante k y semicon- 

tinua inferiormente  en a. 

Verificaremos  las hipótesis H.l-H.4 del capítulo 3 suponiendo para este ejemplo lo 

siguiente. 

Por sencillez, denotaremos por (<! q) el V.A. genérico con la distribución F y por 

ii> el V.A. genérico  con la distribución F. 

Hipótesis H.E.l 

(i) Las variables aleatorias y q son independientes y tienen las densidades p~ y pI, 

acotadas y continuas en sus soportes. 

(ii) Las variables aleatorias < y  ij son  independientes y tienen las densidades 4 y p;; 

acotadas y continuas en sus soportes. 

Hipótesis H.E.2 
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Hipótesis H.E.3 

Existen constantes 

(i) Eq" 5 d, E? 5 dl; 

(ii) ET 5 2, E? 5 ill. 

Nota 6.2 (i) La hipótesis H.E.2 expresa la condición  de  ergocidad  conocida (ver 

[18]) en el caso de aplicación de la política f = ( O ,  8 ,  8, ...) con  servicio  más lento Oqt .  

(sin tal condición zt "-f cm casi seguramente,  a saber, no  hay  el  régimen estacionario). 

(ii) En la hipótesis H.E.3 se afirma  que  los  s-ésimos  momentos de los tiempos  de 

servicio y de llegada son finitos. Desde el punto  de vista de la práctica esta no  es una 

condición restrictiva. 

Nota 6.3 La verificación de las hipótesis H.l-H.4 para  los  procesos  de control (6.1) 

y (6.2) se hace  del  mismo  modo, ya que  los  procesos satisfacen las mismas  condiciones. 

Por esta razón  sólo  lo  haremos para (6.1). 

Primero: las condiciones H. 1 (iii), han sido verificadas  para  el  modelo (6.1) en la 

proposición 5.4 en [13] . 

Luego, la hipótesis H.2 es la consecuencia  simple de  H.E.2. En efecto si  elegimos 

2, = O como estado exclusivo en H.2, ent.onces  tenemos  para  cada política f E S (ver 

(1.4)): 
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ya  que f (u) E A c (O, e ] .  

Devido a H.E.2 (i), existe un 7 > O tal que 

En efecto, si  suponemos lo contrario, 

entonces P (< - O q  5 O) = 1 lo que implica E (< - 67) 5 O,  

lo cual contradice H.E.2. 

Pasamos a examinar la hipótesis H.3 del capítulo 3. 

Proposición 6.1 Bajo l a s  hipót.esis H.E.2,  H.E.3 se cumple H.3. 

Demostración 

Al principio, observamos que existe una constante h > O tal que si 

<,, = min {h: [} , entonces E [ h  > 8Eq. 

De hecho, es evidente  que O 5 <h 5 (, <h --+ < cuando h + 00 y E[ < m. 

Entonces, del  t.eorema  de  convergencia  dominada de Lebesgue 

lo que establece la existencia de h con la propiedad (6.3). 



53 

Como anteriormente, elegimos x, = O E X ,  además definamos "la función  de 

prueba'' V : [O, 00) + R como  sigue: 

O si x = O  

x + h  si x > O  

donde el número h es de (6.3). 

Sean f E S y x # x, (es decir, x > O) una política estacionaria y un estado inicial 

arbit'rarios fijos. Denotaremos a = f (x). Por (1.4) 

debido a los hechos: -& 2 -<; y las funciones xi y V son no decrecientes. 

Luego de (6.4) y (6.5) 
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porque P (D) + P (D“)  = 1 para cualquier  evento D. 

Pues 

Luego  por (6.3) 

Comparando (6.7) y (6.8) establecemos que 

I (x) 5 E (ay - 6 h )  * 

Pero a. 5 6 por la definición de A, entonces  de (6.3): 



Por consiguiente, si hacemos a = -E (677 - [h) , entonces (Y es positivo y no 

depende de t E [O, cc) . 

Entonces, por (6.9)  SU^^,^ I (2) 5 -a lo cual  significa  que se cumple la condición 

H.3 (i). 

Respecto de la condición H.3 (ii), hacemos  lo  siguiente. 

Se conoce bien  que 

b + b]" 5 (la]' + lbl') , para S 2 1, a, b E R. 

(6.10) 

(6.11) 
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Entonces, de (6.10) obtenemos 

I (x, f) 5 2'"' { [x3 + ha] P (5 2 x) + a"Eqs + E<"} 

I 2""x"P (t 2 x) + 2"" {h" + PEq" + Et"}. (6.12) 

Por H.E.3 (i), Eq" y E<" son hitos ,  en particular que x"P (t 2 x) + O cuando 

x -+ 00. En vista de (6.12) esto significa  que ~ u p , , ~ I  (x, f) es acotada por  una 

constante que no depende  de f E S. 

Finalmente, para probar la hipótesis H.3 (ij), establecemos que supf,, 1 ( O ,  f )  < 00. 

Como V (O) = O, se sigue: 

porque  (como  en (6.11)) la + b + c 1" 5 r ( S )  {la]" + lb\" + IcI"} con un número r ( S ) .  

La part,e  derecha  de (6.13) no  depende  de f E S. En consecuencia, el proceso 

controlable (6.1) satisface la hipótesis H.3. 

La proposición 6.1 queda  demostrado. 
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Los argumentos  descritos hasta de la proposición 6.1 y de esta proposición  misma 

justifican que  todas  las hipótesis de esta  tesis se satisfacen para l o s  procesos cotro- 

lables (6.1) y (6.2). Por consiguiente, podremos aplicar los  teoremas 1 y 2 para  estos 

sistemas. Según  el  teorema 1 existen l a s  políticas estacionarias óptimas en promedio 

para los procesos (6.1) y (6.2), mientras, debido a1 teorema 2 para estos procesos 

se  puede aplicar la desigualdad  de estabilidad (4.1). Veremos  que para el presente 

ejemplo (4.1) puede  ser escrito en la forma siguiente, más adecuado  para  cálculos 

prácticos : 

la desigualdad (6.14) es consecuencia  de (4.1) y de lo siguiente. (ya que (a + b)@ I 

aB+ bP para  cada a,b> O ,  p 5 1). 

Lema 6.1 

(6.15) 

Demostración 

Por independencia  de y 7 , también, de f y obknemos para las densidades de 

F y F que p(Cer9j = pep9 y p(z,;;> = PCP;;. Se conoce bién (ver por ejemplo, [7, vol.II]) 

que para las distribuciones con densidades la  distancia de  variación total se  representa 

como: 

- 
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Entonces,  sumando y restando pe (w1) p;i (w2) , se  obtiene: 

Ahora,  como ilustración, hallemos las cotas  superiores  para la  parte derecha  en 

(6.15) en el  caso particular siguiente: 

(i) las v.a's q y íj tienen las distribuciones  uniformes,  respectivamente,  en [O,r] 

[O: r + E] ; 

(ii) las \-.a's < y < tienen las distribuciones  exponenciales,  respectivamente!  con 

parámetros ,u y p + E. 

Aquí r > O ,  p > O son números  dados, y E 2 O es un "parámetro pequeño"  que 

representa  "precisión  de  aproximación". 

Por cálculos directos: 

(6.16) 
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donde 

& I -  
P 

Desarrollando  del  mismo  modo 

se  puede  ver  que 

12 5 -. E 
P 

(6.18) 

(6.19) 

Junt.ando (6.14): (6.15). (6.17)-(6.19) establecemos  que: 

A < 2+ki3r [re + P?] ET. 8-1 

P -  
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CAPÍTULO 7 

CONCLUSI~N Y ALGUNOS 

PROBLEMAS ABIERTOS 

En esta tesis se  buscaron l a s  condiciones  que  permitieran establecer una  desigualdad 

de estabilidad con "tasa de  convergencia  suficientemente buena". Los resultados  son: 

Hipótesis  formuladas  en términos de  los  s-ésimos  momentos  de la "deriva" de  los  pro- 

cesos: y, una cota superior para el  índice de estabilidad en costo promedio  (ver (4.1)). 

Las hipótesis dadas, también, permiten demostrar la existencia de políticas óptimas 

estacionarias. E n  contrario a algunos resultados establecidos, nuestra  desigualdad de 

estabilidad es aplicable  no  sólo  cuando  los  procesos  tienen la propiedad  de  "ergodi- 

cidad geométrica", sino también, cuando admite procesos  con "tasa de  ergodicidad 

con  una potencia S - 1 7 7 .  Por otro lado, si la potencia S en  la  hipót.esis H.3 (ii), es 

suficientemente grande, entonces la potencia y en la parte derecha  de la desigualdad 

(4.1) puede ser cercana a 1 ,  lo cual: da  sentido a la frase  del inicio de este  párrafo: 

"tasa de convergencia suficientemente buena". 
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Discutiremos  brevemente algunos problemas  que no se abordan  en este trabajo, 

pero  que  aparecen  lógicamente  como desarrollo de  los resultados obtenidos. Parece 

interesante desarrollar un programa  para  computadora  que  pueda calcular cotas supe- 

riores  para la constante N en (4.1). El paso siguiente puede  ser escribir un programa 

que estime la precisión de la cota (4.1) en  los sistemas de control particulares. i.e. 

por un lado calcular la parte derecha  de la desigualdad (4.1), por otro lado, para 

algunos ejemplos calcular el  valor exacto del índice de estabilidad Ap; después  com- 

parar estas dos cantidades. Calcular exactamente los costos promedios J (f.), J (E), 
y , por consiguiente, el valor  de Ap ; esto último es  posible, por ejemplo, para algunos 

modelos  de control de  invent~ario (ver [26], donde, se obtuvieron las  fómdas para  las 

políticas estacionarias óptimas). 

Otro  problema abierto consist,e  en relajar las condiciones en las hipótesis H.2-H.4. 

Parece, que la  existencia de un estado fijo ! con las propiedades descritas en H.2-H.4, 

es  una condición  demasiado  restrict.iva. A pesar,  de que esta condición se satisface 

para  algunos  modelos  de control: como  por ejemplo, en un sistema de espera, en 

inventarios, en presas, etc; esta condición no se cumple, por ejemplo, para modelos 

lineales  del tipo (2.1) (i.e. con la función @ lineal, ver [22,23]). Una idea  razonable 

es tratar de cambiar H.2 por algunas condiciones  de recurrencia, y, también,  tratar 

de reemplazar {x,} en H.3 por un "conjunt,~ pequeño" (ver [23]). 

E s  bien conocido, que en varios sistemas de cont.rol (lineales, de espera,  etc.) es 

más conveniente escribir los costos por  etapa c (x, u) mediante  funciones  no acotadas. 

Los trabajos [3.10] contiene algunos resultados sobre  estabilidad en  promedio  con 
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costos no acotados, pero, estos resultados en algunos  sentidos  son insatisfactorios. 

Por est.a causa, es interesante extender las  hipótesis y los resultados de esta tesis a 

procesos  con  costos  no acotados. 

El problema  de  generalizar  estimaciones  de  la estabilidad, a otras clases de  pro- 

cesos  controlables  (por ejemplo, semi-markovianos)  puede  considerarse también. 
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