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Resumen

En este trabajo se presenta una comparacion entre dos métodos de integracion
numeérica con los cuales se pueden obtener las propiedades termodinamicas a partir de
datos de velocidad del sonido. Las propiedades estudiadas, en la fase gaseosa y a
temperaturas super-criticas, son el factor de compresion, la capacidad calorifica a
volumen constante y el coeficiente Joule-Thomson. Ambos métodos integran la
ecuacion que liga ala velocidad del sonido con el factor de compresion aunque, en uno
se emplean condiciones inicialesy en el otro condiciones de frontera. Para realizar una
comparacion apropiada de ambos métodos, se calculan las desviaciones de sus
resultados numeéricos contra una misma ecuacion de estado analitica; de esta Ultima

también se suministraron los datos necesarios.
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Capitulo 1.

| ntr oduccion.

En la actualidad uno de los principales objetivos de la termodinamica es el de
construir ecuaciones de estado para obtener propiedades termodindmicas de fluidos; en
la mayoria de los casos las ecuaciones de estado se obtienen en forma analitica a partir
del guste de datos experimentales, aunque también se pueden obtener de forma
numérica como es €@ caso de esta tesis. Las propiedades caléricas son de gran
importancia en aplicaciones industriales y en la investigacion basica; por lo tanto, no se
puede degjar de lado la obtencion y el estudio de las capacidades calorificas ya sea a

presion o volumen constante.

Una alternativa para obtener las capacidades calorificas o la ecuacion de estado de
alguna substancia de interés, es utilizar datos de velocidad del sonido. Estos ultimos se
miden con extraordinaria precision gracias a éxito que han tenido las técnicas aclsticas
en los ultimos 17 afios (Moldover y col. 1985; Estrada-Alexanders y Trusler 1997;
Truder y Zarari 1992; Dutour y col. 2000; J.J. Hurly 2000). Hasta la fecha se han
realizado varias propuestas para explotar la gran precision de las mediciones acugticas
en ladeterminacién de propiedades termodinamicas (ten Seldam y Biswas 1991; Riazi y
Mansoori 1993; Daridon y col. 1994; Shabani y col. 1998; Dutour y col. 2000; Hurly
2000; Estrada-Alexanders y Trusler 1996); pero solo algunas propuestas consiguen
hacer un andlisis termodindmicamente consistente. En la literatura encontramos
diferentes formas para obtener propiedades termodinamicas a partir de velocidad del
sonido. Dentro de esos esquemas encontramos a menos cuatro diferentes propuestas



como son: (a) proponer formas funcionales para el factor de compresion, para las
capacidades calorificas o0 para ambos, como funcion de la temperaturay de la densidad
o delapresion; (b) e uso del desarrollo virial ya sea aclstico o volumétrico, y en donde
los coeficientes se gjustan por medio de datos experimentales de velocidad de sonido y
de alguna otra propiedad termodindmica como la capacidad calorifica a volumen
congante; (¢) aguellas en las cuales ademas de hacer uso del desarrollo del virial
acustico o volumétrico, proponen algun tipo de forma funcional para el factor de
compresion o para las capacidades calorificas; (d) y por ultimo, las propuestas en las
gue no se presume alguna forma funcional sobre las propiedades termodinamicas ni se
usa el desarrollo virial. Por giemplo, en el caso del desarrollo virial encontramos a Riazi
y Mansoori 1993; ellos obtienen el factor de compresion para metano a partir de datos
de velocidad del sonido y del guste de coeficientes tanto para € desarrollo virial
volumétrico del factor de compresion, asi como para la ecuacion de estado modificada
de Lennard-Jones. La regiéon de estudio comprende desde la curva de saturacion hasta
500 K en el caso de la temperatura y desde 0.01 hasta 20 MPa en €l caso de la presion.
El resultado que obtienen para €l factor de compresion para metano es de 0.5% para el
promedio de las desviaciones con respecto a datos experimentales. Por otra parte, en los
casos en los cuales no se realiza la propuesta de aguna forma funcional encontramos a
Estrada-Alexanders y Trusler 1996; ellos obtienen numéricamente el factor de
compresion y las capacidades calorificas para argén, con una incertidumbre no mayor
gue 0.025% para d factor de compresion y de 0.2% para las capacidades calorificas
fuerade laregion critica.

A la fecha, uno de los métodos mas precisos para obtener las superficies tanto de las
capacidades calorificas como de la ecuacion de estado de una substancia a partir de
datos de velocidad del sonido es el propuesto por Trusler y Zarari 1992, y extendido por
Estrada-Alexanders y col. 1995. En este método no se rediza ningun tipo de suposiciéon
funcional para las propiedades termodinamicas estudiadas y es un méodo de

integracion numérica con condiciones iniciales (MCI).



En esencia, el MCI propone una integracion numérica de las ecuaciones que ligan a
la velocidad del sonido con el factor de compresiéon y con la capacidad calorifica a
volumen constante. Las ecuaciones resultantes conforman un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales acopladas y no-lineales. El método consiste en
integrar este sistema de ecuaciones diferenciales en una region donde se tienen datos de
la velocidad del sonido usando dos condiciones iniciales. Estas condiciones iniciales
son datos del factor de compresion y su primera derivada parcial con respecto a la
temperaturaa lo largo de una isoterma supercritica pero cercana a la temperatura critica
de la substancia. Sin embargo, después de realizar un andlisis del MCl, se encontrd que
los valores de las capacidades calorificas y del factor de compresion se ven perturbados
por un comportamiento ondulatorio que se acentGia al ir incrementando la temperatura'y
la densidad. Este comportamiento no tiene ninguna justificacion desde el punto de vista
termodindmico; ya que las superficies de las capacidades calorificas y del factor de
compresion son suaves y sin ondulaciones. Los detalles de la integracion se encuentran
en la literatura (Estrada-Alexanders y col. 1995) y una breve explicacion se darda mas
adelante.

Debido a los resultados obtenidos con el MCI, la intencion de esta tesis es buscar un
método de integracion que sea confiable y que no propague incertidumbre en las
propiedades termodindmicas en forma apreciable provenientes de errores en las
condiciones sobre Z o en errores en lavelocidad del sonido wu.

El método que aqui se propone lo denotaremos como el método de condiciones de
frontera (MCF). EI MCF no supone ni propone ninguna forma funcional sobre la
ecuacion de estado del factor de compresion y por supuesto tampoco sobre la forma
funcional de la capacidad calorifica a volumen constante; ademés el método de
integracién no afecta la precision de las propiedades obtenidas a partir de los datos
experimentales de velocidad del sonido. A diferencia del MCI, el MCF no necesita
como condicién de frontera ninguna de las derivadas del factor de compresion, lo cual
no compromete ni la precision de los datos ni de los resultados. Lo mas importante es



gue el MCF elimina las ondulaciones que aparecen en la superficie del factor de

compresion y de la capacidad calorifica a volumen constante obtenidas con el MCI.

El contenido de esta tesis esta dividido en cinco capitulos y en cada uno de ellos se
describe de forma detallada cada una de las diferentes etapas que constituyd el
desarrollo del MCF. A continuacion se describe a grandes rasgos el contenido de cada
uno de estos capitulos.

El capitulo dos comienza con la forma de obtener las ecuaciones que relacionan el
factor de compresion y la capacidad calorifica a volumen constante con la velocidad del
sonido, y de las cuales se obtiene el sissema de ecuaciones diferenciales no-lineales
acoplado que se resuelve; posteriormente se muestra la manera de obtener el coeficiente
Joule-Thomson, una vez que se conoce el factor de compresion y la capacidad calorifica
a volumen constante; y por ultimo, se describe brevemente cada una de las ecuaciones
de estado que se utilizaron para comparar los resultados obtenidos con los métodos de
integracion.

En el capitulo tres se da una breve descripcion del MCI, asi como de los resultados
obtenidos por este método; enseguida se describe la formulacion del MCF; y
concluimos el capitulo explicando cada una de las etapas que constituyeron el desarrollo
del cddigo con €l cual se integra el sistema de ecuaciones diferenciales obtenido en el
capitulo dos.

En e capitulo cuatro se muestran los resultados obtenidos con el MCF para la
superficie del factor de compresion, la capacidad calorifica a volumen constante y el
coeficiente Joule-Thomson; asi como las respectivas desviaciones del MCF con
respecto ala ecuacion de estado utilizada.

Finalmente en el capitulo cinco se presentan las principales conclusiones de este
trabajo; asi como las perspectivas a corto y largo plazo.



Capitulo 2.

Propiedades Termodinamicas para un
Fluido.

2.1 Relacion entre la velocidad del sonido y € factor de
compresion.

En esta seccion se obtiene en forma detallada el sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales que ligaa la velocidad del sonido con el resto de las propiedades
termodindmicas y que se resuelve de forma numérica. Se pone particular atencion a las
ecuaciones que relacionan el factor de compresion, la capacidad calorifica a volumen
constante y el coeficiente Joule-Thomson con la velocidad del sonido. Cabe sefialar que
las relaciones termodindmicas aqui utilizadas son vélidas para cualquier substancia en
estado fluido (liquido y gas).

La velocidad del sonido u para un fluido de una sola componente que esta a una

presion p y unadensidad de masar (masam por unidad de volumen V) se define como,

I-1-O:

2 _ &P
u _g‘ﬂr =, (2.1)

&

en donde S es la entropia del fluido. Para integrar la ecuacion (2.1) en la region donde
hay informacion sobre u conviene redizar una serie de transformaciones
termodinamicas; es decir, se cambia la direccion de la derivada parcial de la presién con

respecto aladensidad a lo largo deisotermas.



Para cambiar la direccion de la derivada parcial de (2.1) a lo largo de isotermas

comenzamos por utilizar larelacion ciclica siguiente,

SO & Q Al 9 2.2)

O o
-1= +
'ﬂpﬂfg il eg,e'ﬂsﬂp

De la ecuacion (2.2) se despeja la derivada parcia de la presién con respecto de la
densidad a entropia constante y €l resultado se sustituye en la ecuacion (2.1), con ésto
obtenemos una relacién para la velocidad del sonido en términos de las derivadas

parciales de la entropiaa presion y densidad constante,

(2.3)

Utilizando la regla de la cadena tenemos que las derivadas parciales de la entropia se

pueden expresar como,

SO _adSo T O (24)

en donde T es latemperatura.

Por otra parte, sabemos que la capacidad calorifica a X constante (C,) se define

como,

C, TadEQ (2.5)
eﬂT @

donde X representaalapresion o a volumen V del fluido.

Haciendo uso de egta definicion y sustituyendo (2.4) en (2.3), encontramos la

relacion siguiente para U,
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(2.6)
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e
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Utilizando nuevamente la relacion ciclica para la derivada parcial de la temperatura
con respecto a la densidad a presion constante y sustiyendo €l resultado en la ecuacion
(2.6) obtenemos la expresiéon de u? en términos de Cy, C, y los cambios de presion y

densidad a lo largo de isotermas,
?]p% . (27)
1%

Por otra parte, la diferencia de las capacidades calorificas de un fluido satisface la

relacion,

C,-C, = ?N 8‘*]9 (2.8)
Mg

gllo

De la ecuacion (2.8) despejamos C, y lo sustituimos en (2.7) para obtener la

siguiente ecuacién parau? entérminosdelap, r, T, Vy Cy dada por,

. _ 2
aunque sabemos quer y V no son independientes entre si.
Introducimos la densidad de cantidad de substanciar , definida por,
[ o % , (2.10)

en donde n esla cantidad de substanciay observamos quer se puede expresar como,
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(2.11)

<I3

en donde M es la masa molar del fluido.

Considerando lo anterior, expresamos la derivada parcia de lapresion y del volumen

respecto ala densidad a temperatura constante como,

79 & 9 1efpo
rE,r ‘ﬂ E,r Mg‘ﬂrngr

(2.12)

y de (2.11) obtenemos que,

2 S (2.13)
% Mr

n

v

Sustituimos estas expresiones de las derivadas parciales en (2.9) para obtener la

siguiente ecuacion para U?,

.. .2 .2
Muz=FP 2  TvEel 9edipg (2.14)
ﬂrnﬂ— C\/ rnﬂeﬂTﬂ'n

Hasta agui tenemos la ecuacion para u? en términos de p(T, ry) y de C(T, ry); €l
siguiente paso es adimensionar la ecuacion (2.14) introduciendo el factor de compresion

Z como funcionder,y T,

Z(T,r )= pg,ar) , (2.15)

n

en donde R es la constante universal de los gases.



Se prefiere trabgjar con Z en vez de p basicamente por dos razones; en primer lugar
porque Z es adimensional y en segundo lugar porque Z es muy cercana a la unidad para

gasesy facilita el analisis numérico.

De la ecuacion (2.15) expresamos a p en funcion de Z y tomamos las derivadas
correspondientes en términos de Z para sugtituirlas en (2.14), de lo cual obtenemos una
expresion para U’ sin dimensiones como funcién de Ty r,, € factor de compresion
Z(T, ry) y la capacidad calorifica molar a volumen constante Cy (T, rn) = CAT, ry)/n
dada por,

RS
an

(2.16)

Muz_ , &z
rr 7o,

@>%CD\
+
—
3
<@ ey el

+ R
Com

Q-IIO

en donde (2.16) es la primera ecuacion del sistema acoplado que se va aresolver.

La segunda ecuacion se obtiene de la siguiente forma; de la ecuacion (2.5) sabemos

que,

&S o
T 2.17
< eﬂT a 1

y debido a que S es funcidon de punto, se cumple que su diferencial es exacta y por lo
tanto,
1S _ 1°S

= . (2.18)
T gV

Al tomar la derivada parcial de (2.17) respecto a volumen y utilizando (2.18)

tenemos la siguiente expresion,

(2.19)



La ultima derivada parcial en (2.19) se puede expresar en términos de p al utilizar la
siguiente relacion de Maxwell,

&S0 _odp 9

L = = . 2.20
gﬂV g el g (220
Con ayuda de la ecuacion (2.20) obtenemos que,
AG0 g lg&ﬂ 0 (2.21)
Vg MéMTa

Finalmente, en la ecuacion anterior sustituimos Z en lugar de p y calculamos las

derivadas parciales necesarias y recordando el resultado de (2.13) obtenemos,

& 25 =
ﬂcvmg _R éZTéaEQ +TZaT Zzg a. (222)
Toa T.g eMMa, &g g

Las ecuaciones (2.16) y (2.22) forman un conjunto de ecuaciones diferenciales
acopladas en derivadas parciales no-lineales, sin que hasta la fecha sea conocida alguna
solucion analitica. Sin embargo, es posible obtener una solucién numérica Unica en la
region donde existan datos de u(T, r,), Si se cuenta con condiciones de frontera o
condiciones iniciales y sin necesidad de proponer ninguna forma funcional especifica de
laecuacion de estado Z(T, r ) 0 Cum(T, rn).

Mas aln, al resolver las ecuaciones (2.16) y (2.22) se pueden obtener todas las deméas
propiedades termodindmicas de interés de manera consistente, al menos en forma
numeérica.

Cabe mencionar que las ecuaciones (2.16) y (2.22) son casos generales para

cualquier fluido; sin embargo, en estatess se estudiara como caso particular al argén en
estado fluido.

10



2.2 Coeficiente Joule-Thomson.

En la seccidon anterior se menciond que a partir de la solucion de (2.16) y (2.22) se
pueden obtener todas las propiedades termodindmicas al menos de forma numérica. En
esta seccion se dard un gemplo de la forma de encontrar una de las propiedades

termodindmicas, como es el caso del coeficiente Joule-Thomson ().
Para mostrar lo anterior, partimos de la diferencial de entalpiadH que esta dada por,

dH =TdS+Vdp, (2.23)

y de la relacién conocida como segunda ecuacion TdS para un fluido (Garcia Colin
1995),

TdS=C,dT - TVb dp, (2.24)

en donde b es el coeficiente de expansion volumétricay esté definido por,

1A8Vo
bo —c==<. 2.25
VETT 5, (223)

Sustituimos (2.24) en (2.23) y obtenemos la siguiente expresion para dH,
dH =C_dT +V(1- Tb ) dp. (2.26)

El coeficiente Joule-Thomson se define como,

11
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Vv
m C—D(Tb -1, (2.27)

§IIO

el cual se obtiene directamente de (2.26) si igualamos esta ecuacion a cero, pararealizar
un proceso a entalpia constante, y despejamos la derivada de T respecto ap.

Ahora utilizamos larelacion ciclica en (2.25) para escribir b entérminos de Z y de sus

derivadas, con lo cual encontramos que €l coeficiente de expansion volumétrica tiene la
formasiguiente,

Z+T8ﬂ_zrg T
e
b=-% o (2.29)
Téz +r nae'ﬂz 2 T
-3
al sustituir (2.28) en (2.27) obtenemos la relacion siguiente param
2 AZ 6 Mz 6 0
v ?8 a, "85
m= - _“* 23 (2.29)

Para obtener el coeficiente men funcién solamente de Z, las derivadas de Z y de la
velocidad del sonido, escribimos el Cp, i, dado por (2.8) de la siguiente forma,

2

0
Rgz +TaE9 +
ﬂ
60
2

§Z+r —i ;
n &

(2.30)
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Al sustituir (2.30) en (2.29) y acomodar términos tenemos la representacion para

mdada por,
E—ergéTZQ or ?1299
&TT RS g
m=— a. %o . (2.31)
& E OO RS 20 O
g gﬂrnéfrb é e'ﬂTﬂrnﬂH

En esta expresion aparece explicitamente Cy,, Y €s muy simple escribirla en términos

de lavelocidad del sonido u.

Para conseguir esto Ultimo, conviene definir una funcion adimensional F, la cual se
utilizarden €l resto de latesis y esta dada por,

u(T,r . )>M
F(T,r ) —-" 2.32
(T.r,) o7 (232)
Entonces de la ecuacién (2.16) podemos escribir el Cym como,
R(Z+TZ,)?
= , 2.33
Cm F(Z+1.2,) (2.33)

en donde Z, es la derivada parcial de Z respecto a la densidad molar a temperatura

constante y Zt es la derivada parcial de Z respecto a la temperatura a densidad molar
constante. De aqui en adelante, cuando aparezca r como subindice se entendera que la
derivada parcial es respecto ar n; esta convencion de los subindices se mantendra asi por

el resto delatesis
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Al substituir (2.33) en (2.31) y agrupar términos obtenemos que mse puede expresar

como,

Z--r ZYF-2-1 Z
m:(T T n r)( > n I’). (2.34)
r RF(Z+TZ,)

Por lo tanto, una vez que se tienen datos de velocidad del sonido y se ha calculado €l
factor de compresion en la region de interés, se pueden obtener las propiedades

termodinédmicas del fluido en forma numérica, como es el caso ddl coeficiente m

2.3 Ecuacionesde Estado Empiricas para un Fluido.

El propdsito principal de cualquier ecuacion de estado (EDE), es la de poder predecir
el comportamiento de las propiedades termodinamicas de las substancias con cierta
precision; estas ecuaciones de estado las podemos catalogar en dos tipos: (a) empiricas y
(b) tedricas; las ecuaciones de estado empiricas se pueden obtener de forma analitica o
de forma numérica. Debido a que el estudio que se redliza en este trabgjo es de tipo
fenomenoldgico, nos concentraremos en las ecuaciones de estado de tipo empirico. Entre
las ecuaciones de estado empiricas con forma analitica, encontramos a las llamadas
fundamentales; este tipo de ecuaciones se obtienen de forma explicita en las variables
independientes y estan basadas en algun tipo de energia libre. Este tipo de ecuaciones
son muy confiables, ya que por ser potenciales termodinamicos es f&cil obtener el resto
de las propiedades termodindmicas mediante el proceso de derivacion. Por lo general
este tipo de ecuaciones se obtienen al gjustar diferentes propiedades termodindmicas a

formas funcional es especificas de presion, temperatura o densidad.
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Lafinalidad de esta tesis es la de encontrar de forma numérica la ecuacidn de estado
para fluidos con gran confiabilidad; y por supuesto, poder obtener el resto de las
propiedades termodindmicas de interés a partir de esta ecuacion de tipo numérico.

Para lograr ésto, los resultados de la integracion numérica del MCl y del MCF se
comparan contra dos distintas ecuaciones de estado empiricas para argon Stewart y col.
1981, y Tegeler y col. 1999.

La primera ecuacion de estado utilizada para comparar ambos métodos fue la de
Stewart y col. 1981. Esta ecuacion fue utilizada por Estrada y col. 1995 ya que era la
Unica EDE de amplio intervalo disponible para argon y por supuesto la mas reciente
hasta esa fecha. Por otra parte, debido a que se estan comparando ambos métodos de
integracion, se decidio utilizar esta misma ecuaciéon de estado como punto de partida

parael MCF y de esta manera poder realizar una comparacion justa entre métodos.

La EDE de Stewart y col. 1981 es una ecuacion de estado explicita para p como
funcion de T y r. En esta ecuacion las variables independientes si tienen dimensiones,
por lo tanto hay que prestar atencion en el mangjo de las unidades para calcular
apropiadamente otras propiedades termodindmicas. La ecuacion de Stewart y col. 1981
se construy6 utilizando propiedades térmicas de una sola fase y la curva de saturacion
de liquido-gas. Sin embargo, esta EDE tiene las siguientes desventgjas. (a) no se
presentan las incertidumbres de las propiedades termodinamicas para argon, (b) los
datos extendidos a la region critica se presentan sin sus incertidumbres, (c) los valores
de temperatura no corresponden a la escala internacional actual de 1990 (ITS-1990), (d)
esta ecuacion no cumple con el limite de gas ideal parael Cynm, esdecir, la ecuacion de
estado de Stewart y col. 1981 se tiene que ajustar en el limite de baja densidad para
tener la consistencia termodindmica requerida en estaregion, (€) debido a que no es una
ecuacion de estado fundamental puede tener inconsistencias termodindmicas para
ciertas propiedades. Por todo lo anterior y no tener que preocuparnos por la consistencia

de las propiedades estudiadas se decidié en su momento cambiar de ecuacion de estado.
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Cabe sefialar que dadas las limitantes de la EDE de Stewart y col. 1981, se opt6 por
buscar una mejor alternativa. En la actualidad la mejor opcién gue existe es la propuesta
por Tegeler y col. 1999; esta EDE se utiliz6 por varias razones, las cuales se mencionan

a continuacion.

La ecuacion de Tegeler y col. es una ecuacion de estado fundamental para energia

libre de Helmholtz molar A, explicita en larepresentacion (r, T).

La energia libre de Helmholtz adimensional a = Ay/(RT) se separa en una parte a’°
gue representa las propiedades de la parte del gasideal a T y r dadas, asi como en una
parte residual a" que toma en cuenta las interacciones entre las moléculas que

conforman el fluido. Esta convencidn puede ser escrita como,

ad,t9=a’d,t9+a’'(d,t9, (2.35)

donde t ¢= (T%T) es & inverso de la temperatura reduciday d = (r/r ) es la densidad
reducida. Tanto la temperatura T como la densidad r se han reducido con sus valores

criticos T° y r €, respectivamente.

Dado que la energia libre de Helmholtz como funcién de la densidad y la
temperatura es una de las cuatro formas fundamentales de una ecuacion de estado, todas
las propiedades termodinamicas de una substancia pura se pueden obtener a partir de la

combinacion de las derivadas de la ecuacion (2.35).

Esta EDE contiene 41 coeficientes que se han gjustado a los datos seleccionados de
las siguientes propiedades: (a) propiedades térmicas de una solafase (p, r, T) y (b) la
curva de saturacion de liquido-gas (p, r ¢ r ® incluyendo el criterio de Maxwell, (c)
velocidad del sonido, capacidad calorifica a volumen constante, segundo y tercer

coeficiente virial térmico B y C y segundo coeficiente aclstico virial b, Para la
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densidad, la incertidumbre estimada de la ecuacion de estado es menor de + 0.02% para
presiones de hasta 12 MPa y temperaturas de hasta 340 K con excepcion de la region
criticay menor de £ 0.03% para presiones de hasta 30 MPay temperaturas entre 235 y
520 K. En la region con densidades de hasta la mitad de la densidad critica y para
temperaturas entre 90 y 450 K la incertidumbre de la velocidad del sonido calculada es

en general menor de + 0.02%.
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Capitulo 3.

M étodos Numericos de | ntegracion.

3.1 M étodo de condicionesiniciales (MCI).

El MCI consiste esencialmente en integrar numéricamente las ecuaciones (2.16) y
(2.22) sujetas a condiciones iniciales en los valoresde Z y (12/91T) = Zr en unaisoterma Ty
cercana a la temperatura critica. Una vez establecidas las condiciones iniciales como
funcién de r ,, se procede a obtener el valor de la segunda derivada de Z con respecto a la
temperatura Zr a temperatura Ty en varias isocoras usando (2.16) y (2.22); la derivada de
Cvm con respecto der , se calcula numéricamente. Una vez conocida Zrr se determina Z y
Zr, a una temperatura T; = T + DT mediante una serie de Taylor truncada a orden (DT)?
alrededor de To. Una vez hecho ésto, se incorpora un paso intermedio de correccion antes
de incrementar latemperatura mediante el cdlculo del promedio &Zficomo el valor central
de Zrr evaluado a Tp y el valor predicho a Ti. Este promedio se utiliza para obtener un
nuevo valor de Z y Zr a T; mediante el uso de &rfien vez del valor predicho. Por esta
razon, el método de integracion es conocido como prediccion—correccion y hace que el
error de truncacion en la serie de Taylor seadel orden (DT)* (Estrada-Alexandersy Trusler,
1996; Dayton y col. 1999). El proceso se repite a lo largo de cada isocora, de tal manera
gue se va generando la superficie Z(T, r,) simultdneamente con la superficie Cym(T, rn)

(asi como Cym(T, 1)) entodalaregion donde hay datos de u.
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Es importante sefialar que para cualquier método de integracion numérica el proceso de
la interpolacién de datos experimentales es indispensable, ya que e objetivo que se
persigue con €l desarrollo de estos métodos es el de tratar de reproducir con la mayor
precision posible las propiedades termodindmicas de fluidos utilizando la menor cantidad
de informacién experimental posible. En nuestro caso la interpolacion de informacion
experimental se realiza para los datos de la funcion F. En e MCl y el MCF € tipo de
interpolacion que se llevo a cabo es en polinomios de Lagrange de quinto grado para cada
una de las direcciones, los detalles de la interpolacion se dardn més adelante en la seccion

correspondiente.

Por otra parte, dentro de las ventajas que presenta € MCI destacan su facil
programacion, su rapidez y que los calculos se pueden desarrollar con un equipo de
computo bastante modesto. Sin embargo, las desventgjas que presenta son mas
importantes. En primer lugar se requieren condiciones iniciales muy precisas en la
isoterma inicial. Tal vez, esta condicién no sea muy demandante para Z, que sea dicho de
paso se puede determinar con una exactitud mejor a2” 10°Z, pero no es e caso de Zr, ya
gue no hay una forma directa de obtenerla y por lo tanto las aproximaciones que se han
hecho en el pasado para estimar esta cantidad comprometen los resultados de las
propiedades termodindmicas, como se ha hecho notar previamente Estrada-Alexanders y
col. 1995. En segundo lugar, los resultados obtenidos con este método se ven perturbados
por una serie de ondulaciones que se presentan a temperaturas por arriba de tres veces la
temperatura critica y en densidades por arriba de un medio de la densidad critica. Estas
ondulaciones, aunque pequefias, son apreciables y sobre todo no tienen ninguna

justificacion desde e punto de vista termodinamico.

El MCI ha sido utilizado por varios autores para predecir propiedades termodinamicas
para una gran cantidad de substancias, entre los que encontramos a Dayton y col. 1999 y
previamente Estrada-Alexanders y Trusler, 1996 y 1997. Ambos autores comparan el MCI
contra alguna EDE o directamente contra informacion experimental para cierta substancia.
En el trabagjo de Estrada-Alexanders 'y col. 1995, donde se presenta el MCI se trabajé en la
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region To£ TE3Toy rn£0.5r ¢. Como To » T® entonces esta region abarcat 1 [1,3] y d

T [0, 0.5] dondet = T/T® = Ut¢y d es la misma densidad reducida que se defini6 en el
capitulo 2.

Debido a que la escala en la que son visibles las ondulaciones es mucho més pequefia
gue la escala de valores que toma cada una de las propiedades analizadas, es pertinente
realizar el andlisis de los residuos de las propiedades termodindmicas. Estos residuos se
definen de la siguiente manera: (@) para el factor de compresion Z tenemos que,

DZ - Znum _ ZEDE

y (b) para la capacidad calorificaa volumen constante Cy , tenemos que,

— (~num _ ~EDE

,m ,m ,m

en donde el superindice num se refiere a la propiedad calculada numéricamente y el
superindice EDE se refiere a la propiedad obtenida de la ecuacion de estado. Tanto
Estrada-Alexanders y col. 1995, como Dayton y col. 1999, afirman que las perturbaciones
afectan en primer lugar el DCy, y posteriormente se propaga a DZ. Ambos autores
reportan la existencia del comportamiento ondulatorio y que este comportamiento se ve
incrementado al aumentar la temperatura; ademéas sugieren que el origen de las
ondulaciones es debido ala interpolacion de los datos experimentales.

Dentro de la region estudiada se observa que las ondulaciones en DZ y DCym, sOn
practicamente imperceptibles dada la escala en la cual se analizaron dichas predicciones
quesonl’ 10*enZy 1 102 en Cym Nosotros llevamos a cabo un andlisis a los
resultados obtenidos por Estrada-Alexandersy col. 1995, paralos cuales no se incorporé ni
la interpolacion de datos ni la propagacion de errores en las condiciones iniciales. Sin
embargo, si se amplia la escala de andlisis dos drdenes de magnitud para cada una de las
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superficies, véase figura 3.1 y figura 3.2, podemos observar que las ondulaciones son
apreciables. No hay que perder de vista que hasta este punto se creia que el origen de las
ondulaciones era debido ala interpolacion de los datos.

Este andlisis tan detallado no se habia realizado con anterioridad en esta region, y
menos aln en la region que comprende la ampliacion del intervalo en temperatura hasta
cuatro veces la temperatura critica, en donde se observa la permanencia de las
ondulaciones y su incremento debido alaampliacion de laregién de estudio.

Sabemos del andlisis anterior del MCI que el efecto de la interpolacién no es el Unico
causante de las ondulaciones, es decir, existe un efecto del método de integracion que
induce peguefias ondulaciones a la solucién y éstas se ven amplificadas por € efecto de la
interpolacion segun se ha reportado con anterioridad. Ademas encontramos una desviacion
sistemética del método proveniente de la aproximacion de Zy cerca de la region critica
véase figura 3.3, esta desviacién también contribuye en gran medida a la aparicion de las
ondulaciones sobre las superficies de DZ y de DCyn,. Un andlisis mas detallado del
comportamiento de las derivadas se da en la seccion correspondiente. Por esta razon se
procedio arealizar el andlisis de los resultados fuera de la region criticay se restringio la

region de estudio alos siguientesintervalost 1 [1.25,4] yd1 [0, 1].

Hasta agui se harealizado un andlisis méas detallado de los resultados obtenidos en 1995
por Estrada-Alexanders, en donde se utiliz6 la EDE de Stewart y col. 1981, para comparar
sus resultados. Nosotros hemos podido reproducir esos mismos resultados con la EDE de
Stewart y col. 1981, que son practicamente iguales a los obtenidos con la EDE de Tegeler
y col 1999. Sin embargo, para completar nuestro analisis del MCI faltaria incluir dos
criterios que sabemos son importantes en la formacién de las ondulaciones. En primer
lugar, encontramos que en los articulos de Dayton y col. 1999 y Estrada-Alexandersy col.
1996 y 1997 se reporta la existencia de ondulaciones en las superficies de DZ y de DCym
debidas principalmente al efecto de la interpolacion de datos experimentales utilizados en
los métodos de integracion; y en segundo lugar debemos estudiar la formaen que las
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superficies de DZ y de DCym Se ven perturbadas cuando existe un error en las condiciones
iniciales sobre Z, y mas alin, la forma en que las superficies se ven perturbadas cuando

existen errores en las condiciones iniciales para Z aunados a la interpolacion de los datos
de velocidad del sonido.

20

[(Zd)num _ (Zd)EDE ], 106

-40

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

d

Figura 3.3. Esta gréfica presenta el error de truncacion de Zy con Dd= 0.01.
Isotermat =1 (150.687 K) [] Isotermat = 1.06 (160 K) @ Isotermat = 1.24
(187.5K) A

Por lo tanto, paratener una idea més clara de la formacion de las ondulaciones en las
superficies de DZ y DCy m, a continuacion se analiza la forma en que la interpolacion de los

datos experimentales de la funcién F, asi como los errores en las condiciones iniciales
perturban la solucion del problema.
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Las superficies obtenidas a usar la interpolacion de datos de F en el MCI se muestran
en la figura 3.4 y figura 3.5, en donde es claro € notable efecto que produce la
interpolacion; en estas graficas se observa como las ondulaciones se han amplificado en la
region de altas temperaturas y densidades. Hay que resaltar que laescala de la figura 3.4 es
cien veces mas grande que laescalade lafigura 3.1, y lo mismo pasa entre lasfiguras 3.5 y
3.2

El siguiente paso de este andlisis consistio en introducir el error en las condiciones
iniciales sobre Z y el error correspondiente a los datos de F. Cabe sefialar que el error (2)

simulado en el método numérico para Z es directamente proporcional a la densidad, es
decir, €l error propuesto para Z tiene la forma siguiente,

Zw(TO’rn):Z(TO’rn)-i_deZ’ (31)

en donde d es directamente proporcional a r, y e cuantifica el error mientras que €l

subfndice denota a la propiedad perturbada. El valor numérico para e fue de 2x10™.

En el caso de la funcion F se simulé un error relativo constante (F) en todala region de
integracion y esta dado por,
F(T,r )=F(T,r )1+e.), (3.2)

en donde el valor numérico para er es de 5x10° en laregion de interés.
Los valores numéricos para ez y er se eligieron para representar aproximadamente a la
incertidumbre que se tiene en las mediciones experimentales de cada una de las funciones

gue han sido perturbadas; particularmente, para Z se sabe que el error lineal en densidad es

el que se propaga con mayor alcance (Estrada-Alexandersy col. 1995).
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Cabe sefialar que al calcular la velocidad del sonido usando F en vez de F, las
superficies de los resultados son préacticamente las mismas que las obtenidas al usar Z en
vez de Z en las condiciones iniciales; es decir, el efecto del error en Z predomina sobre el
error en F cuando se incorporan ambos en el calculo. Las superficies obtenidas se muestran
en las figura 3.6 y figura 3.7, en donde es claro € notable efecto que produce la
incorporacion de los errores en el méodo; en estas graficas se observa como se agudizan
las ondulaciones en la region de altas temperaturas y densidades; en donde alcanzan
valores veinte veces mas grandes en DZ y DCym en comparacion con las figuras 3.4y 3.5

respectivamente.

0.2

d

Figura 3.6. Egta gréafica presenta la desviacion DZ para argdn usando el MCI con
un error de2” 10™ en C.I. sobre Z proporcional ar y unerror enude5” 10°.
Las C.l. setomaron de Tegeler y col. 1999. DT =0.5K con Dr =0.01r °

Es claro que en cada una de las figuras 3.6 y 3.7, la desviacion de cada una de las
propiedades obtenidas puede alcanzar hasta el 20 % para el DCym y hasta el 0.2 % para €

DZ. Recordando que Z se puede medir con una exactitud mejor a2~ 10, resultaclaro que
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la desviacion mostrada en la figura 3.6 esta fuera de la incertidumbre experimental por un
factor de diez. En €l caso de la figura 3.7 la situacidn se agrava alln mas y en este caso las
desviaciones llegan a ser ad menos 40 veces mas grandes que las incertidumbres

experimentales de las determinaciones mas precisas (» 0.5% en ambas capacidades).

0.2

d
Figura 3.7. Esta gréfica presenta la desviacion DCy, para argon usando el MCl

conun error de2” 10™ en C.I. sobre Z proporcional ar y un error en u de
5° 10°. Las C.l. setomaron de Tegeler y col. 1999. DT = 0.5 K con Dr = 0.01r ©
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3.2 Método de Condicionesde Frontera (M CF).

En vista de los resultados obtenidos en la seccion anterior, es necesario buscar una
alternativa para €l célculo de las propiedades termodindmicas de forma numérica. Aqui
presentamos e método de condiciones de frontera, ésta es una nueva propuesta para
integrar las ecuaciones (2.16) y (2.22). La idea fundamental es transformar el sissema de
ecuaciones (2.16) y (2.22) en una sola ecuacion diferencial en Z y en la cual aparecen

términos no lineales.

3.2.1 Planteamiento general.

Para formular el MCF, partimos de la ecuacién (2.33), en donde Cy, esté expresado en
funcién de Z, de las primeras derivadas de Z y de F. Derivamos la expresion (2.33) con

respecto aladensidad r , manteniendo la temperatura constante para obtener,

( ) _ 2R(Z+TZT)(Zr +TZTr ) + R(Z +TZT)2(ZZr +ranr - Fr) (3 3)
" F-(Z4r,Z) [F-(Z+r,Z)) '
y esta derivada laigualamos con la expresion (2.22),
2R(Z+TZ)(Z +TZ Z+TZ2)*(2Z +r Z - F
_ R (ZTZT +TZZT]—): R( T)( r TI‘)+R( T) ( r n“rr r)’ (34)

I:'(Z-i-rnzr) [F'(Z-i-rnzr)]2

n
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para eliminar Cy, del sistema de ecuaciones a favor de una ecuacion diferencia de

segundo orden en Z. Después de agrupar términos tenemos que,

AZ_ +BZ, +CZ, =G, (35)

donde los coeficientes de las derivadas de segundo orden son A = (aT)? B = 2Tr nac,

C = (cr ). Lasfunciones a, ¢y G estén dadas por,

a=F-(Z+r,.Z,), U
|
c=Z+TZ,, y (3.6)

G=c’(r ,F -2r Z)-a*(21Z,)- 2acr ,Z, :

Hay que hacer notar que F y Z son funciones de las variables independientes y que las
funciones a, ¢ y G son independientes de las segundas derivadas de Z; por lo tanto, (3.5) es
la forma candnica de la ecuacién diferencial no-lineal que satisface Z. Es fécil percatarse
que (3.5) es una ecuacion parabdlica en todo el plano (T, r,), es decir, B- 4AC = 0, con
A3 0yC3 0.

La ecuacion (3.5) se puede resolver, sujeta a condiciones de frontera en Z, al aproximar
las derivadas parciales por diferencias finitas. Con este esguema de discretizacion, se
genera un sistema de ecuaciones no lineales, pero algebraicas, que relacionan a los valores
de Z en el interior de laregion limitada por las condiciones de fronteray los valores de F.

En vez de utilizar T y r, directamente en el proceso de discretizacion, es conveniente
introducir las variables reducidast y d para manejar cantidades cercanas a la unidad. Como
las derivadas parciales de Z y F siempre estdn multiplicadas por la correspondiente
variable a la potencian igual al orden de la derivada, se satisface la siguiente relacion,

XY /X ") = X"(1°Y /X", (3.7)
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donde Y representa a Z o F, mientras que X denotaa T o rp y X denota a su respectiva
variable reducidat o d. Asi mismo, la derivada cruzada se puede escribir en términos de t

y d como sigue,
Tr (1°Z/979r ) =td (1°Z/ Tt 1d). (3.8)

Las propiedades (3.7) y (3.8) garantizan gue tanto (3.5) como (3.6) tienen la misma

forma funcional cuando seintroducent y d, y bastacon intercambiar las variables.

Como €l discriminante de la forma canbnica es cero, la ecuaciéon (3.5) se puede
simplificar en términos de las funciones a y ¢ definidas en (3.6) y de lo cual obtenemos,

a’lt ?z, +20Z, )+ 2ac(dtz, +dz,)+c?(d?z,, +2dz, - dF,)=0. (39
Aqui a'y c deben ser expresadas en funcién det y d también.

El siguiente paso es discretizar la funcidon Z y sus derivadas. Para ello definimos que el
valor Z en el dominio de (t, d) esta dado por Z; = Z(t;, d), donde t; = jDt y d; = iDd, son
variables discretizadas iguales a algin multiplo de Dt y Dd; estos ultimos, corresponden al
tamafno de la reticula en donde se va a resolver (3.9). De esta forma F(t, d) -y cualquier
otra funcion termodinamica- se representara por un par de indices discretos, Fj;. Conviene
gue €l indice j (i) tome valores enteros empezando con un entero positivo jo (ip) hasta €l
entero jmax = jo+ J + 1 (imax = io+ | + 1); estos valores sitUan las condiciones de frontera a
lo largo de dos isotermas, con j = jo 0 jmax, Y de dos isdcoras con i = ig 6 imx. D€ esta
manera el dominio de la funcion es un rectangulo en el plano (t, d) y la malla tiene JI
puntos internos y 2(J+1+2) puntos que definen la frontera y en donde las condiciones de
frontera de Z deben ser proporcionadas. Asi pues, la malla se localiza por los valores jo eig

y su extension esta determinada por los valores J el.

30



Cada una de las derivadas parciales que aparecen en (3.9) tienen una estructura del tipo
(3.7) 0 (3.8); por lo tanto, a ser calculadas por medio de diferencias finitas centradas

alrededor del punto Zj; a primeraaproximacion dan como resultado,

tZ » (J 1202}, - 203}

t 2Ztt » jZ{Zjﬂ’i - ZZ“ +Zj_1’i}

dZ, » (i1/12{Z;;.,- Z;,.1}

d22dd »iz{ZjM- 2Z;, +Zj’i_1}

tdZyy » (Ji/ A8 Z - Zjwioa- Zigia * Zjgidd

(3.10)

— —_— —:\<\—: — c:

en donde el error de truncacién es de orden cuadratico en Dt o Dd, para las cinco férmulas.
Con este esquema de discretizacion, la ecuacion (3.9) se transforma en una ecuacion
cubicaen z;;,

(Zi,i)3+b2(zj,i)2+blzj,i +h, =0. (3.112)
en donde Zj; es un punto interno de la malla.

Los coeficientes by, son funciones de los ocho vecinosde Z;; y de Fjj, Fji+1, Fji-1 Y estan
dados por,

b, =-{il(J +DZ sy, +(i- DZ; 4, +4iF; - 2(Z;0- Z,, )]+
i[(i +1)Z' +(i - 1)Zj,i-1' (Fj,i+1' Fj,i-l)/z' 2ij(zj+1,i - Zj-l,i)]'

i[(1/2)Z - Zisir= Zisin Zyg) + Zyg - 2, lJ{2 2 4120} (3.12.3)
b1 = {zj[Fj,i - (i/2)(zj,i+1' Zj,i—l)][(j +1)Zj+1,i +(J - 1)Zj-l,i + ij,i - ('J /2)(Zj,i+1' Zj,i—l)]
+ |J{(|J /2)(Zj+1,i - Zj—l,i)2 - [Zj+1,i - Zj—l,i][(i +1)Zj,i+1+(i - 1)Zj,i-1' (Fj,i+1' Fj,i—l)/z]}
- |[(J /2)(Zj+1,i+l - Zj+1,i—l - Zj—l,i+l +Zj—l,i—l) + Zj,i+l - Zj,i—l],
[Fyi - (1D Zy10) - (D - Zy AT #1020} (312)

31



by =-{ilF,, - (/2)(Z, 30~ Z,, DG +DZ, 0, + (i - DZ, 0]+
|[(J /2)(Zj+1,i - Zj—l,i)]z[(i +1)Zj,i+1 +(i - 1)Zj,i—l - (Fj,i+l - Fj,i—l)/z] +
i[(] /2)(Zj+1,i+1 - Zj+l,i—l - Zj-l,i+l + Zi'l,i-l) +Zj,i+l - Zj,i-l],
(G/1Z; - Z, 0 )IF - (12(Z,0- 2, A2 2 +i%1) (3.12.0)

Hay una ecuacion cubica del tipo (3.11) por cada punto en €l interior de la malla en
donde se ha discretizado Z. Por lo tanto, hay que resolver un sistema de JI ecuaciones no
lineales sin contar con una representacion matricial simple para ello. La manera de resolver

este problema es usar un método iterativo para resolver el sistema de ecuaciones. En

general cualquier método iterativo propone valores inicialessz? para los puntos internos

de la mallay en cada iteracion, se resuelve (3.11) para todos y cada uno de los puntos,
recorriendo la malla por isdcoras y siempre en el sentido de menor a mayor temperatura.

Brevemente, el valor de Z {7 en laiteracion (n+1) se obtiene como,

(1) — () (1) (1) Z () 7 (M) 7 7 () 7 (1)
Zj,i - gj,i (Zj-l,i-l’zj-l,i ’Zj,i-l ’Zj+1,i-1’Zj—1,i+l’Zj,i+1’Zj+1,i’Zj+1,i+l ’ (313)

en donde g;; representa laraiz de la ecuacion cubica (3.11). Después de un gran nimero de
pasos, el sistema converge a ciertos valores en donde los cambios entre dos iteraciones
sucesivas son mas pequefios que una tolerancia dada. La forma de evaluar esta
convergencia, es calcular el valor de la raiz cuadrada del promedio de las desviaciones al
cuadrado (rms) entre dos iteraciones sucesivas paraDZ y si el cambio de la rms es menor
gue el valor de la tolerancia se considera que e método ha convergido. El valor de la

tolerancia utilizado esde 1~ 10%.
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3.2.2 Desarrollo del algoritmo numérico.

En esta seccion se dara una descripcion de las diferentes etapas que constituyeron
el desarrollo del codigo del MCF para resolver numéricamente el sissema de
ecuaciones obtenidas en el capitulo 2, y la presentacion de estas etapas se abordaran
bajo el siguiente esqguema: (a) incremento de los pasos, (b) tamafio de los arreglos,
(c) método iterativo y solucion de la ecuacidn cubica, (d) analisis de las derivadas,
(e) interpolacion de datos de la funcién F, (f) alternativas exploradas para la solucion
del problema.

Es importante sefidlar que en esta seccidn se presentan las diferentes pruebas y
analisis realizados a los diferentes pardmetros requeridos por el codigo del MCF para
obtener resultados Optimos en el proceso de la integracion numérica. Es de suma
importancia mencionar que la region de estudio utilizada en esta serie de pruebas no
corresponde a laregion en que se realizo la integracion numéricafinal con el MCF y
cuyos resultados se muestran en el capitulo correspondiente.

Como punto de partida de este analisis se opto por trabajar en la misma region en
donde se analizaron los resultados del MCI, a saber d1 [0,0.5] y t T [1, 4] que
llamaremos regién |; esta region se amplio posteriormente hasta densidades de 0.7r

manteniendo la mismaregion en temperaturay ala cual lallamaremos region I1.

Como ya se menciono con anterioridad las condiciones de fronteray la velocidad
del sonido setomaron de la EDE correspondiente.
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a) Incremento de |l os pasos.

En todo andlisis practicado a una ecuacion diferencial parcial en donde se utilizan
métodos numeéricos pararesolverse, es facil observar que la convergencia del método
esta ligada al tamarfio en el incremento de los pasos. En nuestro muy particular caso
tenemos que la ecuacidn discretizada no depende explicitamente del tamafio del
incremento de los pasos y debido a que (3.10) es una ecuaciéon no-lineal, hasta la
fecha no se conoce algun criterio general parala convergencia del método y tampoco
algunarestriccién entre los mismos incrementos de |0s pasos.

Como era de esperarse, el primer problema que present6 el codigo fue debido a su
gran sensibilidad al valor del incremento del paso, pues la rms podia aumentar o
disminuir; es decir, la convergencia estaba intimamente ligada a los valores del
incremento del paso parat y d. Dada esta gran sensibilidad se comenzé a explorar
valores para los incrementos de los pasos en ambas direcciones semejantes a los
utilizados en el MCI.

Después de una serie de pruebas se encontré que los valores para los incrementos
debian satisfacer las siguientes restricciones: (a) en laregion |, € incremento en d
debia ser menor o igual que el incremento ent, y (b) paralaregion ll, el incremento
en d debia ser edrictamente menor que e incremento en t. El valor de los
incrementos con los cuales se trabajo y permitian mejorar los resultados obtenidos
conel MCl sonde Dt =Dd = .01y Dt = Dd = .001. Con estos incrementos nos fue
muy dificil acercarnos a la region critica, pues la superficie de DZ se veia muy
afectada y no permitia que la rms diminuyera; por esta razén nos concretamos a
estudiar la region |. La justificacion para excluir la region critica se dara en la

seccion del andlisis de las derivadas.



Una vez que se decididé excluir la regidn critica, nos percatamos de que era
suficiente trabajar con Dt = Dd = .01 y Dt = Dd = .001 en laregion d1 [0, 1] y
t 1 [1.25, 4]. Con estos valores para € incremento de los pasos en la region antes
mencionada las superficies de DZ y DCy, tienen valores menores que la tolerancia
deseada. En el caso de DZ latoleranciafuede +8~ 10°y paraDCy, de+4~ 10™.

b) Tamano de los arreglos.

El tamano de los arreglos se ve restringido principalmente por la capacidad de
computo disponible, el cual restringe a su vez € tiempo que le toma a la
computadora completar los calculos numéricos. El desarrollo de la investigacion se
[lev6 a cabo en su mayor parte en una computadora pentium 4 a 1.7 GHz con 384
Mb de memoria RAM; con este equipo solo es posible trabgjar con mallas de hasta
120 000 puntos. Aun con esta computadora €l tiempo necesario para realizar los
célculos le puede llevar hasta ocho dias en el caso de la malla de 120 000 puntos. El
tamaiio de la malla mantiene una dependencia directa con en incremento de los
pasos, de la region de estudio y de la precision que se quiera alcanzar en los
resultados.

Por ejemplo, en el caso delaregiondi [0.5,0.7]yt T [1, 1.25] se ocuparon los
siguientes incrementos para los pasos Dt = Dd = .001 para obtener una rms de
1.2" 107 en DZ con una malla de 50 000 puntos; para este célculo se llevaron a cabo

15 830 ciclos con un tiempo estimado de seis dias.

Hay que resaltar que en los casos expuestos con anterioridad, € programa se
corrio sin interpolacion de los datos de F; ésto es importante, ya que a realizar la
interpolacion de los datos de F en el codigo el tiempo computacional puede reducirse
hasta la mitad.
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c) Método iterativo y solucion de la ecuacion cubica

Una vez que se discretiza la ecuacion diferencial obtenemos una ecuacion cubica
para Z y tenemos que resolver esta ecuacion en cada uno de los puntos que
conforman la malla, con excepcidn de aquellos que se encuentran sobre la frontera.

Tenemos pues un sistema de ecuaciones algebraicas con JI ecuaciones cubicas a
resolver. La manera mas eficiente de resolverlas es en forma iterativa. Una técnica

iterativa para resolver un sistema lineal AX= b de n = n empieza con una

aproximacion inicial x® a la solucion x, y genera una sucesion de vectores {x®};_,
gue converge a X. La mayoria de las técnicas iterativas involucran un proceso que
convierte el sistema Ax'= b en un sissema equivalente de la forma x = Tx+c para
alguna matriz T de n ~ n 'y un vector c¢. Ya seleccionado el vector inicia x© la
sucesion de vectores de solucion aproximada se genera calculando x® = Tx®P+c
paracadak = 1,2,3,... (Bourden y Faires, 1985).

En primera instancia se utiliz6 el método iterativo de Gauss-Seidel para resolver

las JI ecuaciones de nuestra matriz. En este método para calcular ¥, se usan las
componentes de x*Y. Como, parai > 1, x¥,x¥,...x% ya han sido calculadas y

supuestamente son mejores aproximaciones a la solucion real X, ,X,,..X%_, que

XV x§Y x| parece razonable calcular x* usando los valores calculados mas

recientemente y complementarlos con los valores x%? , x*" . x&D

En los procedimiento como los métodos de Gauss-Seidel se asocia un vector
residual definido por r = b-Ax’ con cada célculo de una componente aproximada del
vector solucion. El objetivo del método consiste en generar una sucesion de
aproximaciones que causen que los vectores residuales asociados converjan a cero.

Para lograr una convergencia més rapida del método se recurrié al método conocido

36



como SOR (Successive Over-Relaxation). Este método sirve para acelerar la
relgjacion de la solucién mediante la sustitucion de x* cémo una combinacion lineal
de x*? y x® por medio de un pardmetro w; este pardmetro tiene un valor numérico

que variaentre Oy 2.

Con el andlisis realizado a un gran nimero de pruebas se encontrd que el valor de
w gue permitia relgjar con mayor facilidad nuestra solucién numérica eraw = 1.75;
este valor se ha utilizado en todos los cédigos desarrollados hasta la fecha. La

mejoriaen la convergencia del método se puede observar en lafigura 3.8.

Una vez que sabemos como se resuelve las JI ecuaciones cubicas, nos fata
describir como se resuelve cada una de las ecuaciones cubicas que conforman la

malla

La primera opcion explorada para resolver las ecuaciones cubicas para Z fue lade
utilizar el método de Newton-Raphson. En general este método proporciona
resultados muy precisos para localizar la raiz del polinomio, pero en nuestro caso

presentd un pequerio problemaen laregion de baja densidad.

Cuando la regidén de estudio esta restringida a un intervalo pequefio en
temperatura el Newton-Raphson resuelve de forma satisfactoria el polinomio cubico;
es decir, si €l intervalo ent no es mayor a la unidad basta con este método para
obtener una muy buena solucién de la ecuacioén; pero s el intervalo es mayor que la
unidad, el método provoca un salto abrupto en la regién de baja densidad, evitando

reducir el valor delarms.
En el caso en que el intervalo ent sea mayor que launidad, el método de Newton-

Raphson no podia localizar la raiz, en la region de baja densidad, debido a que €l

polinomio cubico presenta una especie de “hombro” cerca de laraiz y ésto ocasiona

37



gue la derivada del polinomio en cierto punto se acerque a cero y e méodo no
converge.

1.E+00

1.E-01 A

1.E-02 A

1.E-08 A

rms DZ

1.E-04 ~

1.E-05 A

o
1.E-06 - ®%ccccee
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0 1000 2000 3000 4000
Ciclos

Figura 3.8. Comparacion de la convergenciade larms parael MCF, sin erroresy
para una malla J=50, 1=50. SOR == W=1.75, Gauss-Seide! @ w=1.0. Dt =0.01
yDd=0.01

Debido a que € método de localizacion de raices utilizado no era € més
adecuado, nos dedicamos a buscar un método alternativo confiable para resolver la
ecuacion cubica. Dentro de la literatura de métodos numéricos encontramos el
método conocido como ZBREN; con este método se resolvio el problema de manera
satisfactoria.

La subrutina ZBREN localiza la raiz de un polinomio de la siguiente manera.
ZBREN esta basado en el método de Brent, €l cual combina el acotamiento de laraiz
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con biseccién y una interpolacion inversa cuadrética para converger a partir de una
vecindad donde la funcién se hace cero. La interpolacion cuadrética inversa utiliza
tres puntos previos para gjustar una funcién cuadrética inversa cuyo valor eny = 0 se
toma como el siguiente valor estimado de laraiz x. En este método se debe garantizar
la existencia de al menos una de las raices del polinomio dentro de laregién acotada.
La ventaja de este método es que no necesita la derivada de la funcién para localizar
laraiz y mientras la raiz se acote de forma apropiada la aparicién del “hombro” no
impide la convergencia del método. Esta subrutina mejora la localizacion de laraiz e
impide en gran medida el salto abrupto en baja densidad. Sin embargo, la subrutina
ZBREN necesita tener acotada la raiz del polinomio ademés de un cambio en el
signo de la funcion al ser evaluada en los extremos del acotamiento para poder
localizar la raiz; este detalle nos causd problemas sobre todo al incrementar la
densidad. Se realizaron varios intentos fallidos en el acotamiento de la raiz; por
ejemplo, se traté de acotar la raiz utilizando los cuatro vecinos mas proximos al
punto en cuestiéon, pero este criterio no tuvo éxito. Por lo tanto, sabemos que la
subrutina ZBREN no consigue localizar la raiz del polinomio en la region de alta
densidad.

Dado gue ambos métodos para localizar raices muestran algin inconveniente, se
construyé un método hibrido para este fin. En el modelo hibrido se implementaron
ambos métodos para resolver la ecuacion cubica. Ya que el Newton-Raphson es
bueno en la localizacion de la raiz fuera de la region de baja densidad y que el
ZBREN es capaz de resolver la ecuacion cubica en la regiéon de bagja densidad, se
opto por permitir a cada método trabajar en la regiéon en la que cada uno es mas
eficiente; es decir, paralaregion de bajadensidad se utilizd el ZBREN vy para el resto
de laregioén se ocup6 el Newton-Raphson.

A este método hibrido se le realizaron varias pruebas para ver hasta que valor de

la densidad la subrutina ZBREN localizaba la raiz de forma correcta 'y la superficie

para DZ no mostrara alguna discontinuidad debido a cambio del método para
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encontrar laraiz. Después de varios intentos se decidio que la subrutina ZBREN solo
se utilizara hasta una densidad reducida de d £ 0.15 y posteriormente se ocupara el

método Newton-Raphson para conocer laraiz del polinomio.
d) Andlisis de las derivadas.

El andlisis exhaustivo de las derivadas se llevd a cabo principalmente por la
desviacion sistemética de la superficie para DCym, que presenta a bajas temperaturas
como se puede ver en la figura 3.9. Estos resultados provienen de un célculo
preliminar con el MCF.
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Figura 3.9. Egta gréfica presenta la desviacion DCy, para argon usando €l MCF
sin interpolacion y sin errores, con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y
col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01

Es claro que la desviacion sigsemética de la figura 3.9 se presenta en las primeras
isotermas y se agudiza conforme nos acercamos a laregion critica; sin embargo, este
comportamiento no prevalece en toda laregién de integracion, es decir, en la region
de altastemperaturas y densidades este comportamiento desaparece.
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El andlisis de esta desviacion es importante puesto que es més grande que las
ondulaciones que podemos observar en la figura 3.2. Cabe resdltar que la desviacion
de la figura 3.9 no se propaga a la superficie de Cy,,, obtenidas con el MCF y a
diferenciadel MCI cuyas ondulaciones si se propagan a las superficie de Cy m.

Antes de seguir adelante, vale la pena mencionar que la desviacion del DCym no
depende de la EDE utilizada, ya que ambas ecuaciones de estado presentan el mismo

comportamiento en la isoterma critica.

La desviacion sistematica de la superficie del DCym de la figura 3.9, fue visible
desde los primeros resultados obtenidos con el MCF. Esta desviacion es larazdn por
la cual se decidio redizar un andlisis detallado de las derivadas de Z que se utilizan
para el calculo de Cym. En la ecuacion (2.33) se puede ver que para €l calculo de
Cvm Se necesitan las primeras derivadas de Z, las cuales estan multiplicadas cada una
por la variable respecto ala cual se deriva; es decir, setiene que calcular r \Z; y TZt

de forma numérica a partir de los valores de Z obtenidos del MCF.

No hay que perder de vista que este andlisis esta encaminado a entender la
desviacion sistemética del DCym que se presenta en la isoterma critica y se
incrementa conforma nos acercamos a la densidad critica; en otras palabras, se puede
decir que este andlisis se llevd a cabo Unicamente para las derivadas cerca de la
region critica que es el lugar donde la desviacion del DCy,, alcanza su maximo valor.
Hay que sefidar que todas las aproximaciones realizadas a las derivadas provienen
de la aproximacion de la funcion utilizando el desarrollo en series de Taylor, y €l
error de truncacion para cada una de las derivadas es de orden cuadrético en el

incremento del argumento de la funcién.
Para el andlisis practicado a las funciones mencionadas anteriormente se utilizaron

tres tipos de aproximaciones en su calculo. A continuacion se da a conocer cada una

de estas aproximaciones.

41



El primer tipo de aproximacion en las derivadas que se realizd, fue de diferencias
finitas centradas con espaciamiento regular; para su calculo solo es necesario conocer
los dos vecinos mas préximos, es decir, la derivada de cualquier funcién en el punto
f(X) se aproxima como,

f(x+Dx)- f(x- Dx)

f'(x)= oDx

(3.14)

El segundo tipo de aproximacion consiste en estimar la derivada no solo en los
puntos internos de la malla sino también sobre la frontera. Con la ecuacion (3.14) no
se puede calcular la derivada sobre la frontera. Entonces, para poder estimar la
derivada sobre la frontera se uso la formula propuesta por Estrada-Alexanders y
Trusler 1996. Esta formula calcula la derivada de una funcion f(x;) paralacual no se

conoce la funcion f(x+1) mediante la expresion,

AF(X)- TF(X.1) +4F(X_,)- f(X.s)

)= 2Dx

(3.15)

Se puede decir que (3.15) es una extrapolacion suave de la formula de tres puntos
y no en si una aproximacion de la derivada en diferencias finitas de cuatro puntos. En
éste caso se uso la férmula (3.14) para calcular las derivadas en todos los puntos

internos de la malla.

El dltimo tipo de aproximacion fue una aproximacion en diferencias finitas

centradas de cinco puntos,

- f(Xj+2) +8f (Xj+1) - 8f (Xj»l) + f(Xj»Z) .

o) = 12Dx

(3.16)
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con esta aproximacion se pueden calcular las derivadas en cualquier parte de la
region de integracion salvo en las fronteras y en los puntos mas proximos a éstas, es
decir, setienen que excluir los dos puntos méas préximos ala frontera para el calculo.

En & programa se calcularon r ,Z, y TZr ambas con la misma aproximacion y
usando cada una de las tres aproximaciones ya mencionadas. Encontramos que las
aproximaciones dadas por (3.14) y (3.15) presentaban €l mismo tipo de desviacion
para el DCym mientras que la aproximacion dada por (3.16) reducia ligeramente esta
desviacion. Lo anterior apuntaba a que esta desviacion era producto de la regiéon de
estudio y no en si una mejoriadel calculo de la derivada proporcionada por (3.16).

Por esta razdn, se puso mucha atencion al comportamiento de la EDE cercade la
regiéon critica, en donde los cambios en Z son mas pronunciados y es donde la
curvatura de la superficie toma los valores més grandes. Para corregir este problema
decidimos excluir la region critica para la prediccion de las superficies de Cym y Z;
ésto es préacticamente lo mismo que utilizar (3.16) para aproximar las derivadas.

Después de un gran nimero de pruebas realizadas se encontrd que la region de
estudio para el método de integracion debia ser dT [0,1] y t1 [1.25,4]. Es
importante recalcar que esta es larazon principal por lacual laregidn de integracion
excluye a laregion critica, es decir, en esta region el error de truncacion asociado a
las derivadas es tan grande como el que se muestra en la figura 3.3 y que produce la
desviacion abrupta del DCy, mostrada en a figura 3.9. Por Ultimo hay que
mencionar que cualquiera de los tres tipos de aproximacion son bastante buenos

fuerade laregion criticay cualquiera de ellos da excelentes resultados.
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e) Interpolacion de datos de lafuncion F.

La interpolacion de datos es necesaria ya que uno de los principal es objetivos de
predecir propiedades termodinamicas a partir de datos de u, es precisamente la de no
tener tantos datos experimentales como puntos de la malla, es decir, de nada sirve
tener un método numérico para resolver la ecuacion diferencial para una malla de
25000 puntos, s se necesitan 25 000 datos experimentales para construir las
superficies de interés; lo ideal es usar 500 puntos para construir una malla que consta
de 25 000 puntos y de esta forma predecir las propiedades de algun fluido con gran

precision.

En el proceso de interpolacién, en lugar de interpolar en las variablest y d, se
conoce que es mas conveniente realizar interpolaciones en t¢= 1/t, en donde el
espaciamiento de las K isotermas utilizadas es uniforme en inversos de temperatura.
Con ésto se consigue tener mas isotermas cercanas at = 1 y se van espaciando
conforme t va creciendo. La razon principa para interpolar en inversos de

temperatura, se debe a que la superficie de F es méas suave en esta representacion.

Dentro del proceso de interpolacion, exploramos la interpolacion bilineal y la
biclbica, en donde encontramos que €l resultado de este tipo de interpolaciones
introducia un error similar al error experimental en las superficies obtenidas para DZ

cuando se utilizaba la interpolacion de los datos dentro del codigo.

En nuestro método numérico se realizd6 una interpolacion en polinomios de

Lagrange de quinto grado en ambas direcciones.

Como punto de partida para el proceso de interpolacion, se debe construir una
malla para los datos de la funcién F, estos datos serdn medulares en el proceso de la
interpolacion. Esta malla debe de constar de K isotermas y L isdcoras, teniendo un



total de KL puntos experimentales o datos. Lo ideal para este proceso es que
KL << JI; ya que lamalla con JI puntos internos es en realidad una malla que consta

de JI ecuaciones cubicas asociadas al factor de compresion.

Una vez construida la malla para F, se procede a redizar una interpolacion
bidimensional, que consta de dos interpolaciones unidimensionales. La primera
interpolacion unidimensional, se hace en densidad, en donde nos auxiliamos por un
refinamiento de la malla de F, con lo cual se consigue tener valores féciles de
interpolar linealmente y posteriormente se realiza la interpolacion en temperatura.
Esto es necesario si y s0lo si, el punto para el cual se necesita conocer la funcion F
no concuerda con algun punto de lamallade F.

El proceso de la interpolacion comienza por el refinamiento de lamallade F, ésto
se consigue introduciendo una serie de isdcoras auxiliares en la mala y las cuales
son producto de la interpolacién en polinomios de Lagrange de quinto orden para
cadaunadelasisotermas de lamallade F. Yarefinada la malla de F, se lleva a cabo
finalmente una interpolacion lineal en la direccidn de d, pero ahora utilizando los
valores de la funcién més proximos a punto en cuestion pero de la malla refinada.
Una vez realizada la interpolacion en densidad, se procede arealizar la interpolacion
en polinomios de Lagrange de quinto orden en temperatura utilizando los valores de
lamalla F. Lalocalizacion de los valores de densidad y temperatura se logra con €l
uso de un puntero para cada una de las direcciones; y €l nimero auxiliar de isdcoras
se elige teniendo en cuenta que la precision de la interpolacion lineal no se vea
comprometida por €l espaciamiento de estas isdcoras.

En el andlisis de la interpolacion de los datos encontramos que eran suficientes

diez isOcoras y diez isotermas para la malla JI de 27 500 puntos internos; y que
bastaba con un refinamiento de 25 isbcoras intermedias para optimizar el codigo.
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f) Alternativa explorada parala solucion del problema.

En esta seccion, se daran los por menores de las alternativas exploradas durante el
desarrollo del algoritmo; es importante recalcar, que dentro de estas aternativas
propuestas para resolver el problema se haga referencia a las secciones anteriores.
Cabe sefidlar que en esta seccidn se describen las tres siguientes formas alternativas:
(a) divisiéon de la region Il en cuatro subregiones no independientes entre si para
construir las superficies DZ y DCym; (b) division de la region 1l en cuatro
subregiones independientes entre si para congtruir las superficies DZ y DCym; (C) €l

método Peaceman-Rachford. Estas opciones de estudio se detallan a continuacion.

A partir del primer algoritmo codificado, nos percatamos que €l programa era
suceptible al incremento de los pasos, y €l incremento esta intimamente relacionado
con laconvergencia del método. Por lo tanto, se disefié un cddigo que fuera capaz de
modificar el incremento de los pasos de manera automatica; es decir, sabiamos que
en la region de baja densidad y cerca de la region critica el codigo tenia problemas
para congtruir la superficie para DZ; por edarazon se traté de resolver este problema
modificando el espaciamiento de los puntos dentro de la malla en estas regiones de

forma automatizada.

Para estos casos se necesitd gjustar €l codigo de manera tal que fuera posible
localizar el valor det y d en donde se aplica el incremento o disminucion en el paso
para cada una de las direcciones. A los valores correspondientes asociados at y d a
partir de los cuales se cambia el valor del incremento en el paso, se les [lamara por el

resto de latesis isoterma e isdcora de corte respectivamente.
En la primera opcion construimos para cada subregion la correspondiente

superficie para DZ y DCym con dos incrementos diferentes parael paso ent yd en

cada estas superficies.
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En esta forma de atacar el problema se encontré gue ambas superficies tenian un
salto abrupto en las condiciones de corte y ésto daba resultados con cierto tipo de
inconsistencia en las condiciones de corte. Debido a tiempo que le tomaba a la
computadora construir estas superficies se optd por abandonar este esquema de

solucion.

En la segunda opcidn se construyé de forma independiente para cada subregion
las superficies para DZ y DCy m con dos incrementos diferentes para el paso ent vy d;
en donde cada subregion esta delimitada por las mismas condiciones impuestas en
las fronteras de la region de integracidn; por esta razdn decimos que cada una de
estas subregiones son independiente entre si. Una vez generados los valores
numeéricos para cada una de estas subregiones con el programa, los datos obtenidos
se interpolan para tener toda la region de estudio en una sola superficie. Este
esquema nos llevo a una muy buena solucion de la integracion, pero el tiempo que le
tomaba a la computadora congruir la superficie completa para cada propiedad
termodindmica seguia siendo demasiado grande. En este esquema de integracion
encontramos ventgjas y desventajas.

La ventaja que presenta esta opcion es que la rms se puede mejorar hasta en un
orden de magnitud mediante un refinamiento de la region de interés; es decir, si uno
guiere que la solucién sea muy buena lo indicado es refinar la malla tanto como el
equipo de computo lo permita y de esta forma mejorar los resultados; el andlisis
sobre la limitacion de computo se discutio ya con anterioridad en la seccidon de

tamario de los arreglos.

Las desventajas de dividir la region de interés en subregiones son: (a) el tiempo
gue le toma a la computadora construir cada una de las superficies, (b) como ya se
menciond con anterioridad, el incremento de los pasos, no pueden tener valores

cualesquiera; es decir, hay que buscar los incrementos que permitan al programa
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disminuir larms, (C) en esta version, se necesita una isotermay una isdcora mas de
datos.

En los resultados obtenidos encontramos una rms para DZ menor de 1x10°, la
cua mejora los resultados. En €l caso de DCy, es visible € error sistemético en las
primeras isotermas para cada subregion independientemente de si laregion de interés
se ha subdividido o no, es decir, €l error es visible para cada submalla alin cuando la

integracion se harealizado en forma independiente.

La otra dternativa explorada consistié en implementar una versién del “método
theta”, que esta descrito a detalle en la literatura El “método theta” en dos
dimensiones, se ha utilizado particularmente para resolver las ecuaciones de Navier-

Stokes de hidrodinamica.

Una de las versiones del método se conoce como el método de Peaceman-
Rachford. Este método consiste en crear un nivel intermedio entre 2"y Z™*, es decir,
entre 2" y Z™ se introduce Z™"?. Este nivel intermedio se crea mediante la
descomposicion de la ecuacion diferencial, en donde una parte de la ecuacion
diferencial seresuelve parael nivel ny laotra parte para el nivel n+1/2.

En nuestro caso en el nivel n se resolvia la ecuacion cubica sin ningln problema,
pero en el nivel n+1/2 se tenia que resolver una ecuacion cuadré@tica y aqui es en
donde el resultado para Z encontrado era de tipo complgjo. Podemos decir, que el
método de Peaceman Rachford no fue capaz de resolver la ecuacidn diferencia ya
gue conducia a valores complejos del factor de compresion, razén por la cual se

descart6 esta opcion.
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Una vez realizadas esta gran cantidad de pruebas encontramos los parametros que

optimizan el programay que son:

EDE utilizada: Tegeler y col. 1999.

Valor paralos incrementos en € paso: Dt = Dd = 0.01.

Valor parael factor de relgjacion: w= 1.75.

Tamano de lamallaparaZ: J=275, 1=100.

Aproximacion en las derivadas: dos puntos centradas.

Método iterativo: SOR.

Solucion de la ecuacion cubica: hibrido Newton-Raphson'y ZBREN.
Tamarno delamallaparaF: K=10, L=10.

Refinamientode isdcoras en F: 25

Interpolacion: polinomios de Lagrange de quinto grado en cada direccion.

Estos son los parametros utilizados por el MCF y cuyos resultados se muestran en

el capitulo cuatro de estatesis.
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Capitulo 4.

Resultados.

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos de la integracion numérica
usando el MCF. Al final del capitulo tres se proporcionan los parametros que optimizan
el proceso de la integracion numérica de Z y de la cual también se obtuvieron los
valores de Cym Yy del coeficiente Joule-Thomson m. La presentacion de los resultados

se llevara a cabo en el siguiente orden:

1) Factor de Compresion.
2) Capacidad Calorificaa Volumen Congante.
3) Coeficiente Joule-Thomson.

4.1 Factor de Compresion Z.

En esta seccion se muestran las superficies obtenidas con el MCF para las desviaciones del
factor de compresion DZ considerando los siguientes casos. (a) los datos de F no son
interpolados ni se incluyen errores tanto en las condiciones de frontera ni en F; (b) con
interpolacion de datos de F pero sin incluir error dguno; (c) con interpolacion de F y errores en
las condiciones de frontera Unicamente; (d) con interpolacion de F y errores tanto en las
condiciones de frontera como en F misma. Al final de esta seccion se muestra directamente la
superficie de Z bajo los casos extremos (a) y (d).
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En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra la superficie obtenida para DZ para las

condiciones (@) y (b) respectivamente.

Figura4.1. Eta gréfica presentala desviaci

interpolacion y sin errores, con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y col.

Figura4.2. Esta grafica presenta la desviaci

interpolacion y sin errores, con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y col.



Es claro de la comparacion de estas figuras, que € proceso de la interpolacién no
modifica el comportamiento de la superficie de DZ. Cabe resaltar que en lafigura4.2 no
aparecen las ondulaciones observadas en la figura 3.4 y que la escala de la figura 3.4 es

cien veces mas grande que la escalade la figura 4.2.

En la figura 4.3 se muestra la superficie obtenida para DZ, para las condiciones
especificadas en e caso (c); € error en las condiciones de frontera para el factor de
compresion Z esta dado por (3.1). Hay que resaltar que en la figura 4.3 la solucién
obtenida con el MCF esta dominada por €l error en las condiciones de frontera sobre Z y
la escala es diez veces mas peguefia que la escala de la figura 3.6, que seria €l caso
equivalente en el MCI.

0 ' d

Figura4.3. Eta gréafica presenta la desviacion DZ para argdn usando el MCF con
interpolacién y un error de2” 10 en C.F sobre Z proporcional ar . LasC.F. se
tomaron de Tegeler y col. 1999. Dt =0.01y Dd = 0.01

En la figura 4.4 se muestra la superficie obtenida para DZ, para las condiciones
correspondientes al caso (d) en donde el error en la funcién F esta dado por (3.2). Cabe
sefialar que en la figura 4.4 es clara la forma en que € error en Z predomina sobre el

error en F.
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DZ” 10*

0 ' d

Figura4.4. Egta gréfica presenta la desviacion DZ para argdn usando el MCF con
interpolacion, asf como un error de 2" 10™ en C.F sobre Z proporcional ar y un
error enlafuncién F de5” 10” constante en toda la regién de integracion. Las
C.F. setomaron de Tegeler y col. 1999. Dt = 0.01y Dd = 0.01

Es importante resaltar que la superficie de la figura 4.4 es practicamente igual que la
figura 4.3. Nos percatamos que en ambos métodos, los errores en las condiciones
iniciales o los errores en las condiciones de frontera son los que predominan sobre los
errores en F manejados hasta el momento.

Por esta razdn, decidimos realizar una serie de pruebas en donde sin ningun error en
las condiciones de frontera se integraba la superficie con distintos valores de er con la
finalidad de ver que valor de e- producia un comportamiento en DZ comparable al de las
figuras 4.3 y 4.4. El intervalo de valores explorado para e comprendié desde 50 ppm
hasta 500 ppm en donde este Ultimo valor representa una cota superior de la
incertidumbre de mediciones de velocidad del sonido reportadas en la literatura. Se
encontrd un pequefio desplazamiento de la superficie 4.2 en arededor de 2 ppm solo
cuando er tomo el valor maximo; esta prueba nos indica que a incluir un error en la
funcion F de hasta 500 ppm dentro del método, las propiedades obtenidas de la

integracion numérica no se modifican de manera notable.
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d
Figura4.5. Superficie de Z obtenida con el MCF para argon sin interpolacion y sin
errores. Las C.F. setomaron de Tegeler y col. 1999. Dt = 0.01y Dd = 0.01
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Figura4.6. Superficie de Z obtenida con el MCF para argdn con interpolacion, asi
como un error de2” 10~ en C.F sobre Z proporcional ar y un error en la funcién
Fde5 10 constante en toda laregion de integracion Las C.F. se tomaron de
Tegeler y col. 1999. Dt =0.01y Dd = 0.01




En las figuras 4.5 y 4.6 se muestran las superficies de Z para el caso (a) el caso (d)
respectivamente.

De la comparacion de las figuras 4.5 y 4.6 para la superficie de Z, podemos concluir
que ni la interpolacion, ni la inclusién de errores tanto en las condiciones de frontera
como en la funcién F afectan de manera notable a éstas superficies a escala gréfica; es
decir, no presentan ningln comportamiento anormal. Cabe resaltar que los errores
incluidos tratan de representar posibles incertidumbres experimentales.
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4.2 Capacidad Calorifica a VVolumen Constante Cy .

En esta seccion se muestran las superficies obtenidas con e MCF para las
desviaciones de la capacidad calorifica a volumen constante DCy,m, considerando los
siguientes casos: (@) los datos de F no son interpolados ni se incluyen errores tanto en
las condiciones de frontera ni en F; (b) con interpolacion de datos de F pero sin incluir
error alguno; (c) con interpolacion de F y errores en las condiciones de frontera
Unicamente; (d) con interpolacion de F y errores tanto en las condiciones de frontera
como en F misma. Al final de esta seccion se muestra directamente la superficie de Cym
bajo los casos extremos (a) y (d), y por ultimo la superficie de Cy, para €l caso (d)

obtenida.con el MCI.

En las figuras 4.7 y 4.8 se muestra la superficie obtenida para DCy, para las

condiciones (@) y (b) respectivamente.
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Figura 4.7. Esta gréfica presenta la desviacion DCy, para argon usando el MCF
sin interpolacion y sin errores, con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y
col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01

56



2.0

-2.0

0.8
0.6
0.4
0.2

d

Figura4.8. Egta gréfica presenta la desviacion DCy, para argon usando el MCF
con interpolacion y sin errores con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y
col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01

Nuevamente, de la comparacion de estas figuras, resulta claro que €l proceso de la
interpolacion no modifica el comportamiento de las superficies. Cabe sefialar que en la
figura 4.8 no aparecen las ondulaciones observadas en lafigura 3.5y que laescalade la
figura 3.5 es cien veces méas grande que la escala de la figura 4.8; como sucedié en €l

caso de DZ.

En la figura 4.9 se muestra la superficie obtenida para DCym, para las condiciones
especificadas en €l caso (c); e error en las condiciones de frontera para el factor de

compresion Z esta dado por (3.1).
Hay que resaltar que la escala de la figura 4.9 es dos 6rdenes de magnitud mas

pequenia que la escala de la figura 3.7, pero diez veces mas grande que la escala de la

figura4.8.

57



d

Figura 4.9. Esta gréfica presenta la desviacion DCy, para argon usando el MCF
con interpolacién y un error de2” 10 en C.F. sobre Z proporcional ar . Las C.F.
se tomaron de Tegeler y col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01

Figura 4.10. Esta gréfica presenta la desviacion DCy,m para argon usando el MCF
con interpolacion, asi como un error de 2~ 10™ en C.F. sobre Z proporcional ar y
un error en lafuncién F de 2~ 10° constante en toda la region de integracion. Las

C.F. setomaron de Tegedler y col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01
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En lafigura 4.10 se muestra la superficie obtenida para DCy m, para las condiciones

correspondientes al caso (d); en donde el error en lafuncion F esta dado por (3.2).

Al igual que en €l caso para DZ, lacomparacion de las figuras 4.9 y 4.10 muestra que
los errores en las condiciones de frontera predominan sobre los errores de F. Por lo
tanto, revisamos también el efecto que tiene er sobre DCy m, sin incluir los errores de las
condiciones de frontera; los valores e intervalo de e- corresponden a los utilizados para
DZ. Los resultados mostraron un desplazamiento de la superficie de DCy m de una parte
en diez mil solo parael maximo valor de e (500 ppm).Este andlisis nos da confianza en
gue la exactitud tanto de Z como de Cym no se ve comprometida por la incertidumbre

con lacual se mide lavelocidad del sonido.
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Figura4.11. Superficie de Cy, obtenida con el MCF para argdn sin interpolacion y
sin errores. Las C.F. setomaron de Tegeler y col. 1999. Dt=0.01y Dd = 0.01

Enlasfiguras4.11y 4.12 se muestran las superficies de Cy, paralos casos (a) y (d)
respectivamente. Otra vez no se encuentran diferencias entre estas figuras a esta escala
grafica ni se observa algin comportamiento anormal. El Cy, obtenido con el MCF, esta

libre de oscilaciones y la superficie se ve suave.

59



A
. AN
ANONNANAY
o
.
AR
g
B
O
KR
AN
Pt
(O
os..“.,..“.“.““.......:..“.....:.:..

)

DN
QO

:2::: .o
\

0.01

P
(D

QR

SRRSO ALK
B XN
7 ‘.3‘.“.“.,.‘.......“.....“........ .........

D AOUORNN
OO ()
N RKARROBON
OORUCORIANR
RO
R XRAGORARNY

W OO

\

RO
oo :.,.

0.01y Dd

;4“ “w,
(K
R

P
AN
KN
ORI
OO
‘..‘..‘...‘...‘...."‘,......"........“.",......"...,".".
!
i (K
"

A
(A

de integracion. Las C.F. setomaron de Tegeler y col.

1999. Dt

i

ion

constante en toda la regi

RN
i
QY

Figura 4.12. Superficie de Cy, obtenida con € MCF para argén con un error de
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Figura 4.13 Superficie de Cy,m, obtenida con el MCI para argén con un error de



Por otra parte, en la figura 4.13 se muestra la superficie para Cy,, obtenida con el
MCI bgo las mismas condiciones utilizadas para construir la superficie de la figura
4.12, con lafinalidad de contrastar los resultados de ambos métodos.

Es claro que en la figura 4.13 aparece un comportamiento ondulatorio notable sobre

la superficie de la capacidad calorifica a volumen constante y que obviamente este

comportamiento se corrige con el MCF.
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4.3 Coeficiente Joule-Thomson m

El calculo numérico del coeficiente m se redizé Unicamente con € MCF y los
resultados se compararon simultdneamente contra los datos experimental es de Roebuck
y col. 1934, y contra la EDE de Tegeler y col. 1999. La comparacion del coeficiente m
del MCF contra los datos experimentales requirié de invertir el factor de compresion
Z(T,r)ar(p, T), pueslos datos de Roebuck y col. 1934, estan reportados como funcion
de (p, T). Estainversiéon no es trivial, ya que del MCF se obtienen resultados en forma
numéricay no en formaanaliticatanto parap(T, r) como paran(T, r); por esarazon, la
inversion se llevd a cabo de forma grafica con ayuda del pagquete “Mathematica” . Una

vez que se conoce € valor de la densidad r * ,correspondiente a punto experimental

p®* y T** de Roebuck y col. 1934, éste se utiliza para calcular €l valor de mmediante la

interpolacion de los resultados numéricos obtenido con el MCF.

d

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura4.14. Esta gréfica presenta las desviaciones de Dmpara argén usando el
MCF sin errores con datos de C.F. sobre Z tomados de Tegeler y col. 1999.
Dt =0.01y Dd=0.01
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Es importante mencionar que debido a que en el articulo de Roebuck y col. 1934, no
se reportan las incertidumbres de las mediciones, los resultados obtenidos del MCF
tanto para m como de sus desviaciones, se generaron libres de errores, es decir, se

obtuvieron mediante las condiciones del caso (b).

En lafigura 4.14 se muestrala desviacion Dm= nT"™ - n°F utilizando los parametros

obtenidos en el capitulo tres. Cabe resaltar que el acuerdo entre los valores numéricos
de my los obtenidos de la EDE de Tegeler y col. 1999, esta siempre dentro de un 0.02%

en todalaregion de integracion.

La figura 4.15 muestra la superficie del coeficiente Joule-Thomson en la region de
integracién. Podemos observar en esta figura que no existe ningln comportamiento
anormal de tipo ondulatorio en mlo cua reafirma nuestra confianza en la exactitud del

método.

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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2.0

4
Figura4.15. Superficie de mpara argdn usando el MCF sin errores con datos de

C.F. sobre Z tomados de Tegeler y col. 1999.Dt =0.01y Dd=0.01
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En la figura 4.16 se muestran las desviaciones del coeficiente m obtenidas de la

comparacion entre el MCF y los datos experimentales reportados por Roebuck y col.

1934, Dmi=m"" - m™® para seis diferentes isbbaras como funcion det.
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Figura4.16. Desviaciones de mpara seis isocoras.
€ 20am, M 60am, A 100am, + 140 am, /\ 180 am, @ 200 atm

Cabe resaltar que en esta figura la maxima desviacién llega a ser de un 11 % entre €l
MCF y los datos experimentales, pero no hay que perder de vista que Roebuck y col.
1934 no reportan en su articulo las incertidumbres de sus mediciones.

Hasta donde sabemos ésta es la primera vez que se determina ma partir de datos de
velocidad del sonido.



Capitulo 5.

Conclusionesy per spectivas.

En términos generales podemos decir que los resultados obtenidos en esta tesis son
muy alentadores, y se han alcanzado |os objetivos planteados a iniciar esta nueva linea

de solucion del problema

Es importante sefidlar que en este trabgo se compararon las propiedades
termodindmicas del argén obtenidas con el MCF usando los datos que predice la EDE
de Tegeler y col. 1999, contra las predicciones de esta misma EDE con la finalidad de
conocer la exactitud del método y sobre todo evitar la formacion de ondulaciones en las

propiedades termodinamicas.

El MCF aprovecha la gran precision de las mediciones de velocidad del sonido y
ademas corrige las ondulaciones que presenta el MCI en laregion de altas temperaturas
y densidades. En contraste con el MCI el uso de la interpolacion de la funcion F en el
MCF no afecta de manera notable a las superficies DCym y DZ, y mucho menos a las
propiedades en si mismas, siempre y cuando la regiéon de estudio excluya a la region
critica en donde las aproximaciones a las derivadas presentan un error de truncacion

mayor que en €l resto de laregion.
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Por otra parte, el MCF se podria utilizar para obtener cotas en las propiedades
termodinamicas derivadas de la velocidad del sonido como funcion de las
incertidumbres de las condiciones de frontera

Es importante recalcar que, hasta donde sabemos, ésta es la primera vez que se
obtiene la superficie del coeficiente Joule-Thomson a partir de datos de velocidad del
sonido. Lo anterior tiene gran relevancia puesto que ejemplifica la forma de calcular
propiedades termodinamicas con gran exactitud una vez que se cuenta con la solucion
numérica de Z y de Cyn asi como los datos de la velocidad del sonido en la

representacionr y T.

Entre las perspectivas a corto y mediano plazo podemos mencionar las siguientes: (a)
probar el MCF utilizando directamente datos experimentales tanto parala velocidad del
sonido como para las condiciones de frontera; (b) aplicar el MCF para la obtencién de
propiedades termodindmicas del argén, o alguna otra substancia, a temperaturas
subcriticas tanto en la fase liquida como en la fase gaseosa; (c) extender el MCF para el
calculo de propiedades termodinamicas en mezclas, ya sea en fase liquida o gaseosa; (d)
utilizar el MCF en un estudio exahustivo alrededor de la regién critica en donde se ha
visto que € método presenta més dificultades en la prediccion de las propiedades

termodinémicas.
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