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INTRODUCCION

Un numero complejo A pertenece al espectro de un operador T si T — Al
no es invertible. Esta definiciéon se aplica igualmente al caso de un operador
en espacios de dimension finita, normados, de Hilbert o de Banach. Mientras
que en dimensién finita cada elemento del espectro corresponde a un vector
propio del operador T', en dimensién infinita la no invertibilidad de un operador
puede tener causas diversas. Estos fenémenos crean la necesidad de considerar
en el espectro puntos “més malos” y puntos “menos malos” o, en otras palabras
varios tipos de espectros.

La teoria espectral de algebras de Banach, donde se observan los mismos
fenémenos, alcanzé un nivel tan desarrollado en la década de los setenta que
resulté necesario darle forma axiomaética.

En el caso cldsico del dlgebra conmutativa C'(K') de funciones continuas sobre
un conjunto compacto K, el espectro de una funcién f € C(K) coincide con el
rango de la funcion.

Dada una k — upla de funciones fi,..., fi € C(K), el rango de la aplicacién
K —CF oz — (fi(x),..., fr (x)), es un subconjunto compacto de C¥, el cual
es el ejemplo bésico de “espectro combinado” o espectro multivariable en un
algebra de Banach.

En el caso de un algebra de Banach F, no necesariamente conmutativa, el
espectro combinado fundamental de una k — upla de elementos by, ..., bg, que
conmutan entre si, fue definida por R. Harte en 1973 de la siguiente manera:
(M, .-, Ak) € Sp(by,...,bx) si por lo menos uno de los ideales, izquierdo o
derecho, generado por by — A1,...,bx — Ax es propio. En el caso de un solo
elemento, el espectro de Harte coincide con el espectro usual.

Por las mismas razones que se han dado en el caso del espectro de un solo
elemento, también en el caso del espectro combinado existe la necesidad de in-
troducir varios tipos de espectro tales como: espectro puntual aproximativo,
espectro esencial, espectro de defecto, espectro de Taylor, por mencionar al-
gunos.

Segtin la axiomatica de W. Zelazko [Z7], un espectro combinado o un sube-
spectro es una aplicacién que asocia a una k — upla de elementos ai,...ar € F,
que conmutan mutuamente, un conjunto compacto o (aq,...ax) € C* de tal
manera que:

e

i) o(a1,...ar) C ] o (a;), donde o (a;) es el espectro usual de a; en E;

i=1
ii) P (o (ay,...a)) =0 (P (a1,...ax)), para cualquier mapeo polinomial
P:Ck—C™

Varios de los espectros antes mencionados se obtienen de acuerdo al siguiente
esquema: en el algebra E distinguimos un conjunto de elementos “buenos” R



( elementos inveribles, en el caso de Harte). Luego definimos (A1,...,Ax) €
Spr (ai,...,ax) cuando el ideal derecho o izquierdo, generado por (a3 — Aq,. ..,
ar — M) en E| no se intersecta con R.

El resultado principal de la tesis presenta un método para obtener un con-
junto R que conduce a varios subespectros conocidos y otros espectros no es-
tudiados hasta ahora. Este método consiste en considerar un algebra E que
contiene a A como subalgebra y tomar como R el conjunto de elementos de A
no invertibles en E. Sorprendentemente este método genera una clase muy am-
plia de subespectros no solamente para algebras de Banach sino también para
algebras topolégicas de Waelbroeck.

En los capitulos 1 y 3 damos definiciones y resultados béasicos para algebras
de Banach complejas con unidad, dlgebras de Banach conmutativas complejas
con unidad y &dlgebras topolégicas complejas con unidad.

En el capitulo 2 obtenemos un hecho puramente algebraico acerca del es-
pectro combinado, definido por una familia de ideales izquierdos (derechos) de
un &lgebra con unidad (Teorema 2.1.1). También demostramos que la familia
I (A) de ideales izquierdos de A que consisten de elementos no invertibles en
E, donde E es un édlgebra de Banach con unidad y A es una subdlgebra de E con
unidad, tiene la propiedad de la proyeccion. Segun la axiomdtica introducida
por Zelazko, se prueba que

Spe(ai,...;ar) = {(A,..., ) €ECF 3T €T (A), a;— N €T, 1<i<k}

es un subespectro.

En el capitulo 4 demostramos que la familia I}, (A) también satisface la
propiedad de la proyeccion. donde F es una (Q— &algebra compleja con unidad
y A es una subdlgebra de F con unidad. Si E es un élgebra de Waelbroeck
localmente convexa compleja con unidad, entonces obtenemos que el espectro
combinado Sp: () (a1, ...ay) satisface la férmula del mapeo espectral.

Finalmente, en el capitulo 5 consideramos una clase de espectros combinados
sobre algebras localmente m — convexas complejas con unidad, definidos para
una familia de ideales izquierdos o derechos apropiados sobre tales dlgebras,
demostrando la propiedad de la proyeccién y la férmula del mapeo espectral.



Capitulo 1

Algebras de Banach

Este capitulo contiene definiciones y resultados béasicos de la teoria de dlgebras
de Banach y algebras de Banach conmutativas. Para mds detalles ver [BD] o
algunos otros libros sobre élgebras de Banach ( [Ri],[Z5],[Pa] ).

En todo este trabajo por algebra siempre entenderemos un algebra compleja
con unidad e.

1.1 Conceptos basicos de algebras de Banach

Definicién 1.1.1. Un dlgebra E es un espacio vectorial complejo junto con una
operacidn binaria, llamada multiplicacion, (x,y) — zy de EX E — E la cual
satisface las siguientes condiciones (para todo x,y,z € E;A € C ):

i) x(yz) = (2y)z;

i) x(y+z2)=ay+zz (r+y)z =xz+yz;

i) (Ax)y = A(zy) =z (Ay);

iv) existe un elemento tdnico e € E tal que ex = xe = x, para todo x € E.
Es féacil probar que el elemento unidad estd determinado en forma tnica.

Para un nimero complejo A, el simbolo A también denotard al elemento Ae del
algebra.

Definiciéon 1.1.2. Sea E un dlgebra. Una semi-norma submultiplicativa
en E es una funcion ||-|| : E — (0,00),z — ||z|| la cual satisface (para todo
r,y€ E,AeC ):

i) el = (A=l
i) |z +yll < ll=ll + llyll;



iii) lzyll < llzll lyll;
i) |lell = 1.

Definicién 1.1.3. Una norma submultiplicativa en E es una semi-norma
submultiplicativa en E tal que:

v) si ||z =0 entonces x =0.

Definicién 1.1.4. Un dlgebra normada es un par (E,||||) donde E es un
dlgebra y ||-|| es una norma submultiplicativa en E. Un dlgebra de Banach es
un dlgebra normada que es completa en la topologia definida por la norma (en
otras palabras, (E,||||), considerado como un espacio vectorial, es un espacio
de Banach).

Ejemplos. Hay muchos ejemplos de algebras de Banach que aparecen nat-
uralmente en analisis funcional.

1) El ejemplo més importante de un dlgebra de Banach es el dlgebra L(X)
que consiste de todos los operadores lineales acotados que actian sobre un
espacio de Banach X, dim X > 1, con las operaciones algebraicas naturalmente
definidas y con la norma ||T'|| = sup {||T«|| : ||z]| = 1} . El elemento unidad en
L(X) es el operador identidad I definido por Iz = z, para todo z € X.

En particular, si dim X = n entonces L(X) puede ser identificado con el
algebra de las matrices complejas de n X n.

2) Sean K un espacio compacto y C(K) el édlgebra de todas las funciones
continuas de valor complejo definidas sobre K. Entonces C'(K), con la norma
supremo || f|| =sup{|f(z)| : z € K}, es un dlgebra de Banach.

3) Sea E un conjunto no vacfo. El conjunto de todas las funciones acotadas
de valor complejo definidas en E, con las operaciones algebraicas definidas pun-
tualmente y la norma supremo, es un algebra de Banach.

Similarmente, sea L>° el conjunto de todas las funciones medibles y acotadas
de valor complejo, definidas en el conjunto de los nimeros reales, con la medida
de Lebesgue. Entonces L, junto con las operaciones algebraicas definidas
puntualmente y la norma supremo, es un algebra de Banach.

4) Sea D el disco unitario abierto en el plano complejo. Denotemos por H>
al dlgebra de todas las funciones que son analiticas y acotadas en D. Sea A(D)
el algebra de todas las funciones que son continuas en D y analiticas en D.
Ambas dlgebras A(D) y H*, con la norma supremo, son ejemplos importantes
de algebras de Banach.

Observacién. Frecuentemente la condicién (ii) de la definicién 1.1.2 es
reemplazada por una condicién més débil de continuidad de la multiplicacién.
Sin embargo, es posible reducir estas definiciones mas generales de dlgebras de
Banach a la definicién 1.1.2.



Definicién 1.1.5. Sean A y B dos dlgebras. Un mapeo lineal h : A — B
es llamado un homomorfismo si h(xy) = h(x)h(y) y h(ea) =ep.

Un subconjunto A de un dlgebra E es llamada una subdlgebra si es cerrado
bajo las operaciones algebraicas (es decir, A es un subespacio vectorial de E, y
si z,y € A entonces zy € A).

Si A es una subdlgebra cerrada de un dlgebra de Banach F, entonces A, con
la norma restringida, es un algebra de Banach.

Definicién 1.1.6. Sean 1 y Es dos dlgebras de Banach. Un homomorfismo
h : By — Ey es llamado un homomorfismo topoldgico si h es continuo. Un
isomorfismo h : B4 — FEs es llamado un isomorfismo topoldgico siempre que h
sea un homeomorfismo entre E1 y h(E1). Un homomorfismo h : By — Es es
llamado isométrico si |h(x)| = z, para toda = € E;.

Para un algebra normada A existe su completacién, un dlgebra de Banach
E determinada en forma tnica (salvo un isomorfismo isométrico), tal que A es
una subdlgebra densa de FE.

A partir de este momento, un homomorfismo (isomorfismo) entre dlgebras
de Banach significard un homomorfismo (isomorfismo) topoldgico. Si la con-
tinuidad no es asumida, hablaremos de homomorfismo (isomorfismo) algebraico.

Definicién 1.1.7. Sea E un dlgebra. Un conjunto I C E es llamado un
ideal izquierdo (derecho) en E si I es un subespacio de E y ax € I (xza € 1),
para todo x € E, a € I. El conjunto I es un ideal bilateral en E si I es tanto
un ideal izquierdo como un ideal derecho en E. Un ideal (izquierdo, derecho o
bilateral) I C E es llamado propio si I es diferente de E.

Sea I un ideal bilateral propio de un dlgebra E. Los subconjuntos de E de
la forma x + I, con = € E, son llamados clases laterales de I en E. Dos clases
laterales distintas siempre son ajenas; su suma también es una clase lateral.
Dado que T es un ideal bilateral se sigue que el producto (z+I)(y+I), de
dos clases laterales, siempre esta contenido en alguna clase lateral, la cual serd
llamada el producto de las clases laterales t+1 e y+1. Finalmente, un multiplo
escalar de una clase lateral es nuevamente una clase lateral. Asi, el conjunto
de todas las clases laterales de I en F tiene la estructura de un algebra. Esta
algebra serd denotada por E/I y serd llamada el dlgebra cociente de E mddulo
I. El mapeo h: E — E/I, dado por x — x + I, serd llamado el homomorfismo
natural de E sobre E/I.

Un ideal bilateral propio I de un algebra E es llamado mazimal si no estéd
contenido propiamente en algin otro ideal propio. Todo ideal propio en un
algebra conmutativa estd contenido en algtin ideal maximal; lo mismo se cumple
para algebras no conmutativas, con la observaciéon de que los ideales izquerdo
y derecho se deben tratar por separado (el correspondiente ideal maximal es
también izquierdo o derecho, segin sea el caso). La prueba de estos hechos es



una consecuencia inmediata del Lema de Zorn-Kuratowsky. En adelante, por
un ideal propio entenderemos un ideal bilateral propio.

Lema 1.1.8. Sean E., E5 dos dlgebras de Banach y h : By — E5 un homo-
morfismo. Entonces kerh = {x € Ey : h(z) = 0} es un ideal cerrado en E;.

Demostracién. Es claro que ker h es un ideal. Dado que {0} es cerrado en
Cykerh =h"1({0}), h es continua, entonces ker h es cerrado en E;. B

Definicién 1.1.9. Sean E un dlgebra y x,z € E. z es llamado un inverso
izquierdo (derecho) de © si zx = e(rvz = €). Si z es tanto inverso izquierdo
como inverso derecho de x, entonces z es llamado un inverso de x.

Si « tiene un inverso z, éste es unico. En efecto, si z es otro inverso de z
entonces z = zZe = z(xz) = (Za)z = ez = 2.

Sea E un dlgebra. Un elemento de F para el cual existe un inverso (dere-
cho, izquierdo), serd llamado invertible (derecho, izquierdo). El inverso de un
elemento invertible x serd denotado por x~'. El conjunto de todos los elementos
invertibles en E serd denotado por G(FE). Similarmente, el conjunto de todos
los elementos invertibles izquierdos (invertibles derechos) en F serdn denotados
por GY(E)(G"(E)); es decir

GYE) = {ze€F: existey € FE tal que yz = e}
G"(E) = {x€FE: existey € E tal que xy =e}.
Claramente G(E) = G{(E) N G"(E).

Es facil ver que un elemento x € E tiene un inverso izquierdo (derecho) si,
y s6lo si, z no estd contenido en un ideal izquierdo (derecho) propio.

Teorema 1.1.10. Sea E un dlgebra de Banach.
i) SixzeE,|x| <1, entonces e —x € G(E);
ii) Los conjuntos G(E),GY(E) y G"(E) son abiertos;

1

iii) El mapeo x — x~1 es continuo en G(E).

Demostracién. (i) Si ||z| < 1 entonces ||2™| < |lz|" < 1. Asi, la serie

o0
> a™ es convergente en E y
n=0

oo oo n ) n )
(e—x)E " = E 2" (e — ) = lim g xJ—E It
n—oo n "
n=0 n=0 7=0 7=0
_ . _ entl —
= nlingo (e x ) e.



ii) Sea x € G'(E), demostremos que existe U vecindad del cero tal que
r+U CGYE).Seany € E, talqueyr = e,y U = {u eEE:||ul|l < ||yH71} . Sea
u € U, como yx = e entonces y(z + u) = e + yu. Pero |Jyu| < ||y||||lu|| < 1. En
consecuencia, por el inciso (i), y(z+u) es invertible y (y (z 4+ u)) "y (z + u) = e.
Por lo tanto = + u € G'(E), de donde G!(E) es un conjunto abierto en E.

Similarmente, podemos demostrar que G"(E) es un conjunto abierto en FE.
Por ser G(E) = G"(E) N G'(E), entonces G(E) también es abierto.

o0 .
i1i) Sean v € G(E) y |ly|| < Hx_lH_l . Entonces la serie ) (yx_l)l es
i=0

o0 .
convergente en E y se tiene que (z —y) ' =271 Y (ya:‘l)z . Asf
=0

Je-w =2 = e S )| < e S el
i=1 i=1
11
L—[[yll flz=]]

De donde (z — y)71 — 27", cuando [|ly[| — 0. H

Corolario 1.1.11. Sea E un dlgebra de Banach. Entonces:
1) La cerradura de un ideal propio de E también es un ideal propio;

i1) Todo ideal (izquierdo, derecho) mazximal es cerrado.

Prueba. i) Sea [ ideal propio de E. Usando la continuidad de la multi-
plicacién, se prueba facilmente que la cerradura de I es nuevamente un ideal.
Dado que ING(E) es vacio y por Teorema 1.1.10 (i7) , se tiene que I C E\G(FE)
con E\G(E) cerrado en E. De donde I N G(E) es vacfo. Por lo tanto I es un
ideal propio de E.

i7) inmediata. W

Demostracion 1.1.12. Sea E un dlgebra y x € E. El espectro de x en E
es el conjunto de todos los nimeros complejos A tales que Ae —x es no invertible
en E. El espectro de x en E serd denotado por Spg (x) o Sp(x), si es claro en
qué dlgebra se estd trabajando.

Si E es un dlgebra de Banach y z € E, por el Teorema 1.1.10 (ii), Spg (z)
es un subconjunto cerrado de C. La funcién A — (Ae — )", definida en el
conjunto abierto C\Spg (z), es llamada la resolvente o funcidn resolvente de
x, denotada por R (x;-). Al conjunto C\Spg () = p(x) se le llama conjunto
resolvente del elemento x

Teorema 1.1.13. Sea E un dlgebra de Banach. Entonces la funcion resol-
vente A — (Ae — )" es analitica en C\Spg (z).



Demostracién. Para A1, Ay € C\Spg (z) tenemos que

(@=MA) " =(@=X) = (@=A) T (@ X) = (@A) (= A
= (@=M) "M —A)@— )"
= M=) @—M\)" (- )"

Asi, por el Teorema 10 (4i7)

(z=M)" = (@=X)"} A=) (@=A) (= A)"

li = i
>\11—>H§\2 A1 — A >\11—>H§\2 A1 — A2
= lim (z—M)""@—X) ' =(z—A) 7.
A1— Ao

Por lo tanto, la funcién resolvente es analitica en C\Spg (). W

El siguiente resultado es uno de los mas importantes en la teoria de algebras
de Banach, el cual da origen al importante Teorema de Gelfand-Mazur.

Teorema 1.1.14. Sean E un dlgebra de Banach y x € E. Entonces el
espectro de x, Spg(x), es un subconjunto compacto no vacio de C.

Demostracién. Sea |A| > [|z||. Dado que Ae —z =X (e — A7'z) y ||)F1xH
< 1, entonces e — A"tz € G(E); lo cual implica que A\e —2 € G(E). Por lo tanto
A ¢ Spg (z). Asi Spr(z) es acotado y, en consecuencia, compacto.

Supongamos que Spg(z) = . Por el Teorema 1.1.13 la funcién resolvente
R (x;-) : C\Spg(z) = C — E es una funcién holomorfa. Ademds

IR (2 \)] = H()\e - x)*lH =AY H(e - A‘lx)_lH ~0

cuando |[A| — oo. Asi{ R(z;\) es acotada y holomorfa. En consecuencia, se
tiene que el mapeo A — (R (x;)\)) es holomorfo de valor complejo ¥V ¢ € E el
cual también es acotado, puesto que ¢ es continua y R (z;\) [C] es acotado en
E. Por el Teorema de Louville, el mapeo A — (R (x;\)) es constante. Pero

PR N) = (A = A 12) ) =0
cuando |A| — co. Asi
O(R(z;\) =0 VYeeEVYeC;

de donde R (z;A) =0V A € C Por lo tanto (Ae — z) no es invertible V A € C, lo
cual es una contradiccién. As{ Spg(z) #0. B

Observacion. Sea T un operador sobre un espacio de Banach X de di-
mensidn finita, es decir T es una matriz cuadrada. Entonces Spg(T) es finito y
consiste de eigenvalores de T.



El hecho de ser Spgr(T') no vacio es equivalente al ”teorema fundamental del
algebra”, de que todo polinomio complejo tiene una raiz. Esto ilustra qué tan
profundo es el teorema previo, y también que los operadores sobre espacios de
dimension finita estan lejos de ser triviales.

Corolario 1.1.15 (Gelfand-Mazur). Sea E un dlgebra de Banach tal que
todo elemento no cero de E es invertible (es decir, E es un campo). Entonces
E consiste de multiplos escalares de la unidad e, E = {le: A € C}. Asi, E es
isométricamente isomorfo al campo de los nimeros complejos.

Demostracion. Por el Teorema 1.1.14, el espectro de z en F es no vacio.
Por lo tanto existe A € Spg(z) tal que x — e no pertenece a G(E). En conse-
cuencia z = Xe. B

Lema 1.1.16. Sean x,x,,y, (n = 1,2,3,...) elementos de un dlgebra de
Banach E tales que x, — x y sup {||yn||} < o0.
n
i) Si ynan = e, para toda n, entonces v € G'(E)

1) Si Tpyn = €, para todo n, entonces v € G"(E).

Demostracién. Tomemos n tal que ||z — 2, || < (sup |jy,||) " . Entonces
YnT = YnTp + Yn(@ — xn) = e+ yn (. — zy),

donde ||yn (x — x,)|| < 1,y asi ypz € G(E). Por lo tanto (y,z) ' ypz = e y
z € GYE).
La segunda afirmacién se prueba en forma similar. W

Definicién 1.1.17. (i) Un elemento a, diferente de cero, de un dlgebra E
es llamado un divisor izquierdo (derecho) de cero si ax =0 (za = 0) para algin
elemento x no cero de E.

(i) Un elemento a, diferente de cero, de un dlgebra de Banach E es llamado
un divisor topoldgico izquierdo (derecho) de cero si

inf {Jlaz|| :x € E,||z|| =1} =0

(inf {||za| : z € E, ||z|| = 1} = 0).

O, equivalentemente, eziste una sucesion {x,} C E, con ||x,|| > € > 0, tal
que

lim ax, =0 (lim xna:()>.

n—oo n—oo

Los divisores topolédgicos de cero estan cercanamente relacionados a los ele-
mentos no invertibles.

Teorema 1.1.18. Sean E un dlgebra de Banach y a € E. Entonces:
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i) Si a tiene un inverso izquierdo (derecho), entonces a no es un divisor
topoldgico derecho (izquierdo) de cero;

1) Si a es invertible, entonces a no es divisor topolégico derecho e izquierdo
de cero;

iii) Si a € OGY(E) (la frontera topoldgica de G'(E)), entonces a es un
divisor topoldgico derecho de cero;

iv) Si a € OG(E), entonces a es un divisor topoldgico izquierdo y derecho
de cero.

Demostracién. i) Supongamos que b es un inverso izquierdo de a y sea
x € E, con ||z|| = 1. Entonces tenemos que

L= [lz]| = llex]| = [[baz| < {|b] oz -

De donde
inf {|jaz| : 2 € B, |z =1} > |b]~" > 0.

Asi, a no es un divisor topolégico derecho de cero. En forma similar lo
demostramos para cuando a tiene un inverso por la derecha. El inciso (i) es
consecuencia del inciso (i) .

(1ii) Sea a € G'(E) entonces existen sucesiones {a,},{b,} en E tales que
lim, o0 a@n = a 'y bpa, = e, para todo n. Por Lema 1.1.16, lim,,_, ||b,|| = o0;

en consecuencia la sucesién {b,} es no acotada. Esto implica que existe una
bn
k

[[on ]

subsucesién {b,, } C {b,} tal que ||b,| — oo cuando k — oo. Sea ¢ =
Entonces ||ckx|]| = 1 para todo k y
b, 1
||Cka|| T (ank + ((l - a’nk)) SOt ”a’ - ank” :
1B ] [[bns
En consecuencia klim llekall = 0y a es un divisor topoldgico derecho de cero.
— 00
iv) Sea a € IG(FE), entonces existe {an} C G(F) tal que lim,,_,o a, = a.

Por el Lema 1.1.16, lim,, Ha;l H = 00; en consecuencia la sucesién {a;l} es
no acotada. Esto implica que existe una subsucesién {a;}}} - {a; 1} tal que

-1
lant]| — oo cuando k — oco. Sea ¢; = ﬁ Entonces ||ck|| = 1 y, como en
Mg
(#i7) , podemos obtener facilmente que lim |[cxal| =0y lim |lac,| = 0. Asi, a
k—o00 k—o00

es un divisor topoldgico izquierdo y derecho de cero. W

1.2 Conceptos basicos de algebras de Banach
conmutativas

En esta seccién damos un panorama de resultados basicos de la teoria de dlgebras
de Banach conmutativas. El ejemplo mas importante de tales algebras es el

11



algebra C(K) de todas las funciones continuas de valor complejo definidas sobre
un espacio compacto Hausdorff K no vacio, junto con la norma supremo || f|| =

sup {| (2)] : @ € K}.

En algebras conmutativas, las nociones de ideal izquierdo, ideal derecho e
ideal bilateral coinciden. De la misma forma coinciden las nociones de ideal
maximal izquierdo e ideal maximal derecho y de divisor topolégico derecho e
izquierdo de cero.

Asi, inicamente hablaremos acerca de ideales, ideales maximales y de divi-
sores topoldgicos de cero. En toda esta seccién las dlgebras seran conmutativas.

Definicién 1.2.1. Sean E un espacio vectorial complejo y A C E un sube-
spacio de E. Decimos que E es de codimension uno si dim E/A = 1.

Teorema 1.2.2. Todo ideal mazximal en un dlgebra de Banach conmutativa
es cerrado y de codimension uno.

Demostracién. Sea I un ideal maximal de E algebra de Banach conmu-
tativa. Por Corolario 1.1.11 (ii), I es cerrado. Ademds, E/I es un algebra de
Banach conmutativa cuyos elementos no cero son invertibles. Por el Corolario
1.1.15

dmFE/I=1. 1

Definicién 1.2.3. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa. Una funcional
lineal (no necesariamente continua) f : E — C es llamada multiplicativa si

fle)=1 y f(zy) = f(x)f(y).

Observacién. En general, si F no tiene unidad, la condicién f(e) =1 se
sustituye por la condicién f(x) # 0, para algin « € E. Dado que en esta seccién
estamos trabajando con algebras conmutativas, ambas condiciones, junto con la
condicién f(xy) = f(x)f(y), resultan ser equivalentes.

Las funcionales lineales multiplicativas estan en correspondencia uno-uno
con los ideales maximales.
Teorema 1.2.4. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa.

i) Si f es una funcional lineal multiplicativa en E, entonces ker f es un
ideal mazimal.

1) Si I C E es un ideal mazimal en E, entonces E = {x+ e : x € I, X € C}
y el mapeo f : E — C, definido por f(x + Xe) = A, es una funcional lineal
multiplicativa. Claramente ker f = I.

Demostracién. i) Es claro que ker f es un subespacio vectorial de E. Sean

x €kerf yy € E. Dado que f(ay) = f(x)f(y) =0, entonces ker f es un ideal
de E, el cual es de codimensién uno. Asi, ker f es maximal.

12



i1) Sea I C E un ideal maximal de E. Por Corolario 1.1.11 (i), I es cerrado;
en consecuencia E/I es un dlgebra de Banach conmutativa cuyos elementos no
cero son invertibles. Asi, por el Corolario 1.1.15, E/I es isomorfo a C y el ho-
momorfismo natural f : F — E/I = C define una funcional lineal multiplicativa
en Etal queker f=1. N

Observacion. En el teorema anterior es importante notar que el algebra
de Banach en cuestién sea conmutativa y que tenga unidad. Si alguna de estas
dos condiciones no se cumple, el teorema anterior es falso.

a) Sea E = My (C) el élgebra de todas las matrices complejas de 2 x 2
con la norma usual. E es un algebra de Banach no conmutativa cuya unidad es
la matriz

Consideremos a1, as € E definidas por

(0
a; = 0

a4 — 0 0
271 0 )
entonces

0 0 1 0
fﬁ:a%:(o 0) a1a2+a2a1:(0 1),

lo cual implica que F no puede tener una funcional lineal multiplicativa.

O =
N~~~

b) Sea L' (0,1) el espacio de Banach de las funciones absolutamente inte-
grables de valor complejo definidas sobre el intervalo (0,1) con la norma

1
1]l = / ()] dt.

Este es un algebra de Banach conmutativa sin unidad si la multiplicacién es
definida como la convolucién; es decir, dados f,g € L' (0,1) la multiplicacién
de f y g es definida por

(fxg)(z) = /O flz—1t)g(t)dt.

El dlgebra L' (0,1) no tiene funcionales lineales multiplicativas. En efecto,
sea f € L'(0,1) y sea f(t) = 0, para t € (0,¢) y para algiin ¢,0 < ¢ < 1.
Entonces (f * f % f .. * f)(x) = 0 para n lo suficientemente grande. Sea
F funcional lineal multiplicativa en L' (0,1), entonces F [f * f* f*...* f] =
[F(f)]" = F(0) =0, de donde F (f) = 0. Pero el conjunto de esas funciones en
L' (0,1), que son igual a cero en una vecindad del cero, es denso y como las fun-
cionales lineales son continuas entonces F' es la funcional cero. En consecuencia
no existen funcionales lineales multiplicativas en L' (0,1).

13



El conjunto de todas las funcionales lineales multiplicativas en un dlgebra de
Banach conmutativa E serd denotado por M (E). Como las funcionales lineales
multiplicativas estdn en correspondencia uno a uno con los ideales maximales,
las funcionales lineales multiplicativas son frecuentemente identificadas con los
correspondientes ideales maximales.

Las funcionales lineales multiplicativas son la herramienta bésica en los prob-
lemas relacionados con algebras de Banach conmutativas.

Como los ideales maximales de un algebra de Banach son cerrados y dado
que ellos son, precisamente, los conjuntos donde las funcionales lineales multi-
plicativas se anulan, entonces tenemos el siguiente

Teorema 1.2.5. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa. Toda funcional
lineal multiplicativa en E es continua.

Observacion. En vista del resultado previo y de la definicién 1.1.6, toda
funcional lineal multiplicativa f : E — C, con F algebra de Banach conmutativa,
es un homomorfismo.

Teorema 1.2.6. Sean E un dlgebra de Banach conmutativa y x € E. Ten-
emos lo siguiente:

i) Si fe M(E) entonces f(x) € Spg (z);
ii) Si A € Spg (x) entonces existe f € M(E) tal que f(z) = A;

iti) Un elemento x € E es invertible si, y sdlo si, f(x) # 0, para todo
feM(E).

Demostracién. i) Si f € M(FE) entonces el elemento z — f(x)e € ker f.
Como el ker f es un ideal propio, el elemento & — f(x)e es no invertible. Por lo
tanto f(x) € Spe(x).

i1) Si A € Sp(x) g entonces & — Ae es no invertible en E; de donde z: — Xe estd
contenido en un ideal propio, y asi existe un ideal maximal que contiene a z— \e.
La correspondiente funcional lineal multiplicativa f satisface que f(x— Ae) =0,

y asi f(z) = A
iii) Se sigue de (i) y (i7). W

Teorema 1.2.7. Sea E un dlgebra de Banach. Entonces M(E) es no vacio.

Demostracion. Si E es un campo entonces, por Corolario 1.1.15, F es
isomorfo al campo complejo. Asi, la identidad es una funcional lineal multi-
plicativa.

Si F no es un campo, entonces existe € E tal que x # 0y z es no invertible.
Asi, el ideal generado por x, xF, es propio. Por el Lema de Zorn-Kuratowsky,
xE estd contenido en un ideal maximal. En consecuencia existe f € M(FE) y
f(z)y=0. N
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Definimos una topologfa (de la convergencia puntual de las funcionales lin-
eales multiplicativas) en M(FE). La base de vecindades abiertas de f € M(E)
estd formada por los conjuntos

le,lg,‘..,x‘n;if = {g S M(E) : |f (xz) —-4g (xz)‘ < Eai = 1a27 ---7”}7

donde 1,9, ...,x, € E, ¢ > 0. Esta topologia, debida a Gelfand, se llama
Topologia de Gelfand.

El conjunto M (FE), dotado con la topologia de Gelfand, da el importante

Teorema 1.2.8. Sea E un dlgebra de Banach. M(E), con la topologia de
Gelfand, es un espacio Hausdorff compacto no vacio.

Demostracién. Ver [Z5; pags. 43-44]. B

Consideremos el dlgebra de Banach C(M(E)) de todas las funciones contin-
uas de valor complejo definidas en el espacio compacto Hausdorff M (E), con la
norma supremo.

Definicién 1.2.9. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa. El mapeo
T E—- C(M(E))

definido por
z—Z(f)=f(z),
con x € E, f € M(E), es llamado la transformada de Gelfand.

Definicion 1.2.10. Sean E un dlgebra de Banach y x € E. El radio espec-
tral de x, denotado por r(x), es el nimero

r(z) =max {|\|: A € Spg (z)}
o0, equivalentemente por ser E conmutativa con unidad,

ra)= max {F(D]) < o]

Teorema 1.2.11 (férmula del radio espectral). Sean E un dlgebra de Ba-
nach y x € E. Entonces

"

1
) n

r(z)= lim (||z

Demostracién. Ver [M2; pag. 8. W

Ahora pasemos a la nocién del radical de un algebra de Banach.
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Definicién 1.2.12. Sea E un dlgebra de Banach. El radical de E, denotado
por rad E, es definido como

rad E=n{I € M(E)}.
Observacion. El radical es el ideal cerrado més grande contenido en todos
los ideales maximales de E. También tenemos que
rad E = {x cE: lim (Jz"|)* :o} —{zeE:7(])=0},
y asi rad E es el nicleo de la transformada de Gelfand. Los elementos en rad
FE son llamados elementos topoldgicamente nilpotentes. El dlgebra E es semi-
simple si rad E = {0} .

La transformada de Gelfand tiene las siguientes propiedades

Teorema 1.2.13. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa. Entonces:

i) La transformada de Gelfand es un homomorfismo continuo y ||”|| = 1;

i) ||Z|| =r(z), z € E;
iti) T[M(E)] = Spg(x), z € E;
i) T =0 si, y sélo si, Spr(x) = {0} si, y sdlo si, x € rad E.
Demostracién. (iii) Z [M(E)] ={z(f): fe M(E)} ={f(z): fe M(E)} =
Sp(x).

(@) |zl = sup [@(f)] = sup [f(x)] = sup{|f(2)|:fe M(E)} =
feM(E) feM(E)
r(z).
(@) [zl = sup |Z(f)= sup [f(z)|< sup [flllz]= sup [zl =
fEM(E) fEM(E) fEM(E) fEM(E)

][ -
Asi, la transformada de Gelfand es continua y, ademds, ||| < 1.
Por otra parte

lell= sup [e(f)[= sup |[f(e)]= sup 1=1
feEM(E) feEM(E) feM(E)

Asi que
71 = 1.

(iv) T = 0si, y sélo si, Z(f) = 0 para todo f € M(E) si, y s6lo si, f(x) =0
paratodo f € M(FE) si, y s6lo si, Spg(x) = {0} . Ahora, un elemento z pertenece
al radical de F si, y sélo si, x estd contenido en todos los ideales maximales; es
decir f(z) = 0 para todo f € M(FE). Esto significa que Spg(x) = {0} = rad
E. 1
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Definicién 1.2.14. Un subconjunto cerrado F C M(E) es llamado un
conjunto mazximizante para un dlgebra de Banach E si

mase (7 (1)) = maxc [ (1)

para cada © € E. Una frontera de Shilov de E, denotada por I' (E), es cualquier

conjunto maximizante minimo.

Definicién 1.2.15. Un subconjunto S de un dlgebra de Banach E consiste
de divisores topoldgicos de cero combinados (abreviado DTC combinados) si

n
inf lx:z|| = 0,
||z||,zeE; l

para todo subconjunto finito {x1,...,x,} C S.

Definicién 1.2.16. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa con unidad.
El conjunto de todas las funcionales lineales multiplicativas f € M(E) con
ker f € 1 (E) es la corteza de E y se denota por cor E. (E) es el conjunto de
todos los ideales de E que consisten de DTC combinados

La siguiente proposiciéon da otra caracterizaciéon de los DTC combinados.

Proposicion 1.2.17. Sea E un dlgebra de Banach. Un subconjunto no
vacio S C E consiste de DTC combinados si, y sélo si, existe una sucesion

{zn} CE, [|2n|l = 1, tal que

lim ||z,z|| =0 Vazelb.
n—oo

Demostracién. Ver [Z8; pag. 43] B
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Capitulo 2

La propiedad de la
proyeccion de una familia
de ideales en subalgebras de
algebras de Banach

En este capitulo presentamos el enfoque més apropiado a los problemas estu-
diados en los articulos [W1],[W2] y [W4], en el caso de dlgebras conmutativas
con unidad. Ademads de las considerables simplificaciones de las pruebas, obten-
emos una importante generalizacién de los resultados principales en el caso no
conmutativo.

Sea E un &lgebra de Banach con unidad e y sea A subalgebra de E con
unidad tal que la unidad e de E pertenezca a A. Por I' (A) es denotada a la
familia de todos los ideales izquierdos propios de A. I, (A) denota a la familia
de los ideales izquierdos de A que consisten de elementos no invertibles en E.
Si A es conmutativo usamos la notacién I (A) e Ig (A), respectivamente.

Por R(A) se denota a la subédlgebra cerrada més pequena de E que contiene
a Ay al conjunto {a™':a € ANG(E)}.

Definicién 2.0.1. Sean A un dlgebra con unidad e y U una familia de
ideales izquierdos propios en A. Decimos que la familia U tiene la propiedad
de la proyeccion si para todo ideal I € U, para toda k—upla a1, as,as,...,ax de
elementos en I, que conmutan mutuamente, y para todo ¢ € A que conmuta con
todos los a;,1 < i <k, existen A€ C y J € U tales que ai1,as,as,...,ag,c — Ae
pertenecen a J.

Si E es algebra de Banach Harte [H1], Teorema 4.2, demostré que I' (E)
tiene la propiedad de la proyeccién.
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Los articulos mencionados al inicio de este capitulo estan relacionados, ex-
plicitamente o no, a el hecho de que para un algebra de Banach conmutativa F
y para cualquier subdlgebra A C FE, la familia Ig (A) tiene la propiedad de la
proyeccion.

En este capitulo consideramos el mismo problema para E un &lgebra de
Banach arbitraria con unidad y A C E subélgebra con unidad tal que ada=! C
A, para todo a € ANG(FE). La subdlgebra A no es cerrada en F y el inverso

a~! no necesariamente pertenece a A.

En la secciéon 2.1 obtenemos un hecho puramente algebraico acerca del es-
pectro combinado definido por una familia de ideales izquierdos (derechos) de
un algebra E con unidad. Si U es una familia arbitraria de ideales izquierdos
de FE, introducimos para una k — upla de elementos que conmutan mutuamente
ai,ag,...,ar € B

Spu(ai,...,ar) = {(Al,...,/\k) eCF: existe e U,a; —\; € [,1<i< k}
El Teorema 2.1.1 afirma que Spy satisface la formula del mapeo espectral
si, y sélo si, la familia U tiene la propiedad de la proyeccién.

En la Seccién 2.2 concluimos que [ lE (A) tiene la propiedad de la proyeccién
y en las secciones restantes presentamos algunas aplicaciones del Teorema 2.2.2.

2.1 Espectro combinado definido por una fami-
lia de ideales

El siguiente teorema es fuertemente motivado por los métodos usados en [H1].
Para un &lgebra dada E denotemos por I'(E) al conjunto de todos los ideales
izquierdos propios en E.

Teorema 2.1.1 Sea E un dlgebra con unidad sobre C. Sea U C I'(E) una
familia de ideales izquierdos propios que poseen la propiedad de la proyeccion.
Entonces para toda k—upla ay,...ar € E que conmutan mutuamente y para todo
mapeo polinomial P : CF — C™

P (Spy (a1, ...,ax)) = Spu (P(ay, ..., ax)).

Demostracién. Sea P = (P, ..., P;;) un mapeo polinomial. Para cualquier
mapeo polinomial P; de k variables © = (z1,...,2x) vy para A = (A\1,..., \g),
podemos escribir

k
Py (x) = P (A) = Z fij (@) (x5 = Aj)
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donde los f;; son polinomios.

Supédngase que (A1, ...,A\x) € Spy (ai,...,ar), esto implica que a; — \; €
I,1 < j <k paraalgin I € U. Por la férmula anterior, P; (a) — P; (A\) € I para
1 <4 < m. En consecuencia (P; (A), ..., P, (X)) € Spy (P1 (a) , ..., Py (a)) . Esto
prueba la siguiente contencién de la férmula del mapeo espectral

P (Spy (a1, ...,ax)) C Spy (P(ay,...,ax)).

Ahora supongamos que u = (u1, ..., un,) € Spy (P (a)) y sea J € U un ideal el
cual contiene a los elementos P; (a) —u;, 1 <4 < m. Consideremos la k+m—upla
(P (a) — u,a) cuyos elementos conmutan. Aplicando k veces la propiedad de la
proyeccién de la familia U, podemos encontrar A = (A1,...,\,) € Cke I € U
tales que todos los elementos P; (a) —u;,1 < i < mya; —A;,1 <j<k
pertenecen a I. En particular A € Spy (aq, ..., ax) .

Para by,....,bp € E y c1,...,cn, € E, tenemos que

m k
SZZCi (Pl((l) —ui)—i-ij (G,j —)\j) EI,
i=1 j=1
por que I es un ideal izquierdo.
Para un 1 < | < m fijo, tomemos ¢; = e,¢; = 0 para ¢ diferente de [, y
b; = —fij (a) para 1 < j < k. El valor correspondiente de la suma s, la cual

pertenece a I, es (P (A) — u;) e. Esto implica que P, (A\) —u; = 0. Esto prueba
la férmula del mapeo espectral

P (Spy (a1, ...,ax)) = Spy (P(a,...,ar)). B

2.2 La propiedad de la proyeccién de % (A)

Teorema 2.2.1. Sea E un dlgebra de Banach con unidad y sea A C E
subdlgebra con unidad. Supongamos que aAa~! C A, para toda a € ANG(E). Si
I €IL(A) y J es el ideal izquierdo cerrado generado por I en R(A), entonces
J € IL (R(A)). En particular J es un ideal propio de R(A).

Demostracion. Consideremos el conjunto F' de todos los elementos de la
forma

F={b"la:acAbe ANG(E)}.

Obviamente F C R(A), AC Fy {b"':be ANG(E)} C F. El conjunto
F es cerrado con respecto a la multiplicacién. En efecto, si r,s € ANG(E) y
a,b € A entonces

— — — — — —1 —
rrasTb=r"tslsasT b = (sr) " sas b€ F,
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por que sas~'b € A.
F es también un espacio vectorial, puesto que

# a5 = (o) [sa+ (or) e (or) )

y sa+ (sr)r(sr) ' be A
En consecuencia R(A) es igual a la cerradura de F, es decir

R(A)={b"la:ac Abec ANG(E)}.
El ideal cerrado J, generado en R(A) por I, es la cerradura de
Jo={sla:a€l,s€ ANG(E)}.

El conjunto Jy es un ideal que consiste de elementos no invertibles en £. Lo
mismo es cierto para J = Jy por que G(F) es abierto en E. W

Observemos que F' es la subdlgebra mas pequena de E que contiene a A y
es cerrada con respecto a la inversién en E, mientras que R(A) es el dlgebra
cerrada mas pequena con la misma propiedad.

Teorema 2.2.2. Sea E un dlgebra de Banach y sea A C E una subdlgebra
de E con unidad tal que aAa™' C A, para todo a € AN G(E). Entonces La
familia I,(A) tiene la propiedad de la proyeccion.

Demostracién. Supéngase lo contrario. Existen I € IL(A) y a1, as,...,a
€ I tales que, para algin ¢ € A y para todo A € C, el elemento

k
u= Za:jaj + xpr1(c — Ae),

j=1

con z; € A,1 < j < k+1, es invertible en E. En consecuencia u tambi-
én es invertible en R(A). Por el Teorema 2.2.1, el ideal generado en R(A) por
ai, as, ..., ak, es propio, mientras que el ideal en R(A) generado por aq, as, ..., ag,
c—Xe es R(A), para todo A € C. Este hecho contradice el Teorema 4.2 de Harte
en [H1]. W

Obsérvese que no se supone que A sea cerrado en E. Obviamente, los Teore-

mas 2.2.1y 2.2.2 son también verdaderos para la familia I, (A) bajo la condicién:
a~'Aa C A, para toda a € ANG(E).
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2.3 Subespectro asociado a I%(A)

De acuerdo a la terminologfa introducida por Zelazko en [Z7], un subespectro en
FE es un mapeo que asocia a cualquier k — upla de elementos aq,as, ...,ar € F,
que conmutan mutuamente, un conjunto compacto 7 (a,as,...,ar) C C* tal
que:

(1) 7(a1,az2,...,a;) C Hle Sp(a;), donde Sp (a;) es el espectro usual de
a; en E;

(2) P(7(a1,aq,...,ar)) = 7 (P(a1,az,...,ar)), para cualquier mapeo poli-
nomial P : C¥ — C™.

Ejemplos de subespectros

1. Espectro de Harte. Sea E un algebra de Banach compleja con unidad. El
espectro de un elemento a € E, Spg (a), es el conjunto de nimeros complejos
A para los cuales no es cierto que existen b y & en E que satisfacen

(2.1) bla—X)=e=(a— ANV

La definicién del “espectro” Spg (aq, ..., ax), para una k—upla de elementos
de FE, estd basada en (2.1). Escribimos

(2.2) a-b=aby + asby + -+ apbg,
para las k — uplas a = (a1,...,ar) y b= (b1,...,bx) de elementos de E; si
(2.3) a-b=1

decimos que a es una interpolacion izquierda para b en E y b es una interpo-
lacion derecha para a en E. El “espectro combinado” Spg (a) de una k — upla

a = (ay,...,a;) ahora serd un conjunto de k — uplas A = (A1, ..., \) de
nimeros complejos para los cuales no es cierto que la k — upla a — A =
(a1 — A1, ...,ax — Ag) tiene interpolaciones derecha e izquierda en E. Esto se

expresa formalmente en la siguiente

Definicién. (i) El espectro izquierdo Spl; (a) = Sp' (a) de una k — upla a
con respecto a E es el conjunto de todos los A € C* para los cuales a — A no
tiene interpolaciones izquierdas en F

(#7) El espectro derecho Spl; (a) = Sp” (a) de una k — upla a con respecto a
E es el conjunto de todos los A € C* para los cuales a—\ no tiene interpolaciones
derechas en F

(741) El espectro combinado Spg (a) = Sp(a) de una k — upla a en E es la
unién de los espectros derecho e izquierdo de a.
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El espectro de Harte, (iii), es un subespectro en E de acuerdo a la termi-
nologia de Zelazko. Para la prueba de los axiomas ver [H1].

2. El espectro puntual aprozimativo es otro ejemplo de un subespectro de
acuerdo a la terminologia de Zelazko. Para la comprobacion de los axiomas ver
[SZ] y [27; pags. 252-253]

Definicién 2.3.1. Sean E un &algebra de Banach con unidad, A C F una
subdlgebra de F y ai,as,...,ar € A que conmutan mutuamente. Definimos el
conjunto

Spe (a1, .yar) = {(AM, ., Ak) € CF 23T € I(A), (a; — Ne) € [,1 < i < k}.
Afirmacidén. El conjunto Spg (a1, as,...,ax) es compacto y satisface que

K
Spg (a1, az, ...,ax) C HSP (a;)
i=1

Demostracién. Sea A\ = (A1, Ag, ..., \p) € Spg (a1, as, ..., ar), demostremos
que A € Hle Sp (a;) . Supongamos que A no pertenece a Hle Sp (a;) , entonces
existe j € {1,2,...k} tal que \; no pertenece a Spg (a;) . Esto implica que existe
b; € E tal que (a; — A\je)bj =e. Asi, e € I = (a1 — Ae, .....,ar, — Age) , el ideal
en A generado por la k —upla a; — Aie, ..., ap, — Age, en consecuencia I = A. De
donde, I no estd en I4(A) y A = (A1, A2, ..., \x) no estd en Spg (a1, as, ..., ax),
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto A € Hle Sp (a;) .

Por ser E &lgebra de Banach con unidad y a; € E,1 < i < k, entonces
Spg (a;) es un subconjunto compacto de C. En consecuencia Spg (a;) es aco-
tado. Por lo tanto Spg (a1, as, ..., ax) es también acotado.

Sea A € C\Spg (a1, aq, ..., ar) . Entonces existen by, by, ..., by € E tales que

es decir (a; — Aie,as — Ase, ..., ar — Axe) es invertible en E¥. Sea v € CF tal que
v = (71,72, ..., Vk) €sté muy cerca de \ y

k
Z N0ill |vi — il < 1,
=1

entonces

lle =b(a—)ll

1b(a=2)=bla=7)[=llo(A =

K k
<Y bl v = Al < 1

Db (=)
i=1

i=1
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Asi, b(a —~) es invertible en E; de donde la k — upla [b(a —~)]"" b es un
inverso izquierdo de a — . En consecuencia v ¢ Spg (a1, ag, ..., ax) , si 7y estd lo
suficientemente cerca de A. Por lo tanto C\Spg (a1, as, ..., ax) es abierto. Asf,
Spg (a1, as, ...,ax) es cerrado. W

Supongamos que aAa~! C A, para todo a € AN G(F). La propiedad de la
proyeccién de la familia I%(A) implica la siguiente propiedad de la proyeccién
de Spg (a1, as, ..., ax) :

Si (A1, A2, .., M) € Spg (a1,a2,...,a;) y ¢ € A conmuta con todos los a;,
entonces existe A € C tal que (A1, Agy...; Ak, A) € Spg (a1, ag, ..., ak, c) .

Por el Teorema 2.1.1 se tiene que para todo mapeo polinomial P : C*¥ — C™
P (Spg (a1,aq9, ...,a;)) = Spg (P(ay,as, ...,ax)) .

Resumimos todo lo anterior en el siguiente

Teorema 2.3.2. Si E es un dlgebra de Banach con unidad y A es una
subdlgebra con unidad de E tal que aAa=' C A, para toda a € AN G(E),
entonces Spg(ay,as,...,ar) es un subespectro en A.

En [W4] este resultado fue probado para dlgebras de Banach conmutativas.
El mismo articulo da algunas caracterizaciones del subespectro de A generado
por sus superalgebras.

2.4 Caso A conmutativa

Sean F un algebra de Banach con unidad y A una subédlgebra de E' conmutativa
con unidad. Si @ € ANG(E), entonces a~! conmuta con todos los elementos de
A y la condicién aAa~' C A es satisfecha. El Teorema, 2.2.2 tiene consecuencias
importantes.

Teorema 2.4.1. Sea A una subdlgebra conmutativa con unidad de un dlgebra
de Banach E. Entonces para todo I € Ig (A) existe J € Ig (A) tal que J es de
codimension uno en A y contiene a I.

Demostracién. Sea I € Iy (A) y consideremos el conjunto
Jr={Melg(A):1c M}
junto con la relacién de orden dada por la inclusién. Por el Lema de Zorn-
Kuratowsky se tiene que J; tiene un elemento maximal J.

Supongamos que J no es de codimensién uno en A. Sea ¢ € A tal que
c¢c— Xe ¢ J, para todo A € C. Por el Teorema 2.2.2, para cualquier k — upla
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ai, g, ...,a € J existe A € C tal que el ideal I4 (a1, as, ..., ag,c — Ae) , generado
por aj,as, ..., ax,c — Ae, pertenece a I'g (A) . Denotemos por

d(a1,az,....;ar) ={A€C:14(a1,a2,....,a5,c—Xe) C Ig(A)}.

Este conjunto es no vacio y acotado por que estd contenido en el espectro
de ¢ en E. También es cerrado por que si u no pertenece a ¢ (a1, as, ..., ax),
entonces existen by, bo, ..., by € A tales que el elemento Zle aib; + (¢ — Ae) brt1
es invertible en E. Lo mismo es cierto para v € C lo suficientemente cerca de u
por que G(E) es abierto. En consecuencia, el complemento de 6 (a1, ag, ..., ax)
es abierto.

Por la definicién de § (ay, as, ..., a) se tiene que

4 (a‘la ooy Ak, C1y ...,Cm) -y (alaa2a "'7ak) né (017027 ...,Cm) :

La familia de conjuntos compactos {6 (a1, az, ..., ax) : a1, ag, ...,ar € J} tiene
la propiedad de la interseccion finita, en consecuencia estos conjuntos tienen un
punto en comun. Siwug pertenece a todos los conjuntos ¢ (a1, ag, ..., ax) , entonces
el ideal generado por J y ¢ — uge pertenece a (71 y es mas grande que J. Esta
contradiccién prueba que J es de codimensiéon uno. W

En el caso de E conmutativa, el Teorema 2.4.1 fue probado en [W4]. Como
un corolario, inmediatamente obtenemos una generalizacién del resultado prin-

cipal de [W2].

Sea A un algebra topoldgica conmutativa con unidad y sea K un espacio
Hausdorff compacto. Consideremos el dlgebra de Banach C (K), ver ejemplo
2 de la definicién 1.1.4. Sea ¢ : A — C(K) un homomorfismo continuo de
algebras. Sea

S(K)={x € A:p(x) se anula en alguna parte de K} .

Denotemos por F a la familia de ideales I de A tales que I C S (K).

Teorema 2.4.2. Para todo I € Fi existe un ideal J de A de codimension
uno el cual también pertenece a Fx y contiene a I.

Demostracion. Denotemos por B al rango de ¢, el cual es una subélgebra
del algebra de Banach C (K). Un elemento a de A pertenece a S (K) si, y sélo
si, ¢ (a) no es invertible en C' (K) . El ideal ¢ (I) de B consiste de elementos no
invertibles en C (K'). Por el Teorema 2.4.1, ¢ (I) estd contenido en un ideal J
de codimensién uno en B, el cual consiste de funciones que se anulan en alguna
parte de K. Este ideal es el niicleo de la funcional lineal multiplicativa f en
B determinada en forma tnica por la férmula a — f(a)e € J. El niicleo de la
funcional lineal multiplicativa f o ¢, definida en A, es el elemento de Fi que
contiene a I y es de codimensién uno en A. W

En [S}] Stodkowsky demostré el siguiente resultado
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Teorema 2.4.3. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Si
I € (E) entonces existe J € L(E) tal que I C J.

HE) es el conjunto de todos los ideales de E que consisten de DTC combi-
nados y L(FE) denota al conjunto de todos los elementos de {(E) que son ideales
maximales en F.

Usando el Teorema 2.4.3 tenemos el siguiente

Lema 2.4.4. Sean E un dlgebra de Banach conmutativa con unidad y
x € E, x # 0, un divisor topoldgico de cero. Entonces existe J € L(E) tal que
x e J

Demostracién. Sea x € E, z # 0, un DTC y consideremos el ideal zF de
E. Este consiste de DTC combinados. En efecto, sea S = {y1,...,yx} C zFE
finito. Dado que z es un DTC, entonces existe una sucesién {b,} C E tal que
Ibn] =1,Vn>1y lim xb, =0. Como y; = za;, 1 <i <k, paraalgina; € E
n—oo
y la operacién multiplicacién es continua, entonces tenemos que
lim y;b, = lim (za;)b, = a;( lim xb,) = 0.
n— o0 n— 00 n—oo
En consecuencia, el ideal xF consiste de DTC combinados. Por lo tanto

zE € KE). Por el Teorema 2.4.3, existe J € L(E) tal que *F C J. Asi z €
zEcCJ 1

Teorema 2.4.5. Sea E un dlgebra de Banach conmutativa con unidad.
Todo ideal que consiste de divisores topoldgicos de cero estd contenido en un
ideal mazimal de E que también consiste de divisores topoldgicos de cero.

Demostracién. Por el Lema 2.4.4, todo divisor topoldgico de cero esta
contenido en un ideal maximal que consiste de DTC combinados. Los ideales
de esta clase forman un subconjunto compacto en el espacio M (E), llamado la
corteza de E. Un elemento x € E es un DTC si, y sélo si, T se anula en algun
elemento de cor E. Tomando K = cor E y ¢(z) = Z, definida sobre cor E,
obtenemos el resultado deseado por el Teorema 2.4.2. W

Sabemos que I'(E) C cor E es un subconjunto compacto de la corteza de
E. Aplicando el Teorema 2.4.2 para K =T (E) y ¢ (a) = @ restringida a T (E),
obtenemos un resultado nuevo andlogo al Teorema 2.4.5.

Primero damos una descripcién del conjunto S (T' (E)), el cual, por definici-
on, es igual a
{acE:0ca(l(E))}.

Sea r (a) el radio espectral de a € E.

Proposicién 2.4.6. Un elemento a € E pertenece a S (I (E)) si, y sélo si,
(C) eziste a,, € F tal que r (an) =1 y lim,_o 7 (aay,) = 0.
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Demostracién. Sia € F y @ se anula en alguna parte de I' (E) , entonces
a € I, para algin I € I'(E). Fue demostrado en [Z2] que la condicién (C) es
vélida.

Supongamos ahora que la condicién (C') es satisfecha. Dado que

r(a) = sup [a| = sup [af,
M(E) r(E)

se sigue por (C) que @ restringido a I' (E) es un divisor topolégoco de cero en el
algebra de Banach C (I' (E)). En consecuencia, @ se anula en alguna parte de
I'(E), la cual también es la frontera de Shilov de C'(I' (E)). W

El Teorema 2.4.2 conduce al

Teorema 2.4.7.5ea E un dlgebra de Banach conmutativa. Si I es un ideal
cuyos elementos satisfacen la condicion (C), entonces I estd contenido en algin
J € M(E) tal que los elementos de J también satisfacen la condicién (C) .

2.5 Un teorema de separacién

Sea X un espacio topolégico Hausdorff y sea A una subdlgebra con unidad de
C (X) tal que las funcionales evaluacién 6, : f — f(x), x € X, agotan al
conjunto de funcionales multiplicativas de A.

Para un conjunto compacto K C X el casco A—racionalmente convexo de
K es definido como sigue:

h(K)={rxe X :VfeA, f(z)=0implicaque0e f(K)}.
Para una k — upla fija f1,..., fr € A consideramos

V={reX: fi(x)=-=fu(xr)=0}.

Teorema 2.5.1. VNh(K) = 0 si, y sélo si, eviste f € A tal que f
restringida a V es cero y f no se anula en K

Demostracién. Si la iltima condiciéon es satisfecha entonces, obviamente,
ningtin punto de V pertenece a h (k).

Supongamos que esta condicién no es satisfecha. Toda f € A, la cual se
anula en V) alcanza el cero en K. Denotemos por A; al dlgebra que consiste
de las restricciones a K de los elementos de A. Sea I el ideal generado en A;
por las restricciones de las funciones f;,1 < j < k. Por nuestra suposicion,
todo elemento de I se anula en alguna parte de K, en consecuencia este no es
invertible en C (K) . Por Teorema 2.3.2, existe en A; un ideal J de codimensién
uno el cual contiene a I y consiste de funciones que alcanzan cero en K. El ideal
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J es el nicleo de una funcional lineal multiplicativa ¢ en A;. La funcional de A
en C, definida por f — ¢ (f|V), es una funcional lineal multiplicativa, asi que
existe xp € X tal que ¢ (f|V) = f (zo) - El ideal J consiste de las restricciones
a K de todas las funciones f € A que se anulan en xy. Sabemos que estas
funciones satisfacen que 0 € f (K), en consecuencia z¢ € h(K). La inclusién
I C J significa que, en particular, fi (zo) = -+ = fi (o) = 0. En consecuencia
xg € VNh(K). Asi, la demostracién se sigue. W

Ejemplo. Sea X =C" y A = P (n), donde P (n) denota al lgebra de las
funciones polinomiales en C". Para p = (p1,...,pr) € P* sea

V={2€C":p1(2) = =pr(z) =0}.
Si K es un subconjunto compacto de C", sea
nK) = {sec Gl < sw I ]
weK
= {zeC":VfeP(n) f(z)=0—-0¢€ f(K)},
para esta tltima igualdad ver [Ga; pag. 69]. Entonces tenemos que

VNh(K)#0 si,ysélosi, (flV=0—-0€e f(K),V feP(n)).
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Capitulo 3

Conceptos basicos de
algebras topologicas

En este capitulo presentamos definiciones, conceptos y resultados basicos de
algebras topoldgicas, los cuales seran usados en los capitulos siguientes con el
fin de obtener generalizaciones de los resultados demostrados en el capitulo 2.
Para una lectura mas amplia de dlgebras topoldgicas ver [Ma],[Mil,[Z3].

3.1 Conceptos basicos

Definicién 3.1.1. Sea E un dlgebra. Un subconjunto U de E es llamado
absolutamente convexo si éste es balanceado y convero.

Definicién 3.1.2. Sea E un dlgebra. Un subconjunto U de E se dice ser
multiplicativo si UU C U (abreviado m — conjunto).

Definiciéon 3.1.3. Sea E un dlgebra. Un subconjunto U absolutamente

convexo, absorbente y multiplicativo se llama barril algebraico (abreviado a —
barril ).

Definicion 3.1.4. Por un dlgebra topolégica queremos decir un dlgebra E la
cual es un espacio vectorial topoldgico de tal manera que la multiplicacion en E
sea separadamente continua (es decir, continua en cada una de las variables). Si
el espacio vectorial topoldgico es, en particular, localmente convezro, hablaremos
de un dlgebra (topoldgica) localmente conveza. Sila multiplicacidn de un dlgebra
topoldgica E es continua en ambas variables (es decir, conjuntamente continua)
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hablaremos de un dlgebra topoldgica (localmente convexa) con una multiplicacidn
continua.

El siguiente es un hecho estandard en la teoria de los espacios vectoriales
topoldgicos; el resultado andlogo en nuestro caso también es 1til.

Proposicion 3.1.5. Sea E un dlgebra topoldgica y sea p una semi-norma
(submultiplicativa) sobre E. Entonces las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) p es continua en 0 € E.
1) p es uniformemente continua en E.
i) p es continua en E.

i) El conjunto
(3.1) A={zxeFE:p(x) <1}

es abierto en E (llamamos a tal conjunto semi-bola unitaria abierta de p).
Ademds la cerradura de (3.1) es

(3.2) A={zeFE:p(z) <1}

(llamamos a tal conjunto la semi-bola unitaria cerrada de p). Finalmente el

interior de (3.2) es (3.1).

Los conjuntos de la forma (3.2) juegan un papel fundamental en lo siguiente,
en consecuencia distinguimos a ellos.

Definicién 3.1.6. Sea E un dlgebra topolégica. Un subconjunto U de E
se dice ser un m — barril si es absolutamente convexo, absorbente, cerrado y
multiplicativo.

Definicién 3.1.7. Por un dlgebra localmente y multiplicativamente conveza
E (abreviada dlgebra localmente m— convexa) queremos decir un dlgebra la cudl
es, en particular, un espacio vectorial topologico con una base local que consiste
de conjuntos m — convezxos ( es decir, conjuntos multiplicativos y convezos).

A pesar de que la definicion precedente es bastante general, motivada por su
utilidad en ejemplos concretos, es realmente mucho més fuerte de lo que parece,
como llegard ha ser mas claro en lo sucesivo. Asi, antes de que tengamos a
nuestra disposicién la terminologia necesaria para ver su total fortaleza, tenemos
la siguiente

Proposicion 3.1.8. Sea E un dlgebra localmente m — convexa. Entonces
FE es un dlgebra topolégica localmente convexa con la multiplicacion continua.
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Demostracién. Si § = {U} es una base local del respectivo espacio vecto-
rial toplégico F, consistente de conjuntos m-convexos, entonces F es, en partic-
ular, un espacio localmente convexo. Por otra parte, la relacién UU C U, para
todo U € 3, implica que la multiplicaciéon en E, cuando es considerada como
un mapeo bilineal E-valuado sobre F x E, es continua en el origen de £ X E, y
en consecuencia continua en todo £ x E. Wl

Lema 3.1.9. Sea E un dlgebra topologica. Entonces para todo A, B sub-
conjuntos de E se tiene la relacion

(3.3) A B C AB.
En particular, si A, B y C son subconjuntos de E, entonces
(3.4) AB C C implica que A B C C.

Asi que si U es un m — conjunto de E, su cerradura U también es un
m — conjunto de E, es decir, se tiene que

UUCU.

Demostracién. Sean z € A, y € B, por demostrar que xy € AB si, y sélo
si, zy es punto de acumulacién de AB si, y s6lo si, 3 {Za¥ataecp C AB, red de
AB, tal que

zy = lim, T4Yq-

Como = € A, y € B, entonces existen {z,} y {ys} redes en A y en B,
respectivamente, tales que o, — x y yg — y. Por ser la multiplicacién continua
tenemos que

zy = (limy o) y = lim, (zqy) = lim, (24 (limg yg)) = lim, (limg (z4y3)) -

Como z,y3 € AB entonces limg (x4y3) € AB para toda a. Esto implica que
lim, (limg (zayg)) € AB. Asi xy € AB. Por lo tanto A B C AB. I

Una consecuencia 1itil del lema previo es el siguiente

Corolario 3.1.10. Sea E un dlgebra topoldgica y F (respectivamente I)
una subdlgebra (respectivamente un ideal) de E. Entonces la cerradura F (re-
spectivamente 1) es una subdlgebra cerrada (respectivamente ideal cerrado) del
algebra E.

Demostracion. Veamos queif es un ideal, es decir que I es un subgrupo
aditivode E'y que EI C I, IE C I. Claramente I es un subgrupo aditivo puesto
que la operacién suma es continua. Dado que E C E entonces

EICEICEICI.
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Similarmente se tiene que IE C I.

Como E es un dlgebra topolégica, entonces E es un espacio vectorial to-
polégico y la multiplicacién es continua. Asi F' es un &dlgebra cerrada en F.
|

El siguiente resultado caracteriza a las dlgebras localmente m — convezxas.

Teorema 3.1.11. Sea E un dlgebra. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) E es un dlgebra localmente m — convexa (Definicién 3.1.7);
2) E es un dlgebra topoldgica con una base local que consiste de m—barriles;

3) FEuiste un filtro base en E que consiste de a — barriles.
Demostracién. Ver [Ma; pag 18]. W

Corolario 3.1.12. Sea E un dlgebra. E es un dlgebra localmente m —
convexa st, y solo si, el respectivo espacio vectorial E es un espacio localmente
convexo con una base local que consiste de m — conjuntos.

Demostracién. =) Inmediato.

(<= Basta que demostremos que en E existe una base de filtro que consiste
de a — barriles. Sea 3 base local que consiste de conjuntos m — convexos (es
decir, conjuntos multiplicativos y convexos). Sea (U) = |J AU, claramente

IAl<1
este conjunto es balanceado y multiplicativo. Sea § = {((U)): U € 3}, donde
((U)) es el casco convexo de (U). Como (U) es balanceado y multiplicativo,
entonces ((U)) es también un conjunto multiplicativo, balanceado y convexo
de E. En consecuencia todo elemento de E es balanceado, absorbente, convexo
y multiplicativo. Asi, § es una base de filtro en E. Por Teorema 3.1.11, E es
un algebra localmente m — convera. B

Es en la forma del Teorema 3.1.11, inciso (2), que la nocién de un &lgebra
localmente m — conveza es usualmente aplicada (en conexién con la Proposicién
3.1.8). Por otra parte, también sucede que la forma anterior del Teorema 3.1.11
es tomada como definicién de un algebra localmente m — convexa, en partic-
ular cuando la topologia del dlgebra es definida en términos de una familia
de semi-normas (submultiplicativas), como lo veremos més adelante. Sin em-
bargo, la definicién 3.1.7 o, en particular, el Corolario 3.1.12 son, desde luego,
las herramientas més convenientes para ver si un algebra dada es localmente
m — convexa.

No cualquier m — barril en un algebra topoldgica, igual en un algebra local-
mente m — convera, es una vecindad del cero (ver ejemplo 3.2.2).

Sin embargo, las dlgebras topologicas que tienen esta propiedad juegan un
papel importante. A continuacién consideramos formalmente estas dlgebras.
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Definicién 3.1.13. Por un dlgebra m—barrilada queremos decir un dlgebra
topolégica donde todo m — barril es una vecindad del cero.

Un algebra topolégica m — barrilada la cual es, en particular, localmente
convexa (localmente m — convexa, respectivamente), serd llamada un dlgebra
localmente m—barrilada (dlgebra localmente m—barrilada m—-conveza, respec-
tivamente). Toda algebra topolégica para la cual el espacio vectorial topoldgico
respectivo es barrilado se llama dlgebra barrilada. Obviamente toda algebra
m — barrilada es un algebra barrilada, puesto que todo m — barril es un bar-
ril (es decir, un conjunto absorbente, convexo,balanceado y cerrado). El caso
particular de un dlgebra localmente conveza barrilada (localmente m — conveza,
respectivamente) es claro.

En particular se tiene la situacién anterior considerando un dlgebra topoldgica
de Baire; esto es, un algebra topolégica para la cual el respectivo espacio vec-
torial topoldgico es un espacio de Baire, puesto que este ltimo es un espacio
barrilado (ver, por ejemplo, [Tr;pag. 346]).

Por otra parte, considerando un ejemplo més particular, pero importante,
de lo anterior llegamos a la siguiente.

Definicion 3.1.14. Por un dlgebra de Fréchet queremos decir un dlgebra
topoldgica para la cual el respectivo espacio vectorial topoldgico es de Fréchet
(es decir, metrizable y completo).

Ciertamente, todo espacio de Fréchet es un espacio de Baire, en consecuencia
un espacio barrilado, asi toda algebra de Fréchet es un dlgebra barrilada y, a
fortiori, un algebra m — barrilada. En este asunto, también tenemos el ejemplo
particular de un dlgebra de Fréchet localmente convexra o, mas particularmente,
el de un dlgebra de Fréchet localmente m — conveza.

3.2 Ejemplos de algebras topologicas

1. Sea E un espacio vectorial topoldgico y sea L(FE) el espacio vectorial de
los mapeos lineales continuos de E en si mismo. Este espacio equipado con
la "topologia de convergencia simple” en FE, llega a ser un espacio vectorial
topoldgico, el cual se denota por L (E) (ver [Bou, Capitulo 1; pag. 16]). Por
otra parte, es facil de checar que la ”composicién de mapeos lineales” define en
el ultimo espacio una multiplicacion separadamente continua. En consecuencia
L, (E) es un &lgebra topoldgica. En particular, si E es localmente convexo,
entonces Ly (E) es un dlgebra localmente convexa, dado que su topologia puede
ser considerada como la ”topologia inicial” en L (E) definida por los ”mapeos
evaluacién”

§£(E)—>E
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para todo f € L(E).

2. Sea B(R) el algebra de las funciones continuas acotadas de valor complejo
definidas en R. El ultimo conjunto dotado con la topologia de convergencia
compacta en R lo convierte en un dlgebra topolégica, denotada por B, (R).
Efectivamente, considerando los conjuntos

(3.5) Vike=1{f € B[R):|f(z)] <e, para cualquier x € K},

donde K varia sobre los intervalos compactos de Ry 0 < € < 1, facilmente se
verifica que la familia (3.5) constituye una base de filtro sobre el dlgebra B (R)
que consiste de a — barriles, asi que B (R), topologizado por la familia (3.5),
es un dlgebra localmente m — convexa (Teorema 3.1.11). Ademds, la tltima
topologia en B (R) es, en efecto, idéntica con la topologia ¢ de convergencia
compacta en R como sigue por las mismas definiciones y por

(3.6) T (K,e)={f e BR):|f(z)| <e, para cualquier x € K} C Vi ¢,

donde K y e varian como en (3.5). En consecuencia, B, (R) es un dlgebra
localmente m — convexa. Por otra parte, considerando en (3.5) los K variando
sobre los intervalos [—n,n] de R, y & sobre %, con n € N; se obtiene que B, (R)
es un dlgebra localmente m — convexa metrizable que no es m — barrilada, asi
que a fortiori nmo es barrilada. La 1ltima observacién es facilmente verificada
observando que el conjunto

By (1) ={f € B(R) : |f (z)] <1, para cualquier z € R}

es un m—barril en B, (R), el cual no es una vecindad del cero. Asi, la topologia
de convergencia uniforme en R, bajo la cual B (R) es un algebra de Banach, es
diferente de la topologia de convergencia compacta en R, topologizando la tiltima
algebra como antes.

3. La mayoria de las afirmaciones enunciadas abajo son demostradas en [Ar].
El espacio (3.7), considerado abajo, puede ser tratado, mds naturalmente, como
un ”limite proyectivo” el cual también es un algebra apropiadamente topolo-
gizada. Su aparicién en este momento contribuye, sin embargo, a la clarificaciéon
de la definicién 3.1.14 en relacion a las varias clases de dlgebras topolégicas bajo
discusién. Consideremos el siguiente conjunto

(3.7) L¥ ([0,1]) = () L7 ([0,1]),

p>1

de todas las funciones complejo-valuadas definidas sobre el intervalo unitario
cerrado [0,1] C R, las cuales son p-integrables, para todo p > 1, con respecto
a la medida de Lebesgue sobre [0, 1]. Este conjunto es, ciertamente, un espacio
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vectorial sobre los complejos, puesto que cada uno de los L? lo es; ademas, es
un algebra, debido a la relacién

(3-8) 1£ll, < I1fllg gl

con f,g € L¥ y q,r reales positivos tales que zl) = é + %; aqui se define la
respectiva LP — norma por la relacién

nﬂu::{élu<wvdx};,

para todo f € L? ([0,1]) y p > 1. Por otra parte, los conjuntos

(3.9) Up(e) = {rerrslfl,<e},

con p > 1y e >0, define una base local de L“ que consiste de conjuntos con-
vexos. Ahora, dado que el espacio de medida involucrado es acotado, podemos
restringirnos a un subconjunto numerable de ps en (3.9), obteniendo asi una
base local numerable de L“; asi que el 1ltimo espacio se convierte en un es-
pacio localmente convexo metrizable y dado que también es completo, L“ es
un 4lgebra de Fréchet localmente convexa (con la operacién de multiplicacién
continua). Ademds, L no puede ser topologizado como un dlgebra localmente
m — convexa; en efecto, un conjunto m — convexro U en L* es una vecindad
abierta de cero si, y sélo si,
U=1L".

En particular, L* no puede ser un dlgebra normada. Por otra parte, L ([0, 1]),
siendo un algebra de Banach en su propia norma, es una subalgebra densa de
L, mientras que L“ es denso en cada uno de los espacios LP, p > 1, todos los
mapeos inclusién candnicos son continuos.

4. Sea o un entero no negativo. Con cada a asociamos el operador diferen-

cial 5\
D - (611) .

Sia =0, D¥f = f. Decimos que una funcién f : [0,1] — C pertenece a
C>([0,1]) si D*f € C([0,1]), ¥V a > 0. C* ([0,1]) es un algebra conmutativa
con unidad bajo las operaciones de suma y multiplicacién usuales.

Definamos una topologia en C*° ([0, 1]) la cual hace a C*° ([0, 1]) un &lgebra
m — convexa de Fréchet, Q—algebra y no es normada.

Se define la familia de semi-normas {pny} en C* ([0,1]), N =1,2,3, ..., por

pn (f) =max{|Df (2)] : a < N,0 <z < 1}.

(C°°,{pn}) es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo de Fréchet.
Reemplazamos esta familia de semi-normas por una familia de seminormas
equivelente dada por

pn (f) = 2¥ max 2% max |D°f (z)|.

a<N 0<z<1
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Dado que

@ PN (f)
<
Jnax, 1D ()| = Txaas
entonces tenemos que
py (f9) = 2% max2® max [D%(fg) (z)]

a<N 0<z<1

[e3

> p DS @)D g (a)

2¥ max 2% max
a<N  0<z<l

«

N « « K a—K

< 2 gl;,])\?? kgo kooRax |D* f (z)] | D g ()|
N ax~ a (pn ()Y [Py (9)

< 2 glgaﬁz 1;—:0 k (2N+a oN+a

= o~ (f)on(9)-

Asi, C*° ([0, 1]) resulta ser un algebra de Fréchet localmente m — convexa.
También es una QQ—4lgebra, es decir G (C* ([0, 1])) es un subconjunto abierto
de C* ([0,1]). Puede ser demostrado que no hay una topologia que haga a
C* ([0,1]) un &lgebra de Banach (ver [Ru; pags. 33-34].

3.3 Topologias definidas por semi-normas sub-
multiplicativas

Sea E un &lgebra y p una semi-norma submultiplicativa en F. La semi-bola
unitaria de E, correspondiente a p, es el conjunto

(3.10) U,(1)={zeE:p(x)<1}.
Por otra parte, se tiene que
Uy(e)={z € E:p(x)<e}=¢eU,(1),

para todo niumero real € > 0. En particular el conjunto (3.10) es un a — barril
del algebra dada E. Asi, la familia

. 3 {0, (L) mex)

da una base de filtro en el algebra E que consiste de a — barriles. En conse-
cuencia, por el Teorema 3.1.11, E es un algebra localmente m — convexa que
tiene a B como una base local que consiste de a — barriles.
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Un par (E,p) que consiste de un dlgebra E y una semi-norma submulti-
plicativa p definida en E es llamado un dlgebra semi-normada, mientras E es
considerado asi para ser topologizado como antes. Asi, se concluye que, por
(3.1.11), toda dlgebra semi-normada (F, p) es un dlgebra localmente m—conveza
metrizable. Ademaés, un dlgebra topolégica E cuya topologia es definida por una
semi-norma submultiplicativa es llamada un dlgebra semi-normable.

Ahora, sobre la base de la situacién que se tiene en el caso de espacios vec-
toriales topoldgicos, se concluye que un élgebra semi-normada (semi-normable,
respectivamente) E es Hausdorff si, y s6lo si, la semi-norma (submultiplicativa)
p, la cual define la topologia de F, es llamada una norma; es decir, se tiene que
p(z)>0Ve #0, x € E. El par (E, p) es entonces llamado un dlgebra normada
(normable, respectivamente).

Una razon particular de considerar dlgebras semi-normadas es debido, desde
luego, al hecho de que estas constituyen, en efecto, las bases del edificio para
definir un algebra localmente m — convexa en términos de semi-normas submul-
tiplicativas, como serd visto en lo siguiente. Pero atin tenemos que comentar
sobre algin material preliminar.

Definiciéon 3.3.1. Sean E y F dos dlgebras sobre el mismo campo. Un
mapeo p: E — F es llamado un morfismo de dlgebras si p es un mapeo lineal
y ademds la multiplicacion es preservada; es decir, se tiene que

(3.12) plry) =p(x)p(y) Vo,yek

(homomorfismo o morfismo son términos también usados). Ademds, si las
algebras E y F tienen elementos unidad eg,er, respectivamente, siempre a-
sumiremos que un morfismo de dlgebras preserva la unidad, en el sentido de
que p(eg) = ep.

El siguiente resultado, a menudo usado en lo siguiente, es directo.

Lema 3.3.2. Sean E y F dlgebras sobre el mismo campo, p : E —
F un morfismo de dlgebras y B un subconjunto multiplicativo, convexo, bal-
anceado 1y absorbente de F. Entonces u~—' (B) también es multiplicativo, con-
vexo,balanceado y absorbente; en otras palabras, la imagen inversa, para un
morfismo de dlgebras, de un a— barril es nuevemente un a— barril. En partic-
ular, si E y F son dlgebras topologicas y el morfismo p es continuo, entonces
la imagen inversa de un m — barril de F' también es un m — barril de E.

Por otra parte también tenemos lo siguiente

Proposicién 3.3.3. Sean E un dlgebra y {(Ea,pa)}oc; una familia de
dlgebras semi-normadas sobre el mismo campo. Ademds, sea po @ E — E,,
para toda o« € I, una familia de morfismos de dlgebras. Entonces la topologia
inicial en | esto es, la topologia mds robusta para la cual los mapeos pie, a € I,
son continuos, hace a E un dlgebra localmente m — convexa.
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Demostraciéon. Consideremos los conjuntos V' del dlgebra E que son de la
forma

(3.13) V= ra! (U, (=)

donde los conjuntos U,,,. (g;) estan variando sobre bases locales de las dlgebras
semi-normadas (Eq,, pa;), cong; <1,V 1<i<n,yn€N. Es claro que los
conjuntos anteriores definen a — barriles en E, por el Lema 3.3.2, y, en efecto,
una base de filtro de E. En consecuencia, por el Teorema 3.1.11, E' es un &lgebra
localmente m — convexa cuya topologia coincide con la topologia inicial definida
en F por los mapeos po, € 1. B

Observaciones. 1) Dado que los conjuntos U,, (g;) en (3.13) son m —
barriles de las dlgebras semi-normadas (E,,, po;) [ver (3.11) y los comentarios],
se concluye, por el Lema 3.3.2, que si el dlgebra E' es topologizada como arriba,
los conjuntos (3.13) define una base local de E que consiste de m — barriles.

2) Es claro que el dlgebra localmente m — convezxa E de la Proposicién 3.3.3
es Hausdorff si, y sélo si, para todo x € FE,z # 0, existe a € I tal que

Pa (j1a () > 0.

El siguiente corolario es una consecuencia directa de lo anterior.

Corolario 3.3.4. Sea E un dlgebra y {pa},c; una familia de semi-normas
submultiplicativas definidas en E. Ademds, sea E, = (E,pa),a € I, la familia
de dlgebras semi-normadas. Entonces la topologia inicial en E, con respecto a
los mapeos identidad i, : E — E,,« € I, define a E como un dlgebra localmente
m — convexa. FEn particular, el dlgebra E asi topologizada es Hausdorff si, y
sdlo si, para toda © € E,x # 0, existe a € I tal que po (x) > 0 (es decir, si,
y sdlo si, el respectivo espacio localmente convexo E, es Hausdorff). Ademds
se obtiene wuna base local de la topologia de E, que consiste de m — barriles,
tomando conjuntos de la forma

(3.14) V:ﬂUpai(Ei):{l‘GE:pai(I)Saléién},

i=1

donde €; <1,n € N.

Asi, hablando dentro del contexto previo, decimos que E es un dlgebra local-
mente m — convexa cuya topologia estd definida por una familia T = {ps},a €
I, de semi-normas submultiplicativas. En este sentido se dice ser la topologia
localmente m — convexa en E definida por la familia I' = {p,},a € I.

Ahora supongamos que F es un &algebra localmente m — convexa cuya
topologia es definida por una familia de semi-normas submultiplicativas [' =
{pa} - Decimos que T' es una familia fundamental de la topologia de E si la
siguiente condicién es satisfecha:
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para todo conjunto finito de indices H C I existe un indice o € I y un
numero real € > 0 tal que

Pa (T) > €p; (x) Vie HyVx € E.

La definicién de una topologia localmente m — convexa sobre un dlgebra F,
por medio de una familia apropiada de semi-normas submultiplicativas, como
se describié anteriormente, caracteriza a la clase de algebras topoldgicas bajo
consideracién. Esto es, se obtiene una alternativa de la definicién 3.1.7 y del
Teorema 3.1.11. Asi, la descripcién ”geométrica” de un algebra localmente
m — convexa dada en la seccidn 3.1, serd complementada por una descripcién
”analitica”. Sin embargo necesitamos el resultado siguiente.

Lema 3.3.5. Sea E un dlgebra topoldgica y sea U un m — barril de E el
cual es una vecindad del 0 € E. Ademds, sea Py la funcional de Minkowsky
asociada a U. Entonces se tiene que

(3.15) U={z€eFE:Py(x)<1};

es decir, U coincide con la respectiva semi-bola cerrada unitaria de su funcional
de Minkowsky. En consecuenctia, por la Proposicion 3.1.5, el interior de U es
el conjunto

(3.16) U={zreE:Py(x)<1}.

Ast, existe una correspondencia uno a uno y sobre, es decir una biyeccion,
entre el conjunto de m — barriles del dlgebra topoldgica E, los cuales son vecin-
dades del 0 € E, y el conjunto de las semi-normas submultiplicativas continuas
definidas en E, dadas por (3.15).

Demostracion. Sea U un m — barril que es vecindad del cero y sea Py su
correspondiente funcional de Minkowsky. Entonces tenemos que

{zeE:Py(x)<l}cUcC{zeE:Py(z) <1}.

Por ser U cerrado y por la Proposicién 3.1.5, tenemos que

{reE:Py(x)<l}={z€eFE:Py(x)<1} =U.

(3.16) se sigue de la Proposicién 3.1.5 y lo dltimo se sigue por lo anterior.
[ |

Asi, ahora tenemos la siguiente
Proposicién 3.3.6. Sea E un dlgebra localmente m — convexa (definicion

3.1.4 y/o Teorema 3.1.11). Entonces existe una familia fundamental (de semi-
normas submultiplicativas) de la topologia de E.
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Demostracion. Dado que FE es un algebra localmente m — convexa en-
tonces, por el Teorema 3.1.11, F es un algebra topoldgica con una base local
que consiste de m — barriles. Sea § = {U} tal base local. Como 0 € U,
VYU € [ entonces, por el Lema 3.3.5, las funcionales de Minkowsky Py con-
stituyen una familia de semi-normas submultiplicativas continuas, donde U =
{r€FE:Py(x)<1}.Seal ={Py},U € 3. En consecuencia, por el Corolario
3.3.4, la familia I" define la misma topologia localmente m — convexa sobre E
que la familia 3. Por otra parte, por (3.14) y por Lema 3.2 (ver [Ma; pag. 15]),
se concluye que I' es una familia fundamental de la topologia de E. B

Como mencionamos antes, el siguiente resultado bésico combina las dos
definiciones precedentes de un algebra localmente m — convexa; a saber, la
”geométrica” y la "analitica”.

Teorema 3.3.7. Sea E un dlgebra. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1) E es un dlgebra localmente m — convexa (definicion 3.1.7)
2) E es un dlgebra topoldgica con una base local que consiste de m—barriles

3) Euziste una familia fundamental de semi-normas submultiplicativas en E.

Demostracién. Por Teorema 3.1.11, (1) es equivalente a (2). Por Proposi-
ci6én 3.3.6, Corolario 3.3.4 y por Lema 3.2 (ver [Ma; pag. 15]), (2) es equivalente
a(3). Nl

Asi, sobre la base del resultado anterior, para examinar si un algebra dada,
siendo un espacio vectorial topoldgico, es localmente m — convexa, se aplica
indistintamente las afirmaciones (2) o (3) del teorema anterior, de acuerdo a
como lo sugiera el caso particular a tratar.

3.4 Ciertas clases particulares de algebras topo-
légicas

En esta seccién consideraremos dlgebras de Waelbroeck, Q—algebras y otros
tipos mas de algebras topoldgicas que usaremos en el capitulo siguiente. Dis-
cutiremos aqui sus propiedades més basicas y algunos resultados s6lo se men-
cionaran sin ser demostrados. Para conocer mas a fondo de el tipo de dlgebras
que vamos a considerar, ver [Ma).

Definicion 3.4.1. Un dlgebra topoldgica E con unidad se dice ser una

Q—algebra si el conjunto de los elementos invertibles de E, denotado por G(E),
es un subconjunto abierto de E.
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Observacion. La definicién anterior es usualmente aplicada, en forma maés
extensa, a algebras topoldgicas que no necesariamente tienen elemento unidad,
empleando el concepto de ”cuasi-regularidad” de elementos de un algebra.

Lema 3.4.2. Sea E un dlgebra topoldgica y sea G(E) el conjunto de los el-
ementos invertibles de E. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

1) G(E) es un subconjunto abierto de E; es decir, E es una Q—dlgebra
2) G(E) tiene interior no vacio

3) G(E) es vecindad de e € E.

Demostracién. Es claro que (1) implica (2), mientras que como e = e - e
entonces e es un elemento de G (E) que, por ser abierto, es vecindad de e. Asf
(1) implica (3) . Es obvio que (3) implica (2). Sélo resta probar que (2) implica
(1). Esto es también inmediato. W

Nuestra tarea en lo que sigue es examinar qué propiedades fundamentales,
las cuales son validas para las dlgebras de Banach, aun son verdaderas para
algebras topoldgicas. Comenzamos con la siguiente

Definicién 3.4.3. Dada un dlgebra topoldgica E con unidad, diremos que
E tiene una inversa continua si el mapeo ' : G(E) — G(E),z — 27!, es
continuo.

Al respecto tenemos el siguiente

Lema 3.4.4. Sea E un dlgebra localmente m — convexa con elemento
unidad. Entonces E tiene una inversa continua.

Demostracion. Por ser E un algebra m — convexa entonces, por Teorema
3.3.7 (3), existe una familia fundamental de semi-normas submultiplicativas
sobre E. Sea I' = {p,},a € I, tal familia e I un conjunto de indices. Sea
z € G(E), z+h € G(E), considerese (z + h) " = 214k y sea a € I arbitraria.
Demostremos que si p, (h) es pequeno, entonces p, (k) es pequefio. Dado que

e=(z7'+k)(@+h)=z'a+az th+kr+kh=e+a 'h+kh+ka,

de donde
z Yh+kh+ kz = 0.

Multiplicando la ecuacién anterior por la derecha por z~!' tenemos que
7 ha= '+ khe=! + kzxaz~! = 0, de donde se tiene que k = —x~'ha~! — kha~!.
Esto implica que

pa (k) < pa (27 ha ™) +pa (Kha™") < pa (271) pa (B)+pa (271) pac (B) par ().
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Si pa (z7') pa (h) < 1, entonces tenemos que

po (271)°
Pa(B) < T e )

pa ().

-1
Para 0 < & < po (z7!), tomemos § = [Qpa (9:’1)2} ¢. Entonces, para
pa (h) <6y pa (x71) pa (h) < 8pa (z71) < &, tenemos que

Pa (k) < 2pq, (a:fl)zpa (h) < 2pq (xil)2 0=c. N

La operacién inversa, en un algebra topoldgica con unidad, puede ser con-
tinua sin que el algebra sea localmente m — conveza, como esto es demostrado
en el siguiente resultado. De hecho, el mismo resultado puede ser considerado
como un ejemplo més concreto de una situacién méas general (ver la observacién
que se menciona abajo).

Teorema 3.4.5. Sea E un dlgebra topoldgica metrizable con unidad para
la cual el grupo G(E) de los elementos invertibles es, en la topologia relativa,
un espacio de Baire separable. Entonces el mapeo inversion en E es continuo
sobre G(E) (E—wvaluado), asi que G(E) es, en particular, un grupo topoldgico
con respecto a la topologia relativa.

Demostracién. Dado que E es un dlgebra topolégica metrizable y G(FE)
es un espacio de Baire separable, en la topologia relativa, entonces G(E) es un
espacio de Baire que es también metrizable y separable. En consecuencia G(E)
es segundo numerable. Ademds, por ser G(FE) metrizable, este también es un
espacio Ty (es decir, un espacio topolégico normal y todo punto, considerado
como un conjunto, es cerrado). Esto implica que G(E) es T5 (es decir, un espacio
topolégico regular y todo punto, considerado como un conjunto, es cerrado). En
consecuencia G(FE) es un grupo semitopoldgico regular que satisface el segundo
axioma de numerabilidad. Esto implica que G(F) es de tipo C' (ver [Hu;Teorema
9, pag. 37]). Por lo tanto G(E) es un grupo topolégico (ver [Hu;Teorema 8,
pag. 36]). Asi, la operacién inversa es continua. W

Como una aplicacién se obtiene el siguiente

Corolario 3.4.6. Sea E un dlgebra de Frechet con elemento unidad para
la cual el grupo G(E) de elementos invertibles es un Gs — conjunto separable.
Entonces E tiene una inversa continua, asi que G(E) es, en particular, un
grupo topoldgico en la topologia relativa.

Demostracion. Dado que F es un &algebra de Fréchet entonces, en par-

ticular, es un espacio vectorial topolégico de Fréchet, y como G(E) es un
Gs — conjunto esto implica que G(FE) es un subespacio metrico completo (ver
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[Tk;pag. 102]). En consecuencia, G(F) es un espacio de Baire. As{, G(F) es un
espacio de Baire separable. Por el Teorema 3.4.5, G(E) es un grupo topoldgico.
[ |

Por otra parte, también obtenemos el siguiente

Corolario 3.4.7. Sea E una Q—dlgebra de Baire metrizable con unidad.
tal que G(E) sea un subespacio separable. Entonces G(E) es, en la topologia
relativa, un grupo topoldgico. Asi que E tiene , ademds, una inversa continua.

En particular una Q—dlgebra de Fréchet separable con unidad es un dlgebra
topoldgica con una inversa continua dando al grupo de los elementos invertibles
una estructura de grupo topologico en la topologia relativa.

Demostracién. Dado que G(E) es abierto y E es, en particular, un es-
pacio vectorial topoldgico de Baire, entonces G(F) es un espacio de Baire (ver
[GT;pag. 115]). Ademads, por ser G(E) separable y por Teorema 3.4.5, G(E)
es un grupo topolégico en la topologia relativa, de donde E' tiene una inversa
continua.

Para la segunda parte, por ser, en particular, £ un espacio vectorial topolo-
gico de Fréchet, entonces se tiene que E es un espacio de Baire,y por ser G(E)
abierto, entonces G(E) es también un espacio de Baire. Por ser E separable
entonces G(FE) es, en la topologia relativa, también separable. Por el Teorema
3.4.5, G(E) es un grupo topoldgico. W

Observacion. De acuerdo al resultado de T. Husain, aplicado en la de-
mostracién del Teorema 3.4.5, un grupo G, dotado con la topologia 7 que hace
a la "multiplicacién en G” (la operacién de grupo) separadamente continua (es
decir, un grupo semitopolégico) se convierte en un grupo topolégico si G es
un espacio de Baire normal segundo numerable en la topologia 7. Ademas, por
un resultado conocido de D. Montgomery [Mo;pag. 881, Teorema 2], un grupo
semitopoldgico cuyo espacio topoldgico base es metrizable completo y separable,
es un grupo topoldgico. Ahora, esta condicién es satisfecha si F es un algebra
de Fréchet con unidad y G (F), el grupo de los elementos invertibles de F, es
un G§ — conjunto separable.

Mas generalmente, la tltima conclusion es vélida si E es un algebra topoldgi-
ca metrizable con elemento unidad y G(E) es localmente completo y separable.
A este respecto notaremos , por [Hu;pag. 36, Teorema 7], que uno concluye lo
siguiente:

Toda dlgebra topoldgica E con unidad en la cual el grupo G(E) es un espacio
Baire sequndo numerable tiene una inversa continua, y G(E) es, en consecuen-
cia, un grupo topoldgico en la topologia relativa.

En particular, la dltima conclusion es vélida para una Q—élgebra de Baire
con unidad y G(E) segundo numerable o, més particularmente, si E es una
@ —algebra de Baire metrizable separable con unidad.
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Las &lgebras topoldgicas que exhiben las propiedades de las dlgebras que
aparecen en la segunda parte del Corolario 3.4.7 jugaran un papel importante
en lo siguiente y en el capitulo 4. En consecuencia, definimos a tales algebras.
Estas élgebras han sido aplicadas (en particular como localmente convexas y/o
localmente m — convezas) en los inicios de la década de los cincuenta por L.
Waelbroeck.

Por otra parte, las mismas algebras, al menos las localmente m — convezxas,
parecen constituir esa clase particular de algebras topolédgicas en las cuales se
pueden encontrar muchos de los resultados fundamentales de la teoria clasica
de las algebras de Banach. La misma clase de dlgebras juega un papel signifi-
cante en otras partes de la teoria de algebras topoldgicas o de sus aplicaciones.
Comenzamos dando la definicién formal.

Definicion 3.4.8. Por un dlgebra de Waelbroeck queremos decir un dlgebra
topoldgica E con un elemento unidad e de tal manera que el grupo G(E) de los
elementos invertibles en E es un conjunto abierto en E y el mapeo inverso es
continuo sobre G(E).

En otras palabras, un dlgebra de Waelbroeck es una Q—algebra con inversa
continua. Ademds, por lo precedente (ver la dltima observacién) una Q— dlgebra
de Baire separable (en consecuencia, en particular, una Q—dlgebra de Fréchet
separable) con unidad es un dlgebra de Waelbroeck.

Podemos formular otra versién util de la definicién 3.4.8 via la siguiente

Proposicion 3.4.9. Sea E un dlgebra topoldgica con unidad e. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

1) E es un dlgebra de Waelbroeck

2) El grupo G(E) de elementos invertibles de E es una vecindad de e y el
mapeo inverso en E es continuo en e

3) El elemento unidad e tiene una vecindad que consiste de elementos in-
vertibles y el mapeo inverso en E es continuo en e.

Demostracién. (1) = (2) es inmediato. (2) = (3) y (3) = (2) también
son inmediatas. Sélo tenemos que demostrar (2) = (1). Por el Lema 3.4.2 y
por (2) E es una Q—algebra. Por lo tanto es suficiente probar que E tiene una
inversa continua, siendo ésta continua en e. Sea xzy € G (E), z¢ # e, veamos
que el mapeo inverso es continuo en zg si, y sélo si, V U vecindad de z; 3y
vecindad de xq tal que V—1 C U.

Como zy € G(E), sea U vecindad de x; ' contenida en G(E) (esto es vélido
por ser G(E) abierto). Dado que zy # e, tomemos la siguiente regla de corre-
spondencia: © — e+ x5! (x —2¢), v € E.

Como E es un algebra topolégica, entonces el mapeo anterior es continuo en
T = xg, asi que existe W vecindad del cero de FE tal que e—i—x&l (x —x0) € G(E),
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V& — g € W;es decir e + 25" (x — x0) € G(E), ¥V € 29 + W, donde 29 + W
es vecindad de xg en E. Asi, debido a que la relacion

=1 le+azy" (z—20)]
es valida para toda x € E, el mapeo

_ -1

z— le+tag' (z—20)]
definido para toda x € zg + W, es, por hipdtesis, continuo en z = xy. En
consecuencia, tenemos que

7t = [e—i—:vgl (x — mo)]_l x5,

con x € xg + U. En consecuencia tenemos la continuidad deseada del mapeo
r—2 ' € E, enel puntox =1zo. W

Sobre la base de la demostracién previa, se concluye que la condicién (3) de
la Proposicion 3.4.9 puede ser enunciada para todo elemento invertible zg € F,
la cual es, en efecto, una forma equivalente de la condicién (1) de la misma
proposicién; es decir, de la definicién 3.4.8.

Ahora, como una aplicacién de lo anterior, estamos en posicién de enunciar

el siguiente

Teorema 3.4.10. Sean E un dlgebra de Waelbroeck y x € E arbitrario.
Entonces el conjunto resolvente p(x) del elemento x es un subconjunto abierto de
C y la respectiva funcidn resolvente R (x;-) es un mapeo holomorfo E—valuado
sobre p(x), la cual también satisface la relacion

(3.17) )\lim R(x;A\)=0

("acotado en el punto al infinito” de C), asi que éste es, en particular, un mapeo
(holomorfo) acotado sobre p(x).

Demostracion. Por ser E algebra de Waelbroeck y por definicién de
R(z;-):pla)CC—E, A— (A—z) ",

claramente R (z;-) es una funcién continua. Ademds, por ser G(E) abierto y
[R(z;)] ' [G(E)] = p(x), entonces p(z) es abierto en C . Veamos que R (x;-)
es un mapeo holomorfo. Sean Ay, A € p(z), A # Ao, por probar que

. R(z;\) — R(z;M0)
/\11{?0 A— )\0

existe. Usando la definicién de la funcion resolvente se prueba que lo siguiente
igualdad se cumple

R(x;\) — R(z; X0) = — (A= Xo) R(z;A) R (25 M),
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de donde, haciendo A — Ag y por ser R (x;-) continua en p (z), tenemos que

R(z;\) — R(z; M) .. . o o
A—Xo A— o - )\lg\lo R (z;A) R (%3 00) = — [R (25 A0)]” -

Asi, R(z;-) es un mapeo diferenciable con valores en E definido sobre p ().
En consecuencia, por definicién, es un mapeo holomorfo sobre p (z) . Dado que
FE, en particular, es un espacio vectorial topoldgico entonces el mapeo o« — e—ax
es continuo de C en E. Por lo tanto existe una vecindad N, (0) del cero de C
tal que e — ax € G (E), Ya € N, (0). En consecuencia la relacién

1 1

R(z;)) = (A—a2) ' '={(e=21"ta)}”

1 1\t
—/\6)\1‘

tiene sentido para a = 1, |a| = || < &; es decir || > e. Asf, tomando el limite
en la ultima relacién para A — oo en C, tenemos que

=At(e=A"tz)”

A—00 A—o00 A

1

Observacion. En la prueba previa un mapeo con valores en E y definido
sobre un subconjunto abierto de C fue tomado como “holomorfo” siendo difer-
enciable sobre su dominio de definicién (y en consecuencia también continua;
este fue el caso para el mapeo R(x;-)). Esto recuerda, por cierto, el caso E = C,
a saber, el de los mapeos holomorfos de valor complejo, mientras que esto aun
es valido si se considera la composicién de un mapeo holomorfo con valores en
E con una forma lineal continua (de valor complejo) sobre el dlgebra topolégica
FE; es decir, con elementos del dual topolégico E" de E. Al respecto, seria de
importancia tener en E un “buen abastecedor” de tales formas, como esto es,
por ejemplo, si E es un dlgebra localmente convexa (Hahn-Banach).

Pero esto aun puede suceder en algebras topoldgicas las cuales no nece-
sariamente son localmente convexas. Asi, lo que realmente se necesita en este
contexto es un dlgebra topolégica E que admita un conjunto total de formas
lineales continuas, en el sentido de que exista un subconjunto A de F tal que
para todo x € E, x # 0, exista un elemento f € A con f (z) # 0.

Asi, como ya se notd, si E es, en particular, un dlgebra localmente convexa
entonces F es un conjunto total para E (Hahn-Banach): de hecho, esto es vdlido
para todo subconjunto A de E cuyo casco lineal es “debilmente denso” en FE
es decir, si A es un conjunto total en F, el dual topoldgico débil de E.

Finalmente, en conexién con el Teorema 3.4.10, aun notamos que por la
prueba del mismo teorema, existe una vecindad del punto al infinito de C con-
tenida en p (x); asi que p (z) es una vecindad del punto al infinito de C. Ademés,
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se puede probar que R (z;-) es holomorfa también en ese punto (ver [Na; pag.
172, cap. 11T y pag. 66]).

Como una aplicacién de la discusion anterior, llegamos al siguiente resul-
tado basico el cual es vélido, de hecho, para una clase apropiada de dlgebras
topoldgicas (para las localmente convexas, Corolario 3.4.12) que tiene una in-
versa continua. Esto es, tenemos el

Teorema 3.4.11. Sea E un dlgebra topolégica con unidad y con inversa
continua que admite, ademds, un conjunto total de formas lineales continuas
(ver la observacidn previa). Entonces se tiene que

Spg (z) #£ 0,

para todo x € E.

Demostracién. Supongamos que la conclusion es falsa, entonces Spg (z) =
(), para algin z € E. Como el conjunto resolvente de = es p (x) = C\Spg (x),
entonces p () = C, asique la funcién resolvente R(x;\) estd definida en todo
C. Ademads, R(z; \) es holomorfo y acotado. En consecuencia, si A C E es un
conjunto total de formas lineales continuas, entonces el mapeo A — f (R (x;\)),
con f € A, es un mapeo holomorfo de valor complejo definido sobre C ( es decir,
una funcién entera) la cual es también acotada, puesto que f es continua y
R(z; ) (C) es acotado en E, lo cual implica que (f (R (x;-))) (C) es acotado.
Por el Teorema de Louville, el mapeo A — f (R (z;\)) es constante. Pero por
(3.17) tenemos que

f(R@X) = f((A=2)") =0,

para todo f € Ay A € C. Asi, por hip6tesis para A y por lo anterior,
(A= a:)_1 = 0. Esto es una contradiccién y, por lo tanto, el teorema queda
demostrado. H

El siguiente resultado fundamental es una consecuencia directa del resultado
anterior y del Lema 3.4.4

Corolario 3.4.12. Sea E un dlgebra localmente convexa con unidad y con
inversa continua. Entonces el espectro Spg (x) de cualquier elemento © € E
es un subconjunto no vacio de C. En particular, si E es un dlgebra localmente
m — convexa con unidad, todo elemento de E tiene espectro no vacio.

El siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones sobre F todo elemento
de F tiene espectro compacto (posiblemente vacio).

Proposicion 3.4.13. Sea E una Q—dlgebra. Entonces, para todo elemento

x € E, el espectro de x (posiblemente vacio) es un subconjunto compacto de
C. Por otra parte, para cualquier dlgebra de Waelbroeck localmente conveza
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tenemos que, en particular para Q—dlgebras localmente m—convexas (ver Lema
3.4.4), el espectro de cualquier elemento x € E es un subconjunto compacto no
vacio de C.

Demostracién. Ver [Ma; pag. 60, Proposicién 4.2]. B

Consideremos ideales maximales en dlgebras topolégicas. Sabemos que todos
los ideales maximales en algebras de Banach son cerrados. El siguiente resultado
afirma que ese resultado también es cierto para Q—algebras. Esto es, tenemos
el

Teorema 3.4.14. Sea E una Q—dlgebra con unidad. Entonces todo ideal
I mazximal de E es cerrado.

Demostracion. Sea I ideal maximal de E. Por ser I ideal y por Corolario
3.1.10, tenemos que I es ideal de E. Dado que G(E) es abierto, ‘entonces I N
G(E) =0. De donde I C E\G(E). Asi I C E\G(E). Por lo tanto ING(E) =0

y I C I,lo cual implicaque I =1. W

La situacién descrita por el teorema anterior puede ser diferente para un
algebra topoldgica arbitraria (igual para un dlgebra localmente m — conveza) la
cual no es una Q—4élgebra; es decir, pueden existir ideales maximales los cuales
son subconjuntos densos del dlgebra topolégica dada.

Lema 3.4.15. Sea E un dlgebra topoldgica con unidad con inversa continua
e I un ideal bilateral cerrado de E. Entonces el dlgebra cociente E/I es un

dlgebra topoldgica con inversa continua.

Demostracién. Ver [Ma; pag. 71] W
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Capitulo 4

Formula del mapeo
espectral para algebras de
Waelbroeck y sus
subalgebras

Las algebras de Waelbroeck localmente convexas son muy cercanas a las algebras
de Banach, en el sentido de la teoria espectral. Todo elemento de un dlgebra de
este tipo tiene un espectro compacto no trivial. Ademads, el espectro combinado,
definido exactamente como el espectro de Harte, tiene sentido para algebras de
Waelbroeck localmente convexas y satisface la férmula del mapeo espectral.

En el presente capitulo consideramos clases de espectros combinados sobre
subdlgebras de un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa, dando la férmula
del mapeo espectral para ellos.

El tema de seccién 4.1 es el estudio de la propiedad de la proyeccién de una
familia I};(A) de ideales izquierdos en una subdlgebra A C E que consisten de
elementos no invertibles en F.

Para F un algebra de Waelbroeck localmente convexa con unidad y para A
tal que ada=t C A, para todo a € AN G(F), donde G(FE) es el conjunto de
los elementos invertibles en E, demostramos que I4(A) tiene la propiedad de
la proyeccién y, en consecuencia usando el Teorema 2.1.1, el correspondiente
espectro SpIzE (a) satisface la férmula del mapeo espectral.
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4.1 Los ideales de A C E que consisten de ele-
mentos no invertibles en E

Primero estudiamos la propiedad de la proyeccién de la familia I, (A), para
FE una @—algebra con unidad y A C FE una subdlgebra con unidad tal que
aAa™! C A, para toda a € AN G(E). De esto se sigue que I4 (A) tiene la
propiedad de la proyeccién si la familia de todos los ideales izquierdos en R(A)
tiene la propiedad de la proyeccion.

Teorema 4.1.1. Sean E una Q—dlgebra con unidad y A C E su subdlgebra
con unidad. Supongamos que aAa~' C A, para toda a € ANG(E). Entonces

(1) La subdlgebra R(A) es cerrada con respecto a la operacion inverso en E.

(2) Si I €15 (A) y J es el ideal izquierdo cerrado generado por I en R(A),
entonces J € I, (R(A)). En particular J es un ideal propio.

Demostracion. Sea
E = {b'a:a€ A be ANG(E)}.

Obviamente E C R(A),AC E y {b71:be ANG(E)} C E. Un elemento

r=b"la€Ees invertible en E si, y solo si, a es invertible en £ y este es el
caso x~! € E. El espacio E es cerrado bajo la operacién inverso en E. Gracias
a la propiedad aAa=! C A, para a € AN G(E), se sigue que el espacio F es
cerrado con respecto a la multiplicacion:

r~tasT'b =r"tslsasT b = (sr) 'sasT'b € E,

por que sas~'h € A.
E es también un espacio vectorial por que

r~ta+ s7'b = (sr) " (sa + (sr)r(sr)"'b € E,

dado que sa + (sr)r(sr)~1b € A.

De esto se sigue que R(A) es igual a E en FE; asi que es también cerrado
bajo la operacién inverso en el algebra E. El ideal J generado en R(A) por
I € I}; (A) es la cerradura del ideal Jy = {s™'a:a€l,s€ ANG(E)}. Los
elementos de Jy no son invertibles en E. Lo mismo es cierto para J por que F
es una (Q—algebra. W

Teorema 4.1.2. Sea F una Q—dlgebra con unidad y A una subdlgebra con
unidad de E tal que aAa™' C A, para a € ANG(E). Si I' (R(A)) tiene la
propiedad de la proyeccion, entonces la familia I}E (A) tiene la propiedad de la
proyeccion.
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Demostraciéon. Supongamos lo contrario. Entonces existen aq,...,ax € I €
I}E (A) y ¢ € A tales, que para todo A € C, un elemento de la forma

k
u:ijaj—i—a:kH(c—Qe), z; €A1 <5<k+1,
j=1

es invertible en E, asi que también lo es en R(A). Para toda A el ideal generado
en R(A) por ay,...,ax,c — Ae es R(A). Sin embargo, por el Teorema 4.1.1, el
ideal generado en R(A) por ai,...,ax es propio. En consecuencia I'(R(A)) no
tiene la propiedad de la proyeccién. La contradiccién prueba el teorema. B

Observemos que no se supone que A sea cerrada en E. Obviamente la versién
con ideales derechos propios también es cierta.

La propiedad de la proyeccién de la familia de todos los ideales izquierdos
para un &algebra de Waelbroeck localmente convexa fue estudiada en [W3].

Teorema 4.1.3. Si E es un dlgebra de Waelbroeck localmente convexa,
entonces I' (E) tiene la propiedad de la proyeccion.

Corolario 4.1.4. Sea E un algebra de Waelbroeck localmente convexa con
unidad y sea A una subdlgebra de E con unidad tal que aAa™" C A, para toda
a € ANG(E). Entonces It (A) tiene la propiedad de la proyeccion. El corre-
spondiente espectro combinado SPIE(A) satisface la formula del mapeo espectral.

Demostracién. Una subdlgebra, cerrada bajo la operacién inverso, de un
algebra de Waelbroeck es un algebra de Waelbroeck, asi que R(A) es un édlgebra
de Waelbroeck localmente convexa. Por el Teorema 4.1.3, la clase I' (R(A))
tiene la propiedad de la proyeccién, en consecuencia Ifg (A) tiene la propiedad
de la proyeccién por el Teorema 4.1.2. La férmula del mapeo espectral para el
espectro SpIE(A) se sigue por el Teorema 2.1.1. B

4.2 Casos especiales y aplicaciones

Sea E un algebra de Waelbroeck localmente convexa con unidad y A su sub-
dlgebra conmutativa con unidad. Si a € AN G(FE) entonces a~! conmuta con
todos los elementos de A y la condicién aAa=' C A es satisfecha.

Teorema 4.2.1. Sea A una subdlgebra conmutativa con unidad de un

dlgebra de Waelbroeck E. Entonces para cualquier I € Iy (A) existe J € Ig (A)
el cual es de codimension uno en A y contiene a I.
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La prueba se sigue por los mismos argumentos que son usados en el Teo-
rema 2.4.1 para el caso de dlgebras de Banach, asi que se omite la misma. La
herramienta principal, la cual también es valida en el caso de algebras de Wael-
broeck, es esa para elementos que conmutan mutuamente ai,...,ar € I y para
¢ € A que conmuta con todos los a;, el conjunto

d(ar,...,ar) ={Ae€C:14(a1,...,ax,c— Xe) € Ig (A)}

es no vacfo y compacto. Aqui I4 (ay,...,ax,c— A) denota el ideal generado en
A por los correspondientes elementos.

Recordemos una aplicacion tipica del Teorema 4.2.1 en el caso de un dlgebra
de Banach conmutativa.

Teorema 4.2.2. [W1]. Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con
unidad. Todo ideal que consiste de divisores topoldgicos de cero estd contenido
en un ideal mazimal de A que también consiste de divisores topoldgicos de cero.

Demostracién. Denotemos por M (A) al espacio de ideales maximales de
A dotado con la topologia de Gelfand y por™: A — C (M (A)), dada por a — @,
la transformada de Gelfand. Denotemos por g al homomorfismo que asocia a
a € A a la restriccidn de @ a la corteza cor A. Recordemos que cor A es el
subconjunto compacto de M (A) que contiene a todos los ideales maximales que
consisten de DTC combinados de A. Cualquier divisor topoldgico de cero estéd
contenido en algin J € cor A. Sea A; = g(A) y sea B = C(cor A) el espacio
de todas las funciones continuas definidas en cor A.

Un ideal I de A consiste de divisores topoldgicos de cero si, y sélo si, g(I)
consiste de elementos no invertibles en el dlgebra de Banach B. Por el Teorema
4.2.1, I estéa contenido en un ideal J de codimensién uno en A; que consiste de
elementos los cuales alcanzan el cero en cor A. La imagen inversa g~1(J) es un

ideal maximal en A que contiene a I y consiste de divisores topoldgicos de cero
de A. R

Regresando al caso no conmutativo, describimos una construccién simple la
cual conduce a que el par A C E satisfaga la condicion (C) : ada~! C A para
todo a € ANG(E).

Proposicién 4.2.3 Consideremos el par de dlgebras con unidad A C B que
satisfagan la propiedad (C). Si D es un dlgebra con unidad y g : D — B es un
homomorfismo suprayectivo, entonces A= g Y(A) C D es un par que satisface
la condicion (C).

Demostracién. Sia e Ay be G(D), entonces g (bab™1) = g(b)g(a)g(b)~"
€ A, por suposicién. En consecuencia bab~! € A n
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Capitulo 5

La propiedad de la
proyeccion de una familia
de ideales y la féormula del
mapeo espectral en algebras
localmente m-convexas

En el presente capitulo consideramos una clase de espectro combinado sobre
algebras localmente m — converas complejas con unidad, definido para una
familia de ideales izquierdos apropiados sobre tales algebras, demostrando la
férmula del mapeo espectral.

Teorema 5.1.1. Sea E un dlgebra m — convexa compleja con unidad.
Supongamos que para toda (k+m) — upla de elementos ay,--- ,ag,b1, - bm,
que conmutan mutuamente, la cerradura del ideal izquierdo en E generado por
ai,---ag es propio. Entonces eriste A € C™ tal que el ideal izquierdo en E

generado por ay,--- ,ak, b1 — A1, by — A\ también es propio.
Demostracién. Demostremoslo para m = 1. Sea N = I& (a1, -+ ,ax) la
cerradura del ideal izquierdo en E generado por aq,--- ,ax. Sea b =b; € F que

conmuta con todos los a;,1 < i <k, y b ¢ N. Entonces existe una semi-norma
submultiplicativa p, tal que

{xeE:po(x—b)<efNN=0y {z€E:py(x—e)<e}nNN=0,
para algin € > 0. Consideremos

ker p, = {x € E : po (x) = 0}.
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Por ser p, semi-norma submultiplicativa en F, ker p,, es un ideal bilateral
cerrado de E. Asi, el cociente E/kerp, es un algebra normada, con norma
lla]ll = pa (a). Sea E, la completacién del dlgebra normada (E/ker pq, |‘]]),
entonces F, es un dlgebra de Banach compleja con unidad [e] .

Dado que ker p,, es ideal bilateral cerrado en E y N es ideal izquierdo en
E, entonces N + ker p, es ideal izquierdo en E,. Es claro que N + ker p,, es
ideal en E,. Veamos que es propio. Supongase que E, = N + ker p,,, entonces
[e] € N + ker p,.. Esto implica que existe una sucesién {[d;]} C {[n] :n € N} =
N + ker p,, tal que

I[di] — [e)ll = 0

cuando | — oco. Asi, dado § < 1, existe [y nimero natural tal que
Ildi] = [e]ll <6,

sil > ly. Por ser E,, dlgebra de Banach con unidad, entonces [d;] es invertible en
E, con inverso [d;']. En consecuencia [d)] [d; '] = [did; '] = [e] € N +ker pq.
De donde existe n € N tal que [n] = [e] . Esto implica que e —n € ker p,. Por
lo tanto ker p, (e — n) = 0, lo cual es una contradiccién.

De manera similar, al proceso previo, se puede probar que [b] ¢ N + ker p,.

Ahora, como ag,...,ax,b € E conmutan mutuamente, entonces sus corre-
spondientes clases de equivalencia [a1], ..., [ar], [b] también conmutan mutua-
mente. Consideremos el ideal izquierdo en F,, generado por los [a;],7 < i < k,
y dado que E, es un édlgebra de Banach compleja con unidad, entonces, por el
Teorema de Harte para dlgebras de Banach complejas con unidad, existe A € C
tal que

0,...,0,X) € Spg, ([a1],---,[ar],[b])-

Esto implica que el ideal izquierdo en E, generado por [a4],...,[ax],[b] —
[Ae] es propio. Dado que el mapeo natural E — E/ ker p,, es un homeomorfismo
algebraico, entonces

I (ay, ... ag,b— Xe)

es propio y el caso m = 1 se sigue. La prueba se sigue aplicando induccién sobre
751<i<m. 1

En [Mi; pags. 17-18] se probd el resultado siguiente

Proposicion 5.1.2. Sea E un dlgebra localmente convexa que satisface la
siguiente propiedad: todo subconjunto de E el cual es m — convexo, simétrico y
cerrado, y cuyos maltiplos escalares cubren E, es una vecindad del cero de E.
Ademds, supongamos que, para alguna base {U;},i € T, para E, todo © € E
tiene la propiedad : xU; C A\, U; (A, es un escalar que depende de x e i), para
todo i. Entonces E es un dlgebra localmente m — conveza.

Como consecuencia, se tiene el siguiente

Corolario 5.1.3. Sea E un dlgebra localmente convexa compleja con unidad
que satisface las condiciones de la proposicion anterior. Supongamos que para
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toda (k4 m) — upla de elementos a,...ag,b1,...,by € E, que conmutan mu-

tuamente, la cerradura del ideal izquierdo en E, generado por ai,...ax, €S pro-
pio. Entonces existe X € C™ tal que el ideal izquierdo en E, generado por
A1y Qb1 — A1y by — A, también es propio en E.

Usando Teorema 2.1.1, tenemos la férmula del mapeo espectral para algebras
localmente m — convezas.

Teorema 5.1.4. Sea E un dlgebra localmente m — convexa compleja con
unidad. Sea U una familia de ideales izquierdos en E cuya cerradura es propia.
Entonces la familia U tiene la propiedad de la proyeccion y el correspondiente
espectro combinado

Spu(a) ={reCF:JeUa —Nee J1<i<k},

donde a = (ay,...,ax) es una k — upla de elementos de E que conmutan
mutuamente, satisface la formula del mapeo espectral ; es decir, para toda
k — upla de elementos que conmutan mutuamente y para todo mapeo polino-
mial P : CF — C™ se tiene que

P (Spu (a)) = Spu (P (a)).
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