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Resumen

Las pruebas de trazadores se presentan como una herramienta para caracterizar
formaciones subterraneas en la vecindad de un pozo. Las pruebas de trazadores en un
pozo inyector-extractor se realiza en tres etapas: inyeccion de fluido, periodo de reposo
y extraccion del fluido. En la primera etapa se inyecta al yacimiento una cantidad
constante de fluido que contiene un pulso trazador, la entrada al medio poroso se
realiza a través de una regién llamada zona de disparos. Al terminar la fase de inyeccién
de fluido, se deja reposar el pulso de trazador dentro del medio poroso. Finalmente, se
extrae el fluido inyectado del yacimiento; esta fase termina después de la salida de la
concentracion del pulso trazador.

En esta tesis se trabaja tinicamente la etapa de inyeccion. La modelacion de esta fase
se realiza en dos partes: la primera consiste en determinar la velocidad del fluido in-
yectado y la segunda en describir la dindmica del pulso de trazador arrastrado por el
fluido sometido a adveccién y dispersion. Ambos modelos se discretizan con el método
de elemento finito. En particular, la ecuaciéon de adveccién-dispersiéon se integra en el
tiempo con el método de Crank-Nicholson y se estabiliza el término advectivo usando
la técnica de minimos cuadrados.

Tradicionalmente en los modelos de inyeccién-extraccién de trazador se considera que
la velocidad del fluido que sale de la zona de disparos es puramente radial. Los modelos
propuestos en este trabajo consideran que el flujo tiene adicionalmente una componente
vertical.

En los resultados mostrados en este documento se emplean elementos bicuadraticos ya
que se obtiene una mejor aproximacion a la solucion analitica propuesta. Ademas se
considera permeabilidad y dispersiéon constante para simplificar el estudio.

También se presenta un analisis de resultados de la velocidad tomando distintos tamanos
de la zona de disparos, con el objeto de estudiar la dependencia en z. Para el modelo
de la concentracion, se realizaron pruebas con tres valores de dispersion constante con
el fin de analizar la dinamica de los trazadores y se presenta una comparacion de un
pulso de trazador para dos tipos de velocidades: una radial y vertical, y otra puramente
radial.

Palabras clave: pruebas de trazadores, etapa de inyeccién, flujo radial y vertical,

modelacién numérica, adveccion dominante.

VII



VIII



Contenido

| " lecimi | v
[ Resumen vi
[L._Introduccién 1
|1 1. _Obijetivo de la tesig ............................. 6
[L2. Estructuradelatesid . . . ... .. ... .. ... 7
IZ_MQ_dﬂIagén_maIﬂménsajﬂJaiasuiunmén_stLazadgd 9
bi Mediocontinud . . ... ... 9
|2_._]_._l Promed_a,dgs&zd@nms_e;mi&nsmaﬂ ................ 10

2.2. Determinacién de la velomda.djﬁ]_ﬂ_mdp_m;ﬂm.dg_(_MQdep_A_)l ..... 11
wmmmﬂm&a 13

16

17

18

19

21

21

21

22

23

27

29

34

IX



Contenido

~ B1.7 Eior de Interp

43
43
44
49
51
o8
99
64
68

71

73
73
74
75

79
79

83



Introduccion

En la actualidad tanto en México como en otros paises petroleros se cuentan con ya-
cimientos maduros que requieren de procesos de recuperacion secundaria y mejorada.
Hoy en dia existen grandes inversiones en instalaciones y personal para la recupera-
ciéon secundaria y mejorada del petroleo y gas, basadas en estudios de yacimientos y
predicciones del comportamiento de los mismos, ver figura 1]

Figura 1.1: Plataforma petrolera.

Un yacimiento es una unidad geoldgica de volumen limitado, poroso y permeable que
contiene hidrocarburos en estado liquido y/o gaseoso. Los cinco ingredientes bésicos
que deben estar presentes para tener un yacimiento de hidrocarburos son: fuente, ca-
mino migratorio, trampa (anomalias geoldgicas que detienen la migracién del petrdleo
y produce su acumulacién), almacenaje/porosidad (fraccién de volumen hueco), trans-
misibilidad /permeabilidad (propiedad que describe la manera en que un fluido fluye a
través del medio poroso).



1 Introduccién

La produccién de hidrocarburos se realiza originalmente por la propia presion natural
del yacimiento y normalmente se conoce como periodo de recuperacion primaria. El
petrdleo y el gas natural son desplazados hacia los pozos productores mediante expan-
sion de fluido, drene gravitacional y expulsion capilar. Cuando no existe ni acuifero ni
inyeccion de fluidos, la recuperacion de hidrocarburos se debe principalmente a la ex-
pansion del fluido, aunque en el caso del petroleo, la recuperacion se puede llevar a cabo
por drene gravitacional. Si se utiliza inyeccién de agua u otros fluidos al yacimiento se
llama recuperacion secundaria. Cuando el agua procede de un acuifero o es inyectada
en los pozos como lo muestra la figura [[.2] la recuperacién se efectiia por medio de
un mecanismo de desplazamiento, el cual puede ser ayudado por drene gravitacional
o expulsion capilar. El gas se inyecta como fluido de desplazamiento para ayudar a la
recuperacion de crudo y también como gas para mantenimiento de presion.

Water
Production Injection
Well i Well

Figura 1.2: Inyeccion de agua en un yacimiento.

Existe otro proceso de desplazamiento llamado recuperacion terciaria o mejorada y se
emplea cuando la recuperacién secundaria ya dejo de ser efectiva. Este proceso consi-
dera cambios en las propiedades de la roca (como mojabilidad) o del fluido (como la
viscosidad o tensién interfacial) y la inyeccién de fluidos ajenos a los fluidos naturales
presentes en un yacimiento. Por ejemplo, al inyectar diéxido de carbono (C'Os) misci-
ble se reduce la viscosidad del petrdleo atrapado con el fin de que el fluido se mueva
facilmente, ver figura [L3

Las pruebas de trazadores se presentan como una herramienta de diagnéstico para de-
terminar los canales de comunicacién en yacimientos debido a la extraccion e inyeccion
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Figura 1.3: Inyeccion de diéxido de carbono.

del fluido en los procesos de recuperacion secundaria y mejorada. Estas pruebas estan
orientadas a caracterizar formaciones subterraneas y determinar propiedades como po-
rosidad, coeficiente de retraso por absorcién, espesor de la capa productora, presencia

de canales de alta permeabilidad, etc ), Ptak et all ).

Una prueba de trazadores entre pozos en un yacimiento consiste en inyectar una sus-
tancia (quimica o radioactiva) disuelta en el fluido de inyeccién y monitorear su arribo

en los pozos productores vecinos (I.Shmk_ex_alj ), Bi )
, )). De los resultados del monitoreo se obtendré en cada pozo productor, una
grafica de concentracién de trazador en funcion del tiempo llamada curva de surgen-

cia o de respuesta que nos permitird inferir propiedades del medio poroso subterrdaneo

(Chase Jr! (1971), |Ghergut et all (2012,12013),/Goda & Satd (I&ld), Istok et all (IQJ)@),
IPtak et all (2004), Ramired (2008), Tomich et al. (1973))

Si el monitoreo no es adecuado y/o la cantidad de trazadores es insuficiente sélo se
podran captar pocos puntos de la curva de surgencia. Por lo cual existira gran incerti-
dumbre en los intervalos més significativos de la curva, ver figura [[.4l Las simulaciones
numéricas de la dindmica de los trazadores permitiran interpretar las pruebas de campo,
es decir, ayudaran a describir con mayor precision el yacimiento.

Las pruebas de un solo pozo se conocen como pruebas push-pull o de inyeccién-

extraccion (IDa&ls_Qt_aJJ (120Qd I.Huang_e_t_aﬂ (|2Qld ZDﬂj), Schroth et all

(I2DQ1|) lffﬂmmh_ei_al,' (ll9_7j)) Habitualmente se emplean con trazadores particionables

(I.Da&is_e:ujl.‘ (IZD_O_d, Iﬂ)ﬂj ), [[s_tgk_e_tjl.‘ (|20Qd ) para determinar saturacién residual de

aceite en zonas invadidas por agua. También se utilizan para medir coeficientes de dis-

persion (John ] (IZJ)@)) Una ventaja de estas pruebas es su corta duraciéon (pocos
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Figura 1.4: Curvas de surgencia del trazador: (a) curva modelada y (b) datos de campo.
dias).
El interés por las pruebas de inyeccién-extraccién iniciéo en los anos noventa con el

proposito de medir coeficientes de dispersién, ya que éste es relevante en procesos de
recuperacion secundaria por inyeccién de gas miscible o por invasién del yacimiento

usando productos quimicos (Somar (IQJM)) Sin embargo, las capacidades de dichas
pruebas para medir propiedades del medio poroso en las vecindades del pozo no han
sido exploradas cabalmente.

La mayoria de los trabajos publicados que emplean pruebas de trazadores en uno o
varios pozos estan desarrollados para contaminacion en acuiferos (Davis et al. (|2DQ§,

M), Huang et al. M), Istok et all (IQJM), hroth 1. M)) Existen solucio-

nes analiticas para pruebas push-pull en una dimensién con flujo radial (sin flujo en
la vertical) (IHna.ng et all dZQl_d)) y semianaliticas para pruebas de un solo pozo o en-

tre varios pozos )). Para pruebas de trazadores en tres dimensio-
nes se emplean simuladores numéricos usando el método de Diferencias Finitas como

UTCHEM(Agca et all (1990)), STOMP (Davis g; a J (2003)), ECLIPSE y STARS o

Elemento Finito en OpenGeoSys (Singh 1.

En la literatura de yacimientos petroleros se pueden encontrar diversos articulos que

modelan el flujo de fluido (Gritsen & Durlgfskyl ﬁ Jha et all (Ijﬂd la transfe-

rencia de calor en rocas fracturadas ) y también existen trabajos
sobre la simulacién numérica en 3D para reservorios de gas (lS_mgh_e:LalJ )). Sin

embargo, hay pocos trabajos de pruebas de trazadores de un solo pozo usando un flui-

do de inyeccién en una dimensién(Chase Jr) (1971), [Tomich et al. (1923)), la mayoria

es entre pozos (Agca et al. (|L9_9£j), Goda & Satd (2!!1!i)) y esto es debido a que se ha




adaptado el software desarrollado para simular el movimiento del hidrocarburo en un
campo petrolero. En particular no se ha realizado modelacién numérica de pruebas de
trazadores de un solo pozo en yacimientos petroleros considerando la presencia de flujo
vertical, que es uno de los objetivos de este trabajo.

Inicialmente los métodos numéricos en medios porosos se desarrollaron para modelar
y simular flujos de fluidos en yacimientos petroleros o depdsitos subterraneos de agua.
El objetivo principal de la simulacién de yacimientos es predecir el rendimiento futuro
de un deposito y encontrar los medios para optimizar la recuperaciéon de algunos de los

hidrocarburos, ver |(Chen (Il)_Ofgl), Chen et alJ (Iﬂﬁ) Se describen flujos de una, dos o

tres fases en medios porosos. En comparacion con los métodos de Diferencias Finitas,

la introduccién de métodos de Elementos Finitos es relativamente reciente. Las ven-
tajas de este método sobre Diferencias Finitas es que, las condiciones de frontera, la
geometria y las propiedades del material pueden ser manipuladas con relativa facilidad.
Ademas, la estructura facil de los métodos de Elementos Finitos hace posible el desa-
rrollo de software de propdsito general para aplicaciones. Existe una sélida base tedrica
que da confianza adicional y en muchos casos es posible obtener estimaciones de error
concretas para las soluciones de Elementos Finitos. Estos métodos se introdujeron por
primera vez por Courant en 1943. A partir de los afios 1950 y 1970, fueron desarrollados
por ingenieros y matematicos como un método general para la solucién numérica de
ecuaciones en derivadas parciales.

Las pruebas de trazadores en un pozo inyector-extractor se realiza en tres etapas, ver
figura

= Etapa [: inyeccién de fluido.

= Etapa II: periodo de reposo.

= Etapa III: extraccién del fluido.

En la etapa I se inyecta al yacimiento una cantidad constante de fluido () que contiene
un pulso de trazador, la inyeccion se realiza a través de una region llamada zona de
disparos, ver figura [L6 Una vez suspendida la inyeccién de fluido se empieza la etapa
II, en la cual se deja reposar al pulso de trazador dentro del medio poroso. En la tiltima
etapa, el pozo se pone a producir, es decir, se extrae fluido del yacimiento. Esta fase
termina después de la salida del pulso de trazador.
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Etapa I: inyeccion Etapa II: reposo Etapa IlI: produccion

Figura 1.5: Etapas de la prueba de trazador.
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Figura 1.6: Zona de disparos en un pozo.

1.1. Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es modelar y simular numéricamente la fase inicial de pruebas de
trazadores de inyeccion-extraccion, considerando flujo con componentes radial y vertical
en un medio poroso, homogéneo, definido en un dominio cilindrico. El fin es verificar
que la dindmica del trazador cambia cuando se incorpora una dependencia en z para el
flujo del fluido de inyeccién. Ademas de realizar un analisis de perfiles de concentracién
para diversos valores de dispersion a diferentes tiempos, asi como obtener las gréaficas
de surgencia para distintos puntos del dominio.

Para ello la modelacion se realizara en dos fases, la primera consiste en determinar
la velocidad del fluido en estado estacionario (modelo A) y la segunda en calcular la
dindamica de la concentracion del trazador sometido a adveccién debida a la velocidad



1.2 Estructura de la tesis

del fluido que lo arrastra y a la dispersién (modelo B).

Ambos modelos se discretizan con el método de Elemento Finito. En particular, la ecua-
cion de adveccidén-dispersion se integrara en el tiempo con el método de Crank-Nicholson
y se estabilizara el término advectivo usando la técnica de minimos cuadrados..

1.2. Estructura de la tesis

Este documento se estructura en cinco capitulos. En el primero se encuentra la intro-
duccién, se presenta un pequeno panorama de las pruebas de trazadores, se exponen
las razones del tema de tesis y los objetivos de la misma.

En el segundo capitulo se explican los modelos matematicos para determinar la presion
y velocidad del fluido, asi como el modelo para la concentracién del trazador y la
adimensionalizacién de cada modelo.

En el capitulo 3 se discretizan los modelos expuestos en el capitulo anterior empleando
el método de Elemento Finito. Ademaéas para la ecuacion de adveccién-dispersion se
describe cémo se combina el método de Crank-Nicholson junto con la técnica de minimos
cuadrados.

El capitulo 4 ubica las simulaciones numéricas de la fase de inyeccion de una prueba
de trazador. Se muestran diferentes resultados de la presion y velocidad para distintos

tamanos de la zona de disparos. También se realiza un analisis de parametros.

Finalmente en el capitulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo.






Modelacién matematica de la fase de inyeccién de
trazador

En este capitulo se presenta la modelaciéon matematica de la fase de inyeccion del traza-
dor. La etapa I consiste en inyectar un fluido en el pozo de forma continua, tipicamente
agua. Al alcanzar el fluido un estado estacionario, se inyecta como parte del mismo un
pulso de trazador. Cuando el pulso ingresa a la formacion porosa del yacimiento inicia
el tiempo, t = 0. Se continua inyectando el fluido en la formaciéon durante un periodo
de tiempo t =T y se suspende la inyeccion.

Consideremos una regién de yacimiento petrolero con geometria cilindrica, cuyo radio
es Ly altura 2H, ver figura2.J]l La zona de disparos de la region es un cilindro de radio
ry v altura 2h que se encuentra en el centro de dicha porcién del yacimiento (superficie
Ss). Las fronteras de la region de estudio estdan dadas por las superficies Sy, So, Sz, Sy,
S5 v Sg como se muestra en la figura 2.1

La modelacion en esta etapa se realiza en dos partes. La primera consiste en determinar
la velocidad del fluido inyectado (modelo A) y la segunda en describir la dindmica de
un pulso de trazador sometido a adveccién y dispersién (modelo B). En ambos modelos
se utiliza el enfoque de la mecdnica de medios continuos que se describe a continuacion.

2.1. Medio continuo

Se entiende por medio continuo una estructura que llena todo el espacio de forma
continua (que forman parte, por ejemplo, de un sélido, de un fluido o de un gas) que
es estudiado macroscopicamente, es decir, sin considerar las posibles discontinuidades
existentes en el nivel microscépico (nivel atémico o molecular). En consecuencia, se
admite que no hay discontinuidades entre las particulas y que la descripcion matematica
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K

Figura 2.1: Region de estudio formada por la diferencia de volimenes de los cilindros
de radio L menos el de radio r,,.

de este medio y de sus propiedades se puede realizar mediante funciones continuas.

2.1.1. Propiedades extensivas e intensivas

Cuando una propiedad puede expresarse como una integral sobre el volumen B(t) ocu-
pada por el cuerpo, decimos que la propiedad es una propiedad extensiva. Dada una
funcién cualquiera (7, t), definida

BE(t) = /B ) C(T, t)dA, (2.1)

entonces F(t) es una propiedad extensiva. Auin mads, una propiedad F(t) es extensiva
si y solamente si, se puede expresar en la forma dada por la ecuacién ([2Z]). En tal caso,
a la funcién ((Z,t) se le llama propiedad intensiva asociada a la propiedad extensiva
E(t), Verlﬁj (Eﬁﬁ)

Algunos ejemplos de correspondencia entre propiedades extensivas e intensivas, respec-
tivamente, son:

masa < densidad de masa
energia <> energia especifica o densidad de energia
volumen < norma del espacio, en el espacio euclidiano ésta es la constante unitaria.

10



2.2 Determinacién de la velocidad del fluido inyectado (Modelo A)

Debido a que cualquier propiedad extensiva es la integral de la intensiva asociada (ecua-
cién (7)) y que la derivada material de una propiedad intensiva ( es
d¢(z,t)  o¢(Z,t)
a0t
donde el término V - V( es la derivada convectiva. Entonces la derivada total de la
propiedad extensiva E(t), suponiendo V - %

+ V(1) - VC(Z, 1)

= 0, serd la integral de volumen de la
derivada material de la propiedad intensiva, es decir

mo_ {‘%(f’ Div [c@nv t)}}dv, vE e BNV (22)
B(t)

dt ot

Los detalles se pueden ver en [Olivella & de Sacribail (IMd) Es importante senalar que

esta ecuacion es valida siempre y cuando la propiedad intensiva no tenga discontinui-

dades en su dominio. La expresién (Z.2)) debe cumplirse no solo para B(t) sino también
para todo volumen AB(t) contenido en B(t) que se considere.

Por otro lado, la hipdtesis basica desde el punto de vista fisico, para la formulacién de
las ecuaciones de balance de las propiedades extensivas en la teoria de medios continuos
se puede enunciar de la siguiente manera: cualquier variacion de la propiedad extensiva
proviene de lo que se genera o desaparece dentro del cuerpo o de lo que entra o sale a
través de su frontera, ver M (M) La expresion matematica de esta hipotesis
es:

dE(t) _ / 9(Z,t)dT + / (7, 1) - AdS, (2.3)

aB(t)
donde ¢(%,t) es lo que se genera o desaparece en el interior del cuerpo B(t) que es el
cambio temporal — y la fuente o sumidero S(Z,t), y 7(#,t) es lo que entra o sale a

través de la frontera del cuerpo 0B(t). La relacién ([2.3) se llama ecuacidn de balance
global. Utilizando el teorema de la divergencia, la integral de superficie en la ecuacion
[23) se transforma en una integral de volumen en B(t). Posteriormente, escribiendo

a¢

g(Z,t) = 5 S(Z,t) y considerando sélo flujo advectivo 7 = ¢V se obtiene una

ecuaciéon méas general que (Z2), que incluye una fuente o sumidero.

2.2. Determinacion de la velocidad del fluido
inyectado (Modelo A)

La masa de un fluido al tiempo ¢ para un medio poroso, My(t), es una propiedad
extensiva que se expresa como la integral de volumen de la densidad p por la porosidad

11
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d:
0 = [ ep@ 0, (2.4)
B(t)
cuya derivada total es
dMy; d
— = — Op(Z,t)dV, Vi e B(t),Vt. 2.5
i i, PE, Vi e B, (25)

Empleando el principio de conservacién de masa de la relacién ([2.3]) sin fuente de fluido
se tiene

/B(t) {% +V - |@p(. 1) V(7. 1)| } AV =0, VieB(t)vt. — (26)

Esto se cumple para todo volumen AB(t) contenida en B(t), por lo cual el integrando
es igual a cero, es decir

9(®p) 5\ _
=SV (@) =0

A la relacién U = ®V se le conoce como la velocidad de Darcy.

Por lo tanto, la ecuacién de continuidad dentro del yacimiento es

d(Pp) 3 _
T—FV(pU) =0.

En caso estacionario y flujo incompresible se obtiene que

V-U=0
Adicionalmente, empleando la ecuacién de Darcy se satisface
0 =-"vp, (2.7)
1
con p la viscosidad del fluido,  la permeabilidad y p la presion.

Luego, el problema se reduce a encontrar la presion p tal que

V. (ng) —0, (2.8)

sujeto a las condiciones de frontera descritas en el apartado siguiente.

12



2.2 Determinacién de la velocidad del fluido inyectado (Modelo A)

Sin perdida de generalidad, consideremos que el flujo tiene simetria axial, es decir, sélo
depende de la componente radial r y la altura z. En la region de interés se realiza un
corte transversal a un angulo fijo, ver figura Esto da lugar a una subregién 2D
que tiene forma rectangular y es denotada por Q. Asi la zona de andlisis 2D para el
proceso de inyeccién del fluido es Q = [ry, L] x [~ H, H]| como se muestra la figura 23y
p = p(r, 2), en la ecuacién 28] es la presién del fluido inyectado en estado estacionario
en la posicién (r, z).

(O
4
O "
- |
1 h |
' b
- 1 - ’r
. | Zonad |‘
-\/'}dic;r;lroz ' -h _F Tw -‘L

Figura 2.2: Corte transversal a un dngulo fijo de la region de interés.

2.2.1. Condiciones de frontera

La frontera de €2, denotada por I', es igual a 'y U, UT3 U’y UT's UT'g, donde los I'; se
definen en la figura Las condiciones de frontera para los I'; son equivalentes a las
fronteras S; de los cilindros por la simetria axial alrededor del eje z (figura 2.1]).

Por las fronteras inferior (I'y) y superior (I's) no hay movimiento de fluido hacia afuera
de la zona del yacimiento, esto es

U-h=0, (2.9)
en términos de la presién,
%(r, z) = 0. (2.10)

para r € [ry, L] y 2 = £H. Ademads, el fluido no puede atravesar las paredes formadas
por las fronteras I'y y I'g, ya que estan selladas,

dp

g(r, 2)=0 (2.11)
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2 Modelacién matematica de la fase de inyeccién de trazador

z Fg

I

\ 4
<

_H T,
Figura 2.3: Subregion 2D para el proceso de inyeccion del fluido.

parar =r, , z € [—H,—h]U[h, H].

En r = L el fluido sale del sistema radialmente. Debido a la conservacion de masa se
supondré que la cantidad de fluido que sale de la regién de estudio es la misma que
entra.

Como caso especial, para evaluar la condicion en la frontera 'y se considera que la zona
de disparos es del ancho de la regién de estudio, es decir, h = H. Sea () la cantidad
de fluido que entra a la formacién porosa y sea S el area o superficie que encierra el
volumen V' del cilindro de radio L y altura 2H. La cantidad de fluido que atraviesa la
superficie S es

QZ/Sl?-ﬁdS. (2.12)

Como el fluido sale en forma radial entonces U - 7 = Uy (L) y dS = r df dz. Asi

H 21
/ﬁ-ﬁdA:/ / U, (L)L df dz, (2.13)
A —H JO

(27) 2H) LU, (L) = Q, (2.14)
donde U(r, z) = (Uy(r, z), Us(r, z)). Luego

por lo que

Q
L) = . 2.1
Por lo tanto en » = L se tiene 0
7 _ 7 2.1
U=’ (2.16)

14



2.2 Determinacién de la velocidad del fluido inyectado (Modelo A)

Aplicando la ecuacién de Darcy (2Z7) resulta la siguiente condicién para la frontera I'y

dp _ pU (L) o pQ
orle—1 k(L) 4w LHk(L) (2.17)

Por la zona de disparos (I's), el fluido se mueve hacia dentro del yacimiento con direccién
radial y vertical. Debido a que en I'y y ' se tiene que U-h= 0, la condicién de frontera
en I's también debe de cumplir dicha restriccion en z = h y 2 = —h, con el objetivo de
no obtener saltos en las fronteras. La condicion que se propone en esta frontera es tipo
Neumann de la forma

U= Acos (g;) i (2.18)

Para encontrar el valor de A, se utiliza la conservacién de masa. De manera analoga al

caso anterior,

Q= /U ndS = /Acos dS A/ / cos rdedZ—A(Shrw),

(2.19)
Q
S8hry,

por lo cual A =
Luego
dp

o He Ccos (E> . (2.20)

—— 8hrywk(ry) 2h

Por lo tanto, el modelo A consiste en el problema eliptico, ecuacién ([2.8)), sujeto a las
condiciones de frontera siguientes:

Op B

5,2 = 0 refr L], (2.21)
Ip B pQ

oA T Tmrmemy FEHAL (2.22)
%(m) o, =0 ore 7w, L], (2.23)

%(r, z) = 0, z¢€l[h, HJ, (2.24)

dp B MQ T2 B

or (r.2) rmre 8rphi(ry) o8 <2h) 2 €[=h1l, (2.25)

?(Ta Z) = Oa KAS [_Ha _h'] . (226)
T r=Tw

Una vez que se obtiene la presion se calcula la velocidad U mediante la ecuacién de
Darcy dada en (2.7]).
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2 Modelacién matematica de la fase de inyeccién de trazador

Finalmente observemos que las condiciones de frontera cumplen la condicién de com-
patibilidad, es decir

j1e) e Tz
L S) U e S (LA P -
/1“2 47TLH1£(L)T * /Fs 8ryhi(Ty) o8 <2h) " 0

por lo tanto el problema de Neumann puro tiene solucion.

2.2.2. Adimensionalizacion

En este apartado las variables de las ecuaciones (2.8) y (221))-(2:26) se representan con
un asterisco (x) para especificar que se trata de variables con dimensiones.

Con la finalidad de adimensionalizar la ecuacién (2.8)) se introducen las variables adi-
mensionales:

* * *

T z P
" H’Z H’p Po’ (227)

donde py es la presién fija en el centro de la zona de disparos, (r,,0).

Se considera flujo radial y vertical en coordenadas cilindricas, esto es

op* 1 0p*~ Op*
— L S

vp or* r* 00* 0z* =

Debido a que p = p(r, z), entonces

op* . Op* .
— + )
or* " 0z* :

Vp*
Luego, al adimensionalizar la ecuacion (2.8)) se tiene

H K

—V- <—Vp*) = 0.

Do H

Para simplificar el modelo en el resto del trabajo se toma s y p constantes, asi la
igualdad anterior se transforma en

V- (Vp) =0. (2.28)
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2.3 Determinacién de la concentracion del trazador (Modelo B)

Andlogamente al adimensionalizar las condiciones de frontera (2.21])-(2.26]) resulta

%(r,z) =0 e {%% (2.29)
%(r,z) - _%, ze[-1,1], (2.30)
%(r,z) =0 e [%w% (2.31)
%(r,z) iy = 0 € {%1} (2.32)
%(r,z) o = O € {—1,—%} (2.34)

2.3. Determinacion de la concentracion del trazador
(Modelo B)

De forma analoga a la velocidad del fluido, se puede derivar el modelo de concentracién
de trazador en el medio poroso. Se considera que la masa del trazador disuelto en
el fluido es una propiedad extensiva asociada a la concentracién del trazador por la
porosidad, es decir

Mr(t) :/ OC(Z,t)dV. (2.35)
B()
De la ecuacién (2.3) se tiene que
O C(7t
/ {w +V- F} AV = / S(#,t)dV V7 € B(t),Vt. (2.36)
B() ot B()

donde S(Z,t) es la fuente de trazador. El flujo 7 se supondra que no sélo tiene una
parte advectiva sino también una parte dispersiva, es decir, 7 = C'V — ®D - VC, donde
D es el tensor de dispersion hidrodinamica definido por

. V.V,

donde 6 es la tortuosidad del medio poroso (# < 1), Dr el coeficiente de dispersivi-
dad transversal, Dy, el coeficiente de dispersividad longitudinal y D,, el coeficiente de
dispersién molecular.

17



2 Modelacién matematica de la fase de inyeccién de trazador

Aplicando el teorema de la divergencia para la integral con termino 7 y considerando
que la relacién es vialida para todo volumen contenido en B(t), la ecuacién (2.30) se
reduce a

a(dC)
ot

Empleando la relacion U = @V se tiene la ecuacion de transporte del trazador

+V-(CV)=V-(D-VC) (2.38)

o(dC)
ot

+V-(CU)=V-(D-VC) (2.39)

Algunos autores consideran la dispersién hidrodindmica como «|U| con « la disper-

sividad y |U| la magnitud de la velocidad (Schroth et all (2001)). En nuestro caso se
tomara D = DI (I es el tensor unitario) como una dispersién efectiva constante.

Por lo tanto, el problema es encontrar C(r, z,t) tal que

ac 1_ r-
StV [Uo - Dvo] —0. (2.40)

2.3.1. Condiciones de frontera e inicial

La inyeccién del pulso se realiza unicamente en el instante t = 0. Se supondré la
condicién inicial como:

B(r,z) sir€|ry,re], z € [—h,h]
CY = C(r, z,t)‘ = (2.41)

t=0 .
0 en caso contrario

con

B(r, 2) L& [cos (%z) + 1} [cos <(2T —n- ”)”) + 1] . (242)

- 2
8 h (ry —ri re — T

M; la cantidad total de trazador inyectado y r9 — r1 el ancho del pulso en z = 0 como
se muestra en la figura 2.4

En r = L no hay concentracién de trazador. Para I'y, I's, 'y, I's, I's no hay flujo de
trazador a través de las fronteras, esto es

[ﬁC—Dvc} =0

18



2.3 Determinacién de la concentracion del trazador (Modelo B)

>

Concentracion

>

TwT1 T2

Figura 2.4: Pulso de trazador en z = 0.

El modelo B se basa en resolver la ecuacién ([2.40]) sujeto a la condicién inicial (Z.41) y
a las condiciones de frontera

C(r, z,t) = 0, z€[-H,HJ|, (2.43)
[U*C - Dvc} A= 0 vl L (2.44)
[U’C - DVC] A =0 refru L], (2.45)
[U*C - Dvc} | =0 ze[-HH]. (2.46)

La condicién (2.43) implica que si hay flujo a través de la frontera en r = L, pero sélo
de tipo dispersivo. En la simulacién se analizaran casos donde el pulso no llega a esta
frontera.

Cabe senalar que al terminar esta etapa se tendra una concentracién C(r, z, T, donde
T es el tiempo de duracién de la etapa I desde la salida del trazador en la zona de
disparos hasta la supresion de inyeccion del fluido en el pozo.

2.3.2. Adimensionalizacion

En este apartado se presentan las relaciones del modelo B, ecuaciones (Z40) - (2.44]), sin
dimensiones. Para ello se agregan nuevas variables adimensionales a aquellas definidas

en (2.27)

. U™ K Do c* . O
U= UT’e = C= - Cre - C ) )
Umf, ¥ L Cros F=maxC"(r, 2)
(2.47)
. t* H TD* T 79
= —, T = —— = — 1 = —., To = —.
T Ues’ H2 ' H T H
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2 Modelacién matematica de la fase de inyeccién de trazador

Al utilizar las expresiones ([227) y ([247) en ecuaciones (240)- (Z46) y simplificar se
obtiene el modelo B sin dimensiones:

oCc 1 -
St gV [UO - DVC] —0. (2.48)
sujeto a
C(r, z,t) L = 0, ze[-1,1], (2.49)
- . B rw L
[UC - Dvo] i =0 e {H, ﬁ} , (2.50)
- N B rw L
[UC—DVC} A =0 e [H’ﬁ] , (2.51)
[ﬁC—Dvc} dil =0, ze[-11], (2.52)
' h h
B(r,z) sir€[r,rs, z € [—ﬁ,ﬁ}
CO — (2.53)
0 en caso contrario
con

B(r, 2) = i {cos (%z) + 1} {cos <(2T ;271;17"2)”) + 1} . (2.54)
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Discretizacion

El método de elemento finito requiere de una formulacion variacional adecuada del
problema y de la eleccién de espacios funcionales admisibles para el analisis tedrico
continuo y discreto, y su posterior implementacién computacional. Por ello, en cada
apartado de este capitulo se presentan los espacios de funciones ad hoc, la formulacion
variacional y la discretizacién del modelo correspondiente, modelo A apartados Bl y
B2 y modelo B apartado

3.1. Presion del fluido

El problema es encontrar una funcién p = p(r, z) tal que
V- (Vp)=0. (3.1)
sujeto a las condiciones de frontera (2.29)-(2.34).

3.1.1. Definicién de espacios

Con el objeto de introducir una formulacién variacional donde la funcién de prueba
w sea suficientemente suave y que pertenezca a un espacio de Hilbert se definen los
espacios de funciones siguientes.

Sea ) una region acotada contenida en RY, d=2 6 3. Se denota por Ly(£2) al espacio de
las funciones cuadrado integrables en €2, dotado de la norma |[[v|[, = /(v,v), donde

(+,-) es el producto interior estandar definido por (u,v) = / uvd.
Q

El espacio de Sobolev H'(2) se define como

HY(Q) = {w € Ly(9) - 2_7”:, g_f € LQ(Q)} , (3.2)
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3 Discretizacién

Cuya norma es

1/2
e 1A R 5 ) A

B ||w||2 . Ha—w 2 'aw 2 1/2
Lo a L :

HES
Por su parte, Lp(Q2) = La(€2) x Ly() con |||y, = v/ (w, &) = || |wl||L2 + ||7~U2||L2

/2

H'(Q) = H(Q) x H(Q) con [[d]g = [[[wrllZs + well] ", @ = (wn, wo).

Lo

}1/2 .

3.1.2. Formulacion variacional

Seaw € H' (V) y V el volumen formado por la regién de estudio definida en el apartado
2.2 Al multiplicar la ecuacién ([B.I]) por la funcién de prueba w e integrar en V' se obtiene

/ V- (Vp)wdV =0, Ywe H'(V).
\%4

Aplicando formulas de Green y multiplicando por -1, se tiene

/Vw-VpdV—/(wVp)-ﬁdS:O,
1% S

donde S = S; U Sy; U S3U S, USsUSs. Entonces
/Vw-VpdV—/ (wVp)-ﬁldS—/ (wVp)-ﬁgdS—/ (wVp) - nzdS
\%4 St Sa S3
—/ (wVp)-ﬁ4dS—/ (wVp)-ﬁg,dS—/ (wVp)-ngdS = 0.
Sa S5 Se

Es decir,

L/H 1 L/H
/ / / Vw - Vprdzdrdd — / / (wVp) - ngrdrdd
rw/H 0 T’w/H

2m 2r  prL/H
/ / (wVp)-ngrdzdf — / / (wVp)-nzrdrdd
0 w/H

2 2r  rh/H
/ / (wVp)-ngrdzdd — / / (wVp)-nsrdzdd
h/H h/H

h/H
—/ / (wVp)-ngrdzdd =0, Ywe H(V).
0 1
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3.1 Presién del fluido

Observemos que la region €2, definida en el apartado2.2.1] genera el volumen V al rotarla

un angulo de 27 con respecto al eje z. Andlogamente la superficie S; se obtiene al rotar
la frontera T';(ver figuras 21y 23)).

Al sustituir las condiciones de frontera ([2.29) -(234) e integrar con respecto a 6 y

o 1 . .
multiplicar por o0 la relacién anterior se reduce a
i

1 pL/H 1
/ Vw-Vprdrdz—L—él/ wdz
—1Jrw/H H —1

w5 h/H H
—I—TH2 _h/chos (Z—hz) dz=0, Ywe€ H(Q),

(3.4)

pQ 5 - MQH

donde 6, = —
onde o 47rp0L/€y 2 8pohryk

Como es un problema eliptico con condiciones en toda la frontera tipo Neumann tiene
solucion salvo una constante, por lo cual para encontrar dicha solucién se fijara el valor
en un punto que llamaremos nodo 7i, = (%, 0), es decir, p(7i,) = p,.

Por lo tanto, el problema variacional asociado a las ecuaciones (2Z.28))-(2.34]) se puede
formular de la siguiente manera.
Encontrar p € W tal que

L/H L51 T (52 h/H TH
Vw -Vprdrdz = — wdz— @ w COS (—z) dz, Yw € W.
/ /rw/H R H ) pu 2h ’
(3.5)

con W={weH(Q):w(@,) =p,}y Wo={weH(Q):w(i,) =0}.

Una vez que esta calculada la presién se recupera la velocidad usando la ecuacion de
Darcy (2.7) a nivel variacional, ver apartado B.2

3.1.3. Discretizacion del problema variacional

Con el objeto de discretizar los subespacios W y Wy, definidos en el apartado anterior,
se particiona el dominio de estudio € descrito en el apartado B-2.1] en ne elementos
finitos €2.. Dado que la frontera es poligonal, la malla o particién €2 coincide con (2

(2% =0)y Q= UQ

Dos elementos €; y €25, 4,7 = 1,..., ne, satisfacen sélo una de las siguientes propiedades:

1. N Qj =, i # j, donde Q; es el interior no vacio de Q.
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3 Discretizacién

2. La interseccién €; N2, ¢ # 7, es solamente en un vértice o en una arista.

La malla €2 se distingue a través del pardmetro b, el cual se define como

h = méx diam(Q.), (3.6)

Qeeﬂh

con diam(§2.) = didmetro de Q. = lado mas largo de €.

La figura B.Jl muestra una malla €y de un dominio Q2 usando cuadrildteros bilineales.

21 22 23 24 25
16 17 18 19 20
11 12 13 14 15
6 7 8 9 10
1 2 3 4 5

Figura 3.1: Malla del dominio 2.

En particular, los elementos finitos que se utilizan en este trabajo son cuadrildteros. Por
lo cual, los elementos del espacio H'(f2) se aproximan a través de funciones continuas
que restringidas al elemento (). son polinomios bilineales o bicuadraticos.

Sean Wy y Wy los subespacios de dimensién finita de W y W, respectivamente tales

que
Wy = {w € €(Q) : wlo, € Q VQ € Qy,w(ii,) = py}

Wyo = {w € €(Q) : wlo, € Qy VO € Oy, w(it,) = 0}

donde €°(Q) es el conjunto de funciones continuas en Q2 y Q,(€.) el conjunto de poli-
nomios de grado n en cada una de las componentes de R2. Si n = 1, el polinomio de
aproximacion es bilineal y si n = 2 el polinomio es bicuadratico. Lo que se desea es
aproximar una funcién p € H'(Q2) por medio de una funcién p, € Wy,

Los nodos del elemento finito son los puntos que se utilizan para realizar la aproximacion
sobre cada elemento 2. A los valores de p, evaluados en tales nodos se les llama grados
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3.1 Presién del fluido

de libertad globales. Llamemos nnt al nimero de nodos totales o grados de libertad
global del problema.

Sea {¢,} funciones base de Wy y Wy tales que

1 sii=]
05(1i:) = {0 s j

donde 7i; = (7, ;) son las coordenadas del nodo i para i = 1, ..., nnt.

El soporte de ¢;(1;) esta formado por todos los elementos €2, que estdn conectados con

el nodo n;, ver figura 3.2 Esta funcién es cero fuera de su soporte compacto. Ademas
nnt

por ser {¢;} una base de Wy, si wy € Wy oy py € Wy entonces wy(r, 2) = Z a;;(r, 2),
i=1

nnt

Py = Zp(ﬁj)¢j. Las ¢; se construyen tal que py(7;) = p(i;). El espacio Wy es de
j=1

dimensién finita igual a nnt y los p(7;), i = 1,...,nnt, son los grados de libertad
global.

® o @ ®

® ® ®  J

® @ ® L J

N
® @ ®  J
o @ @ o

Figura 3.2: Soporte de la funcién ¢; para el nodo ;.

El problema (3.3]) se convierte en un problema variacional discreto: encontrar p, € Wy
tal que

Lo, Tw TH
Vwy - VpyrdQ) = — wy dl' — —— wcos(—z) ', Vwy € Wy .
o b b J7i - b i I b o b b

Observemos que df2 = drdz.

25



3 Discretizacién

En términos de los elementos €2., de las funciones base ¢; y usando la propiedad de
sumabilidad resulta

ne nnt
Lé
> [ verv <ij¢]) rdQ - Z S ol ar
e=1 7S 2
2 w0y TH
- i dl’y, Vi=1,2,...nnt
; H /Ff ry <2h ) '
nnt
donde py = > p;é;, pj = p(ii;).
Por las propiedades del operador integral
nnt ne
Lé
Zzpj/ V- Ve rdQ = Z 1/ ¢, A
7j=1 e=1 I's
T'w09 TH
— dar, vi=1,2,...,nnt.
; H L (zh ) '

— — T’Ll) -7 . .
Dado que conocemos p, = p(fi,), M, = E,O , la expresién anterior constituye un

sistema de nnt — 1 ecuaciones con nnt — 1 incégnitas de la forma
Kp,=F (3.7)

donde py es el vector presion y

K; = Z/ V- Vo rdQ
e=1 e
o L51 Tw52
F, = -t | dr—
=) H/p2¢’F2d /@
—Zp,Y/ Vi - Vo, rdS.
e=1 Qe

cos (—z) dr

Asi
Ky = Y K con Kfj:/ Vi - Vo rdQ
=1 Qe

. . L& T'w02 TH
F, = ZF con Ff=— 7 qﬁirzdf— i A5¢irdcos<ﬁz) ar
Vi -V, rdil.
Qe
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3.1 Presién del fluido

3.1.4. Funciones de forma

Si se restringen las funciones base ¢; y ¢; al elemento (2. se obtienen las funciones de

forma 13 y 1) respectivamente, es decir gbi‘ﬂ =5y ¢; 0 = s,
K = g Vi - Vs rdQ = Kp, (3.8)
Lo, Tuy02 <7TH )
e = — ol dl'— ol cos|——=z) dI'
' H I's wﬁ Iz H s ¢ﬁ T's 2h (39)
— py/ Vg - Vi, rd§ = Fg.
Qe

donde K, es un elemento o entrada de la matriz elemental K*, de tamano nne X nne,
con nne el nimero de nodos por elemento.

Por su parte, el cdlculo de los primeros dos términos de F' en la ecuacion se
) )
puede realizar de forma independiente a K. Las funciones wg‘ son funciones de forma

en una dimensiéon que dependen de z. Si se divide la frontera I's en nef, elementos, y
nef2

Iy, = U IS, donde los elementos I'§ son intervalos con extremos z, y zp, (andlogamente
e=1

para ['5) entonces

dz.

s

nefa nefs
L(Sl %b Tw52 /Zb
s = — ol dz— :

Los funciones de forma 1§ del elemento €2, cumplen las propiedades siguientes:
1 sifg=2A\
1. o5 =
TP,\(Tﬁazﬁ) { 0 si B 3& A

207+ Y5+ e =1,
para S,A=1,2,...,nne.

Elementos bilineales

Para elementos rectangulares o cuadrilateros bilineales 8, A = 1,2, 3,4. Luego las ma-
trices elementales son K¢y F'° son

Ky Ki, Kiy Kij, FY
Ke: K2:1 K2:2 K2:3 K2:4 ’ Fe: F2:
K31 K32 K33 K34 F3
Ky Ki Ky K Fy

27



3 Discretizacién

Stwy| =wgywy € Q1(£2.), entonces wy se puede aproximar por un polinomio bilineal
Qe

enry z, esto es

wy = ay+ ar+azz +agrz

= w1y + wathy + w3rhs + wy)y

donde wy, A = 1,...,4 son los grados de libertad locales y ¥, A = 1,...,4 son las
funciones de forma para el elemento €2,

En particular, para este elemento de 4 nodos se utilizan funciones de forma con la
numeracién local como se muestra en la figura

(o Vs

(& U5

Figura 3.3: Numeracién de las funciones de forma para un cuadrilatéro de 4 nodos.

Elementos bicuadraticos

El método de elemento finito permite aproximar la solucién con polinomios de mayor
orden. Un caso particular son los polinomios bicuadraticos para cada elemento.

Sea wy € Q3 (€2), entonces

wi(r,z) = ay+agr + azz + agrz + asr? + agz? + arrz + agrz? + agr?z?

= wY] + wath§ + w3g + wah§ + wsPs + wehg + wrhs + weg + workg,

donde wy, A =1,...,9 son los grados de libertad locales y las 9§ son las funciones de
forma. Para construir las matrices elementales K¢y F° se utilizan las ecuaciones (B3.8])
y B9 con nne = 9. Se usa la numeracién local indicada en la figura B.4
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3.1 Presién del fluido

i Y7 Vs
. . ']
Vs v U
) ° )
Q
® © °
U Vs Vs

Figura 3.4: Numeracién de las funciones de forma para un cuadrilatero de 9 nodos.

3.1.5. Transformaciones isoparamétricas
Consideremos una transformacién 7, : QO — Q. de la forma
r=r(&mn)
T, : 3.10
2= 2(E.m) 10
tal que 7.(Q) = Q., donde Q se le llama elemento de referencia (ver figura 3.
7 z
N Te N
. <7 T
{2 >¢ Q.
Tfl
v\_e/ > T

Figura 3.5: Transformacion isoparamétrica

Supongamos que las funciones r y z son continuamente diferenciables con respecto a &

y 1, entonces

dr = &df—l—&d
og = dn (3.11)
dz = %dgjt%d
T
esto es
dr g_g ? de dé
=| 82 8_727 =J. : (3.12)
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3 Discretizacién

donde J, es la matriz Jacobiana de la transformacién 7.

Si |Je| = det(J,) = g—g% — g—;g—g # 0, entonces
n
0z  Or
d dr -
L g1 _ Lo on
o AT

Andlogamente a las expresiones (B.10) y (B.11),

y
d¢ 9 0 1 ar
dn or 0z dz

Igualando las ecuaciones (3.13)) y (BI5) resulta

€10 o 1ar
or  |Jog 0z  |J.]On’

on_ 10z on_ 1 or
or |0 0z |J.|o¢

dr
(3.13)
dz
(3.14)
(3.15)
(3.16)

Cuando el niimero de nodos del elemento de referencia €2 es igual al niimero de nodos
de cada elemento €).se le llama a T, transformacién isoparamétrica (ver

)) v se escribe como

nne

ro= > (& n)
k=1

T : : (3.17)
k=1
donde (r, zx), VE = 1,... ,nne, son las coordenadas de todos los nodos de €. y @Ek es

la funcién de forma para elemento de referencia €2 asociada al nodo con coordenadas

(’l“k, Zk)
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3.1 Presién del fluido

Sig: Q. — R es una funcion, entonces

g(r,z) = g(r(&m),2(&,n) = g(Te(&,m)) = 9(&,n)

y ademas

(&) = (T (r,2)) = g(r, 2).

Por lo tanto

U, 2) = oaE(r,, 2),m(r, 2)), A=1,2,...

Por la regla de la cadena

, nne.

or oc or  on or’
(3.18)
o5 _ 0ok ohon
0z 0 0z On 0z
Empleando la transformacion isoparamétrica de la relacion (317
or nne &Zk or nne O@Ek
as Tk—=— ) y A T Te——\G, 9
5 ; v e &N 5 ; v (&)
(3.19)
aZ nne &Zk 82 nne &Zk
Aae 2k Sy y A 2k \Ss .
5 ;kag(ﬁn) o ;kan(ﬁn)
Usando las igualdades (318) y (319) en ecuacién (B.I0) se obtiene
o Loz 1§ O
or [Tl on [Je| =" on”
o¢ 1 or 1 & oy
o e — B e e — T -,
0z | Je| o \M; * on
nne N (320)
GBI U 7
or .| 0¢ [Jo] &= o
on 1 or 1 & 9y
— = — = Th—r-
0z |J|o¢ wé " og
Sustituyendo las relaciones (3.20) en (3.19)
ous _ od [ 18 on] b [ 1 {5 9d|
A — L 2 — _I_ - . 2 —
ar o€ _wg Con | o | [l & o |
) ] (3.21)
8¢§:%_1§% %1nner%
0= o | l="0 o ||Jl =" o
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3 Discretizacién

Por otro lado,

o a5
or 73
=J 7 (3.22)
05 05
0z on
y en notacién compacta
Vot = J- TV eniha. (3.23)

Luego la integral sobre . de la ecuacién (3.8 se transforma a una integral sobre el

elemento de referencia €, esto es

Ky = /Q (JJTV@%) ~ (J;Tvgn@) 7| de dn, (3.24)

nne

donde 7 = Z rkﬂk(f, n).

k=1

Elementos bilineales

Las funciones de forma 1; (ver figura B.6) para el elemento de referencia bilineal son

=
Vs =
Vs =

o

{1-60-n)

HURNSIER

(3.25)

L1+ +0)

H1-80+n)
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3.1 Presién del fluido

n
A A ~
Py 1 V3
-1 1
0 > ¢
Wy Ly,

Figura 3.6: Funciones de forma para el elemento de referencia bilineal Q.

Elementos bicuadraticos

Las funciones de forma del elemento de referencia bicuadratico (ver figura B.1) son:

b (€,m)
ba(€,1)
bs(€,m)

X))
bs(€,1)

be(€,1)
ba(€,m)

bs(€,1)

bo(€,1)

HE -0 )
i(£2+£)(n2+n)

i(&z +&)(n* —n)

%(&2 — &))" +1n)
S(1=&) " —n)

HE+O0—)
1 2 2

1= +n)
€ -0

(1-&)1 =)
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3 Discretizacién

n
N A N
Py 1 ¥
V7
dn ol al
Vs
W -1 i

Figura 3.7: Funciones de forma para el elemento de referencia bicuadratico Q.

3.1.6. Integraciéon numérica

La integral de la ecuacién ([B.24)) se resuelve numéricamente utilizando la férmula de
integracion adecuada y se elige tomando en cuenta el orden de los polinomios de apro-
ximacion.

En general, la férmula de integracion se escribe como

npg
/ g(r,z)dr dz = [ﬁ(&n)\k(&n)\% dn = G(&m)|Te(&,m)|w (3.27)

e Q =1

donde (&, m;) son los puntos de cuadratura, w; el peso correspondiente y npg el niimero
de puntos de gauss.

Por lo tanto, al integrar la ecuacién ([3.24) se tiene
npg

K&~ > 3G, )| Je(&.m)| wi,

=1
donde (&,n) = (J7TVeyths) - (J7TVeyn) 7y |J(&,m)| = drea de Q.
Elementos bilineales

Para la integracion se utilizan los siguientes puntos de cuadratura (&, 7;) junto con su
peso correspondiente wy:
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3.1 Presién del fluido

1 2 3 4

¢ 1 1 1 1
: V3 V3 V3 V3
1111

O Y R - N N
wy 1 1 1 1

Tabla 3.1: Puntos de cuadratura y pesos para elementos bilineales.

En este caso npg = 4.

Elementos bicuadraticos

Para la integracién se utilizan los siguientes puntos de cuadratura con sus respectivos

pesos (npg = 9):

l
1 2 3 4 5 6 7 8 9
_ /3 3 _ /3 3 _ /3 3
& 5 0 5 5 0 5 5 0 5
_. /3 _ /3 _ /3 3 3 3
" 5 5 5 0 0 0 5 5 \/;
w 25 10 25 0 614 40 25 40 2%
! 81 81 81 81 81 31 31 31 81

Tabla 3.2: Puntos de cuadratura y pesos para elementos bicuadraticos.

3.1.7. Error de Interpolacion

Sea p € Hy(f2). Si suponemos que las funciones de forma Y5 contienen polinomios
completos de grado < k, entonces el error en el interpolante p, de p es

lp = pollz, < Cib™ (3.28)

Ip = poll e < Cob® (3.29)
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3 Discretizacién

donde C y C5 son constantes positivas que dependen de los datos del problema, ver
). En nuestro caso para polinomios bilineales k = 1 y para poli-

nomios bicuadraticos k = 2.

3.2. Velocidad de inyeccion

Una vez obtenida la presion se aproxima la velocidad utilizando la ecuacion de Darcy
discreta adimensionalizada:

—

L
Uh = —ﬁVph. (330)

nnt

Sabemos que el polinomio de interpolacion para la presion es py(r, 2) Z p;@;i(r, z), sin

embargo no conocemos explicitamente a ¢; en (2, pero si se sabe quien es qu restringida
a cada elemento de su soporte. Por lo cual es necesario obtener la velocidad a nivel
variacional. Observemos que si se integra en todo €2 se tendria que construir dos matrices
de tamano nnt X nnt y resolver un sistema de ecuaciones, lo que es muy costoso. Otra
forma mas economica es aproximar la velocidad a nivel nodal, ya que ¢ es distinta de
cero en su soporte, sop(¢;). Esto es, dado que Uh (Ui, Usp), la primera componente
de la ecuacion ([B30) es

Uy = ———2. (3.31)

nnt

SiUpy = Z Uy ¢i(r, z), donde Uy ; = Uy 4(7;), para encontrar la velocidad a nivel nodal
i=1
de la primera componente, se fija el nodo i, Uy ;, en la relacién (331), se multiplica por

la funcién base ¢; del espacio W), y se integra sobre el soporte de ¢;, entonces

sop(¢i) SOP(@ nnt
Z / U“@d(z_—— Z / o (;p@)@dg Vi=1,2,...,nnt.
(3.32)
Luego,
SOP(@ nnt
3 .
/ 99 —=¢; dS)
Qe 7j=1 7’ \V/
Uy, = Sop(@ , 1=1,2,...,nnt. (3.33)
/ 019
Las célculos son anédlogos para obtener Us;, i = 1,2,...,nnt.
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3.3 Transporte de trazador

Cabe mencionar que existen otros métodos para calcular la velocidad, por ejemplo

) utilizan la técnica de volumen finito para resolver la ecua-
ciéon de Darcy empleando lineas de corriente.

3.3. Transporte de trazador

Recordemos que la ecuacién del modelo B adimensionalizada es:

oc 1 -
5V [UC - DVC] —0. (3.34)

Por otro lado V - [(j’C—DVC’} —U.-VC—=V-(DVC) yaque V-U =0.

El problema (3.34]) se puede escribir como

80
81&

sujeto a las condiciones (2.49)- (2.54]).

1 [U VO -V (DVO)] —0, (3.35)

Si el término convectivo es dominante, como es nuestro caso, se producen inestabilidades

numeéricas. M_&_Huﬂ_d (lZDDj) muestran que una buena opcién para corregir estas
inestabilidades es usar la técnica de Crank-Nicholson (CN) y minimos cuadrados (MC)
para la discretizacion en el tiempo y en el espacio, respectivamente. La solucion numérica
es mas cercana a la solucién real siempre y cuando el niimero de Courant sea cercano
a 1. En el Anexo se presenta un problema de adveccion pura para mostrar el
comportamiento de CN y MC.

3.3.1. Formulacidon variacional
ov Ov

10} — . ov ov
Sea H*(2) = {v € Ly(Q) : 5 5

€ Ly(2)}. Definimos los espacios

Sy = {CEHI(Q) x [0,T] : C(r, z,t)

:o}.
1)

Supongamos que ® es constante. Para obtener la formulacién débil del problema mul-

=0, z¢€ [—H,H]},

T2

V = {ve HY(9Q) : o(r,2)

tiplicamos la ecuacién (B.33]) por la funcién de prueba v € V e integramos con respecto

37



3 Discretizacién

al volumen V|

@vdv+l {/ﬁ-vcvd\/—/
1%

(D = 0. .
w 3 VV ( VC')fudV} 0 (3.36)

Aplicando formulas de Green

1 .
o av 4+ L [/U-VC’vdV+/DVC-VvdV—/V-(DVCv)dV} =0.
1% 1% 1%

, Ot D
(3.37)

Por el teorema de la divergencia

9C v + / U- VC’vdV+/ DVC - VudV — /(DVC’U) ndV| =0.
y ot o Ly v s
(3.38)
Utilizando las condiciones de frontera (2.49)-(2.52)
o v+ L / U- VC’vdV+/ DVC -VvdV
(3.39)

—/SF(DVCU) ~ndS] = 0.

La formulacién variacional del problema transitorio de adveccidn-dispersion se enuncia
como: encontrar C' € S; tal que

oC,v) 1 B
5 T aa(v, C)=0 YweV (3.40)

donde el operador a estd definido de la siguiente manera

a(v,C) = (v,0-VC)+(Vo,DVC) = [ DVCv-nds
Ss
= (v,ﬁ . VC') + (Vo, DVC) —I—/ CUvrdQ (3.41)
Ss
con
(u,v):/uvdV. (3.42)
v
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3.3 Transporte de trazador

Discretizacion en el tiempo

Para la discretizacion en el tiempo se utiliza la ecuacién ([A.3]) del método de Crank-
Nicholson descrito en el Apendice [A.Tk

At

At
Ot = SOt = 0t G (3.43)

17-
Dado que C} = 3 U-VC -V - (DVC)], el esquema semidiscreto se reescribe como

A A
Leemtt — o~ Slgem (3.44)

Cn+1 =
- 2 2

donde el operador £ = —C;.

Discretizacion en el espacio

Para estabilizar el término convectivo utilizamos la técnica de minimos cuadrados, des-
crita en el Apéndice [A2l Para ello, a partir de la ecuacién ([3.44) se puede definir el
operador espacial L y la funcién f como

L(cm-i—l) — (Cm+1_‘_%£0n+1)

fo=cr- %QC"

De esta manera, la formulacion débil de la técnica de minimos cuadrados, conforme a
la ecuacién (A7), se escribe como: encontrar C™"* € S; tal que

A A A A
<U + 7152@7 ontl 4 §£Cn+1> = (U + 7162,1), c"— Ttgcn) Yo eV (345)

donde el producto interior (-,-) estd definido en (3.42]).

Desarrollando la igualdad anterior

2
(0.0 + B (o 20 4 2 (e, 01 1 2 (e, 20m)
2
— (v,C") — % (v, £C™) + % (Lv,C™) — ATt (L0, £C™) .
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3 Discretizacién

Sustituyendo el valor del operador £

(v,C" ) + %{ [ (v, . Vcn-i-l) — (0, V- DVC™ ] + [ ([7 Vo, C"H)
At o . .
— (V- DV, e ] 4+ 2 [((0- 0,0 vert) — (V- v, T - vert)

— (090, V- DVC™) + (V- DV, V- DVC™) |

:(U,C"H%{— [(v,ﬁ-VC’") — (0, V- DVC™)] + [(ﬁ-w,on)
—(V-DVU,C")}}—%

~ (0 -0,V DVC") + (V- DV, V- DVC")]

[(ﬁ-w,ﬁ-vcn) . (V-DVU,ﬁ-VC")

Para la discretizaciéon espacial usamos elementos finitos bilineales (cuadrilateros), te-

. . . 10v
niendo en cuenta que en coordenadas cilindricas, V - (Vov) = o para estos elementos
r or

en €),.
At = 10v
n+1 - n+1 . n+l\) Lov ntl
(v,C )+2q)[a(v,0 )—I—(U Vo, C ) D 7’87”0 ]
A2 T /o - 1ov -~ . 190" +!
R . . n+1 . - . n+1 . . et
+gz| (0 V0.0 -ver) D(rar,U Ve ) D(U Vo, -2
1ov 100"
2 —_—— _—
b (7’87”7’07“ )]
n At n 7 n 18’0 n
= .0+ g ~atv. o+ (- wn0n) —p (1300
At? . o . 10v = . N 190"
_4(1)2[( -VU,U-VC)—(FE,U.VC)_DO].VU’;W)
10v 10C™
2 _—— —_—
D (7"87”7" or )]

(3.46)

La discretizacion por elementos finitos de la relacion anterior se expresa como el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales siguientes:

2

At At At 7~ T Sntl _
[M+ﬁ(G+DK+E5)+ﬁ(G —DR)+@<K—D(S+S)+DT)}C =

At At T At2 > T ~n
{M—ﬁ(G+DK+E5)+ﬁ(G —DR)—E<K—D(S+S )+DT>}C
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3.3 Transporte de trazador

donde cada una de las matrices es la suma de matrices elementales, es decir,
M:iMe con Mg/\:/Q Ypar dQ
G = iGe con Gf, = /Q <U1%¢5 + Ug%wg)
K=Y K con Kj = /Q (agff&(;ff - %iﬁaa%) rd
K=Y K° con Kj, :/Q (Ulggﬁ - Uzﬁgﬁ) (U % + Uzﬁ(;”) ds
R=> R con Rj, :/Q %wxdﬁ
S=Y "5 con S = /Q a(;fﬁ (U % Uza(;b*) dQ

Tzz:T6 con TE,\:/ 18w68wkd9

(3.47)

r Or Or

nefs
E5:ZE§ con ESBA:/ Ui Ys|r, ¥alrs
e=1 Ise
At o At At? .
Sea A = MA:ﬁ(GJrG)Jrﬁ(DK DR+ Es) + 4@2(K D(S+S)+DT)
B=M+ 23 (G — DR), en cada paso de tiempo n se resuelve el sistema
AC™ = [2B — A|C™. (3.48)

Las matrices A y B son constantes en cada paso de tiempo por lo que es necesario
calcularlas una tunica vez.

En coordenadas cartesianas el método de minimos cuadrados produce sistemas simétri-
cos definidos positivos, en este caso basta con almacenar la matriz triangular superior
o inferior. En particular, para coordenadas cilindricas la técnica no produce sistemas
simétricos, esto se debe a la matriz R. A pesar de este inconveniente es una técnica
que estabiliza apropiadamente el término convectivo como se puede observar en los
resultados numéricos.

Por su parte, Crank-Nicholson junto con minimos cuadrados funciona adecuadamente

para numeros de Courant (C = || Aw||) cercanos a 1, ver [Donea & Huerta (I_Oﬂj
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3 Discretizacién

Es importante resaltar que si la dispersién depende de la velocidad, D = D(U), entonces
este parametro no se podria sacar de los productos interiores de la ecuacién ([B44) y
serfan parte de las integrales definidas en (3.47), por lo cual cambiarian las entradas de
las matrices A y B, y sus propiedades.
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Simulaciones numeéricas

En este capitulo se presenta un anélisis de resultados numéricos, en el apartado [ los
correspondientes al modelo A y en el apartado las pruebas del modelo B. Llama-
remos soluciones numeéricas a las aproximaciones obtenidas de la presiéon, velocidad y

concentracién, expresiones (3.7), (B33) y ([B:48), respectivamente.

En general, se considera el caso de un campo petrolero con las caracteristicas siguientes:

L = 100 metros (zona de influencia del pozo)
H = 25 metros (espesor de la capa productora)
h = 2.5 metros (espesor de la zona de disparos)
ry = 10 centimetros (radio del pozo)

p = 1 cp (viscosidad)

Q) = 2600 barriles/dia (gasto del pozo)

po = 3700 psi (presién inicial)

k= 12 miliDarcy (permeabilidad)

® = 10% (porosidad)

donde 1ep = 1 x 1073 Pas, 1barril = 0.15899m3, 1psi = 6894 Pa y 1 Darcy =
9.86923 x 10~ 13 m?2.

Todos los algoritmos han sido programados en MATLAB version 7.14 (2012a) y ejecu-

tados en una PC con procesador Intel Core i5, 3.2 GHz y 4 GB de RAM bajo Linux.
Para mds detalle de la implementacién computacional ver Apéndice Bl

4.1. Resultados numéricos del Modelo A

Los valores de la presion y la velocidad cerca de la zona de disparos desciende drastica-
mente, en forma logaritmica e hiperbdlica, respectivamente. Por ello, se refiné la malla
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4 Simulaciones numéricas

alrededor de esta zona en la direccion r a través de una serie geométrica, como se mues-
tra en la figura[Il Para modelar la etapa de inyeccién se utilizaron elementos bilineales
y bicuadraticos. Con el fin de que la comparacion entre tipos de elementos sea justa,
de un elemento bicuadratico se obtienen cuatro elementos bilineales, consecuentemente
se emplea el mismo nimero de grados de libertad.
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Figura 4.1: Malla refinada para la zona de disparos.

4.1.1. Caso 1. h = H (validaciéon)

El modelo propuesto para la presion y velocidad depende de dos variables, r y z. Una
manera de simplificarlo es proponer que la zona de disparos sea del ancho de la regién
de estudio, es decir, I'y UT's UT's. Con esto se elimina la dependencia en z y se traslada
el problema de dos dimensiones a uno en una dimensioén. Esto nos sirve para encontrar
una solucion analitica del problema, la cual comparamos con la solucién numérica.

Si h = H, se realiza un proceso analogo a aquel que se uso en la obtencién de la ecuacién
([ZI6) y se deduce la siguente expresion para la velocidad

- Q
= —T7. 4.1
uir) 4 H TT (4.1)
En este caso tanto la velocidad como la presién depende de r.
De la ecuacién de Darcy (2.7) y dado que Uy = 0, se tiene
d
U, =222, (4.2)
wdr

El indice 1 y 2 en la velocidad se refieren a la componente radial y azimutal (alrededor
del eje) respectivamente.
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4.1 Resultados numéricos del Modelo A

Luego, al comparar las relaciones (A1l y ([A2]) se concluye que

d
——y (4.3)
dr r

con p; = ﬂ Por su parte, al integrar la expresién (L3]) y utilizar el hecho que

m
p(rw) = po (ver apartado 2.2.2)), entonces

r

p(r) =po —prln (r—) : (4.4)

w

Dado que la ecuacién (L4 tiene dimensiones de presion, se emplean las variables defi-
nidas en (227)) para adimensionarla. De esa manera, la solucién analitica de la presion
Pq sin dimensiones es
pL H
Pa(r)=1——=In|—7r ], (4.5)
Do Tw

definida en toda la zona de disparos (z € [—1, 1]).

La figura[4.2] presenta las graficas de la presién analitica y numérica con flujo puramente
radial para: (a) elementos bilineales y (b) elementos bicuadréticos. Las tablas 1]y
muestran los errores absolutos y relativos de la presion, respectivamente, en las normas
Ly(2) y Hq(€2) para dos valores de . Recordemos que b esta definido por la ecuacién
(B4). Los errores absolutos se describen en el apartado BTy los relativos se calculan
de la siguiente forma:

_ ||ph _paHLz _ ||ph _paHHl

€r, = s €y, — (46)
’ 1Pallz, ' 1Pall 1,
donde || - ||z, ¥ || - ||, estan definidos en el apartado B.IIl y py es la soluciéon numérica
de la presion.
b = hmam bmm €L, €H, ne nnt

Bilineales 0.2501 0.1 | 0.1291 | 0.3085 | 1600 | 1681
0.1479 | 0.01 | 0.0077 | 0.0434 | 19520 | 19845
Bicuadréticos | 0.5001 0.1 |0.0948 | 0.2632 | 400 1681
0.2957 | 0.01 | 0.0021 | 0.0231 | 4880 | 19845

Tabla 4.1: Errores absolutos para la presion con elementos bilineales y bicuadraticos.
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4 Simulaciones numéricas

b =bmaz | Bmin | €L, e, ne nnt

Bilineales 0.2501 0.1 | 0.0649 | 0.1417 | 1600 | 1681
0.1479 | 0.01 | 0.0039 | 0.0191 | 19520 | 19845
Bicuadraticos | 0.5001 0.1 | 0.0475 | 0.1123 | 400 1681
0.2957 | 0.01 | 0.0010 | 0.0101 | 4880 | 19845

Tabla 4.2: Errores relativos para la presion con elementos bilineales y bicuadraticos.

El valor de b, se obtiene para los elementos que estédn en I'y (extremo derecho de la
malla), mientras que b,,;, es el valor para elementos que estén en el lado izquierdo del
dominio.

Los resultados de la Tabla 1] estan de acuerdo a los errores de interpolacién descritos
en las ecuaciones (B28) y (3:29]). Por ejemplo, para un elemento bicuadrético con h =
0.2957 el orden del error en la norma L, esta dado por h* = 0.0258 y en la norma
por H1 h? = 0.0874; estos valores son més grandes que los resultados respectivos de la
tabla.

1G

O Sol Ana O Sol Ana
Sol Num |] 0.95 Sol Num |7

0.95

0.9¢

0.851

p(r)

0.8}
0.75f
0.7

%,
O
OOOOOO o
o
0.65} O 0o ¢

0.65

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 4.2: Presién analitica y numérica para elementos finitos (a) bilineales con h =
0.25 y (b) bicuadraticos con h = 0.5.

Como se aprecia en la tabla 4.2 con el mismo ntimero de grados de libertad para am-
bos elementos, se obtiene el mismo orden de error para aproximar la solucién analitica,
ecuacion (£0). Sin embargo se requiere cuatro veces mas el nimero de elementos bili-
neales y ademads en la zona de disparos se tiene una mejor aproximacion al gradiente
de la presién con elementos bicuadraticos, ver la figura Por lo tanto los resultados

46



4.1 Resultados numéricos del Modelo A

numeéricos que se presentan en el resto del capitulo se trabajan con mallas bicuadraticas.

Debido al tamano de la memoria de la maquina, la malla mas fina que se utiliza es
h = 0.2957, que da lugar a un 1% de error, por lo cual la solucién numérica de la
presion se ajusta adecuadamente a la solucién analitica, como se observa en la figura
para elementos bicuadraticos.

O Sol Ana

Sol Num

0.6
0

Figura 4.3: Presién analitica y numérica para elementos finitos bicuadraticos con fh =
0.2957.

Observemos que la gréafica para cualquier z fijo es igual a aquella que esta en la figura
1.2 (b), ya que la solucién solo depende de 7.

Por su parte, la presién numérica para las regiones €2 (en 2D) y V' (en 3D) se muestra
en la figurad.4l (a) y (b) respectivamente. El valor maximo de la presién es 1 en r = 72

y uniforme.
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4 Simulaciones numéricas

0.5

(a) (b)

Figura 4.4: Presién para h = H en: (a) dos dimensiones y (b) tres dimensiones.

Una vez calculada la presion se obtiene la aproximacion de la velocidad mediante la
ecuaciéon ([B33). La solucién analitica adimensional de la velocidad es:
7 Lpy
Ulr) = ——=r. 4.7
)= (47)
La figura exhibe las gréficas de la velocidad analitica y numérica ( en z = 0) para
elementos bicuadraticos con h = 0.2957. La mayor diferencia entre la solucién analitica
y numérica es para valores de r cercanos a r,/H, debido a que la velocidad decrece
rapidamente.

60 ;

O Sol Ana
509 Sol Num |1
40

U,

Figura 4.5: Velocidad analitica y numérica para elementos finitos bicuadraticos con
h = 0.2957
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4.1 Resultados numéricos del Modelo A

En la figura se presenta el campo de velocidad aproximado para 2. Este campo es
horizontal, lo que implica que no hay dependencia en z y Us = 0.

Figura 4.6: Campo de velocidad aproximado para h = H.

41.2. Caso 2. h# H

Si consideramos para la zona de disparos h = 2.5 m (con H = 25 m), las soluciones
numéricas de la presién y velocidad se muestran en las figuras F7 - EE10

0.2
0.15
0.1

0.05

-0.05
-0.1
-0.15

-0.2

(a) (b)

Figura 4.7: Presién numérica para h = 2.5: (a) en Q y (b) zoom de la presién en la
zona de disparos.
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4 Simulaciones numéricas

Figura 4.8: Presion numérica para h = 2.5 en la region de influencia del pozo V.

La regién donde hay mayor presién es pequena y cercana a la zona de disparos. En
gran parte de {2, la presion se mantiene constante. Aproximadamente en r = 2 ya no
se observa dependencia en z.

El campo de velocidad aproximado muestra que la velocidad desciende rapidamente.
Del acercamiento en la zona de disparos se aprecia que en I'y y I's la velocidad es

vertical.
05

1t ]
04f 1

0.8} 1
0.6F 1 03¢ ]
0.4F i 02 Lo ]
02y g 0.1 %j 1

ez Z

0 1 0 1
-0.2f" ] -0.1 R& i
-0.41 b *0.2:* ol . 1
-06f 1 oal |

o8l i
_oal |

b i

‘ ‘ ‘ ‘ 05 ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 0.2 04 06 08 1
r r
(a) (b)

Figura 4.9: Campo de velocidad aproximado para h = 2.5: (a) en Q y (b) zoom en la
zona de disparos.

De la figura .10 nos percatamos que la dindamica de la presion y velocidad numérica
en z = 0 es la misma que la observada para las soluciones analiticas con h = H, ver

figuras 4.2 y 4.5l
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10 700

05 600 |
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o
o

U 1(r,z

w

Figura 4.10: Soluciones numéricas para h = 2.5: (a) Presién y (b) velocidad.

4.1.3. Analisis de resultados

En este apartado se analizan los resultados obtenidos del modelo A tomando valores
distintos de la zona de disparos (h=2.5, 5, 15, 25). La importancia de este anélisis es
estudiar la dependencia de z en este modelo, en comparaciéon con modelos que toman

la velocidad sélo con dependencia radial (Ptak et al. (IZOM)) Para esto se presentan
graficas de presién y velocidad (figuras [LTTHATG) para valores de 7y z fijos.

Como se mencioné en el apartado [LT.]] si se toma la zona de disparos igual al espesor
de la capa productora de interés, entonces las soluciones de presion y velocidad soélo
dependen de la componente radial (caso 1D).

La figura .I1] presenta en (a) el perfil de la presién y, en (b) y (c) el perfil de la
velocidad, para z = 0. La presion decae mas rapido a medida que la zona de disparos
se reduce, luego los gradientes de presion son mayores para valores de r cercanos a 4%.
En consecuencia, se tiene mayor velocidad para h = 2.5. Debido a que la componente
de la velocidad en la direccion z es cero, ver figura (c), la velocidad es completamente

radial en z = 0.
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1 1 600 0 sol Anal (h=25) | |
©6-© & D Sol Num(h=25)
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0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
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Figura 4.11: Soluciones para los perfiles de (a) presion, (b) velocidad en direccién r y
(c) velocidad en direccién z, para r € [r,/H,L/H|y z = 0.

La figura 12 muestra la presién para los cortes verticales en: (a) r = r,/H, (b)
r=10.05, (c)r~1y(d)r~2 conz e [—1,1]|. Conforme se avanza en r, la presién del
fluido disminuye hasta volverse constante. En r &~ 2, la presién es uniforme.

En la figura [£13] se presentan graficas de la componente de la velocidad en direccion r,
Uy, para: (a) r =r,/H, (b) r = 0.05, (c) r~ 1y (d) r =2, con z € [—1,1]. En dichas
curvas se observa que la velocidad maxima es para el caso de la zona de disparos mas
pequena, tal como lo muestra la figura (b).
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Figura 4.12: Presiones para los cortes verticales en: (a) r = r,/H, (b) r =~ 0.05, (¢)
raly(d)r~2 conzel[-1,1]

Es importante resaltar que la componente de la velocidad en direcciéon r disminuye
drasticamente conforme se aleja de la zona de disparos, basta con contrastar las curvas
en 11 (a) y (b), un orden de magnitud para r = 0.05 y tres ordenes para r ~ 1.

En general, de las gréaficas I3 (a), (b), (¢) y (d) se concluye que la componente radial
de la velocidad tiende a ser constante, donde el valor que toma es igual al caso radial
(h = 25), ver resultados en r ~ 2.
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Figura 4.13: Velocidades en direccién
(d) r=~2con z € [-1,1].
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La componente de la velocidad en z, Us,, se muestra en la figura [£.14] para los mismos
cuatro valores de r que se fijaron anteriormente. La velocidad en esta direccién es
simétrica con respecto al origen como se exhibe en dicha figura. Para z € [—1,0] la
velocidad viaja hacia abajo y en z € (0, 1] hacia arriba. En las cuatro graficas se
aprecia que para z = 0 la componente en z de la velocidad es cero, lo cual se observo en

la figura LI (c). Por tanto, en z =0y r € |

Tw

rw L
H'H

parte, si los valores del radio del yacimiento aumentan, U, deja de depender de z.

o4

} la velocidad es solo radial. Por su
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Figura 4.14: Velocidades en direccién z para: (a) r = r,/H, (b) r = 0.05, (¢) r~ 1y
(d) r=2con z € [-1,1].

Dado que la presion desciende abruptamente, se puede hacer un cambio de escala en el
eje r para poder captar este cambio, figura[£I5]l La solucion de la presion para la zona
de disparos igual al ancho del pozo, ecuacién ([3]), tienen un comportamiento lineal en
escala logaritmica con pendiente

PL
m=—— 4.8
o (4.8)
donde p; = & Para los valores de h = 5 y h = 2.5 las soluciones son lineales hasta

K
r ~ 1071, lo que equivaldria a inyectar distintas cantidades de fluido Q.

95



4 Simulaciones numéricas

:0)

p(r,z

O Sol Anal (h=25)
-15f | = = =h=5 1
—+—h=2.5

-2 n n n
-3 2 1 0 1

10 10 10 10 10

Figura 4.15: Presiéon vs radio para h=2.5, 5, 25. Escala semilogaritmica.

Un analisis interesante es proponer una solucién escalar de la velocidad que dependa
de (r,h) y comparar con las soluciones numéricas obtenidas en z = 0. Aplicando la
ecuacion de conservacién para una regiéon cilindrica de altura 2h se obtiene una solucion
particular adimensionalizada (solucién analitica que depende de r y h).

_pQ L
Unlr; h) = Arhk Hopor (49)

En un intervalo muy cercano a la zona de disparos (de longitud menor a 107!), se puede
proponer que

U(r, z) = Un(r, h),

ver figura [16] la cual muestra el radio r versus la componente de la velocidad en la
direccién r en escala logaritmica.

Para radios mayores a 1, la velocidad coincide con la solucién del problema en una
dimensién, ecuaciéon (), esto es

U(r,z) =U(r).

En la grafica [4.16 se observa que a partir de r = 1 el flujo es solamente radial, no hay
movimiento en direccién z.

26



4.1 Resultados numéricos del Modelo A
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10_ -3 ‘*2 ‘*1 ‘ 0 1
10 10 10 10 10

Figura 4.16: Velocidad en direccién r para h=2.5, 5, 25 (en escala logaritmica).

Por lo tanto, del analisis de resultados anterior se puede concluir que:

= La presién decae més rdapido conforme h decrece. Ademads p dependera de r y z
(p = p(r, z)) para valores de las variables cercanos a la zona de disparos y para
valores lejanos a esta region la presion serd constante, p(r,z) = C, donde C' es
una constante que cambia para diferentes valores de h.

= La velocidad méaxima se alcanza en el punto (’"ﬁw, 0) y es radial, esto es U (%”, 0) =
U, (%‘J,O) 7. Para radios mayores a 2 la velocidad pierde la dependencia en z,
Us(r, z) = 0 para z € [—1, 1]. El campo de velocidades U(r, z) es simétrico respecto
al eje radial, es decir, en z = 0 para r € [%“J, %]

57



4 Simulaciones numéricas

4.2. Resultados numéricos y analisis del Modelo B

Las simulaciones que se presentan en este apartado son realizadas para las cantidades
adimensionalizadas: 7' = 0.8 (tiempo final de la etapa I) y My = 1 (masa de trazador).

La verificaciéon de los programas del modelo B se realiza calculando la cantidad de
trazador Mp a un cierto tiempo. Esta cantidad debe ser constante siempre que el pulso
de trazador no se acerque a la frontera I's, pues esta frontera es permeable. Esto es,

My = / C(r,z,t) dV, (4.10)
%
para cualquier ¢ € [0, 7] fijo.

La figura 17 muestra la cantidad de masa de trazador My para t € [0, 7] y diferentes
valores de la dispersién. Se observa que para D = 0.2, hay salida de trazador a partir de
tiempos muy cortos t = 0.2. Por esta razén solo se presentan los resultados numéricos
para tres valores de dispersion D = 0.05, 0.075, 0.1.

1.05
1 ==
!y ) -~
~, ~ S~ -
0.95} S
~
0.9} 1
-
=
0.85} D=0.05
- - =D=0.075
0.8}
‘‘‘‘‘ D=0.1
0.75f + D=0.2
0.7 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 4.17: Tiempo vs cantidad de masa para D = 0.05,0.75,0.1,0.2.

La tabla muestra la pérdida de cantidad de masa del trazador al final de la etapa I.
Para D = 0.05 hay un extravio de masa del 0.7045 %. En el caso de D = 0.1, se tiene
la cantidad de masa final de 0.9219. Si la dispersiéon es mayor, habrd mas disminucién
de masa, debido a que el pulso que esta mas disperso siente la presencia de la frontera
antes que aquel que esta menos disperso.
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D Masa final Error
0.05 0.9930 0.7045 %
0.075 0.9659 3.41%

0.1 0.9219 7.88%

Tabla 4.3: Pérdida de la cantidad de masa para los valores de difusiéon en t = 0.8.

La cantidad de masa de trazador inicial dada en la condicion ([Z53))-(2.54) esta repre-
sentada en la figura I8 El valor maximo de la concentracién es 1 y se alcanza en

r2—Tr1

r==25"1yz=0.

Figura 4.18: Condicién inicial del modelo B: (a) r € [22, L] 2z € [-1,1]; (b) r €

341, =0

4.2.1. Perfiles de concentracion

Las figuras - .21 exhiben la dindmica de la concentracion del trazador para cada
uno de los tres valores de D considerados. Se muestran graficas de concentracién a 6
tiempos, t = 0, 0.05, 0.1, 0.2, 0.4, 0.8. El maximo valor de concentraciéon disminuye
drasticamente con respecto al tiempo (de una escala de 1 a 107?), pero la cantidad de
trazador se conserva, como se muestra en la tabla [1.3l Notese que las escalas en las
figuras cambian.
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4 Simulaciones numéricas

Cercano a la zona de disparos, el campo de velocidades es mayor lo cual provoca que
se comprima mas el pulso de trazador antes del centro que posterior a él. Observando
el tiempo ¢t = 0.05 en las tres figuras se tiene esto.

En el tiempo ¢t = 0.4, la concentracién se empieza a acumular en la base (I'1) y tapa
(T'3) de la regién.

-3
1=0.05 <10

-3
t=H1 % 10

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Figura 4.19: Dindamica de la concentracién para D = 0.05.

Debido a que cerca de las esquinas inferior y superior izquierdas de la regién la velocidad
es casi nula, el trazador se mueve por dispersion provocando asi la forma de un rinén.
El ancho y alargamiento del rinén dependera del valor de la dispersion, ver figuras para
t=0.1.
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Figura 4.20: Dinamica de la concentracién para D = 0.075.
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Figura 4.21: Dindmica de la concentracion para D = 0.1.
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Finalmente para valores del radio mayores a 2, en los tres casos, se aprecia que la
concentracion ya no tiene dependencia en direccion z, como es de esperarse por la
condicion impuesta en r = % para la velocidad.

En z = 0, el pulso de trazador en la etapa de inyeccién tiene el comportamiento mos-
trado en la figura [£.22] para los valores de dispersiéon D = 0.05,0.75,0.1. Dicha figura
presenta el avance del trazador a los tiempos t = 0.05, 0.2, 0.8. Para este caso se observa
que si la dispersiéon aumenta el doble, el maximo de la concentracion disminuye a la
mitad, lo cual no sucede para otros perfiles de concentracion

x107° x107°
6 T T T 4 T
= t=0.05
35 - = =1=0.2
st .
‘‘‘‘‘ t=0.8
3l
al
251
o [5)
[ [
N 3f =20
o 51
151
ol
1}
r 0.5
0 - 0 e
0 1 2 3 4 0 3 4
r r
(a) (b)
x107°
3 T
= t=0.05
= = =1=0.2
251
‘‘‘‘‘ t=0.8
ol
[5)
I
N 15f
51
1}
051 -\~
e S
ALt NS
0 1 2 3 4

Figura 4.22: Perfiles de concentracién en z = 0, a distintos tiempos para: (a) D = 0.05,
(b) D=0.075y (¢) D=0.1.

En las figuras 4.23] [1.24] y [4.25] se muestran cortes de la concentracion a los tiempos
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t =0.05,t = 0.2 yt= 0.8 respectivamente, para (a) r € [%”, %], z=0; (b)r =1,
z e [_171] y (C) r= 27 KAS [_171]
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Figura 4.23: Curvas de concentracién para t = 0.05: (a) r € |
ze[-1,1]y (¢) r=2,z€[-1,1].

Notemos de la figura (a) las concentraciones de los trazadores se encuentran en la
cuarta parte de la regién. Al tiempo ¢t = 0.2 cubre la mitad de la regién, figura
(a)). Para el tiempo final de inyeccion, los trazadores se esparcen en toda la region,
figura (a).

De las gréficas (b) y (c) de las figuras 23] y se observa que las concentraciones
maximas se mantienen en el centro del pulso. Pero este fendmeno cambia, para r ~ 1 la
méxima concentraciéon se acumula en la tapa y base, como se ve en la figura [2.25] (b),
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Figura 4.24: Curvas de concentracién para t = 0.2: (a) r € [%2,
z e [_171] y (C) re 27 EAS [_171]

o tiende a ser constante para r & 2, figura .20 (c). Cabe senalar que la constante es

diferente para distintas dispersiones.

4.2.2. Curvas de surgencia

Las curvas de surgencia, figuras [A.20] y .27, se presentan con el fin de analizar la
dependencia de la concentracién en direccion z, para cada valor de D, a diferencia de
otros modelos donde no hay dependencia en esta direccién para la velocidad.

La figura [4.26] muestra el comportamiento del pulso de trazador en diferentes cortes de

z, parar ~ 1y r = 2 graficas (a) y (b) respectivamente, considerando D = 0.05. Las
curvas de surgencia se generan para z = 0,0.5,0.9. En un radio aproximado a 1, figura
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Figura 4.25: Curvas de concentracién para t = 0.8: (a) r € [*¢, L] 2=0; (b) r~ 1,
ze[-1,1]y(c)r=2,z¢€[-1,1].

(a), la mayor concentracién se encuentra en z=0 para un tiempo ¢ = 0.1. El pulso llega
a r ~ 2 después de un tiempo ¢t = 0.1 y comienza a ser significativo en ¢ = 0.3. La
cantidad de concentracién que arriba en ¢t = 0.8 para las tres z fijas es la misma tanto
para r &~ 1 como en r ~ 2. De hecho se podria decir que en t = 0.6 el trazador ya no
depende de z.

La figura muestra las curvas de surgencia para el valor de la dispersion D = 0.1
para tres valores de z. En r &~ 1, figura (a), la dependencia vertical de la concentracién
es notoria para t € [0,0.2]. A partir de tiempos mayores a 0.2, las curvas de surgencia
se invierten, mayor concentracién en z = 0.9, pero no hay diferencia significativa. En
r ~ 2, figura (b), se puede observar que la concentracién ya no depende de z para t
mayores a 0.4 (es constante para cualquier z).
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Figura 4.26: Curvas de surgencia para D = 0.05: (a) 7 =~ 1, (b) r & 2, para distintos
valores de z.
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Figura 4.27: Curvas de surgencia para D = 0.1: (a) r = 1, (b) r ~ 2, para distintos
valores de z.

La figura contiene las curvas de surgencia para D = 0.05,0.075,0.1, fijando los
puntos (7, z) como (1,0), (2,0), (1,0.5) y (2,0.5), graficas (a), (b), (c¢) y (d), respec-
tivamente. El ingreso del pulso al yacimiento en el punto (1,0) depende del valor de
la dispersion para tiempos menores a 0.4; después y hasta ¢t = 0.8, el comportamiento
del trazador es igual. En el punto (1,0.5) el paso del pulso es més lento y pasa apro-
ximadamente la mitad de la concentracién que atraviesa por (1,0) hasta t = 0.4, para
tiempos mas grandes la cantidad de trazador que cruza por ambos puntos es la misma.
Se observan de los incisos (b) y (d) que la cantidad y llegada del pulso de trazador es
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similar en los puntos (2,0) y (2,0.5).
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Figura 4.28: Curvas de surgencia en los puntos (a) (1,0), (b) (2,0), (¢) (1,0.5) y (d)
(2,0.5).

De las curvas de surgencia [£.26] 1.27 y .28 se puede inferir que la maxima concentracién
se alcanza en t = (.1 para el trazador de menor dispersion D = 0.05.

El comportamiento de los trazadores es similar, sélo se retrasa si z se aleja de z =0, o

se acelera si la dispersién aumenta.
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4.2.3. Caso del pulso con velocidad radial

En este apartado se presentan resultados de concentracion para D = 0.05 y dos tipos de
velocidades: una radial y vertical (h=2.5) y la otra solamente radial (h=H=25). Ambas
velocidades se calcularon en el apartado [L.1.3]

Recordemos que la figura [£.19 contiene la dindmica del trazador con velocidad radial
y vertical para diferentes tiempos. En la figura se muestra la dindmica de la con-
centracién con velocidad radial en los tiempos ¢t = 0,0.05,0.1,0.2,0.4,0.8. Al finalizar
esta etapa se obtuvo una pérdida de masa del 0.5179 %. En la figura se observa que
la concentracion se dispersa en forma cilindrica hasta que alcanza todo el ancho de la
region €.

-3
t=0.05 <10

-4
t=b.1 t=b.2 <10

-4 -4
t=ba x 10 x 10

a mN oW b

o
-
L]
(4]
B

Figura 4.29: Dindamica de la concentracién con velocidad radial.

Para hacer una comparacion de las concentraciones con las distintas velocidades, las
graficas .30 y EL3T] presentan cortes en z = 0.

En la figura 30 se exhiben perfiles de concentracién en los tiempos: (a) ¢t = 0.05,

(b)t =01y (c)t =08parah =25y h = H = 25. La diferencia més notable
de concentracién es para tiempos pequenos (¢t = 0.05,0.2) y valores de r menores a
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1.5. En t = 0.05, el valor médximo de la concentraciéon para la velocidad radial es
aproximadamente el doble que aquel cuando la velocidad con varia en z. Esto se debe
a que la velocidad es menor cuando es radial en z = 0. Por lo cual, el pulso avanza mas
lento y se acumula més concentracion de trazador. El pulso para h = 2.5 decae maés,
pues hay parte del trazador que sale en direccién z hacia afuera del eje z = 0.

Para t = 0.2, figura (b), la velocidad con componente vertical disminuye y co-
mienzan a empalmarse los dos pulsos, hasta que, para t = 0.8, la cantidad del pulso es

similar en ambos casos.
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Figura 4.30: Curvas de concentracién para: (a) t = 0.05, (b) t =0.2y (¢) t =0.8

En la figura[d.3T] se presentan las curvas de surgencia en los puntos: (a) (1,0) y (b) (2,0).
En el punto (1,0), el pulso llega antes cuando h = 2.5, esto se debe a que en este punto
la velocidad es mayor como se muestra en las figuras y EETTI(b). La concentracién

en el punto (2,0) arriba antes y es mayor con velocidad radial y vertical.
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Figura 4.31: Curvas de surgencia en los puntos: (a) (1,0) y (b) (2,0).

Es claro de las figuras 430 y .31l que es importante incluir la componente vertical en la
velocidad para el estudio de la dinamica de trazadores inyeccion-extraccion considerando

permeabilidad y dispersion constante.
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Conclusiones

En este trabajo se realizé la modelacion numérica de la etapa de inyeccion de un pulso
de trazador de inyeccién-extraccién en un solo pozo considerando velocidad radial y
vertical con permeabilidad y dispersién constante.

Dado a que el término convectivo es dominante, para evitar las inestabilidades numéricas
en la ecuacion de advecciéon-dispersion se emplearon el esquema de Crank-Nicholson y la
técnica de minimos cuadrados para discretizar el tiempo y el espacio, respectivamente.

Se probaron elementos bilineales y bicuadraticos para aproximar la presion y se ob-
servo que estos tltimos generan mejores aproximaciones al gradiente de la presién para
el mismo nimero de grados de libertad. Por lo cual, para la velocidad y concentraciéon
se optd por los elementos bicuadraticos.

De los resultados numéricos, concluimos que la presién p decae mas rapido conforme
la zona de disparos decrece. Ademas p depende de r y z para valores de las variables
cercanos a la zona de disparos (r menores a 0.1) y para valores lejanos a esta regién (r
mayores a 1), la presién es constante.

Debido a que los gradientes de presion son mayores para valores cercanos de 7%, la
velocidad maxima se alcanza en el punto (%,0) y es radial en z = (0. Para radios
mayores a 2 la velocidad pierde la dependencia en z, Uy(r, z) = 0 para z € [—1,1]. El
campo de velocidades U (r, z) es simétrico respecto al eje radial, es decir, en z = 0 para

re i 7l

Las concentraciones maximas se mantienen en el centro del pulso desde que entra en
el yacimiento hasta aproximadamente ¢ = 0.4, donde la concentraciéon se empieza a
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5 Conclusiones

acumular en la base y tapa de la region. Para t = 0.8, cercano a r =~ 2 la concentracion
yva no depende de z. En particular, la concentracion sera constante para cualquier valor
de la dispersion y radios mayores a 2.

Al contrastar los perfiles de concentracién de un pulso para dos tipos de velocidades,
una radial y vertical (h = 2.5) y otra puramente radial (h = 25), se encontré que el
primero avanza y decae mas rapido porque la velocidad es mayor y depende de z que
en el caso con velocidad radial. Esta diferencia se va desvaneciendo en el tiempo hasta
que en t = 0.8 se empalman los perfiles de concentracion, que es cuando las velocidades
coinciden (ambas son radiales). Por tanto, la dindmica del trazador cambia cuando se
incorpora una dependencia en z para el flujo del fluido de inyeccién.

Como trabajo a futuro se propone modelar y simular las etapas de reposo y extraccién.
También se podria quitar la simetria radial en la zona de influencia considerando dife-
rentes capas de porosidad. Otra propuesta de trabajo seria plantear la permeabilidad
como una potencia, k(r) = r", y la dispersién en funcién de la velocidad D = D(U).
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Apéndice

A.1. Meétodo ¢

Los métodos 6 son utilizados para resolver ecuaciones diferenciales. Se desea conocer el
valor ¢! del problema al tiempo t"*1 = " + At a partir del valor de ¢" en el tiempo
t". En este caso se realiza mediante un promedio ponderado de ¢ y ¢/ en los puntos

finales de la etapa de integracion:

c(t") — e(t")
At

=0c,(t") + (1 — O)c,(t") + O ((1/2 — ) At, At?) . (A1)

El parametro 6 toma valores entre 0 y 1. Varios metodos son obtenidos para diferentes
valores de . Para valores de 6§ < 1/2 los esquemas son condicionalmente estable. El
método de Euler, § = 0, es el més conocido. Para valores de # > 1/2 los métodos
son incondicionalmente estable. Entre los métodos mas conocidos se encuentran: Euler

hacia atrés (f = 1), Galerkin (# = 2/3) y Crank-Nicholson (6 = 1/2).

En particular, el esquema 6 para la ecuaciéon de adveccién-difusion transistoria se ex-
presa como

Ac .
E — HACt =G (AQ)

donde At es el incremento de tiempo, Ac = ¢!

— " es el incremento en la concen-
tracién, ¢; es una notacién compacta para dc/0t y el superindice denota el paso de
tiempo.

Para el método de Crank-Nicholson, que es un esquema de segundo orden, se obtiene
la siguiente ecuacion

— — A=} (A.3)
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A.2. Método minimos cuadrados

Consideremos un problema de valores en la frontera

Lu=f en( (A.4)
Bu=g¢g enl (A.5)

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera del problema, ecuacién ([(AH), sea S el
espacio de funciones

S={ueH(Q):Bu=0enTl}.

Suponiendo que f € Ly(Q2) y L : S — Ly(R2). Para una funcién cualquiera u € S,
definimos la funcién residual R = Lu — f. El método de minimos cuadrados esta basado
en minimizar la funcién residual.

Construimos el funcional de minimos cuadrados
J(u) = ||Lu— f||7, = (Lu— f, Lu — f)

Nuestro problema se reduce al problema de minimizacion siguiente: encontrar u € S tal
que

J(u) < J(w) VveSs. (A.6)

Para encontrar la solucion de este funcional cuadratico basta con hallar los puntos
criticos de J. Una funcién u € S es un punto critico de J si la primera variacién de .J,
0J(u), es igual a cero, esto es

(0J(u),v) =0 YveS

La primera variacion de J se puede calcular mediante la siguiente formula
(3. (). v) = lim -+ ev)
u), v _el—r>%8€ u+ ev).

En nuestro caso la primera variacion es

(0J(u),v) = lim— (L(u+ev)— f, Llu+ev)— f)

= h’r% g{(Lu, Lu) + e(Lv, Lv) + e(Lv, Lu) + é*(Lv, Lv)
e—0 Oe

~(Lu, f) = e(Lv, f) = (£, Lu) = (£, Lv) + (£, )}
(Lu, Lv) + (Lv, Lu) — (Lv, f) — (f, Lv)
2(Lv, Lu) — 2(Lv, f),
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A.3 Rotating Cosine Hill

Lo que igualando a cero, da lugar a la formulacion débil de la técnica de minimos
cuadrados, en inglés conocida como Least Square: encontrar u € S tal que

(Lv, Lu) = (Lv, f) Yv € S. (A7)

Observemos que en este caso la nueva funcién prueba es el mismo operador L aplicado

a la funcién de prueba v € S. Ver |Carey & Odem (|L9§_§), iang & Povinelli (IL%Q)

A.3. Rotating Cosine Hill

El problema cléasico para un esquema de adveccion en 2D considera la adveccion de un
cono producto de cosenos en un campo de velocidad rotacional. La velocidad inicial es

1
1 (1+cos(mXy)) (1 +cos(mXy)) st XP+X3<1
u(x,0) =

(e}

en caso contrario

(x —xo) - ;
donde X = ———= y las condiciones de frontera es u = 0 en I'"". La posicién inicial

del centro y radio de la montana de coseno esta en X y p, respectivamente. En el

11
ejemplo se escoge como xy = 66 y p = 0.2 para una malla uniforme de 30 x 30
o 1 1 . .,
elementos en el cuadrado unitario ~335 X i1k El campo convectivo es rotaciéon

pura con velocidad angular unitaria a(x) = (—x2,x1). Se utiliza Minimos Cuadrados
junto con Crank-Nicholson.

La figura[A.1l (a) muestra la gréfica de la condicién inicial u(x, 0) (con valores extremos:
méax=1, min=0) y (b) después de un tiempo t = 1.3614.

La vuelta completa del cono se produce para un tiempo t = 2. Los valores extremos
son: maximo=0.9820, minimo=-0.026. La figura [A.2] muestran el cono (a) después de
un tiempo 27 y (b) las oscilaciones que presentan el problema de conveccién pura.
Con el objeto de ejemplificar la dependencia del niimero de Courant C' se presenta la
figura [A.3] para (a) C' = 0.44 y (b) C = 1.06. Para ntimeros de Courant cercanos a 1
se necesitan menos pasos de tiempo (1800 pasos de tiempo para (a) y 1000 pasos para

(b))-
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Figura A.1: Cosine Hill al tiempo (a) ¢t = 0, (b) t = 1.3614.
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B.1. Implementacién computacional

Debido a que el método de Elemento Finito produce matrices con pocos elementos
distintos de cero, se ocup6 la funcién sparse integrada en Matlab que utiliza tres
vectores de tamano nzmax donde esta variable representa el ntmero de elementos
distintos de cero.

Para resolver el sistema lineal que produce el método de elemento finito se ocupa la
instruccién ” \ 7 de Matlab. Realiza la eliminacién gaussiana si A es cuadrada.

A continuacion se presenta de manera general los algoritmos empleados para resolver
los modelos Ay B.

Modelo A
1. Tipo de elemento para la presién
2. Leer los datos del problema
3. Crear la malla de presidén y velocidad
4. Fijar un nodo dirichlet en (r_w/H,0)
5. Crear los datos para el elemento de referencia

Puntos de cuadratura y funciones de forma
Crear la matriz sparse K y el vector F
Resolver el sistema ph=K\F

Calcular la velocidad Uh

Guardar los resultados de presién y velocidad

© 0 N O
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B Apéndice

Modelo B

1. Tipo de elemento para la concentracién
2. Leer los datos del problema
3. Leer los resultados del modelo A
Presién y velocidad
4. Crear la malla de concentracién
5. Crear los datos para el elemento de referencia
Puntos de cuadratura y funciones de forma
6. Condicién inicial CO
7. Construir las matrices sparse A y B constantes en todo tiempo
8. Mientras (tiempo < tiempofinal)
Calcular el vector b independiente b=(2%B-A)*CO’
Aplicar las condiciones dirichlet
Resolver el sistema C™{n+1}=A\b
CO=C~{n+1}
Fin
9. Guardar los resultados de concentracién
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