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Resumen

Se considera la optimizacion de una maquina térmica, suponiendo primero gas ideal y
después gas de van der Waals como substancia de trabajo, con la maximizacion de la
llamada funcién ecoldgica y de la potencia de salida en un ciclo tipo Carnot. Se supone la
transferencia de calor entre los almacenes y la maquina, primero, de acuerdo con la ley de
enfriamiento de Newton y, después, de acuerdo con la ley de transferencia de calor de

Dulong y Petit. En ambos casos se encuentra la eficiencia como una serie de potencias del
parametro A~(InV,,, —In me)_l , siendo Viix Y Vimin 10s volimenes maximo y minimo

efectivos subtendidos por el ciclo, respectivamente. Se muestra que cuando se consideran
ramas adiabaticas practicamente instantineas se esta en el limite 4 =0, que corresponde a
una relacion de compresion infinita. Se analiza la llamada propiedad de semi-suma de la
eficiencia ecologica. Se analiza primero el caso endorreversible y después el caso no-

endorreversible del llamado ciclo de Curzon y Ahlborn.



Introduccion

Se considera que la Termodinamica Clasica de Equilibrio inicié su desarrollo a partir del
célebre trabajo de Carnot, “Reflexiones sobre la potencia motriz del fuego”, publicado en
1824 [1], en el cual ¢l planted el principio que ahora lleva su nombre, el teorema de Carnot,
y que se puede expresar como:

“Cualquier proceso ciclico, operando solamente entre una temperatura maxima 1, y una

T »
Ti .

temperatura minima T,, tiene una eficiencia 1) que cumple la condicion 1 <1—
La igualdad en la expresion anterior se cumple solo para el ciclo reversible de Carnot,
formado, como se sabe, por dos procesos isotérmicos y dos adiabaticos, operando entre las

mismas dos temperaturas, a saber,

fe=1-1. (0.1)

Asi el teorema de Carnot establece una cota maxima para la operacion de ciclos térmicos.
Estos resultados abrieron el camino para la formulacién del concepto de entropia, que
propuso Clausius en 1865 [2], el cual a su vez permiti6 plantear con claridad el concepto de
irreversibilidad a través de la Segunda Ley de la Termodinamica.

Por su naturaleza misma, la Termodinamica Clasica de Equilibrio no se ocupa de los
efectos de la irreversibilidad en la eficiencia de ciclos térmicos; véase por ejemplo Fermi
(1936) [3]. La discusion mas extensa sobre este problema fue hecha por Tolman y Fine

(1948) [4], haciendo notar que:

“..una determinacion de los diferentes procesos irreversibles, que producen entropia
dentro de una maquina térmica, hace posible evaluar las contribuciones relativas de esos

procesos a la ineficiencia del proceso global en términos del trabajo util perdido”.

Sin embargo, la Termodinamica Irreversible Lineal se ocupa de la irreversibilidad de los
procesos de intercambio de calor pero no de la eficiencia de los ciclos térmicos, y sus
fundadores no pusieron mucha atencion a este problema, ver por ejemplo Onsager [5],
Meixner [6], Prigogine (1947) [7] y De Groot y Mazur (1962) [8]. So6lo hasta 1957

Novikov [9] y Chambadal [10], en el caso de plantas nicleo-eléctricas, hicieron notar que



los procesos irreversibles, en el intercambio de calor entre el reactor y su sistema de
refrigeracion, ocasionaban disminucion de la eficiencia de la planta. Posteriormente, en
1975, Curzon y Ahlborn [11] analizaron, para un ciclo tipo Carnot, el efecto de la ausencia

de equilibrio térmico entre los almacenes y la sustancia de trabajo durante el ciclo.

Se sabe que los procesos en el ciclo de Carnot, desde el punto de vista de la Termodinamica
Clasica de Equilibrio, estan constituidos por sucesiones de estados de equilibrio; de manera
que emplean un tiempo tan grande que puede tomarse como infinito, por lo que son
necesariamente cuasi-estaticos. Estos procesos son reversibles no disipativos. De este
modo, el precio que paga el ciclo de Carnot, por ser el mas eficiente posible, es el de tener

una potencia nula.

Curzon y Ahlborn emplearon el formalismo de la Termodindmica Clasica de Equilibrio, al
suponer que la sustancia de trabajo realiza transformaciones reversibles internamente,
mientras que es solo en los acoplamientos del sistema con sus alrededores donde acontece
la irreversibilidad. Esta hipotesis se conoce como hipotesis de endorreversibilidad, y se
apoya en la idea de que los procesos al interior de la substancia de trabajo tienen un tiempo
de relajacion muy pequeio, comparado con el tiempo total del ciclo, esto es, se ajustan al
paso de los procesos del ciclo practicamente en forma instantanea, y se les puede por lo
tanto considerar como en equilibrio o cuasi-estaticos. El intercambio de calor entre los
almacenes y la méaquina lo supusieron dado por la ley de enfriamiento de Newton. De este
modo construyeron un ciclo de Carnot més realista, con potencia no nula y con produccion
de entropia, llamado ahora ciclo de Curzon y Ahlborn o ciclo de Carnot generalizado (Fig.
0.1). Con este modelo encontraron, por medio de la maximizaciéon de la potencia, una
eficiencia dada por
T

Nean =1- 7 (0.2)
1

Este resultado actualmente se conoce como eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov, donde

T, y T, son las temperaturas absolutas de los almacenes frio y caliente, respectivamente,



que adquiere valores notablemente cercanos a los medidos en plantas productoras de

potencia, como puede verse en la Tabla I del trabajo de estos autores (referencia [11]).

V
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»

Figura 0.1 Ciclo de Curzon y Ahlborn o ciclo generalizado de Carnot en el plano (V,p)

Esta manera de analizar el desempefio de una maquina térmica se conoce como
Termodinamica de Tiempo Finito. La Termodinamica de Tiempo Finito, también llamada
Termodinamica Endorreversible, ha desarrollado su propio programa de investigacion; esto
es, en vista de que la Termodinamica Clésica de Equilibrio establece cotas de operacion
ideales para procesos reales, la Termodinamica de Tiempo Finito busca cotas mas acordes
con la realidad, tratando de sustituir las desigualdades tipicas de la Termodindmica Clasica
de Equilibrio por igualdades, a las cuales se puede llegar al tomar en cuenta las fuentes
productoras de irreversibilidad, meta atin no lograda; asi como también obtener expresiones
de la eficiencia de ciclos, a partir de su definicion como la razén entre el trabajo total

realizado, Wror , y la cantidad de calor absorbida por la maquina, Q,, , a saber

_ Wror
77 Qabs )

A partir de la publicacion del ahora célebre trabajo de Curzon y Ahlborn, diversos autores

han estudiado varios aspectos de la Termodindmica Endorreversible, tomando en cuenta



aspectos no contemplados por ellos, ademas de otras formas de obtener la expresion (0.2).

A continuacion se hace un breve recuento de algunos de estos trabajos.

Salamon et. al. [12] desarrollaron un algoritmo para construir potenciales que definan los
valores extremos del trabajo, para procesos con restricciones arbitrarias, mostrando que
dichos potenciales pueden estar dados para cualquier proceso cuasiestatico. Rubin [13, 14,
15] determiné la configuracion Optima para una clase de maquinas térmicas, con tiempo
finito del ciclo, para la maxima potencia de salida y la maxima eficiencia. De Vos [16]
considerd un ciclo de Curzon y Ahlborn con solo una diferencia de temperaturas entre el
bafio y el sistema, operando a maxima potencia, con el cual reprodujo la expresion (0.2) y
la de la eficiencia en la conversion de energia solar, conocida como férmula de Castafis
[17]. Mostré ademas varias restricciones para la aplicabilidad de estas ecuaciones. Torres
[18] optimizo el desempefio de un modelo de motor de turbina, conectado a fuentes de calor
finitas y al medio ambiente, bajo el criterio de méaximo trabajo entregado durante un
periodo fijo de operacion, considerando paredes con conductividades finitas. Chen y Yan
[19, 20] construyeron un modelo de ciclo endorreversible, bajo la suposicion de un ciclo
con tres fuentes de calor, observando que para discutir los efectos de tener una de estas
fuentes finita puede construirse una expresion que represente la configuracion 6ptima de la
maquina; dedujeron también la relacion entre la Optima tasa de refrigeracion y el
coeficiente de rendimiento. O’Sullivan [21] estudio tres modelos distintos de enfriamiento,
entre ellos la ley de enfriamiento de Newton, bajo condiciones de laboratorio, encontrando
un modelo susceptible de ser aplicado en un amplio espectro de temperaturas y condiciones
de enfriamiento. Chen [22] utilizé como sistema una maquina térmica que opera como dos
ciclos acoplados; tom6 como funcidon por optimizar la potencia de salida, y hallé que la

eficiencia en el méaximo de la potencia es la dada en la ecuacion (0.2).

Por otra parte, Rebhan [23], tomando como modelo de maquina térmica un mecanismo que
incluye un piston movil dentro de un cilindro, en contacto térmico con una fuente de calor y
un sumidero de calor, hizo notar que el resultado de Curzon-Ahlborn-Novikov corresponde

al caso en que la unica pérdida de trabajo util ocurre por la expulsion de calor, y que la



eficiencia a potencia maxima tiene un valor entre la eficiencia considerando solo efectos de

friccion, sin expulsion de calor, y la eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov, esto es,

T T
L0= ) <Mpe <=7

Vale la pena sefalar que en los trabajos de revision de Bejan (1995) [24] y Hoffmann
(1997) [25] se encuentran descripciones amplias de la llamada termodinamica de tiempo
finito o termodinamica endorreversible, en los que se analizan diversos topicos de ella,

haciendo notar que:

“... la termodinamica de tiempo finito es un método que combina, en un modelo
simple, los conceptos basicos involucrados en la transferencia de calor, fluidos
mecanicos y termodinamicos, con el objeto de optimizar mecanismos y procesos

sujetos a tamafio y tiempo finitos.”

En las referencias [12-25], se ha supuesto como irrelevante la contribucion del tiempo de
duracion de las ramas adiabdticas en el ciclo. Sin embargo, un examen cuidadoso de la
manera como funcionan las plantas térmicas indica que, dicho tiempo, debe tener algun
efecto en el resultado final de conversion de calor en trabajo. Gutkowics-Krusin et. al. [26]
mostraron que en un régimen a potencia maxima, proponiendo una forma particular de

calcular el tiempo de dichas ramas adiabaticas, es posible escribir la eficiencia del ciclo

: . , .y V,
generalizado de Carnot en funcion de la razon de compresion, r- = TR de manera que

min

cuando esta razon tiende a infinito se obtiene la eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov.

Es importante hacer notar que la expresion (0.2) logro acercamientos de alrededor del 90%,
respecto a eficiencias reportadas para varias plantas de poder (termo-eléctricas, nucleo-
eléctricas, geo-eléctricas), lo que sugiere que el criterio de disefio de dichas plantas es el de
potencia maxima. Pero, el criterio de potencia maxima va acompafiado por una alta
produccion de entropia, lo que lleva a un efecto no deseable, en tanto que no se aprovecha
todo el calor disponible y se desperdicia parte de €l entregandolo al medio ambiente. Asi,

la produccion de entropia sigue siendo un problema en este modelo. A continuacion se hace



un breve recuento de algunos trabajos en los que se estudia la produccion de entropia en el

ciclo de Curzon y Ahlborn.

Considerando minimizacion de la produccion de entropia, Salamon et. al. [27] encontraron
que esto conduce a la pérdida de disponibilidad. Torres [28] también utilizo6 el criterio de
minimizaciéon de la producciéon de entropia, encontrando que dicho ciclo funciona de
manera Optima solo en el limite cuasi-estatico. Angulo-Brown [29] estudi6 la superficie

obtenida de la expresion para la produccion de entropia, en funcion de la eficiencia 7 y de
la razén de temperaturas de los almacenes T% , 'y encontrd que la expresion (0.2) se

puede obtener no s6lo por maximizacion de la potencia de salida. Obtuvo esta expresion
con ayuda del teorema del valor medio, aplicado a la superficie asociada a la produccién de
entropia. De Vos et. al. [30] construyeron un formalismo para describir la conversion de
radiacion en trabajo en términos de los flujos de energia y entropia, entre otros aspectos.
Spirkl y Ries [31] dieron expresiones para el proceso Optimo en el caso general de un
sistema con diferentes variables de estado, utilizando minimizaciéon de la produccion de
entropia. Como alternativa para incluir la produccion de entropia, en el estudio del
desempefio del ciclo de Curzon y Ahlborn, Angulo-Brown [32] propuso un criterio de
mérito, diferente al de maxima potencia, llamado criterio ecoldgico, en el que la cantidad
por maximizar es una funcidon que representa el compromiso entre alta potencia y baja

produccion de entropia, llamada funcion ecologica, y que definié como

E=P-T,0, (0.3)
donde P es la potencia de salida de la maquina, o es la produccion de entropia y 75 es la

temperatura del almacén frio. La funcién E tiene propiedades interesantes, pues al
maximizarla se encuentra que el sistema so6lo sacrifica un 25% de la maxima potencia, a
cambio de producir un 75% menos de la entropia correspondiente al régimen de potencia
maxima. Ademas, se encuentra que la eficiencia a £ maxima tiene un valor cercano a la

semisuma de la eficiencia maxima de Carnot, 77, ecuacion (0.1), y la eficiencia a maxima

potencia, 7,y , ecuacion (0.2):

N =5 Nc +Necan) =75, (0.4)



La tabla 0.1 muestra los valores de 775 comparados con los de las eficiencias dadas por las

expresiones (0.1) y (0.2), y con los valores de la eficiencia observada para varias plantas de

poder, tomando como modelo de maquina térmica el ciclo de Curzon y Ahlborn.

Tabla 0.1. Comparacion de la eficiencia de Carnot con otros modelos teoricos.

Planta Tz (K) T1 (K) nc Ncan Ns Mobs
Planta convencional de vapor por carbon 298 838 0.64439 1 0.40367 | 0.52403 | 0.36000
quemado, West Thurrock , 1962.

Planta geotérmica de vapor, Lardarello, | 353 523 0.32505|0.17845 | 0.25175 | 0.16000
Italia, 1964

Planta central de potencia a vapor, R. U. | 298 698 0.57307 | 0.3466 |0.45984 | 0.28000
1936-1940

Planta de potencia de vapor, E. U. A. 1956 | 298 923 0.6771410.43179 | 0.55447 | 0.40000
Planta de ciclo combinado (vapor y 298 783 0.61941 | 0.38308 | 0.50125 | 0.34000
mercurio), E. U. A. 1949.

Planta nuclear de potencia Doel 4283 566 0.50000 | 0.29289 | 0.39645 | 0.35000
(Bélgica), 1985.

Planta nuclear, reactor sobrecargado | 290 600 0.51667 | 0.30478 | 0.41073 | 0.34500
Almaraz I Espafia

Planta nuclear, reactor sobrecargado | 288 581 0.50430 | 0.29594 | 0.40012 | 0.36300
Sizewell B, R. U..

Planta nuclear Cofrentes, Espafia 289 562 0.4857710.28290 | 0.38434 | 0.34000
Planta nuclear Heysham, reactor avanzado | 288 727 0.60385|0.37060 | 0.48723 | 0.40000
enfriado con gas, R. U.

El uso de la funcién ecoldgica se conoce ahora como criterio ecoldgico, y permite analizar
diversos aspectos del funcionamiento de maquinas térmicas. Por ejemplo, Cheng y Chen
[33] utilizaron este criterio para analizar una maquina térmica irreversible de Carnot,
suponiendo una de las fuentes de calor es finita. Velasco et. al. [34] mostraron la
posibilidad de utilizar el criterio ecologico en problemas fuera de la termodinamica de
tiempo finito, tales como problemas de caracter industrial o econdomico. Chen et al. [35]
utilizaron también este criterio para analizar el desempefio del refrigerador irreversible de
Carnot, suponiendo una ley de transferencia de calor tipo Newton, tomando en cuenta fuga
de calor e irreversibilidades internas.

Es importante hacer notar que, en la mayoria de los trabajos antes citados, se ha supuesto
que la transferencia de calor se realiza como indica la ley de enfriamiento de Newton. Pero

algunos han considerado otras formas de transferencia de calor. Particularmente,



maximizando la funcién E, Angulo-Brown y Paez-Hernandez [36], Arias-Hernandez y
Angulo-Brown [37] y Chen et. al. [38, 39] analizaron diversos aspectos del funcionamiento
de una maquina endorreversible, tomando en cuenta una ley de transferencia de calor no
lineal, y encontraron que la forma de la eficiencia a potencia méxima depende de la ley de
transferencia de calor utilizada en el modelo, no asi la llamada propiedad de semisuma,
expresion (0.4). Al considerar estos mismos autores una ley de transporte de calor no lineal
tomaron en cuenta los intercambios de calor debidos a efectos de conduccion, conveccion y
radiacion. El modelo se vuelve mads realista y sin embargo los valores de las eficiencias
permanecen cercanos a los reportados por Curzon y Ahlborn [11] y por Bejan [24] con la
ley de transferencia de calor de Newton.

En el presente trabajo se analiza el funcionamiento de una maquina (ciclo) de Curzon y
Ahlborn [11], combinando el formalismo desarrollado por Gutkowics-Krusin et. al. [26]
con el criterio ecologico de Angulo-Brown [32]. Esto es, en vez de maximizar la potencia
de salida, se maximiza la funcién ecoldgica pero ahora tomando en cuenta los tiempos de
duracion de la expansion y la compresion adiabaticas del ciclo, de manera que se pueda
escribir la eficiencia de la maquina como una suma de potencias de un parametro que
dependa de la razon de los volumenes maximo y minimo subtendidos por ella, esto es la
razén de compresion. Se estudian dos casos, de acuerdo con las leyes de transferencia de
calor, de Newton y de Dulong-Petit.

En el capitulo 1 se hace una exposicion breve de los trabajos de Curzon y Ahlborn [11] y de
Angulo-Brown y colaboradores [36, 37, 40], que serviran de antecedente para el desarrollo
de este trabajo. En el capitulo 2 se estudia la maquina de Curzon y Alborn, con adiabatas no
instantaneas, pero con la ley de transferencia de Newton y se muestra que, en efecto, al
maximizar la funcion E el sistema solo sacrifica aproximadamente un 25% de la maxima
potencia, a cambio de producir, aproximadamente, un 75% menos de la entropia
correspondiente al régimen de potencia maxima. En el capitulo 3 se estudia la maquina de
Curzon y Ahlborn, con adiabatas no instantdneas pero con la ley de transferencia de
Dulong-Petit. En el capitulo 4 se hace un breve estudio de la maquina de Curzon y Ahlborn
para el caso de un gas de van der Waals. En el capitulo 5 se hace un estudio del ciclo de

Curzon y Ahlborn no endorreversible, considerando tanto ley de transferencia de Newton



como ley de transferencia de Dulong y Petit, de manera que se puedan generalizar algunos

resultados del caso endorreversible. Finalmente se plantean las conclusiones y comentarios

referentes a los resultados obtenidos.

Los principales resultados de este trabajo son:

Para el caso de la ley de Newton,

1.

De manera semejante al resultado de Gutkowics-Krusin et. al. [26] (con el criterio de
potencia maxima), se obtiene una expresion en serie de potencias para la eficiencia
ecologica, en términos de un parametro en funcion de la relacion de compresion, y que
tiene como una cota superior la eficiencia ecoldgica hallada por Angulo-Brown [32]. Se
comparan los resultados con los datos experimentales y teéricos reportados en diversos
trabajos previos de varios autores.

Tomando la aproximacion lineal de la expresion para la eficiencia de Gutkowics-Krusin
et.al. y la presentada en este trabajo para la eficiencia por maximizacion de la funcion
ecoldgica, se hace un andlisis del comportamiento de la razon de compresion en funcion
de las correspondientes eficiencias a primer orden y, tomando un intervalo de valores de
la razén de compresion, se encuentran los correspondientes valores de la eficiencia a
potencia maxima y funcién ecoldgica maxima, comparandolos con los valores de la

Tabla 0.1 y otros hallados y los de la referencia [34].

Para el caso de la Ley de Dulong y Petit,

3. Con gas ideal como substancia de trabajo, nuevamente se encuentra una expresion en

serie de potencias del pardmetro antes citado, para la eficiencia a potencia maximay a
funcion ecoldgica maxima, obteniendo una expresion algebraica para la expresion (0.4),
ampliando el alcance de la verificacion numérica hecha en [37, 38]. Ademas se
encuentra una eficiencia expresada como la semisuma de la eficiencia a potencia

maxima con ley de Newton, 77, , y la eficiencia a potencia maxima con ley de Dulong

y Petit, cuyos valores son muy cercanos a los valores experimentales reportados por

diversos autores, para plantas convencionales.
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4. Para un gas de van der Waals, como substancia de trabajo, se encuentra que las
eficiencias a potencia maxima y a funcién ecoldgica maxima, a orden cero en un
parametro funcion del volumen efectivo, tienen la misma estructura algebraica que las
correspondientes para gas ideal con ley de Newton y ley de Dulong y Petit.

5. En el caso del ciclo no-endorreversible, se logran obtener intervalos de valores de la
eficiencia, a potencia maxima y funcidon ecoldgica méaxima, mas estrechos que los
reportados en la literatura, alrededor de los valores observados, tanto para plantas

convencionales como para plantas nuicleo-eléctricas.
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Capitulo 1. Ciclo de Curzon y Ahlborn con adiabatas instantaneas.

Todo proceso macroscopico de transformacion de energia que ocurre en la naturaleza es
irreversible, y en muchos casos estas irreversibilidades se pueden incluir en una
descripcion de tales procesos. La Termodinamica de Tiempo Finito es una aproximacion en
esa direccion, al suponer al sistema como internamente reversible (endorreversible),
mientras intercambia energia en forma irreversible con sus alrededores, suponiendo todas
las irreversibilidades debidas a esta interaccion. Como se ha comentado en la introduccion,
una manera de evaluar el funcionamiento de una maquina térmica consiste en optimizar
alguna cantidad relacionada con la eficiencia de ella. La eleccion de dicha cantidad tiene
que ver con los efectos disipativos que queramos tomar en cuenta. En este capitulo se
analizan brevemente dos enfoques basicos para el desarrollo posterior del presente trabajo.
Esto permitira construir un modelo para conseguir los objetivos planteados, a saber, hallar
la eficiencia ecoldgica de una maquina térmica, modelada como un ciclo de Curzon y
Ahlborn, como una suma de potencias de un parametro que dependa de la razoén de los
volimenes maximo y minimo, analizando dos casos, de acuerdo con las leyes de
transferencia de calor de Newton y de Dulong y Petit. Para el caso de la ley de Dulong y
Petit hallar, ademas, una forma explicita de la llamada propiedad de semisuma, (0.4),
ampliando el alcance de la verificacion numérica hecha en [36, 37]. Al mismo tiempo se

introduciran las cantidades que seran importantes al momento de elaborar conclusiones.

1.1. El ciclo de Curzon y Ahlborn.

En 1975 Curzon y Ahlborn [11] analizaron un ciclo de Carnot en el que no hay equilibrio
térmico entre los almacenes térmicos y la substancia de trabajo (figura 0.1 en la
Introduccion), esto es, tomaron en cuenta que las temperaturas de los almacenes y de la
substancia de trabajo son diferentes. Consideraron que el intercambio de calor que ocurre

en las ramas isotérmicas estd descrito por la ley de enfriamiento de Newton,

do

% =ao(T; —T;), donde Ty y T; son las temperaturas final e inicial durante un proceso de

intercambio de calor, y O es el calor transferido, perdido o ganado por el sistema, en

cualquier instante de dicho proceso de intercambio de calor; la conductancia térmica o se

12



supone constante. Denotando las temperaturas de los almacenes caliente y frio,

respectivamente, como 7; y 75,y las temperaturas alta y baja de la substancia de trabajo,
en las ramas isotérmicas del ciclo, 73,, y 75,,, respectivamente, supusieron que el flujo de

calor del almacén caliente hacia el sistema, durante la expansion isotérmica, se realiza de

acuerdo con

d
L ot - 1., (.0

dQ

en donde % es el flujo de calor y & es la conductancia térmica, constante, del medio que
t

separa al sistema del almacén, siendo positivo el calor transferido del almacén hacia el
sistema, absorbido por la substancia de trabajo. Si este proceso se realiza en un tiempo ¢,

del estado 1 al estado 2, dicho calor es,
2

Oy =[d0=an(T;-T,,). (1.2)
1

De manera analoga, para la compresion isotérmica, durante la cual fluye calor del sistema

hacia el almacén frio, se tiene,
d
= BTy, =T, (1.3)

de donde,

0, =pt,(Ty,, - T») (1.4)
es la cantidad de calor cedido por la maquina hacia el almacén frio; ¢, es el tiempo de
duracion de la compresion isotérmica'y [ es la conductancia térmica, constante, del medio
que separa al sistema del almacén frio. Ahora el calor cedido sera negativo. Se hace ademas
la hipotesis de endorreversibilidad, que consiste en suponer que internamente en el ciclo los
procesos son completamente reversibles, lo que equivale a suponer que se cumple la
igualdad de Clausius

o _0

1.5
T, T, (1.5)

w w

La substitucion de (1.2) y (1.4) en (1.5) permite obtener la expresion
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i — ﬂTZW(TZW _TZ)
%) O{TIW(TI_TIW)

(1.6)

Ademas, si W es el trabajo realizado por la maquina y ¢,,, el tiempo total empleado en el

ciclo completo, la potencia desarrollada por la maquina, definida por P = tﬂ , €S COmMo
tot

p=2-C (1.7)
[t +1)

El tiempo total se escribe como ¢,, =t +¢, +(I'=1)(t; +¢,), siendo (I'=1)(t; +¢,) el

tiempo empleado por los procesos adiabaticos, esto es, se supone que el tiempo de duracion
de las ramas adiabaticas es proporcional al tiempo de duracion de las ramas isotérmicas en
el ciclo, con constante de proporcionalidad I"'—1. El caso de ramas adiabaticas instantaneas
en el ciclo se obtiene cuando I'=1. La potencia de salida de la maquina, utilizando (1.5),

€s entonces

P:Qz(le_Tzw)‘ (1.8)
T, It +1,)

Factorizando ¢, en el denominador y substituyendo (1.4) y (1.6), la expresion (1.8) se

convierte en

_ of(Ty,, =)y =T, )T = Tiy)

_ , (1.9)
BT, (T, = Ty) + 0y, (T, = Ty,,)]
y con el cambio de variables
x=T-T,, ¢ y=T,,-T15, (1.9a)
se obtiene,
_ oy —Th—x—y)
= . (1.10)
T|ATy +alyx + xy(a— B)]
La potencia maxima para las variables x y y se obtiene con las condiciones
P
£=0 y 07—=0, (1.11)
ok &
de donde se encuentran las ecuaciones,
BTy(T, —T, —x—y) = x[ Ty + aTyx + xy(a - )] (1.12)
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alx(T, =T, —x—y) = y| BTy + oo x + xp(a - )], (1.13)

Dividiendo miembro a miembro (1.12) y (1.13) se obtiene la relacion entre x y y,

y=x ,BT (1.14)
1

y, substituyendo (1.14) en (1.12) se tiene

;‘;(1—‘;)—2@(1+ﬁj+(—%)=0, (1.15)

que es una ecuacion cuadratica para el parametro Ti , cuya solucion es
1

)

7= (1.16)

Obsérvese que (1.9a) indica que Ti debe ser positivo, lo que se obtiene tomando el caso de
1
la resta en (1.16), de donde,

Z= (l_ﬁ)_ﬁ(l_ﬂ)zl_ % (1.17)
R N

Analogamente, para el parametro , que también es positivo, se tiene
y 7l
=2 (1.18)
Lo+ )8
o

p==9 (1.192)
O
se puede escribir,
T T.
p=1--2w =127, (1.19b)
le Tl - X

de donde, al substituir (1.17) y (1.18) en (1.19b), queda
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que se reduce a
n=1- 7 (1.20)

Se puede observar que los puntos relevantes son: la construccion de la funcion P(x,y), la

forma de expresar el tiempo de duracion de las ramas adiabaticas y la suposicion de que se
cumple (1.5). Las constantes que representan las conductancias térmicas al absorber y ceder
calor resultan irrelevantes, lo que indica independencia de la calidad del medio que separa
al sistema de los almacenes; o que la influencia de tales conductancias se encuentra en el
valor del tiempo requerido para los procesos de intercambio de calor.

Por otro lado, de x =7} —Tj,, y de (1.17) se encuentra

L

1-—= , (1.21)

3
-
|

de donde, al despejar 7j,, se tiene

[T+ [Ta
T, = 22 TNOE NCEW N (1.22)

De manera anéloga,

5B+
Ty, = e Ny (1.23)

T . T T,
-2 como una funcion de la razon -2, 2% = lo que

de donde se encuentra la razon , ,
T ” Ty T

Iw

indica que partiendo de la definicion de la eficiencia, dada en (1.19), el problema se puede

plantear como la busqueda de dicha funcion, ;ZW =f (%), dependiendo de la ley de
1w 1

transferencia de calor y de la manera como se plantee la actuacion de las ramas adiabaticas

en el ciclo.
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1.2. Funcion ecologica
1.2.1 Funcion ecolégica con Ley de Newton.

Utilizando las mismas consideraciones que Curzon y Ahlborn para un gas ideal como
substancia de trabajo en una maquina térmica, Angulo-Brown propuso un meritorio
procedimiento para evaluar el funcionamiento de dicha maquina, con el compromiso de
obtener la mayor potencia de salida posible y al mismo tiempo la menor produccion de
entropia posible. Ahora el objetivo es encontrar las condiciones en que aparece el extremo
maximo de la funciéon E, ecuacion (0.3), para las mismas variables x y y, definidas en la

seccion anterior, dada por

E(x,y)= P(x,y)-T,0(x,y). (1.24)
Para este fin, partiendo de la expresion para la produccion de entropia [28],
o= ES ; (1.25)
T

y puesto que el incremento de entropia, AS, estd dado por

AS:—%+&, (1.26)
L T
que se puede escribir ahora como,
T 1
AS =Bt (Th,, —TH)| — "+ —|. 1.27
Bty (Ty, 2)( T, TJ (1.27)

Con ayuda de (1.2), (1.4)y (1.5), se observa que (1.25) queda expresada por
-LnL, + 1Ty, ‘
N1, Y4 +15)

o= pt,(T,-T,) (1.28)

Factorizando ¢, y substituyendo (1.6) y (1.9a) en (1.28), se obtiene la produccion de
entropia como una funcion de las variables x y y, 0 =0(x,y). Cuando I'=1, adiabatas
instantaneas,

o (x*yT, +xy°T))
T, T [yx + BTy + (o= B)xy]

o(x,y)= (1.29)
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La potencia, ecuaciéon (1.10), para el mismo caso de adiabatas instantaneas queda ahora

expresada por

_ apy(li-Th—x-y)
BTy +alyx+xy(a - f)

de manera que es posible escribir ahora la expresion (1.24), para las mismas variables

(1.30)

utilizadas en (1.30), en la forma
_ 0BT ~T) = (T + T)x 2Ty _
TiloTyx + BTy + (o= By

Por otro lado, puesto que el denominador de Py o es el mismo salvo un factor, se puede

E(x,y) (1.31)

proponer una funcién g(x, y) tal que

P(x,y) = g(x,y)o(x,y) (1.32)
dada por la expresion
hL-T)—x-y
x,y)=——— 1T, 1.33
g(x,y) Ty 4yr, 2 (1.33)
de donde se obtiene

n o L-T,-nl’
y utilizando la definicion de eficiencia, ecuacion (1.19a),

g _ LYo _ O (1.35)

T, -0T, & _0
n O, -07T, T22 Tll

que con la substitucion de (1.26) queda como

@:%. (1.37)
n AS

Pero de (1.34), factorizando 7}, también se tiene,

T
n e =1
entonces, substituyendo (1.38) en (1.37) se encuentra

noy =ncQ) —THAS; (1.39)

que se puede escribir como
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w=w,

reyv

-T5AS, (1.40)
siendo W,,, el trabajo realizado por un ciclo reversible de Carnot, y la cantidad 7,AS

puede interpretarse como el trabajo no realizado (perdido) durante el ciclo. Asi, al dividir
por el tiempo de duracion del ciclo, 7, y por la definicion de potencia en un ciclo, se tiene
ahora
/4
T

donde 7,0 puede interpretarse como la potencia perdida. La ecuacion (1.41) es

esencialmente (1.24); esto es, la funcion ecologica resulta ser la diferencia entre la potencia
maxima que se puede obtener, la potencia producida por un ciclo reversible de Carnot, y la
potencia perdida por los fenémenos de transporte entre el sistema y los almacenes; la
funcion ecolodgica resulta ser entonces la potencia efectiva. Ahora bien, las condiciones de
extremo para la expresion (1.31) en las variables x y y permite obtener la relacion entre

ellas como

X, (1.42)

1
y{o@(mn)r

2417

J T . . . .
de donde, utilizando €= se encuentra que la eficiencia, para el ciclo endorreversible

12
Ti b
cuando @ = [, esta dada por

1

1+25+%ﬁ(€+52)E

ne(€)=1nc (1.43)

1 2

1+3e+2:2(e+e2)?

siendo 17> =1-¢ la eficiencia de la maquina reversible de Carnot. El pardmetro £ tiene
valores en el intervalo [0,1] y es facil mostrar que la semisuma 77¢ :%(770 +7cy)

cumple la relaciéon 7g =7 ; lo que se muestra en el apéndice 1, donde ademas, se muestra

que (1.43) tiene la forma mas simple

npe)=1-./L*+e). (1.44)
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1.2.2 Funcion ecoldgica con Ley de Dulong y Petit.

En la sub-seccion anterior la funcion ecologica se estudid con la ley de transferencia de
Newton. Pero se sabe que esta ley es una idealizacion de la forma real en que se produce la
transferencia de calor, que depende de los materiales y del medio entre el sistema y los
alrededores. Varios autores han estudiado el comportamiento de maquinas térmicas
considerando leyes de transferencia diferentes a la de Newton [20, 36, 37, 39, 40].
O’Sullivan [21] recurrié a un experimento muy particular, forzando el enfriamiento de un

sistema, y analizo dicho sistema con las leyes de transferencia de Newton, Dulong y Petit,

5
il—?za(T 'r—T;)*, y una combinacion de las leyes de Newton y Stefan-Boltzman,
%=A0{S_BCS_B (T; —T?). De Vos [16] construyé un modelo de mdaquina térmica,

donde la potencia de salida est4 limitada por la razon de entrada y/o salida de calor. Analizo

diversas formas de la transferencia de calor, de manera de tener una forma general de la

. T T. . . .
eficiencia, 77, = (I—T‘;fj(l—;j, que se puede reducir a cinco casos, dependiendo del
1 Iw

valor del exponente n: n =+, que corresponde a la eficiencia de Carnot; n=4, que
corresponde al caso de conversion de energia solar; n =2, que corresponde a la eficiencia
de la conversion de ruido térmico emitido por un resistor a temperatura 7j; n=1, que

corresponde a la relacion lineal entre flujos y fuerzas, que es un modelo termodinamico no
en equilibrio pero cercano a €l; n=-1, que es también un modelo lineal pero donde la

diferencia de temperaturas 7;—7j,, no tiene un papel importante. Concluyd que la

expresion de Curzon-Ahlborn-Novikov es aplicable solo en el caso de transferencia lineal
de calor (caso n =1), en donde s6lo hay pérdida de calor por expulsion del mismo.

Un modelo de transferencia de calor que permite incluir diversas formas de transmision de
calor entre el sistema y sus alrededores es la ley de transferencia de calor de Dulong y Petit.
Partiendo de esta suposicion, Angulo-Brown y colaboradores [36, 37, 40] hallaron
interesantes resultados en forma numérica. Dicha ley de transferencia, muy cercana a la

realidad, tiene la forma
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o
o=aly -T)F, (1.45)

siendo el de Dulong y Petit el caso particular para k =5/4. Considerando adiabatas
instantaneas, en Angulo-Brown y Paez-Hernandez [36] se realiza una maximizacion de la
potencia, usando las mismas variables x y y , de manera que el tiempo del ciclo queda

_ ol N [

T
5/4 5/4°
ox Py

(1.46)

donde Q; y O, son los calores intercambiados entre la maquina térmica y los almacenes.
Las correspondientes constantes de transferencia de calor son @ y f. La potencia de la

maquina queda como

Q-0
= . (1.47)
DpP ‘Ql‘/ODCSM""QQ‘/,H)/SM
De la condicion (1.5) y para las variables x y y, (1.47) queda como
5/4_5/4
ofx” "y (=T, —x—y)
Ppp(x,y) = A L2 (1.48)

5/4 5/4 1/4 14y,
al,x™" + BLiy™ " + (o™ = iy )xy
que corresponde a una superficie con un solo maximo, en el dominio donde Ppp =20. La

correspondiente maximizacion de esta funcion da como resultado las relaciones entre las

variablesx y y

%COCS/“(TZ +y)(]"1 _T‘2 _x_y):y(]—'l —X)(axs/‘l' +ﬁy5/4)

(1.49)
20" (T =0T =Ty —x =) = Ty = )™ + ™).
La produccion de entropia queda expresada, a partir de (1.25), como
/4_5/
S /[ .5 (3. S o , (1.50)
T, laT2x5/4 +ﬂT1y5/4 + (o _,@}1/4)ny
y, por tanto, la funcion ecologica queda como

R _ 5/4

o _ OBIL(T ~Ty) ~ (T, + Ty)x - 213y )ay) (151)

DP = /4 /4 1/4 Vi |’
T ono™ + priy®* + (o = o)
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La maximizaciéon de la expresion (1.51), para las mismas variables que para la
maximizacion de (1.48), produce un par de ecuaciones semejantes a las expresiones (1.49),
que relacionan a dichas variables. Sin embargo, como es facil observar, la solucion analitica

de ellas es dificil de obtener, atin en el caso particular cuando o = 3.

Por otra parte, expresando a dicha funcion como dependiente de la eficiencia, Arias-
Hernandez y Angulo-Brown [37] encontraron la expresion
O, | a-m@n-nr +a-2pn7 +a-minin -1
E(n) = T » 5 5 , (1.52)
Z=m+ Lo

o

siendo I'), =~ iR Una alternativa para resolver (1.52) es utilizar métodos numéricos, con

lo cual encontraron que la llamada propiedad de semisuma, ecuacion (0.4) no depende de la
ley de transferencia de calor, esto es, que siempre aparece como la semisuma de la
eficiencia del ciclo reversible de Carnot y la eficiencia a potencia maxima del ciclo
endorreversible de Curzon y Ahlborn; y construyeron tablas comparativas de eficiencias
calculadas con maximizacion de potencia y maximizacion de funcion ecologica,
dependiendo del valor del exponente k&, en (1.45). Un problema a resolver es, entonces,
hallar expresiones analiticas para la eficiencia maximizando la potencia o la funcion
ecoldgica, considerando adiabatas no instantaneas, de manera que se pueda comparar con

los resultados obtenidos en los trabajos arriba citados.
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Apéndice 1
1.A. Forma abreviada de la eficiencia ecoldgica.

En esta seccion se muestra primero que la eficiencia ecoldgica tiene la expresion simple

(1.44), al substituir en (1.43) la eficiencia de Carnot, 1~ =1-¢&, y realizar el producto

indicado. Hecho lo anterior, se busca construir en el numerador un término igual al

denominador, como factor cominde 1— .| % (e+ 82) . Entonces,

|
1+2€+%\/§(8+82)A

nee)=(1-¢) Y
1+3e+2/2(e+€%)2

B 1+26+%ﬁ(8+82)% —8(1+28+%\/§(8+82)%)

1
1+3g+2ﬁ(e+52)5

! ] !
l+38—8+%\/§(8+82)é —%(Hez)é —e-2¢? —%ﬁg(gwtgz)é

1
1+3€+2\/§(8+82)A

1+3e+2ﬁ(s+gz)%—[2(g+ez)+§ﬁg(g+ez)% +f(€+82)%}

I
1+3€+2\/§(8+€2)A

l+3€+2\/§(€+82)%—b(€+€2)%[2ﬁ(8+82)% +3g+1}

1+3g+2ﬁ(e+52)%
(1—4/;(8+€2))|:2x/§(8+82)% +3g+1}
= 1 =1-.[Le+e?),
1+3€+2\/§(8+82)A

que es lo que se queria demostrar. Este mismo resultado fue obtenido por F. Angulo-Brown

y Arias-Hernandez [37], usando funciones de la eficiencia.
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Es posible obtener de manera directa la expresion inmediata anterior, partiendo de los
resultados de la maximizacién de la funcioén ecologica. En efecto, de (1.19) se tiene la
expresion para la eficiencia,

Lty _L-Th-x-y

=1 1L.A.1
n T —x T —x (LA
Ahora en (1.42) tobmese A = % , entonces se tiene
1
y=Ax (1.A.2)
con lo cual (1.A.1) se convierte en
L -T,-x—A T, +4
p="17727ATAY ) ST AT (1.A.3)
Iy —x I, —x
Por otro lado, la condicion aillﬁ,(%—f)x =0 llevaa
oy (T = 1) = (T + Ty)x = 2T y| = 2T plalyx + BTy + (= By,
que para & = [ se convierte en
T[Ty (T = Ty) = (T + Ty )x] = 4T Ty + 277 % (1.A4)
o bien, substituyendo (1.A.2),
LT5(T, = Ty)x =27, (T; + T,) + 4T T, AJx* =0, (LA5)
cuyas soluciones son x =0 y
(T + T

TT + T, 42T A)
Substituyendo (1.A.6) en el segundo miembro de la expresion (1.A.3), y reduciendo

términos semejantes, se tiene

T,+d, T 2
I, +4x A4 _ 2 A 2LHATA 2NT, +2T, +40T, + AT - T T, 4 4
Ti—x A |:Tl _ -1 }A T2 + 21T, +4T2 — T2 + T, |4
2T,+2T,+4T, A

2T\Ty + 2T + 3T, A+ T 4

= 2 2 A=A
2Ty A+ 2T\ Ty A+ 2T\T, +2T% T2 A+T,Ty A
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Por tanto se tiene que (1.A.3), como se queria demostrar, se convierte en

n=1-A=1- [ (e+¢&%).

1.B. Relacion entre le eficiencia ecoldgica y la propiedad de semisuma.

Ahora se demuestra la afirmacion
=/ (1.B.1)

Si se supone cierta esta relacion, se debe encontrar una expresion equivalente,
inequivocamente cierta, que implique dicha afirmacion en el intervalo de interés 0 < e <1.

Ademas, se sabe que

ny=t-e+1-Je)y=1-1(e+Je) y 77E=W. (1.B.2)

Entonces se propone

—Le+deyzi- [Le+e?) = —Le+le)2— [Le+e?).

Al multiplicar por —1 la desigualdad se invierte, de modo que elevando al cuadrado,
Jered)2tere)= Lered)2 e+ o)
o bien, desarrollando el lado derecho,
e+e’ 2le+2ele+e’) = Lere’)zele,
de modo que al elevar nuevamente al cuadrado se tiene
%<92(1+<9)2 > = 1+2e+e? 2 4¢,

de donde, se encuentra finalmente que

1-2e+e220=>(1-€)? 20, (1.B.3)
lo que implica las soluciones

l-£20 6 1-£<0. (1.B.4)

El parametro & cumple 0< ¢ <1, por tanto la primera desigualdad en (1.B.4) muestra la

certeza de la afirmacion (1.B.1).
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Capitulo 2. Adiabatas no instantaneas con Ley de Newton.

En el contexto de la Termodinamica Clasica de Equilibrio el postulado de Kelvin establece:
“Es imposible transformar en trabajo el calor que se toma de una unica fuente a
temperatura uniforme mediante una transformacion que no produzca algun otro cambio
en los sistemas que intervienen en ella”.
Para lograr dicha transformacion se necesitan al menos dos fuentes de calor, a temperaturas
distintas. So6lo asi es posible transformar el calor en trabajo, desechando hacia la fuente
menos caliente el calor no utilizado durante la transformacion. El modelo més simple de un
mecanismo que realiza esta transformacion es el ciclo de Carnot, que corresponde al caso
en que las temperaturas de las fuentes y del sistema (figura 0.1 en la Introduccion) cumplen
Ti=Ty, y T,=T,, @.1)
y que, a partir de la definicion de eficiencia de una maquina térmica, permiten escribir la

eficiencia para dicho ciclo (maquina de Carnot) como

T

2w 4 2

Nc=El——7"— 0 Nc=El—17-, (2.2)
Tiy T

que constituye un limite fisico para cualquier maquina térmica, y por tanto cumple

-0 _Dw
Ql le

Es importante hacer notar que tanto la expresion de la eficiencia dada por Carnot,

(2.3)

Nc =1-¢€, como las halladas por Curzon y Ahlborn, 7.,y =1- Je, y por Angulo-Brown

Ng =l—4/%i€2 +€), con la ley de transferencia de calor de Newton, aparecen como

funcion de la razén & dada en (1.43), de las temperaturas de los almacenes, 7} > T,,
caliente y frio,respectivamente, en la forma

n=1-z(=), (2.4)
Entonces, el problema de encontrar la eficiencia con cualquiera de los dos procedimientos
siguientes: maximizacion de la potencia de salida de la maquina 6 maximizacion de la
funcion ecoldgica de la misma maquina (en donde se tiene la ventaja de obtener la mayor

potencia de salida posible, cuando se produce la menor entropia posible del sistema), se
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convierte en el problema de encontrar una funciéon z(€), tan complicada o simple como lo
permitan la ley de transferencia de calor usada y el procedimiento escogido, de manera que
al substituirse en la expresion (2.4) se obtenga la eficiencia en la forma

n=1n(e). (2.5)
En el presente capitulo se supondra la ley de transferencia de calor de Newton, con un
mismo coeficiente de conductancia térmica & en ambas ramas isotérmicas de la figura 0.1,

de modo que el calor intercambiado por la maquina y los alrededores se expresa por

dg— it =T.); I=
=D Tal =T, i=12. (2.6)

Se realizara la maximizacion de la funcion ecoldgica, antes citada, empleando el
procedimiento de Gutkowics-Krusin, Procaccia y Ross, con la ecuacion de estado del gas
ideal, y se comparardn los resultados obtenidos, graficamente y numéricamente, con los

resultados de algunos de los autores citados anteriormente.

2.1 El modelo de Gutkowics-Krusin, Procaccia y Ross.

Para hacer auto-consistente el presente capitulo se realiza, en esta seccion, una revision de
algunos resultados de la referencia [26], que seran necesarios para el proposito arriba
planteado.
Gutkowics-Krusin, Procaccia y Ross (1978) [26] consideraron un gas ideal como
substancia de trabajo, contenido dentro de un cilindro y encerrado por un piston movil de
masa no despreciable. La inercia del piston en movimiento no influye en el caracter
endorreversible del ciclo de Curzon y Ahlborn, al considerar la expansion del gas, pues el
volumen ocupado por el gas en la expansion y la compresion se puede escribir como
V=14, (2.7)
donde V es el volumen, A4 es el area transversal (constante) del cilindro y / es la distancia
recorrida por el piston en la expansion o la compresion del gas, la aceleracion del piston

durante dichos procesos es

d*l 1 d* ) g
i A ar -
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de manera que la presion, definida como

presion = foerza , 2.9)
drea
y la segunda ley de Newton, fuerza =( masa)(aceleracion), permiten escribir,
1 2
1 dt :m = presion . (2.10)
A\l dr? drea

Para el sistema gas + piston, la diferencia de presiones interna y externa queda expresada

por

md*v
P~ Pext =

—. 2.11
e 2.11)

Por otro lado, la ley de conservacion de la energia para el sistema puede escribirse como

dUu d dv md*V dv
7:7Q_pext7_7 2 7,0 (212)
dt  dt dt A g2 dt

en donde el ultimo término representa la potencia desarrollada durante el movimiento del
piston para alcanzar el volumen V. Substituyendo (2.11) en (2.12) se tiene

dU dO dv v, dU dQ dV
av _a¢  av. . av. e 2.13
T (P—DPext) 7 0 o P (2.13)

lo cual significa que el sistema se encuentra en equilibrio mecanico con sus alrededores.
Ahora bien, para construir la forma de los tiempos de duracion de cada proceso se utiliza la
ley de transferencia de calor de Newton, ecuacion (2.6). Para los procesos isotérmicos,

usando gas ideal, se tiene que U = U(T)=constante, lo que indica que (2.13) se reduce a la

expresion
dQ dv
—=p—. 2.14
i U @19
Puesto que p = "I;T ,paran =1, en el caso de gas ideal, (2.14) queda como
dﬁzﬂdl:RTi(an); (2.15)
d V dt dt
asi, el calor absorbido Q; se obtiene, al integrar (2.15), como
O = RT;,, In 2 ; (2.16)
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ademas, de (2.6) se encuentra que
Oy =a(ly =Tyt - (2.17)
Igualando (2.16) y (2.17), se tiene

RT,, v v
tHH=——%—In2= fiIn2, 2.18
a1,y " H T e
donde se ha definido el pardmetro f; = a(?ﬂ; ;-
1™ 1w

Por otro lado, de la primera ley de la termodinamica, para un proceso adiabatico, se tiene
dU+W =0,

donde U es la energia interna del gas y W es el trabajo realizado durante una expansion o

una compresion. Recuérdese que U depende solo de los estados inicial y final del proceso y

que W depende de la trayectoria del proceso; de ahi el uso de dU para los cambios

infinitesimales de energia y oW para el trabajo realizado durante el proceso infinitesimal

de cambio de estado. Asi, como AU =CyAT 'y W, = pAV ,tomando AT =T, -T,, y

por la ecuacion de estado para n =1 moles, se puede escribir

1ar_ =T,

, (2.19)
v dt RT,,,
de donde se encuentra que el tiempo de duracion de la primera adiabata es como
RT,
t) LT PN (2.20)

S ol -T,) 2

De manera analoga, pero con el parametro f, = a(ﬁ Tsz B los tiempos de duracion para la
2w
segunda isoterma y segunda adiabata son
V. V.
=gy =g, (2.21)

en donde se ha tomado en cuenta que por ser procesos de compresion la transferencia de
calor es negativa para el sistema. El tiempo total de duracion del ciclo, utilizando las

propiedades de los logaritmos, es entonces
v
tTOT:tl+t2 +t3 +t4:(ﬁ +f2)1n7?, (222)

que al substituir el valor de los pardmetros f; y f, queda como
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T; T
tTOT :R|: L + 2w :|11'1V3 (223)

Se ha tomado en cuenta que para los procesos adiabaticos se cumple 7V 71 = constante,

con y= % , de donde se encuentra que % = % y
14 1 4
1
v, =V (T2—)W (2.24)
2 B 3 Til‘V ’ ’

Para escribir la potencia desarrollada por la maquina se necesita escribir la forma que tiene

el trabajo. De (2.14), para p = "RT con n = 1, se tiene que el calor cedido, O,, queda como
V-
Q2 = _RTZW 11'172 ) (225)
y entonces
V. V-
Wror =01 +0, = R(le In > =T, 111,73)- (2.26)
y por (2.24)
V- Ty,

Substituyendo (2.23) y (2.27) en la definicion de potencia se tiene

a(Ty, ~ T, )in " 7 toh 1nT2w)

= - 2.28
( le TZW ) ﬁ ( ’ )
Tl_le TZW_TZ Vl

La factorizacion de 7j,, en el numerador y denominador, y de 7; en el denominador,

permite obtener la expresion

-1
Ty
T V; T, Ty V;
P=ari- TTWXInVT+71_11anW)-[( . +T23_T2}1n,,?] . (2.29)

n N n

T,
u="w y g="2w (2.30)

de manera que, para valores dados de «, T}, T5, Vi, V3 y ¥, se tiene P=P(u,z).

Dividiendo por ln% y como € = 72 P se puede escribir ahora como (Apéndice 2)
1
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:aTl(l—z)[l+/11nz]

P . . (2.31)
Tmu T ure
donde se ha definido
3
(y=Dinp

Pero, como se puede observar de la figura 2.1a, en donde se ha graficado ﬁ para las
1

variables u y z, tomando como parametros constantes € =0.5 y 4 =0, aparentemente no
existen extremos en el rectangulo [0,1]X[0,1] para P, pero tiene al menos un ceroen z = €.
Sin embargo, independientemente de que en alguna sub-region de [0,1]X[0,1] pudieran
existir extremos de P, para algun u dado, al ser cortada la superficie por un plano
u = constante , se genera una curva con al menos un extremo maximo dentro del intervalo

[0, 1], para la variable z. Esto equivale a proyectar la superficie sobre un plano ( z, P).

Figura 2.1a. Gréfica de P/aT) en la region [0, 1]X[0, 1] para las variables u y z, ¢ =0.5,1=0

También, se puede observar en la misma Figura 2.1a, que existe alguna sub-region del
rectangulo [0,1]X[0,1] en donde P no es cero y con valores de z mayores a £. En efecto,
utilizando los mismos valores de los parametros ¢ y A, las graficas de la figura 2.1b

muestran como se va haciendo importante una sub-region cercana al punto (1,1), y que es
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mas evidente en la Figura 2.1c. Para observar mejor este comportamiento de ﬁ se hace
1

necesario buscar una relacion entre las variables # y 2z, de manera que se pueda hallar

u=u(z), y entonces tener P=P(u(z), z).

”‘m\ u}u
I
1y
) i
1 i
iy }wﬂ ““ “} u\“} H“}
J iy
ihg 0y
o L
i v
oy y
s,
i
a0
iy
Z
\
J

t
I

Figura 2.1b. Acercamientos en la grafica de P/aT), donde se hace evidente la importancia de la existencia de
la sub-regién de [0, 1]X[0, 1] donde existe P.

_ 0,025 7 0.025 ¢

Figura 2.1c. Vistas anterior y posterior de la superficie generada por la expresion algebraica de P.

oP _
du

opP

Para las condiciones 0y £ =0, sebuscan ahora los valores de u y z que permitiran

encontrar condiciones de existencia de extremos. De la primera condicion es facil obtener

—mm—mumm{l 22}

(I-u)®  (zu-e)?

Pﬁiﬁz
l-u  zu—-¢€

=0, (2.33)
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de donde, puesto que se esta buscando una relacion entre u y z, el factor nulo

1 z?
-0 u-ey 239

permite obtener la relacion (zu — 8)2 =z? (1- u)2 , 0 bién zu—&€=2z(1-u), de donde se

puede escribir u =u(z) como,

z+ €&
u=

> (2.35)

Substituyendo (2.35) en (2.31) se encuentra ahora que

(z=&)(1-z)(1+ Alnz)

P=oal
4z

de manera que, como debe suceder P >0, z debe estar en el intervalo [&£,1], esto es,

T, T . o
72 < TZW <1; por tanto ET” <u <1. Es importante hacer notar que de la substitucion de
1 1w

(2.35) en (2.31) se obtiene [&,1] como unico intervalo fisicamente posible para los valores

de z, esto es € <z <1, lo que implica que la region importante del plano (u, z) es la que se

encuentra dentro del rectangulo [ET“ J1]x[&,1], como se muestra en la Figura (2.1d).

0025+ p
0.02 + u

0.015 + <

0.01 +

0.005 |

z 0.9 1

Figura 2.1d. Grafica de la superficie generada por P/aT) en el intervalo de existencia fisica [0.75,1]X[0.5,1],
cuando ¢ =0.5.

De la segunda condicion de extremo se obtiene la expresion
)+ E(l-z)(1+Alnz)
(zu—¢€)?

-2 1=z L +_=

Zu—E&

0, (2.36)
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la cual, con ayuda de (2.35) y después de reducirse algebraicamente, se convierte en
(z2-e)1+Alnz)=A(z-&)(1-2z). (2.37)

Bajo estas condiciones es que se puede encontrar P,

= Pax (u(2),2) . De (2.37),
Gutkowics-Krusin, Procaccia y Ross [26] encontraron que tomar el caso limite 4 =0, que

equivale a una razén de compresion, 73 , Infinita, se traduce en el caso de ramas adiabaticas
1

instantaneas, con zy =z(A=0 )Z\/E . Esto es, se reproduce el resultado de Curzon y

Ahlborn [11] para la eficiencia, como un caso limite. Ademas, a partir de la expresion

(2.37), suponiendo ahora z = z(4,€), como una suma de potencias de A1,
z=ay+a A+ ay A vazh + . (2.38)
y al derivar respecto a A y tomar el limite cuando 4 — 0 en cada derivada, se encuentran

los coeficientes a,,a,, a,, etc., de modo que se tiene la suma convergente (ver Apéndice 2)

2
z=ﬁ+;(1—&)2z+;(1—&)2{(1_2j§)—1ng}12+0(/13); (2.39)
£

esto €s,

Nmax =1=2(A=0,8) =Tcyy » (2.40)
de donde se puede concluir que la eficiencia hallada por Curzon y Ahlborn [11]
corresponde, en efecto, al caso de maximizacion de la potencia con adiabatas instantaneas.
De manera andloga, en la siguiente secciéon se construira la correspondiente funcion
ecologica que, como se vera, tiene una forma semejante al caso de la potencia (Figs. 2.1), y

se maximizara para obtener resultados semejantes a los arriba expuestos.

2.2 Funcion ecoldgica con adiabatas no instantaneas.

En la seccion 2 del capitulo 1 se hizo un breve resumen de los resultados de los trabajos de
Angulo-Brown y col. [36, 37, 40]. Es importante sefialar que su trabajo y los resultados
obtenidos por ellos se basaron en la suposicion de que las adiabatas en el ciclo de Curzon y
Ahlborn ocurren instantdneamente. Sin embargo en la realidad esto no es asi, y aunque

estos procesos ocurriesen en tiempos muy cortos comparados con el tiempo en que ocurren
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las ramas isotérmicas, es necesario tomarlos en cuenta. Un acercamiento al proceso real,
para dicho ciclo, se realiza con la misma suposicion que hicieron Gutkowics-Krusin y col.
[26]. Esto es, tomando como tiempo total del ciclo el tiempo hallado en (2.23), solo falta
construir la produccion de entropia para tener la forma de la funcidén ecologica, definida en
(1.24), para las variables u y z, y aplicar las condiciones de extremo para hallar las
condiciones en que se tendra un maximo de dicha funcion. Partiendo de la ecuacion (1.25);
puesto que se conoce la forma de las cantidades de los calores absorbido y cedido por el

sistema, substituyendo (2.16) y (2.25) en (1.26) se tiene el incremento en la entropia,

~RT}, In2 Ry, In}*
AS = Ly > (2.41)
T T

y, al substituir en (1.25) el tiempo total de duracion del ciclo, hallado en (2.23), se tiene

RE W2 2 -
o= RTiw In 7z + RTZW InJ > 73 1 ( le + T2W ) ! (2 42)
7 Lo R\, T h,n) '

que con (2.24), y una reduccion de términos, de manera semejante a P, se convierte en

-1
T T T 14 T
O':a(ln —In 2”X w4 2w )l -+ [—'” + 2w ] . 243

1 7/1 Tw Tl T2 V3 Tl le TZ_TZW ( )

Ahora, substituyendo (2.30), y reduciendo algunos factores, (2.43) queda

T (1n—3+ In ZkZ £)

= , (2.44)
(1
L, mp [g -
de manera que (1.24) se puede escribir como
E=af (l—f)(l—/z’tlnz)_T2 1 (1+/}lnz)(zz 8) (2.452)

lu ' zu-e lu ' zu-e
o bien,

o (1+€ 122)(1;|—/11nz) (2.45b)

T-u ' zu-€

Las Figuras 2.2 muestran el comportamiento de E(u,z), en forma semejante a P(u,z). Pero

es importante observar que también existe una sub-region del rectangulo [0,1]x[0,1]
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fisicamente posible para los valores de u y z. Para hallar dicha sub-regién se buscara

primero u = u(z), de manera de obtener E=FE(u(z),z).

25 _E

20 |

15 | U

NETR—

10

51 o
0.2 0.4 0.6 e e A

Figura 2.2a. Gréfica de E/aT en el plano de coordenadas (u, z) en la region [0, 1]1X[0, 1], parae=0.5y A =0.

0.2 04 z 06 ‘o.s 1
0
02 1
04 |
U 6]
08 |

Figura 2.2b. Vista superior de la grafica de £/aT; en el plano de coordenadas (u, z) en la region [0, 11X[O0, 1].

La maximizacion de E=E(u, z), esto es la resolucion de las ecuaciones dadas por — =0y

JE

Y =(, permite obtener nuevamente

_z+E€
2z

u

) (2.46)
y la relacion

20+ AInz)z-A(0+e-22)|[z-e)zu—€) = (1+e-22)A+ Alnz)(1-uw)e, (2.47)
De manera que al substituir (2.46) en (2.45b) se tiene

(z—e)1+&-22)(1+A1nz)

E =0T
4z
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de donde, puesto que £ >0 y para A =0, se encuentra que se debe cumplir £ <z < HTE y

12u> é + % , obteniéndose la grafica de la figura (2.2c¢).

0.02

0.01

Figura 2.2¢. Grafica del comportamiento de E/aT) en la sub-region [0.83, 1]X[0.5, 0.75] de existencia fisica
de E, del plano de coordenadas (u, z), parae=0.5y A= 0.

Asi, es posible tener una grafica que muestre el comportamiento de P, o y E en el plano
obtenido para u constante, cuando A =0, & =constante y z variable, véase la Figura 2.3
para £ =0.5, donde se observa que la maxima potencia de salida se obtiene cuando se
produce una gran cantidad de entropia. También se observa que la produccion de entropia
nula se encuentra con la potencia de salida nula; ademas la funciéon E es maxima cuando al
mismo tiempo se tiene una baja produccion de entropia y una alta potencia producida y se

hace evidente la existencia de un intervalo para el parametro u, donde existe fisicamente E.

0.02
P
0.015 | ¢ aTl
<+—— o
001 1 ol
E
0.005 XL
4 a]'l
Z
005 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.3. Comparacién del comportamiento de P, E' y g, en el intervalo de existencia fisica de P, para los
valores £=0.5y A =0,estoes 0.5<z<1,
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La substitucion de u, dada en (2.46), en la expresion (2.47) da la ecuacion que z obedece en
el maximo de la funcién ecoldgica, en el plano (&, z) para un 4 dado, de manera que se

tiene
20+ Alnz)z-A(1+e-22)[z-€) =1+e-22)1+Alnz)e (2.48)
Obsérvese que z es funcion implicita de 4 y de €, z = z(A4,€); asi, suponiendo una suma
de potencias en el parametro A, con coeficientes en funcion de €, b, =b,(¢), i=0,1,2...,
se tiene,
z=by +bA+b A" +b A + ... (2.49)
Derivando implicitamente, sucesivamente, z respecto a A4 en (2.48) y (2.49), se obtiene el

sistema de ecuaciones que permite hallar la forma de los coeficientes b, = b, (€), esto es,

9z _ by +2byA+3b A +....+nb, A" +

&—% +6b A+ ...+ n(n—1)b, "% +

ap A+ n R (2.50)
9z g 1)(n—-2)A"

Pyt 3t tn(m—=1)(n-2) +

efc.

De (2.50), al tomar el limite 4 — 0, se encuentran los coeficientes b, en (2.49), en la

misma forma que los coeficientes a; de la ecuacion (2.28), véase el apéndice 2. La funcién z

ahora se puede escribir como la expansion en potencias de A :

2
Z<f=ﬂ>=m{l+[i(l+3e> I —1}4
+(16(1+38) Flnm](lwg sIereh P ro)|  @sn)

E+E

Los coeficientes b, en (2.51) cumplen b, >0. Entonces es posible escribir la eficiencia

como la expansion en términos de 4,
Nenvg =1-2(€,4) (2.52)

En el caso cuando A =0, se encuentra
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2(e,A=0)=[L(e+e?) (2.53)

y en este caso particular se tiene el valor para la eficiencia

Mgy =1-2(6,A=0)=1-./L(e+¢£%) ; (2.54)

que es la maxima posible cuando se maximiza la funcion ecoldgica. Todos los términos en
(2.51) son positivos, y (2.54) es la misma (1.44), lo que muestra que la eficiencia ecoldgica
corresponde al caso 4 =0 o, lo que es lo mismo, a una relacion de compresion infinita o

por lo menos al caso V,

max

>>V, ... La tabla 2.1 muestra una comparacién entre
Nes Neav> Ms Y Mgy para la maquina de calor propuesta, tomadas de Angulo-Brown
(1991) [32]. Se observa que 7.y <Mgy <Ng, y es facil probar que 7¢>ngy vy
Nen>MNeyy - Para valores de € en el intervalo [0, 1] se cumple 77gy>17cyy, COMO se

aprecia de las columnas 6 y 7 de la tabla 2.1.

Tabla 2.1. Comparacion de las diferentes eficiencias para varias plantas térmicas reportadas y los
valores hallados para la eficiencia ecoldgica en el limite 1 =0.

Power plant ., K | 1, (K Ule Ncan Ns Men
Planta convencional de vapor por carbon 298 838 0.64439 10.403367 ]0.52403 ]0.50905
quemado, West Thurrock , 1962.

Planta geotérmica de vapor, Lardarello, 353 523 0.32505 10.17845 ]0.25175 ]0.24818
Italia, 1964

Planta central de potencia a vapor, R. U.| 298 698 0.57307 | 0.3466 0.45984 | 0.44808
1936-1940

Planta de potencia de vapor, E. U. A. 1956 298 923 0.67714 | 0.43179 10.55447 |0.53789
Planta de ciclo combinado  (vapor y| 298 783 0.61941 10.38308 ]0.50125 |0.48744
mercurio), E. U. A. 1949.

Planta nuclear de potencia Doel 4 (Bélgica),| 283 566 0.50000 10.29289 10.39645 ]0.38763
1985.

La figura 2.4 muestra graficamente que la diferencia entre 775y y 7 es suficientemente
pequeilo como para que sea valida la consideracion (0.4).
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Figura 2.4. Comparacion entre la eficiencia ecologica 7]z, 'y la semisumade 774y ¥ 77¢ 5

definida por 775 .

2.3 La aproximacion lineal.

Como se aprecia en las expresiones (2.39) y (2.51), se puede tomar una aproximacion lineal
para la eficiencia 77 en términos de la razéon de los volimenes maximo y minimo
subtendidos durante el ciclo (llamada razon de compresion), y de la razéon de temperaturas

de los almacenes frio y caliente, 7, y 7; respectivamente, de manera de obtener una

relacion de la forma F(7,V, 0 /Viin-T2/T)) =0, que tendra la misma estructura

in »
independientemente de que se obtenga por la maximizacion de la funcion potencia de salida
o funcidn ecolodgica, lo que permite analizar el comportamiento de la razén de compresion
respecto de la razon de temperaturas de los almacenes frio y caliente.

Se puede verificar que para 7. - y A — 0 se tiene la eficiencia de Curzon-Ahlborn-
Novikov, dada ahora como 7.4y =7p(A=0)=7p,. A partir de (2.39), se tiene la
aproximacion lineal,

Np(A)=1--Je-L(1-e) 4, (2.55)
donde el coeficiente del término lineal para 4 es 5, =1(1-/¢)’.

La correspondiente aproximacion lineal de la eficiencia ecoldgica queda como

nﬂ(ﬂ):l—ﬁ —{;(1+3g)—4/622“9}, (2.56)
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y ¢l coeficiente del término lineal en 4 es b, =1(1+3¢) -+ /82% .

Como puede observarse, la aproximacion lineal de la eficiencia, independientemente de que

se haya maximizado la potencia o la funcion ecologica, tiene la forma,
N (€,4) =110 =b;(E)A=10 _bI(g)m, (2.57)
puesto que A=[(y—1)Inr-]|™", donde el subindice / se substituye por P 6 E, seglin sea el

caso: maximizacion de la funcion potencia 6 maximizacion de la funcion ecoldgica. Esto

es, sl se maximiza la potencia se tiene 7,,, 1, y bp; y si se maximiza la funcion
ecologica se tiene 77,,, 17, y b,. Asi, para un valor dado de la eficiencia se tiene
r. =r.(€).La forma general de r(€), a partir de (2.57), se obtiene como

_ by , (2.58)
e exp{(y—l)(nm —rm)}

Tomando la eficiencia 7,, como la calculada en Curzon y Ahlborn (1975) [11] y Angulo-
Brown (1991) [32], respectivamente, se tendra,
0<n, <n,0. (2.59)
Dado un valor de la eficiencia 77,, es posible encontrar también un intervalo 0 < £ <1, para
el cual r. cumple
re >1; (2.60)
lo que permite hallar, a partir de (2.58),

by, (2.61)
(r=D0-11)

que lleva a la desigualdad
M <Moo (2.62)

como una condicién necesaria, pues 77,, debe ser una cota superior para 77, . Para gases
monoatémicos, ¥ =1.67, con 77,, como parametro variable, se obtiene la variacion de 7.,
observandose que 7. — oo cuando 77, —1,,, como debe de ser. Para cada par de

temperaturas dadas en Curzon y Ahlborn (1975) [11] y Angulo-Brown (1991) [32], se tiene

la variacion de r. a partir de (2.58). Por ejemplo en el caso de la planta West Turrock
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(1962) las temperaturas de los almacenes, en grados Kelvin, son 7} =838 y 7, =298, con
Npo =MN¢y =0.403367 . La figura 2.5 muestra el comportamiento de r. respecto de 77, .
Usando la funcién ecologica, para la misma planta, 77, =0.50905, la figura 2.6 muestra el

comportamiento de 7. respecto de 77, .

50
4 rC
40

30

20

. Npo = 0.403367

""""""""" ] J NpL

0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 2.5. Comportamiento de 7~ respecto a la variacion de 7] p; en el intervalo [0,0.403367).
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Ngo = 0.50905

Ner

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 2.6. Comportamiento de 7~ respecto a la variacién de 7]g; en el intervalo [0,0.50905).

Obsérvese que existe un valor minimo de la razéon de compresion, mayor de 1. La figura 2.7
muestra lo acertado de esta afirmacion, con el segmento escogido (encerrado por las lineas

discontinuas) de la figura 2.5. Por otro lado, dado 7. para los valores de los pardmetros
utilizados en las figuras 2.5, 2.6 y 2.7, es posible hallar el comportamiento de 7, en
funcion del parametro € =T, /T, , donde se observa lo correcto de la afirmacion (2.62), de
manera que 77, —1],, solo cuando £ —1, como se observa en la figura 2.8, para la

funcion ecologica, en donde se ha tomado el valor 7, =10, cercano a los valores de la
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razén de compresion reportados en textos de termodindmica (ver por ejemplo K. Wark,
1983 [41] y M.D. Burghardt, 1982 [42]). Ademas, naturalmente, los valores obtenidos con
la aproximacion lineal se acercan mas de lo que se acercan los correspondientes valores

NMes Y N, a los valores experimentales reportados en las referencias mencionadas. Los

valores fisicamente posibles de 7~ llevan a valores de 4 que cumplen con la relacion

0<A<l.

Npr

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 2.7 Verificacion grafica de la existencia de un valor . >0 para 7p; =0,con 7} =838 y T, =298.
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Figura 2.8 Comparacion entre la eficiencia ecoldgica a orden cero y a orden lineal.

En los compresores reales, llamados compresores alternativos con espacio muerto, el

porcentaje de volumen de desplazamiento total de un pistobn en un cilindro se llama

. . volumen de espacio muerto .
coeficiente de espacio muerto, dado por ¢ = P ———  ver referencia [42],
volumen de desplazamiento

pagina 339. En el caso de un ciclo tipo Carnot, ciclo de Curzon y Ahlborn
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volumen minimo

=——————— ¢es el reciproco de 7-. Se encuentra experimentalmente que
volumen maximo

3% <c<10%, asi que %Zrc 2%, o lo que es lo mismo 33 >7r- 210. La razén de
compresion resulta ser un parametro util para modelar el funcionamiento de una maquina
térmica, pero es dificil introducir un parametro tal en plantas que generan electricidad.

Seria interesante hallar un modelo donde 7. pudiese ser incorporada.

Si se supone que dichas plantas funcionan como un ciclo de Curzon y Ahlborn, se
encuentra que la aproximacion lineal de la eficiencia hallada, expresion (2.57), permite
hallar intervalos de los valores de la eficiencia ecologica mas cercanos a los valores
medidos experimentalmente, que comparados con los valores reportados en la referencia
[34], para plantas nucleo-eléctricas. Para y =1.67 (gas ideal), se muestran en la Tabla
comparativa 2.2, a partir de la Tabla 1 de dicha referencia, lo que hace evidente la
necesidad de un a aproximacion mayor, a orden 2, pero que muestra la cercania del extremo

inferior del intervalo de valores de la eficiencia a orden lineal con los valores observados.

Tabla 2.2. Comparacion de los valores de las eficiencias observada, 77, Tcyy s Uopt (referencia

[34]), M ,ps ¥ la aproximacion lineal hallada en la presente seccion

Planta ., (K) |1, (K) |nc Nean | Mope Nobs TENL> 10<7rc <33

Planta  nuclear de
potencia Doel 4| 283 566 | 0.50000 | 0.29289 [ 0.40500 |0.35000 |0.37944 a 0.38224
(Bélgica), 1985.

Planta nuclear, reactor
sobrecargado Almaraz| 290 600 |0.51667 |0.30478 [ 0.42000 |0.34500 |0.39234 a0.39539
Il Espafia

Planta nuclear, reactor
sobrecargado Sizewell | 288 581 |0.50430 [ 0.29594 [ 0.41000 [0.36300 |0.38277 a0.38563
B, R. U.

Planta nuclear| 289 562 10.4857710.28290 | 0.39300 |[0.34000 |0.36844 a 0.37103
Cofrentes, Espafia

Planta nuclear

Heysham, reactor | 288 727 10.60385 |0.37060 | 0.501 0.40000 |0.46036 a 0.46506
avanzado enfriado con

gas, R. U.
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Apéndice 2
2.A. Potencia en funcion de las variables u 'y 7 .

Se obtendra (2.31) a partir de (2.28), al realizar las operaciones necesarias hasta substituir

las variables T}, y T5,, por las variables u y z, definidas en (2.30). En efecto,

o, <D ] om,a-Fonf+ ]

Tiw TZ» Tw
+ o llp %
TS R O A T e+ [In 22

Tl_Tiw T2
T, V: T, T Im
I B I (T
1w 1 (}/_])]117] 1w w (}/_])]1171 1w

Dw V. - TZJ
1 Tiw 3 1 Tiw
T17nw + T2w7T2 ln Vl Tiiz-iw + T2v07T2

Pero,
T2w T2w T2w
L 1" L 1 L Ty,
T, —T; T -T ( le) (TZW _ TZ) T le TZW le _& ’
1~ 4w 2w 12 T T; 1- .
A ! T L L T, T

entonces, con ayuda de (2.30) y (2.32) se puede escribir (2.31)
ol,(1-z)(1+ Aln z)

1 z

1—u uz—&

P

como se queria demostrar.

2.B. La funcion potencia tiene un extremo maximo.

Considérese una maquina con temperatura 77,, acoplada a un almacén calorifico a
temperatura 7;. La maquina cede calor a un almacén a temperatura 7, de manera que
w T
n=—<1--2, (2.B.1)
Ql le

para 7, > T,,, > T, . Por otro lado, para un tiempo cualquiera ¢, , se puede escribir

WAINS P (2.B.2)
A
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de modo que, para fror>t,

VV tTOT _
Q% o) / Q1 /

Supdéngase ahora una funcién que represente la tasa de transferencia de

Q=f(T,T,,)=const. Sea Q1 , entonces de (2.B.3) se tiene

pero, de la ley de transferencia de calor de Newton, O, = (T, —T,,,), se tiene,

Pero el lado derecho de esta expresion se puede escribir como

50
1— T, _TI_Z_TZ_I T?_ﬁll_nc 0!T1
0 0 0 0
I—~ I - 1= 1=

de modo que

Para la igualdad, maximizando P respecto a Q, se tiene

(ﬂc _if[‘QfJ[l J [Uc 01— OleJOflTl
dP _ _

. L2
T
= (ﬂc —;Q.:j(l 0 j [770 0- ]JO}TI =0,
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calor como

(2.B.4)

(2.B.5)

(2.B.6)



de donde, al realizar los productos indicados, se tiene la ecuacidon cuadratica para la

variable O,

OF 201, 0502 ol Ot aiT =0 2.B.7)
CKZTZ m—vl 77C_ 1 1 1 177C_ 2 R
1

cuya solucion es

él = a1+ 1-nc). (2.B.8)

Para la expresion anterior, en el caso de la resta, se encuentra que P tiene un extremo

maximo, en efecto, al calcular la segunda derivada se tiene

20 0 o 20 T
d*P (“2“12 _Ofr‘j(l_ﬂl‘j_(“z%z _aT‘lH_é}(_ale)
L] = . 3 .
dOf {1_91J
o,

Pero, el segundo producto del numerador en (2.B.9) es la misma (2.B.7) y

—lel—“ﬂ(l—ﬁjzl—uﬁw,
a]"l a]‘l 1 1

2 2
2Q12_ 2 _ ?le(l—ﬁj—zzz(l_ ;2_1j<0,
a’ly o, T, ‘ool ol 1

de donde se obtiene dz—f <0, lo que implica que P tiene un maximo en el valor de O, dado
a0

(2.B.9)

en (2.B.7).

2.C. Cilculo de los coeficientes de la serie para z=z(A4) en potencias de A.

El procedimiento que se desarrolla para obtener los coeficientes a,a,,a,....etc, de la
expresion (2.38) es el mismo que se sigue para hallar los coeficientes b, b,,b,,....etc. de la

expresion (2.49).
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Calculense las derivadas sucesivas implicitas de (2.37), despejando la derivada
correspondiente en cada término.
Puesto que

(' &)1+ Alnz)=Az—-€)1-2) y z=ay+ad+a, +a; X +..., (2.C.1)
para obtener o basta evaluar en 4 =0 las dos expresiones (2.C.1), de manera que se tiene,
de la primera expresion,

ZZ—E=OZ>Z=i\/E:>Z=\/E, para 0<e<1,
y, de la segunda expresion,
z=ay - ag=+E.

Para el segundo coeficiente calctilese la primera derivada respecto de A, para € constante,
en las mismas expresiones (2.C.1), obteniendo de la primera,

dz _ (z—€)(1-2z)—(z* —€)Inz
dA 2z(1+ Alnz)+2(z2 &)= A(1-2)-(z—¢&)]’

que al ser evaluadaen A =0, con z(4=0)= Je , se tiene

(le-e)l-le) _Je(-Je)i-e) _1 .
2\@ - 2\/; _2(1 \/E) s

dz
d/l( )

y puesto que de la segunda expresion (2.C.1) se tiene Z(l =0)=gq,,
se encuentra que
1
a = (—e)”.

Los coeficientes subsiguientes se obtienen de la misma manera, encontrdndose que todos
cumplencon 0<gq, <1,i=0,1,2,...,para 0<¢e<I.

2.D. Existe Q, tal que E=P-T,0 tiene un extremo maximo en 0 < % <1.

De manera semejante a como se construyd P en el Apéndice 2.B, es posible construir la

L]
funcion ecoldgica, E, para la variable Q, , de tal manera que se encuentre un valor de dicha

: . ‘o T
variable para el cual E tendra un maximo para 0 <> <1. En el caso de P se encuentra @,
1
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como funcién de 7.,y , pero en el caso de la funcidén ecoldgica seria necesario analizar el

ciclo completo, de manera de obtener ahora una funcion de 775. La prueba de que dicha

funcion tiene un extremo maximo en el valor de Q, encontrado no pierde generalidad.
Partase de construir, con el mismo modelo usado en el Apéndice 2.B, la forma que tendra £
a partir de su definicion, dada en (0.2).

Ahora o =45, de manera que la funcion ecoldgica se puede escribir como
1

E=P-T,—, (2.D.1)
o bien, substituyendo (2.B.6)

. '2 . b
1@V T 5 (et IO 1+ 07
. T 1 . .
I_QlaTl 1 l_Ql/aTl

L]
La derivada primera respecto a (J, permite obtener la ecuacion cuadratica, para ésta

(iAo o

E (2.D.2)

variable,

cuya solucion es

. i B/
0, =d kol I~ =af;| 1+ f (2.D.3)

+74 1+24 |
La segunda derivada de E respecto de Q; permite obtener, al substituir (2.D.3),

el (02 e ()

_ -
o

. \2
. 0

b

s

Yy puesto que
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se puede afirmar que

s

L]
garantiza la existencia de un maximo para E en el valor obtenido de O, .
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Capitulo 3. Eficiencia con Ley de Dulong y Petit

En los sistemas térmicos existen bdsicamente tres formas de transferencia de calor:
conduccién, conveccion y radiacion. Para cada una de ellas existe una forma de expresar la
rapidez de pérdida de calor de un cuerpo; esto es, la transferencia de calor de un cuerpo
caliente hacia otro cuerpo menos caliente. En el caso de la ley de enfriamiento de Newton,
esta rapidez fue descrita originalmente como la razoén de calor perdido por unidad de area

A, de un sistema a temperatura 7 al introducirlo a un ambiente a temperatura 7, de manera

que se obtiene la expresion

LA _ -1y, (3.1)

A dt

que es esencialmente la ecuacion (1.1). La constante & es un coeficiente de transferencia
de calor, que depende del material del medio que separa al sistema del medio ambiente e
independiente de la temperatura, en el caso de que el enfriamiento sea producido por capas
de aire, adheridas al cuerpo. Se tiene asi un enfriamiento forzado producido por corrientes
de conveccion mas corrientes externas. Pero, si el enfriamiento se produce por radiacion y
por contacto con los alrededores, el modelo matematico mas adecuado es el propuesto por
Pierre Dulong y Alexis Petit, en 1818 [43], que en forma general estd dado por

1dQ v 4
ZZ—CT(T T)". (3.2)

* . . . .
La constante C; es el correspondiente coeficiente de transferencia de calor. Ahora interesa

construir la potencia, la produccion de entropia y la funcion ecologica para un ciclo de
Curzon y Ahlborn con transferencia de calor finita en sus ramas isotérmicas, en la forma
expresada por (3.2). En la primera seccion se hallaran dichas cantidades, potencia,
producciéon de entropia y funcidon ecoldgica, en forma general a partir de (3.2); y en las
siguientes secciones se analiza el caso k =5/4, tanto para la maximizacion de la funcion
ecologica como para maximizacion de la potencia de salida, buscando en ambos casos
obtener expresiones algebraicas para la eficiencia, y no sdlo obtener numéricamente valores

particulares de ella. Se realizaran comparaciones graficas.
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3.1 Forma general de la funcion ecoldgica para k£ > 1.

Supdéngase que entre un sistema dado sus alrededores ocurre la transferencia de calor

expresada por

d
Y —ar, 1) (3.3)

y en particular supongase que el sistema y sus alrededores estan representados por el ciclo

de Curzon y Ahlborn, donde CZQ es la rapidez de transferencia de la cantidad de calor Q.
t

De la primera ley de la termodinamica y de (3.3) se obtienen, para los procesos isotérmicos,

los tiempos ¢, y #; yloscalores O, y @, dados por

Rle 1 VZ RTZW HE

tH=——"—In*= 'y = , (3.4)
=) Ta, -0V,
O =RT, "2 'y  0,=RT, " (3.5)
" £
Para los procesos adiabaticos, con ¥ = g—‘: , los tiempos de duracion se toman como
RT, RT
t ly In Jiw ty 2w In Jw (3.6)

2: = 5
(T~ Ty, ) (r=1) Ty =T, ) (y-1) T

de manera semejante a como se hizo en el caso de la ley de transferencia de Newton, en los

capitulos anteriores. Asi, la potencia queda expresada en la forma

v m
o @By =Ty, )(in g+ )

P="= I (3.7)
tot Bl T Dy
) [(TI—TIW)" " (Tzw—Tz)k:|
o bien, con las variables z, u utilizadas en el capitulo 2,
TFo(1-2)(1+ A1
p_nh o(l-z)(1+ 1 nz)' (3.8)

1 z
(1—u)* ’ (zu—ég)*

La produccion de entropia, por su parte, queda como
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(ln% 1 T2w )(le _ TZw)
o=« , 3.9)
( )li Tlu T2w :|
W Genf T B
que con las mismas variables u# y z utilizadas en (3.8) tiene la forma,
k
_ofy (1+Alnz)(z—¢) ’ (3.10)
1 z
L |:(1—u)k - (zu—e)kjl
y, por consiguiente, la funcidn ecologica (0.3) queda expresada por
k
E:Tl a(l+ﬁ,lnz)(l+8—22). G.11)

1 z

+
(l—u)k (Zu—é')k
El paso siguiente, andlogo a lo hecho en la seccion 2.2 es maximizar la funcion

E =E(u,z), de donde se obtiene la relacion entre las variables u y z, dada por las

2 2 \7!
u=(zk+1+€j[z+z"“j ; (3.12)

[(1+&-22)4-2z(1+ Alnz))zu—g) (—u)k

expresiones

= 3.13
z(1+ Alnz)(1+ & —2z2)(zu — € — zuk) (Zu—g)k +z(1—u)k (3-13)
Substituyendo (3.12) en (3.13) se obtiene la expresion
k+3
201+ Alnz)z+ 1A+ e-22)A)z> +z+F1 )z —¢€)
(3.14a)

k+3 2 k+3
—z(1+Alnz)(1+e- 22){2 L — gkl —(z k1 — Z€)ki| =

que relaciona a la variable z con los parametros &€ y A, donde el exponente & queda
involucrado de manera que, para algin valor de ¢él, se obtengan soluciones analiticas para la
variable z. Como se puede apreciar, no es facil hallar una solucion analitica de la ecuacion
(3.14a) cuando k£ es un numero fraccionario, y es por ello que Angulo-Brown y
colaboradores buscaron soluciones numéricas. Angulo-Brown y Paez-Hernandez (1993)

[36] maximizaron la potencia y hallaron expresiones equivalentes a (3.12) y (3.13), las
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expresiones (44) en su trabajo, que resueltas numéricamente les permitieron obtener parte
de la Tabla comparativa 3.1. También Arias-Hernandez y Angulo-Brown (1997) [37]
utilizaron soluciones numéricas para verificar la relacion de semisuma de la eficiencia
ecologica. Ahora se tiene, ademas, un parametro A en funcion de la relacion de compresion

que, como puede observarse de (2.31), debe estar dentro de un intervalo (0,1).

La expresion (3.14a), para el valor £ =5/4 substituido solo en los exponentes de z, puede

escribirse como

Pza+ﬂmzy+a+g—2aﬂgz+Z%xz—@
(3.14b)

—z(Il+Alnz)(1+e- 22)[2197 - &g - (z% - Z€)ki| =0.

. . ., T
Por otro lado, en las secciones anteriores se ha observado que la funcion z = z(5}) es una
1

funcion cuadratica; es natural buscar la manera de que la variable z en (3.14) se pueda
escribir como un parametro en una relacién cuadratica, junto con el parametro &, para

algiin k£ dado.

3.2 Eficiencia ecoldgica en forma analitica.

Respecto al exponente £, tanto Lorentz (1880) [44] como Langmuir (1910) [45] expusieron

suficiente evidencia experimental como para considerar al parametro C, proporcional a

(T-T; 0)%. De aqui algunos autores sugieren que el exponente £ en (3.3) debe ser un
numero tal que cumpla 1.3 <k <1.6, Taylor (1959) [46] entre otros, pero Nelkon y Parker
(1977) [47] sugieren un valor mas preciso: k =7, ; que es el valor que se usara en lo que
sigue en la expresion (3.3). Volviendo a la expresion (3.14a), obsérvese que los exponentes

no lineales de z, para el valor sugerido de &, k = % , son respectivamente,

%+3 17 2 8 (3.15)
+1 9 Y Y+l 9 '

Estos valores en los exponentes de z en (3.14b), dando valores a € en fracciones de la

unidad, llevan a soluciones numéricas de z para A=0 y A=1, que corresponden a los
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casos limite V,, >>V,. Y V,u =V de modo que realizando aproximaciones
cuadraticas con estas soluciones, en el plano de coordenadas (&,z), se obtiene la figura 3.1.
Cualquier otra solucion de z =z(A4), que cumpla 0 < A <1, da una curva aproximada como

¢éstas y estara dentro de la region comprendida por ellas, en el plano (&, z)

£

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1. Aproximaciones cuadréticas de z como funcidn de &, para los valores extremos A =0y A =1

Aproximaciones sencillas, aunque muy gruesas, en los exponentes de z en (3.14b) permiten

obtener soluciones analiticas, numéricamente aceptables. Sean estas aproximaciones,

243
4 =2 y 2

5 5
3+l g+l

I

1, (3.16)

se obtiene asi la expresion,

2[-2(1+ Alnz)z+(1+e-22)A)z-¢€)

(3.17)
—(1+Alnz)1+e-22)(z—€)—(z +&)k]=0,
que en el limite 4 =0 lleva a la expresion explicita para la funcion z = z(g, k)
(k=D(1-¢) -_Ir\/(l—g)z(l—k)z +8(1+k)*(e+¢€?) (3.18)
z= , .
41+ k)
y para el caso k = A se tiene la raiz fisicamente aceptable z,pp = z(€,k = %) ,
2
N £+1/649¢ +646e+1 G.19)

36
La Figura 3.2 muestra la grafica de (3.19a), comparada con las aproximaciones cuadraticas

de (3.14) para los valores A =0.5y A =1, lineas grises, con k =5/4.

55



£

0.z 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.2 Aproximacion cuadratica de z a orden cero, z(A =0) = zyppp » representada por la linea negra.

La raiz negativa de (3.18) no tiene significado fisico, pues la eficiencia de una maquina
térmica tiene que ser positiva. Los resultados numéricos para la eficiencia definida por
(2.4), que ahora se llamara 77, ,

Nepp =1=Zopps (3.19b)
se muestran en la Tabla 3.1, comparados con los resultados de Angulo-Brown vy
colaboradores. Ademas, la Figura 3.3 muestra la diferencia entre la eficiencia 77,,, y la

hallada para el caso de la ley de transferencia de Newton, (2.53), observandose la diferencia

entre estas expresiones, y que se cumple 77,,, <7, enelintervalo 0 < e<1.

I
0.05 _
Neg —NEDP
081 0.04
TNEe
0.6 +— 0.031
0.4 T 0.02
Nepp 0011
0.2
00 0.2 04 0.6 0.8 1 E
E

00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.3 Comparacion entre la eficiencia a funcion ecoldgica maxima con ley de Newton, 7], y con ley de

Dulong y Petit, 7gpp .
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Por otro lado, si se supone, como para el caso de ley de transferencia de Newton, que z en
la ecuacion (3.17) se puede escribir como una serie de potencias en el parametro A, se

encuentra también que la eficiencia se puede escribir como

Npp =1-zpp(€,4) (3.20)
donde

zpp (&) = zppp(1+ ¢, (E) A+, () +O(1)), (3.21)
siendo los primeros dos coeficientes

242
—2zopp 26 —6zpppE+2E"4z5pp

c (&)= (3.22)
Zopp (—9Zopp _%5"'%)
1
¢y = (4,(&)+ 4,(8)), (3.23)
2zopp
con
A4,(e)= 4 {-160(zpp — &)1+ =220pp ) +[(=362ppp +9€ + D) Inzypp
(1-€-20z4pp)
2
Zopp

y

8(z —-&)(l+e-2z

A, (&)=~ (Zopr ~ &) ovr) [(362ppp +£-1)Inz

(1-&-20zppp)°

+ 48z, — 40 -8+ (zopp +9€)].

Zopp
Estos coeficientes han sido obtenidos de la misma manera que los coeficientes en (2.37) y
(2.48). En todos los casos son siempre positivos y decrecientes en algun intervalo donde
0<e<1, ademas de ser valores pequeios, como puede observarse en las graficas de la
Figura 3.4. El valor numérico y el comportamiento decreciente de estos coeficientes, en
0 < e<1, garantiza la convergencia de la serie (3.21), y consecuentemente la serie que se

obtiene de (3.20)
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Figura 3.5 Comportamiento de los valores de los dos primeros coeficientes de la serie (3.21)

Los resultados numéricos de la eficiencia 77,,.,p, para las plantas térmicas convencionales,

reportadas por Angulo-Brown y col., comparados con los que se obtienen evaluando 77z,

se muestran en la Tabla 3.1, donde se observa que en (3.18) basta dar un valor adecuado a k
para obtener la eficiencia para una ley de transferencia del tipo (3.3), con cualquier valor de
k mayor que 1 y de tamafo suficiente para que puedan ser validas las aproximaciones

(3.16) o alguna otra semejante, como en la tercer planta reportada. Ademas, un ajuste con
los valores de 77,,;pp @ una curva cuadratica, a saber, 0.8 —0.9776& + 0.18¢7, semejante a
la obtenida para 77, permite construir las graficas comparativas de la Figura 3.6, para el

parametro variable £. Obsérvese que existe un intervalo de valores de £ en el que

practicamente 7)z5p Y 1ypp tienen el mismo valor numérico.

014!

0.8 NEDP 0.12
o\ TepP ~TMEDP

0.6 T )

0.08 1
04t TIMEDP 0.06 4

0.04 4
0.2+

0.02 {

e ——_ E
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 00 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.6 Comparacion entre los valores numéricos de 7),,zp » ajustados a una cuadratica, obtenidos por

Angulo-Brown y col. y 7]ppp obtenida como aproximacion al maximizar (3.11).
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Tabla 3.1 Comparacion de las eficiencias calculadas numéricamente por Angulo-Brown y col., 7,,zpp » con

las eficiencias obtenidas con las aproximaciones de los exponentes (3.16), 7 gpp.

Planta (& |1, K |k Nuepp | MepP
Planta convencional de vapor por carbon 298 838 5/4 10.49 0.49134
quemado, West Thurrock , 1962.

Planta geotérmica de vapor, Lardarello, 353 523 5/4 10.239 0.23905
Italia, 1964

Planta central de potencia a vapor, R. U.| 298 698 1.55 10 .416 0.41627
1936-1940

Planta de potencia de vapor, E. U. A. 1956 |298 923 5/4 ] 0.52 0.51857
Planta de ciclo combinado  (vapor y|298 783 5/4 10.47 0.47043

mercurio), E. U. A. 1949.

En la Tabla 3.2 se comparan las eficiencias de plantas nucleo-eléctricas, reportadas por

Velasco y col., 7,,,, con los valores obtenidos al evaluar 77;pp, donde se observa que se
cumple 77,4, <7 ppp <7y » de manera que se obtiene un valor de la eficiencia mas cercano

al valor observado en cada planta.

Tabla 3.2 Comparacion de los valores de eficiencias para las plantas nucleo-elétricas, reportadas por Velasco

y col., con los que se obtiene con la expresion aproximada 77, en este trabajo.

Planta L (K) |1 (K) | Nepp 7 opt Nobs
Planta nuclear de potencia Doel 4 (Bélgica), 1985. 283 566 0.37358 |0.40500 |0.35000

Planta nuclear, reactor sobrecargado Almaraz I Espafia | 290 600 0.38675 |0.42000 |0.34500

Planta nuclear, reactor sobrecargado Sizewell B, R. U.. | 288 581 0.37697 |0.41000 |0.36300

Planta nuclear Cofrentes, Espafia 289 562 0.36239 10.39300 |0.34000
Planta nuclear Heysham, reactor avanzado enfriado con | 288 727 0.45709 |0.501 0.40000
gas, R. U.

Por otro lado, puesto que para el caso de Ley de Newton se verifica que se cumple la
relacion de semisuma (0.3), y Angulo-Brown y colaboradores han hallado numéricamente
que dicha propiedad se cumple para la Ley de Dulong y Petit, en la siguiente seccion se

analiza la eficiencia para la maximizacion de la potencia de salida de la maquina, a fin de
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obtener una expresion aproximada, en forma analitica, para dicha propiedad, que debe ser
cercana a 1 gpp-

3.3 Maximizacion de la potencia de salida.

En la seccion anterior se mostrd que es posible utilizar una reduccion aproximada de los
exponentes de la funcion z, en la relacion que resulta de resolver el sistema obtenido de la
maximizacion de la funcion ecoldgica. Ello permitié obtener una forma analitica de la
eficiencia ecoldgica, cuyos valores numéricos resultan muy cercanos a los valores
obtenidos numéricamente por Angulo-Brown y colaboradores. Ellos también encontraron

numéricamente valores de la semisuma para las eficiencias 77 y 77,,p, correspondiente a la

maximizacion de la potencia [36, 37], y que se sigue cumpliendo la propiedad

1
Nue = E(ﬂc +1yp) - (3.24)

Ahora se mostrard que utilizando aproximaciones apropiadas, semejantes a (3.16), y
suponiendo que la transferencia de calor ocurre como indica la ley de transferencia de calor
de Dulong y Petit, es posible escribir una forma analitica para la relacion de semisuma,
ecuacion (0.3), muy cercana a la eficiencia ecologica, de manera semejante a como ocurre
con la ley de transferencia de Newton. Para lograr este objetivo, se hace necesario hallar la
expresion de la eficiencia a potencia maxima, con la ley de transferencia de Dulong y Petit.

Partiendo de la expresion de la potencia (3.8), y maximizando esta expresion se encuentran

relaciones para u y z, que permiten llegar al objetivo arriba planteado. Maximizar la

potencia en (3.8) equivale a resolver el sistema de ecuaciones que se obtiene de g—f =0 vy

9 (), esto es,
74

(zu—e) =22 1-u)*" =0, (3.25)
[ 2+ Aln 2)(zu — £) + A = 2)(zu — &) + zku(1 — 2)(1 + Al 2)|((zu — £) + 2(1 = u)* )
— 2(1=2)(1+ Aln 2)(zu — )k (zu — £) + (1= 1) ) =0, (3.26)

de donde se obtiene, resolviendo (3.25) para u =u(z),

2

e+l
u=2"%¢ (3.27)

2
z4zH
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Al substituir (3.77) en (3.26) se encuentra la relacion para z = z(¢,4,,k),

[z"zﬂ(z —&)(A(1-2)—z(1+ Alnz))+ zk(zﬁ +&)(1-z)(1+ Aln z)}(zkzﬂ +2)

—Z(l—z)(1+/11nz){zz . +Z"2+1(z—€)} =0. (3.28)

Noétese que los exponentes de z en (3.28), en el valor 5/4 del parametro k, quedan como

2 8 2P _10

= y
§+1 9 §+1 9

: (3.29)

ambos con una diferencia de alrededor de 10% respecto a 1. Entonces, de manera semejante
al caso de maximizacion de la funcion ecoldgica, se puede utilizar una aproximacion gruesa

de la forma

2(3
2 1y 5(4)z1, (3.30)
3+l

en la expresion que se obtiene a partir de (3.28). Para el caso limite 4 =0, (3.28) se reduce

primero a

2k 2

[—z"z“(z—e)+k(zk2+1 +:9)(1—Z)}(Z"2+k1 +z)—(l—z)[z2 + &kl +Z"”(Z—5)} =0, 3.31)

y, con la substitucion de las aproximaciones (3.30), se obtiene una expresion cuadratica

cuya solucion es, para z = z(&,k),

(k=D(1-¢e)+ J(g ~D*(1-k)* +4k’e

z (&k)= o

(3.32)

Puesto que £ >1, y que el negativo de la raiz en (3.32) da una solucion fisicamente no

aceptable, se tiene la solucion

(k=1)(1—¢) +\/(5 —-D)*(1-k)* +4k’e

z(&,k) = %

(3.33)

La substitucion de £ =5/4 en (3.33) permite obtener una expresion mas simple para z, que

llamaremos z,ppp, como funcion solamente del parametro &,

l—e++/e? +98¢+1
Zoppp = 10 . (3.34)
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A partir de (3.34) es posible escribir ahora la eficiencia de orden cero (esto es con 4 =0),

a potencia maxima y con ley de Dulong y Petit, como
Noppp =1=Zoppp- (3.34)

La semisuma definida en [32] queda ahora como

1
Nspp = E(ﬂc +7oppp) > (3.35)

cuya comparacion con oppp, Nean > 1y, ¥ 18 Observada, 7z, para los valores de las

plantas convencionales reportadas en las referencias [11, 26, 32, 36, 37], se muestra en la

Tabla 3.3. Se encuentra que gpp = NyEpp . cOmMo era de esperarse. Obsérvese que para

estas plantas 77,ppp €s mas cercana a la observada de lo que es 77.,.

Tabla 3.3 Comparacion de diversas expresiones de la eficiencia, en donde se aprecian las semisumas (3.35) y
(3.36). Las temperaturas son en grados Kelvin.

Power plant LT Ne | Nean | Muepp | Morpp | Mspp | Noss

Planta convencional de vapor por carbon | 298 | 838 | 0.64439 | 0.40367 | 0.49 |0.33577|0.49008 | 0.360
quemado, West Thurrock , 1962.

Planta geotérmica de vapor, Lardarello, |353|5230.32505(0.17845| 0.239 | 0.1453 |0.23517 | 0.160
Italia, 1964

Planta de potencia de vapor, E. U. A. 298 192310.67714 1 0.43179| 0.52 |0.36006| 0.5186 | 0.400
1956

Planta de ciclo combinado (vapory

mercurio), E. U. A. 1949. 298|78310.61941|0.38308 | 0.47 |0.31804 |0.46872 | 0.340

Obsérvese también que para plantas nicleo-eléctricas (Tabla 3.4) se cumple
Nepp = 5 (e +Moppp) (3.362)

que es muy cercana a la observada, 7pgg = gpp, con un error entre 3.7% y 12.5%. Para

plantas convencionales se cumple 7,55 = gppp , siendo Ngppp = %(UCAN +Moprpp) s

1
Mops = 5 (Mean +Moppr) - (3.36b)
Ademas, como se muestra en la Tabla 3.4, se encuentra que 7),,, de Velasco y col. cumple

Nops <Mgpp <Mopt
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Tabla 3.4 Comparacion de las eficiencias ¢4y > oppp s T1EpP»> Tl Y Tlop en donde se aprecian las

semisumas (3.36). Las temperaturas son en grados Kelvin.

Planta LT\ ean | Moppp | Mepp | Tc | Mopr | Moss

Planta nuclear de potencia Doel 4|283|566| 0.293 | 0.24113 |0.37358 | 0.50000 | 0.40500 | 0.35000
(Bélgica), 1985.

Planta nuclear, reactor sobrecargado|290|600 | 0.345 | 0.25119 |0.38675|0.51667 | 0.42000 | 0.34500
Almaraz Il Espafa

Planta nuclear, reactor sobrecargado|288|581| 0.296 | 0.24371 |0.37697 | 0.50430 | 0.41000 | 0.36300
Sizewell B, R. U..

Planta nuclear Cofrentes, Espafia 2891562 | 0.283 | 0.23268 |0.36239 | 0.48577(0.39300 | 0.34000

Planta nuclear Heysham, reactor | 288|727 | 0.371 |0.307322|0.45709 | 0.60385 | 0.50100 | 0.40000
avanzado enfriado con gas, R. U.

La expresion (3.35) muestra la generalidad de la relacion de semisuma, enunciada por
Angulo-Brown [32], siendo ademas una expresion analitica de dicha propiedad, y que es

cercana a 7], obtenida en la seccion anterior. La expresion (3.36b) sugiere la manera en

que realmente funcionan las plantas térmicas convencionales, pues muestra la combinacion
de las transferencias tipo Newton y tipo Dulong-Petit, de manera semejante a la forma
propuesta por De Vos [16], o por lo menos una correccion en la expresion tedrica para el
calculo de dicha eficiencia. Ademas (3.33) puede utilizarse para valores de & diferentes de
5/4, como sucede en el caso de la eficiencia ecologica, siempre que sean valores mayores
de la unidad y no muy lejanos de 5/4.

De la misma manera que para la eficiencia ecologica, utilizando la ley de Newton o la ley
de Dulong y Petit, y para la eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov usando la ley de
Newton; es posible hallar una expresion en suma de potencias de A para la eficiencia, con
maximizacion de potencia y ley de Dulong-Petit, a partir de (3.28), con las aproximaciones

(3.30). Esto es, derivando implicitamente y tomando el limite para 4 =0, se tendra,

Nppp = 1= 2ppp(A,€) = 1=z pppp[l + B, (€)1 + B, (£)A* + O() ], (3.37)
Los coeficientes B, j=12,...et., cumplen las mismas condiciones que para los casos
anteriores. Los dos primeros son

B,(¢) = 16(1 = 2 pppp )(€ = Zoppp) (3.38)
: Zoppp (5 —4€ =40z ppp) ’
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B. = 4zoppp = W(zZoppp =€) | [(1—€+10zpppp) Inzpppp +8zpppp —4€ —41(€ +1-10zppp)
g 14+9& =10z ppp

(1+9& —10zppp)*

40 -1 -
(zoppr =D(Zoppp =€) _ (9 =1=10zppp)Inzpppp +4+4€ =82 pppp ]

14+9& —10zppp

[

(3.39)

En las graficas de la Figura 3.7 se observa que estos coeficientes, B, y B>, son positivos y

decrecientes para algin intervalo 0<e&<1, de manera que se puede afirmar la

convergencia de (3.37) en ese mismo intervalo para el limite 4 — 0
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Figura 3.7 Comportamiento de los dos primeros coeficiente de la expansion de 77 ppp €n potencias de A.
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Capitulo 4. El gas de van der Waals

Los resultados de los capitulos anteriores han sido hallados suponiendo como substancia de
trabajo un gas ideal. Sin embargo, en un contexto real, una maquina térmica trabaja con
gases no ideales. En el presente capitulo se analiza la influencia que tiene en el rendimiento
de la maquina al trabajar con un gas no ideal, en particular un gas de van der Waals. Se
encuentra que las eficiencias a potencia maxima y a funcion ecoldgica méaxima tienen la
misma forma que en el caso de gas ideal, y solo difieren en la relacion de volimenes, con

-by V.2V,

las substituciones V.. =V, win —b . Utilizaremos el algoritmo

max

desarrollado por Gutkowics-Krusin y col. (1978) [26], utilizado en los capitulos previos.

4.1 La ecuacion de estado y la hipotesis de endorreversibilidad.

Para bajas presiones, la ecuacion de estado de un gas ideal representa, con bastante
aproximacion, el comportamiento de los gases reales. Pero, si la presion es tal que el
comportamiento del gas se aparta del de un gas ideal, la ecuacion de van der Waals [48,49]
describe, de manera satisfactoria, el comportamiento de muchas substancias para un

amplio intervalo de valores de temperaturas y presiones, a saber,

(p+a;22)(V—nb):nRT, (4.1)
propuesta a partir de consideraciones de la teoria cinética y tomando en cuenta las fuerzas
de cohesion entre moléculas, para n moles de substancia. Las constantes a y b son
caracteristicas de cada substancia, p es la presion, R es la constante de los gases, y T es
la temperatura. Por otro lado, se sabe que para un gas ideal su energia depende sélo de la
temperatura; pero para un gas real ésta depende también del volumen del sistema, en

particular para un gas de van der Waals es como

2
an

U:C(T—TO)—7, (4.2)

siendo AT =T -7, el cambio de temperatura al volumen dado V' y C la capacidad

calorifica del sistema, constante. Ahora bien, considerando la variaciéon de la energia

interna respecto del cambio de volumen, se tiene,
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dU = C,dT + f;—de . (4.3)

De la primera ley de la Termodinamica para un proceso adiabatico, con n =1, se tiene

[dU=~[pdV 6 [(CydT+ %LdV)=~[pdV (4.4)

y, al substituir (4.1) en (4.4),

Co 4 =R @5)
asi, se puede escribir [48]
R
T(V —=b)Y =constante. (4.6)

De la expresion (4.6) se encuentra que se cumple para los procesos adiabaticos
Vi=b V4—b
Vo—b Vi—-b

(4.7)

4.2 Funcion potencia y funcion ecoldégica con Ley de Newton.

La forma que adquieran las expresiones de la funcidén potencia, y la funcion ecoldgica,
puede indicar la forma que debe tener la eficiencia con maximizacién de cada una de ellas.
El interés ahora es construir estas expresiones, de manera que se vea qué diferencias hay
con las halladas en los capitulos previos.

De la ecuacion de estado, (4.1), y de (4.2) derivando respecto al tiempo #, suponiendo la ley

de enfriamiento de Newton, se encuentra para las ramas isotérmicas,

RT,, dV _ d; -1 .
“r _ =-D"T, -T,). i=12 4.8
ol == () el -1y, (4.8)
Ademas, de (4.6) se cumple, para las ramas adiabaticas,
R
T Vy—b\C - C
R T (4.92)
T2W V2 —b 27 R 2w
R
T Vi-b\C b C
I e R T = R A e (4.9b)
T \Va—b bR T

y, de (4.8), los tiempos para las ramas isotérmicas del ciclo se pueden escribir como
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V,—b V.—b
t,=filn-2— tr=f>In—2 . 4.10
1 f1 Vl—b y L3 fz V4—b ( )

Los tiempos para las ramas adiabaticas se asumen como

Vy=>b Vi—=b
’ y ty==fIn}
Vz_

t, = ln B
2=/ b V,~b

.11

como una consecuencia de la ecuacion de estado de la substancia de trabajo, con las
definiciones

RT, RT

1w 2w
=Wy fi= (4.12)
T, ~T,,) 2Ty, - Ty)

S
donde R es la constante del gas y « es la conductancia térmica, constante, que por
simplicidad se ha supuesto igual para el calor absorbido y para el calor cedido. El tiempo

total del ciclo queda dado ahora por

T, T _
Ly =l +1y +13+1, =R( w 2w jln Zf-i . (4.13)
a TI_TIW T2_T2W

Consecuentemente, las expresiones para la potencia, la produccion de entropia y funcion

ecologica, utilizando (4.9), quedan como

_ Vs=b Tow

o(Ty,, —T,,,)(In Vl_b+vln le)
Py = , (4.14)
( le + T2w )ln V3_b

Vi—b
T_Tiwl T2W_T2 1

% (1+ Ay Inz)(—€ + 2)

GVW = 1 2 (415)
1-u ' zu—¢
(1+&-22)1+ Ay Inz)
Eyy =of T, (4.16)

l-u  zu—€

Vi—b

-1
donde ahora se tiene Ay = v(ln ) ,con V= ﬁ, y b es una constante dependiente de

la substancia. Las expresiones de la potencia, produccion de entropia y funcion ecologica,
ecuaciones (4.14), (4.15) y (4.16) son de la misma forma que para el caso de gas ideal, de

esta manera las eficiencias encontradas por Gutkowics-Krusin y col. (1978), con
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maximizacion de potencia, y la hallada en el capitulo 2, y con maximizacion de la funcion

ecologica, se modifican en la forma

2
Nywp = 1—{\/5"'%(1—\/5)211/[4/ +411(1—\/E)2|:(1_2://E)—1n8:|ﬁ%/W +0(ll3/W)} (4.17)
13

L1+3¢)
WWEF1—4/5(5+£){1+{;(1+38) /;2_1}@%[168 " _; . f 2 1n4/;(€+£2)}[1+38—44/é(é‘+€2)}f/W}

+Q )

(4.18)
Los casos limite para estas expresiones son los expuestos anteriormente, pues la unica

diferencia entre 4 y A, es el parametro b que depende de la substancia de trabajo.

4.3 Funcion potencia y funcion ecoldogica con Ley de Dulong y Petit.

En el caso de un ciclo de Curzon y Ahlborn, con gas de van der Waals como susbstancia de
trabajo y ley de transferencia de calor de Dulong y Petit, la hipotesis de endorreversibilidad
tiene también la forma de la ecuacion (4.7), pues es independiente de la ley de transferencia
de calor utilizada. Por otro lado, la energia interna del sistema, en el caso de un gas de van

der Waals como substancia de trabajo, ecuacion (4.2), permite escribir,

2
du _an” dv. (4.19)
dt  v* dt
Ademas, de la primera ley de la termodindmica se sigue que,
dU dQ dv dv
—=—— ——(p- —, 4.20
dt dt pext dt (p pext) dt ( )

siendo p la presion interna del gas y p,,; la presion de los alrededores. Combinando las

ecuaciones (4.19) y (4.20), estando el sistema en equilibrio mecanico, se tiene

—=——-p—, 4.21
v odt dt p dt (4.21)

de manera que, para el caso de una transferencia de calor no lineal, se tiene
Of =a(T -Ty)", (4.22)
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con conductancia térmica constante, y exponente constante k, k >1, a partir de la

ecuacion (4.21), para un proceso isotérmico, se tiene

an’ av

(V2 )——a(T TO) (4.23)

donde T es la temperatura del cuerpo que cede calor y 7y es la temperatura del cuerpo que
recibe calor. Por simplicidad tomemos nuevamente n =1, y substituyendo p de la ecuacion
de estado en (4.23) se tiene

RTdV
V—bdt

o(T -T, ) (4.24)

Para el intercambio de calor entre la maquina y los almacenes, la ecuacion. (4.22) permite
obtener el tiempo para los procesos isotérmicos por simple integracion. Para los procesos
adiabaticos la expresion adecuada es la ecuacion (4.24), ademas, la ecuacion (4.21) se
reduce a

U dv
- 425
o Pa (4.25)

Es posible mostrar que, al evaluar el funcionamiento de una maquina de Curzon y Ahlborn,
para un gas de van der Waals como substancia de trabajo, las expansiones (3.20) y (3.47)
seran de la misma forma salvo la substitucion de A,, en lugar de A, con la ley de
transferencia de calor de Dulong y Petit.

En efecto, considérese una la ley de transferencia de calor como (4.22). Substituyendo en

(4.24), para los procesos isotérmicos del ciclo de la Figura 1 en la Introduccion, se tiene,

RT,, dV _dQ, ;
s th—(—l)”mT,-—T,-w)k, (4.26)
lo que lleva a definir
1
— nNaT -1, =—, 427
RT. D" (T; - T;,) 7 (4.27)

donde i =1,2 segln sea el caso: transferencia de calor desde el almacén a temperatura 77 ,
o transferencia de calor hacia el almacén a temperatura 7, . De esta manera se encontrara el

tiempo de duracion de todos los procesos en el ciclo, andlogamente al caso de Ley de

Newton y gas ideal.
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Considérese nuevamente, por simplicidad, n=1 moles de gas para los procesos
isotérmicos en el ciclo de Curzon y Ahlborn. La ecuacion (4.26) se escribe como

RTy,, dV i RT,,, dV k
— . —=a(Ty - T —= =T, - T,)", 4.28
V_b s (h w) Y Vb dr (T3, 2) ( )

y por integracion directa de (4.28) se obtiene

RT, V,—b RT. V,—b
f = Iw kan2 LY = 2w kan“ . (4.29)
oy - Ty,) 1~ (T, —T) 37

Analogamente para los procesos adiabaticos se puede escribir

RT, - RT -
ty = D In V3 =b y ty = 2 In Vi=b , (4.30)
(T, -T,,)" Va0 Ty, ~To)" Va—b

Tomando en cuenta ahora las expresiones (4.9) para los procesos adiabaticos, se tiene

: : Vi=b _Cpy Th

TV, b)Y =T, (V=) , 0, In : 431
lw( 2 ) ZW( 3 ) Vz _b R T2W ( )
para el primer proceso adiabatico, y para el segundo,
& £ i-b C T
T,,(V,-b)" =T, (V,-b) , o, In- b~ ="V |p=2w (4.32)

V,-b R T,
y combinando estas ecuaciones se encuentra la relacion (4.7), lo que indica que la hipotesis
de endorreversibilidad es independiente de la ley de transferencia de calor utilizada.

El principal problema ahora es construir una expresion para la potencia de la maquina, P, y

para la funcidn ecologica, E. Asi que la potencia del ciclo, definida por P = tﬂ , puede ser

tot

escrita como

Cy -1
= . — Q)T V3_b le T2W V]—b
P=o-(1, TZw)lzln(le +In = }[(Tl—le)" + (TZW_TZ)k} In Voch ° (4.33)

con W=0Q,+Q, obtenida a partir de (4.26), donde el tiempo total del ciclo,

ti =t +ty +t3+14, ha sido simplificado con ayuda de la ecuacion (4.7). Las

. . 7., .., T . .y
substituciones u =-p, z=-*y €= permiten transformar la ecuacion (4.33) como
1 1w 1
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o _
oTf (l—z){lnz R +1an_’;}

P= , (4.34)
1 z V3—
[(1—;;)" " (zu—e)* }ln n-b
0, utilizando % = (7%1) , Y= %5 , y las propiedades de los logaritmos,
k
p o (l—z)[/iVWlanrl]’ (4.39)

1 z
(l—u)k (zu—e)k

donde ahora Ay = . Se observa que b — 0 lleva a 4, — A4 como sucede en

1
V3-b
(- In >y

(4.14). También se observa que » -0 y k — 1 reducen (4.35) a la expresion de P en el
caso de gas ideal con ley de transferencia de calor de Newton. Una expresion en potencias
del parametro A;; permite obtener la eficiencia siguiendo el procedimiento utilizado en el
caso de gas ideal.

Para el caso de la funcion ecoldgica se hace necesario construir la produccion de entropia

0,0= ZA—S , de manera que el incremento de entropia es
tot

AS =AS,_, +AS; 4, (4.36)
donde AS|_,, es el cambio de entropia en la primera rama isotérmica y AS3_,4 es el
cambio de entropia en la segunda rama isotérmica. El cambio de entropia, AS =%,

supuesto solamente durante los procesos de intercambio de calor entre la maquina y los

almacenes, es

O Ny, Vo-b
ASI 2= =R71n7 y AS3 4 =
- ! o "-b - ) T, 3 —

asi que la ecuacion (4.36) puede ser escrita como

T Vo,-b T V;—b
s =g Twyp 270 Tow V5 : (4.38)
L V-b T, V,-b
y por la hipétesis de endorreversibilidad se puede escribir
T T. C T V;—b
AS =R| W 22w | =V 1y “2w gy 23 , (4.39)
L L LR Ty Vi=b
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La produccion de entropia toma ahora la forma

-1
o=25 :a(h—TNICilnTzuln Bb) T g T M0 (4.40)
Lo L LAR Ty =01 @-1,)" (1) V3-b

Factorizando 7;,, y con el cambio de variables utilizado en (4.33) y (4.34) se encuentra la

produccion de entropia como

; . . (4.41)
(1-x)F  (zx-e)F
Las ecuaciones (4.35) y (4.41) permiten escribir ahora la funcion ecoldgica
k
Py (1-2z+&) Ay Inz+1] (4.42)

1 z )
(1= (zx—e)F

Uno puede observar que la ecuacion (4.42) lleva a la ecuacion (4.16) en el limite £ — 1.
También se obtiene el caso de ley de Newton con gas ideal cuando se toman al mismo
tiempo los limites £k — 1y b — 0. De esta manera es posible hallar formas aproximadas de
la eficiencia, por maximizacion de la funcion potencia de salida o por maximizacién de la
funcion ecologica, a partir de las expresiones obtenidas en el capitulo 3 en donde se supuso
un gas ideal como substancia de trabajo. Para el caso de tener un gas de van der Waals

como substancia de trabajo, basta substituir A,, por A, de manera que para las
aproximaciones utilizadas, para valores k > 1, se obtienen las expresiones de la eficiencia a
potencia maxima y funcidn ecoldgica maxima,
2 3
nEDPVW =1- ZEDP (/?,VW B 8) =1- ZOEDP (1 + (4] (E)ZVW + CH (S)Z/VW + 0(ﬂ“VW )) . (443)
2 3

Npppvw =1=2ppp (Ayw ,€) =1=zoppp (L + B1 (&) Ay + B2 (&) Ay + O(Apy)) . (4.44)

Notese que los coeficientes son los mismos, y que la diferencia estd en el pardmetro que

involucra a la razon de compresion, de modo que ésta sera apreciable solamente a partir de

las aproximaciones lineales de (4.43) y (4.44).
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Capitulo 5. Ciclo de Curzon y Ahlborn no-endorreversible.

Como se observa, de las secciones precedentes, el ciclo de Curzon y Ahlborn tiene una
eficiencia en forma mas general si se toma en cuenta la razéon de compresion, de manera

que tanto la eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov, 77045, como la eficiencia ecologica
de Angulo-Brown, 7y, constituyen limites de operacion de dicho ciclo, a potencia

maxima o funcidn ecoldgica maxima, respectivamente. Sin embargo, en la realidad sucede
que ninguna maquina térmica funciona en forma endorreversible.

Diversos autores han abordado este problema. En particular Yan y Chen [20a] primero, y
posteriormente Chiou, et. al. [20b], analizaron un ciclo de refrigeracion no-endorreversible,
obteniendo de esta manera un estudio mas realista del ciclo. De manera semejante, Chen
[22 ay b], Cheng y Chen [33], Chen et. al. [39], Velasco et. al. [34] y Angulo-Brown y col.
[50, 51, 52] entre otros, analizaron el problema de la no-endorreversibilidad para un ciclo
tipo Carnot, obteniendo como caso particular la eficiencia de Curzon-Ahlborn-Novikov.

La idea principal es proponer un término que englobe todo el calor generado por diversos
procesos disipativos internos de la substancia de trabajo, de manera semejante a como se
muestra en la Figura 5.1. La introduccion de este calor resulta equivalente a proponer
adiabatas no instantdneas, como se vera a continuaciéon, pues el factor de no-
endorreversibilidad queda incluido en la forma de la potencia. Al maximizar la funcién
potencia se obtiene la expresion (20) en [22b] (expresion (21) en [33]) a orden cero del
término que incluye la relacion de compresion (A en los resultados precedentes).

Ahora se analizard el ciclo de Curzon y Ahlborn no-endorreversible para dos casos: con ley
de enfriamiento de Newton y ley de transferencia de calor de Dulong y Petit, suponiendo
gas ideal como substancia de trabajo. Para el caso con ley de Newton, se obtendran
intervalos de valores para la eficiencia para plantas convencionales (a potencia maxima),
dentro de los cuales se encuentran los valores medidos de dicha eficiencia; y se mejoraran
los intervalos de los valores de la eficiencia para plantas ntcleo-eléctricas (reportados en
[34]), maximizando la funcion ecoldgica, a orden cero de la eficiencia correspondiente en
términos del parametro A, que involucra la razon de compresion. Para el caso con ley de

Dulong y Petit se obtendran formas aproximadas de la eficiencia.
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5.1 Ciclo no-endorreversible con ley de transferencia de calor de Newton y gas ideal.

Supdngase el ciclo de Curzon y Ahlborn, modelado como en la Figura 5.1 en donde se

muestra la existencia de un calor generado por procesos disipativos internos de la maquina

térmica considerada, y que ademas funciona como un ciclo de Curzon y Ahlborn, tomando

como substancia de trabajo un mol de gas ideal. De la desigualdad de Clausius,

&—&<0

w 2w

3

se puede escribir que

de donde es posible tener,

129 o<,

2w 1w
Asi, el calor cedido por el sistema al almacén frio es

_1 Dy

Qz—l T,

O .

O

(5.1)

(5.2)

(5.3)

T

/ Ty,
O > > P
T w
0, ?

T,

Figura 5.1 Ciclo operando con irreversibilidades internas

Consecuentemente, puesto que el calor absorbido durante la expansion isotérmica es

0; =R1, ln72 , € introduciendo el parametro de no-endorreversibilidad de las referencias
1
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[22] y [34], el trabajo desarrollado por la maquina durante el ciclo se puede escribir como

funcion de la variacion de volumen en la primera isoterma del ciclo de Curzon y Ahlborn,

T
W:R&M—?]m%. (5.4)

De la propiedad para los procesos adiabaticos 7V 71 = constante, y de (2.24), se tiene
T 2 Vs (T L1
— w 3| L2w |7
Por otro lado, los tiempos de duracion de los procesos isotérmicos del ciclo se encuentran,

tomando en cuenta que el calor transferido entre el sistema y los almacenes es como en

(2.6). Para la primera isoterma, proceso 1 — 2 en la figura (0.1), se tiene
q:ﬂm%, (5.6a)

siendo F| = f; (recuérdese la expresion (2.18)). Ahora, tomando en cuenta (5.3), el tiempo

para la segunda isoterma, proceso 3 — 4 se puede escribir como

RTZW 1 ﬁ

=% In2=F lnﬁ, 5.6b
a[(TZW_TZ) " ? " ( )

I3

RT: , .
2v__ - de modo que, en forma analoga a lo hecho en la seccion

donde se define F, = A1)

2.1 del presente trabajo, se propone una expresion para los tiempos de duracion de los

procesos adiabaticos del ciclo, procesos 2 — 3 y 4 — 1 respectivamente, como

V. 1
t,=FIn> tp =F,In_\. 5.7
p=hngy =g (5.7)
Ademas, de TV r1 = constante, con y =% , Se tiene %=% Utilizando nuevamente
v 1 Va

(2.24), el tiempo total del ciclo se encuentra en la forma

Dw
RT;, ’
— 1 Ny r3
fror == | et i, [ (>-8)

a

Y de la definicion de potencia se tiene,

n n

-1
Dw
T V; T Ty "
P:aTﬁ—l~ﬂhni+J;mJﬁ 4 T In% 59
1 I le Vl 7_1 le 1_T1W I(TZW_%) V3 ( )
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o, utilizando las variables u y z, y los parametros 4 y &, antes definidos,

ol (1-3)(1+1nz)

P i . (5.10)
1-u ' I(zu—¢)
La maximizacion de (5.10) para las variables u y 2z, esto es, las condiciones g—i =0y

%—I: = 0, permiten obtener el sistema de ecuaciones, para 4 =0,

—22u? +2zue — €% + Iz? 222 u+ I22u? =0
—I1*Z22u—I22u? + le — 1% + 1?7 2%u? — elu + 2Izue = 0.

De la primera de estas ecuaciones se encuentra que

u:Z\/Y'FS (5.11)
ix/j+ljzj '

y, substituyendo (5.11) en la segunda, se encuentra la solucion fisicamente posible para z,

z=.E, (5.12)

de donde se obtiene la expresion para la eficiencia equivalente a la expresion (20) en la

referencia [22b], y (21) en la referencia [22a],

n=1-%. (5.13)
Con esta expresion, para los valores adecuados de [ hallados en [34], 0.8<7<0.9,
expresion (17) con el cambio 7 — %, se encuentran tablas de valores de eficiencias de las

plantas convencionales reportadas en diversos trabajos, como la Tabla 5.1 mostrada a
continuacion.

También en dicha tabla se observa que existe algin valor de & a partir del cual la
diferencia entre Ny,U=09)-7,(=08), de la referencia [34], y 7,(0.9)-7,(0.8)
hallada en la presente seccion, ecuacion (5.13), es cada vez mayor, de manera que el
intervalo de valores de 77; resulta mas cercano a los valores de las eficiencias medidas

reportadas, lo que se observa mejor en las graficas comparativas para estas mismas

diferencias en la figura 5.2.
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Tabla 5.1 Comparacion de los valores obtenidos para plantas convencionales (con maximizaciéon de

potencia), en el intervalo de valores 0.8 <7 <0.9, de las eficiencias ﬁ » hallada en [34]y 77

hallada en esta seccion, ecuacion (5.13). Se incluyen los valores de 7 ¥ 77y -

Power plant

7, (K)

7, (K

e

Tcan

Uy

Nobs

ny

Planta
convencional  de
vapor por carbon
quemado, West
Thurrock , 1962.

298

838

0.64439

0.403367

0.45785 —0.5047

0.3600

0.33328 - 0.37141

Planta geotérmica
de vapor,
Lardarello, Italia,
1964

353

523

0.32505

0.17845

0.11972 - 0.19427

0.1600

0.081474 - 0.13401

Planta central de
potencia a vapor,
R. U. 1936-1940

298

698

0.57307

0.3466

0.37681 —0.43024

0.2800

0.26947 - 0.31125

Planta de potencia
de vapor, E. U. A.
1956

298

923

0.67714

0.4318

0.49657 — 0.54029

0.4000

0.36472 -0.40106

Planta de ciclo
combinado (vapor
y mercurio), E. U.
A. 1949.

298

783

0.61941

0.38308

0.41173 - 0.46232

0.3400

0.29666 — 0.33688

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0.4

0.6

0.8

Uy

0.051

0.041

ny

0.02T

0.017

0.037

ﬁB' ny

0.2 0.4

0.6

Figura 5.2 Comparacion entre las diferencias para ﬁ s de la referencia [34] y 77; hallada en esta seccion,

para los valores extremos de / arriba mencionados, 0.8 <7 <0.9

Un andlisis semejante al realizado para el desempefio del ciclo de Curzon y Ahlborn a

potencia maxima, en las lineas precedentes, se puede realizar tomando como funciéon a
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maximizar la funcion ecologica, ecuacion (0.3), pero ahora se hace necesario construir la
produccion de entropia, utilizando el mismo criterio de no-endorreversibilidad. Esto es,
ahora se tiene el incremento de entropia, para los procesos de intercambio de calor entre el

sistema y los almacenes,

0,0, _ 0,170
I'T
AS:_71+72:_71+ 1w .
L T T
Consecuentemente, se encuentra la produccion de entropia como
oo AS _oaf ( it NEANGY ) o (—e+2)(1+ Alnz)
- T T T >
‘ror 13 1 i h i ¥ IGu-e)

+
Tivy Trw/ T
- 1% i szl_%l)

y la expresion de la funcion ecologica, para las variables u y z, ahora es

E=0{Tl(1+€—%)(l+/ﬂnz).

1 z

(5.14)

1—u + I(zu—¢€)
La maximizacion de (5.14) en las variables u y 2z, esto es la solucion del sistema de
JoE

ecuaciones obtenida de las condiciones 3—5 =0 y £, =0, permite obtener u =u(z) como

en (5.11), y resolviendo para z la condicion %—f =0, cuando A =0 utilizando (5.11), se

encuentra que ahora la solucion fisicamente posible es

2
z=EE, (5.15)

y la correspondiente eficiencia ecoldgica queda como

2
nE[ =1— 82}_8 . (5.16)

Este resultado mejora los intervalos de valores de la eficiencia para plantas nucleo-
eléctricas, respecto de los hallados por Velasco et. al [34], lo que se muestra en la Tabla
5.2, para las plantas reportadas en dicha referencia. Esto es, se encuentran intervalos de
valores de la eficiencia mas estrechos y alrededor de los valores medidos.

La diferencia entre las expresiones de la eficiencia en los extremos del intervalo
0.8 <7<0.9, halladas por Velasco et. al. [34], comparadas con las expresiones para €sos

mismos valores extremos de /I, 775;(0.9)—7n£;(0.8), hallada en la presente seccion, se
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muestra graficamente en la Figura 5.3, lo que hace evidente la afirmacion de que los
intervalos de valores de la eficiencia obtenidos en esta seccion son mas estrechos que los de

la referencia citada

Tabla 5.2. Valores de la eficiencia 775;, comparados con los obtenidos en [34] 77 opt? Y los valores de 77,

Nean » Mops » Para el intervalo 0.8<7<0.9, dado en [34].

Planta LK) |1, (K) Ule Tlcan 1 opt Mobs NEgr

Planta nuclear de| 283 566 10.50000]0.2928910.297 a 0.357 1 0.35000] 0.31535 a 0.3545
potencia  Doel 4
(Bélgica), 1985.
Planta nuclear, reactor| 290 600 ]0.51667]0.3047810.3152a0.373 |0.34500]0.3306 a 0.36889
sobrecargado Almaraz
II Espafia

Planta nuclear, reactor| 288 581 10.504301]10.2959410.302 a 0.361 ]0.36300]0.3198 a 0.35821
sobrecargado Sizewell

B, R. U..
Planta nuclear| 289 562 10.48577]0.28290]0.282 a 0.343 | 0.34000] 0.30238 a 0.34228
Cofrentes, Espafia
Planta nuclear| 288 727 10.60385]0.37060 ] 0.410 a 0.460 | 0.40000]0.41206 a 0.44568
Heysham, reactor
avanzado enfriado con
gas, R. U.
3
03 2.5
0.25 , Nopt —MNEr
0.2
1.5
0.15 Nopt
1
0.1 nEI
0.05 £ 0.5 £
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
a) b)

Figura 5.3. Graficas comparativas entre las eficiencias diferencias de 7 opt Y gy para los valores extremos

del intervalo 0.8 </ <0.9. a) Diferencia con los valores extremos del intervalo para cada de

Nopt Y TEr una. b) Diferencia 77, — 175, enlos mismos valores extremos.
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Obsérvese que el factor de no-endorreversibilidad no es funcion de los parametros 4 y €;
por tanto las expansiones en serie de potencias de la eficiencia, que se pueden obtener por
maximizacion de la potencia y de la funcién ecologica para A >0, ecuaciones (5.10) y

(5.14) respectivamente, tendran los mismos coeficientes que las ecuaciones (2.40) y (2.52),

multiplicadas por el factor % de la misma manera que las eficiencias, a potencia maxima

o funcién ecoldgica maxima a orden cero del parametro A. También las aproximaciones

lineales, expresiones semejantes a (2.55) y (2.56), contendran dicho factor.

5.2 Ciclo no-endorreversible con ley de transferencia de calor no lineal.

En el capitulo 3 se encontrd que al utilizar una ley de transferencia de calor no lineal, como
la expresion (3.3), es posible hallar también expresiones de la eficiencia en serie de
potencias del parametro A para el caso de gas ideal. Ademas se halld que la modificacion
de la expresion para la potencia de salida, del ciclo, y de la funcién ecologica
correspondiente es tal que su estructura algebraica permite establecer aproximaciones
simples de ciertos exponentes de la variable z, de forma de obtener expresiones simples
también de la eficiencia en forma aproximada. Para valores convenientes del parametro k,
k>1, en las expresiones de dichas eficiencias (a potencia méxima y funcion ecoldgica
maxima) se obtiene como casos limite las halladas por Gutkowics-Krusin y col. y en el
capitulo 2 del presente trabajo.

Para el ciclo de Curzon y Ahlborn no endorreversible, con una ley de transferencia de calor
no lineal, también es posible hallar expresiones para la potencia y la funcidon que tienen una
estructura semejante a las expresiones (5.10) y (5.14), respectivamente. Supdngase ahora la
relacion (5.2), pero ahora para hallar la expresion del trabajo total se supondra la ley de

transferencia dada por (3.3). El tiempo total de duracion del ciclo se encuentra como

_RT, 1 z A
tror == | | (5.17)
(1 lw) (2w 2)

de manera que la potencia se escribe, utilizando los cambios de variable de los capitulos

anteriores, COmo
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_oTf (1-3)(1+ Alnz)

P (5.18)

1 z
+
(1=u)  Iuz—e)*

La similitud de (5.18) con (3.8) hace suponer que se tendran resultados semejantes a los de

la seccion 3.1. En efecto, al considerar las condiciones de extremo para la potencia, g—[u) =0

y 92 =0, se encuentra de la primera condicién que
0z

1 2

1k+lzk+1 —£

u="-*=_-° (5.19)

12
Z+[k+lzk+1

y de la segunda, para 4 =0, se encuentra la expresion
(42— )% + I2(1 = )* Kz — €)% + 1+ w)F (1~ I2)(zu — £ — zuk) = 0, (5.20)
de donde, al substituir (5.19) y tomar aproximaciones semejantes a las utilizadas en (3.16),

solo para la variable z, se encuentra que el ciclo no-endorreversible a potencia maxima

(caso de plantas convencionales), tiene la eficiencia aproximada

NIES

4 13 4
I —15+J(19 — 1)’ + 441 +51°)(5+41°%)e

Noppp =1=210ppp =1- , (5.21)

21(51 5 +4)
La Figura 5.4 muestra las curvas correspondientes a la eficiencia para los valores 7 =0.8 ¢
=009, en donde se aprecia el corrimiento hacia el origen de dichos valores de la
eficiencia, utilizando como parametro variable el cociente &£, lo que es apreciable también
en la grafica de la diferencia entre dichas expresiones. Aunque se ha obtenido una
expresion para la potencia semejante al obtenido utilizando ley de Newton, la expresion
para la eficiencia hallada no es proporcional a la del ciclo endorreversible (capitulo 3),
como sucede precisamente cuando se utiliza ley de Newton (ver expresiones (0.2) y (5.13)).
Para los valores extremos del intervalo de validez para un gas ideal, del parametro de no-
endorreversibilidad 7, 0.8 <7 < 0.9, se tiene Tabla 5.3 comparativa de los casos con ley de

Newton, 77;, y con ley de Dulong y Petit, 7;0gpp. Es conveniente hacer notar que el

intervalo obtenido de valores de la eficiencia es adecuado sélo en algunas plantas. En los
demas solo el valor de la eficiencia en el extremo maximo del intervalo se acerca al valor

medido experimentalmente.
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Figura 5.4. Comparacion grafica entre las eficiencias 7.4y ¥ 17,0ppp €0 1 = 0.8y de la diferencia de los

valores de ella en los extremos del intervalo de valores adecuados para 1.

Tabla 5.3. Comparacion de los valores obtenidos para plantas convencionales (con maximizacion de
potencia), en el intervalo de valores 0.8<7<0.9, de las eficiencias 7,,ppp ¥ 7, halladas,

ecuaciones (5.13) y (5.21). Se incluyen los valores de 77 'y 4y -

Power plant

7, (K)

T, &)

Nc

Tlcan

Nioppp

Nobs

ny

Planta convencional
de vapor por carbon
quemado, West
Thurrock , 1962.

298

838

0.64439

0.403367

0.28254 — 0.32833

0.3600

0.33328 - 0.37141

Planta geotérmica de
vapor, Lardarello,
Italia, 1964

353

523

0.32505

0.17845

0.04922 —0.10951

0.1600

0.081474 - 0.13401

Planta  central de
potencia a vapor, R.
U. 1936-1940

298

698

0.57307

0.3466

0.22294 — 0.23208

0.2800

0.26947 - 0.31125

Planta de potencia de
vapor, E. U. A. 1956

298

923

0.67714

0.4318

0.31202 - 0.35599

0.4000

0.36472 - 40106

Planta de ciclo
combinado (vapor y
mercurio), E. U. A.
1949.

298

783

0.61941

0.38308

0.26100 - 0.30812

0.3400

0.29666 — 0.33688

De manera analoga, se encuentra que la funcion ecoldgica tiene una estructura semejante a

(5.14), esto es,

—rk_n% z
E=0ol"(1 21+8)(1+/11nz)[ )k+I(zu—€)k

1
(1-u
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Al maximizar (5.22) para las variables u y z, esto es para g—g =0y aaf =0, se obtiene

primero para u la misma expresion que para la maximizacion de la potencia, ecuacion
(5.19), y después la relacion entre estas variables, a orden cero del parametro A,

(— 2U(uz — &)* + (1= 21z + )ku(zu — £)* )((zu —o)f + zQ-u)F ) ’

— (1= 2L+ £)zu— &) + (ku(zu - ) + 10 -u)¥ )= 0. 629

Después de hacer una aproximacion adecuada s6lo en los exponentes de z en términos del

parametro £, la substitucion de (5.19) en (5.23) permite obtener la expresion aproximada

para la correspondiente eficiencia ecoldgica, que ahora llamaremos 77;ogpp, €n funcion de

los pardmetros I y &,

[—1—g+2(%)%—¢(g+1)2 +1608(]+%)(8+1)+48(%)5((%)58+81€+81)}
alsr+a¢1y’) '

Nioepp =1+

(5.24)
La Figura 5.5 muestra el comportamiento de esta expresion, para los valores extremos del

pardmetro /, I =0.8 e 1 =0.9.

NioEDP

0.6

0.4]

0.2]

0

Figura 5.5 Comportamiento de la expresion 5.24 para los valores extremos del intervalo de
valores del parametro /, 1 =0.8 ¢ 1=0.9.

Desde luego, es posible también construir tablas comparativas para (5.24). La Tabla 5.4
muestra la comparacion entre (5.24), eficiencia ecologica no endorreversible con ley de

transferencia de calor de Dulong y Petit, y la eficiencia ecoldgica no endorreversible con

ley de transferencia de calor de Newton, 77g;, expresion (5.16). Ademas, se encuentra que
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los valores numéricos obtenidos de evaluar (5.22) en los extremos del intervalo
0.8<7<0.9, se acercan en algunos casos al extremo superior y en otros al extremo

inferior.

Tabla 5.4. Valores de la eficiencia 17, , comparados con los obtenidos para (5.24) y los valores de 77,

Ncan > Mops » Para el intervalo 0.8 <7 <0.9, dado en [34].

Planta (K |1, (K) ule Ncan 7 j0EDP Nobs NEgr

Planta nuclear de
potencia  Doel 4| 283 566 | 0.50000 | 0.29289 | 0.289 a 0.334 | 0.35000 | 0.31535 a 0.3545
(Bélgica), 1985.
Planta nuclear, reactor
sobrecargado Almaraz | 290 600 |0.51667 |0.30478 [ 0.304 2 0.348 | 0.34500 | 0.3306 a 0.36889
Il Espafia

Planta nuclear, reactor
sobrecargado Sizewell | 288 581 10.50430 | 0.29594 | 0.293 a 0.338 | 0.36300 | 0.3198 a 0.35821
B, R.U..

Planta nuclear | 289 562 [0.4857710.28290|0.276 a 0.322 |0.34000 | 0.30238 a 0.34228
Cofrentes, Espafia
Planta nuclear

Heysham, reactor | 288 727 10.60385 | 0.37060 | 0.383 a 0.422 |0.40000 | 0.41206 a 0.44568
avanzado enfriado con
gas, R. U.
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Conclusiones

En el presente trabajo se ha realizado un analisis del llamado Ciclo de Curzon y Ahlborn,
que es un ciclo aun ideal. Por otro lado, se ha considerado como substancia de trabajo un
gas ideal, y solo en el ciclo endorreversible se analiz6 un gas no ideal (gas de van der
Waals). Pero, tanto para gas ideal como para gas de van der Waals, se abordé el problema
de una ley de transferencia de calor no lineal, y no s6lo el caso de la ley de enfriamiento de

Newton. De los resultados obtenidos bajo estos supuestos se concluye que:

1. Para leyes de transferencia de calor de la forma %~(T,- ~T,)", con k>1, en los casos

de gas ideal y ecuacion de van der Waals, siempre se pueden obtener expresiones de la

eficiencia del ciclo endorreversible de Curzon y Ahlborn, en serie de potencias de un

parametro de pequefiez A, que depende como A = i 1 de la razén de compresion, 7.,

y—Dinre

el cociente entre el volumen efectivo maximo (accesible a las moléculas del gas) y el

. , . . V.. —b . .
volumen efectivo minimo en el ciclo, r. =7, que para gas ideal se tiene b=0.
min

Ademas, tanto a potencia de salida maxima como a funcion ecologica maxima, la eficiencia
de Curzon-Ahlborn-Novikov o de Angulo-Brown, respectivamente, el término a orden cero
es una cota superior de la eficiencia; de manera que, en vista del parametro de pequeiez, se
encuentra que las eficiencias, a orden cero, corresponden a una maquina con razon de
compresion infinita.

2. En la aproximacién lineal, tomando en cuenta los datos de operacion de plantas de

potencia, a saber T, y T, lo que fija la eficiencia a orden cero, 77,, y conociendo
Nogs con la que operan las plantas, la aproximacion lineal 77;; , con las dos ecuaciones de

estado empleadas aqui, produce razones de compresion dentro de un intervalo realista.
3. Al utilizar la ley de transferencia de Dulong y Petit, el que se encuentre y se obtenga una

expresion analitica para la relacion de semisuma a orden cero, ecuacion (3.35), a saber

Nspp z%(nc +7oppp). ¥ la existencia del resultado analogo ya conocido con ley de

Newton, apunta en la direccién de que dicha relacion es una propiedad del ciclo. Ademas se
encuentra que una relacion semejante (una relacion de semisuma) entre la eficiencia de

Curzon-Ahlborn-Novikov y la hallada con Ley de Dulong y Petit, ecuacion (3.36a) para
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plantas ntcleo-eléctricas, da valores cercanos entre 3.7% y 12.5% a la eficiencia de
operacion de las plantas en las tablas reportadas, mostrando una forma mas realista de
operacion de dichas plantas, lo que indica la existencia de otras relaciones de semisuma que
muestran el comportamiento de las plantas.
4. Analogamente, para las plantas convencionales se encuentra que los valores observados
de la eficiencia difieren dentro de un intervalo de tamafio 1%, respecto a las medidas
observadas, con la expresion (3.36b), lo que indica de mejor manera la forma como operan
dichas plantas.
5. El considerar el caso no-endorreversible, del ciclo de Curzon y Ahlborn, para la ley de
transferencia de calor de Newton, es posible obtener mejores valores de la eficiencia para el
intervalo adecuado de valores del pardmetro de irreversibilidad, 0.8 <7 <0.9, al evaluar el
funcionamiento del ciclo; siempre que se tomen en consideracion los tiempos de duracion
los procesos adiabaticos del ciclo, a orden cero del parametro A, lo que evita la
introduccion de la razon de compresion. El ancho de los intervalos obtenidos por Velasco
et. al. oscila entre 0.04433 y 0.07455, en tanto que el obtenido en el presente trabajo es de
0.03634 a 0.053536, como se observa en la Tabla 5.1.
6. Es posible extender el estudio de maquinas térmicas generadoras de potencia para
analizar diversos topicos no abordados en el presente trabajo. A continuacion se enumeran
algunas cuestiones que quedan pendientes, que es necesario abordar de manera que a
mediano plazo se pueda tener un panorama mas completo del funcionamiento de dichas
plantas generadoras de potencia, y de los alcances de la llamada termodindmica de tiempos
finitos:
a) Se desprende la necesidad de abordar el andlisis de otros ciclos mas realistas,

como modelos de maquinas térmicas, de manera semejante al que se ha realizado

con el ahora llamado ciclo de Curzon'y Ahlborn, los ciclos Ranking, Otto y

Diesel, entre otros.

b) Es necesario suponer otras substancias de trabajo diferentes de gas ideal, como
pueden ser un gas de van der Waals generalizado, el gas de Redlich-Kwong o
bien analizar el desarrollo del virial.

c) Dos problemas interesantes que se podrian estudiar con los métodos
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desarrollados en el presente trabajo son el sistema geotérmico y una maquina
frigorifica.

d) El caso de una mezcla binaria resulta por demads interesante, y aunque en el curso
del desarrollo del presente trabajo se realizaron algunos intentos por analizarla,
no se llego a algun resultado valioso.

e) Valdria la pena incursionar en otros contextos como la termoelasticidad, aunque

actualmente se carece personalmente de informacion al respecto.

Al resolver éstos y otros posibles problemas, que se encuentren dentro de este contexto, se
estara creando una linea de investigacion, con lo que sin duda considero que se estaria
contribuyendo al desarrollo de la termodindmica en general, y de la termodindmica de
tiempos finitos en particular, lo que me parece debe ser el espiritu de un trabajo de esta

naturaleza.

Del desarrollo del presente trabajo, se obtuvieron las publicaciones que se incluyen después

de la bibliografia (Referencias) como Apéndice.
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