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Nomenclatura

226001

e DTP: Distribucién de los Tiempos de Paso

e DCM: Desplazamiento Cuadréatico Medio

e ETL: Ecuacién Tipo Langevin

e FETCD: Formulacién Estdandar de la Teoria Cuasideterminista
e FMTCD: Formulacién Matricial de la Teoria Cuasideterminista
e PB: Particula Browniana

e RBG: Ruido Blanco Gaussiano

¢ RCG: Ruido de Color Gaussiano

e TCD: Teoria Cuasi-Determinista

e TRNL: Tiempos de Relajacién No Lineales

e TP: Tiempos de Paso

e VAG: Variable Aleatoria Gaussiana
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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Motivacion y aspectos generales

1.1.1 Contexto

Hasta inicios del siglo XX, toda la fisica estaba formulada en términos de ecuaciones
diferenciales deterministas que parecian ser capaces de predecir con mucha exactitud el
comportamiento de los sistemas.

Con la Mecanica Cudantica se introduce el concepto de probabilidad en una observacién
fisica, es decir, que “la misma causa provoca diferentes efectos, y cada uno de estos efectos
tiene una probabilidad de suceder”.

La rama de la fisica que se encarga de estudiar las propiedades fisicas en el bulto
a partir del comportamiento dinamico de sus elementos microscépicos, es la Mecdnica
Estadistica; la cual se divide en dos partes fundamentales: Equilibrio y No Equilibrio.
La mecénica estadistica de equilibrio esta satisfactoriamente fundamentada, en el sentido
que asi es aceptado por la mayoria de sus investigadores, mediante la teoria de conjuntos
representativos. En cambio la fundamentacion de la mecdnica estadistica de no equilibrio
no es en absoluto satisfactoria, debido a miiltiples causas entre las que podriamos destacar
la dificultad de hacer una buena clasificacién de los diferentes procesos de no equilibrio.
La diferencia que hay entre la mecénica estadistica de equilibrio y no equilibrio es la exis-
tencia de potenciales termodindmicos. Para el caso de equilibrio con solo conocer dichos
potenciales podemos hallar, en principio, cualquier propiedad macréscopica. Por el con-
trario, para el caso de no equilibrio todavia nos estamos preguntando si tales potenciales

existen.



Sin querer en modo alguno ser exhaustivo vamos a presentar una posible clasificacion
de los procesos fuera de equilibrio, los cuales podemos clasificar en tres grupos que son:

a) Evolucién dindmica entre estados de equilibrio.

b) Evolucién dindmica entre estados estacionarios en general.

c) Estados estacionarios de no equilibrio.

Los dos primeros involucran dependencia temporal. En el tercer grupo tenemos los es-
tados independientes del tiempo, pero que no son de equilibrio debido a ciertas condiciones
de contorno, presencia de gradientes, flujos, etc.

Existen también muchos tratamientos correctos de diversas situaciones de No Equili-
brio pero que dependen de la situacién concreta y no son generalizables a otros casos. Por
otra parte, si utilizamos el recurso de resolver las ecuaciones de Newton mediante el uso
de computadoras, no es una tarea facil de hacer, por lo que este método no nos ayuda a
resolver sistemas de mucho interés. Incluso la descripcién de los estados de no equilibrio
usando herramientas de equilibrio, estd sujeto a fuerte discusién.

En este trabajo no vamos a tratar de encontrar una teoria de la evolucién dindmica,
sino que vamos a tomar una de las dindmicas ya aceptadas en la rica fenomenologia de no
equilibrio, que es “la Dindmica de Langevin” y sus correspondientes generalizaciones. Esta,
dindmica nos permite clasificar los procesos dindmicos que tnicamente pueden aparecer

debido a la presencia de fluctuaciones.

1.1.2 Fenomenologia

Desde hace un tiempo viene desarrolldndose una gran actividad en el estudio de sistemas
fuera del equilibrio, fundamentalmente mediante el uso de simulacién a través del uso
de computadoras. También hay que anadir la cada dia mds abundante proliferacién de
experimentos tipicos de relajacién dindmica de sistemas sometidos a fluctuaciones, tales
como: el estudio de la Dindmica de Transiciones de Fase desde diferentes puntos de vista
[51, 34, 16]; la relajacién de inestabilidades dpticas [3], hidrodindmicas [56], quimicas
[60], etc. De todos estos estudios ha surgido una muy rica fenomenologia que pone de
manifiesto tanto la importancia de las fluctuaciones, como el comportamiento no lineal de
los sistemas cerca de los estados inestables [13, 15, 49, 54]. Al tratar de poner orden cn

toda esta fenomenologia surgen diversas opciones a considerar; de todas las posibilidades



nos vamos a fijar en aquellas situaciones dindmicas donde las fluctuaciones juegan un
papel primordial, pero sin olvidar las no linealidades del sistema. ;Cual es la motivacién
para esta eleccién?. La razén es muy simple. La clasificacién de los procesos dinamicos en
los que las fluctuaciones son fundamentales es muy reducida, y se deja ordenar utilizando
dnicamente criterios que llamariamos mecédnico-cldsicos. Ademas las diferentes clases que
aparecen representan situaciones fisicas de mucho interés y contienen informacién sobre
la dindmica del sistema dificil de vislumbrar por otros métodos. Para cada una de estas
clases buscamos una escala temporal definiendo un tiempo caracteristico de una manera
simple. Esta informacién es fundamental, pues cada proceso dindmico tiene pocas escalas
de tiempo posibles, independientemente de cémo se observen, por lo que si logramos

hallarlas de una forma u otra, tendremos un conocimiento global dindmico del sistema.

1.1.3 Metodologia

Puesto que las fluctuaciones van a jugar un papel predominante; la metodologia matema-
tica que nos permitira desarrollar su estudio es la Teoria de los Procesos Estocasticos .
Esta metodologia ocupa un papel cada vez mas preponderante en la Mecanica Estadistica
de No Equilibrio, como puede apreciarse en la abundante proliferacién de monografias
especificas [63, 57, 60, 15, 49, 13, 18].

Los Procesos Estocasticos pueden estudiarse a partir de diferentes marcos matemaéticos:
ecuaciones de movimiento para las diferentes probabilidades estadisticas asociadas a un
proceso estocastico (Ecuacién Maestra, Ecuacién de Fokker-Planck, etc.); a partir de ecua-
ciones diferenciales estocasticas que obedecen dichos procesos (Ecuaciones de Langevin,
generalizadas o no). En este proyecto vamos a escoger el segundo punto de partida, por
la sencilla razén de que las ecuaciones diferenciales estocasticas tienen una interpretacién
fisica simple que ayudara a comprender mejor los mecanismos fisicos involucrados.

Las fluctuaciones son una caracteristica intrinseca de todos los sistemas reales. Estas
son inevitables en todos los sistemas naturales. La intensidad de estas fluctuaciones que
llamaremos internas, se mide mediante un pardmetro que denotaremos por D o (). Hay
varias clases de fluctuaciones internas, por ejemplo, en los fenémenos térmicos y quimicos,
la intensidad de las fluctuaciones sera proporcional a la temperatura absoluta; y en los

fenémenos atémicos o nucleares, a la constante universal de Planck; y en los sistemas



quimicos finitos al inverso del volumen del sistema o del niimero de moléculas que inter-
vienen en la reaccién. Las fluctuaciones internas pueden dar origen, por ejemplo, a nuevos
estados macroscépicos estables o a que se desplacen los puntos de inestabilidad que delimi-
tan las distintas fases. También estas fluctuaciones pueden producirse y controlarse en el
laboratorio, lo que permite un estudio mas preciso de su influencia en el comportamiento
del sistema. Ademads, las fluctuaciones internas juegan un papel relevante en la relajacion
de estados inestables y en la transicién espontanea entre estados estables. Exceptuando
estos dos fenémenos, las fluctuaciones internas pueden despreciarse sin problema alguno;
en los sistemas muy grandes y siempre que estemos lejos de una transicién de fase.

Hay una segunda clase de fluctuaciones, que podemos llamar fluctuaciones externas,
debidas a la estocasticidad del medio que rodea al sistema o bien a los pardmetros de
control del mismo. La diferencia principal que hay entre las fluctuaciones externas y las
internas; estriba en que las primeras son controlables vy, por ello, no pueden despreciarse
tan facilmente. Se trata de fluctuaciones que inducen cambios sustanciales con respecto
a las fluctuaciones internas.

La descripcién fenomenolégica convencional que toma en cuenta fluctuaciones exter-
nas consiste esencialmente en empezar con una ecuacién de movimiento determinista para
la variable que representa al sistema. Estas ecuaciones son similares muchas veces a las
que aparecen en cinética quimica y dependen de los pardmetros externos, tales como:
potenciales eléctricos, concentraciones de los reactantes, catalizadores, etc. Las fluctua-
ciones externas se introducen a través de estos pardametros, suponiendo que estas fluctiian
alrededor de cierto valor medio. La ecuacién de movimiento de partida se convierte ahora
en una ecuacién diferencial estocéstica, cuyas caracteristicas pueden tener distintos gra-
dos de complejidad. Estas fluctuaciones o también llamados ruidos tienen propiedades
estadisticas propias.

Los dos tipos de ruido que se utilizan con mayor frecuencia en la literatura y que sirven
de base en nuestro estudio son:

Ruido Blanco Gaussiano (RBG). Los valores que toma el ruido siguen una ley
de distribucién normal, y no estd correlacionado salvo a tiempos iguales, es decir, que no
tiene memoria. Este proceso es el més utilizado por su sencillez matemaética, sélo necesita
un pardmetro para su descripcidén y es la intensidad del mismo, denotada por D o Q) . Se

recurre a €l cuando no se conoce realmente bien el ruido a que esta sometido el sistema. asi



como para representar las fluctuaciones de origen interno (por ejemplo, en el movimiento
browniano).

Ruido Gaussiano de Color (RGC). Este ruido si estd correlacionado consigo mismo
a tiempos distintos, es decir, que tiene memoria. Y ademds posee un pardmetro mas, 7,
llamado tiempo de correlacién. Se trata de una fluctuacién muy cercana a los ruidos
reales, por esta razén se recurre a ella para representarlos. La descripcién matematica
de los procesos influidos por este ruido es muy compleja. La velocidad de la particula
Browniana libre sigue este proceso.

Existen otros tipos de ruido tales como: ruido blanco de Poisson y ruido dicotémico,
que son importantes en otras situaciones fisicas. En este estudio no se van a trabajar con

estos ruidos.

1.1.4 Clasificacion de los procesos dinamicos

A continuacién vamos a clasificar los precesos dindmicos que pueden ocurrir en la evolucién
de un sistema, situado inicialmente en un estado que no coincide con el estado estacionario
que le corresponde. Es decir, vamos a clasificar los diferentes procesos que pueden ocurrir
en las evoluciones dindmicas a) y b) introducidos en la Subsec. 1.1.1. Para ello, empezare-
mos con ejemplos concretos de situaciones fisicas y posteriormente seleccionaremos a qué
clase de proceso dinamico corresponde.

Tomemos un sistema paramagnético (T > T°) y disminuyamos rdpidamente la tem-
peratura (T' < T°). El sistema evolucionar4 en la direccién del nuevo estado de equilibrio
ferromagnético que le corresponde ( proceso dindmico a) de la Subsec. 1.1.1. O bien
si variamos stibitamente el parametro de bombeo de un Laser éste pasard a un estado
de emisién estimulada diferente del inicial (proceso dindmico b) de la Subsec. 1.1.1. En
ambos casos el sistema es inicialmente inestable frente a fluctuaciones infinitésimales, sin
necesidad de especificar su origen por el momento. A este proceso de relajacién se le
clasifica como “Relajacion de un Estado Inestabale”. Este es el tipo de proceso de
relajacién que vamos a estudiar en esta tesis.

Un segundo caso, se tiene cuando el sistema después de permanecer un tiempo aprecia-
ble en un estado inicial que parecia estacionario subitamente cambia a otro y permanece

en él cierto tiempo del mismo orden de magnitud que el primer estado, volviendo otra vez



al estado inicial y repitiendo el ciclo indefinidamente. Se dice entonces que estos estados
son inestables frente a fluctuaciones finitas y el proceso se clasifica como “Relajacién de
un Estado Metaestable o Biestable”.

Un tercer caso, surge en el limite en que desaparece, de forma continua, uno de los
estados del caso metaestable. Al estado que va a desaparecer se le llama estado marginal
y el proceso dindmico se denomina “Relajacién de un Estado Marginal”. Las fluc-
tuaciones que originan esta evolucién son infinitésimales.

Existe un cuarto caso, este se logra cuando el sistema tiene un tinico estado estacionario
estable y variando los parametros de control lo alejamos de dicho estado sin introducir
nuevos estados estables. En este caso, el sistema vuelve al estado que le corresponde de
una forma que llamariamos suave, sin necesidad de las fluctuaciones. Al proceso dindmico
se le denomina “Relajacién de un Estado Estable”. Esta relajacién esta muy bien
descrita y estudiada por la Mecanica Estadistica de No Equilibrio Lineal.

Estos cuatro procesos de relajacion tienen lugar en una escala de tiempo caracteristica
que dependen de los parametros del sistema y de las fluctuaciones.

Esta clasificacién es ciertamente muy general, pero suficiente para tener una idea de
qué tan importante y abundante es el estudio de la relajacién dindmica de sistemas.
Antes de empezar su estudio hay que delimitar qué modelos o situaciones concretas y en
qué circunstancias se van a estudiar. Pueden considerarse modelos con diferentes grados
de libertad, en particular hay que distinguir entre los de dimensionalidad diferente de
cero (descripcién mediante Teorias de Campos) o los de dimensionalidad cero (mimero
finito de variables). En el primer caso, la relajacién tiene lugar localmente produciéndose
estructuras espaciales transitorias. En el segundo caso, la relajacién ocurre globalmente.

En este trabajo nos vamos a fijar en las situaciones cero-dimensionales a fin de sim-
plificar el problema y poder obtener resultados analiticos que nos permitan ilustrar los
mecanismos dindmicos més elementales, que sean comunes a cualquier otra situacién mas
compleja. En las situaciones de mayor complejidad las aproximaciones del cdlculo podrian

ocultar aspectos fisicos de interés, para nuestro andlisis, ésta es la razén por la que sim-

plificamos el problema.



1.2 Analisis de las escalas de tiempo

1.2.1 Movimiento Browniano

Al estudiar el movimiento de una particula muy pequenia (Particula Browniana: PB)
en un fluido se observé que su movimiento era totalmente errdtico y permanente, es
decir, la particula nunca deja de moverse en el fluido'. Albert Einstein en 1905 dio la
explicacién del movimiento browniano a través de la hipdtesis molecular, que consiste en
que el movimiento erratico continuo de la PB se debe al enorme golpeteo (10*') de las
moleculas del fluido con la particula browniana [11]; ademds planteé la posibilidad de
medir experimentalmente el Desplazamiento Cuadrético Medio (DCM) de la PB, para asi
poder comprobar la hipétesis molecular. Este experimento lo llevo a cabo Jean Perrin et.
al. entre los afios 1908-1911 [46]. La teoria de Einstein consiste en derivar una descripcién
probabilistica vélida para todo un conjunto de particulas, en lugar de seguir en el tiempo
la complicada trayectoria de una sola de ellas [63, 12, 15]. El método se basa en tres
hipétesis a saber:

1.- El movimiento erratico est4 causado por los constantes impactos de las moléculas
del fluido sobre la particula browniana.

2.- El movimiento de cada particula es independiente de las demas.

3.- La descripcion del proceso ha de ser probabilistica.

Bajo estas condiciones Einstein mostré que la densidad de probabilidad satisface la

siguiente ecuacién diferencial parcial, dada por

0 o?
of _ p0°f (1.1)
ot Ox?

Esta ecuacion se conoce en la literatura como la ecuacién de difusién, donde D

corresponde al coeficiente de difusién. Si la condicién inicial es que todas las particulas

estan localizadas en z = 0y f(z,t = 0) = né(x), entonces la solucién de esta ecuacién es

n x?
f@0) = Gepyz P ( - Zﬂi) | (12)

'Este movimiento fue estudiado por vez primera por el botanico inglés Robert Brown en 1828, puesto

que anos antes ya habia sido observado este fenémeno por otros cientificos, entre ellos: F.W. von Gleichen,
J.T. Needham.
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Fig. 1.1: Desplazamiento cuadréatico medio para la particula browniana

Como podemos ver esta expresién tiene la forma de una distribucién gaussiana. Por

lo que el promedio (z(t)) =0 y su desplazamiento cuadratico medio es igual a

(z*(t)) = 2Dt. (1.3)

La interpretacién de este resultado es que el DCM incrementa linealmente con el
tiempo, como se puede ver en la Fig. 1.1. Como ya se menciono anteriormente este

resultad® fue comprobado experimentalmente por J. Perrin [46], entre otros.

1.2.2 Ecuacion de Langevin

Afios después, Paul Langevin (1908) estudi6 este mismo problema, presentando un nuevo
método el cual fue completamente diferente al de Einstein [35]. La propuesta de Langevin
fue estudiar la trayectoria de una sola particula a través del fluido, para ello dividié a
la fuerza total que siente la particula browniana, en una fuerza sistemadtica y una fuerza
fluctuante. La fuerza sistemdtica, que para el caso de una esfera de radio a y M > m
(siendo M la masa de la PB y m la masa de las moléculas del fluido), moviéndose a
velocidades no tan grandes en un fluido de viscosidad 7, viene dada por la ley de Stokes
F_ = —v v donde el subindice f indica friccién y v = Z—f la velocidad. El coeficiente de

s
friccién para la particula browniana esférica de radio a es igual a v = 67na. La fuerza



estocatica o ruido £(t) representa los choques incesantes de las moléculas del fluido (10
choques por segundo) con la PB. Con toda esta informacién Langevin propuso que la
segunda ley de Newton para la PB en ausencia de fuerza externa (V(z) = 0, siendo V' (z)

el potencial) satisface la siguiente ecuacién diferencial

d%z dz

M-d—ti:—’)/zi—{—i-g(t), (1'4)

que es precisamente una ecuacién diferencial estocastica debido a la presencia del término
fuctuante &£(¢), cuya solucién en promedio requiere de las propiedades estadisticas de
dicha fuerza.

Para obtener las propiedades estadisticas de la PB Langevin resolvié el problema de
la siguiente forma. Si multiplicamos a la Ec. (1.4) por z, agrupamos términos y hacemos

promedios sobre £(t), nos queda

Md oy Yd,
o (@) = M) = =2 2(a) + (a€(0). (1.5

Se hace a continuacién dos importates hip6tesis

M(3*) = K, T, (z()6() = (@) (=(t)) = 0. (1.6)

En primer lugar, suponer que el promedio de la energia cinética es igual a KT, donde K,
es la constante de Boltzmann y T es la temperatura del fluido, implica haber alcanzado
el equilibrio térmico (Teorema de Equiparticién de la Energia). La segunda hipétesis nos
dice que no hay correlacién entre la fuerza fluctuante y la posicién de la PB, debido a la
gran irregularidad de la fuerza estocdstica. El hacer uso de estas dos hipétesis implica
asignarle propiedades a la funcién desconocida £(t).

De esta manera, la ecuacién se reduce a

a, , v d,, 2
— =——— —K,T :
que se puede resolver facilmente, obteniendose
: 2K, T )
(a2(1) - (a(0)) = == He“:t - 1) + t} , (1.8)

tal que 7 =

%”— ~ 10783, siendo 7 el tiempo de relajacién. Esta ecuacién nos permite hacer

un analisis para tiempos cortos y para tiempos largos del problema.
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Fig. 1.2: Desplazamiento cuadratico medio para la particula browniana ~:_ P
i) Tiempos Cortos t K 7 *& o
(@?(t)) — (z*(0)) — 2D *. (19) 7
ii) Tiempos Largos ¢t > 7
(2*(t)) ~ (2*(0)) — 2D ¢, (1.10)

donde D = 55;—2 Por lo tanto en el régimen de tiempos largos la expresién (1.10) recupera
el resultado de Einstein; y en el régimen de tiempos cortos se tiene un comportamiento u i
parabdlico que corresponde a la de la particula libre. En la Fig. 1.2 se muestra la grafica
del DCM, de la PB donde podemos observar que en el régimen de tiempos cortos se
tiene una curva parabdlica que representa al régimen balistico de particula libre; y para
tiempos largos la gréfica muestra un comportamiento lineal igual al de la Fig. 1.1, el
cual corresponde al régimen difusivo de acuerdo con la descripcién de Einstein. En este
régimen de tiempos largos, la particula browniana siente la presencia del fluido a través
de las constantes colisiones con las moléculas de dicho fluido.

En base a estos resultados decimos que en el esquema de Langevin hemos obtenido
maés informacién que con el enfoque de Einstein, que sélo da informacién en el régimen
difusivo. En el esquema de Langevin, el haber propuesto la hipétesis de equilibrio térmico

para la variable £(t), significa que esta variable alcanza el equilibrio antes que z(¢) de
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manera que la solucién hallada no sélo es valida para tiempos largos, como la solucion de

Einstein, sino que también nos da informacién a tiempos cortos.

1.2.3 Decaimiento de sistemas inestables

Siguiendo las ideas de la seccién anterior, estudiemos ahora el proceso de decaimiento
de los sistemas inestables inducidos por la presencia de fluctuaciones estocéasticas. Este
fenémeno es naturalmente distinto al movimiento browniano, sin embargo un analisis
similar de las escalas de tiempo de dicho proceso de decaimiento puede realizarse de
forma analoga como en el caso del moviento browniano.

Para este proposito vamos a partir de ahora en adelante, de una ecuacién similar a la
ecuacién de Langevin con las siguientes caracteristicas: En nuestra descripcién vamos a
considerar que el término de inercia M %Zt% ~ ( y la introduccién de otra fuerza sistematica

derivable de un potencial®. La ecuacién a la que nos estamos refiriendo en el caso de una

variable, tiene entonces la siguiente estructura matematica

dzx dV(z)

— —= =£(t 1.11

T T g, (111)
donde V'(z) es el potencial cuya fuerza sistematica asociada es F = _u‘gzx_x La Ec. (1.11)

describe entonces un sistema sobreamortiguado con fluctuaciones estocésticas. La variable
T no representa necesariamente la posicién, sino cualquier otra variable fisica de interés
que no sea la velocidad, como por ejemplo el campo eléctrico del sistema Léser, etc. La
Ec. (1.11), se conoce en la literatura como la Ecuacién Tipo Langevin (ETL) y es una
ecuacién diferencial estocéstica cuya solucién en promedio requiere de las propiedades
estadisticas de la fuerza fluctuante o ruido &(t).

Consideremos ahora el caso en el que el potencial es de la forma V(x) = ~22?, con
a > 0 tal que la fuerza sistemdtica asociada es una fuerza lineal, dada por F = az. Este
potencial es una pardbola invertida cuyo vértice coincide con el origen de coordenadas de
la Fig. 1.3; el cual corresponde al estado inestable del potencial. Asi que, en el proceso de
decaimiento del estado inestable supondremos que, inicialmente el sistema se encuentra

localizado en el origen de coordenadas y que por efecto de pequernias fluctuaciones decaerd

cuesta abajo del potencial. En este caso la ecuacién tipo Langevin puede escribirse de la

2Esto no necesariamente ocurre en los sistemas rotacionales, como se vera mas adelante
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Fig. 1.3: Potencial V(z) = —-é—a z?, para la visualizacién mecdnica de un proceso de

decaimiento de un estado inestable inicial

siguiente forma
t=az + £(t). (1.12)

Partiendo de la Ec. (1.12) hagamos ahora el anélisis de las escalas de tiempo siguiendo
las ideas de la seccién anterior. Para este propdsito requerimos de las propiedades de la
fuerza fluctuante £(t) que por simplicidad supondremos que es un ruido blanco gaussiano;

cuyo valor medio es igual a (£(t)) = 0 y su correlacién

(E@)&(t)) = 2D5(¢t - t) (1.13)

donde D es la intensidad del ruido.

La solucién de la Ec. (1.12) estd dada por
z(t) = h(t)e*, (1.14)

donde
t ’
h(t) = 2(0) + / et E(t')de . (1.15)
0
El primer término del lado derecho de la igualdad (1.15) se refiere a las condiciones

iniciales del sistema, que por simplicidad supondremos que z(0) = 0.

El primer momento de la Ec. (1.14) es igual a
(z(t)) = (h(t)) e* =0, (1.16)
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Fig. 1.4: Desplazamiento cuadrético medio para la variable x(t)

y su segundo momento de la Ec. (1.14) estd dado por
(@*(t)) = (R*(t))e™, (1.17)

con ayuda de las Ecs. (1.13) y (1.15) se tiene

(2(t)) = [2 (1 - e-%>]e% , (1.18)

a

tal que 7 = 515 Hagamos ahora el analisis de tiempos cortos y tiempos largos.
i) Tiempos Cortos (t << 7)
(%(t)) =2D t. (1.19)

Este resultado es similar a las Ecs. (1.3) y (1.10) de las secciones anteriores correspon-
dientes al régimen difusivo, esto es, la regién donde las fluctuaciones estocdsticas juegan
un papel importante. Por lo tanto, en el régimen de tiempos cortos de acuerdo con (1.19),
el sistema localizado en el estado inestable inicial, se encuentra sometido a la presencia de
las fluctuaciones estocasticas responsables del decaimiento dindmico del sistema alrededor
de dicho estado inestable.

ii) Tiempos Largos (¢t >> 1)

(2*(t)) = Dot (1.20)
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En este régimen de tiempos, podemos observar que el término dominante es la exponen-
cial €22 que nos describe la evolucién del desplazamiento cuadratico medio mds alld del
régimen difusivo. Es en éste régimen de tiempos donde desarrollaremos nuestro trabajo
de tesis, el cual es conocido como el régimen cuasi-determinista.

En la Fig. 1.4, mostramos el comportamiento del desplazamiento cuadratico medio
del sistema inestable en las dos escalas de tiempo. Para tiempos cortos se muestra un
coportamiento lineal de acuerdo con (1.19), el cual corresponde al régimen difusivo (7, );
y para tiempos largos el DCM se encuentra dominado por el factor e%t de acnerdo con
(1.20), el cual corresponde al régimen cuasi-determinista.

De los resultados obtenidos en esta seccién, podemos ahora hacer las siguientes com-
paraciones. En la descripcién de Langevin, véase la Fig. 1.2, en el régimen de tiempos
cortos el DCM (1.9), muestra un comportamiento parabdlico correspondiente al de una
paticula libre, mientras que en el régimen de tiempos largos se observa un comportamiento
lineal o difusivo. Lo anterior significa que en el régimen de tiempos cortos la particula
browniana atn no siente la presencia del medio (fluido), por lo que su comportamiento
es practicamente como la de una particula libre; mientras que en el régimen de tiempos
largos la particula entra en contacto con el medio a través de sus constantes colisiones
(que dan cuenta de las fluctuaciones) con las moléculas del fluido.

De acuerdo con nuestros resultados, véase la Fig. 1.4, en el régimen de tiempos
cortos el DCM muestra un comportamiento lineal o difusivo, dado por (1.19); en tanto
que a tiempos largos el comportamiento del DCM es dominado por el régimen cuasi-
determinista. Esto significa que a tiempos cortos o régimen difusivo, el sistema situado
en el estado inestable inicial del potencial, se encuentra sometido a la presencia de las
fluctuaciones responsables del decaimiento de dicho estado inestable, y para tiempos largos
el comportamiento del sistema es practicamente determinista de tal forma que el efecto
de las fluctuaciones ya no juegan un papel importante. Por lo tanto podemos concluir

que el proceso de decaimiento del estado inestable se inicia en el régimen difusivo.

1.3 Objetivo Principal

Hasta principios de la ultima decada de los noventa del siglo pasado, la caracterizacion

dindmica de los procesos estocdsticos transitorios de sistemas inestables formulada en ¢l
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contexto de la dindmica de Langevin, estaba descrita de forma tal que la fuerza sistematica
lineal asociada era derivable de una funcién potencial [52, 45, 53, 4]. Hace relativamente
poco tiempo, este esquema de Langevin ha sido generalizado al estudio de sistemas inesta-
bles rotacionales, los cuales una vez que abandonan el estado inestable inicial por efecto
de las fluctuaciones, describen trayectorias rotacionales practicamente deterministas. En
este nuevo esquema, la fuerza sistematica lineal asociada es en general no derivable de un
potencial [28]-[31], [38]-[40].

Entre los diversos métodos que han sido propuestos para estudiar la dindmica es-
tocastica transitoria de sistemas inestables derivables de una funcién potencial, se encuen-
tra el método de las escalas de tiempo, donde el interés principal radica en caracterizar
el proceso de decaimiento del estado inestable calculando el tiempo durante el cual el sis-
tema alcanza por vez primera un valor de referencia preestablecido en el caso de sistemas
lineales, o el valor estacionario que le corresponde en el caso de sistemas no lineales;
una vez que dicho sistema abandona el estado inestable inicial por efecto de pequefias
fluctuaciones.

Entre las distintas teorias propuestas en el estudio de los tiempos de paso, queremos
destacar el de la formulacién cuasi-determinista propuesta por F. de Pascuale et. al. [43],
pues ésta serd la formulacién que adoptaremos en esta tesis. Esta teoria se considera
una buena aproximacién para caracterizar los procesos de decaimiento de los sistemas
inestables Unicamente en el régimen lineal, ya que suministra la descripcién fisica del
mecanismo responsable del decaimiento del estado inestable; el cual consiste en asumir que
las fluctuaciones (ruido interno) cambian la condicién inicial alrededor del estado inestable
e inducen el decaimiento dindmico del sistema. Después de este efecto, la evolucién
dinamica del sistema es practicamente determinista. La formulaciéon de TCD se realiza
bésicamente a partir de la aproximacion lineal de una ecuacién tipo Langevin que puede
escribirse, para un conjunto de n variables fisicas independientes y en presencia de fuerza

externa F., de la siguiente manera
x=ax+ N(r)x+ F. +z(t), (1.21)

donde a > 0, x el vector columna que representa a las variables fisicas, N(r) es una
funcién escalar que da cuenta de las contribuciones no lineales del sistema, siendo r el

cuadrado de la norma del vector x, es decir, 7 = x" x con x” su vector transpuesto. La

15



fuerza sistematica lineal F = ax de dicha ecuacién es claramente derivable de una funcién
potencial. El formalismo de TCD fue propuesto esencialmente para describir la dindmica
lineal de (1.21), en este sentido hemos acordado en nombrar a dicha formulacién como
“Formulacién Estdndar de la Teoria Cuasi-Determinista” (FETCD). Este formal-
ismo junto con los tiempos de paso, han sido aplicados esencialmente para caracterizar la
dindmica transitoria de algunos sistemas Léser, asi como la deteccién de senales dpticas
débiles de dichos sistemas [62, 61, 58, 32, 36].

Por otro lado, el estudio de la dindmica estocéstica transitoria de los mismos sistemas
inestables (1.21) a través de TRNL, ha sido también desarrollado en el marco tedrico
del formalismo estdndar de TCD, y en el esquema de las ecuaciones de Fokker-Planck
asociadas a la dindmica (1.21), como puede constatarse en las Refs. [24, 17, 45, 53]. Ambos
esquemas presentan ciertas ventajas una con respecto a la otra, entre las que podemos
mencionar estan las siguientes: la relajacién dindmica de los sistemas inestables inducidos
por ruido de color gaussiano, es mucho més simple usando TCD que el formalismo de
Fokker-Planck [55, 4]. Otra ventaja de TCD es que éste puede caracterizar la relajacién
completa de sistemas inestables no lineales; mientras que con el formalismo de Fokker-
Planck, la aplicacién a sistemas inestables ha sido desarrollado inicamente en el régimen
lineal [53, 44, 17]. El esquema de Fokker-Planck admite una descripcién de la dindmica
en términos de ruidos no gaussianos tales como: ruido dicotémico (sefiales telegraficas) y
ruido de Poisson [21, 22]; mientras que TCD ha sido formulada tinicamente en términos
de ruido blanco y ruido de color gaussianos {23]-[27], [37]. El estudio de TCD en términos
de ruidos no gaussianos atin no ha sido desarrollado.

La formulacién estdndar de TCD admite una generalizacién a sistemas inestables
rotacionales, y nuestro objetivo principal en esta tesis consiste en estudiar el proceso de
decaimiento de los sistemas inestables rotacionales, tanto en el régimen lineal a través de
los tiempos de paso, asi como en el régimen no lineal a través de los tiempos de relajacién
no lineales; en un contexto matricial completamente general.

La dindmica tipo Langevin rotacional en la que estamos interesados puede escribirse

de la siguiente manera
X=ax+ Wx+ N(r)x+F, + z(t), (1.22)
donde todas las cantidades ya han sido definidas anteriormente salvo el nuevo término
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Wx, siendo W una matriz real antisimétrica, tal que W' = —W con W' su matriz
transpuesta. El conjunto de variables x ya no son necesariamente independientes debido
a la nueva contribucién en la fuerza sistemaética lineal, dada por F = ax + Wx. En este
sentido F, = ax representa la parte conservativa y F,. = Wx la parte no conservativa,
puesto que VX F, =0y V xF,. # 0. Por lo tanto la fuerza sistematica lineal ya no es en
general derivable de una funcién potencial, a menos que la matriz W sea cero. La matriz
W da cuenta del acoplamiento entre las variables del vector x y por tanto de los efectos
de rotacién del sistema inestable. En el Apéndice A se muestra como caso particular que
toda matriz antisimétrica en el espacio de tres dimensiones, determina un vector & tal que
el producto matricial de la matriz antisimétrica es igual al producto vectorial del vector
&, que representa al vector velocidad angular, es decir, Wx = & X x. La caracterizacién
dindmica de los sistemas inestables rotacionales (1.22) en este nuevo esquema es lo que
podemos nombrar como “Formulacién Matricial de la Teoria Cuasi-Determinista”
(FMTCD).

La caracterizacion dinamica de los sistemas inestables rotacionales a través de la DTP
y de los TRNL se realizard, al igual que en la formulacién estandar, en términos de los
momentos estadisticos de orden [ definidos por < r(¢) >, donde 7 es nuevamente la norma
al cuadrado del vecto x de (1.22). Se puede verificar que la solucién de la parte lineal de
(1.22) en términos de la variable r es muy similar a la solucién lineal de (1.21), y esto
es debido principalmente a las propiedades de la matriz W. Como consecuencia de esta
similitud se mostrara que en ausencia de fuerza externa, la distribucién de los tiempos de
paso y los tiempos de ralajacion no lineales para caracterizar el decaimiento dindmico del
sistema (1.22) son exactamente las mismas escalas de tiempo obtenidas para caracterizar
la dindmica (1.21); mientras que en presencia de fuerza externa dichas escalas de tiempo
son casi iguales y la minima diferencia como se verd en el contenido de esta tesis, es s6lo
la renormalizacién de la amplitud de la fuerza externa debido a la contribucién de los
elementos de la matriz antisimétrica W.

Ante esta situacién se podria afirmar en cierta forma que, si bien el formalismo gene-
ralizado de TCD propuesto para caracterizar la dindmica (1.22) que por naturaleza es
rotacional, conduce practicamente a las mismas escalas de tiempo obtenidas en la des-
cripcién de la dindmica (1.21). Entonces pareceria que el formalismo generalizado de

TCD para describir a la dindmica (1.22) no aporta ninguna contribucién novedosa y por
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lo tanto no es un método apropiado para dicha descripcién. Sin embargo esto no es asi,
como se mostrara en seguida.

Antes de justificar el formalismo generalizado de TCD, hagamos las siguientes tres
preguntas que consideramos son fundamentales en el desarrolo de esta tesis. La primera
es, jporqué el formalismo generalizado de TCD funciona para describir a los sistemas
rotacionales (1.22) y conduce précticamente a los mismos resultados de las escalas de
tiempo obtenidas para describir la dindmica (1.21)7; la segunda es ;qué ocurre con los
efectos de rotacion provenientes de la matriz W? y por ltimo ;existird alguna dindmica
que provenga de (1.22) de tal forma que sea semejante a la dindmica (1.21) para poder
entonces justificar el formalismo generalizado de TCD?

Las respuestas a estas preguntas las podemos obtener si en la Ec. (1.22) se realiza el

w

siguiente cambio de variable y = e~ "' 'x, de tal forma que la dindmica de Langevin en el

nuevo espacio transformado sera
Y =ay + N(r)y + F, +2,(t), (1.23)

donde Fi = e WF,, z,(t) = e Wiz(t) y N(r) es la misma funcién de (1.22) puesto que
r =xX'X = y'y, es decir la norma es invariante ante dicha transformacién. Podemos
observar que la transformacién elimina a la matriz W de la fuerza sistemética lineal y
asocia sus efectos a la presencia de las fuerzas externa y fluctuante. En este nuevo espacio,
el conjunto de variables y estan ahora desacoplados. Por lo tanto la dindmica (1.23) es
muy semejante a la dindmica (1.21) pero no igual debido precisamente a las nuevas fuerzas
F, yz,(t).

En base a lo anterior surge ahora la siguiente pregunta. ;Cudl es el significado de la
transformacion realizada y por lo consiguiente de los términos F: y 2,(t)? La respuesta
a esta pregunta se encuentra en el Apéndice A, donde se demuestra que el término e~ W*
que realiza la transformacién del espacio x al espacio y es precisamente una rotacién
dependiente del tiempo, es decir, e=W¢ = R(t) donde R(t) satisface las propiedades de
una matriz de rotacién. Por lo tanto, en el espacio transformado de coordenadas la
dindmica (1.23) es mateméticamente semejante pero no igual a (1.21), y la diferencia
substancial es que las trayectorias estocésticas de la dindmica (1.23) son rotacionales,
debido al cardcter rotacional de las fuerzas externa F. y fluctuante z,(t). Es precisamente

en este nuevo espacio transformado de coordenadas, donde podemos entender porqué en
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ausencia de fuerza externa, las escalas de tiempo obtenidas para describir la dindmica
(1.22) son exactamente las mismas que las que se obtienen para describir la dindmica
(1.21); en tanto que en presencia de fuerza externa, las escalas de tiempo son casi iguales
y la diferencia es la renormalizacién de la amplitud de la fuerza externa. Esta situacion se
mostrard con mds detalle en el contenido de esta tesis cuando estudiemos a los sistemas
rotacionales de dos y tres variables.

El contenido de esta tesis estd estructurado de la siguiente manera:

En el Cap. 2, se estudia la caracterizacién dindmica de los sistemas inestables (1.21),
tanto en ausencia como en presencia de fueza externa, a través de los tiempos de paso y
de los tiempos de relajacién no lineales, mediante el formalismo de TCD en el contexto
de ruidos gaussianos en general. En ausencia de fuerza externa obtenemos resultados
explicitos para los casos de ruido blanco y ruido de color gaussianos; y estudiamos el
Modelo de Landau lineal y no lineal en el caso de dos variables a través de TP y de
TRNL. En presencia de fuerza externa constante estudiamos los sistemas inestables de
dos y tres variables, inicamente con ruido blanco gaussiano.

En el Cap. 3, proponemos el formalismo generalizado de TCD para. caracterizar a los
sistemas inestables rotacionales de la forma (1.22) en ausencia de la fuerza externa F,, y
en un contexto tedrico matricial completamente general. Estudiamos la caracterizacién
dindmica de dichos sistemas en presencia de ruido blanco y ruido de color gaussianos;
y demostramos que en el caso de ruido blanco la descripcién se realiza en general para
cualquier nimero de variables fisicas, en tanto que en el caso de ruido de color, el for-
malismo de TCD requiere del niimero especifico de variables y de ciertas aproximaciones
para satisfacer las condiciones de dicho formalismo. Para este propdsito estudiaremos a
los sistemas rotacionales de dos y tres variables en presencia de ruido de color gaussiano.
Como consecuencia de nuestro estudio se muestra que tanto en el caso de ruido blanco
como en el de ruido de color los resultados de las escalas de tiempo son los mismos que los
obtenidos en el Cap. 2. La respuesta de esta igualdad en los resultados se da con detalle
en la Sec. 3.4, donde discutimos la equivalencia entre las dindmicas de Langevin en el
espacio x y en el espacio transformado y, asi como la semejanza de la dindmica de este
espacio transformado con la dindmica (1.21). Aunque el estudio tedrico se realiza para
cualquier nimero n de variables, los cédlculos de la simulacién numérica, se dardn sélo

para los sistemas lineales de dos variables, sin pérdida en la generalidad de los resultados.
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En este caso particular se demuestra la semejanza que existe entre la dindmica lineal de
(1.23) con la dindmica lineal de (1.21), ya que en ambos casos las trayectorias estocésticas
correspondientes son lineas rectas, sélo que el espacio transformado de coordenadas y
las lineas rectas estdn rotadas de manera aleatoria alrededor del origen de coordenas del
plano (y,,¥,), como se puede ver en las Figs. 3.3 y 3.4

En el Cap. 4 se describe, en el espacio transformado de coordenadas y, el formalismo
generalizado de TCD para caracterizar el decaimiento dindmico de los sistemas inestables
rotacionales inducidos por ruido blanco gaussiano y en presencia de fuerza externa. En
la Sec. 4.2, se estudia la caracterizacién dindmica de los sistemas rotacionales de dos
variables en presencia de fuerza externa constante. Se mostrara que las escalas de tiempo
comparadas con las obtenidas en la Sec. 2.5.1 son muy parecidas aunque no exactamente
iguales, va que en este caso la amplitud de la fuerza externa es renormalizada debido
a la contribicién de la matriz W. Sin embargo, mostraremos que esta contribucién es
practicamente insignificante en las escalas de tiempo que caracterizan al sistema. La
presencia de la fuerza externa introduce dos regimenes de validéz de las escalas de tiempo.
Uno corresponde a la situacién en la que la amplitud de la fuerza externa es mayor que
la intensidad del ruido interno y el otro, corresponde a la aproximacién de fuerza débil,
es decir, cuando la amplitud de dicha fuerza es menor o igual que la intensidad del ruido
interno. En ambos casos, se desarrollan las aproximaciones de las escalas de tiempo y se
demuestra que la teoria de TCD es valida en el régimen de aproximacién débil de la fuerza
externa por las siguientes razones: de acuerdo con los resultados de la simulacién numérica,
mostraremos que si la amplitud de la fuerza externa es mayor que la del ruido interno,
entonces para tiempos largos de observacion, las trayectorias estocésticas generadas por la
dindmica lineal de (1.23) son trayectorias rotacionales en forma de “bucles” que emergen
del origen de coordenadas del plano (y,,¥,), como se puede constatar en la Fig. 4.1.
Para esta region de aproximacién, la teoria no describe de manera precisa los efectos de
rotacién del sistema, como se puede verificar en la Fig. 4.2.

Sin embargo, en la misma escala de tiempos largos, si la fuerza es débil lo que pode-
mos observar en los resultados de la simulacién numérica, es que las trayectorias es-
tocasticas anteriores son casi lineas rectas, es decir, los efectos de rotacién o “bucles”
son practicamente indistinguibles. En esta regién de aproximacién la teoria describe de

manera precisa el proceso de decaimiento del sistema, ver la Fig. 4.3
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En el caso de fuerza externa dependiente del tiempo, estudiamos sélo a los sistemas
de dos variables y suponemos que dicha fuerza es una cantidad que fluctia en el tiempo
a través de su fase. En este caso los requerimientos de TCD se satisfacen si ademés de
la aproximacién de fuerza débil, suponemos que la intensidad de las fluctuaciones de fase
sean pequenas.

La formulacién tedrica anterior ha sido aplicada al estudio de la dinamica transitoria de
los sistemas Léser para detectar senales épticas débiles a través de TRNL y de la DTP. En
particular en la Sec. 4.3.2 se estudia la detecccién de las sefiales épticas débiles mediante
el receptor de salida, a través de TRNL. En la Sec. 4.3.3, estudiamos el sistema Laser de
la seccién anterior en presencia de campo externo dependiente del tiempo, mediante la
distribucién de los tiempos de paso y comparamos con los resultados de la Ref. [9)].

Por dltimo en el caso de fuerza externa constante, estudiamos a los sistemas rota-
cionales de tres variables y mostramos la similitud que existe con la dindmica de los sis-
temas rotacionales de dos variables. La descripcién tedrica es consistente nuevamente en
la regién de fuerza externa débil, de acuerdo con los resulatdos de la simulacién numérica.
Finalmente, en el Cap. 5 damos las conclusiones y perspectivas de esta tesis.

Nuestro estudio se complementa con ayuda de algunos Apéndices que sustentan el
contenido de esta tesis.

En el Apéndice A presentamos algunas de las propiedades inherentes a la matriz

Wt s una matriz

antisimétrica W, y la demostracién general de que la transformacién e~
de rotacién. En el Apéndice B, damos los fundamentos de la dindmica de Langevin
descrita por Fox y Uhlenbeck [12]. Por dltimo en el Apéndice C, se dan los célculos

explicitos que justifican los resultados analiticos de los Caps. 2 y 4.
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Capitulo 2

Caracterizacion dinamica de
sistemas inestables. Formulacion
Estandar

2.1 Definicion general de estados inestables

Como hemos mencionado anteriormente, nuestro interés en este trabajo radica en carac-
terizar el decaimiento dindmico de sistemas inestables a través de la formulacién cuasi-
determinista; y para ello serd necesario introducir la definiciéon general de estados inesta-
bles a partir de un andlisis puramente determinista.

Hagamos el andlisis para el caso de una variable fisica = cualesquiera y supongamos
que su evolucién dindmica satisface la ecuacién lineal £ = az tal que a > 0. En este caso
la fuerza sistemaética lineal es f(z) = az, por lo que el potencial asociado a dicha fuerza
es V(z) = —Zaz?, que corresponde al potencial de la Fig. 1.3.

Para un conjunto de n-variables fisicas x; independientes, con i = 1,...,n, tal que
la evolucién dindmica de cada variable puede escribirse en forma vectorial como x = ax
con x el vector columna de dichas variables. Nuestro interés estd en formular la dindmica
determinista en términos de una variable definida como r que representa la norma al

cuadrado del vector x, es decir r = z?

=x"x =2%+---+z2. En términos de la nueva
variable r la ecuacién dinamica anterior serd 7 = 2ar; y en este caso la fuerza sistematica
es f(r) = 2ar y su correspondiente potencial es ahora V' (r) = —ar?, que representa a una
pardbola invertida en el espacio de r.

De acuerdo con lo anterior, podemos ahora establecer que la definicién general de

estados inestables no lineales para un conjunto de n-variables fisicas, se puede escribirse
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de la siguiente manera
r(rse —7)

- Co +rg(r)

donde la constante Cp = % y g(r) es un polinémio de la forma ;i gk r¥. Podemos

= f(r) , (2.1)

observar de (2.1) que f(r) tiene dos raices, una raiz estd en r = 0 que corresponde

dV (r)
T Tdr

al estado inestable del potencial asociado a f(r), es decir f(r) = ; por lo tanto
f'(r)],—o > 0. La otra raiz es para 7 = 75 el cual corresponde al estado estable del

potencial asociado a f(r), por lo que f'(r)| < 0. Es conveniente resaltar que el caso

T=Tst

lineal de (2.1) corresponde a 7 = 2ar, lo cual se obtiene despreciando términos de orden

superior en r.

2.2 Analisis cualitativo de la teoria cuasi-determi-
nista

La teoria cuasi-determinista desarrollada por De Pascuale et. al. [43] para describir la
dindmica estocdstica transitoria es una buena descripcién del problema, puesto que sumi-
nistra el mecanismo preciso responsable del decaimiento del sistema alrededor de su estado
inestable. La teoria establece que dicho mecanismo no es otra cosa que la fluctuacién de
la condicién inicial del sistema alrededor de su estado inestable. Una vez que el sistema
abandona dicho estado inestable, su evolucidn es practicamente determinista.

Hagamos una descripcion cualitativa de lo anterior tomando unicamente el régimen
lineal de la dindmica (2.1), es decir

T = 2ar, (2.2)

con a > 0.La solucién de esta ecuacién es
r(t) = r(0) e**. (2.3)

De esta ecuacién podemos notar que en ¢t = 0, el sistema tiene el valor inicial 7(0) y por lo
tanto se encuentra localizado en el punto inestable (0,...,0) del potencial V(r) = —ar?
asociado al proceso (2.2). En el caso de tres dimensiones el potencial corresponderia a un
paraboloide de revolucién invertido en la direccién —z cuyo vértice coincide con el origen
de coordenadas zyz. Por lo tanto desde el punto de vista clasico r(0) = 0, lo cual significa

que el sistema permanecerd en el estado inestable del potencial por tiempo indefinido.
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sin que ocurra ninguin decaimiento dindmico del sistema a menos que exista algin agente
externo que saque al sistema de dicho estado.

La hipétesis de TCD es asumir que la condicién inicial es una cantidad fluctuante, es
decir suponemos que la condicién inicial 7(0) fluctia alrededor del estado inestable; ésta
fluctuacién (de cualquier tipo) serd suficiente para sacar al sistema de su estado inestable
inicial e inducir su correspondiente decaimiento dinamico. En este sentido la condicién
inicial r(0) toma ahora un conjunto de valores aleatorios h, tal que r(0) = h%. As{ la

solucién (2.3) adquiere el cardcter de un proceso cuasi-determinista dado por
r(t) = h? e*t. (2.4)

Una vez que, el sistema abandona el estado inestable por efecto de las fluctuaciones ini-
ciales, éste evolucionara indefinidamente para todo tiempo ¢ > 0 siguiendo précticamente
su trayectoria determinsta. De (2.4) podemos ver claramente que existe un conjunto de
tiempos aleatorios t; para los cuales el proceso r(t) alcanza un valor predeterminado R?,

tal que 7(t;) = R?; en este caso el promedio de t; sera

<t >= 515 <ln (%j->> , (2.5)

que corresponde a la escala de tiempo universal, caracteristica del decaimiento de estados
inestables. La justificacién de la hipétesis de la fluctuacién de la condicidén inicial, asf
como la estadistica de la variable h serd obtenida mediante el andlisis formal de TCD,

que daremos a continuacién.

2.3 Formulacion Estandar de la teoria cuasi-deter-
minista

2.3.1 Efecto de condiciones iniciales distribuidas

El formalismo de TCD se describe en el régimen lineal de una ecuacién tipo Langevin no
lineal con ruido aditivo, el cual puede escribirse para un conjunto de n variables fisicas

independientes de la siguiente forma

X =ax+ N(r)x + z(t) . (2.6)
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El primer término es la fuerza sistemdtica lineal. El segundo término da cuenta de las
contribuciones no lineales del sistema, siendo N(r) una funcién escalar de r. El tercer
término se refiere a la fuerza fluctuante o ruido con elementos &;(t), cuyas propiedades
estadisticas deberdn ser asignadas segin sea el caso. En este trabajo supondremos que
z(t) es un proceso gaussiano por lo tanto Unicamente requerimos de sus dos primeros
momentos, los cuales supondremos que su valor medio es nulo y su funcién de correlacién

satisface la siguiente propiedad
< &()&(E) >= X 6y v(It —t']), L,j=1,...,n, (2.7)

donde A es una constante que mide la intensidad de la fluctuacién, 4;; es la delta de
Kronecker. Suponer que v depende de la diferencia de tiempos significa que es un proceso
estacionario.

El anélisis de TCD inicia con la approximacién lineal de (2.6), es decir
x = ax + z(t), » (2.8)

cuya solucién puede escribirse como

donde h(t) estd dada por

h(t) = x(0) +8(t) . g(t)= [ "o 5(s) ds. (2.10)

El primer término se refiere a la condicién inicial del sistema la cual puede ser fija o estar
distribuida alrededor del cero.

La escala de tiempo cuasi-determinista (1.20) nos dice que para tiempos largos, el
proceso h(t) debe ser una constante y por tanto juega el papel de una condicién inicial
efectiva. Esto es asi ya que para valores pequenos de cada elemento del vecto z(t) el

proceso h(t) satisface que

: dh(t) : —at
tligg —‘EZ— = tllg})e Z(t) — O, (211)
por lo tanto h(co) = h donde h es un vector constante formado por h; = zo; + g;

Variables Aleatorias Gaussianas (VAG), puesto que cada elemento de &;(t) es una VAG.
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En este limite de tiempos largos el proceso (2.9) es un proceso cuasi-determinista, y que

en términos de la variable r se puede escribir como
r(t) = x"x = h? e* (2.12)

donde h2=h"h = h? + .-+ hZ; con lo que la Ec. (2.12) es consistente con la hipétesis

de la condicién inicial (2.4). La distribucién de tiempos de paso para alcanzar el valor de

1 R2 \

El tiempo de paso (2.13) debe calcularse ahora conociendo la estadistica de la variable

referencia R? es entonces

h a través de la densidad de probabilidad P(h), que a su vez requiere del conocimiento
de la densidad de probabilidad conjunta P(h_,...,h,).
Para poder llevar a cabo el cdlculo de P(h,,...,h,) se requiere de las propiedades de
la matriz o;; definida por
0 =< hihj > = <h; >< h; >=0); + 0F + 0F, (2.14)
donde

oy =< 2:(0) 2;(0) > — < 2,(0) >< ;(0) >,

05 =<gig; > —<g><g; >, (2.15)

oo =< xig; > — < Ty >< g5 > .

La matriz a?j da cuenta de los efectos de las condiciénes iniciales, la matriz ;% toma
en cuenta el efecto de las fluctuaciones causadas por el ruido y la matriz of* muestra
justamente el acoplamiento del sistema en su estado inicial con el ruido.

Como se puede ver de (2.14), para poder calcular o;; se requiere de sus dos primeros
momentos < h; >y < h;h; >. De acuerdo con (2.10) se tiene que < h; >=< z;(0) > y

para el segundo momento tenemos
< h1(t)h](t) >= KO + KR(t) + KSR(t) R (216)

tal que
Ky =< LEI(O).T](O) >,
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K, (t) =< gilt / / e < g(s)6(s) > dsds’,  (217)

K. .(t) = Z/Ot e < 2;(0)&(s) > ds .

Para poder evaluar el primer y el tercer término vamos a recurrir del siguiente ar-
gumento. Consideremos que al tiempo ¢t = 0 el sistema esté localizado en algin estado
estacionario estable. Esto se logra a través de la definicidon matematica de la evolucion
del sistema para tiempos t < 0, desde un estado arbitrario en ¢ = —oc0. Por tanto la
preparacion de las condiciones iniciales del sistema en t = 0, serd el estado estacionario

de la siguiente ecuacion lineal

)'(0 = —apXqo + Z(t) y (218)

donde ay > 0 y z(t) satisface las mismas propiedades dadas anteriormente excepto que
la intensidad del ruido puede ser en general diferente de A, digamos A’. Por simplicidad

consideraremos que A = A’. La solucién de (2.18) est4 dada por
0
x(0) =/ e z(s) ds. (2.19)

La dindmica (2.18) describe la situacidn fisica en la que al tiempo ¢t = 0 el sistema
sufre un cambio brusco en el pardmetro de control, de —ay — a, el cual deja al sistema
inicialmente localizado alrededor de un estado inestable.

De la expresién (2.19) se obtiene que < z;(0) >= 0 y su correlacién K, viene dada
por

Ko= XA b, (2.20)
con Ay definido por
Ao = / / e90+) (|5 — o)) dsds’ . (2.21)

Por lo tanto la matriz de las condiciones iniciales oij = X Agé;; es diagonal, con elementos

oo = 0§ = X\ Ag. Entonces el conjunto de variables z;(0) estdn descorrelacionadas para

1% 7.

Con estos resultados tenemos que la densidad de probabilidad conjunta esta dada por

Py(zo,, ..., T0,) = cte e”

o
[
(B

a2(1'gl+~-+£g”) (
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Bajo éstas condiciones se tiene que la correlacién (2.16) se puede escribir de la siguiente

forma
< hi(®)hi(t) >= A [Ao + A (t) + Agr ()] 635, (2.23)

donde
/ / e+ ~(|s — §')) dsds’, (2.24)

/ / e a5 ta0s’ v(|s — §'|) dsds’ . (2.25)

De las expresiones anteriores podemos mostrar que en el limite de tiempos largos, tales
cantidades tienden a ser constantes, es decir A (00) = A, y A ,(o0) = A,,, vy de acuerdo
con (2.19) se tiene que < h;(t) >= 0. De estos resultados tenemos que la matriz o} =
AN, 6;; es diagonal, cuyos elementos son of; = i = AA,; también la matriz aw =
Mg, 6; es diagonal, tal que 03® = 02 = AA,,. Por lo tanto la matriz o;; = A (Ag +

A, +Ag,) &; es diagonal con elementos oii =08+ 02 + 02 =0’ eigual a
X (ot A AL (2.26)

Esto nos dice que el conjunto de variables aleatorias h; estdn descorrelacionadas para
t # j y por tanto son variables aleatorias independientes.

Bajo estas circunstancias la densidad de probabilidad conjunta sera

P(hla N ,hn) = cte e—az(h?.‘t—m—'—h%) ) (227)

1

tal que o? =54

La densidad de probabilidad marginal P(h) podré ahora calcularse a partir de (2.27)

mediante la transformacién del espacio de variables independientes h = (h,,...,h,) al
espacio de variables independientes u = (h,u,,...,u,), es decir
P(hy,...,hp)dh,---dh, — P(h,u,,...,u,)dV, (2.28)

donde dV = J(u)dh - du, - - - du, es el jacobiano de la transformacién, dado por

Ohy Ohy
oh Oun

Jw=|: - (2.29)
dhn Ohn
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En nuestro caso, laregiéon h < /h% 4+ ... + h2 < h+dh es un cascarén hiperesférico de
radio interno h y radio externo h + dh, tal que dV = cte h*~'dh. Finalmente, la densidad

de probabilidad marginal para el médulo h tiene la siguiente expresion

2a™

(%)

De forma enteramente andloga podemos obtener la densidad de probalilidad P(zo),

n—1 _—a? h?

P(h) = (2.30)

donde definimos z3 = x§xo = z(0) + - - - + z2(0). Por lo tanto

n
20

L@@

Py (z0) = zp? e %% (2.31)

Finalmente la escala de tiempo (2.13) en el limite de ruido pequefio, tiene la siguiente

cinm i ((2) () =

donde la forma explicita de o? dependerd de las condiciones iniciales ya sean fijas o

estructura

distribuidas. Esta escala de tiempo se conoce en la literatura como La Distribucién de
Tiempos de Paso (DTP).

2.3.2 Efecto de condiciones iniciales fijas

Si la condicién inicial del sistema es fija, es decir x(0) = 0, lo cual quiere decir que el
sistema estd localizado en el origen de coordenadas o en el estado inestable del potencial.
En el lenguaje de probabilidad, esto quiere decir que P(x) = 6(x — Xp), por lo tanto
la probabilidad de encontrar al sistema en el origen x¢ = (0,...,0) es la unidad. Lo
anterior nos dice desde el punto de vista experimental que la anchura o incertidumbre de la
distribucién inicial es mas pequena que la intensidad de las fluctuaciones que ocasionan el
decaimiento. Sin embargo en muchas situaciones experimentales, ambas cantidades seran
originadas por una unica fuente de ruido, asi que ellas pueden ser del mismo orden de
magnitud como hemos supuesto anteriormente. Para condiciones iniciales fijas la varianza

serd igual a 02 = A A, y la escala de tiempo es la misma que (2.32).
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2.3.3 Tiempo de Paso inducidos por ruido blanco gaussiano

Vamos ahora a considerar el caso en que la funcién de correlacién (2.7) satisface la
condicién

< fz(t)éj (t,) >= 2D6ij 6(t — t/) , (233)
con lo que la fuerza fluctuante satisface las propiedades de Ruido Blanco Gaussiano

(RBG). De acuerdo con esto, podemos verificar que la constante A = 2D y (|t — t/|) =

6(t — t'). En este caso las cantidades involucradas en (2.23) seran
1
Ao=—, A (t)==(1—-e2), A, (t)=0. (2.34)
Por lo tanto en el limite de tiempos largos la expresién para la varianza (2.26) serd

o’ = (l + 1) D. (2.35)

ap a

En estas circunstancias el tiempo de paso (2.32) se reduce a

1 aoa JR2 n
t>=— {1 (—)} 2.36
< 2a { " [2D(a0 + a) —v 2 (236)
Si las condiciones iniciales son fijas, entonces 02 = %.

2.3.4 Tiempo de Paso inducidos por ruido de color gaussiano

El estudio correspondiente con ruido de color es un caso menos ideal, puesto que debemos
tomar en cuenta el caracter no-markoviano del problema a través del tiempo de correlacién
del ruido [24]. Veremos también que el problema con ruido de color, introduce de manera
natural el acoplamiento del estado inicial del sistema al tiempo ¢ = 0 con el ruido z(t), es
decir que las cantidades Ag y Ag,(t) serdn distintas de cero, pues en general < z2(0) > y
la correlacién < z,(0)¢;(t) > también lo son.

Si z(t) satisface las propiedades de ruido de color, entonces la funcién de correlacién

(2.7) es ahora

) D =
< &()§;(t") >= ?51'3' e T, (2.37)

donde 7 es el tiempo de correlacién. Para este caso la constante A = g— y la funcién
L=ty
Wt =t]) =e7.

T
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El problema con ruido de color sugiere tres casos posibles a analizar. El primero es
el caso més simple en el que la condicién inicial x(0) estd fija en el estado inestable, de
modo que x(0) = 0 y por lo tanto < z;(0)&;(t) >= 0. El segundo caso serfa cuando la
condicién inicial x(0) esté distribuida alrededor del estado inestable, pero desacoplado
del ruido, de modo que también < z;(0)¢;(t) >= 0. Esto significa que la fuente de ruido
para la dindmica a timpos ¢ < 0 no es necesariamente la misma que para tiempos ¢ > 0,
de manera que el sistema puede iniciar desde un punto distribuido aleatoriamente. La
tercera situacién exhibe un estudio mas interesante, pues en éste caso las condiciones
iniciales se consideran distintas de cero y ademas acopladas con el ruido, es decir que

< z;(0)&(t) ># 0 y por tanto Ag y A, (¢) son diferentes de cero.

(i) Condiciones iniciales fijas 225001
Para este caso, el tinico término distinto de cero en (2.23) es A, (t), por lo que después

de cierta algebra se puede mostrar que

D 2ar 1
h2 t = t) = ———— _ p—2at o= ( ~(a+r 1)t _ —2at)] .
RO >= Aylt) = s [l e )| (238)

el cual ha sido escrito de esta manera ya que en el limite de 7 pequerno, éste termino

coincide con el de ruido blanco. En el limite de tiempos largos tales que 2at >> 1, la

varianza (2.26) se reduce a
5 D
of= —————
a(l+ ar)

con lo que podemos concluir que el efecto del ruido de color con respecto al ruido blanco

(2.39)

es una renormalizacién de la intensidad del ruido por el factor 1/(1 + at).

(ii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso desacoplado
Aqui supondremos que < z;(0)&;(t) >= 0 pero < z2(0) ># 0y por lo tanto de acuerdo

con (2.23) tenemos que

D
<Rhi(t) >= ————— + A(1). 24
En el limite de tiempos largos obtenemos que
D D
a? = + : (2.41)

ag(l+agr)  a(l +ar)

(iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso acoplado
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En este caso requerimos de los tres términos Ao, A, (t) y Ay, (t) de (2.23) donde se

puede mostrar que

2Dt -1
— _ a—la+Tmh)t
A (1) = 1T aor) 1+ ar) [1 e ] .

Con esto podemos mostrar que la varianza estd dada por

e D + D 4 2DT
“ag(l+apr)  a(l+ar) (I+ar)(l+aer)’

(2.42)

(2.43)

De acuerdo con los tres casos anteriores, se puede verificar que en el limite de 7 pequeno

los tiempos de paso se pueden reducir a las siguientes expresiones.
(i) Condiciones iniciales fijas
T 2
<t >, =<t(r=0)>, +3 +O(7%, D),
donde

<ti(r=0)>,= %{ln [C;—Rl;-] + 1’0(%)}’

es la escala de tiempo en el limite de ruido blanco.

(i) Condiciones iniciales distribuidas. Caso desacoplado

agT

<t >, =<t(r=0)>,+ +O(?, D),

a

donde ahora )
1 aga R n
< ti = 0 - — l U — — .
(r=0)>, 2a{ H[Z(a0+a)D] +¢(2>}

(iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso acoplado

<t>.= Elé{ln {-2(—2%%} +¢<%>} +0(2, D),

el cual coincide con el resulatdo de ruido blanco, dado en la Ec. (2.36).
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2.4 Los tiempos de relajaciéon no lineales y la teoria
cuasi-determinista

Existe otra escala de tiempo que puede caracterizar de forma completa la relajacién
dindmica de los momentos estadisticos de los sistemas inestables no lineales definidos
en la Ec. (2.6). Esta escala de tiempo mide el tiempo durante el cual los momentos
del sistema relajan desde su estado inestable inicial, hasta el estado estacionario estable
que le corresponda. Esta escala de tiempo se conoce en la literatura como Tiempo de
Relajacién No Lineal (TRNL).

La descripcién de la dindmica estocéstica transitoria a través de TRNL ha sido formu-
lada en términos del formalismo de Fokker-Planck en las referencias [19, 4, 5], siguiendo
una metodologia un tanto compleja, en términos de densidades de probabilidad. La
conexién de TRNL con la formulacién estandar de TCD para caracterizar la dindmica
transitoria de sistemas inestables, ya ha sido reportada en la Ref. [23]. Esta descripcién
es més simple que el formalismo de Fokker-Planck, y permite caracterizar de forma com-
pleta cualquier sistema inestable no lineal y éste sera el enfoque que adoptaremos en este
trabajo.

La escala de tiempo dada por TRNL mide entonces el tiempo durante el cual los mo-
mentos estadisticos < r!(t) > evolucionan desde el valor inicial caracterizado por el valor
< r!(0) >, hasta su correspondiente valor en el estado estacionario estable caracterizado
por el valor < r* >, donde r es la norma al cuadrado del vector x definido anteriormente

y | es el orden del momento, tal que [ = 1,2, ... Si definimos la cantidad adimensional

<ri(t) > — <rt >y

t) = . 2.49
m(t) <ri0) > - <7t >4 (249)
Esta funcién como puede observarse en Fig. 2.1, toma los valores
1 t=0
t) = . 2.
me) = {5 120 (2:50)
Por tanto el drea bajo la curva de la Fig. 2.1 se define como el TRNL, dado por
o8] 1 0
T:/ tdt=—/ ‘¢ - P>, dt 2.5
; m(t) MOO[<7~()> <1t >l dt (2.51)

donde My = < rh > — <r! >, con ry = r(0). El calificativo de “no lineal” indica que

la relajacién entre dos estados estacionarios sélo puede darse en sistemas no lineales. Sin
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m(t)

1.0

Fig. 2.1: Evolucién dindmica de la funcién m(t)

embargo, es posible calcular la escala de tiempo en el régimen lineal de dichos sistemas

no lineales a partir de la definicién (2.51).

2.4.1 Caracterizacion dinamica de sistemas inestables en el ré-
gimen lineal

Antes de caracterizar la relajacién de sistemas inestables no lineales mediante TRNL,
analicemos primeramente la caracterizaciéon dindmica de dichos sistemas en el régimen
lineal a través de TRNL y su conexién con TCD. Para lograr esta conexién observemos
que el proceso r(t) dado en (2.12), crece indefinidamente una vez que abandona el estado
inestable inicial. El crecimiento de este proceso puede detenerse para un cierto valor de
referencia R? que podemos hacer coincidir con el valor del estado estacionario R? = ry,
como se muestra en la Fig. 2.2. Por lo tanto, el proceso (2.12) incluyendo el orden del

momento | podra escribirse como
ri(t) = P gt —t) + 7%, O(t — t,), (2.52)

donde #(x) es la funcién escalén de Heaviside. En la Fig. 2.2 se observa el comportamiento
promedio < ri(t) >.

Si sustituimos (2.52) en (2.51) obtenemos la expresién formal de TRNL asociado al
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<rl(t) >

st

Fig. 2.2: Evolucién dindmica de < r!(t) > asociado al proceso (2.52)

momento < r'(t) > en el régimen lineal

7‘st

! Tst
T, =5 (7)) ¢ (2:53)

(1 - <—h,21—>> La Ec. (2.53) es igual a (2.13) excepto la constante C,

rst

!

. T
donde C = 53t~
y por tanto su estadistica se obtiene de la misma manera como se hizo para obtener el
tiempo de paso. Asi, en el limite de ruido pequefio podemos mostrar que éste se reduce a

1
L 2.
T, =<t;> 5 (2.54)

El primer término de la igualdad corresponde al tiempo de paso (2.32) y el factor 531—1 es la
contribucién de los TRNL en el régimen lineal, el cual contiene la contribucién del orden

del momento.

2.4.2 Caracterizacion dinamica de sistemas inestables en el ré-
gimen no lineal

Hagamos ahora la conexién de TRNL con TCD tomando en cuenta las contribuciones no
lineales del sistema (2.6). Para estos sistemas no necesitamos imponer valores de referencia
preestablecidos en su evolucién dindmica, puesto que las no linealidades son una barrera

natural. Para realizar la conexién correspondiente con TCD, debemos recordar que TCD
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nos dice que la condicién inicial es una variable aleatoria r(0) = h?. Sabemos también que
para tiempos largos el valor r(t — 0o) = r. El siguiente paso consiste en transformar la
definicién de TRNL en una cuadratura en términos de la variable r. Esto puede lograrse

si tomamos en cuenta la Ec. (2. 1), que nos dice que 7 = f(r) y por lo tanto

T,, = 1\_14;< / :h2 (r f_(rgit—)dr>. (2.55)

Lo siguiente es identificar a 7 = f(r) con la parte determinista de (2.6) en términos

de la variable r, es decir

7= 2ar + 2rN(r), (2.56)

la cual debe ser compatible con (2.1) dependiendo de la forma explicita de la funcién
N(r). De manera que sin perder generalidad podemos usar la expresién (2.1) y sustituirla

en la Ec. (2.55) para obtener

Ti Ts
T, =5 ]two<1n (33)) + e (2.57)
donde 1 (
_ Tst Tst S r)] >
Iy = - < / - [g(r)(l +5(r)) + o= dr), (2.58)
tal que S(r) es un polinomio de la forma S(r) = i;tl(;:—t-)k La expresién (2.58) corres-

ponde a las contribuciones no lineales del sistema, y su forma explicita depende del término
N(r).
Finalmente el tiempo de relajacién no lineal (2.57) asociado a los momentos < r(t) >

de la dindmica (2.6) en el limite de ruido pequefio, puede escribirse también como
T, =<t;>+I,, . (2.59)

El primer término corresponde al tiempo de paso (2.32) del sistema lineal y el segundo

término I, da cuenta de las contribuciones no lineales del sistema.

2.4.3 Los TRNL inducidos por ruido blanco gaussiano

Para este caso podemos concluir que la caracterizacién dindmica del sitema (2.6) en el

régimen lineal a través de TRNL est4 dada por (2.54), es decir

1
T =<t; >——, .
L =<t; > 5] (2.60)
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Fig. 2.3: Visualizacién del potencial V(z,,z,) en el espacio de tres dimensiones

donde < t; > es el tiempo de paso dado en (2.36).

El correspondiente TRNL en el régimen no lineal, de acuerdo con (2.59) es igual a
Ty, =<t;>+I,,, (2.61)

siendo < t; > nuevamente el tiempo de paso, dado en (2.36).

2.4.4 Los TRNL inducidos por ruido de color gaussiano

En el régimen lineal los T, tienen las mismas expresiones que las obtenidas en los tres
casos anteriores para los tiempos de paso, excepto que ahora las expresiones (2.45), (2.47)
y (2.48) se les deben restar el factor ;.

Para los sistemas no lineales los T, en los tres casos, de acuerdo con (2.59), estardn

dados por (2.44). (2.46) y (2.48) maés la contribucién no lineal I,,, .

2.4.5 Modelo de Landau

Apliquemos ahora el formalismo anterior para calcular el TRNL del modelo de Landau,
el cual corresponde al modelo de potencial biestable para el caso de una variable [23].
El potencial de este modelo para el caso de dos variables independientes V(z,,z,), se

muestra en la Fig. 2.3. Calculemos T, para el modelo mostrado en la Fig. 2.3. En
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este caso las ecuaciones tipo Langevin con ruido aditivo que describen la dindmica de este

sisterna puede escribirse como

z, =az, —crz, + & (1),

T, = az, — crz, + &, (). (2.62)

De acuerdo con (2.6) se verifica que la contribucién no lineal N(r) = —cr, siendo
r = z2 + z2. El término fluctuante ;(t) puede satisfacer las propiedades de ruido blanco
o ruido de color gaussianos.

Para obtener el T,,, de (2.61) debemos construir la ecuacién determinista asociada a
la variable r, es decir

7 = 2ar — 2cr® = 2a r(re — 1) .

(2.63)

Tst
De donde podemos concluir que ry; = £, g(r) =0y Cy = %. Por lo tanto los TRNL en

el régimen no lineal asociados a los momentos < r'(t) > seré

T, = 5 {02~ p(1) + 60 ++}, (2.64)

~ % 202

donde o? ser4 igual que (2.26) y su forma explicita dependerd del tipo de ruido que se
esté analizando y v = 0.577 es la constante de Euler. Para este modelo particular la

contribucién de los TRNL en el régimen no lineal estd dada por I, = =[(¥(l) +7].

— 2

2.5 Formulacién Estandar de TCD en presencia de
fuerza externa constante

Nuestro propdsito en este apartado es estudiar la dindmica (2.6) en presencia de fuerza

externa constante, tal que
x=ax+ N(r)x + F. + z(t), (2.65)

el tercer término es la fuerza externa constante F., con elementos f.,. En esta seccién sélo

vamos a trabajar con ruido blanco gaussiano, cuyas propiedades ya han sido definidas en
la Sec. 2.3.3.
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El anélisis de TCD inicia con la parte lineal de la Ec. (2.65) o sea

x=ax+ F.+z(t). (2.66)
siendo la solucién formal
x(t) = e* h(t) , (2.67)
donde
t
h(t) = / =% [F, +2(s)] ds, (2.68)
0

dado que asumimos condiciones iniciales fijas, es decir x(0) = 0.
De la misma forma como se hizo en la Sec. 2.3.1, podemos garantizar que en el limite
de tiempos largos, tales que at >> 1, el proceso (2.68) se convierte en una VAG, puesto

que para valores pequeifios de los elementos de F. y de z(t) se garantiza que

t
lim dh(t) = lim e™® [F. + z(¢)] — 0. (2.69)

t—oo (it t—oo

Por lo tanto h(co) se convierte en una VAG que definimos por h, con elementos
h; constantes que son también variables aleatorias gaussianas. Bajo estas condiciones
el proceso (2.67) se convierte en un proceso cuasi-determinista, que en términos de la

variable r se puede escribir como

Cr(t) = h? ™™, (2.70)

donde la variable h2 = h"h = h? 4 ... + h2,
De esta 1iltima ecuacién se obtiene la expresién de los tiempos de paso que es igual a
(2.13), es decir

1 R?
Para calcular < t; > requerimos de la estadistica de las variables (h,, -, h,), la cual se

obtiene de la densidad de probabilidad conjunta P(h,, ..., h,). Para poder calcular esta
densidad de probabilidad requerimos que la matriz o,; =< h; h; > — < h; >< h; > sea
diagonal.

Para este caso, el valor promedio de < h;(t) > es diferente de cero

< hi(t) >= /Ot e fods= él'(1 - e"”) : (2.72)

a
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Con ayuda de la Ec. (2.68) tenemos que la funcién de correlacién se puede escribir,

COoImo
< ha(t)hs () >= K. (t) + K, (t), (2.73)
donde o
Kt)= [ [ €m0 ()t dsds’ =< halt) >< hy(t) > | (2.74)
K= | t / et < g(s)g(s) > ds d’ = %(1 _e-2at) 5 (2.75)

Con todos estos resultados podemos mostrar que en el limite de tiempos largos, la

matriz o;; = 26;; es diagonal, tal que o;; = oy

ot =—. (2.76)

Este resultado es igual a (2.35), pero sin el término % ya que nuestro andlisis es con ~ *.. ¢

condiciones iniciales fijas.
Bajo estas condiciones tenemos que la densidad de probabilidad conjunta viene dada

por
1

(27 o2)n/2 €

La densidad de probabilidad marginal P(h) se construye con la ayuda de un nuevo

P(h,,... hy) =

_a2((h1_<h1>)2+..~+(hn—<hn>)2] R (2_77)

N
HEN O

*
i

iy

espacio de variables definido como u = (u,,...,u,) y usando la transformacién

P(h,, ..., hy)dh, ...dhy — P(u,,... u)dV (2.78)

e e Ly e N . * - - ia
WOz O i« AP NO ey
i

SN

siendo dV' = J(u)du el elemento de volumen en el espacio u y J(u) es el jacobiano de
la transformacién. Si hacemos u, = h, entonces la densidad de probabilidad conjunta en

este espacio, sera
P(h,u,,...,u,)dV = cte exp| — a?(h?* + ¢* — 2 q-h)|dV, (2.79)

donde hemos definido el vector q = (< h, >,...,< h, >). Finalmente la P(h) puede

ser obtenida de (2.79) calculando el jacobiano y integrando sobre el resto de las variables

(Upy oo up).
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2.5.1 Sistemas de dos variables

Para los sistemas de dos variables la densidad de probabilidad marginal estd dada por

P(R) = 202 h Iy(20%hq) e "W +) (2.80)
donde
F.|* 226001
2=l 2.81)
a
siendo |F,|? la amplitud al cuadrado de la fuerza externa, tal que [F.|* = f2 + f2. La
funcién Iy(z) es la funcién modificada de Bessel de orden cero.
Con ayuda de (2.13) y (2.80) obtenemos la expresién de los tiempos de paso
<t =<ty ot tu() - 2 S B2m1/}(m+ 1)+ O(D) + O(¢?) (2.82)
TR0 T, 2a = m! ) '

donde definimos el pardmetro 3% = (a q)? y < t; > es el tiempo de paso en ausencia de

fuerza externa, dado por

<t >o= 515{ In(a® R?) — ¢(1)} | (2.83)

En el Apéndice C.1 demostramos que la serie de (2.82) puede simplificarse en una expresién
mas simple, con lo que TRNL en el régimen lineal, se puede escribir como
1 & (=1)™ 2m
T, =T+ 5 oo (=" 5 +O(D) + O(¢%), (2.84)

!
= mm!

donde TB es TRNL en ausencia de fuerza externa, tal que

T01

L 2a

{ln(a ro) — w(l)—%}. (2.85)

Entonces TRNL en el régimen no lineal de (2.65) es igual a

Ty, =T° +i§: il (2.86)
2a mm' ’

siendo T]SL el tiempo de relajacion no lineal en ausencia de fuerza externa, dada por
Ty, =<t; >0 +I,,, (2.87)
donde I, contiene las contribuciones no lineales de (2.65), que se obtiene con ayuda de

(2.58).
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2.5.2 Sistemas de tres variables

En este caso, la densidad de probabilidad marginal P(h) se obtiene con ayuda de (2.79),

tal que
P(h) = ﬂ h sinh(2a’q) e~ +4) (2.88)
nuevamente )
> [Fd 2.89
q - a2 ) ( . )

esta ecuacién tiene la misma estructura matemdtica que la Ec. (2.81) pero no es igual,
— 2 2
dado que ahora |F. [ = f2 + f2 + f2.

Para este caso tenemos que los timpos de paso, estan dados por

<t; >=<t; > —|——1 ¢(~3> - ——52 2 (m + —3) + O(D) + 0(¢%) (2.90)
’ P70 T\ 2 2a =% ml 2 LA '
donde
o= L 2 R% — <§)}
<t;>p 2a{ln(a R*) - 5) (" (2.91)

También la serie de (2.90) se puede simplificar a una expresién més sencilla, como se

demuestra en el Apéndice C.2, entonces los TRNL en el régimen lineal se pueden expresar,

Ccomo
1 m 2m
1, -1+ YT S L o) o <o), (292
donde ;
1
T = za{ln(a ra) — (3) -%} (2.93)

Por ultimo los TRNL en el régimen no lineal, son iguales a

1)m182m
770 LYT S (2 , 2.94
NL NL T 2q 7nz_:1 2m(m + 1)! (2:94)
con

T =<ti>q+1,,, (2.95)

donde I,,, contiene las contribuciones no lineales del sistema.
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Capitulo 3

Caracterizacion dinamica de
sistemas inestables rotacionales.
Formulaciéon Matricial

La contribucién original de nuestro trabajo inicia en este capitulo, ya que nuestro propésito
es caracterizar el proceso de decaimiento dindmico de los sistemas inestables rotacionales,
propuesto en la Ec. (1.22) en ausencia de fuerza externa.

Para este tipo de sistemas estamos también interesados en caracterizar el proceso de
decaimiento a través de los tiempos de paso y de los tiempos de relajaciéon no lineales,
siguiendo la metodologia de Teoria Cuasi-Determinista (TCD) de la formulacién estandar
en términos ahora de una formulacién matricial generalizada. En este sentido nuestra
descripcién del problema, se llevard a cabo guiandonos con las mismas ideas fisicas in-
volucradas en la descripcién de TCD.

La ecuacién tipo Langevin asociada al vector columna x que describe la dindmica
de sistemas inestables rotacionales en ausencia de fuerza externa, puede escribirse de la
siguiente forma

x =ax + Wx + N(r)x + z(t), (3.1)

donde el término Wx es la nueva contribucién con respecto al esquema de (2.6}, siendo
W una matriz real antisimétrica tal que W' = ~W y W’ su matriz transpuesta. A
diferencia de la formulacién estandar el conjunto de variables x ya no son independientes
sino que estan acopladas debido a la matriz W, la cual da cuenta de los efectos de
rotacién del sistema. Como puede observarse la fuerza sistemadtica lineal F es la suma de

dos contribuciones, una es la parte conservativa F. = ax ya que V x F, = 0 y la otra
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es la parte no conservativa F,, = Wx puesto que V x F,,; # 0 y por lo tanto F no es
derivable de un potencial.

En el Apéndice A.2, se muestra que toda matriz antisimétrica en el espacio de tres
dimensiones determina un vector w tal que el producto matricial de la matriz antisimétrica
es igual al producto vectorial del vector w, que representa al vector velocidad angular.
De manera que para los sistemas de dos y tres variables que estudiaremos en esta tesis,
el producto Wx siempre es posible escribirlo como el producto vectorial de dos vectores
a saber Wx = o x x. Esta relacién nos indica entonces una rotacién del sistema en un
plano perpendicular al vector .

La parte lineal de la Ec. (3.1) es matem4ticamente muy similar a las ecuaciones de
Langevin generalizadas propuestas por Fox y Uhlebeck en su trabajo citado en la Ref.
[12]. Dicha ecuacién generalizada tiene sus fundamentos en las ecuaciones de movimiento
microscopicas que son invariantes ante inversién y traslacién temporal, como se muestra
en el Apéndice B. La parte lineal asociadad a la Ec. (3.1) describe una situacién fisica
distinta a la propuesta por Fox y Uhlebeck. Sin.embargo, la Ec. (3.1) puede en principio
obtenerse a partir de la propuesta de Fox, mediante un cambio repentino en los parametros

involucrados en la matriz simétrica de la ecuacién de langevin generalizada.

3.1 Formulacion Matricial de la teoria cuasi-deter-
minista
3.1.1 Ruido blanco gaussiano

Supongamos que la fuerza flutuante de la Ec. (3.1) satisface las propiedades de ruido

blanco, con valor medio < &;(t) >= 0y funcién de correlacién
< gz(t)fj(t’) >= 2Qij (51‘]' 6(t - t/), ’[,,] - 1, PP ,TL, (32)

donde Q);; es una matriz que representa a la intensidad del ruido.

De nueva cuenta, el analisis de TCD inicia con la aproximacién lineal de (3.1), esto es
X =ax+ Wx +z(t), (3.3)

cuya solucién es

x(t) = e* eW'h(t), (3.4)
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donde h(t) estd definida por

h(t) = x(0) +g(t) , g(t) = /Ot e e Ve z(s) ds. (3.5)

Como se muestra en el Apéndice A.1, el factor e""! = R(t) es una matriz ortogonal de
rotacién ya que su transpuesta es igual a su matriz inversa, es decir R" (t) = R ().
Siguiendo las ideas de TCD, decimos que para valores pequeiios de los elementos del

vector z(t) garantizamos que en limite de tiempos largos

tlim g—}c—lg—) = lim e *R(t) z(t) — 0, (3.6)

y por tanto el proceso h(co) = h es un vector cuyos elementos h; = zy; + g; son VAG.
Asi el proceso (3.4) se transforma en un proceso cuasi-determinista, tal que la norma al

cuadrado satisface lo siguiente

r(t) = x"x = h? e (3.7)

R U I S

donde h? = h"h = h? + --- + h2. Esto nos muestra que r(t) satisface el mismo proceso

que el de la formulacién estdandar. Asi que el tiempo de paso para alcanzar el valor de

<t;>= 2—1a<1n (f—j)> (3.8)

por lo que sus propiedades estadisticas se obtienen siguiendo la misma metodologia del

referencia R? es también

capitulo anterior.

En este esquema matricial, la densidad de probabilidad conjunta para las variables

gaussianas satisface la expresién general

P(hy, ... hy) = cte exp[— %Z (07D (him < hi >)(hy— < h; )|, (3.9)

4J

siendo la constante cte = e Dlet S Si la matriz o;; es simétrica o,; = 0;; y definida
positiva, entonces la matriz inversa (071);; = (071);; y su raiz cuadrada (o/%);; = (¢'/%),,,
asf como su raiz cuadrada inversa (0~1/2),; = (0~'/2),; existen [49].

Como podemos ver, para construir P(h,,...,h,) requerimos del célculo de ¢,;, que
esta definida por

05 =< hihj > = <hy >< h; >=a}, + ok, (3.10)
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donde

oy =< z(0) z;(0) > — < z;(0) >< 2;(0) >, of=<gig;>—<g:><g;> . (311)

La matriz O'?j da cuenta de las fluctuaciones de las condiciones iniciales y la matriz o/} da

cuenta de las fluctuaciones internas causadas por el ruido.
Para calcular la matriz o;; se requiere del conocimiento de < h;(t) >=< z;(0) > y de

la funcién de correlacién < h;(t)h;(t) >, tal que

< hi(t)h;(t) >= K% + K, (t), (3.12)
donde
K% =< z,0)2;(0) >, Ky (t) =< gi(t)g;(t) > , (3.13)
' K t)=Y / t / " gmaler) Rie(8)Rjm(s') < Ex(s)ém(s)) > ds ds'. (3.14)
& Jo Jo

Para calcular el primer término de (3.12) recurrimos otra vez a la preparacién de las
condiciones iniciales en ¢t = (. Esta situacién debe establecerse mediante una dindmica
para tiempos t < 0 siguiendo las ideas de la formulacién estdndar. En este sentido, la

dindmica del estado estacionario se describe por
).{0 = —apXp + WX() + Z(t) y (315)

siendo ap > 0 y z(t) cumple con las mismas propiedades de ruido blanco cuya intensidad

puede ser ();;. Consideremos por sencillez que Q;; = Qy;. La solucién de (3.15) es
0
Xo =/ e™° R(s')z(s') ds. (3.16)

La situacién fisica es similar al caso estidndar, e.d. en el instante t = 0 el sistema sufre
un cambio brusco en el parametro de control, de —aq — a y deja al sistema inicialmente
localizado alrededor de un estado inestable.

Asi, el valor promedio de < z;(0) >= 0 y su funcién de correlacién K viene dado por
0o 40 )
Kioj = 2/ / eo(s+<) ZRik(s)Rjk(sl)Qkk 6(s — s') dsds’ . (3.17)
—00 v =00 k

Si pedimos que los elementos de la matriz Q. = @ y tomamos en cuenta las propiedades

de la matriz de rotacién , entonces K, = 9

— b;. Por lo tanto la matriz de las condiciones
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iniciales of; = 2 §; es diagonal, es decir of, = of = 2. En este caso la densidad de

probabilidad conjunta, sera

Pst(xOU e ,$0n) = cte e_a2(z§1+-~+zgn) ) (318)

2 — 1
COnOtozi;g.

Por otro lado K;; (t) puede reducirse a
t gt ,
Kg(t) = 2/ / e—a(s+s) ZRik(S)Rjk(sl)Qkk 6(3 - 3,) deS/, (319)
o Jo .
y de acuerdo con las propiedades de ortoganlidad de la matriz de rotacidn, se tiene que

K =2 (1 - e—m) 5 (3.20)

a
Entonces en el limite de tiempos largos Ki};(oo) =2 6, y < gi(t) >= 0. En conse-
cuencia la matriz o} = % 6i; es diagonal, con elementos off = 02 = %, y por lo tanto la
matriz (3.10) también es diagonal con elementos 0;; = 0% + o = ¢ siendo
1 1 ,
o2 = (— + —) 0. (3.21)
ap a

En estas circunstancias el conjunto de variables h; son independientes y por lo tanto la

densidad de probabilidad conjunta para las variables h;, es igua a

P(hla vy hn) = cte e—az(hf—}—m-kh%) y (322)

1 2 = _1_
siendo o” = 55.

Por lo tanto, la densidad de probabilidad marginal, sera

2a™

r(%)

P(h) = Bl et hP (3.23)

Anélogamente para las variables z;(0), es decir
203
[(%)

Como consecuencia del formalismo anterior podemos verificar que el tiempo de paso.

Pst(:rO) =

y el TRNL en el régimen lineal estdn dadas respectivamente por

< t. >—_}__ {hl l:__ﬂo__lﬁ__} __f/<n (‘3')7)
T 2a 2(ap + a)@ v §>} R
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1
=<t;>—-——. .26
T, =<t;> 5 (3.26)

Para calcular el tiempo de relajacién no lineal T, podemos verificar de (3.1) que la
ecuacién determinista asociada a la variable 7 tiene la misma estructura de (2.56), por lo
tanto

Ty, =<ti>+I,, . (3.27)

De acuerdo con estos resultados, podemos concluir que las escalas de tiempo (3.25), (3.26)
y (3.27) que caracterizan a la dindmica rotacional (3.1) son exactamente las mismas escalas
de tiempo dadas en las Ecs. (2.36) (2.60) y (2.61) del Cap. 2 respectivamente, siempre
y cuando @ = D. Antes de dar la explicacién del porqué de esta igualdad en las escalas
de tiempo, estudiemos ahora la caracterizacién dindmica de (3.1) en el caso de ruido de

color gaussiano.

3.1.2 Ruido de color gaussiano

Supongamos ahora que la fuerza fluctuante de la dindmica (3.1) satisface las propiedades

de ruido de color gaussiano, con valor medio < &;(t) >= 0 y funcién de correlacién

< fz(t)E](t’) >= 'Q—;J‘ 62'3‘ e—lt__"}“l‘, ’L,] = ]., Ly, (328)

donde ();; es una matriz que representa a la intensidad del ruido.

El tiempo de paso satisface la misma expresién dada en la Ec. (3.8) de la seccién
previa, asi que de acuerdo con el andlisis hecho en el caso de ruido blanco, para calcular
la densidad de probabilidad conjunta (3.9) requerimos de las propiedades de la matriz o;
definida por

0i; =< hihj > — < hi >< h; >= 00, + of + o5}, (3.29)

los dos primeros terminos de esta igualdad ya han sido defininidos en la Ec. (3.11),

entonces el tercer término se define como
oo =< Toig; >~ < T >< g5 > . (3.30)
Para este caso la funcién de correlaciéon < h;(t)h;(t) > esta definida por
0 R SR .
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donde K7} y K S(t) ya han sido definidos anteriormente en la Ec. (3.13). Entonces Kisjn(t)

lo definimos como
y=2 %) / =5 Ra(s) < 2;(0)&(s) > ds. (3.32)
— Jo

Nuevamente, el primer término K?j toma en cuenta el efecto de las condiciones iniciales,
, . R . .. . .
el segundo término Kj;(t) es la contribucién correspondiente de las fluctuaciones cau-
. . .y SR .
sadas por el ruido interno y la tercera expresién K;; (t) es precisamente el efecto del
acoplamiento del estado inicial del sistema con el ruido.
De nueva cuenta, el primer y el tercer término requieren de la preparacién de las

condiciones iniciales del sistema para t < 0. Asi que

5(0 = —QqpXp + WX() + Z(t) ) (333)

siendo ag > 0y z(t) cumple con las mismas propiedades de ruido de color, cuya intensidad
escogemos igual a Q;;.

La solucién de (3.33) estd dada por
xo—/ e%* R(s)z(s) ds. (3.34)

De manera que el promedio < z;(0) >= 0y su funcién de correlacién K?j satisface

2 0 - s’ fa —r1yg!
K?j = ZQkk/ g @+ s Rix(s) ds/ e (ao=7"")s R (s") ds', (3.35)
k —QoQ —00
y por tanto K,L.SjR (t) se transforma en
2 t -1 0 ! -1y /
== ZQ’C’“/O e @78 Ri(s) ds/ et Ra(s) ds'. (3.36)
k -0
Por otro lado KZ. (t) también se transforma en
R 2 t —(a+7"1)s s ~(a—7"1)s’ / ! -
£) = ;ZQ,C,C/O e Rix(s) ds/o e Ry(s') ds'. (3.37)
k

Como podemos observar de (3.35), (3.36) y (3.37), a diferencia de lo que ocurre en el
caso de ruido blanco, los elementos de la matriz de rotacién estan evaluados a tiempos
distintos por lo que no podemos evaluar la suma en dichas integrales. De manera que las

integrales podran ser evaluadas en casos particulares de la dindmica de (3.1).
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Si suponemos que los elmentos de matriz Q, = Q y definimos A = ZTQ; la Ec. (3.31)

toma la siguiente forma
< hy(t)hy(t) >= NAY + A (8) + A (1), (3.38)

donde

Q s
M= / e~ (®0¥7)* Ry(s) ds/
kYT -

&0 Ryy(s) d

(eo)

‘ -t ¢ —(a—7"1)s '
AZ-(t)E; [ e @ Ruls) ds [7 e Rys) as (3.39)

t 0 Ny
AZR(t) = Zk:/o e—-(a+'r—1)s Rik(s) ds /_Oo e(ao+T 1ys Rjk(sl) ds'

De estas expresiones podemos mostrar que en el limite de tiempos largos, dichas
cantidades tienden a sus valores constantes, es decir Afj(oo) = AZ- y Aij(oo) = A;R

y con ayuda de (3.34) se muestra que < h;(t) >= 0. Por lo tanto la matriz o;; es igual a
0ij = 0% + R+ ofF = MAY + A+ Ay, (3.40)

de los cuales no podemos concluir que satisfacen la propiedad de simetria requerida para
poder calcular la densidad de probabilidad conjunta de las variables h; dada por (3.9).
Debido a este hecho, no podemos entonces afirmar en general, que el conjunto de variables
h,; estan descorrelacionadas.

En estas circunstancias, para poder continuar con el esquema de TCD alguna hipétesis
sobre la matriz o;; debemos de establecer. Dicha hipdtesis consiste entonces en suponer
que esta matriz o;; de (3.40) sea diagonal con elementos iguales a o; = o2. Esto re-
querimiento implica evidentemente que cada una de las matrices de (3.40) también deben
ser diagonales. Si definimos los elementos de la diagonal de cada matriz de (3.40) como
0l = 0§, de la matriz off = 02 y de 0$® = 02, entonces el conjunto de variables x;(0)
y h; seran independientes y sus densidades de probabilidad conjuntas estaran dadas por
las mismas expresiones (3.18) y (3.22), respectivamente.

Apliquemos ahora el formalismo previo al estudio de los sistemas rotacionales de dos
y tres variables, los cuales nos permitiran exhibir con mds detalle la descripcién tedrica
anterior. Los resultados obtenidos seran comparados también con los resultados de la

formulacién estandar del Cap. 2.
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3.2 Sistemas rotacionales de dos variables

226001

Para este caso, la matriz W y la matriz de rotacién asociada R(t) estan dadas por

0 w cos wt —sin wt
W= (—w 0)’ R(t) = (sin wit cos wt ) ' (3.41)

Haciendo uso de la forma explicita de la matriz W podemos demostrar que el rotacional
de la fuerza no conservativa es distinto de cero, es decir Vx Wx = X x = —2w k. En
la Fig. 3.1, mostramos una trayectoria estocéstica del sistema lineal de dos variables en
el plano (z1,x3), el cual corresponde a una trayectoria espiral hasta alcanzar el valor de
referencia R = 1.0.

De acuerdo con esto, podemos calcular cada uno de los términos de la Ec. (3.40) en
el limite de tiempos largos. Para los elementos de matriz 0% se puede mostrar que, los

v

elementos de la diagonal de dicha matriz son iguales, e.d. 0¥ =02 =0}y

2
wT
P N O ) — (3.42)
‘ag(1 + aopT) (14 apr)? + (wr)
Para los elementos fuera de la diagonal se tiene que 0?2 = —crgl, tal que
0 (wr)@Q
= . !
T (14 agr)? + (wr)? (3.43)
De igual forma, los elementos de la diagonal de la matriz ¢} son iguales 0\ = 0, = o2
y estan dados por wr)?
:__ 9 [} Ty ] 3.44
Tr a(l + ar) (1+ar)?+ (wr)2]’ (344)
y para los elementos fuera de la diagonal obtenemos que af‘; = —ai donde
(wr)@
R — . 4
%2 = T ¥an)? + (@r)? (3.45)
Para la matriz de acoplamiento o, también se puede mostrar que o, = o, = 02,
siendo
SR (14 a1)(1 + aoT) (14 aom)? + (wr)?[(1 + a1)? + (wT)?]}’ '

donde S(w,7) = (1 +ap7)? + (1 + a7)? + (1 + ao7)(1 + at) + (w7)?. Los elementos fuera

de la diagonal satisfacen que o) = —o." siendo

SR — (wr)@ _
T T (14 aom)? + (wr)?[(1 + a7)? + (wr)?] (3.47)
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Fig. 3.1: Trayectorias estocasticas del sistema lineal de dos variables

Hagamos ahora un analisis de los resultados obtenidos anteriormente. Primeramente
notemos que si w = 0 la matriz o,; es perfectamente una matriz diagonal, puesto que los

elementos fuera de la diagonal de las matrices ¢?

4 055 Y 057 son extrictamente cero y por

lo tanto los elementos de la diagonal de la matriz o;; definido por 0% deben ser

o =of + U:‘; + agﬂ ) (3.48)
el cual coincide con el resultado (2.43) obtenido en la formulacién esténdar. Es decir, en
ausencia de rotaciones los resulatdos son consistentes con la formulacién estdndar, lo cual
era de esperarse.

Si la frecuencia de rotacién w # 0, podemos observar en las Ecs. (3.42)-(3.47), la
contribucién adicional del acoplamiento entre éste pardmetro w y el tiempo de correlacién
7 del ruido. Claramente esta contribucién, rompe con la estructura simétrica de las
matrices oy,
acoplado, es que su contribucién es de forma cuadrética en la mayoria de las ecuaciones

o, o5 y por lo consiguiente de la matriz 0;;. Lo cierto de este efecto

anteriores y aparece de forma lineal en el numerador de (3.43), (3.45) y (3.47). Sin
embargo, si consideramos la aproximacién a primer orden en el tiempo de correlacién
7 y, puesto que la intensidad del ruido @ es también pequefio, entonces los términos
cuadraticos en las expresiones anteriores desaparecen v las expresiones (3.43), (3.45) v

(3.47) pueden ser también despreciados. En este caso la matriz o;; es diagonal y sus
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elementos coinciden nuevamente con los resultados del Cap. 2. Lo anterior significan que
en el limite de tiempos largos, el acoplamiento entre w y 7 es practicamente despreciable
al inicio del proceso de decaimiento del sistema. En estas circunstancias las escalas de
tiempo a primer orden de aproximacién en el tiempo de correlaciéon 7 seran las mismas

que las obtenidas en el Cap. 2, es decir
(i) Condiciones iniciales fijas

St =<t(r=0) >, +2 +0(Q), (3.49)

donde < t;(7 = 0) >, es igual a (2.45).

(ii) Condiciones inicilaes distribuidas. Caso desacoplado

T _ 4 0(r2,Q), (3.50)

t; > =< t(r =0) >
<t >y (r ) d+a0+a’

con < t;(7 =0) >, dada por (2.47).

(ili) Condiciones inicilaes distribuidas. Caso acoplado
Para este caso, el tiempo de paso < t; >, es igual a la expresién (2.48) del capitulo
anterior.

Para T, y T,,, se obtienen siguiendo los mismos pasos del Cap. 2.

3.3 Sistemas rotacionales de tres variables

De acuerdo con el Apéndice A.3, los sistemas rotacionales de tres variables muestran un
comportamiento similar al caso de dos variables, e.d. las matrices antisimétrica y de

rotacién estan dadas por

0 w 0 cos wt —sin wt 0
W=|-w 0 0], R(t) = | sin wt cos wt 0|, (3.51)
0 0 0 0 0 1

donde w? = ""12 + ws +w§. Nuevamente, podemos demostrar que el rotacional de la fuerza
no conservativa es distinto de cero, es decir V x Wx = & x x = —2w k. En la Fig.
3.2, mostramos una trayectoria estocéstica del sistema lineal de tres variables en el plano

(z,,z,,2,), el cual corresponde a una trayectoria espiral creciente a lo largo del eje .
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Las expresiones para cada una de las matrices de (3.40) tendrén las siguientes expre-

0
227

siones. Para la matriz a?j se tiene que 0?1 =0, , tal que

2
2 =9 [1 . (wr) } : (3.52)
1 ao(1+ aer) (1+ aor)? + (wr)?
pero o> estd dada por
% = _Q 3.53
733 ao(l + agr) (3:53)
Para los elementos fuera de la diagonal se muestra que 0?2 = -—021 donde
0 __ (wr)@Q 3.54
T2 T T+ agr)? + (wr)?’ (3:54)
cona?azagl :0y023=022=0
Anélogamente se muestra para la matriz of que o = o, donde
Q [ (wr)? }
R = 1- , 3.59
T a(l+ ar) (1+ar)? + (wr)? (3:55)
Q
Rz 3.56
73 a(l+ar)’ (3.56)
y los elementos fuera de la diagonal satisfacen que o7, = —o,. de forma tal que
oR = (W)@ (3.57)

(1+ar)? + (wr)?’
pero también o =0y =0y o, =0, =0.

Para la matriz de acoplamiento ¢}, también se puede mostrar que o =07 tal que

oSR — 2QT [ . (WT)Q S(w,*r) (3 58)
1 (1 +a7)(1+ aer) [(1 + ao7)? + (wr)2][(1 + a7)? + (wT)?]’ '
2QT
sr _ , 3.59
Tas (1+ap7)(1+ar) (3.:59)
donde S(w,7) = (1 +aor)? + (1 + ar)? + (1 + ag7) (1 + a7) + (w7)*.
Los elementos fuera de la diagonal cumplen que ¢ = —0," con
(W)@
SR — 3.60
T2 [(1 4 ao7)? + (w)?][(1 + a7)? + (wT)?]’ (3.60)
con o3F = of = 0y 0,7 = o, = 0. Nuevamente, despreciando los efectos del

acoplamiento entre w y 7 se muetra que los elementos de la diagonal 0%, de la matriz

2

o;;, satisface la misma expresién (2.43) del Cap. 2, siempre que @ = D.
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Fig. 3.2: Trayectorias estocasticas del sistema lineal de tres variables

Para estos tres casos estudiados tenemos que los tiempos de paso estaran dadas por
las mismas expresiones (2.44), (2.46) y (2.48), respectivamente. T, y T, se calculan de
forma andloga como se hizo en el Cap. 2.

De los resultados obtenidos en las ltimas dos secciones, podemos hacer los siguientes
comentarios. Hemos visto que en el caso de ruido blanco gaussiano, el formalismo genera-
lizado de TCD se satisface de forma completamente general para cualquier nimero n de
variables, ya que la matriz o;; es perfectamente diagonal. Esto se debe a que en las Ecs.
(3.17) y (3.19), el producto de las matrices de rotacién estan evaluados a tiempos iguales
y que ademads satisfacen la condicion de ortogonalidad de dichas matrices. Aparentemente
los efectos de rotacion del sistema han sido eliminados, pero esto no es asi, como veremos
un poco mas adelante.

En el caso de ruido de color lo anterior ya no es en general vélido, ya que de acuerdo con
las Ecs. (3.35)-(3.37), el producto de las matrices de rotacién estén evaluados a tiempos
distintos y por lo tanto la condicion de ortogonalidad no puede aplicarse de manera inme-
diata. Esto es consecuencia natural de los efectos de memoria del proceso no markoviano
del sistema. Sin embargo, si los efectos del acoplamiento entre el pardametro de rotacién w
v el tiempo de correlacién 7 son despreciados al inicio del proceso de decaimiento, entonces
a primer orden de aproximacion en 7 los requerimientos del formalismo generalizado de
TCD se cumplen satisfactoriamente. Nuevamente los efectos rotacionales del sistema han

sido aparentemente eliminados.
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3.4 Justificacién del formalismo generalizado de
TCD

El estudio de la caracterizacién dindmica de los sistemas inestables rotacionales (3.1)
mediante el formalismo generalizado de TCD, conduce en el limite de tiempos largos, a
las mismas escalas de tiempo obtenidas para caracterizar la dindmica (2.6). Por lo tanto
podriamos concluir que dicho formalismo no reporta ninguna contribucién novedosa, pues
éste se encarga aparenetemente en su descripcién de eliminar los efectos de rotacién que
son inherentes al sistema (3.1).

Pero si esto es asf, debemos también ser capaces de responder a las siguientes tres
preguntas que consideramos son fundamentales para justificar el formalismo generalizado
de TCD. Primero, ;porqué el formalismo generalizado de TCD propuesto para caracterizar
la dindmica rotacional (3.1) conduce a las mismas escalas de tiempo de la formulacién
estandar 7; segundo jqué ocurre con los efectos de rotacién provenientes de la matriz W?
y tercero ;existird alguna dindmica equivalente a (3.1) que sea semejante a la dindmica
(2.6), para poder entonces justificar que el formalismo generalizado de TCD es consistente
en su descripcién?

Las respuestas a las tres preguntas anteriores se obtienen haciendo el siguiente anélisis.
Si en la dindmica (3.1) se realiza el siguiente cambio de variable y = e~ VWtx, entonces la

ecuacién de Langevin en el espacio transformado adquiere la siguiente forma
y =ay + N(r)y + R(t) z(t), (3.61)

la cual es obviamente equivalente a la dindmica (3.1) y muy semejante a la dindmica (2.6).
La funcién escalar N(r) sigue siendo la misma funcién que aparece en (3.1), puesto que
7 es invariante ante dicha transformacién, es decir, 7 = x"x = y"y. En el Apéndice A.1
hemos demostrado que la transformacion anterior corresponde precisamente a una matriz
de rotacién que depende del tiempo, es decir, R(t) = e~ Wt

Lo que podemos observar de la dindmica (3.61) es ahora lo siguiente. La transfor-
macién elimina los efectos de rotacién de la fuerza sistemética lineal y los asocia a la
fuerza fluctuante; en consecuencia la dindmica (3.61) es bastante similar a (2.6), con la
tinica diferencia de que en la dindmica (3.61) la fuerza fluctuante que definimos como

z,(t) = R(t)z(t) es de cardcter rotacional. Por otro lado, en el espacio transformado el

conjunto de variables y estan ahora desacoplados.
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Fig. 3.3: Trayectorias estocésticas para la dindmica lineal de (2.6)

Para visualizar con més claridad la semejanza entre las dindmicas (2.6) y (3.61),
tomemos como ejemplo, sin perder la generalidad, a los sistemas rotacionales de dos
variables y resolvamos el problema en el régimen lineal.

De acuerdo con los resultados de la simulacién numérica, las trayectorias estocésticas
descritas por la dindmica lineal de (2.6) en el caso de dos variables, forman un conjunto
de lineas rectas que emergen del origen de coordenadas del plano (z,, z,) hasta alcanzar
el valor de referencia R = 1.0, véase la Fig. 3.3. Las trayectorias emergen en direcciones
arbitrarias debido a la estocasticidad de la condicién inicial.

Veamos ahora lo que ocurre en el caso de la dindmica lineal de (3.61) para los sistemas
de dos variables. Si quitdsemos la rotacién en el ruido tal que z,() = z(t), entonces el
conjunto de trayectorias estocisticas en el plano (y,,y,) forman también un conjunto de
lineas rectas con un comportamiento bastante semejante o igual a la Fig. 3.3. Si tomamos
en cuenta ahora los efectos de rotacién del ruido tal que z,(t) = R(t)z(t), entonces dichos
efectos hacen que cada linea recta rote alrededor del origen de coordenadas del plano
(v,,9,) en direcciones totalmente aleatorias, véase la Fig. 3.4. Esta situacién es ansloga
para los sistemas de tres variables debido a los resultados del Apéndice A.3.

Dada la descripcién anteriror, es obvio entonces inferir que el promedic de los tiempos
de paso de cada linea recta en alcanzar el valor de referencia R = 1.0 de la Fig. 3.4

es el mismo que ocupa cada trayectoria de la Fig. 3.3, pues el conjunto de las lineas
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Fig. 3.4: Trayectorias estocasticas para la dindmica lineal de (3.61)

rectas de la dindmica lineal de (3.61) han sido rotadas tnicamente alrededor del origen
de coordenadas. Por lo tanto podemos concluir que la dindmica de Langevin rotacional
(3.1) ha sido transformada en otra dindmica equivalente (3.61) que es también de carécter
rotacional, pues en este espacio transformado la rotacién ha sido transferida a la fuerza
fluctuante.

Por 1ltimo, si demostramos analiticamente que las escalas de tiempo en el espacio
transformado y de (3.61) son las mismas que en el espacio x de (3.1), habremos respondido
a las tres preguntas formuladas anteriormente.

Para probar esta tltima afirmacién, apliquemos el formalismo generalizado de TCD a

la parte lineal de (3.61) descrita por

y =ay + R(t) z(t), (3.62)
cuya solucidén es
y(t) = e*h(t), (3.63)
con h(t) expresada como
h(t) = y(0) + /: e ® R(s) z(s) ds, (3.64)

donde y(0) = x(0). De la misma manera como se hizo en el esquema x se verifica que

en el limite de tiempos largos, la solucién (3.63) en términos de la variable r(t), tiene la
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misma forma que (3.7) y (2. 12), es decir
r(t) =y"y = h? &, (3.65)

y por lo consiguiente, el tiempo de paso para alcanzar el valor de referencia R? sera

<t>=-(in (fj )), (3.66)

que tiene la misma forma que (3.8) y (2.13); cuya estadistica requiere de la densidad de
probabilidad marginal P(h). Para ello, observemos que la Ec. (3.64) es exactamente la
misma que (3.5) y por lo tanto la densidad de probabilidad conjunta tendra la misma forma
que (3.22) si la matriz o;; satisface las propiedades de simetria requeridas. Finalmente el
tiempo de paso (3.66) es el mismo que (3.8) y (2.13).

Para concluir este capitulo, podemos decir que el formalismo generalizado de TCD
para caracterizar a la dindmica (3.1), puede visualizarse mucho mejor en el espacio trans-

formado de coordenadas y descrito por la dindmica (3 61), cuyos efectos de rotacién

estan contenidos en la fuerza fluctuante y sus trayectorlas son muy semejantes a las de la

dindmica (2.6).
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Capitulo 4

Caracterizacion dinamica de
sistemas inestables rotacionales en
presencia de fuerzas externas

En este cuarto y tltimo capitulo vamos a estudiar la influencia de fuerzas externas con-
stantes o dependientes del tiempo en la relajacién dindmica de sistemas inestables rota-
cionales (3.1) mediante el formalismo de TCD y comparar los resultados con los del
capitulo anterior.

En el capitulo anterior hemos mostrado la equivalencia del formalismo de TCD en los
dos esquemas dindmicos X y y; por lo que nuestra descripcién en este capitulo se realizard
en el espacio transformado de coordenadas, pues es en éste esquema donde el formalismo
de TCD es autoconsistente.

Para el espacio x, la dindmica de Langevin (3.1) en presencia de fuerza externa, puede
escribirse como

x=ax+ Wx + N(r)x+ F, + z(t), (4.1)

donde F. es la fuerza externa representada por el vector columna con elementos f.,, los
cuales pueden ser constantes o dependientes del tiempo. Nuevamente mediante el cambio

de variable y = e~ Wtx la ecuacién anterior se transforma en
y =ay + N(r)y + R(t)[F. + z(t))]. (42)

Como podemos observar la diferencia entre la dindmica (4.2) y (3.61) es obviamente el
nuevo término que podemos definir como F: = R(t)F,, el cual representa a la fuerza

externa que también es de caracter rotacional. Por lo tanto la presencia de esta fuerza
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externa debe influir en las trayectorias estocésticas del proceso (4.2) produciendo efectos
rotacionales en su evolucién dindmica. Por ejemplo, si consideramos sélo la parte lineal de
(4.2) y en ausencia de fuerza externa, ésta dindmica como ya hemos visto genera trayec-
torias estocasticas en forma de lineas rectas rotadas aleatoriamente alrededor del origen

de coordenadas del espacio y. véase la Fig. 3.3, para el caso particular de dos variables.

R
e’

Si ahora tomamos en cuenta la presencia de la fuerza externa F,, éstas trayectorias se
veran modificadas por la presencia de dicha fuerza generando asi trayectorias rotacionales
en su evolucién dindmica, los cuales también estaran rotadas aleatoriamente alrededor del
origen de coordenadas del espacio y. Esto se mostrard con detalle cuando estudiemos a

los sistemas rotacionales de dos y tres variables.

226001
4.1 Formulacidon Matricial de la teoria cuasi-deter-
minista
4.1.1 En presencia de fuerza externa constante

En este capitulo inicamente vamos a estudiar la caracterizacién dindmica de (4.2) cuando
el ruido interno z(t) es blanco y gaussiano, cuyas propiedades son tales que su valor medio

es nulo y su funcidén de correlacién satisface

< &) >=2Q;; 656(t — ), 4]

I
\.H
=

(4.3)

siendo Q);; la intensidad del ruido.

La caracterizacién dindmica de (4.2) mediante TCD inicia con la ecuacién lineal

y = ay + R()[F. +2(t)], (4.4)
cuya solucién formal es
y(t) =€ h(t), (4.5)
donde
h(t) = y(0) + /O e~ R(s)[F. + z(s)] ds, (4.6)

donde y(0) se refiere a las condiciones iniciales del sistema que supondremos de aquf en

adente que son fijas, es decir y(0) = 0.
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De forma enteramente similar como se desarrollé el formalismo de TCD en el Cap. 3,
podemos garantizar también que para valores pequeios de los elementos de F, y de z(t)

se satisface la siguiente condicién
lim dh(t) = lim e R(t)[F. +2z(t)] - 0. (4.7)

Por lo tanto en el limite de tiempos largos, h(co) = h es un vector constante cuyos
elementos h; son también variables aleatorias gaussianas. En este régimen de tiempos y
en términos de la variable r, el proceso (4.5) se convierte en un proceso cuasi-determinista,
dado por

r(t) =y y = h? 2, (4.8)

donde nuevamente h? = h"h = A? + ... + h2. El tiempo de paso para alcanzar el valor

de referencia R? es de nueva cuenta

ctism L (n (), (19

La densidad de probabilidad conjunta de las variables h; satisface también que

1
P(h,,... hy) = cte exp[— 5 Y (07 (him < b >) = <y )] (4.10)
1,7

donde cte = IS Dlet ST La matriz o;; debe satisfacer las propiedades de simetria
expuestas ya en capitulo anterior. En este caso, el promedio de h;(t) es diferente de cero

e igual a

<h(®)>=Y [ " et Ru(s) fur ds. (4.11)

De acuerdo con (4.6) la funcién de correlacién, estd dada por
< hi(t)hy(t) >= K&(t) + K, (t) (4.12)
donde el primer término del lado derecho se define como
Kg(t) = ;ﬂ /O t /O " ematers) Rit(8)Rjm(8") for fom dsds’ . (4.13)
El segundo término de la expresién (4.12) es el mismo que (3.14) e igual a

K;(t) = k};n /0 t /0 D e ) Ru(5) Rym(S') < Eu(5)6m(s) > ds ds'. (4.14)
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Con ayuda de las expresiones (4.3) y (4.14) se muestra que
< ha(t)hy(t) >=< ha(t) >< hy(t) > + %(1 - e-ﬁat)é,-j . (4.15)

Por lo tanto en el limite de tiempos largos, se tiene que la matriz o;; = %515 y por lo

consiguiente es una matriz diagonal, cuyos elementos se definen como o;; = o2, tal que

ot ==, (4.16)

que es igual a (3.19), pero sin el término % el cual proviene de condiciones iniciales
0
distribuidas.

Bajo estas condiciones la densidad de probabilidad conjunta (4.10) se reduce a

1

P(hu--whn):m

e_a2[(h1_<h1>)2+'--+(hn—<hn>)2] , (417)

puesto que < h; ># 0y donde o esta definida por o = 33;. La densidad de probabilidad

marginal P(h) se obtiene con ayuda de un nuevo espacio de variables, tal que
P(h,u,,...,u,)dV = cte exp[—c?(h* 4+ ¢* =2 q"h)] dV, (4.18)

donde ¢* = q"q =< h, >? +---4+ < h, >?, siendo q el vector columna de elementos
< h; >. Finalmente P(h) se calcula conociendo el jacobiano de la transformacién e

integrando sobre el resto de las variables (u,,...,u,).

4.1.2 En presencia de fuerza externa dependiente del tiempo

Si la fuerza externa depende del tiempo, podemos tener dos situaciones que pueden ser
objeto de estudio. Una seria el caso en que dicha fuerza fuése de cardcter determinista
y la otra en la que la fuerza fuera de naturaleza estocdstica. En este seccién estamos
interesados en estudiar el decaimiento dindmico de los sistemas inestables roacionales, no
s6lo bajo la influencia de las fluctuaciones internas, sino también bajo la accién de fuerzas
externas que fluctiian en el tiempo.

En este caso el formalismo de TCD inicia nuevamente con la ecuacién lineal

y = ay + R(¢)[Fe(t) + 2(t)], (4.19)
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cuya solucién, con condiciones iniciales fijas, es
y(t) =e* h(t) , (4.20)

donde t
h(t) = /O e~ R(s)[Fo(s) + 2(s)] ds. (4.21)

En analogia al caso constante, también podemos establecer que en el limite de tiempos
largos h(co) = h es un vector constante. La metodologia que se sigue para obtener los
tiempos de paso, asi como la densidad de probabilidad marginal son similares al caso

constante, con las diferencias de que ahora

< hi(t) >= Z/Ot e™* Ri(s) fer(s) ds, (4.22)
k

Kfj(t) = gn/ot /Ot e_a(s+s’) Rik(S)ij(Sl) < fe:k(S)fem(S') > dsds’ . (4.23)

En este caso la funcién de correlacién < h;(t)h;(t) > y por lo consiguiente la matriz o,
dependeran de las propiedades estadisticas de la fuerza externa fluctuante F.(¢). Un caso
interesante serd que dichas propiedades sean distintas a las del ruido interno z(t), el cual
se estudiard en una de las secciones siguientes.

En el limite de tiempos largos podemos establecer que K;(co) = Af

179
VI

por lo tanto

En este caso las propiedades de simetria de la matriz o,; requiere obviamente del cédlculo

explicito de Af;. Esto se realizard con mas detalle en la seccién 4.2.2.

4.2 Sistemas rotacionales de dos variables

4.2.1 En presencia de fuerza externa constante

Recordemos que en el caso de dos variables la matriz W y la matriz de rotacién asociada

R(t) estdn dadas por

W=< 0 CE)})’ R(t):<cos wt — 8in wt) ' (4.25)

sin wt cos wt
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Para calcular la densidad de probabilidad marginal requerimos de los siguientes resul-

tados
a fe, W fes
a2 + w? a2 + w? ’
Por lo tanto el pardmtro ¢* estard dada por
s |EP
a? 4+ w?’

w fe, a fe,
= ) 4.26
<hy > a2+w2+a2+w2 ( )

< h; >=

(4.27)

donde [F.|* = f2 + f2 es el médulo al cuadrado de la fuerza externa.

La densidad de probabilidad marginal esta dada ahora por

P(h) = 202 h Io(20%hq) e~ **+4") (4.28)

donde o? = 35 = 5% e Ip(z) es la funcién modificada de Bessel de orden cero. En estas

condiciones podemos mostrar que el tiempo de paso sera

2m
<t >=< t; >0 +$¢(1> _ % > %—w(m 1) +0(Q) +0(d), (4.29)

donde definimos el pardmetro 32 = o2 ¢® y < t; >¢ es el correspondiente tiempo de paso

en ausencia de fuerza externa, dado por

<t >o= 51&{ In(a® R?) — 1/;(1)}. (4.30)

En el Apéndice C.1 mostramos que la serie de (4.29) puede simplificarse en una expresién

mas simple, de tal forma que

<t >=<t; > +—1~ > M +0(Q) +0O(¢%) . (4.31)

20 *Z4 mml!

Para el tiempo de “relajacién lineal” T, asociado al momento < r!(t) > se muestra que

1, =10+ = 5 E T o)+ o), (432)

 mom!
a1 mm:

donde TB representa la escala de tiempo lineal en ausencia de fuerza externa, tal que

0 = 21a{ In(a? ry,) — (1) — %} (4.33)

El tiempo de relajacién no lineal T, asociado también al momento < 7!(t) > serd

20 2m
T, =T° + Z —" 5 1.34
NL NL I ( N )

ml mm'
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Fig. 4.1: Evolucién dindmica de tres trayectorias del sistema de dos variables en el espacio
(y,,9,), para los valores |[F,| =1.0,Q =10"%,a=30,w=60y R=1.0.

siendo TI?, , la escala de tiempo de la dindmica no lineal en ausencia de fuerza externa,

dada por
Ty, =<t > +1,,, (4.35)

donde I, representa las contribuciones no lineales de (4.2) y estd dada por (2.58).

Las escalas de tiempo (4.31), (4.32) y (4.35) contienen una serie infinita que es con-
vergente para todo valor de 5% = Q—E‘% Como podemos observar, este pardmetro es
proporcional al cociente L%E, y por lo tanto sugiere analizar dos regiones de aproximacién
de las escalas de tiempo, a saber 3% < 1 6 3% > 1 y verificar en cual de los dos casos
se describe de manera precisa el proceso de decaimiento de los sistemas de dos variables.
Consideremos tnicamente los sistemas lineales ya que para los sistemas no lineales se
requiere de la forma explicita de N(r).

Consideremos la regién 32 > 1, éste corresponde a la situacién en la que la amplitud de
la fuerza externa domina sobre la intensidad del ruido interno. Para este caso, en la Fig.
4.1 se muestran los resultados de la simulacién numérica de algunas de las trayectorias
estocasticas que describe la dindmica lineal asociada a (4.2), para escalas de tiempo de
observacién de acuerdo a la Fig. 4.1 y para los siguientes valores de los pardmetros
|[Fe| = 1.0, @ =0.0001, a = 3.0, w =6.0y R = 1.0. En esta situacién podemos observar

que las trayectorias estocasticas muestran un comportamiento rotacional en forma de
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Fig. 4.2: Evolucién dindmica de tres trayectorias del sistema de dos variables en el espacio
(v,,9,), para los valores [F,| = Q@ =10"%a=3.0,w=6.0y R=1.0.

“bucles”, los cuales emergen del origen de coordenadas hasta alcanzar el valor de referencia
R = 1.0, y ademaés rotan de manera aleatoria alrededor del origen de coordenadas. Es
importante remarcar que en ausencia de fuerza externa, las trayectorias estocdsticas del
proceso lineal asociado a (4.2) son lineas rectas como se muestra en la Fig. 3.4; y que
la presencia de dicha fuerza externa modifica dichas trayectorias generando trayectorias
rotacionales en forma de “bucles” debido precisamente al caracter rotacional de dicha
fuerza externa, como se muestra en la Fig. 4.1.

Consideremos ahora el caso de 32 < 1, el cual corresponde a la situacién en la que la
amplitud de la fuerza externa es menor o igual que la intensidad del ruido interno. En
la Fig. 4.2, se muestran las mismas trayectorias de la Fig. 4.1, con los mismos valores
anteriores de los pardmetros, excepto que ahora |F.| = Q = 0.0001, es decir, la amplitud
de la fuerza externa iguala la intensidad del ruido interno. Lo que podemos concluir en
este caso es que, en esta escala de tiempos largos podemos observar que los efectos de
rotacion o “bucles” de las trayectorias estocasticas son casi imperceptibles y por lo tanto
dichas trayectorias estocdsticas se comportan practicamente como si fueran lineas rectas.
En esta escala de tiempo de observacién la amplitud de la fuerza externa es tan débil que
no podemos apreciar sus efectos. Esto obviamente no es asi a escalas de tiempos no tan

largos donde los efectos rotacionales son bastante notorios.
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Fig. 4.3: Comparacién entre la escala de tiempo (4.36)(linea continua) y la simulacién
numérica (puntos), para el caso |[F.| =1.0,Q=10"%a=30,w=60y R=1.0.

La pregunta natural que podemos formular ahora es-la siguiente. ' ;En cudl de las
dos regiones es vélida la descripcién de TCD? Aunque la respuesta a la pregunta debe
corroborarse con resultados de simulacién numeérica, podemos adelantarnos un poco a
la respuesta si tomamos en cuenta los resultados del capitulo anterior, en el que hemos
mostrado que TCD es consistente si se desprecian los efectos de la rotacién en la trayectoria
dindmica del sistema, es decir, TCD debe ser vélida en la regién de 32 < 1.

Véamos ahora lo que ocurre con los resultados tedricos obtenidos para el tiempo de
paso en las dos regiones de 42. Primeramente para la regién 42 > 1, el tiempo de paso
(4.31) puede reducirse, con ayuda de la identidad (C.10) del Apéndice C.1, a la siguiente
expresion

1 a? +u?
<t >~ 2—0, In (W—> . (436)

Esta escala de tiempo coincide en el limite determinista de (4.2). Por lo tanto, en la
regién de aproximacién (% > 1 el efecto del ruido es practicamente despreciable y el
término dominante es la expresién (4.36).

En la Fig. 4.3 se muestran los resultados de la simulacién numérica (puntos) del
tiempo de paso en funcién del pardmetro de rotacién de las trayectorias rotacionales de la
Fig. 4.1, en la que se observa un comportamiento oscilatorio de dicha escala de tiempo.

La linea continua representan el resultado tedrico (4.36). En la figura, podemos obser-
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Fig. 4.4: Comparaci6n entre la escala de tiempo (4.31)(linea continua) y la simulacién
numérica (puntos), para el caso |[F.| = Q@ = 107%, ¢ = 3.0, w = 60y R = 1.0. Los
resultados de simulacién corresponden a Q = 1071, Q =102, Q = 1073, Q = 1074

var claramente que dicho resultado tedrico no describe correctamente el comportamiento
oscilatorio del sistema.

Por otro lado, para la regién 4% < 1, el término dominante seré el primer término
de (4.31), es decir < t; >¢ ya que la contribucién de la serie sgré muy pequena. En
la Fig. 4.4, mostramos los resultados del tiempo de paso promedio (4.31) en funcién
del Log(1/Q), del conjunto de trayectorias de la Fig. 4.2. La gréfica muestra una linea
recta para el resultado tedrico (4.31). Los puntos c:orréponden a los resultados de la
simulacién numérica del proceso lineal asociado a (4.2). En este caso podemos observar
una excelente concordancia entre ambos resultados; en consecuencia la descripcidn de
TCD debe ser vélida en la region en la que la amplitud de fuerza externa es igual o menor

que la intensidad del ruido interno.

4.2.2 En presencia de fuerza externa dependiente del tiempo

Consideremos ahora el caso en el que las componentes de la fuerza externa son funciones
" armonicas de una fase ¢(t) que fluctiia en el tiempo alrededor de un valor promedio
¢o = 0, de manera que la primera componente de la fuerza serd f., = |F.|cos¢(t) y

la segunda componente f,, = |F.|sin¢(t), donde |F.| es la amplitud constante de la
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fuerza externa. Proponemos que la fase fluctuante satisfaga las propiedades del modelo

de difusién gaussiano, con valor medio nulo y funcién de correlacién
< ¢(t)¢(t') >= 2D min(t,t), (4.37)

donde D es la intensidad de la fase fluctuante. En estas condiciones podemos mostrar

que los valores promedio de las componentes h; y hy vienen dadas por las siguientes

expresiones o ) 7|
Fe| (a+ D w
e\ < h, == e - 438
de tal forma que el pardmetro ¢* es ahora
2 F.[*
q° = I (4.39)

siendo |F.|* = f2 + f2. Si comparamos la expresién (4.39) con (4.27) notamos que el
efecto de las fluctuaciones de fase produce un corrimiento en el pardmetro de rotacién,
definiendo asf un pardmetro efectivo w7, = w? + D* + 2aD.

De acuerdo con (4.23) y (4.24) podemos ahora calcular los elementos de matriz de A$;,
y por lo consiguiente los elementos de la matriz o;;, de tal forma que

o — 9 |F.|?(a + D) |F.|*[(a + D)(a + 2D) — w?| 3 |F.|*(a + D)?
" oa 2af(a+D)2+uw?  2lla+ D)2+w[(a+2D)2+w?] [(a+ D)2+ cu(2]2 ’ )
4.40
L _Q, [FPatD) _ Ffle+Da+2D) - R
* a  2af(a+D)2+w? 2Ma+D)?+w?(a+2D)2+w? [(a+ D)2+uw??’ )
4.41
o ey |F.|?(2a + 3D)w B |F.|*w _ |Fffw(a+ I())
7 B DA 0P e DF A [l DR
4.42

Los resultados obtenidos nos dicen que la matriz ¢;; no es diagonal y por lo consi-
guiente no se satisfacen las requerimientos de TCD. Veamos ahora bajo que condiciones
estos requerimientos pueden ser satisfechos. Hagamos primeramente una aproximacién a
primer orden en la intensidad de las fluctuaciones de fase, es decir, consideremos que estas

intensidades son muy pequernias de tal forma que las cantidades arriba calculadas pueden

aproximarse a

|F.|? D _a |F.l*(a® = 3w?) D
2a(a? + w?) 2(a? + w?)3

o, =2
11 a

+ + O(D?), (4.13)
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Q |Fe]? D a |F.|?(a® - 3w?) D

=% O(DY), 4.44
Tn=y 7t 2a(a? + w?) 2(a? + w?)3 +0(D) (4.44)
w |F,)* (a* - 3w?) D w |F,)? 5
== == - _ . -4
T2 = 2(a? + w?)® 2a(a? + w?) +O(’) (445)

De estas expresiones podemos notar todavia que la matriz o;; no es diagonal, por lo
que las variables (hy, ho) siguen estando correlacionadas. Por otro lado, debemos recordar
que TCD es vélida si el pardmetro 8% < 1, de acuerdo con el anélisis de la seccién anterior.
Mostramos también que en dicha regién de aproximacidn, los efectos de rotacién deben
ser despreciables. Por lo tanto, si queremos satisfacer los requerimientos de TCD entonces
debemos considerar esta regién de aproximacién, anadiendole ademas la aproximacién de
pequeiias fluctuaciones de fase. Bajo estas circunstancias podemos concluir que la matriz

o:; es diagonal, con elementos o;; = o2, tal que

2 _. Q |F6‘2 D ‘' N2
ot =—+ 5a(a? + o7 + O(D?). (4.46)

Asi las escalas de tiempo en este caso, son similares a (4.31), (4.32) y (4.34), con
3 =al¢? = _2giz

Finalmente, el formalismo de TCD se satisface si la amplitud de la fuerza externa que
fluctia a través de su fase, es menor o igual que la intensidad del ruido interno y ademaés
si la intensidad de la fase es pequena.

Veamos ahora como la teoria desarrollada en este capitulo puede aplicarse para detec-
tar sefiales épticas débiles en un sistema Laser mediante el conocimiento de los tiempos de

encendido de dicho sistema. Para ello hagamos una breve introduccién acerca del sistema

Léser y cémo este sistema admite una descripcién en el esquema de Langevin.

4.3 Sistema Laser

El decaimiento de estados inestables es un proceso tipico en el que las fluctuaciones
estocésticas juegan un papel muy importante. El proceso de encendido de un Léser es un
ejemplo de este tipo de procesos dindmicos, el cual puede ser caracterizado a través de
las propiedades estadisticas de los tiempos de inicializacién de dicho proceso [44, 50, 64.
59, 2]. La presencia inevitable del ruido interno (ruido de emisién expontdnea) causa ¢l

decaimiento del estado inestable inicial, desde el valor inicial I(0) de la initensidad hasta
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Fig. 4.5: Evolucién dindmica de < I(t) > durante el intervalo de tiempo T,. A es la drea
bajo la curva sélida (E, = 0). A, es el 4rea bajo la curva puntiada (E, # 0)

un valor final de referencia preestablecido I,, el cual se considera en un cierto porcentaje
del valor del estado estacionario I;. La presencia de sefiales externas débiles también
afecta este tiempo de iniciacion, acelerando el proceso de decaimiento del sistema.

A finales de los ochenta y principios de los noventa del siglo pasado, Vemuri y Roy
[61], Littler et. al. [36] mostraron desde un punto de vista numérico y experimental res-
pectivemente, que las sefiales 6pticas débiles de un Laser pueden ser detectados usando
a otro sistema Laser como un receptor super-regenerativo. Las senales débiles detectadas
son menores o del mismo orden de magnitud que la intensidad del ruido interno, pero 108
veces menor que la intensidad del estado estacionario. Un receptor super-regenarativo
opera de tal forma que una sefial externa débil incidente es amplificada en un oscilador
que es periédicamente encendido y apagado.

Los resultados numeéricos y experimentales han sido sustentados a través de los tiempos
de paso (2] y los tiempos de relajacién no lineales [20]. En esta seccién estudiaremos el
método propuesto en la Ref. [20] para detectar las sefiales 6pticas débiles en un Liser, el
cual consiste en calcular una cantidad llamada receptor de salida que se define como
S = ﬁ-:, donde A, es el drea bajo la curva de la evolucién promedio de la intensidad
< I(t) > del campo eléctrico en presencia de la sefial externa y Ay es el drea bajo la curva
en ausencia de dicha senal, ver Fig. 4.5. Esta cantidad estd en funcién de los tiempos de
relajacién no lineales.

Por otro lado, la obtencién de una ecuacién determinista que describa la fenomenologia
del sistema Ldser se obtiene a partir de las ecuaciones que describen la interaccion

radiacién-materia. Estas ecuaciones microscépicas se obtienen a partir de principios
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cudnticos, pero dadas las diferentes escalas de evolucién de las variables involucradas,
principalmente el campo eléctrico transmitido y las variables atémicas, resulta ser que
el campo eléctrico evoluciona mucho mas lentamente con lo cual las variables atémicas
pueden eliminarse adiabédticamente. Como resultado final se obtiene una ecuacién que des-
cribe el proceso de evolucién del Laser, que contiene todos los pardmetros macroscépicos
que se observan. El campo eléctrico que es una magnitud compleja, tendrd el papel de
variable relevante. El interés estara principalmente en conocer la intensidad del campo
eléctrico aunque muchas veces habrd que estudiar también la fase del mismo.

La introduccidén de las fluctuaciones en la ecuaciones fenomenolégicas y deterministas
del Léser se hace mediante dos mecanismos siguiendo los pasos habituales en la literatura
[18]. En primer lugar hemos de dar entrada a las fluctuaciones de origen cudntico que se
despreciaron en el proceso de eliminacién de las variables atémicas y que son necesarias
para entender por ejemplo el procesode emisién esponténea. Estas fluctuaciones se tienen
en cuenta mediante la introduccién de ruidos aditivos gaussianos (blanco) en las ecuaciones
deterministas. Los valores de-los pardmetros de estos ruidos se asignan a partir de los
resultados experimentales. Este tipo de fluctuaciones se suelen llamar internas en la lite-
ratura, puesto que son propias del sistema. Existen una segunda fuente de fluctuaciones
muy importante que son de origen externo. La necesidad de explicar algunos resultados
experimentales hace necesario su introduccién [33]. Estas fluctuaciones se introducen a
través del bombeo dptico, y en ciertos sistemas son controlables en el laborario [45]. Se
denominan fluctuaciones externas debido a su origen. Su caracteristica mds importante
descansa en el hecho de su independencia respecto del sistema, de ahi su nombre, y por lo
tanto han de tener unos valores y una escala de tiempo finitas, lo que conduce de forma

natural a cuestionar sus propiedades gaussianas y de ruido blanco [10].

4.3.1 En presencia de campo externo constante

Discutidas las generalidades anteriores presentamos el modelo més simple de todos y que

corresponde al sistema Laser de un sélo modo y operando en resonancia [2, 36, 8]

E= (-, +iv,)E+

E+kE, t), .
1+%I + k. E. + £(t) (4.47)

donde 7, es la tasa de decaimiento de la cavidad, v, es el pardmetro de desintonizacién en-

tre el campo Léser y la senal inyectada E., F es el pardmetro de ganancia, A el pardametro
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de saturacioén, I = |E|* = E?+ E? es la intensidad del campo del eléctrico complejo, E, es
el campo eléctrico externo constante o senal externa y k. es el pardmetro de acoplamiento.
La emisién espontdnea es modelada por la fuerza aleatoria compleja £(t) = £, (t) + 1€, (t),

con valor medio nulo y funcién de correlacién
<twe)>=2st-v), 228001 (44

que debe ser compatible con (4.3) si Q; = Q = 5. Para calcular el tiempo de relajacién
no lineal, necesitamos primeramente describir el régimen lineal de (4.47), la cual puede

escribirse en forma matricial, como

2)-( ) (E) () (5

) = vk (2 )+ (YY) 4.49
(5)=(5 a)(&)+=(a) o (449
donde a = (F —7,). Esta ecuacidn es perfectamente compatible con la descripcién tedrica

de la Secc. 4.2.1 , si hacemos que los siguientes parametros v, = —w, fo, = keEe, y

fe, = ke E,,. Para este sistema se tiene que

a k.E, wk.kE., wk.E,, ak.E.,

< hy >= , < hg >=— , 4.50
P @2 w? T 4wl 2 a2 +u? | a?+uw? (4:30)
de modo que el pardmetro ¢, estd dado por
k? |E.|?
2 _ e e
T a?+w?’ (451)

donde |E.|* = E? + EZ2,. Puesto que h es un nimero complejo, la varianza de dicho

numero se define como

. 2Q e
o’=<hh >—|<h>|2=011+0'22=—a—:;1—. (4.52)
Para calcular T,,, debemos de escribir la ecuacién determinista asociada a (4.47) in-

cluyendo las contribuciones no lineales en términos de la intensidad I de la forma (2.1);

es decir
. 2al(ly -1
j=20lUa 1) (4.53)
I (1+ £1)
donde I,; = ;—I;. De acuerdo con esto podemos identificar los términos Cy = éj—f y

g(l) = ’3—‘1’%. La contribuci6n del término no lineal I para el orden del momento [ = 1,

puede escribirse en el limite de intensidad de ruido pequefio y de amplitud pequena del
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campo externo, como I~ = %(;’F—;— - 1). Por lo tanto el tiempo de relajacién no lineal

asociado al momento < I(t) >, estd dado por

ro=10 L5 EVE L Lo (4.54)
NL T NL 2a — mml! ’ T/ :
donde P
- b () o
TNL =5 In 5 P(1) + - 1p+O(e). (4.55)

Estas escalas de tiempo son las mismas que las reportadas en las Refs. [20, 23] excepto
por el factor ¢> de (3.51) el cual contiene al pardmetro w = v,. En esas referencias el

estudio se realiza a partir de una dinamica de Laser no rotacional.

4.3.2 Receptor de Salida

El receptor de salida estd dado en funcién de los tiempos de realjacién no lineales definidos

de la siguiente manera

) 1 Te . - ! ’
T, = [ m@y =g [(<rt®)> —<r>aar, o (456)

donde 7T es el tiempo durante el cual el sistema relaja desde su estado inestable inicial
I(0) ~ 0 hasta un valor muy cercano a su estado estacionario I, y tiene sentido si
T, > 1.5T; donde T es el TRNL en ausencia de campo externo.

Haciendo un poco algebra tenemos que
T, Mo = Ae -T. < ’I"l >ty
ToMy = A —T. < rt st (457)

donde T, es el TRNL en presencia de fuerza externa. Si las condicions iniciales son fijas

entonces < rh >~ 0. En estas condiciones el receptor de salida serd
Ae_Te_Tc_ TO_'Te

= ——= =1+ — . 4.58
Ay To -1 +TC—T0 (4.58)
De acuerdo con (4.54) se tiene finalmente que
1 00 (_1)‘m 52m
S=1- 2a(T, — Tp) mz::l mm/! (4.59)

El receptor de salida es una cantidad sensible a la presencia de sanales débiles, como
se puede observar en la Fig. 4.6, que muestra la comparacién de los resultados de la

simulacién numérica con los resultados tedricos de (4.59).

75



-+ ——n b 2 e i b

AelAg

2.0 A

1.0 &—e——_—>

0.0 B A S

10.. Ee Q- 2

Fig. 4.6: Receptor de sahda contra el médulo del campo externo E,. La linea continua
representa los resultados teoncos de la Ref. [20]. Los cuadrados corresponden a los
resultados de simulacién [61]

4.3.3 En presencia de campo externo dependiente del tiempo

El formalismo matricial puede aplicarse al estudio de un sistema Laser como el que se
reporta en la Ref. [9], donde se investiga las consecuencias de las fluctuaciones de fase de
un campo débil inyectado en el proceso de encendido.de.un Laser de clase A, a través de
la distribucién de los tiempos de paso. La ecuacién dindmica tipo Lang'evin que describe

al modelo Laser de dicha referencia, se escribe como

E=—(y, +i,)E + AP + kIE )+ £(t), (4.60)

I
donde los parametros del sistema ya han sido definidos en la Subs. 4.3.1, el tercer término
|E.| e®®) corresponde al campo externo complejo con fase fluctuante y | E.| es su amplitud
constante. El ruido de emisién esponténea es el mismo que (4.48), y es compatible son
(4.3) siempre y cuado Qi = @ = 5. De nueva cuenta en el régimen lineal la Ec. (4.60)

puede escribirse, como

E) ( a 7)<E> (cosab(t)) (é(t))

) = + kel (& + (), 461
( E, =72 a E, £ sin ¢(t) &, (t) ( )
donde a = (F —1,) > 0. Esta ecuacidn es consistente con la descripcidn teédrica de la Sec.

4.2.2 si los pardmetros: v = w y |F.| = k.| E.|. Para este caso se tiene que

_ ke|E.| (a+ D) _ kB w 5
SmM>=Tbprer <Mt EipEror (4.62)
de tal forma que el pardmetro ¢? es igual a
2 __ (kelEe|)2
"~ (a+ D)2 +u?’ 14.63)
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siendo |E,|* = EZ + EZ,. La varianza del nimero complejo h es ahora

KE? D
o< h b > | <h> [ =y oy =t el

a a‘m + O(DQ) . (4.64)

El tiempo de paso asociado a (4.61) estd dado por

E_)m ﬂZm

1 o0
<t >=<t; > + %2::1 p— (4.65)
o bien
<t >=<t;>q — [E1<ﬂ2) - ’L/J(l) + 1Il(ﬁ2)] , (466)
donde
<t >o= 2—10;{1n(oz2 R?) — w(1)}, (4.67)

con 3 = o?q¢%.

Como podemos observar en la Fig. 4.7, existen dos regimenes para la distribucién de
los tiempos de paso. Cuando la constante de tiempo-asociada.ala difusién es més pequena
(D grande) que el tiempo de encendido, la teoria predice un comportamiento logaritmico
con a? y 5% [9]. Cuando esta constante de tiempo €s més grande (D pequetio) los efectos
de difusién son despreciables. Ademas podemos observar, que existe un valor minimo
de los tiempos de encendido que divide estas dos regiones, el cual ocurre en un caso de
resonancia, e.d. para un valor dado del pardmetro de desintonizacién w = 7,, el valor
de la constante D que hace minimo el tiempo de encendido es tal que D = w. De modo
que para un valor dado del pardmetro w entre el campo externo y el detector Léser, la
resonancia puede ocurrir inicamente por fluctuaciones en la frecuencia del campo externo,
tal que D = w.

Para concluir con esta seccién, hagamos ahora las siguientes observaciones acerca del
estudio de las dindmicas de los sistemas Laser (4.47) y (4.60) que otros autores han
reportado en la literatura.

En el estudio de la deteccién de sefiales épticas débiles de los sistemas Laser (4.47) y
(4.60) de acuerdo con las Refs. [2, 9], se muestra que el formalismo estandar de TCD fun-
ciona apropiadamente para caracterizar tales sistemas, sin que los autores hayan podido
explicar porqué el formalismo estandar de TCD funciona y es consistente en la descripcion

de un sistema que por naturaleza es rotacional.
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Fig. 4.7: Tiempo de encendido contra la constante de difusién D. La linea continua
representa los resultados analiticos y los puntos corresponden a la simulacién numérica

de la Ref. [9].

Ahora ya sabemos con certeza el porqué la explicacién anterior no puede darse en
el esquema dindmico de (4.47) 6 (4.60), pues éstos corresponden al esquema dindmico
en el espacio x de nuestro trabajo de tesis, donde los efectos rotacionales de la fuerza
sistematica siempre estan presentes en el sistema. El mérito de nuestro trabajo consiste,
entre Z)tras cosas, en demostrar porqué el formalismo estdndar de TCD funciona y ademés
admite una formulacién matricial generalizada que conduce practicamente a los mismos

resultados de la formulacién estdndar, en la escala de tiempos largos.

.

. .

4.4 Sistemas rotacionales de tres variables

Para terminar este capitulo, estudiemos la caracterizacién dindmica de los sistemas de tres
variables en presencia de fuerza externa constante, los cuales como verémos, muestran un
comportamiento similar al caso de dos variables como se muestra en el apéndice A.3, es

decir las matrices antisimétrica y de rotacién estan dadas por

0 w 0 cos wt —sin wt 0
W=\ -w 0 0], R(t) = | sin wt coswt 0], (4.68)
0 0 0 0 0 1

donde w? = w? + w? + w?. La Fig. 4.8 muestra una trayectoria del sistema (4.68).
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Fig. 4.8: Evolucién dindmica de una trayectoria del sistema de tres variables en el espacio
de coordenadas (y,,¥,,¥s)-

Los valores medios de los elementos de la matriz constante h en este caso son

fe, @ feo w fe, w 4 fe, @ fes

- < hg >= —. 4.6

< h; >= -
! a?+w?  a®+w?’ a

Sin perder la generalidad podemos hacer que f., = 0, tal que el pardmetro ¢* sea entonces

¢ = [Ff
a? +w?’

(4.70)

el cual es similar a (4.27), pero ahora |F.|* = f2 + f2 + f2.

También se puede mostrar que la matriz o;; es diagonal, es decir 0; = 02, tal que
ol==x. (4.71)

Para este caso, la densidad de probabilidad marginal P(h) se obtiene de (4.18), dando
como resultado
P(h) =

20 2012, 2
h sinh(2a’q) e~ **+a) 4.72
donde a? = 535

La caracterizacién lineal de tales sistemas a través de los tiempos de paso, es

3)__e“ﬂ2 ©  [F2m ( 3

R £ 43 2
<t >=<t, >0+2a¢(2 s Y m+2)+O(Q)+O(q ), (4T3)
donde
3
<t >o= ———{1n(a2 R?) — 4 <§)} (4.74)
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Fig. 4.9: Comparacion entre la escala de tiempo (4.75) (linea continua) y la simulacién
numérica (puntos), para el caso |F.| =@, a = 3.0, w= 6.0y R = 1.0. Los resultados de

simulacién corresponden a Q = 107!, Q =10"2, Q=103 Q =107

En el Apéndice C.2 se encuentra la demostracién de la serie de (4.73) a una expresién
maés sencilla, que es facil de-mostrar su convergencia. Entonces la ecuacién (4.73) puede
escribirse de la siguiente forma '

m B2m

<t >=<t; So + — Z — —__ + 0Q)+0(¢?), (4.75)

2mm+

siendo < t; >¢ la misma expresién de (4.74). En la Fig. 4.9 mostramos la comparacién de
esta wltima expresion con los resultados obtenidos de la simulacién numérica, mostrando
una excelente concordancia.
El tiempo de relajacion no lineal estd dado por
)™ 32m

TNL— NL Z m+ ) (4-76)

siendo Tﬁ . la escala de tiempo no lineal en ausencia de fuerza externa
), =<ti> +1,,, (4.77)

donde I, contiene las contribuciones no lineales del sistema.
De acuerdo con (4.76) y en analogia con el caso de dos variables se puede proponer

un posible receptor de salida.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

La teoria cuasi-determinista de la formulacién estandar propuesta para caracterizar, en el
limite de tiempos largos, los procesos de decaimiento de sistemas inestables de la forma
(1.21) a través de los tiempos de paso y de los tiempos de ralajacién no lineales ha sido
generalizado para caracterizar a los sistemas inestables rotacionales de la forma (1.22)
mediante un esquema matricial completamente general.

Podemos concluir que las escalas de tiempo para caracterizar la dindmica rotacional
(3.1), a través de los momentos estadisticos < 7!(¢) >, son las mismas escalas de tiempo
obtenidas para caracterizar la dindmica no rotacional (2.6). En la descripcién de los
sistemas rotacionales (4.1), los tiempos caracteristicos son practicamente iguales a los que
caracterizan a la dindmica (2.65) de la formulacién estdndar. La razén principal del porqué
estas escalas de tiempo son iguales o practicamente iguales en la descripcién mencionada
anteriormente, es porque existen dindmicas equivalentes a (3.1) y (4.1) representadas por
(3.61) y (4.2), respectivamente; las cuales se obtiene mediante una transformacién lineal
de coordenadas del espacio x al espacio de variables y, de tal forma que en el espacio
transformado de coordenadas y, tales sistemas siguen siendo rotacionales. En el espacio
transformado, la dindmica descrita por (3.61) es muy semejante a (2.6), en cambio la
descrita por (4.2) es totalmente diferente a la de (2.65), sin embargo en ciertas escalas
de tiempo de observacion éstas dindmicas pueden ser consideras casi equivalentes, por las
siguientes razones, que acontinuacion discutiremos.

En ausencia de fuerza externa, la dindmica (3.61) es muy semejante a la dindmica (2.6),
ya que la tnica diferencia entre ambas es la aparicion de la fuerza fluctuante rotacional

definida por z,(t) = R(t)z(t) en (3.61), cuyo efecto es rotar las trayectorias del sistema
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alrededor del origen de coordenadas del espacio y de manera aleatoria. En particular
esta situacién ha sido mostrada con resultados de simulacién numérica en las Figs. 3.3
y 3.4, para los sistemas rotacionales de dos variables tinicamente en el régimen lineal de
(2.6) y (3.61), respectivamente. Observamos claramente que las trayectorias estocasticas
de ambas dindmicas son lineas rectas con la tnica diferencia de que en la dindmica li-
neal de (3.61), éstas lineas rectas estdn rotadas de manera aleatoria alrededor del origen
de coordenadas del plano (y,,¥,), debido al efecto rotacional del ruido. Bajo éstas cir-
cunstancias podemos entender ahora porqué el promedio de los tiempos de paso son los
mismos obtenidos en la descripcién dindmica de (2.6). Una situacién andloga ocurre en
los sistemas tres variables de (2.6) y (3.61). En este caso las trayectorias estocdsticas
descritas por la parte lineal de dichos procesos, son también lineas rectas que emergen del
origen de coordenadas en tres dimensiones.

En presencia de fuerza externa, la dindmica (4.2) es totalmente diferente a la de (2.65),
ya que en este caso la fuerza externa F, = R(t)F, de (4.2) es también de carécter rota-
cional al igual que la fuerza fluctuante z,. En esta situacién las trayectorias estcésticas de
proceso (4.2) no sélo estdn rotadas alrededor del origen de coordenadas de manera aleato-
ria, sino que también pueden generar trayectorias rotacionales en su evolucién dindnica
hasta alcanzar el valor de referencia preestablecido o el estado estacionario correspondi-
ente, debido también al caracter rotacional de F,.

En el caso particular de los sistemas de dos variables, las trayectorias estocdsticas
correspondientes al proceso lineal de (4.2) ya no son las lineas rectas como las que se
muestran en la Fig. 3.3, sino trayectorias estocasticas las cuales, aparte de rotar alrede-
dor del origen de coordenadas aleatoriamente, emergen de dicho origen de coordenadas
formando “bucles” en su evolucién dindmica hasta alcanzar el valor de referencia R = 1.0,
debido precisamente a los efectos rotacionales de la fuerza externa; tal como se muestra
en la Fig. 4.1. Esta descripcién dindmica ha sido obtenida si la amplitud de la fuerza
externa domina sobre la intesidad del ruido interno.

En el caso contrario, si la amplitud de la fuerza externa es igual a la intensidad del
ruido interno y ademds consideramos la misma escala de tiempo de observacién de la
Fig. 4.1, podemos apreciar que los efectos rotacionales o “bucles” de dichas trayectorias
son casi indistinguibles de tal forma que éstas aparentan ser vistas practicamente como

lineas rectas, como se muestra en la Fig. 4.2. En este caso la dindmica lineal de (4.2) es
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casi semejante a la dindmica lineal de (2.65) descrita también por un conjunto de lineas
rectas. Naturalmente este efecto depende de la escala de tiempo de observacién, ya que
para tiempos no tan largos de observacién los efectos rotacionales pueden ser importantes.

La descripcién tedrica de los argumentos arriba mencionados, ha sido sustentada en
los Caps. 3 y 4 de la siguiente manera.

En el Cap. 3 hemos estudiado la formulacién matricial de la teoria cuasi-determinista
para caracterizar la dindmica de sistemas inestables rotacionales (3.1) inducidas por ruido
blanco y ruido de color gaussianos. Para el caso de ruido blanco, se demuestra que el
formalismo de TCD admite una descripcién general para cualquier nimero de variables
fisicas y muestra también que las escalas de tiempo obtenidas en este esquema son las
~ mismas, que las del Cap. 2 de la formulacién estdndar. En el caso de ruido de color, esto
no es asi, ya que la descripciéon de TCD requiere del ntimero especifico de variables para su
descripcién; debido al caracter no markoviano del problema que se manifiesta en las Ecs.
(3.36) y (3.37). Se muestra para los sistemas de dos y tres variables que los requerimientos
de TCD se satisfacen a primer orden de 'dproximacién en el tiempo de correlacién 7 y en
el limite de intensidad de ruido pequeno, de forma tal que los efectos del acoplamiento
entre el parametro de rotacién w y el tiempo de correlacién 7 pueden ser despreciados al
inicio del proceso de decaimiento de dichos sistemas. Bajo estas condiciones las escalas
de tiempo coinciden con las de la formulacién estandar.

En el Cap.4, ha sido desarrrollado en el espacio transformado de coordenadas y, el for-
malismo generalizado de TCD para caracterizar el proceso de decaimiento de los sistemas
(4.2) dnicamente en el contexto de ruido blanco gaussiano.

En el caso de fuerza externa constante y para los sistemas rotacionales de dos y tres
variables, se verifica que las escalas de tiempo son practicamente las mismas que fueron
obtenidas en la formulacién estdndar del Cap. 2; excepto por el pardmetro 3% = a?q?
que contiene el factor ¢ = gfl%, el cual solamente renormaliza la amplitud de la fuerza
externa. En el caso de tres variables w? = wf + wf + wf. Si w = 0 obviamente las escalas
de tiempo son exactamente las mismas.

Los resultados de la simulacién numeérica obtenida para los sistemas rotacionales de
dos variables, sugiere analizar los limites de validez de las escalas de tiempo en las dos
regiones de aproximacién del pardmetro 3% Se demustra que si la amplitud de la fuerza

externa domina sobre la intensidad del ruido interno 3° > 1, entonces el formalismo
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generalizado de TCD no es apropiado para caracterizar la dindmica de tales sistemas,
como se puede observar en la Fig. 4.1. Sin embargo, si la amplitud de la fuerza externa es
débil tal que 8% < 1, entonces la descripcién de TCD es consistente con la caracterizacién
de dichos sistemas de acuerdo con la Fig. 4.2, lo cual era de esperarse. La consistencia
del formalismo en el caso de tres variables se muestra en la Fig. 4.8

El formalismo desarrollado en el Cap. 4, ha sido aplicado al estudio de la dindmica
transitoria de los sistemas Laser, particularmente en la Sec. 4.3.2, hemos utilizado los
tiempos de relajacién no lineales para calcular el receptor de salida del sistema Laser no
lineal dada por la Ec. (4.47). Esta cantidad ha sido 1til para detectar las sefiales épticas
débiles de otro Laser incidente de amplitud constante.

Por otro lado, si la fuerza externa es tal que fluctia en el tiempo sélo a través de
su fase, entonces de acuerdo con la Sec. 4.2.2, la descripcién de TCD es apropiada si
ademss de la aproximacién de fuerza débil tal que 8% < 1, pedimos que la intensidad de
las fluctuaciones de fase sean muy pequenas. La teoria es compatible con el sistema Laser
estudiado en la Sec. 4.3.3, cuyos resultados de los tiempos de paso coinciden con los de
la Ref. [9].

Para finalizar nuestras conclusiones queremos hacer las siguientes observaciones que
consideramos son necesarias e importantes para aclarar algunos de los conceptos no es-
tudiados en las Refs. [61, 36, 2, 9], y por lo consiguiente nos motivé al desarrollo y
restructuracién de nuestro trabajo de tesis. La deteccién de las senales dpticas débiles
del sistema Léser (4.47) ha sido ya estudiado en las Refs. [61, 36, 2] por otros autores, a
través de los tiempos de paso y del formalismo estdndar de TCD. Hemos mostrado que
dicha ecuacién es compatible con la Ec. (4.1) de nuestra formulacién tedrica. Sin embargo
en ninguna de tales referencias antes mencionadas se hace mensién que el sistema Léser
propuesto es un sistema rotacional y menos ain del porqué la formulacién estandar de
TCD funciona en la descripcién dindmica de dicho sistema. Tales cuestionamientos han
sido aclarados en el desarrollo de esta tesis.

Por otro lado, en 1993 J. Dellunde et. al. [8] propusieron un método alternativo para
detectar senales épticas cuyas magnitudes son mayores que la intensidad del ruido interno
a través de los tiempos de paso, tomando en cuenta los efectos rotacionales del sistema
Laser (4.47). El punto importante que queremos resaltar de dicho trabajo es que el marco

tedrico propuesto no aclara con detalle lo siguiente. En dicho articulo se propone la Ec.

84



(4.47) la cual es compatible con la Ec. (4.1) en el caso de dos variables (z,,z,). En
este espacio las trayectorias estocasticas de la dindmica lineal de (4.47) son trayectorias
espirales que emergen del origen de coordenadas del plano complejo (E,, E,), véase la
Fig. 3.1; pero no corresponden a la trayectorias rotacionales en forma de “bucles” como
se muestra en dicha referencia y se muestra en la Fig. 4.1. ;De dénde y cdmo surge esta
trayectoria dindmica? no fue explicado en ninguna parte de dicho trabajo por los autores,
aunque la descripcién teérica haya sido correcta. Ahora sabemos porqué dicha descripcién
es correcta pues la dindmica de Langevin en el espacio x es totalmente equivalente a la
dindmica de Langevin en el espacio de variables y. Esta nueva descripcién dindmica que
es muy necesaria para poder explicar los puntos antes mencionados, no habia sido tomada
en cuenta en ninguna de las referencias arriba citadas.

Queremos concluir con las perspectivas de nuetro trabajo con lo siguiente: Reciente-
mente la caracterizacién dindmica de los sistemas inestables rotacionales (1.22) a través
de la distribucién de los tiempos de paso, en la regién de fuerza externa débil 42 < 1,
ha sido estudiado en la Ref. [30] para los sistemas;de dos y tres variables; mientras en
la regién de fuerza externa fuerte 32 > 1, la caracterizacién dindmica ha sido estudiado
en la Ref. [31] s6lo para los sistemas de dos variables. Dichos estudios, aunque hayan
sido realizados para los sistemas de dos y tres variables, no fueron desarrollados en el
esquema actual de esta tesis, es decir, en el marco tedrico de las propiedades generales
de las matrices de rotacién. Por lo que nuestro propésito a corto plazo serd estudiar la
caracterizacion de la dindmica de Langevin rotacional en el contexto tedrico generalizado
del presente tarabajo, de manera que los sistemas rotacionales de dos y tres variables
seran sélo casos particulares.

La descripcién tedrica en el caso de tres variables puede aplicarse posiblemente al
estudio de la dindmica de particulas cargadas inmersas en un campo magnético externo,
va que en ciertas circunstancias, la trayectoria dindmica de una particula cargada puede
describir un comportamiento similar a la trayectoria dindmica que se muestra en la Fig.
3.2. En este sentido el estudio de la dindmica de plasmas puede ser un tema de interés.

Por otro lado, la dindmica de Langevin rotacional admite también una formulacién
covariante del campo electromagnético, por lo que ambos esquemas, la fisica de plasmas

y la formulacién covariante, seran nuestras perspectivas a futuro.
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APENDICE A

Propiedades de la matriz
antisimétrica W

A.1 Demostracién de eVt = R(t)

Wt es una matriz de rotacién, que definimos como R(t). La

Demostremos ahora que e
demostracién que presentamos para R(t) no hubiera sido posible sin la ayuda de los
resultados reportados en las Refs. [47, 48].

Para tal propédsito partimos de la siguiente expresion
>, [(® nx)
R(t) =eWt = @m0t = Z [(@nx) 8 (A1)

donde ® y n son el angulo y el eje de rotacién, respectivamente; E es la matriz unidad.
El desarrollo de la serie de potencia se puede separar en potencias pares e impares de la
matriz que son multiplos de dos matrices, tal que la ecuacién anterior se puede escribir

Ccomo
]”

= [(@ nx) it

+2

= 25+ D!

Haciendo el algebra pertinente se demuestra que

R(t) = i <I>n>< ‘ (A.2)

R(t) = E + (;—( ()25?'5] J) [E - nn] + (]Z:O—-—-——( (;][i i])'] Jax,  (A3)

0 bien

R(t) = E + [cos(Pt) — 1][E — nn”] + sin(dt) n x . (A.4)

Por lo tanto, la matriz de rotacién R(t) es igual a
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R(t) = nn7 + cos(®t) [E — nnT] + sin(dt) n x , (A.5)

la cual se conoce como la forma de Gibbs de la matriz de rotacién.

Retomando la expresién (A.4) para escribirla de la siguiente manera

R(t) = E + Z {[COS(‘I’jt) —_ 1] Sj + Sin((I’jt) AJ} , (A6)

=1
donde S; = [E — nn7] es un proyector y A; = nx es real y antisimétrica. Como podemos
observar la sumatoria va desde j = 1 hasta N—2_C— siendo C el nimero de eigenvectores
reales linealmente independientes que corresponden al eigenvalor cero.

La matriz R(t) tiene la propiedad de ser una matriz ortogonal, es decir

R(tR(t) = E, (A7)

o términos de sus componentes

Z Rji(t)Rii(t) = 6 . (A.8)

La expresion (A.6) se puede factorlzar en el producto abeliano

R(t) = [[ {E+ [cos(®;t) — 1] S; + sin(®;t) A;}. (A.9)

i=1
Los vectores propios de W' son también vectores propios de R(t), con valores propios

correspondientes e'®it.

El producto de R(t) con las parte real e imaginaria de un vector propio nos da

R(t)R] = COS(@jt)R]’ - Sln(éjt).[]

R(t)I] = SiH(@jt)Rj -+ COS(‘I’jt)Ij s (A].O)
o bien
cos(®;t) —sin(d,t)\ [ R,
t J J 7
R( )< > (sm(<I> t)  cos(d;t) ) ( L > ' (A.11)
Por lo tanto la matriz de rotacién R(t) nos representa un conjunto de T’ rotaciones

de dngulos ®; en los planos determinados por los dos vectores R,el,.
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A.2 Demostracion de Wx = w x x

En este apéndice vamos a mostrar que el producto Wx, para el caso de tres dimensiones,
siempre puede escribirse como el producto vectorial de dos vectores; dicho en otras pala-
bras, toda matriz antisimétrica en el espacio de tres dimensiones determina un vector w
tal que el producto matricial de la matriz antisimétrica es igual al producto vectorial del
vector w, es decir Wx = w0 X x, donde X representa el producto vectorial y w es el vector

velocidad angular [48]. Si W es una matriz antisimétrica, entonces

W =19 x, (A.12)
donde
0 -w, W, w,
W= w, 0 —w |, W= | w, (A.13)
—w, w, 0 w,

Ademas se puede verificar que para cualquier vector x
Wx =u x x, (A.14)

lo cual es muy fécil de verificar, como se puede ver

0 —w, W, z, W,T, — Wy,
Wx=| w, 0 —w, z, | = wx, ~wz, | =d xx. (A.15)
—-w, w, 0 T, w, T, — W,T,

A.3 La matriz W para el caso de tres variables

En este apartado vamos a mostrar ¢émo la matriz antisimétrica W, para el caso de tres
variables, es muy similar a la matriz antisimétrica de dos variables.

Explicitamente la matriz W para el caso de tres variables, puede escribirse como

0 ~w, w,
W=| w, 0 —w, |- (A.16)
—w, W, 0

La similitud con el caso de dos variables se puede lograr mediante de una transformacién
de coordenadas, a través de una matriz de rotacién T; la cual se obtiene de la siguiente

forma: los vectores columna asociados con la matriz T serdn dados por los eigenvectores
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asociados con la matriz W [48]. Los eigenvalores de la matriz W son: A, =0, A, =iw y
A\, = —iw donde w se define como w?

= w? + w? + w?. Sus correspondientes eigenvectores
son respectivamente

w, —W, W, — MWW,
— ; _ *
vi=|w, |, v, = | —ww, +iww, |, vy =V, (A.17)
W, w? + W2

2
donde el astérisco denota el complejo conjugado. Como podemos ver un eigenvector es

real, como consecuencia del eigenvalor A\, = 0; los otros dos son el complejo conjugado

uno del otro, debido que a sus eigenvalores que también son el complejo conjugado uno
del otro.

Por lo tanto la matriz de rotacién T es igual a

2
cwey ey
w w
= ——1— e ) W Yo/ wi+ws
\/wz + w? w w
2 2 2 2 2
1 witw 0 wg 3 fwl +w?
w

w

T

donde la primera y segunda columna corresponden a la parte real e imaginaria respecti-

vamente del vector unitario v,, y la tercera columna se debe al vector unitario v,. Bajo -
la siguiente transformacién TWT se puede muestrar que R =
N 0 w 0
W=TWT=|-w 0 0], (A19) %@

0 0 0

-
3

la cual es también una matriz antisimétrica similar al caso de dos variables. Con este

VAR

T

1w

resultado se simplifica el problema de tres variables al caso de dos variables.

LA
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APENDICE B

Fundamentos de la dinamica
rotacional de Langevin

B.1 Relaciones de Reciprocidad de Onsager-Casimir

La ecuacién de Langevin rotacional propuesta en (3.1) tiene su origen en las Ecuaciones de
Moviento Microscéspico (EMM) que son invariantes ante inversién y traslacién temporal,
como lo demostraron Onsager y Casimir.

Onsager [41, 42] mostré que la invariancia ante una inversién temporal de las ecua-
ciones microscépicas de movimiento (cldsica o cuédntica) implica que la matriz L de los
coeficientes de transporte no es arbitraria, sino que es una matriz simétrica. Posterior-
mente Casimir [6] generalizé los resultados de Onsager, de ahi el nombre de Relaciones
de Reciprocidad de Onsager-Casimir (RRO-C) [13]. Los resultados que presentamos en
este apéndice son una generalizacién de los de Onsager-Casimir y son tomados de la tesis
Doctoral del Dr. J.L. del Rio Correa {7].

La demostracién de las (RRO-C) estd basada en las siguientes tres hipdtesis a saber

I) La hipétesis de regresién de fluctuaciones, la cual afirma que en un sistema afiejado?,
las fluctuaciones se comportan en promedio siguiendo las leyes fenomelégicas.

II) Las relaciones constitutivas son lineales entre flujos y fuerzas termodinamicas.

I1I) La funcién de distribucién de las fluctuaciones alrededor del estado de equilibrio
es una gaussiana.

Puesto que las RRO-C se obtienen en una escala de tiempo mesoscopica, entonces

1Un sistema anejado es un sistema aislado que se ha dejado que relaje al estado de equilibrio ter-
mostético y los tiempos en los cuales se estard observando a este sistema son muy grandes comparados
con sus tiempos de relajacién natural.
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primero vamos a definir dicha escala, tal que
T, <<t<<T,, (B.1)

donde 7,,, representa el tiempo microcdpico, como el tiempo de colisién; y T, es el tiempo
macroscépico, como el tiempo de relajacién.
Con la ayuda de las hipétesis I) y IT) Onsager demostré que las variables de regresién?

en una escala mesoscépica de tiempo son dadas por
a(t;b)=b+t L ®&(b), (B.2)

donde b representa al estado inicial de no equilibrio al tiempo t = 0, L la matriz de
coeficientes de transporte y ®(b) es la fuerza de Onsager.

La tercera hipétesis consiste en
Gy (b) = Ael=2e7 BB (B.3)

siendo A una constante de normalizacién y ¢7'(0) denota la matriz de correlacién al

tiempo cero. Por lo que el vector ®(b) estd dado por
®(b) =c71(0) b. (B.4)
Por lo tanto, la expresién (B.2) es igual a
a(t;by=b+tMb, (B.5)

donde M = L ¢™*(0). Multiplicando esta expresién por b y tomando el promedio con la

funcién de distribucién de equilibrio, obtenemos que la funcién de correalcién es
c(t) =< a(t;b)b >=<bb > -t M <bb > . (B.6)

Haciendo uso de la expresién (B.3) se demuestra que < bb >= ¢(0), entonces la

ecuacién anterior nos queda de la siguiente manera

c(t) = c(0) —t M c(0). (B.7)

2A estas variables en la literatura se les conoce como Variables de Regresién de Onsager (VRO), las
cuales describen en promedio la regresién del sistema al estado de equilibrio cuando el sistema parte de un
estado inicial de no-equilibrio, al cual ha llegado espontaneamente por medio de una fluctuacién natural.
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Esta expresion se ha obtenido haciendo uso de las hipétesis de Onsager, por lo que es una
expresién semi-fenomenolégica. Este resultado debe ser compatible con las ecuaciones
microscépicas de movimiento, de manera que la matriz de correlacién (B.7) debe satisfacer
las relaciones de simetria y antisimetria, que son una consecuencia de las invariancias de
las ecuaciones de movimiento ante inversién y traslacién temporal.

Como consecuencia de la invariancia de las ecuaciones de movimiento ante inversién

temporal, implica que la matriz de correlacién satisface
c(t)=AcT(t) A, (B.8)

donde la matriz A = X6 ; y A\ = %1 segun la paridad de a(¢; b).
En tanto que la invariancia de las EMM ante un corrimiento en el origen del tiempo,

la matriz de correlacién satisface que
c(t) =c7(-t). (B.9)

El pedir que la matriz de correlacién (B.7) satisfaga la relacién de simetria (B.8)
implica obtener la simetria de la matriz de coeficientes de transporte L, conocida en la
literatura como las Relaciones de Reciprocidad de Onsager-Casimir.

Sustituyendo la Ec. (B.7) en la Ec. (B.8) se obtiene
[U—tchw)zAkqm(U-¢NfﬂA. (B.10)
De la Ec. (B.8) para t = 0 se tiene que
c(0) =A c7(0) A, (B.11)
con ayuda de esta ecuacién la expresién (B.10) se simplifica, tal que
M c(0) = A cT(0) M" A. (B.12)

Recordando que M = L ¢'(0), obtenemos que la matriz de coeficientes de transporte

posee la siguiente

L=AL"A. (B.13)

Esta ecuacién representa las llamadas Relaciones de Reciprocidad de Onsager-

Casimir.
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De manera que el teorema de Onsager asegura que la invariancia de las ecuaciones
microscopicas del movimiento ante inversién temporal, se refleja Macroscopicamente
en la simetria de la matriz de coeficientes de transporte, dada por la ecuacién (B.13).

Veamos que pasa con la simetria de la matriz de los coeficientes de transporte cuando

la ecuacién (B.7) satisface la propiedad (B.9), es decir
c(0) —¢t M ¢(0) = c7(0) + ¢ cT(0) M . (B.14)

De la misma Ec. (B.9) podemos ver que para t = 0 la matriz c(0) es simétrica, entonces

la ecuacién anterior nos queda de la siguiente forma

T

—M ¢(0) =c7(0) M, (B.15)
y utilizando nuevamente la definicién de la matriz M = L ¢*(0), se demuestra que

, (B.16)

donde L es una matriz antisimétrica que vamos llamarle W para no confundirla con la
matriz simétrica de Onsager.

T

wW=-w" (B.17)

Por lo tanto podemos concluir que cuando sélo se toma en cuenta la invariancia de
las EMM ante una traslacién en el tiempo, ésto se ve reflejado macroscépicamente en la

matriz de los coeficientes de transporte W que representa una matriz antisimétrica.
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APENDICE C

Calculo Analitico de las series
(2.84) y (2.92)

C.1 Dos variables

La serie de (2.82) dada por

oo 2m
_g2 .
e m§=0 —r¥(m+1), (C.1)

puede reducirse a la expresién (2.84). Para ello partimos de la funcién Hipergeométrica

degenerada definida como

o

M(a,v2)= )Y

m=0

-~
Gm &

(C.2)

Ym !’

donde o, = F(Fz:)a) Y Ym = 31%4-77_) [14]. Si hacemos que: a=A+1,vy=1yz=0%y

usamos la definicién I''(z) = I'(z)y(x), podemos mostrar que

%M(A+1, 15 B%)|aco = i %[u)(m 1) =), (C.3)

Por otro lado, si usamos la siguiente identidad
M(a,y;z) = ¢’ M(’y—a,y;—z) ’ (C4)

podemos también verificar que se satisface la siguiente propiedad

d . 2 . 132 d . . 2
d)\M()\ +1, 1; 5%) o e d/\M(;—/\, 1; =59 . (C.5)
Con la identidad (C.2), se puede mostrar lo siguiente
00 _1)m ﬁ?m
M(~A 1-—2=—A[ ) ] z2 |
(=X 1 =) = 1= 3 T o), ()

m=1
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y por tanto
d

A, 1, =2
dAM( ) ) IB

__yumsm (c.7)

A=0 = mml

De acuerdo a (C.3), (C.5) y (C.7) podemos concluir que

. 2m (2.; - il
e 3 %_¢(m+ 1) =9(1) -3 (’W)?n'?_

m=0 m=1

, (C.8)

que corresponde a la serie de (2.84). En este caso particular se puede mostrar que (C.8)

es igual a
—-1)™
mm/!

>

donde E, (z) es la funcién exponencial integral [1].

2™ = —[B,(z) - p(1) + In(z)]. (C.9)

C.2 Tres variables

Finalmente para el caso de tres variables, se puede demostrar que la serie de (2.90) se
reduce a la de (2.92) siguiendo los mismos pasos algebraicos dados anteriormente. Para
lograr esto inicamente debemos cambiar los valores de los pardmetros a y v, ya que z

sigue siendo la misma expresién z = (32, entonces si @ = A + % yy= %, se llega a

o £ Yo - G e

que corresponde a la serie de (2.92).
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