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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Motivación y aspectos generales 

1.1.1 Contexto 

Hasta inicios del siglo X X ,  toda la física estaba formulada en términos de ecuaciones 

diferenciales deterministas que parecían ser capaces de predecir con mucha exactitud el 

comportamiento de los sistemas. 

Con la Mecánica Cuántica se introduce el concepto de probabilidad en una observación 

física,  es decir, que “la misma causa provoca diferentes efectos, y cada uno de estos efectos 

tiene una probabilidad de  suceder”. 

La rama  de  la física que se encarga de estudiar las propiedades físicas  en  el bulto 

a partir del comportamiento dinámico de sus elementos microscópicos, es la Mecánica 

Estadística;  la cual se divide en dos partes fundamentales: Equilibrio y No Equilibrio. 

La mecánica estadística  de equilibrio está satisfactoriamente fundamentada, en  el sentido 

que así es aceptado por la mayoria de sus investigadores, mediante la  teoría  de conjuntos 

representativos. En cambio la fundamentación de  la mecánica estadística  de no  equilibrio 

no es en absoluto  satisfactoria, debido a milltiples causas entre las que podríamos dest,acar 

la dificultad de hacer una  buena clasificación de los diferentes procesos de no equilibrio. 

La diferencia que hay entre  la mecánica estadística  de equilibrio y no equilibrio es la exis- 

tencia de potenciales termodinámicos. Para el caso de equilibrio con  solo  conocer  dichos 

potenciales podemos hallar, en principio, cualquier propiedad macróscopica. Por el con- 

trario,  para el  caso de no equilibrio todavía nos estamos pregunt,ando si  t,ales pot,erlcialm 

existen. 
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Sin querer en modo alguno ser exhaustivo vamos a presentar una posible  clasificación 

de los  procesos fuera de equilibrio, los cuales podemos  clasificar en tres grupos que son: 

a) Evolución dinámica entre estados de equilibrio. 

b) Evolución dinámica entre estados estacionarios en general. 

c) Estados estacionarios de no equilibrio. 

Los dos primeros involucran dependencia temporal.  En el tercer grupo tenemos los  es- 

tados independientes del tiempo, pero que no son de equilibrio debido a  ciertas condiciones 

de contorno, presencia de gradientes, flujos, etc. 

Existen también muchos tratamientos correctos de diversas situaciones de No Equili- 

brio pero que dependen de  la situación concreta y no son generalizables a  otros casos.  Por 

otra  parte, si utilizamos el recurso de resolver las ecuaciones de Newton mediante el uso 

de  computadoras, no es una  tarea fácil de hacer, por lo que este método no  nos ayuda  a 

resolver sistemas de mucho interés. Incluso la descripción de los estados de no equilibrio 

usando herramientas de equilibrio, está  sujeto  a  fuerte discusión. 

En  este trabajo no vamos a tratar  de encontrar una  teoría  de la evolución dinámica, 

sino que vamos a  tomar  una  de las dinámicas ya aceptadas en la rica fenomenologia de no 

equilibrio, que es “la Dinámica de Langevin” y sus correspondientes generalizaciones. Esta 

dinámica nos permite clasificar  los  procesos dinámicos que únicamente pueden aparecer 

debido a  la presencia de fluctuaciones. 

l.  l. 2 Fenomenologia 

Desde hace un  tiempo viene desarrollándose una gran actividad en el estudio de sistemas 

fuera del equilibrio, fundamentalmente mediante el uso de simulación a través del :is0 

de  computadoras. También hay que añadir  la  cada día más abundante proliferación de 

experimentos típicos de relajación dinámica de sistemas sometidos a fluctuaciones, tales 

como:  el estudio de la Dinámica de Transiciones de Fase desde diferentes puntos de vist.a 

[51, 34, 161; la relajación de inestabilidades ópticas [3], hidrodinámicas [56], químicas 

[60], etc. De todos estos estudios ha surgido una muy rica fenomenología que pone de 

manifiesto tanto la  importancia de las fluctuaciones, como  el comportamiento no  lineal de 

los sistemas cerca de los estados inestables [13, 15, 49, 541. Al trat,ar  de poner orden ( ’11  

toda  esta fenomenología surgen diversas opciones a considerar; de t.odas  las  posibilidatltls 
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nos  vamos a  fijar  en aquellas situaciones dinámicas donde las fluctuaciones juegan un 

papel primordial, pero sin olvidar las no linealidades del sistema. ¿Cuál es la motivación 

para  esta elección?.  La razón es  muy simple. La  clasificación de los  procesos dinámicos en 

los que las fluctuaciones son fundamentales es  muy reducida,  y se deja ordenar utilizando 

únicamente criterios que llamaríamos mecánico-clásicos.  Además las diferentes clases que 

aparecen representan situaciones físicas de mucho interés y contienen información sobre 

la dinámica del sistema difícil de vislumbrar por otros métodos. Para cada  una de estas 

clases buscamos una escala temporal definiendo un tiempo característico de una manera 

simple. Esta información es fundamental, pues cada proceso dinámico tiene pocas escalas 

de  tiempo posibles, independientemente de cómo  se observen, por  lo que si  logramos 

hallarlas de  una forma u otra, tendremos un conocimiento global dinámico del sistema. 

l. 1.3 Metodología 

Puesto que las fluctuaciones van a  jugar un papel predominante; la metodología matemá- 

tica  que nos permitirá desarrollar su estudio es la Teoría de los Procesos Estocásticos . 

Esta metodología ocupa un papel cada vez más preponderante en la Mecánica Estadística 

de No Equilibrio, como puede apreciarse en la  abundante proliferación de monografias 

específicas  [63, 57, 60, 15, 49, 13, 181. 

Los Procesos Estocásticos pueden estudiarse  a  partir  de diferentes marcos matemáticos: 

ecuaciones de movimiento para las diferentes probabilidades estadísticas asociadas a un 

proceso estocástico (Ecuación Maestra, Ecuación de Fokker-Planck, etc.); a  partir  de ecua- 

ciones  diferenciales estocásticas que obedecen  dichos  procesos (Ecuaciones de Langevin, 

generalizadas o no). En este proyecto  vamos a escoger  el segundo punto  de  partida, por 

la sencilla razón de que las ecuaciones  diferenciales estocásticas tienen una interpretación 

física simple que  ayudará  a comprender mejor  los  mecanismos  físicos involucrados. 

Las fluctuaciones son una  característica intrínseca de todos los sistemas reales. Est,as 

son inevitables en todos los sistemas naturales. La intensidad de  estas fluctuaciones que 

llamaremos internas, se  mide mediante un parámetro que denotaremos por D o Q. Hay 

varias clases de fluctuaciones internas, por ejemplo, en los fenómenos  t.érmicos y qllímicos, 

la intensidad de las fluctuaciones será proporcional a la temperatlu-a  absolnt,a; y en los 

fenómenos atómicos o nucleares, a la constante nniversal de Planck; y en los sist.ernas 
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químicos finitos al inverso  del  volumen del sistema o del número de moléculas que inter- 

vienen en la reacción. Las fluctuaciones internas pueden dar origen, por ejemplo, a nuevos 

estados macroscópicos estables o a que se desplacen los puntos de inestabilidad que delimi- 

tan las distintas fases. También estas fluctuaciones pueden producirse y controlarse en  el 

laboratorio, lo que  permite  un estudio más preciso de  su influencia en el comportamiento 

del sistema. Además, las fluctuaciones internas juegan un papel relevante en la relajación 

de estados inestables y en  la transición espontánea  entre estados estables. Exceptuando 

estos dos fenómenos, las fluctuaciones internas pueden despreciarse sin problema alguno; 

en los sistemas muy grandes y siempre que estemos lejos de  una transición de fase. 

Hay una segunda clase de fluctuaciones, que podemos llamar fluctuaciones externas, 

debidas a  la  estocasticidad del medio que rodea al sistema o bien a los parámetros de 

control del mismo. La diferencia principal que hay entre las fluctuaciones externas  y las 

internas;  estriba en que las primeras son controlables y, por ello, no pueden despreciarse 

tan fácilmente. Se trata  de fluctuaciones que inducen cambios sustanciales con respecto 

a las fluctuaciones internas. 

La descripción fenomenológica  convencional que toma en cuenta fluctuaciones exter- 

nas consiste esencialmente en empezar con una ecuación de movimiento determinista  para 

la variable que representa al sistema. Estas ecuaciones  son similares muchas  veces a las 

que aparecen en cinética química y dependen de los parámetros externos, tales como: 

potenciales eléctricos, concentraciones de los reactantes, catalizadores, etc. Las  flllct11a- 

ciones externas se introducen  a  través de estos parámetros, suponiendo que estas fluct(1an 

alrededor de cierto valor  medio.  La  ecuación de movimiento de  partida se convierte ahora 

en una ecuación diferencial estocástica, cuyas características pueden tener distint,os gra- 

dos de complejidad. Estas fluctuaciones o también llamados ruidos tienen propiedades 

estadísticas propias. 

LOS dos tipos de ruido que se utilizan con  mayor frecuencia en la  literatura  y qlle sirve11 

de base en  nuestro estudio son: 

Ruido Blanco Gaussian0 (RBG). Los  valores que toma el ruido siguen llna ley 

de distribución normal, y no está correlacionado salvo a tiempos iguales, es decir, qlle no 

tiene memoria. Este proceso  es  el  más utilizado por su sencillez matemática, sólo necesita 

un parámetro  para  su descripción y es la intensidad del  mismo, denotada por D 0 Q . 

recurre a é1 cuando no se conoce realmente bien el rllido a qlle est,á sometido el sistema. ; s i  
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como para representar las fluctuaciones de origen interno  (por ejemplo, en el  movimiento 

browniano). 

Ruido Gaussian0 de Color (RGC). Este ruido sí está correlacionado consigo  mismo 

a tiempos dist,intos, es decir, que tiene memoria. Y además posee un  parámetro más, T, 

llamado tiempo de correlación. Se trata  de una fluctuación muy cercana a los ruidos 

reales, por esta razón se recurre a ella para representarlos. La descripción matemática 

de los  procesos  influidos por este ruido es  muy compleja. La velocidad de  la  partícula 

Browniana libre sigue este proceso. 

Existen otros  tipos de ruido tales como: ruido blanco de Poisson y ruido dicotómico, 

que son importantes  en  otras situaciones físicas. En este estudio no se van a trabajar con 

estos ruidos. 

1.1.4 Clasificación de los  procesos  dinámicos 

A continuación vamos a clasificar  los  precesos dinámicos que pueden ocurrir en la evolución 

de  un  sistema,  situado inicialmente en un estado que no coincide  con  el estado estacionario 

que le corresponde. Es decir, vamos a clasificar  los diferentes procesos que pueden ocurrir 

en las evoluciones dinámicas a) y b) introducidos en la Subsec. 1.1.1. Para ello, empezare- 

mos  con  ejemplos concretos de situaciones físicas y posteriormente seleccionaremos a qué 

clase de proceso dinámico corresponde. 

Tomemos un  sistema paramagnético (T > To)  y disminuyamos rápidamente  la tem- 

peratura (2’ < TO). El sistema evolucionará en la dirección del nuevo estado de equilibrio 

ferromagnético que le corresponde ( proceso dinámico a) de  la Subsec. 1.l.1. O bien. 

si variamos súbitamente el parámetro de bombeo de un Láser éste  pasará a un estado 

de emisión estimulada diferente del  inicial (proceso dinámico b) de la Subsec. 1.1. l. En 

ambos casos  el sistema es inicialmente inestable frente a fluctuaciones infinitésimales, sin 

necesidad de especificar su origen por el momento. A este proceso de relajación se  le 

clasifica  como “Relajación de un Estado Inestabale”. Este es  el tipo de proceso de 

relajación que vamos a estudiar  en  esta tesis. 

Un segundo caso, se tiene cuando el sistema después de permanecer un tiempo aprecia- 

ble  en un estado inicial que parecía estacionario silbitamente cambia a otro y permancc.cl 

en é1 cierto tiempo del mismo orden de  mágnitud que el primer estado, volviendo ot,ra v w  
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al  estado inicial y repitiendo el  ciclo indefinidamente. Se dice entonces que estos estados 

son inestables frente  a fluctuaciones finitas y el  proceso se clasifica  como “Relajación de 

un Estado Metaestable o Biestable”. 
Un tercer caso, surge en el límite en  que desaparece, de forma continua, uno de los 

estados del caso metaestable. Al estado que va a desaparecer se le llama estado marginal 

y el  proceso dinámico se denomina “Relajación de un Estado Marginal”. Las  fluc- 

tuaciones que originan esta evolución  son infinitésimales. 

Existe  un  cuarto caso, este se logra cuando el sistema tiene  un Único estado estacionario 

estable  y variando los parámetros de control lo  alejamos de dicho estado sin introducir 

nuevos estados estables. En  este caso, el sistema vuelve al  estado  que le corresponde de 

una forma que llamaríamos suave, sin necesidad de las fluctuaciones. Al proceso dinámico 

se  le denomina “Relajación de un Estado Estable”. Esta relajación esta muy  bien 

descrita y  estudiada por la Mecánica Estadística  de No Equilibrio Lineal. 

Estos cuatro procesos de relajación tienen lugar en una escala de tiempo característica 

que dependen de los parámetros del sistema y de las fluctuaciones. 

Esta clasificación es ciertamente muy general, pero suficiente para tener una idea de 

qué tan  importante y  abundante es  el estudio de  la relajación dinámica de sistemas. 

Antes de empezar su  estudio hay que delimitar qué modelos o situaciones concretas y en 

qué circunstancias se van a  estudiar.  Pueden considerarse modelos  con diferentes grados 

de  libertad,  en  particular hay que distinguir entre los de dimensionalidad diferente de 

cero (descripción mediante Teorías de  Campos) o los d.e dimensionalidad cero (número 

finito de variables). En el primer caso, la relajación tiene lugar localmente produciéndose 

estructuras espaciales transitorias.  En el segundo  caso^, la relajación ocurre globalmente. 

En  este trabajo nos  vamos a fijar en las situaciones cero-dimensionales a fin de sim- 

plificar  el problema y poder obtener resultados analíticos que nos permitan  ilustrar los 

mecanismos dinámicos más elementales, que sean comunes a cualquier otra situación m& 

compleja. En las situaciones de mayor complejidad las aproximaciones del  cálculo podrían 

ocultar aspectos físicos de interés, para nuestro análisis, ésta es la razón por la que sim- 

plificamos  el problema. 
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1.2 Análisis de las escalas de  tiempo 

1.2.1 Movimiento Brownian0 

Al estudiar el movimiento de  una  partícula muy pequeña (Partícula Browniana: PB) 

en  un fluido se observó que su movimiento era  totalmente  errático  y  permanente, es 

decir, la  partícula nunca deja  de moverse  en  el  fluido'. Albert Einstein en 1905  dio la 

explicación del movimiento browniano a  través  de  la hipótesis molecular, que consiste en 

que el movimiento errático continuo de  la PB se debe al enorme golpeteo (1021) de las 

moleculas del fluido  con la partícula browniana [ll]; además planteó la posibilidad de 

medir experimentalmente el Desplazamiento Cuadrático Medio (DCM) de la PB, para así 

poder comprobar la  hpótesis molecular. Este experimento lo  llevo a  cabo  Jean Perrin et. 
al. entre los años 1908-1911 [46]. La teoría de Einstein consiste en derivar una descripción 

probabilística válida  para  todo un conjunto de  partículas, en lugar de seguir en el tiempo 

la complicada trayectoria de una sola de ellas [63, 12, 151. El método se basa en tres 

hipótesis a  saber: 

1.- El movimiento errático  está causado por los constantes  impactos de las moléculas 

del  fluido sobre la partícula browniana. 

2.- El movimiento de  cada  partícula es independiente de  las demás. 

3.- La descripción del  proceso ha de ser probabilística. 

Bajo  estas condiciones Einstein mostró que la densidad de probabilidad satisface la 

siguiente ecuación diferencial parcial, dada por 

Esta ecuación se  conoce en la literatura como la ecuación de difusión, donde D 
corresponde al coeficiente de difusión. Si la condición  inicial es que  todas  las part,ícldas 

están localizadas en x = O y f (x, t = O) = nS(x) ,  entonces la solución de  esta ecuación es 

f (x,t> = 
n 

(47r Dt)  lI2 
exp ( -- &) . 

'Este movimiento fue estudiado por vez primera por el  botánico inglés Robert Brown en 1828, puesto 
que  años antes ya habia sido  observado este fenómeno por otros científicos, entre ellos: F.W. von Gleiclwll. 
J.T. Needham. 
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Fig. 1.1: Desplazamiento cuadrático medio para  la  partícula browniana 

Como podemos ver esta expresión tiene  la forma de  una distribución gaussiana. Por 

lo que el promedio ( ~ ( t ) )  = O y su desplazamiento cuadrático medio  es igual a 

La interpretación de  este  resultado es que el DCM incrementa linealmente con  el 

tiempo, como se puede ver en la Fig. 1.1. Como ya se  menciono anteriormente  este 

resulta& fue comprobado experimentalmente por J. Perrin [46], entre  otros. 

1.2.2 Ecuación  de  Langevin 

Años después, Paul Langevin (1908) estudió este mismo problema) presentando un nuevo 

método el cual fue completamente diferente al  de Einstein [35]. La propuesta  de Langevin 

fue estudiar la trayectoria de una sola partícula  a  través del fluido, para ello  dividió a 

la fuerza total que siente la particula browniana, en una fuerza sistemática  y  una fuerza 

fluctuante. La fuerza sistemática, que para el  caso de una esfera de radio a y M >> m 

(siendo M la  masa  de la PB y m la masa de las moléculas  del fluido), moviéndose a 

velocidades no tan grandes en un fluido de viscosidad 7 ,  viene dada por la ley de Stokes 

Ff = -y u donde el subíndice f indica fricción y u = 2 la velocidad. El  coeficiente de 

fricción para  la  partícula browniana esférica de radio a es  igual a y = 67rqa. La fllerza 
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estocática o ruido [ ( t )  representa los choques incesantes de las moléculas  del  fluido (1021 

choques  por segundo) con la PB. Con toda  esta información Langevin propuso que la 

segunda ley de Newton para  la PB en ausencia de fuerza externa (V( z )  = O, siendo V ( x )  
el potencial) satisface la siguiente ecuación  diferencial 

d2x  dx 
d t 2  d t  

M-- = -y- + I @ )  , 

que es precisamente una ecuación diferencial estocástica debido a la presencia del término 

fluctuante [ ( t ) ,  cuya solución  en promedio requiere de  las propiedades estadísticas  de 

dicha fuerza. 

Para obtener las propiedades estadísticas de  la PE3 Langevin  resolvió  el problema de 

la siguiente forma. Si multiplicamos a  la Ec. (1.4) pox x ,  agrupamos términos y hacemos 

promedios sobre E(t), nos queda 

M d2 d 
2 d t2  2 d t  

" ( 2 )  - M ( 2 )  = -2-(x2) + ( x ( ( t ) ) .  

Se hace a continuación dos importates  hpótesis 

En primer lugar, suponer que el promedio de la energía cinética es igual a K,T, donde K ,  
es la  constante de Boltzmann y T es la  temperatura del  fluido, implica haber alcanzado 

el equilibrio térmico (Teorema de Equipartición de la Energía). La segunda hipótesis nos 

dice que no hay correlación entre  la fuerza fluctuante y la posición de  la PB, debido a la 

gran irregularidad de  la fuerza estocástica. El  hacer  uso de  estas dos hipótesis implica 

asignarle propiedades a  la función  desconocida [ ( t ) .  
De esta  manera,  la ecuación se reduce a 

d2 2 r d  2 -(x ) = --- ( x2 )  + " & T ,  d t  M d t  1M 

que se puede resolver fácilmente, obteniendose 

( x 2 ( t ) )  - ( X 2 ( O ) )  = ___ 2KET [++ - 1) + t ]  , 
Y 

tal que 7 = 21 10-8s, siendo r el tiempo de relajaci6n. Estja ecuación nos permit,e hacer 

un análisis para tiempos cortos y para tiempos largos  del problema. 
Y 
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y,/.+ Fig. 1.2: Desplazamiento cuadrático medio para la partícula browniana ’ 5 9.’ 

i) Tiempos Cortos t << r 

(2Ct)) - (Z2(O)) ”) 2 0  t2. 

ii) Tiempos Largos t >> r 
- r  

, I  

. ; P . ,  

2 ,  :-i 
, ___I 

1 ’, ‘.” , , * ,_.“ 

( ~ ’ ( t ) )  - ( ~ ~ ( 0 ) )  -+ 2 0  t , 
I!? , -  

(1.10) I 2:: ,.? ;? 
W, ; 

I 1  

donde D +-. K T  Por lo tanto en el  régimen de tiempos largos la expresión (1.10) recupera 3 7.. 
el resultado  de  Einstein; y en el  régimen de tiempos cortos se tiene un comportamiento 6”) 8 

parabólico que corresponde a la  de  la  partícula libre. En  la Fig. 1.2 se  muestra  la gráfica 

del DCM, de  la PB donde podemos observar que en  el  régimen de tiempos cortos se 

tiene una curva parabólica que representa al régimen balistico de  partícula libre; y para 

tiempos largos la gráfica muestra un comportamiento lineal igual al  de  la Fig. 1.1, el 

cual corresponde al régimen  difusivo de acuerdo con la descripción de Einstein. En este 

régimen de tiempos largos, la  partícula browniana siente la presencia del fluido a través 

de las constantes colisiones  con las moléculas de dicho  fluido. 

j .*., 

* )  

. .  

En base a estos resultados decimos que en  el  esquema de Langevin  hemos obt,enido 

más información que con  el  enfoque de Einstein, que sólo da información en el régimen 

difusivo. En el esquema de Langevin, el haber propmsto la hipótesis de equilibrio t.érn1ic.o 

para la variable LC@), significa que esta variable alcanza el equilibrio antes que x ( t )  c l c  
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manera  que la solución hallada no  sólo  es válida para tiempos largos, como la solución de 

Einstein, sino que  también nos da información a tiempos cortos. 

1.2.3 Decaimiento de sistemas  inestables 

Siguiendo las ideas de la sección anterior, estudiemos ahora el  proceso de decaimiento 

de los sistemas inestables inducidos por la presencia de fluctuaciones estocásticas. Este 

fenómeno  es naturalmente  distinto al movimiento browniano, sin embargo un análisis 

similar de las escalas de tiempo de dicho  proceso de decaimiento puede realizarse de 

forma análoga como  en  el  caso  del  moviento  browniano. 

Para  este propósito vamos a  partir  de  ahora  en  adelante,  de  una ecuación  similar a la 

ecuación de Langevin  con las siguientes características: En nuestra descripción vamos a 

considerar que el término  de inercia M $  N O y la introducción de  otra fuerza sistemática 

derivable de  un  potencial2. La  ecuación a  la que nos estamos refiriendo en el  caso de una 

variable, tiene entonces la siguiente estructura  matemktica 

(1.11) 

donde V ( x )  es  el potencial cuya fuerza sistemática asociada es F = -9. La  Ec. (1.11) 

describe entonces un sistema sobreamortiguado con fluctuaciones estocásticas. La variable 

x no representa necesariamente la posición, sino cualquier otra variable física de interés 

que no sea la velocidad, como  por ejemplo el campo eléctrico del sistema Láser, etc. La 

Ec. (1.11)) se conoce en la  literatura como la Ecuación Tipo Langevin (ETL) y es una 

ecuación diferencial estocástica cuya solución en promedio requiere de las propiedades 

estadísticas de  la fuerza fluctuante o ruido ( ( t ) .  
Consideremos ahora el caso en el que el potencial es de  la forma V ( x )  = -Ex2, con 

a > O tal que la fuerza sistemática asociada es una fuerza lineal, dada por F = ax. Este 

potencial es una parábola invertida cuyo vértice coincide  con  el  origen de coordenadas de 

la Fig. 1.3; el cual corresponde al estado inestable del potencial. Así que,  en el  proceso de 

decaimiento del estado  inestable supondremos que, inicialmente el sistema se encuent,ra 

localizado  en  el origen de coordenadas y que por  efecto de pequeñas fluctuaciones decaerá 

cuesta abajo del potencial. En este caso  la  ecllación t,ipo Langevin puede escribirse de la 

2Esto no necesariamente  ocurre en los sistemas  rotacionales, como se  verá más adelante 
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Fig. 1.3: Potencial V ( x )  = -fa x2, para  la visualización mecánica de un proceso de 
decaimiento de un estado inestable inicial 

siguiente forma 

j: =ax + [ ( t ) .  (1.12) 

Partiendo  de la Ec. (1.12) hagamos ahora el análisis de las escalas de tiempo siguiendo 

las ideas de la sección anterior. Para este propósito requerimos de las propiedades de la 

fuerza fluctuante [ ( t )  que por simplicidad supondremos que es un ruido blanco gaussiano; 

cuyo  valor medio es igual a ( [ ( t ) )  = O y su correlación 

donde D es la  intensidad del ruido. 

La  solución de  la Ec. (1.12) está  dada por 

x ( t )  = h(t)eut, (1.14) 

(1.15) 

El primer término del lado derecho de  la igualdad (1.15) se refiere a las condiciones 

iniciales del sistema, que por simplicidad supondremos que ~ ( 0 )  = O. 

El primer momento de  la Ec. (1.14) es  igual a 

( ~ ( t ) )  = (hjt)) eat = O ,  (1.16) 
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I ‘b 1/2a Zcd t 

Fig. 1.4: Desplazamiento cuadrático medio para  la variable x(t) 

y  su segundo momento de  la Ec. (1.14) está  dado por 

con ayuda  de las Ecs. (1.13) y (1.15) se tiene 

(1.17) 

(1.18) 

tal que T = $. Hagamos ahora el análisis de tiempos cortos y tiempos largos. 

i) Tiempos Cortos (t << T) 
( ~ ’ ( t ) )  = 2 0  t .  (1.19) 

Este resultado es similar a las Ecs. (1.3)  y (1.10) de P a s  secciones anteriores correspon- 

dientes al régimen  difusivo, esto es, la región donde lar; fluctuaciones estocásticas juegan 

un papel importante. Por lo tanto, en el  régimen de tiempos cortos de acuerdo con (1.19), 

el sistema localizado en el estado inestable inicial, se encuentra sometido a la presencia de 

las fluctuaciones estocásticas responsables del decaimiento dinámico del sistema alrededor 

de dicho estado inestable. 

ii) Tiempos Largos (t >> T) 

D 
a 

(x2@)> = -e2at . (1.20) 
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En  este régimen de tiempos, podemos observar que el término dominante es la exponen- 

cia1 ,+t que nos describe la evolución del desplazamiento cuadrático medio más allá del 

régimen difusivo. Es en  éste régimen de tiempos donde desarrollaremos nuestro trabajo 

de tesis, el cual es  conocido  como  el  régimen cuasi-determinista. 

En  la Fig. 1.4, mostramos el comportamiento del desplazamiento cuadrático medio 

del sistema inestable  en las dos escalas de tiempo. Para tiempos cortos se muestra un 

coportamiento lineal de acuerdo con (1.19), el cual corresponde al  régimen  difusivo (T,); 

y para tiempos largos el  DCM se encuentra dominado por el factor e2at  de acuerdo con 

(1.20), el cual corresponde al  régimen cuasi-determinista. 

De los resultados obtenidos en esta sección, podemos ahora hacer las siguientes com- 

paraciones. En  la descripción de Langevin, véase la Fig. 1.2, en el  régimen de tiempos 

cortos el  DCM (1.9),  muestra un comportamiento parabólico correspondiente al de una 

patícula  libre,  mientras que en el régimen de tiempos largos se observa un comportamiento 

lineal o difusivo. Lo anterior significa que en el  régimen de tiempos cortos la  partícula 

browniana aún no siente la presencia del medio (flu.ido), por lo que su comportamiento 

es prácticamente como la de una  partícula libre; mientras que en el  régimen de tiempos 

largos la  partícula  entra en contacto con  el  medio a través  de sus constantes colisiones 

(que dan cuenta de las fluctuaciones) con las moléculas  del  fluido. 

De acuerdo con nuestros resultados, véase la Fig. 1.4, en el  régimen de tiempos 

cortos el  DCM muestra  un comportamiento lineal o difusivo, dado por (1.19); en tanto 

que a tiempos largos el comportamiento del DCM es dominado por el  régimen  cuasi- 

determinista.  Esto significa que a tiempos cortos o régimen difusivo, el sistema situado 

en el estado  inestable inicial del potencial, se encuentra sometido a la presencia de las 

fluctuaciones responsables del decaimiento de dicho e,stado inestable,  y para tiempos largos 

el comportamiento del sistema es prácticamente  determinista  de tal forma que el efecto 

de las fluctuaciones ya no juegan un papel importante. Por lo tanto podemos condllir 

que el  proceso de decaimiento del estado inestable se  inicia en el régimen difusivo. 

1.3 Objetivo Principal 

Hasta principios de la  última decada de los noventa del siglo pasado, la caracterizacih 

dinámica de los  procesos estocásticos transitorios de sist,emas inestables formulada en (11 
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contexto de la dinámica de Langevin, estaba descrita de forma tal que la fuerza sistemática 

lineal asociada era derivable de  una función potencial [52, 45, 53, 41. Hace relativamente 

poco tiempo,  este esquema de Langevin ha sido generalizado al estudio  de sistemas inesta- 

bles rotacionales, los cuales una vez que abandonan el estado  inestable inicial  por  efecto 

de las fluctuaciones, describen trayectorias rotacionales prácticamente  deterministas. En 

este nuevo esquema, la fuerza sistemática lineal asociada es en general no derivable de un 

potencial [28]-[31], [38]-[40]. 

Entre los  diversos mbtodos que han sido propuestos para  estudiar  la dinámica es- 

tocástica  transitoria  de sistemas inestables derivables de  una función potencial, se encuen- 

tra el método  de  las escalas de  tiempo, donde el interés principal radica en caracterizar 

el proceso de decaimiento del estado inestable calculan.do  el tiempo durante el cual el  sis- 

tema alcanza por vez primera un valor de referencia preestablecido en el  caso de sistemas 

lineales, o el  valor estacionario que le corresponde en el  caso de sistemas no lineales; 

una vez que dicho sistema abandona el estado inesta,ble inicial por efecto de pequeñas 

fluctuaciones. 

Entre las distintas teorías propuestas en el estudio de los tiempos de paso, queremos 

destacar el de la formulación cuasi-determinista propuesta por F. de Pascuale et. al. [43], 

pues ésta será  la formulación que adoptaremos en esta tesis. Esta teoría se considera 

una buena aproximación para caracterizar los  procesos de decaimiento de los sistemas 

inestables únicamente en el  régimen lineal, ya que suministra  la descripción física del 

mecanismo responsable del decaimiento del estado inestable; el cual consiste en asumir que 

las fluctuaciones (ruido  interno) cambian la condición  inicial alrededor del estado inestable 

e inducen el decaimiento dinámico del sistema. Después de  este  efecto,  la evohlción 

dinámica del sistema es prácticamente determiniSta. La formulación de TCD se  realiza 

básicamente a  partir  de  la aproximación lineal de  una ecuación tipo Langevin que puede 

escribirse, para  un  conjunto de n variables  físicas independientes y en presencia de fuerza 

externa Fe, de la siguiente manera 

X = ax + N(T)x + Fe + z ( t )  , (1.21) 

donde a > O, x el  vector columna que represenh a las variables  físicas, N ( r )  es I ~ L  

función escalar que da cuenta  de las contribllciones no lineales  del sistema, siendo I’ c l  

cuadrado  de  la norma del  vector x, es decir, T = xTx con xT su vector t,ranspuest,o. La 
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fuerza  sistemática lineal F = ax de dicha ecuación  es claramente derivable de una función 

potenciaJ. El formalismo de  TCD fue propuesto esencialmente para describir la dinámica 

lineal de (1.21), en  este sentido hemos acordado en nombrar a dicha formulación  como 

“Formulación  Estándar de la  Teoría Cuasi-Determinista” (FETCD).  Este formal- 

ismo junto con  los tiempos de paso, han sido aplicados esencialmente para caracterizar la 

dinámica transitoria  de algunos sistemas Láser, así como la detección de señales ópticas 

débiles de dichos sistemas [62, 61,  58,  32, 361. 

Por otro  lado, el estudio de la dinámica estocásticat transitoria de los  mismos sistemas 

inestables (1.21) a través de TRNL, ha sido tambiém desarrollado en el marco teórico 

del formalismo estándar  de  TCD, y en el esquema de las ecuaciones de Fokker-Planck 

asociadas a la dinámica (1.21), como puede constatarse en l a s  Refs. [24,  17,45,53]. Ambos 

esquemas presentan  ciertas  ventajas  una con  respectlo a la otra,  entre las que podemos 

mencionar están  las siguientes: la relajación dinámica de los sistemas inestables inducidos 

por ruido de color gaussiano, es  mucho más simple usando TCD que el  formalismo de 

Fokker-Planck 155,  41. Otra ventaja de  TCD es que éste puede caracterizar la relajación 

completa de sistemas inestables no lineales; mientras que con  el formalismo de Fokker- 

Planck, la aplicación a sistemas inestables ha sido des,arrollado únicamente en el  régimen 

lineal [53,  44, 171. El esquema de Fokker-Planck admite  una descripción de  la dinámica 

en términos de ruidos no gaussianos tales como: ruido dicotómico (señales telegráficas) y 

ruido de Poisson [21, 221; mientras que TCD  ha sido formulada únicamente en términos 

de ruido blanco y ruido de color gaussianos [23]-[27], [37]. El estudio de  TCD en términos 

de ruidos no gaussianos aún no ha sido desarrollado. 

La  formulación estándar  de  TCD  admite  una generalización a sistemas inestab!es 

rotacionales, y nuestro objetivo principal en esta tesis consiste en estudiar el  proceso de 

decaimiento de los sistemas inestables rotacionales, tanto en el  régimen lineal a través de 

los tiempos de paso, así como en el  régimen  no  lineal a través de los tiempos de relajación 

no lineales; en un contexto matricial completamente general. 

La dinámica tipo Langevin rotacional en la que estamos interesados puede escribirse 

de la siguiente manera 

x = ax +wx + N ( T ) X  + F e  + Z ( t ) ,  ( 1.22) 

donde todas las cantidades ya han sido definidas anteriormente salvo  el  nuevo término 
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Wx, siendo W una  matriz real antisimétrica, tal que WT = -W con WT su matriz 
transpuesta. El conjunto  de variables x ya  ‘no son necesariamente independientes debido 

a  la nueva contribución en la fuerza sistemática lineal, dada por F = ax + Wx. En este 

sentido F, = ax representa la  parte conservativa y F,,, = Wx la parte no conservativa, 

puesto que V x F, = O y V x F,, # O. Por lo tanto la fuerza sistemática lineal  ya  no  es  en 

general derivable de  una función potencial, a menos que la  matriz W sea cero. La matriz 

W da cuenta del acoplamiento entre las variables del  vector x y por tanto de los  efectos 

de rotación del sistema inestable. En el  Apéndice A se muestra como  caso particular que 

toda matriz  antisimétrica en el  espacio de tres dimensiones, determina  un vector w‘ tal que 

el producto  matricial  de  la  matriz  antisimétrica es  igu.al al producto vectorial del  vector 

LZ, que representa al vector  velocidad angular, es decir, Wx = w’ x x. La caracterización 

dinámica de los sistemas inestables rotacionales (1.22) en este nuevo esquema es  lo que 

podemos nombrar como “Formulación Matricial  de la Teoría Cuasi-Determinista” 

(FMTCD) . 

La caracterización dinámica de los sistemas inestables rotacionales a  través  de  la DTP 

y de los TRNL se realizará, al igual que en la formulación estándar, en términos de los 

momentos estadísticos de orden 1 definidos  por < d ( t )  :>, donde T es nuevamente la norma 

al cuadrado del vecto x de (1.22). Se puede verificar que la solución de  la  parte lineal de 

(1.22) en términos de  la variable T es  muy similar a la solución lineal de ( 1.21), y esto 

es debido principalmente a las propiedades de  la  matriz W. Como  consecuencia de esta 

similitud se mostrará que en ausencia de fuerza externa, la distribución de los tiempos de 

paso y los tiempos de ralajación no  lineales para caracterizar el decaimiento dinámico del 

sistema (1.22) son exactamente las mismas escalas de tiempo obtenidas  para caracterizar 

la dinámica (1.21); mientras que en presencia de fuerza externa dichas escalas de tiempo 

son  casi  iguales y la mínima diferencia  como  se  verá e:n  el contenido de esta tesis, es  sólo 

la renormalización de  la  amplitud  de  la fuerza externa debido a  la contribución de los 

elementos de  la  matriz antisimétrica W. 

Ante esta situación se podría afirmar en cierta forma que, si  bien  el  formalismo  gene- 

ralizado de TCD propuesto para caracterizar la dinámica (1.22) que por naturaleza es 

rotacional, conduce prácticamente  a las mismas  escalas de tiempo obtenidas en la des- 

cripción de la dinámica (1.21). Entonces parecería cyle  el formalismo generalizado de 

TCD para describir a la dinámica (1.22) no aporta  ning~lna contrib11c:ión novedosa y por 
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lo tanto no  es un  método apropiado para dicha descripción. Sin embargo esto no  es así, 

como  se mostrará  en seguida. 

Antes de justificar el  formalismo generalizado de TCD, hagamos las siguientes tres 

preguntas que consideramos son fundamentales en el desarrolo de  esta tesis. La primera 

es, ¿porqué el  formalismo generalizado de TCD funciona para describir a los sistemas 

rotacionales (1.22) y conduce prácticamente  a los  mismos resultados de las escalas de 

tiempo  obtenidas  para describir la dinámica (1.21)?; la segunda es ¿qué ocurre con  los 

efectos de rotación provenientes de  la  matriz W? y por último ¿existirá alguna dinámica 

que provenga de (1.22) de tal forma que sea semejante a la dinámica (1.21) para poder 

entonces justificar el  formalismo generalizado de  TCD? 

Las respuestas a  estas preguntas las podemos obtener si en la Ec. (1.22) se  realiza el 

siguiente cambio de variable y = ePwtx, de tal forma que la dinámica de Langevin en el 

nuevo espacio transformado será 

j r  = ay + N(r)y + F: + z , ( t ) ,  (1.23) 

donde Fe = e-WtF,, z R ( t )  = y N ( r )  es la m:isma función de (1.22) puesto que 

T = xTx = yT y ,  es  decir la norma es invariante ante dicha transformación. Podemos 

observar que la transformación elimina a  la  matriz W de  la fuerza sistemática lineal y 

asocia sus efectos a la presencia de las fuerzas externa  y  fluctuante. En  este nuevo  espacio, 

el conjunto de variables y están  ahora desacoplados. Por lo tanto  la dinámica (1.23) es 

muy semejante  a  la dinámica (1.21) pero no igual debido precisamente a las nuevas fuerzas 

R 

En base a lo anterior surge ahora  la siguiente pregunta. ¿Cuál es  el  significado de la 

transformación realizada y por lo consiguiente de los términos Fr y zR( t )?  La respuesta 

a  esta  pregunta se encuentra en el  Apéndice A, donde se demuestra que el término ePwt 

que realiza la transformación del  espacio x al espacio y es precisamente una rotación 

dependiente del tiempo, es decir, e-Wt = R(t) donde R(t) satisface las propiedades de 

una  matriz  de rotación. Por lo tanto, en  el  espa.cio transformado de coordenadas la 

dinámica (1.23) es matemáticamente semejante pero no igual a (1.21), y  la diferencia 

substancial es que las trayectorias estocásticas de la dinámica (1.23) son rotacionales, 

debido al carácter rotacional de las fuerzas externa Ff y fluctmnte z , ( t ) .  Es precisament,e 

en este nuevo espacio transformado de coordenadas, donde podemos entender porqué en 
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ausencia de fuerza  externa, las escalas de tiempo obtenidas para describir la dinámica 

(1.22) son exactamente las mismas que las que se obtienen para describir la dinámica 

(1.21); en tanto que en presencia de fuerza externa, la3 escalas de tiempo son casi  iguales 

y la diferencia es la renormalización de  la  amplitud  de la fuerza externa.  Esta situación se 

mostrará con más detalle en el contenido de  esta tesis cuando estudiemos a los sistemas 

rotacionales de dos y tres variables. 

El contenido de  esta tesis está  estructurado  de  la siguiente manera: 

En el Cap. 2, se estudia la caracterización dinámic:a de los sistemas inestables (1.21), 

tanto en ausencia como en presencia de fueza externa.,  a  través de los tiempos de paso y 

de los tiempos de relajación no lineales, mediante el  formalismo de  TCD en el contexto 

de ruidos gaussianos en general. En ausencia de fuerza externa obtenemos resultados 

explícitos para los  casos de ruido blanco y ruido de color gaussianos; y estudiamos el 

Modelo de Landau lineal y no lineal en el  caso de dos variables a  través  de TP y de 

TRNL. En presencia de fuerza externa  constante estudiamos los sistemas inestables de 

dos y tres variables, únicamente con ruido blanco gaurssiano. 

En el Cap. 3, proponemos el  formalismo generalizado de  TCD  para caracterizar a los 

sistemas inestables rotacionales de  la forma (1.22) en ausencia de la fuerza externa Fe, y 

en un contexto teórico matricial completamente general. Estudiamos la caracterización 

dinámica de dichos sistemas en presencia de ruido blanco y ruido de color gaussianos; 

y demostramos que en el  caso de ruido blanco la descripción se realiza en general para 

cualquier número de variables físicas, en tanto que e:n el  caso de ruido de color, el for- 

malismo de TCD requiere del número específico de variables y de  ciertas aproximaciones 

para satisfacer las condiciones de dicho formalismo. Para este propósito estudiaremos a 

los sistemas rotacionales de dos y tres variables en presencia de ruido de color gaussiano. 

Como  consecuencia de nuestro estudio se muestra que tanto en el  caso de ruido blanco 

como en el de ruido de color  los resultados de las escalas de tiempo son los  mismos que los 

obtenidos en el Cap. 2. La respuesta de esta igualdad en  los resultados se da con det,alle 

en la Sec. 3.4, donde discutimos la equivalencia entre las dinámicas de Langevin en el 

espacio x y en el  espacio transformado y, así como lat semejanza de  la dinámica de est,e 

espacio transformado con la dinámica (1.21). Aunque el estudio teórico se  realiza para 

cualquier número n de variables, los  cálculos de  la simulación numérica, se darán sólo 

para los sistemas lineales de dos variables, sin pérdida en la generalidad de los resldt,ados. 
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En este caso particular se demuestra  la semejanza que existe entre  la dinámica lineal de 

(1.23) con la dinámica lineal de (1.21), ya que en ambos casos las trayectorias estocásticas 

correspondientes son líneas rectas, sólo que el  espacio transformado de coordenadas y 

las líneas rectas  están  rotadas de manera  aleatoria alrededor del origen de coordenas del 

plano (y,, y,), como se puede ver en las Figs. 3.3 y 3.4 

En el Cap. 4 se describe, en el  espacio transformad.0 de coordenadas y, el formalismo 

generalizado de TCD para caracterizar el decaimiento dinámico de los sistemas inestables 

rotacionales inducidos por ruido blanco gaussiano y en presencia de fuerza externa. En 

la Sec. 4.2, se  estudia  la caracterización dinámica de los sistemas rotacionales de dos 

variables en presencia de fuerza externa  constante. Se mostrará  que  las escalas de tiempo 

comparadas con las obtenidas en la Sec. 2.5.1 son muy parecidas aunque no exactamente 

iguales, ya que  en  este caso la  amplitud  de  la fuerzal externa es renormalizada debido 

a la contribición de la  matriz W. Sin embargo, mostraremos que esta contribución es 

prácticamente insignificante en las escalas de tiempol que caracterizan al sistema. La 

presencia de la fuerza externa  introduce dos  regímenes de validéz de las escalas de tiempo. 

Uno corresponde a la situación en la que la  amplitud  de  la fuerza externa es  mayor que 

la intensidad del ruido interno  y el otro, corresponde a  la aproximación de fuerza débil, 

es decir, cuando  la  amplitud de dicha fuerza es  menor o igual que la intensidad del ruido 

interno.  En ambos casos, se desarrollan las aproximaciones de las escalas de tiempo y se 

demuestra que la  teoría de TCD es válida en el  régimen. de aproximación débil de la fuerza 

externa por las siguientes razones: de acuerdo con  los resultados de la simulación numérica, 

mostraremos que si la amplitud  de  la  fuerza  externa es  mayor que la del ruido interno, 

entonces para tiempos largos de observación, las trayectorias estocástic,as generadas por la 

dinámica lineal de (1.23) son trayectorias rotacionales en forma de “bucles” que emergen 

del  origen de coordenadas del plano (yl ,  y,), como se puede constatar en la Fig. 4.1. 

Para  esta región de aproximación, la  teoría no describe de  manera precisa los efectos de 

rotación del sistema, como se puede verificar en  la Fig. 4.2. 

Sin embargo, en la misma escala de tiempos largos, si la fuerza es débil lo que pode- 

mos observar en los resultados de la simulación numérica, es que las trayectorias es- 

tocásticas anteriores son casi líneas rectas, es decir, los efect,os de rotación o “b11(<l(>s” 

son prácticamente indistinguibles. En esta región de ,aproximación la teoría desc.ritx1 ( I ( ,  

manera precisa el  proceso de decaimiento del sistema, ver la Fig. 4.3 
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En el caso de fuerza externa dependiente del tiempo, estudiamos sólo a los sistemas 

de dos variables y suponemos que dicha fuerza es una  cantidad que fluctúa en el tiempo 

a través  de su fase. En  este caso  los requerimientos de  TCD se satisfacen si además de 

la aproximación de fuerza débil, suponemos que la intensidad de las fluctuaciones de fase 

sean pequeñas. 

La formulación teórica anterior ha sido aplicada al estudio de la dinámica transitoria  de 

los sistemas Láser para  detectar señales ópticas débiles a través  de TRNL y de la  DTP.  En 

particular  en  la Sec. 4.3.2 se estudia  la deteccción de las señales ópticas débiles mediante 

el receptor de  salida, a través  de TRNL. En  la Sec. 4.;3.3, estudiamos el sistema Láser de 

la sección anterior en presencia de campo externo dependiente del tiempo, mediante la 

distribución de los tiempos de paso y comparamos con  los resultados de  la Ref. [9]. 

Por último en el  caso de fuerza externa  constante, estudiamos a los sistemas rota- 

cionales de  tres variables y mostramos la similitud que existe con la dinámica de los  sis- 

temas rotacionales de dos variables. La descripción teórica es consistente nuevamente en 

la región de fuerza externa débil, de acuerdo con  los resulatdos de  la simulación numérica. 

Finalmente, en el Cap. 5 damos las conclusiones y perspectivas de esta tesis. 

Nuestro estudio se complementa con ayuda  de algunos Apéndices que sustentan el 

contenido de esta tesis. 

En el  Apéndice A presentamos algunas de las propiedades inherentes a la matriz 

antisimétrica W, y la demostración general de que la transformación e-wt es una matriz 

de rotación. En el Apéndice B, damos los fundamentos  de la dinámica de Langevin 

descrita por Fox y Uhlenbeck [12]. Por último en el Apéndice C, se dan los  cálculos 

explícitos que justifican los resultados analíticos de los Caps. 2 y 4. 
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Capítulo 2 

Caracterización  dinámica de 
sistemas inestables. Formulación 
Estándar 

2.1 Definición  general de estados  inestables 

Como  hemos mencionado anteriormente, nuestro  inter& en este trabajo radica en carac- 

terizar el decaimiento dinámico de sistemas inestables a  través  de  la formulación  cuasi- 

determinista; y para ello será necesario introducir la definición general de estados inesta- 

bles a  partir  de  un análisis puramente  determinista. 

Hagamos  el análisis para el  caso de  una variable fisica x cualesquiera y supongamos 

que su evolución dinámica satisface la ecuación lineal :i: = ax tal que a > O. En este caso 

la fuerza sistemática lineal es f(x) = ax, por lo que el potencial asociado a dicha fuerza 

es V ( x )  = --;ax2, que corresponde al potencial de la Fig. 1.3. 

Para un conjunto  de n-variables físicas xi independientes, con i = 1,. . . , n,  tal que 

la evolución dinámica de  cada variable puede escribirse en forma vectorial como x = ax 

con x el vector columna de dichas variables. Nuestro interés está en formular la dinámica 

determinista en términos de  una variable definida  co'mo T que representa la norma al 

cuadrado del vector x, es  decir T = x2  = xTx = x: + . . . + x:. En términos de la nueva 

variable T la ecuación dinámica anterior será .i. = 2ar; y en este caso la fuerza sistemática 

es f ( ~ )  = 2ar y su correspondiente potencial es ahora W(T)  = -ur2, que representa a una 

parábola invertida en el  espacio de T .  

De acuerdo con  lo anterior, podemos ahora establecer que la definición  general de 

estados inestables no  lineales para un conjunto de n-variables físicas,  se puede escribirse 
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de  la siguiente manera 

donde la  constante Co 
observar de (2.1) que . 

.i. = f ( T )  = 
r(rSt - r)1 
c0 + rg(Tj ’ 

= 2 y g(r) es un polinómio de la forma ET=, gk T’. Podemos 

f ( r )  tiene dos raices, una raiz está en T = O que corresponde 

al estado  inestable del potencial asociado a f ( r ) ,  es  decir f ( r )  = -7 dVr) ; por lo tanto 

f’(r)lr,o > O. La otra raíz es para r = T , ~  el cual corresponde al estado estable del 

potencial asociado a f(r) ,  por lo que f’(r) I T = T s t  < O. Es conveniente resaltar que el  caso 

lineal de (2.1) corresponde a .i. =  UT, lo cual se obtiene despreciando términos de orden 

superior en T. 

2.2 Análisis cualitativo de la teoría  cuasi-determi- 
nist a 

La teoría cuasi-determinista desarrollada por De Pascuale et. al. [43] para describir la 

dinámica estocástica  transitoria es una buena descripción del problema, puesto que sumi- 

nistra el mecanismo preciso responsable del decaimiento del sistema alrededor de su estado 

inestable. La teoría establece que dicho  mecanismo  no  es otra cosa que la fluctuación de 

la condición inicial del sistema alrededor de su estado inestable. Una vez que el sistema 

abandona dicho estado inestable, su evolución  es prácticamente  determinista. 

Hagamos una descripción cualitativa  de lo anterilor tomando únicamente el  régimen 

lineal de  la dinámica (2.1),  es  decir 

.i. = 2ar ,  (2.2) 

con a > O.La solución de  esta ecuación  es 

~ ( t )  = T(O) e2at. (2.3) 

De esta ecuación podemos notar que en t = O, el sistema tiene el  valor inicial r ( 0 )  y por  lo 

tanto se encuentra localizado en  el punto inestable (O,. . . , O) del potencial V(T)  = - m 2  

asociado al proceso (2.2). En el  caso de  tres dimensiones el potencial correspondería a 1111 

paraboloide de revolución invertido en la dirección -2: cuyo vértice coincide  con el origcn 

de coordenadas zyz. Por lo tanto desde el punto  de vista clásico T 

que el sistema permanecerá en el estado inestable del potencial 

( O )  = O, lo cual signifitx 

por tiempo indefirlitlo. 



sin que ocurra ningún decaimiento dinámico del sistema a menos que exista algún agente 

externo que saque al sistema de dicho estado. 

La hipótesis de  TCD es asumir que la condición  inicial  es una  cantidad  fluctuante, es 

decir suponemos que la condición inicial r (0)  fluctúa alrededor del estado inestable; ésta 

fluctuación (de cualquier tipo)  será suficiente para sacar al sistema de  su  estado inestable 

inicial e inducir su correspondiente decaimiento dinámico. En  este sentido la condición 

inicial r(0)  toma  ahora  un conjunto de valores aleatorios h, tal que r(0)  = h2. Así la 

solución (2.3) adquiere el carácter  de  un proceso cuasi-determinista dado por 

r ( t )  = h e . 2 2at 

Una vez que, el sistema abandona el estado inestable por efecto de las fluctuaciones ini- 

ciales, éste evolucionará indefinidamente para  todo tiempo t > O siguiendo prácticamente 

su trayectoria  determinsta. De (2.4) podemos ver claramente que existe un conjunto de 

tiempos aleatorios ti para los cuales el  proceso r ( t )  alcanza un valor predeterminado R2, 
tal que r(t i)  E R2; en este caso  el promedio de ti será 

que corresponde a  la escala de  tiempo universal, característica del decaimiento de estados 

inestables. La justificación de  la hipótesis de la fluctuación de  la condición inicial, así 

como la  estadística de la variable h será  obtenida mediante el análisis formal de TCD, 

que daremos a continuación. 

2.3 Formulación  Estándar  de ]la teoría  cuasi-deter- 
rninista 

2.3.1 Efecto  de  condiciones  iniciales  distribuidas 

El formalismo de  TCD se describe en el  régimen  lineal de una ecuación tipo Langevin no 

lineal  con ruido aditivo, el cual puede escribirse para.  un conjunto de n variables  físicas 

independientes de  la siguiente forma 

x = ax + N(T)x + z ( t )  . 
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El primer término es la fuerza sistemática lineal. El segundo término da cuenta  de las 

contribuciones no lineales del sistema, siendo N ( r )  una función escalar de T .  El tercer 

término se refiere a  la fuerza fluctuante o ruido con elementos &it), cuyas propiedades 

estadísticas deberán ser asignadas según sea el  caso. En  este trabajo supondremos que 

z ( t )  es un proceso gaussiano por lo tanto únicamente requerimos de  sus dos  primeros 

momentos, los cuales supondremos que su valor  medio  es  nulo y su función de correlación 

satisface la siguiente propiedad 

donde X es una  constante que mide la intensidad de la fluctuación, ¿jij es la  delta de 

Kronecker. Suponer que y depende de  la diferencia de tiempos significa que es  un  proceso 

estacionario. 

El análisis de TCD inicia con la approximación lineal de (2.6), es  decir 

x = ax + Z ( t )  , 

cuya solución puede escribirse como 

x(t) = eat h(t) , 

donde h(t) está  dada por 

t 
h(t) = x(0) + g( t )  , g ( t )  1 e-as z(s) d s .  (2.10) 

El primer término se refiere a la condición  inicial  del sistema la cual puede ser fija o estar 

distribuida alrededor del cero. 

La escala de tiempo cuasi-determinista (1.20) nos dice que para tiempos largos, el 

proceso h(t) debe ser una  constante  y por tanto juega el papel de una condición  inicial 

efectiva. Esto es así ya que  para valores pequeños de  cada elemento del  vecto z ( t )  el 

proceso h(t) satisface que 

(2.11) 

por  lo tanto h(m) = h donde h es un vector constante formado por hi = z g i  + gi 

Variables Aleatorias Gaussianas (VAG), puesto que cada elemento de ti ( t )  es una VAG. 
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En este  límite de tiempos largos el  proceso (2.9) es un proceso cuasi-determinista, y que 

en términos de  la variable T se puede escribir como 

r ( t )  =xTx = h e ,, 
2 2at (2.12) 

donde h2 = hTh = hp + . + h;; con  lo que la Ec. (2.12) es consistente con la hipótesis 

de  la condición inicial (2.4). La distribución de tiempos de paso para alcanzar el  valor de 

(2.13) 

El tiempo de paso (2.13) debe calcularse ahora conociendo la  estadística  de  la variable 

h a  través de la densidad de probabilidad P(h) ,  que a su vez requiere del conocimiento 

de la densidad de probabilidad conjunta P( h, , . . . , h,) I 

Para poder llevar a  cabo el  cálculo de P(h, ,  . . . , h,) se requiere de las propiedades de 

la  matriz aij definida por 

donde 

a; =< Xi(0) X j ( 0 )  > - < xz(0) :>< X j ( 0 )  > , 

OR r< gi g j  > - < gi >< g j  > , 
23 

(2.14) 

(2.15) 

La matriz a:j da cuenta de los  efectos de las condiciónes iniciales, la matriz u$ toma 

en cuenta el efecto de las fluctuaciones causadas por  el ruido y la  matriz a? muestra 

justamente el acoplamiento del sistema en su  estado inicial con  el ruido. 

Como se puede ver de (2.14),  para poder calcular l o i j  se requiere de  sus dos  primeros 

momentos < hi > y < hi hj > . De acuerdo con (2.10) se tiene que < hi >=< xi (O) > y 

para el segundo momento tenemos 

tal que 

KO =< X Z ( O ) ~ j ( O )  > , 
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(2.17) 

t 
K,,(t) ZE 2 s  e-as < zi(0)Jj(s) > ds . 

O 

Para poder evaluar el primer y el tercer término vamos a recurrir del siguiente ar- 

gumento. Consideremos que al tiempo t = O el sistema esté localizado en algiln estado 

estacionario estable.  Esto se logra a través de la definición matemática  de  la evolución 

del sistema para tiempos t < O, desde un estado  arbitrario en t = -m. Por tanto la 

preparación de  las condiciones  iniciales  del sistema  en t = O, será el estado estacionario 

de  la siguiente ecuación lineal 

x 0  = “aoxo + Z ( t )  , (2.18) 

donde a. > O y z ( t )  satisface las mismas propiedades dadas  anteriormente excepto que 

la intensidad del ruido puede ser en general diferente de X, digamos A’. Por simplicidad 

consideraremos que X = A’. La  solución de (2.18) está  dada por 

La dinámica (2.18) describe la situación física en la que al tiempo t = O el sistema 

sufre un cambio brusco en el parámetro  de control, de -a0 + a, el cual deja al sistema 

inicialmente localizado alrededor de  un  estado inestable. 

De la expresión (2.19) se obtiene que < zi (0) >= O y su  correlacijn KO viene dada 

Por 

KO = X A0 6ij , (2.20) 

con A0 definido por 

eao(sfs’) y( 1s - S ’ [ )  dsds’ (2.21) 

Por lo tanto la  matriz  de las condiciones  iniciales a i  = X Ao¿jtj es diagonal, con  elementos 

a$ ai = X Ao. Entonces el conjunto de variables ~ ~ ( 0 )  están descorrelacionadas ~ I M  

i # j .  

Con estos resultados tenemos que la densidad de probabilidad conj1mt.a  est,,i dada p o r  
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Bajo  éstas condiciones se tiene que la correlación (2.16) se puede escribir de  la siguiente 

forma 

< hi(t)hj(t)  >= X [A0 + A,(t) -I- A,,(t)] Sij , (2.23) 

donde 

(2.25) 

De las expresiones anteriores podemos mostrar que en el límite de tiempos largos, tales 

cantidades tienden  a ser constantes, es  decir A,(..) = A, y AsR(cm) = A,,, y  de acuerdo 

con (2.19) se tiene  que < hi@) >= O. De estos resultados tenemos que  la  matriz o$ = 

AA, 6ij es diagonal, cuyos elementos son o:  o: = AA,; también  la  matriz o? = 

AA,, Sij es diagonal, tal que = a:, = AA,,. Po:r lo tanto la  matriz oij = X (Ao + 
AR + A,,) Sij es diagonal con elementos oii = o; + o: + aiR = o2 e igual a 

u2 = A (b + AR + As,R). (2.26) 

Esto nos dice que el conjunto de variables aleatorias hi están descorrelacionadas para 

i # j y por tanto son variables aleatorias independientes. 

Bajo estas  circunstancias la densidad de probabilidad conjunta  será 

(2.27) 

tal que a2 = h. 
La densidad de probabilidad marginal P(h)  podrá  ahora calcularse a  partir  de  (2.27) 

mediante la transformación del  espacio de variables independientes h = (h ,  , . . . , hTL) al 

espacio de variables independientes u = ( h ,  u, , . . . , u,), es  decir 

donde dV = J(u)dh .  du, . dun es  el jacobiano de  la transformación, dado por 

(2.29) 
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En nuestro caso, la región h 5 ,/m 5 h+dh es un cascarón hiperesférico de 

radio interno h y radio externo h + dh, tal que dV = ctel h"-ldh. Finalmente,  la densidad 

de probabilidad marginal para el  módulo h tiene la siguiente expresión 

(2.30) 

De forma enteramente análoga podemos obtener la, densidad de probalilidad P(xo) ,  

donde definimos xi G xgxo = x: (O) + . + xi(0). Por :LO tanto 

(2.31) 

Finalmente  la escala de tiempo (2.13) en el límite de ruido pequeño, tiene  la siguiente 

estructura 

(2.32) 

donde la forma explícita de n2 dependerá  de las condiciones  iniciales  ya sean fijas o 

distribuidas. Esta escala de  tiempo se conoce  en la literatura como La Distribución de 

Tiempos de Paso (DTP). 

2.3.2 Efecto  de  condiciones  iniciales fijas 

Si la condición inicial del sistema es fija, es  decir ~ ( 0 : )  = O, lo cual quiere decir que el 

sistema está localizado en el  origen de coordenadas o en  el estado inestable del potencial. 

En el lenguaje  de  probabilidad,  esto quiere decir que P ( x )  = ¿?(x - xo), por lo tanto 

la probabilidad de encontrar al sistema en el origen x0 = (O,  . . . , O) es la unidad. Lo 

anterior nos dice desde el punto  de  vista experimental que la anchura o incertidumbre de la 

distribución inicial es más pequeña que la intensidad de las fluctuaciones que ocasionan el 

decaimiento. Sin embargo en muchas situaciones experimentales, ambas cantidades serán 

originadas por una única fuente de ruido, así que ella,s pueden ser  del  mismo orden de 

magnitud como  hemos supuesto  anteriormente. Para condiciones  iniciales  fijas la variariza 

será igual a g2 = X A, y  la escala de tiempo es la misma que (2.32). 
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2.3.3 Tiempo de Paso inducidos  por  ruido  blanco  gaussiano 

Vamos ahora a considerar el  caso en que la función de correlación (2.7) satisface  la 

condición 

< <i(t)Jj(t’) >= 206ij 6 ( t  - t’) , (2.33) 

con  lo que la fuerza fluctuante satisface las propiedades de Ruido Blanco Gaussiano 

(RBG). De acuerdo con esto, podemos verificar que la constante X = 2 0  y y( It - t’l) = 

6 ( t  - t’). En  este caso las cantidades involucradas en (2.23) serán 

(2.34) 

Por  lo tanto en el límite de tiempos largos la expresión para  la varianza (2.26) será 

g2=(i+:) D .  (2.35) 

En  estas circunstancias el tiempo de paso (2.32) se reduce a 
i ; i  ‘ $ 2  

< ti >= - { In [ ‘aoa R2 ] -$(;)}. 
2a 2 q a o  + a) 

Si las condiciones  iniciales  son fijas, entonces o2 = f .  

(2.36) 

2.3.4 Tiempo de Paso inducidos por ruido  de  color  gaussiano 

El estudio correspondiente con ruido de color  es un caso  menos ideal, puesto que debemos 

tomar en cuenta el caracter no-markoviano  del problema a través del tiempo  de correlación 

del ruido [24]. Veremos también que el problema con ruido de color, introduce  de manera 

natural el acoplamiento del estado inicial  del sistema al tiempo t = O con  el ruido ~ ( t ) ,  es 

decir que las cantidades A0 y As,(t) serán distintas  de cero, pues en general < x?(O) > y 

la correlación < zi(0)&(t) > también lo son. 

Si z ( t )  satisface las propiedades de ruido de color, entonces la función de correlación 

(2.7) es ahora 
D It-t’l < &(t)&(t’)  >= -Sij e , (2.37) 

donde T es  el tiempo de correlación. Para est*e caso la constante X = : y la f1lnción 

?(It - t’l) = e- 7 . 
/t”tl/ 

I- 
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El problema con ruido de color sugiere tres casos  posibles a  analizar. El primero es 

el caso más simple en el que la condición inicial x(0) está fija en el estado inestable, de 

modo que x(0) = O y por lo tanto < zi(O)&(t) >= O. El segundo caso sería cuando la 

condición inicial x(0) esté  distribuida alrededor del estado  inestable, pero desacoplado 

del ruido, de modo que también < xi(0)&(t)  >= O. Esto significa que  la  fuente  de ruido 

para  la dinámica a  timpos t < O no es necesariamente la misma que  para tiempos t > O, 

de  manera que el sistema puede iniciar desde un  punto  distribuido aleatoriamente. La 

tercera situación exhibe un estudio más interesante, pues en &te caso las condiciones 

iniciales  se consideran distintas  de cero y además acopladas con  el ruido, es  decir que 

< zi(O)&(t) ># O y por tanto A0 y A,,(t) son diferentes de cero. 

(i) Condiciones iniciales fijas 2 2 6 0 0 6  
Para  este caso, el Único término distinto de cero en (2.23) es A,(t), por lo que después 

de  cierta algebra se puede mostrar que 

el cual ha sido escrito de  esta manera ya que en el límite de r pequeño, éste termino 

coincide  con  el de ruido blanco. En el límite de tiempos largos tales que 2at >> 1, la 

varianza (2.26) se reduce a 
2 D o =  (2.39) 

a( 1 + U T )  ' 
con  lo que podemos concluir que el efecto del ruido de color  con respecto al ruido blanco 

es una renormalización de la intensidad del ruido por  el factor 1/ (1 + U T ) .  

(ii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso  desacoplado 

Aquí supondremos que < zi(O)Ji(t) >= O pero < $(O) ># O y por lo tanto de acuerdo 

con (2.23) tenemos que 

En el límite de tiempos largos obtenemos que 

2 D D cT= 
uo(1 + aor) a(1 + U T )  . 

+ -___ 

(2.40) 

(2.41) 

(iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso acoplado 
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En este caso requerimos de los tres términos Ao, A,(t) y A,,(t) de (2.23) donde se 

puede mostrar  que 

Con esto podemos mostrar que la varianza está  dada por 

2 D D 2 0 7  CT= 
ao(l+ U o T )  a(1 + U T )  (1 + a.r)(l +.o.) . + +- 

(2.42) 

(2.43) 

De acuerdo con  los tres casos anteriores, se puede verificar que en el límite de r pequeño 

los tiempos de paso se pueden reducir a las siguientes expresiones. 

(i) Condiciones iniciales fijas 

donde 

<ti(r=O) >,= 
2a 

es la escala de tiempo en el límite de ruido blanco. 

(ii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso desacoplado 

donde ahora 

< ti(“ = O) > d =  - { In [ a o a R 2  -1 +$(;)}. 
2a 2(ao + a ) D  

(iii) Condiciones iniciales distribuidas. Caso  acoplado 

< ti >,= - In 
2a { [ 2(ao ‘Oa + R2 u ) D  ] +$(;)} + O ( T ~ ,  O ) ,  

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

el cual coincide  con  el resulatdo de ruido blanco, dado en la Ec. (2.36). 
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2.4 Los tiempos de  relajación  no  lineales y la teoría 
cuasi-determinista 

Existe otra escala de  tiempo que puede caracterizar de forma completa la relajación 

dinámica de los momentos estadísticos de los sistemas inestables no  lineales  definidos 

en la Ec. (2.6). Esta escala de tiempo mide el tiempo durante el cual los  momentos 

del sistema relajan desde su  estado  inestable inicial, hasta el estado estacionario estable 

que le corresponda. Esta escala de  tiempo se  conoce en la  literatura como Tiempo de 

Relajación No Lineal (TRNL). 

La descripción de la dinámica estocástica transitoria  a  través  de  TRNL  ha sido formu- 

lada  en términos del formalismo de Fokker-Planck en las referencias [19, 4, 51, siguiendo 

una metodología un tanto compleja, en términos de densidades de probabilidad. La 

conexión de TRNL con la formulación estándar  de TCD para  caracterizar  la dinámica 

transitoria de sistemas inestables, ya ha sido rep0rtad.a en la Ref. [23]. Esta descripción 

es más simple que el formalismo de Fokker-Planck, y  permite  caracterizar  de  forma com- 

pleta cualquier sistema inestable no lineal y  éste será el enfoque que  adoptaremos en este 

trabajo. 

La escala de  tiempo dada por TRNL mide entonces el tiempo  durante el cual los mo- 

mentos estadísticos < r’(t) > evolucionan desde el  valor inicial caracterizado por el  valor 

< ~ ‘ ( 0 )  >, hasta SU correspondiente valor en el estado estacionario estable caracterizado 

por  el  valor < T’ >st,  donde r es la norma al cuadrado del vector x definido anteriormente 

y 1 es  el orden del momento, tal que 1 = 1,2 ,  . . . Si dejinimos la  cantidad adimensional 

< Tyt) > - < TI >st 

< +(O)  > - < T1 >st . 
m(t)  = 

Esta función como puede observarse en Fig. 2.1, toma los  valores 

m(t)  = 1 t=O 
o t = m ’  

Por tanto el área  bajo  la curva de  la Fig. 2.1 se  define  como  el TRNL,  dado por 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

donde M0 < rk > - < r‘ >st con TO r (0 ) .  El  calificativo de “no lineal” indica ( { I N ’  

la relajación entre dos estados estacionarios sólo puede darse en sist.emas no lineales. Sit1 
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1 .o 

T 

t Fig. 2.1 : Evolución dinámica de  la función m(t) 

embargo, es posible calcular la escala de tiempo  en el. régimen lineal de dichos sistemas 

no  lineales a  partir  de  la definición (2.51). 

2.4.1 Caracterización  dinámica  de  sistemas inestables en el ré- 
gimen lineal 

Antes de caracterizar  la relajación de sistemas inestables no lineales mediante TRNL, 
analicemos primeramente  la caracterización dinámica, de dichos sistemas en el  régimen 

lineal a  través  de TRNL y su conexión  con TCD. Para lograr esta conexión  observemos 

que el  proceso r ( t )  dado  en (2.12), crece indefinidamente una vez que  abandona el estado 

inestable inicial. El crecimiento de  este proceso puede detenerse para  un cierto valor de 

referencia R2 que podemos hacer coincidir  con  el  valor  del estado estacionario R2 = rst ,  

como  se muestra  en  la Fig. 2.2. Por lo tanto, el proceso (2.12) incluyendo el orden del 

momento 1 podrá escribirse como 

d ( t )  = h e O(ti - t )  + rLt O ( t  - ti) , 21 21at (2.52) 

donde O(x) es la función escalón de Heaviside. En la Fig. 2.2 se observa el comportamient.o 

promedio < ~ ' ( t )  >. 

Si sustituimos (2.52) en (2.51) obtenemos la expresión  formal de TRNL asociado ;I¡ 
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t 

Fig. 2.2: Evolución dinámica de < ~ ' ( t )  > asociado al proceso (2.52) 

momento < T' ( t )  > en el  régimen lineal 

(2.53) 

donde C = & ( 1 - .5, < h z i > ) .  La  Ec. (2.53) es  igua81 a (2.13) excepto la  constante C, 
y por tanto  su estadística  se obtiene de  la misma ma:nera  como  se  hizo para obtener el 

tiempo de paso. Así, en el límite de ruido pequeño podemos mostrar  que  éste se reduce a 
1 

TL=<t i>- - .  
I 

2al 
(2.54) 

El primer término de la igualdad corresponde al tiempo de paso (2.32) y el factor & es la 

contribución de los TRNL en el  régimen lineal, el cual contiene la contribución del orden 

del momento. 

2.4.2 Caracterización  dinámica  de sistemas inestables en el ré- 
gimen no  lineal 

Hagamos ahora la conexión de TRNL con TCD tomando en cuenta las contribuciones no 

lineales  del sistema  (2.6). Para estos sistemas no necesitamos imponer valores de referenc.ia 

preestablecidos en su evolución dinámica, puesto que las no linealidades son  tina barrt3r.a 

natural.  Para realizar la conexión correspondiente con TCD, debernos recordar que TCD 
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nos dice que la condición inicial es una variable aleatoria r(0)  = h2. Sabemos también  que 

para tiempos largos el  valor r(t  ”+ m) = rSt .  El siguiente paso consiste en transformar la 

definición de  TRNL  en  una  cuadratura  en términos de  la variable T .  Esto puede lograrse 

si tomamos en cuenta  la Ec. (2.  l), que nos dice que Í+ = f ( r )  y por lo tanto 

(2.55) 

Lo siguiente es identificar a i. = f(r)  con la  parte  determinista de (2.6) en términos 

de  la variable r ,  es  decir 

i. = 2ar + 2 r N ( r )  , (2.56) 

la cual debe ser compatible con (2.1) dependiendo de la forma explícita de la función 

N( r ) .  De manera  que sin perder generalidad podemos usar la expresión (2.1) y sustituirla 

en la Ec. (2.55) para obtener 

donde 

(2.57) 

(2.58) 

tal que S ( r )  es un polinomio de la forma S ( r )  = La expresión (2.58) corres- 

ponde a las contribuciones no lineales  del sistema, y su forma explícita depende del término 

N ( r )  
Finalmente el tiempo de relajación no lineal (2.57) asociado a los momentos < r’(t) > 

de  la dinámica (2.6) en el límite  de ruido pequeño, puede escribirse también como 

El primer término corresponde al tiempo de paso (2.32) del sistema lineal y el segundo 

término IN ,  da cuenta  de las contribuciones no lineales  del sistema. 

2.4.3 Los TRNL inducidos por ruido blanco gaussiano 

Para este caso podemos concluir que la caracterizaciljn dinámica del sitema (2.6) en  el 

régimen lineal a  través de TRNL  está dada por (2.54), es decir 

1 
2al 

T L = < t i > - - ,  (2.60) 
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Fig. 2.3: Visualización  del potencial V(z,, x2) en  el  espacio de  tres dimensiones 

donde < ti > es  el tiempo de paso dado en (2.36). 

El correspondiente TRNL en el  régimen no lineal, de acuerdo con (2.59) es  igual a 

siendo < ti > nuevamente el tiempo de paso, dado en (2.36). 

2.4.4 Los TRNL inducidos  por  ruido  de  color  gaussiano 

En el régimen lineal los T, tienen las mismas  expresiones que las obtenidas en los tres 

casos anteriores para los tiempos de paso, excepto que ahora las expresiones (2.45),  (2.47) 

y (2.48) se les deben  restar el factor &. 
Para los sistemas no lineales los T,, en los tres casos, de acuerdo con (2.59), estarán 

dados por (2.44):  (2.46) y (2.48) más la contribución nio lineal IN,. 

2.4.5 Modelo  de Landau 

Apliquemos ahora el formalismo anterior  para calcular el TRNL del  modelo de  Landau, 

el cual corresponde al  modelo de potencial biestable para el caso de  una variable [23]. 

El potencial de  este modelo para el  caso de dos  variables independientes V(xL,  x2), se 

muestra en la Fig. 2.3. Calculemos T,, para el mod.elo mostrado en la Fig. 2.3. En 
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este caso las ecuaciones tipo Langevin con ruido aditivo que describen la dinámica de  este 

sistema puede escribirse como 

x, = ax ,  - crx,  + &(t )  , 

x, = ax, - crx,  + t2 ( t )  . (2.62) 

De acuerdo con (2.6) se verifica que la contribución no lineal N ( r )  = -cr, siendo 

r = x: + x:. El término  fluctuante ti(t) puede satisfacer las propiedades de ruido blanco 

o ruido de color gaussianos. 

Para obtener el TNL de (2.61) debemos construir la ecuación determinista asociada a 

la variable r ,  es decir 
2 2a +st - r )  .i. = 2ar - 2cr = 

rst 
(2.63) 

De donde podemos concluir que rst = E ,  g ( r )  = O y C o  = E. Por lo tanto los TRNL en 

el régimen no lineal asociados a los momentos < r' ( t )  > será 

(2.64) 

donde o2 será igual que (2.26) y su forma explícita d.ependerá del tipo de ruido que se 

esté analizando y y = 0.577 es la  constante  de Euler. Para  este modelo particular la 

contribución de los TRNL en el  régimen  no lineal está, dada por I,, = $ [ ( + ( l )  + y]. 

2.5 Formulación  Estándar  de TCD en presencia  de 
fuerza externa constante 

Nuestro propósito en este  apartado es estudiar la dinámica (2.6) en presencia de fuerza 

externa  constante,  tal que 

x = ax + N ( T ) x  + Fe + z ( t )  , (2.65) 

el tercer término es la fuerza externa  constante Fe, con elementos fe,. En esta sección sólo 

vamos a trabajar con ruido blanco gaussiano, cuyas propiedades ya han sido definidas ('11 

la Sec. 2.3.3. 
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El análisis de  TCD inicia con la parte lineal de  la IEc. (2.65) o sea 

siendo la solución formal 

donde 

x(t) = eat h(t) , 

h(t) = J" e-as [Fe + z(s)] d s ,  
O 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

dado que asumimos condiciones  iniciales fijas, es  decir x(0) = O. 

De la misma forma como se hizo en la Sec. 2.3.1, podemos garantizar  que en el límite 

de tiempos largos, tales  que ut >> 1, el  proceso  (2.68:)  se convierte en una VAG, puesto 

que para valores pequeños de los elementos de Fe y de ~ ( t )  se garantiza que 

(2.69) 

Por lo tanto h(m) se convierte en  una VAG que definimos por h, con  elementos 

hi constantes  que  son  también variables aleatorias gaussianas. Bajo  estas condiciones 

el proceso (2.67) se convierte en un proceso cuasi-determinista, que  en términos de la 

variable T se puede escribir como 

~ ( t )  = h e , 2 2at (2.70) 

donde la variable h2 = h h = h: + + hi.  T 

De esta  última ecuación se obtiene la expresión de los tiempos de paso que es  igual a 

(2.13), es  decir 

(2.71) 

Para calcular < t i  > requerimos de la  estadística de las variables (h ,  , , h,), la cual se 

obtiene de la densidad de probabilidad conjunta P( h, , . . . , hn). Para poder calcular esta 

densidad de probabilidad requerimos que la  matriz aii E< hi hj  > - < hi >< hj > sea 

diagonal. 

Para este caso, el  valor  promedio de < hi(t) > es diferente de cero 

t 
< hi@) >= 1 ePas f ea . ds = 

a 
(2.72) 
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Con ayuda de la Ec. (2.68) tenemos que la función de correlación se puede escribir, 

como 

< h,(t)hj(t) >= Ke(t)  + I{&), (2.73) 

(2.75) 

Con todos  estos  resultados podemos mostrar que en el límite de tiempos largos, la 

matriz uij = f6i j  es diagonal, tal que uii u2 y 

2 D u = - .  (2.76) " 
a : * - , y ?  

Este  resultado es igual a  (2.35), pero sin el término E ya que nuestro análisis es  con ":. :'. 

condiciones  iniciales fijas. 

Bajo  estas condiciones tenemos que la densidad de probabilidad conjunta viene dada * (7 

1 P(h, ,  . . . , h,) = e-a2[(h, -<h,>)2+...+(hn-<h,>)2] 
(2T u2)+ 

La densidad de probabilidad marginal P(h)  se construye con la ayuda  de  un nuevo t;; S. 
>.> . . 

*__  4.- 

espacio de variables definido  como u = (u1, . . . , u,) y usando la transformación 

P(h,,  . . . , h,)dh, . . . dh, -, P ( u l ,  . . . , u,)dV , 
I_ - *. 

(2.78) + 3  2:. 
4 7"  

- 

Q >' 

9 %  
siendo dV = J(u)du el elemento de volumen  en el espacio u y J(u) es  el jacobiano de 

la transformación. Si hacemos u, = h, entonces la densidad de probabilidad conjunt#a en 

este espacio, será 

P(h,  u, , . . . , u,)dV = cte exp - a2(h2 -k q2 - 2 q. h) dV , (2.79) 

donde hemos  definido  el  vector q = (< h, >, . . . , < h, >). Finalmente la P(  h)  pllede 

ser obtenida  de (2.79) calculando el jacobiano y integrando sobre el resto de las variables 

[ 1 

(u2 1 . . . , un). 
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2.5.1 Sistemas  de  dos  variables 

Para los sistemas de dos variables la densidad de probabilidad marginal está  dada por 

P(h)  = 2a2 h Io(2a2hq) e-a ( h2+q2) (2.80) 

donde 2 2 6 0 8 8  (2.81) 

siendo la  amplitud al cuadrado de la fuerza externa,  tal que IF,(2 = fe21 + fz2. La 

función Io(z) es la función modificada de Bessel de orden cero. 

Con ayuda de (2.13) y (2.80) obtenemos la expresitjn de los tiempos de paso 

donde definimos  el parámetro p2 3 (CY q ) 2  y < ti >o es  el tiempo de paso en ausencia de 

fuerza externa,  dado por 

(2.83) 

En el Apéndice C. l  demostramos que la serie de (2.82) puede simplificarse en una expresión 

más simple, con  lo que TRNL en el  régimen lineal, se puede escribir como 

donde T; es TRNL en ausencia de fuerza externa,  tal que 

Entonces TRNL en el  régimen no lineal de (2.65) es igual a 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

siendo T:, el tiempo  de relajación no lineal en ausencia de fuerza externa,  dada por 

T,9, =< ti >o + I N L  , (2.87) 

donde I,,.,, contiene las contribuciones no lineales de  (2.65), que se obtiene con ayuda de 

(2.58). 

41 



2.5.2 Sistemas de tres variables 

En este caso, la densidad de probabilidad marginal P(h.) se obtiene con ayuda de  (2.79), 

tal que 
2a 

P(h)  = - h sinh(2a2q) e-" ( h2+q2) 
f i q  

9 

nuevamente 

(2.88) 

(2.89) 

esta ecuación tiene  la misma estructura  matemática  que  la Ec. (2.81) pero no es igual, 

dado que ahora 1 F e  l 2  = fe2, + .f:2 + .f3. 

Para  este caso tenemos que los timpos de paso, están dados por 

1 
2a 

< ta >=< ta >o +-$ + O ( D )  + O(q2), (2.90) 

donde 

2a 
(2.91) 

También la serie de (2.90) se puede simplificar a  una expresión más sencilla, como  se 

demuestra  en el Apéndice C.2, entonces los TRNL en el  régimen lineal se pueden expresar, 

como 
fi (-l)mp2m 
2a m=l 2m(m + f ) !  

T, =T:+- + O ( D )  -1- O(q2) + O(Dq2), (2.92) 

donde 

Por último los TRNL en el  régimen  no lineal, son  iguales 

con 

q ,  =< ti >o + I N L  , 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

donde I,, contiene las contribuciones no lineales  del sistema. 
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Capítulo 3 

Caracterización  dinámica  de 
sistemas  inestables  rotacionales. 
Formulación  Matricial 

La contribución original de  nuestro trabajo inicia en  este  capítulo, ya que  nuestro propósito 

es caracterizar el proceso de decaimiento dinámico de los sistemas inestables rotacionales, 

propuesto en la Ec. (1.22) en ausencia de fuerza extern.a. 

Para  este  tipo  de sistemas estamos también interesados en  caracterizar el proceso de 

decaimiento a  través de los tiempos de paso y de los tiempos de relajación no lineales, 

siguiendo la metodología de Teoría Cuasi-Determinista (TCD) de  la formulación estándar 

en términos ahora de  una formulación matricial generalizada. En  este sentido nuestra 

descripción del problema, se llevará a  cabo guiandonos con las mismas ideas físicas  in- 

volucradas en la descripción de  TCD. 

La ecuación tipo Langevin asociada al  vector columna x que describe la dinámica 

de sistemas inestables rotacionales en ausencia de fuerza externa, puede escribirse de la 

siguiente forma 

x = ax + w x  + N(.)X + : z ( t ) ,  (3.1) 

donde el término Wx es la nueva contribución con respecto al esquema de (2.6), siendo 

w una  matriz real antisimétrica tal que wT = -W y wT su  matriz  transpuesta. A 
diferencia de la formulación estándar el conjunto de variables x ya no son independient,es 

sino que están acopladas debido a la matriz W, la cual da cuenta  de los  efect,os dc 

rot,ación  del sistema. Como puede observarse la fllerza sistemática lineal F es la sllnla ( i v  

dos contribuciones, una es la parte conservativa F, = ax ya q1le V x F, = O y l a  otra 
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es la parte no conservativa F,, = Wx puesto que V x F,, # O y por lo tanto F no  es 

derivable de  un potencial. 

En el Apéndice A.2, se muestra que toda  matriz  antisimétrica  en el espacio de  tres 

dimensiones determina un vector 6 tal que el producto nnatricial de la  matriz antisimétrica 

es igual al  producto vectorial del vector G, que representa al vector velocidad angular. 

De manera  que para los sistemas de dos y tres variables que estudiaremos en  esta tesis, 

el producto Wx siempre es  posible escribirlo como  el producto vectorial de dos  vectores 

a saber Wx = w’ x x. Esta relación  nos indica entonces una rotación del sistema en  un 

plano perpendicular al vector G. 
La parte lineal de la Ec. (3.1) es matemáticamente muy similar a las ecuaciones de 

Langevin generalizadas propuestas por Fox y Uhlebeclk en su  trabajo citado en la Ref. 

[la]. Dicha ecuación generalizada tiene sus fundamentols en las ecuaciones de movimiento 

microscópicas que son invariantes ante inversión y traslación temporal, como  se muestra 

en el Apéndice B. La parte lineal asociadad a la Ec. (3.1) describe una situación física 

distinta a la propuesta por Fox y Uhlebeck. Sinfernbasgo, la Ec. (3.1).puede  en principio 

obtenerse a partir  de  la propuesta de Fox, mediante un cambio repentino en los parámetros 

involucrados en la  matriz simétrica de la ecuación de langevin generalizada. 

3.1 Formulación  Matricial  de  la  teoría  cuasi-deter- 
minista 

3.1.1 Ruido  blanco  gaussiano 

Supongamos que  la fuerza flutuante de la Ec. (3.1) satisface las propiedades de ruido 

blanco, con  valor medio < ti ( t )  >= O y función de correlación 

donde Qij es una matriz  que representa a la intensidad del ruido. 

De  nueva cuenta, el análisis de TCD inicia con la aproximación lineal de (3. 1), esto es 

x = ax + wx + z ( t )  , (3.3) 

cuya  solución  es 

x(t) = eat ewth(t) ,  (3.4) 
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donde h(t) está definida por 

t 
h(t) = ~ ( 0 )  + g( t )  , g( t )  = 1 e-.as ePW" z(s) h .  ( 3 - 5 )  

Como se muestra  en el Apéndice A.l, el factor eMWt == R(t) es una matriz ortogonal de 

rotación ya que  su  transpuesta es igual a  su  matriz inversa, es  decir RT(t )  = R"(t). 
Siguiendo las ideas de TCD, decimos que para valores pequeños de los  elementos  del 

vector ~ ( t )  garantizamos que en límite de tiempos largos 

y por tanto el  proceso h(m) = h es un vector cuyos  (elementos hi = zoi + gi son VAG. 

Así  el  proceso (3.4) se transforma en un proceso cuasi-determinista, tal que  la norma al 

cuadrado satisface lo siguiente 

r ( t )  = x  x = h  e , 

donde h2 h h = hp + - - - + h:. Esto nos muestra  que r ( t )  satisface el  mismo  proceso 

que el de  la formulación estándar. Así que el tiempo  de paso para alcanzar el  valor de 

referencia R2 es también 

T 2 2at 
(3 .7)  

T 
' L , : ! '  ' 

por lo que sus propiedades estadísticas se obtienen siguiendo la misma metodología del 

capítulo  anterior. 

En  este esquema matricial,  la densidad de probabilidad conjunta  para las variables 

gaussianas satisface la expresión general 

1 
P(h l , .  . . , h,) = cte exp (a")zj (hi-. < hi >)(h j -  < hj >) , (3.9) 1 

siendo la  constante  cte (2s)n/2(Det Si la matriz t l i j  es simétrica aij = aji y definida 

positiva, entonces la matriz inversa (o-')ij = (a-')+ y su raíz cuadrada (a1/2)ij = ( c r 1 / 2 ) 3 2 ,  

así como su raíz cuadrada inversa = ( ~ - ' / ~ ) j i  existen [49]. 

1 

Como podemos ver, para construir P(hl , . . . , h,) requerimos del cálculo de g2,, qlle 

esta definida por 

~ i j  E< h,hj > - < h, >< h, >E= (T,] +(TE , O (3. I O )  
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donde 

La matriz 0; da cuenta de las fluctuaciones de las condiciones iniciales y la matriz a$ da 

cuenta  de las fluctuaciones internas causadas por el  ruj.do. 

Para calcular la matriz aij se requiere del conocimiento de < hi ( t )  >=< xi (O) > y  de 

la función de correlación < hi (t)hj ( t )  > , tal que 

< hZ(t)hj(t) >= K; + Kl;( t ) ,  (3.12) 

donde 

Kz”j =< zz(o)zj(o) > , K&) E<: gz(t)g&) > , R 
(3.13) 

Y 
(3.14) 

Para calcular el primer término  de (3.12) recurrimos otra vez a  la preparación de las 

condiciones  iniciales en t = O. Esta situación debe est,ablecerse mediante  una dinámica 

para tiempos t < O siguiendo las ideas de  la formulación estándar.  En  este sentido, la 

dinámica del estado estacionario se describe por 

x 0  = -aoxo + wxo + Z ( t )  , (3.15) 

siendo a. > O y ~ ( t )  cumple con las mismas propiedades de ruido blanco cuya intensidad 

puede ser Q;. Consideremos por sencillez que Qij = Q.i j .  La  solución de (3.15) es 

(3.16) 

La situación física  es similar al caso estándar,  e.d. en el instante t = O el sistema sufre 

un  cambio brusco en el parámetro  de control, de -a0 ”+ a y  deja  al  sistema inicialment,e 

localizado alrededor de  un  estado inestable. 

Así, el  valor promedio de < ~ i ( 0 )  >= O y su función de correlación Kg viene dado por 

(3.17) 

Si pedimos que los elementos de  la  matriz Q k k  = Q y tomamos en cuenta las propiedwticn 

de la matriz de rotación , entonces K$ = 2 SiJ .  Por lo ‘tanto la matriz  de las condirionrs 
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con a$ +. 
Por otro lado K%;(t) puede reducirse a 

(3.19) 

y de acuerdo con las propiedades de ortoganlidad de la  matriz  de  rotación, se tiene que 

(3.20) 

Entonces en el límite de tiempos largos Kij (m) = z SQ y < g i ( t )  >= O. En conse- 

cuencia la matriz G; = bij es diagonal, con  element'os 0: = ai = z,  y por lo tanto la 

matriz (3.10) también es diagonal con elementos oii,= + G: = F~ siendo , 

R 

a 2 =  (;+:) Q .  (3.21) 

En  estas  circunstancias el conjunto de variables hi son independientes y por lo tanto la 

densidad de probabilidad conjunta  para las variables h i ,  es igua a 

P(h l ,  . . . , h,) = cte e- a2(h?-t...+hZ,) 
1 ( 3 . 2 2 )  

siendo a2 = h. 
Por lo tanto, la densidad de probabilidad marginal, será 

Análogamente para las variables zi (O) ,  es decir 

( 3 . 2 3 )  

(3.21) 

Como consecuencia del  formalismo anterior podemos  verificar que el tiempo de paso. 

y el TRNL en el  régimen lineal están  dadas respectivarnent,e  por 
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1 
2al 

T,=<ti>---. (3.26) 

Para calcular el tiempo de relajación no lineal TNL,  podemos verificar de  (3.1) que la 

ecuación determinista asociada a  la variable T tiene la misma estructura  de  (2.56), por  lo 

tanto 

TNL =< ti > + I N L .  (3.27) 

De acuerdo con estos resultados, podemos concluir que l,as  escalas de  tiempo  (3.25),  (3.26) 

y (3.27) que caracterizan  a la dinámica rotacional(3.1) son exactamente  las mismas  escalas 

de  tiempo  dadas  en l a s  Ecs. (2.36) (2.60) y (2.61) del Cap. 2 respectivamente, siempre 

y cuando Q = D. Antes de  dar la explicación del porqué de  esta igualdad en las escalas 

de  tiempo, estudiemos ahora  la caracterización dinámica de (3.1) en el caso de ruido de 

color gaussiano. 

3.1.2 Ruido de color gaussiano 

Supongamos ahora que la fuerza fluctuante de  la dinám.ica (3.1) satisface las propiedades 

de ruido de color gaussiano, con  valor  medio < <i(t) >=: O y función de correlación 

i , j = l ,  . . . ,  n ,  (3.28) 

donde Qij es una matriz  que  representa  a  la  intensidad del ruido. 

El  tiempo  de paso satisface la misma expresión da’da en  la Ec. (3.8)  de  la sección 

previa, así que  de acuerdo con  el análisis hecho en el caso de ruido blanco, para calcular 

la densidad de probabilidad conjunta  (3.9) requerimos de las propiedades de la matriz cij 

definida por 

~ ~ i j  r< hihj > - < hi >< hj >= aij + C$ + , O (3.29) 

los dos primeros terminos de  esta igualdad ya han sido defininidos en la Ec. (3.1 l), 

entonces el tercer término se  define  como 

os.R =< xoigj > - < X& > < ,gj > . 23 (3.30) 

Para  este caso la función de correlación < h,(t)  h, ( t )  > est#á definida por 

< hi(t)hj(t) >= K; + KP,(t) + K % Y ( t ) ,  (3.31) 
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donde K$ y Kz;(t) ya han sido definidos anteriormente en la Ec. (3.13). Entonces K z y  ( t )  
lo definimos  como 

(3.32) 

Nuevamente, el primer término Kzoj toma en cuenta el  efecto de las condiciones iniciales, 

el segundo término Kz;(t) es la contribución correspondiente de las fluctuaciones cau- 

sadas por el ruido interno  y la tercera expresión KzY( t )  es precisamente el  efecto  del 

acoplamiento del estado inicial del sistema con  el ruido. 

De nueva cuenta, el primer y el tercer término requieren de  la preparación de las 

condiciones  iniciales del sistema  para t < O. Así que 

x 0  = -aoxo + wxo + Z ( t )  , (3.33) 

siendo a0 > O y z ( t )  cumple con las mismas propiedades de ruido de color, cuya intensidad 

escogemos igual a Qi j .  

La  solución de (3.33) está  dada por 

(3.34) 

De manera que el promedio < xi( O) >= O y  su función de correlación K; satisface 

y por tanto ~ ~ y ( t )  se transforma en 

Por otro lado Kz;(t) también se transforma en 

(3.36) 

(3.37) 

Como podemos observar de (3.35),  (3.36) y (3.37), a diferencia de lo que ocurre en el 

caso de ruido blanco, los elementos de la mat,riz de rotación están evaluados a tiempos 

distintos por lo que no podemos evaluar la  suma en dichas integrales. De manera qlle l a s  

integrales podrán ser evaluadas en casos particdares de la dinámica de (3.1).  
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Si suponemos que los elmentos de  matriz Q k k  = Q y definimos X 3 ?; la Ec. (3.31) 

toma  la siguiente forma 

< hi(t)hj(t) >= X[A,", + A t ( t )  -t- A y ( t ) ]  , (3.38) 

donde 

De estas expresiones podemos mostrar que en el límite de tiempos largos, dichas 

cantidades tienden a sus valores constantes, es  decir A i j  (m) = Aij y Aij (m) = Aij 
y con ayuda  de (3.34) se muestra que < hi@) >= O. POI: lo tanto la  matriz aij es igual a 

R R SR SR 

de los cuales no podemos concluir que satisfacen la propiedad de  simetría requerida para 

poder calcular la densidad de probabilidad conjunta  de las variables hi dada por (3.9). 

Debido a  este hecho, no podemos entonces afirmar en general, que el conjunto  de variables 

hi están descorrelacionadas. 

En  estas  circunstancias,  para poder continuar con  el esquema de  TCD alguna hipótesis 

sobre la  matriz aij debemos de establecer. Dicha hipótesis consiste entonces en suponer 

que esta matriz aij de (3.40) sea diagonal con elementos iguales a oii = a2. Esto re- 

querimiento implica evidentemente que cada  una de las matrices de (3.40) también deben 

ser diagonales. Si definimos los elementos de la diagonal1 de  cada  matriz  de (3.40) como 

ai = ai, de  la  matriz ai ni y  de aiR = atR, entonces el conjunto de variables ~ ~ ( 0 )  

y hi serán independientes y  sus densidades de probabilidad conjuntas  estarán  dadas por 

las mismas expresiones (3.18) y (3.22), respectivamente. 

Apliquemos ahora el formalismo previo al estudio  de los sistemas rotacionales de dos 

y tres variables, los cuales nos permitirán exhibir con más detalle la descripción teórica 

anterior. Los resultados obtenidos serán comparados t,ambién con los resultados de la 

formulación estándar del Cap. 2. 
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3.2 Sistemas  rotacionales  de dos variables 2 2 6 0 8 1  
Para este caso, la  matriz W y  la  matriz  de rotación asociada R(t) están  dadas por 

w = (  O ;) cos wit - sin wt 
"w sin wt cos wt (3.41) 

Haciendo uso de  la forma explícita de  la matriz W podemos demostrar  que el rotacional 

de la  fuerza no conservativa es distinto  de cero, es  decir V x Wx = w' x x = -2w k. En 

la Fig. 3.1, mostramos una trayectoria estocástica del sistema lineal de dos variables en 

el plano (x1, Q), el cual corresponde a  una  trayectoria espiral hasta alcanzar el  valor de 

referencia R = 1.0. 

De acuerdo con esto, podemos calcular cada uno de los términos de la Ec. (3.40) en 

el límite de tiempos largos. Para los elementos de matriz a i  se puede mostrar que, los 

elementos de la diagonal de dicha matriz son iguales, e.d. = O:, G 002 y 

Para los elementos fuera de l a  diagonal se tiene  que a:, = -az1, tal que O 

(W.1 Q ay2 = 
(1 + U O T ) 2  + (wT)2 - 

(3.42) 

(3.43) 

De igual forma, los elementos de la diagonal de  la  matriz a; son iguales uf, = aZ2 = oR R -  2 

y están  dados por 
2 Q (wry! 0 =-- 

u ( l  + UT)  [ l -  (1 + UT)2 + -1 (WT)2 

y para los elementos fuera de la diagonal obtenemos que of, = -O: donde 

(3.44) 

(3.45) 

Para la  matriz de acoplamiento ay, también se puede mostrar  que c f lR  = O,, = a:R 

siendo 

S R  - 

donde S ( w ,  7) = (1 + + (1 +  UT)^ + (1 + uo7)(1 + m - )  + (wT)' .  Los elementos f11era 

de la diagonal satisfacen que as," = --a,SP siendo 

(3.47) 
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Fig. 3.1: Trayectorias estocásticas del sistema lineal de dos variables 

Hagamos ahora un análisis de los resultados obtenidos anteriormente.  Primeramente 

notemos que  si w = O la  matriz aij es perfectamente una  matriz diagonal, puesto que los 

elementos fuera de  la diagonal de las matrices a$, a: y ay son extrictamente cero y por 

lo tanto los elementos de  la &agonal de  la  matriz aij 'definido por a* deben ser 

2 "  u2 = a0 + a; + a,, , 2 (3.48) 

el cual coincide con el resultado (2.43) obtenido en la formulación estándar. Es decir, en 

ausencia de rotaciones los resulatdos son consistentes Icon la formulación estándar, lo cual 

era  de esperarse. 

Si la frecuencia de rotación w # O, podemos  observar en las Ecs. (3.42)-(3.47), la 

contribución adicional del acoplamiento entre  &te  parámetro w y el tiempo  de correlación 

T del ruido. Claramente  esta contribución, rompe con la  estructura  simétrica  de las 

matrices a$, 04, ay y por lo consiguiente de la matriz aij. Lo cierto  de  este efectso 

acoplado, es que su contribución es de forma cuadrática en la mayoría de las ecuaciones 

anteriores y aparece de forma lineal en el numerador de (3.43),  (3.45) y (3.47). Sin 

embargo, si consideramos la aproximación a primer orden en  el tiempo de correlación 

T y, puesto que la intensidad del ruido Q es t,ambién pequeño, ent,onces los t.érminos 

cuadráticos en las expresiones anteriores desaparecen y las expresiones (3.43), (3.45) y 

(3.47) pueden ser también despreciados. En este caso la matriz uiJ es diagonal y sus 
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elementos coinciden nuevamente con  los resultados del Cap. 2. Lo anterior significan que 

en el límite de tiempos largos, el acoplamiento entre w y r es prácticamente despreciable 

al inicio del proceso de decaimiento del sistema.  En  estas circunstancias las escalas de 

tiempo a primer orden de aproximación en el tiempo  de correlación r serán las mismas 

que las obtenidas en el Cap. 2,  es  decir 

(i) Condiciones iniciales fijas 

< ti >,=< ti(7 

donde < ti(r = O) > p  es igual a (2.45). 

(ii) Condiciones inicilaes distribuidas. Caso desacoplado 

< ti >,=< tz(r = O )  >, +p. + Q) , a07 

a0 + a 

(3.49) 

(3.50) 

con < t i(r  = O) >, dada por (2.47). 

(iii) Condiciones inicilaes distribuidas. Caso  acoplado 

Para  este caso, el tiempo  de paso < ti >, es  igual. a la expresión (2.48) del capítulo 

anterior. 

Para T, y T,, se obtienen siguiendo los  mismos  pasos  del Cap. 2. 

3.3 Sistemas rotacionales  de tres variables 

De acuerdo con el  Apéndice A.3, los sistemas rotacionales de tres variables muestran un 

comportamiento similar al caso de dos variables, e.cl. las matrices antisimétrica y de 

rotación están  dadas por 

w o  cos ut -sin wt O 

O O 1 
cos wt o )  , (3.51) 

donde w2 = w: + w," + w,". Nuevamente, podemos demostrar que el rotacional de la fllerza 

no conservativa es distinto  de cero, es decir V x Wx = w' x x = -2w k. En la Fig. 

3.2, mostramos una  trayectoria estocástica del sist,ema lineal de tres variables  en el plano 

(x1 , x , ,  x3) ,  el cual corresponde a  una t,rayect,oria espilral creciente a lo largo del eje x,. 

,. 
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Las expresiones para cada  una  de las matrices de (21.40) tendrán  las siguientes expre- 

siones. Para  la matriz o: se tiene que oyl = of2, tal que 

pero of3 está  dada por 
Q 

ao(l+ a04 . 

(UT)  Q 

o& = 

Para los elementos fuera de la diagonal se muestra que cy2 = -ofl donde 

4 2  = (1 + UoT)2 + (U.)? ’ 

con u:3 = of1 = O y a:, = O32 O = O 

Análogamente se muestra  para  la  matriz a$ que o:: = a;, donde 

y los elementos fuera de la diagonal satisfacen que of, = -o,”, de forma tal que 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 

(3.56) 

(3.57) 

pero también o13 = = O y 02, = o,, = O. R R R R 

Para la  matriz de acoplamiento o?, también se puede mostrar  que o:lR = 022 tal que 
S R  

donde S(W,T) = (1 + U O T ) ~  + (1 +  UT)^ + (1 + u o ~ ) ( l  -t UT) + ( ~ 7 ) ~ .  

Los elementos fuera  de  la diagonal cumplen que of;,“ = -g,”p con 

(3.59) 

(3.60) 

con o:: = = O y = = O. Nuevamente, despreciando los  efectos  del 

acoplamiento entre U y T se muetra que los elementos de la diagonal u2,  de la mat,riz 

(T:, satisface la misma expresión (2.43) del Cap. 2,  siempre que Q = D. 

SR S R  

54 



Fig. 3.2: Trayectorias estocásticas del sistem.a lineal de  tres variables 

Para estos  tres casos estu&ados tenemos que los tiempos de paso  estarán  dadas por 

las mismas expresiones (2.44),  (2.46) y (2.48), respectivamente. TL y TNL se calculan de 

forma anáJoga  como se lvzo en el Cap. 2. 

De  los resultados obtenidos en las dtimas dos secciones, podemos hacer los siguientes 

comentarios. Hemos visto que en  el  caso de ruido blanco gaussiano, el formalismo genera- 

lizado de TCD se satisface de forma completamente general para cualquier número n. de 

variables, ya que  la  matriz aij es perfectamente diagonal. Esto se debe a que en las Ecs. 

(3.17) y (3.19), el producto  de las matrices de rotación están evaluados a tiempos iguales 

y que además satisfacen la condición de ortogonalidad 'de dichas matrices.  Aparentemente 

los efectos de rotación del sistema han sido eliminados, pero esto no es así, como veremos 

un poco más adelante. 

En el caso de ruido de color  lo anterior ya no  es en general válido, ya que  de acuerdo con 

las Ecs. (3.35)-(3.37), el producto de las matrices de :rotación están evaluados a tiempos 

distintos y por lo tanto la condición de ortogonalidad 110 puede aplicarse de  manera inme- 

diata. Esto es consecuencia natural  de los  efectos de memoria del proceso no markoviano 

del sistema. Sin embargo, si los efectos  del acoplamiento entre el parámetro  de rotación w 

y el tiempo de correlación T son  despreciados al inicio  del  proceso de decaimiento, entonces 

a primer orden de aproximación en 'i- los requerimientos del formalismo generalizado de 

TCD se cumplen satisfactoriamente. Nuevamente los efectos rotacionales del sistema han 

sido aparentemente eliminados. 
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3.4 Justificación  del formalismo generalizado  de 
TCD 

El estudio de  la caracterización dináxica  de los sistemas inestables rotacionales (3.1) 

mediante el formalismo generalizado de .TCD, conduce en el límite de tiempos largos, a 

las mismas escalas de tiempo obtenidas  para caracterizar la dinámica (2.6). Por lo tanto 

podríamos concluir que dicho formalismo no reporta ninguna contribución novedosa, pues 

éste se encarga  aparenetemente  en  su descripción de eliminar los efectos de rotación que 

son inherentes al  sistema  (3.1). 

Pero si esto es así, debemos también  'ser capaces (de responder a las siguientes tres 

preguntas  que consideramos son fundamentales para justificar el formalismo generalizado 

de TCD. Primero, ¿porqué el  formalismo generalizado de  TCD propuesto para caracterizar 

la dinámica rotacional (3.1) conduce a las mismas  escalas de tiempo de  la formulación 

estándar ?; segundo ¿qué ocurre con  los  efectos de rotación provenientes de la  matriz W? 

y tercero ¿existirá  alguna dinámica equivalente a (3.1) que sea semejante  a la dinámica 

(2.6),  para poder entonces justificar que el formalismo generalizado de TCD es consistente 

en su descripción? 

Las respuestas a las tres  preguntas anteriores se obtienen haciendo el siguiente análisis. 

Si en la  dinámica (3.1) se realiza el siguiente cambio de variable y = eTWtx, entonces la 

ecuación de Langevin en el  espacio transformado adqu.iere la siguiente forma 

y = ay + N ( r ) y  + R(t) ~ ( t )  , (3.61) 

la cual es obviamente equivalente a  la dinámica (3.1) y muy semejante a  la dinámica (2.6). 

La función escalar N ( r )  sigue siendo la misma función que aparece en (3.1), puesto que 

T es invariante ante dicha transformación, es decir, T == xTx = yT y. En el  Apéndice A . l  

hemos demostrado  que la transformación anterior corresponde precisamente a una matriz 

de rotación que  depende del tiempo, es decir, R(t) = e-Wt. 

Lo que podemos observar de  la dinámica (3.61) ES ahora lo siguiente. La transfor- 

mación elimina los  efectos de rotación de  la fuerza sistemática lineal y los asocia a la 

fuerza fluctuante; en consecuencia la dinámica (3.61) es bastante similar a  (2.6), con la 

ilnica diferencia de que en la dinámica (3.61) la fuerza fluct,uant,e que definimos  como 

z,(t) R(t)z(t)  es de  carácter rotacional. Por otro Ilado, en el  espacio transformado el 

conjunto de variables y están ahora desacoplados. 
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Fig. 3.3: Trayectorias estocásdcas para  la ctinámica lineal de (2.6) 

Para visualizar con miis claridad la semejanza entre  las dinámicas (2.6) y (3.61), 

tomemos como ejemplo, sin perder la generalidad, st los sistemas rotacionales de dos 

variables y resolvamos  el problema en el  régimen lineal. 

De acuerdo con  los resultados de  la simulación numérica, las trayectorias  estocásticas 

descritas  por la dinámica lineal de (2.6) en  el  caso de dos variables, forman un  conjunto 

de líneas rectas que emergen  del  origen de coordenadas del plano (xl , x2) hasta alcanzar 

el  valor de referencia R = 1.0, v h e  la Fig. 3.3. Las trayectorias emergen en direcciones 

arbitrarias debido a la estocasticidad de la condición  inicial. 

Veamos ahora lo que  ocurre en  el caso de la dmámica lineal de (3.61) para los sistemas 

de dos variables. Si quitásemos la rotación en el ruido tal que z,(i;) = z ( t ) ,  entonces el 

conjunto de trayectorias estocásticas en el plano (y,, g2) forman también un conjunto  de 

líneas rectas con un comportamiento bastante semejante o igual a la Fig. 3.3. Si tomamos 

en cuenta  ahora los efectos de rotación del ruido tal qu.e z, ( t )  = R(t)z(t), entonces dichos 

efectos hacen que  cada línea recta  rote alrededor  del  origen de coordenadas del plano 

(y, , y,) en direcciones totalmente aleatorias, véase la Fig. 3.4. Esta situación es análoga 

para los sistemas  de  tres variables debido a los resultados del Apéndice A.3. 

Dada  la descripción anteriror, es obvio  entonces  inferir que el promedm de los tiempos 

de paso de  cada línea recta en alcanzar el  valor de referencia R = 1.0 de  la Fig. 3.4 

es el mismo que ocupa cada trayectoria de  la Fig. 3.3, pues el conjunto  de  las líneas 
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Fig. 3.4: Trayectorias estocásticas para  la dinámica lineal de (3.61) 

rectas de  la dinámica lineal de (3.61) han sido rotadas únicamente alrededor del  origen 

de coordenadas. Por lo tanto podamos  concluir que la dinámica de Langevin rotacional 

(3.1) ha sido transformada en otra dmámica equivalente (3.61) que es también de carácter 

rot,acional, pues en este espacio transformado la rotación ha sido transferida a la fuerza 

fluctuante. 

Por último, si demostramos analíticamente que las escalas de  tiempo en el espacio 

transformado y de (3.61) son las mismas que en el espacio x de (3.1), habremos respondido 

a las  tres  preguntas formuladas anteriormente. 

Para probar esta última afirmación, apliquemos el formalismo generalizado de TCD a 

la parte lineal de (3.61) descrita por 

y = ay + R(t) z ( t )  ? (3.62) 

cuya solución  es 

y ( t )  = eath(t) , 

con h(t)  expresada como 

h(t) = y(0) + J' e-as R(s:) z(s) d s ,  
O 

(3.63) 

(3.64) 

donde y(0) = x(0). De la misma manera como  se  hizo en el esquema x se verifica que 

en el límite de tiempos largos, la solución (3.63) en términos de  la variable ~ ( t ) ,  tiene la 

58 



misma forma que (3.7) y (2. 12), es  decir 

r ( t )  = y   y =  h e , T 2 2at (3.65) 

y por lo consiguiente, el tiempo de paso para alcanzar el  valor de referencia R2 será 

(3.66) 

que tiene la misma forma que (3.8) y (2.13); cuya estadistica requiere de  la densidad de 

probabilidad marginal P(h) .  Para ello, observemos qye la Ec. (3.64) es exactamente la 

misma que (3.5) y por lo tanto la densidad de probabilidad conjunta tendrá la misma forma 

que (3.22) si la matriz aij satisface las propiedades de simetría requeridas. Finalmente el 

tiempo de paso (3.66) es  el  mismo que (3.8) y (2.13). 

Para concluir este  capítulo, podemos decir que el formalismo generalizado de TCD 
para caracterizar a la dinámica (3.1), puede visualizarse mucho  mejor en el  espacio trans- 

formado de coordenadas y descrito por la dinámica (3.61), cuyos  efectos de rotación 

están contenidos en la fuerza fluctuante y sus trayectorias son  muy semejantes a las de  la 

dinámica (2.6). 

,r, . .I 
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Capítulo 4 

Caracterización  dinámica  de 
sistemas  inestables  rotacionales  en 
presencia de fuerzas  externas 

En este cuarto y último capítulo vamos a  estudiar  la influencia de fuerzas externas con- 

stantes o dependientes del tiempo en la relajación dinámica de sistemas inestables rota- 

cionales (3.1) mediante el  formalismo de TCD y comparar los resultados con  los  del 

capítulo  anterior. 

En el capítulo anterior hemos mostrado  la equivalencia  del formalismo de TCD en los 

dos esquemas dinámicos x y y; por lo que  nuestra descripción en  este  capítulo se realizará 

en el  espacio transformado  de coordenadas, pues es en. éste esquema donde el formalismo 

de  TCD es autoconsistente. 

Para el espacio x, la dinámica de Langevin (3.1) en presencia de  fuerza  externa, puede 

escribirse como 

X = ax + WX + N ( T ) x  + Fe + ~ ( t )  , (4.1 1 

donde Fe es la fuerza externa representada por el vector columna con elementos fe,, los 

cuales pueden ser constantes o dependientes del tiempo. Nuevamente mediante el cambio 

de variable y = e-Wtx la ecuación anterior se transforma en 

Como podemos observar la diferencia entre la dinámica (4.2) y (3.61) es obviamente cl 

nuevo término que podemos definir  como FZ 5 R(t)Fe, el cllal representa a la f1wrza 

externa que también es de  carácter rotacional. Por lo tanto la presencia de  esta f1lerza 
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externa  debe influir en las trayectorias estocásticas del  proceso (4.2) produciendo efectos 

rotacionales en su evolución dinámica. Por ejemplo, si consideramos sólo la parte lineal de 

(4.2) y en ausencia de fuerza externa,  ésta dinámica como  ya  hemos visto genera trayec- 

torias estoc&ticas en forma  de líneas rectas rotadas  aleatoriamente alrededor del  origen 

de coordenadas del espacio y. véase la Fig. 3.3, para el  caso particular  de dos variables. 

Si ahora tomamos en  cuenta  la presencia de la fuerza externa Fe , éstas trayectorias se 

verán modificadas por la presencia de dicha fuerza generando así trayectorias rotacionales 

en su evolución dinámica, los cuales también estarán  rotadas  aleatoriamente alrededor del 

origen de coordenadas del espacio y. Esto se mostrará con detalle  cuando estudiemos a 

los sistemas rotacionales de dos y tres variables. 

R 

4.1 Formulación  Matricial  de la teoría  cuasi-deter- 
minista 

4.1.1 En  presencia  de  fuerza externa constante 

En  este  capítulo  únicamente vamos a estudiar  la caracterización dinámica  de (4.2) cuando 

el ruido interno ~ ( t )  es blanco y gaussiano, cuyas propiedades son tales que su valor  medio 

es  nulo y su función de correlación satisface 

siendo Qij la  intensidad del ruido. 

La caracterización dinámica de (4.2) mediante TCD inicia  con la ecuación lineal 

cuya solución formal es 

y ( t )  = eat h(t) , (4.5) 

donde 

h(t) = y(0) + J’ e-as R(s)[F, -+ z(s)] d s ,  (4.6) 
O 

donde y(0) se refiere a las condiciones  iniciales  del sistema que supondremos de  aquí P I I  

adente que son fijas, es  decir y(0) = O. 
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De forma  enteramente similar como se desarrolló el formalismo de TCD en el Cap. 3, 

podemos garantizar  también que para valores pequeño,s de los elementos de Fe y de z ( t )  

se satisface la siguiente condición 

lim - = lim e-at R(t)[F, $- z ( t ) ]  --t O .  dh(t)  
t“tm d t  t dm  

Por lo tanto en el límite de tiempos largos, h(m) =: h es un vector constante cuyos 

elementos hi son también variables aleatorias gaussianas. En  este régimen de tiempos y 

en términos de la variable T ,  el  proceso (4.5) se convierte en un proceso cuasi-determinista, 

dado por 

r( t )  = yTy = h e , 

donde nuevamente h2 = h h = h: + + hi.  El tiempo de paso para alcanzar el  valor 

de referencia R2 es de nueva cuenta 

2 2at 
(4.8) 

T 

La densidad de probabilidad  conjunta de las variables hi satisface también que 

1 
P(h, ,  . . . , h,) = cte exp (hi- <: hi >)(hj-  < hj  >) , 1 (4.10) 

donde cte (2A)n/2(Det o , j ) 1 / 2 .  
1 La matriz aij debe satisfacer las propiedades de simetría 

expuestas ya en capítulo  anterior. En este caso, el  promedio de hi(t) es diferente de cero 

e igual a 

(4.11) 

De acuerdo con (4.6) la función de correlación, está  dada por 

< hi(t)hj(t)  >= KG(t) + Kt;(t) ,  (4.12) 

donde el primer término del lado derecho se define co:mo 

El segundo término de  la expresión (4.12) es el mismo que (3.14) e igual a 

(4.13) 

(4.14) 
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Con ayuda de las expresiones (4.3) y (4.14) se muestra que 

< hi(t)hj(t) >=< hi(t) >< hj( t )  > + - (I  - e-2"t)bij. 

Por lo tanto  en el límite de tiempos largos, se tiene que la  matriz aij = !¿jij y por lo 

consiguiente es una matriz diagonal, cuyos elementos se definen como gii G g2, tal que 

Q (4.15) 
U 

g 2 Q  = -  
a 

(4.16) 

que es igual a (3.19), pero sin el término 5 el cual proviene de condiciones  iniciales 

distribuidas. 

Bajo  estas condiciones la densidad de probabilidad conjunta (4.10) se reduce a 

1 
P(h,, . . . , h,) = e-a2[(h,-<h,>)2+...+(h,-<h,>)2] 

(27r a y 2  
, (4.17) 

puesto que < hi ># O y donde o2 esta definida por o2 3 h. La densidad de probabilidad 

marginal P(h)  se obtiene con ayuda  de un nuevo espacio de variables, tal que 

P(h,uz , .  . . ,u,)dV = cte exp[-cr2(h2 + q2 - 2 qTh)] dV,  (4.18) 

donde q2 = qTq =< h, >2  +. - + < h, > 2 ,  siendo q el vector columna de elementos 

< hi >. Finalmente P(h)  se calcula conociendo  el jacobiano de la transformación e 

integrando sobre el resto  de las variables (u2, . . . , u,). 

4.1.2 En presencia de fuerza externa dependiente del tiempo 

Si la fuerza externa  depende del tiempo, podemos tener dos situaciones que pueden ser 

objeto  de  estudio. Una sería el  caso en que dicha fuerza fuése de  carácter determinish 

y la otra en la que  la fuerza fuera de  naturaleza  estocástica. En  este sección  est,amos 

interesados en estudiar el decaimiento dinámico de los sistemas inestables roacionales, no 

sólo bajo  la influencia de las fluctuaciones internas, sino también bajo  la acción de fuerzas 

externas que fluctúan en el tiempo. 

En  este caso  el formalismo de TCD inicia nuevamente con la ecuación lineal 

(-1.19) 
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cuya solución, con  condiciones  iniciales fijas, es 

y ( t )  = eat h(t) , (4.20) 

donde 

h(t) = J” e-as R(s)[F,(s) + ‘z(s)] ds 
O 

(4.21) 

En analogía al caso constante, también podemos establecer que  en el límite  de tiempos 

largos h(m) = h es un vector constante. La metodología que se sigue para obtener los 

tiempos de paso, así como la densidad de probabilidad marginal son similares al  caso 

constante, con las diferencias de que ahora 

(4.22) 

En este caso la función de correlación < hi(t)hj ( t )  > y por lo consiguiente la matriz aij 

dependerán de las propiedades estadísticas de la fuerza externa  fluctuante F,(t). Un caso 

interesante  será  que dichas propiedades sean  distintas  a las del ruido interno z ( t ) ,  el cual 

se estudiará en una de las secciones siguientes. 

En el límite de tiempos largos podemos establecer que KG (m) = ATj, por  lo tanto 

(4.24) 

En este caso las propiedades de simetría de la matriz oij requiere obviamente del cálculo 

explícito de A:j. Esto se realizará con m& detalle en la sección 4.2.2. 

4.2 Sistemas rotacionales  de  dos  variables 

4.2.1 En  presencia de fuerza externa constante 

Recordemos que en el  caso de dos variables la  matriz W y la  matriz de rotación asociada 

R ( t )  están  dadas por 

w = (  “w o “) o ’ R ( t )  = ( . 
cos w’t -sin u t  
sin wt cos dJt (4.25) 
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Para calcular la densidad de probabilidad marginal requerimos de los siguientes resul- 

t ados 

Por lo tanto el parámtro q2 estará  dada por 

2 IFe12 
4 = a 2 + w 2 ’  

(4.27) 

donde IFe l 2  = + f:2 es  el  módulo al cuadrado  de  la fuerza externa. 

La densidad de probabilidad marginal está  dada  ahora por 

P(h)  = 2 a 2  h lo(2a2hq) e-a ( hz+q2) 1 (4.28) 

donde a2 & = e lo(%) es la función modificada de Bessel de orden cero. En  estas 

condiciones podemos mostrar que el tiempo de paso será 

1 gZ 00 p2m < ti >=< ti >o +g$(l) - - -$(m + 1) + O(Q) + O(q2) ,  (4.29) 
2a m=O m! 

donde definimos  el parámetro p2 = a2 q2 y < ti >O es  el correspondiente tiempo de paso 

en ausencia de fuerza externa,  dado por 

(4.30) 

En el Apéndice C.l mostramos que la serie de (4.29) puede simplificarse en una expresión 

más simple, de tal forma que 

(4.31) 

Para el tiempo de “relajación lineal” T, asociado al momento < d ( t )  > se muestra que 

(4.32) 

donde T: representa  la escala de  tiempo lineal en ausencia de fuerza externa,  tal que 

El tiempo  de relajación no lineal T,, asociado t,ambién al momento < T‘ ( t )  > será 

(4.33) 

(4.34) 
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Fig. 4.1: Evolución dinámica de tres trayectorias del sistema de dos variables en el espacio 
(y,,yz), para los valores lFel = 1.0, Q = a = 3.0, w = 6.0 y R = 1.0. 

siendo qL la escala de tiempo de la dinámica no lineal en ausencia de fuerza externa, 

dada por 

T",, =< tl >o +INL, (4.35) 

donde I,, representa las contribuciones no  lineales de (4.2) y está  dada por (2.58). 

Las escalas de tiempo (4.31),  (4.32) y (4.35) contienen una serie infinita  que es  con- 

vergente para  todo valor de p2 = &. Como  podemos observar, este  parámetro es 

proporcional al cociente y, y por lo tanto sugiere analizar dos  regiones de aproximación 

de las escalas de tiempo, a saber ,B2 5 1 6 ,B2 > 1 y verificar  en cual de los dos casos 

se describe de  manera precisa  el  proceso de decaimjento de los sistemas de dos variables. 

Consideremos úricamente los sistemas lineales ya que para los sistemas no lineales se 

requiere de la forma explícita de N ( r ) .  

Consideremos la región p2 > 1, &te corresponde a la situación en la  que  la  amplitud  de 

la fuerza externa domina sobre la  intensidad del ruido interno. Para  este caso, en  la  Fig. 

4.1 se muestran los resultados de  la simulación numérica de algunas de las trayectorias 

estocásticas que describe la dinámica lineal asociada a (4.2), para escalas de  tiempo de 

observación de acuerdo a la Fig. 4.1 y para los siguientes valores de los parámetros 

IFe] = 1.0, Q = 0.0001, a = 3.0, w = 6.0 y R = 1.0. En  esta situación podemos obsemar 

que las trayectorias estocásticas muestran  un comportamiento rotacional en forma de 
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Fig. 4.2: Evolución dinámica de tres trayectorias del sistema  de dos variables en el  espacio 
(y,,yz), para los valores IFe[ = Q = a = 3.0, w =: 6.0 y R = 1.0. 

“bucles”, los cuales emergen del origen de coordenadas hasta alcanzar el valor de referencia 

R = 1.0, y además rotan  de manera  aleatoria alrededor del  origen de coordenadas. Es 

importante remarcar que  en ausencia de fuerza externa,  las  trayectorias estocásticas del 

proceso lineal asociado a (4.2) son líneas rectas como se muestra  en la Fig. 3.4; y que 

la presencia de dicha fuerza externa modifica dichas trayectorias generando trayectorias 

rotacionales en forma de “bucles” debido precisamente al carácter rotacional de dicha 

fuerza externa, como se muestra  en la Fig. 4.1. 

Consideremos ahora el caso de p2 5 1, el cual corresponde a la  situación  en  la  que  la 

amplitud de la  fuerza externa es menor o igual ‘que la intensidad del ruido interno. En 

la Fig. 4.2, se muestran las mismas trayectorias de la Fig. 4.1, con los mismos  valores 

anteriores de los parámetros, excepto que ahora lFel == Q = 0.0001, es decir, la amplitud 

de la fuerza externa iguala la intensidad del ruido interno. Lo que podemos concluir en 

este caso es que,  en esta escala de tiempos largos podemos observar que los  efectos de 

rotación o “bucles” de las trayectorias estocásticas son casi imperceptibles y por lo tanto 

dichas trayectorias estocásticas se comportan  prácticamente como si fueran líneas rectas. 

En esta escala de tiempo de observación la  amplitud de la fuerza externa es tan débil que 

no podemos apreciar sus efectos. Esto obviamente no es así a escalas de tiempos no tan 

largos donde los  efectos rotacionales son bastante notorios. 
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Fig. 4.3: Comparación entre  la escala de tiempo (4.36)(línea  continua) y la simulación 
numérica (puntos),  para el caso lFel = 1.0, Q = a = 3.0, w = 6.0 y R = 1.0. 

La pregunta  natural  que  .podemos formular ahora es .la siguiente.  ¿En cuál de las 

dos  regiones es válida  la  desaipción de TCD? Aunque la  respuesta  a  la  pregunta  debe 

corroborarse con resultados  de simulación numérica, podemos adelantarnos un poco a 

la respuesta si tomamos en cuenta los resultados del capítulo  anterior, en el que hemos 

mostrado  que  TCD es consistente si se desprecian los efectos de  la  rotación en la trayectoria 

&námica del sistema, es decir, TCD debe ser  válida  en la región de p2 5 1. 

Véamos ahora lo que  ocurre con  los resultados terjricos obtenidos para el tiempo  de 

paso en las dos regiones de p2. Primeramente  para la región p2 > 1, el tiempo de paso 

(4.31) puede reducirse, con ayuda  de la identidad  (C.10) del Apéndice C.1, a  la  siguiente 

expresión 
1 

2a 
<ti  >“--In (4.36) 

Esta escala de tiempo coincide  en el límite determinista de (4.2). Por lo tanto, en la 

región de aproximación p2 > 1 el efecto del  ruido es prácticamente despreciable y el 

término  dominante es la expresión (4.36). 

En  la  Fig. 4.3 se muestran los resultados de la simulación numérica (puntos) del 

tiempo  de paso en función del parámetro de rotación de las trayectorias rotacionales de la 

Fig. 4.1, en la  que se observa un comportamiento oscilatorio de dcha escala de t,iempo. 

La línea continua  representan el resultado teórico (4.36). En la figura, podemos obser- 
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Fig. 4.4: Comparación entre  la escala de tiempo (4.31)(iinea  continua) y la simulación 
numérica  (puntos),  para el caso lFel = Q = a = 3.0. w = 6.0 y R = 1.0. Los 
resultados  de simulación corresponden a Q = Q = Q = Q = lo"*. 

var claramente  que dicho r d t a d o  teórico no describe correctamente el comportamiento 

oscilatorio del sistema. 

Por otro lado, para la región p2 5 1, el término dominante  será el primer término 

de (4.31), es decir < ti >O ya que la contribución de la serie será muy pequeña. En 
la Fig. 4.4, mostramos los resultados del tiempo de paso promedio (4.31) en función 

del Log(l/Q), del conjunto  de  trayectorias de la Fig. 4.2. La gráfica muestra  una  línea 

recta  para el resultado teórico (4.31). Los puntos corresponden a los resultados  de  la 

simulación numérica del proceso  lineal asociado a  (4.2). En este caso podemos observar 

una excelente concordancia entre ambos resultados; en consecuencia la descripción de 

TCD debe ser válida en la región en la que la amplitud de fuerza  externa es igual o menor 

que  la  intensidad del ruido interno. 

4.2.2 En  presencia de fuerza externa dependiente del tiempo 

Consideremos ahora el caso en el que las componentes de la  fuerza  externa son funciones 

armónicas de una fase 4(t) que  fluctúa en el tiempo alrededor de un valor promedio 

$0 = O, de  manera que la  primera componente de la fuerza será fel = IFe] cos #( t )  y 
la se,gunda componente fez = lFelsin4(t), donde I:FeI es la  amplitud  constante  de la 
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fuerza externa. Proponemos que  la fase fluctuante  satisfaga  las propiedades del modelo 

de difusión gaussiano, con  valor  medio  nulo y función de correlación 

< $(t)$(t’) >= 2 0  min(t., t’) , (4.37) 

donde D es la intensidad de  la fase  fluctuante. En estas condiciones podemos mostrar 

que los  valores promedio de las componentes hl y h2 vienen dadas por las siguientes 

de tal forma que el parámetro q2 es ahora 

(4.38) 

(4.39) 

siendo = jz1 + fz2. Si comparamos la expresión (4.39) con (4.27) notamos que el 

efecto de las fluctuaciones de fase produce un corrimiento en el parámetro de rotación, 

definiendo así un parámetro efectivo wzf = w2 + 0’ + 2aD. 

De acuerdo con  (4.23) y (4.24) podemos ahora calcular los elementos de  matriz  de Kj,  
y por lo consiguiente los elementos de la  matriz oij, de tal forma que 

Q JFeI2(a + 0) 
a 2 4  (a + 0 ) 2  + u21 Ol1 = - + 

Los resultados obtenidos nos dicen que la matriz oij no  es diagonal y por lo  consi- 

guiente no se satisfacen las requerimientos de  TCD. Veamos ahora  bajo que condiciones 

estos requerimientos pueden ser satisfechos. Hagamos primeramente una aproximación a 

primer orden en la intensidad  de las fluctuaciones de fase,  es decir, consideremos que est,= 

intensidades son muy pequeñas de  tal forma que las cantidades arriba calculadas plledcn 

aproximarse a 
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Q (Fe[2 D + U (FeI2(a2 - 31;~~) D 
UZZ = - + 2(a2 + w2)3 a 2422 + w2) 

+ W 2 )  7 (4.44) 

De estas expresiones podemos notar  todavía que la  matriz aij no  es diagonal, por  lo 

que las variables (hl, h2) siguen estando correlacionadas. Por otro  lado, debemos recordar 

que TCD es válida si el parámetro p2 5 1, de acuerdo con  el análisis de la sección anterior. 

Mostramos también  que  en dicha región de aproximacilón,  los efectos de rotación deben 

ser despreciables. Por lo tanto, si queremos satisfacer los requerimientos de  TCD entonces 

debemos considerar esta región de aproximación, añadiendole además la aproximación de 

pequeñas fluctuaciones de fase. Bajo  estas circunstancias podemos concluir que la  matriz 

uij es diagonal, con elementos uii = u2, tal que 

(4.46) 

Así las escalas de tiempo en este caso, son similares a (4.31),  (4.32) y (4.34), con 
p2 3,2q2 = S* 

Finalmente, el formalismo de  TCD se satisface si la (amplitud de la fuerza externa que 

fluctúa a través de su fase, es  menor o igual que la intensidad del ruido interno y además 

si la  intensidad  de la fase  es pequeña. 

Veamos ahora como la  teoría desarrollada en  este  capítulo puede aplicarse para detec- 

tar señales ópticas débiles en un sistema Láser mediante el conocimiento de los tiempos de 

encendido de dicho sistema. Para ello hagamos una breve introducción acerca del sistema 

Láser y cómo este  sistema  admite  una descripción en el esquema de Langevin. 

4.3 Sistema Láser 

El decaimiento de estados inestables es  un  proceso  t,ípico en el que  las fluctuaciones 

estocásticas juegan un papel muy importante. El proceso de encendido de un Láser  es  un 

ejemplo de  este  tipo  de procesos dinámicos, el cual puede ser caracterizado a través de 

las propiedades estadísticas de los tiempos de inicialización de dicho  procyso [44, 50. 64. 

59, 21. La presencia inevitable del ruido interno  (niido  de emisión expont,ánea) ( ~ t ~ ~ s a  ( 8 1  

decaimiento del estado inestable inicial, desde el  valor  inicial I(0) de la. initensidad hiLst;~ 
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Fig. 4.5: Evolución dinámica de < I(t) > durante el intervalo de  tiempo T,. A0 es la  área 
bajo  la curva sólida (E, = O). A, es el área  bajo  la curva puntiada (E,  # O) 

un  valor  final de referencia preestablecido I,., el cual SE! considera en un cierto  porcentaje 

del  valor  del estado  estacionario ISt. La  presencia  de señales externas débiles también 

afecta este  tiempo de iniciación, acelerando el proceso de decaimiento del sistema. 

A hales de los ochenta y principios de los noventa del siglo pasado, Vemuri y Roy 

[61], Littler et .  d. [36] mostraron desde un punto de vista numérico y experimental res- 

pectivemente, que las señales ópticas débiles de un Lher pueden ser detectados  usando 

a otro sistema Láser  como un receptor super-regenerativo. Las señales débiles detectadas 

son  menores o del mismo orden de magnitud que la  intensidad del ruido  interno,  pero los 

veces menor que  la  intensidad del estado estacionarios.  Un receptor super-regenarativo 

opera de tal forma que  una  señal  externa débil incidente es amplificada en  un  oscilador 

que es periódicamente encendido y apagado. 

Los resultados numéricos y experimentales han sido sustentados  a  través de los tiempos 

de paso (21 y los tiempos de relajación no  lineales (201. En  esta sección estudiaremos el 

método propuest,o en la Ref. 1201 para  detectar las señales ópticas débiles en un Láser, el 

cual consiste en calcular una  cantidad  llamada receptor de salida que se define  como 

S = LL donde A, es el &ea bajo  la curva de la evollución promedio de la  intensidad 

< I(t) > del campo eléctrico en  presencia de la señal externa y A0 es  el área  bajo  la curva 

en  ausencia de dicha señal, ver Fig. 4.5. Esta  cantidad  está en  función de los tiempos de 

relajación no lineales. 

Ao ' 

Por otro  lado,  la obtención de una ecuación determinista  que describa la fenomenologia 

del sistema Láser se  obtiene  a  partir  de las ecuaciones que describen la int,eracción 

radiación-materia. Estas ecuaciones  microscópicas se obtienen a partir  de principios 
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cuánticos, pero  dadas las diferentes escalas de evolución de las variables involucradas, 

principalmente el campo eléctrico transmitido y las variables atómicas,  resulta ser que 

el campo eléctrico evoluciona  mucho más lentamente con lo cual las variables atómicas 

pueden eliminarse adiabáticamente. Como resultado final se obtiene  una ecuación que des- 

cribe el  proceso de evolución del Láser, que contiene todos los parámetros macroscópicos 

que se observan. El campo eléctrico que es una  magnitud compleja, tendrá el papel de 

variable relevante. El interés estará principalmente em conocer la intensidad del campo 

eléctrico aunque muchas veces habrá  que  estudiar  también  la fase del mismo. 

La introducción de las fluctuaciones en la ecuaciones  fenomenológicas y deterministas 

del  Láser se  hace  mediante dos  mecanismos siguiendo los pasos habituales  en la  literatura 

[18]. En primer lugar hemos de  dar  entrada  a las fluctuaciones de origen cuántico que se 

despreciaron en el  proceso de eliminación de las variables atómicas y que son  necesarias 

para entender por ejemplo el procesode emisión espont4ánea. Estas fluctuaciones se tienen 

en cuenta  mediante  la introducción de ruidos aditivos gatussianos (blanco) en las ecuaciones 

deterministas. Los valores de 40s parámetros de estos ruidos se asignan a  partir  de los 

resultados experimentales. Este  tipo  de fluctuaciones se suelen llamar  internas en la lite- 

ratura, puesto que son propias del sistema. Existen una segunda fuente de fluctuaciones 

muy importante  que son de origen externo. La  necesidad de explicar algunos resultados 

experimentales hace necesario su introducción [33]. Estas fluctuaciones se introducen a 

través del bombeo óptico, y en ciertos sistemas son controlables en el laborario [45]. Se 

denominan fluctuaciones externas debido a  su origen. Su característica más importante 

descansa en el  hecho de  su independencia respecto del sistema, de ahí su nombre, y por lo 

tanto han de tener unos valores y  una escala de tiempo finitas, lo que conduce de forma 

natural a cuestionar sus propiedades gaussianas y de ruido blanco [lo]. 

4.3.1 En  presencia  de  campo  externo  constante 

Discutidas las generalidades anteriores presentamos el  jmodelo más simple de todos y qlle 

corresponde al sistema Láser de un sólo modo y operando en resonancia [2, 36, 81 

(4.47) 

donde y1 es la tasa de decaimiento de  la cavidad, y2 es el parámet#ro  de desintonización en- 

tre el campo Láser y la señal inyectada E,, F es  el parárnetro de ganancia, A el parámet,ro 
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de saturación, I = I El2 = E,” +E: es la intensidad del campo del eléctrico complejo, E, es 

el campo eléctrico externo  constante o señal externa y k, es  el parámetro  de acoplamiento. 

La  emisión espontánea es modelada por la fuerza aleatloria compleja t ( t )  = tl(t) + it,(t), 
con  valor medio nulo y función de correlación 

< <(t)<*(t’) >= 2E b(t - t’) , 2 2 6 o o d. (4.48) 

que debe ser compatible con (4.3) si Qii = Q = ;. Para calcular el tiempo de relajación 

no lineal, necesitamos primeramente describir el  régimlen lineal de (4.47), la cual puede 

escribirse en forma matricial, como 

(4.49) 

donde a f ( F  - 7,). Esta ecuación es perfectamente compatible con la descripción teórica 

de la Secc. 4.2.1 

fez = k,E,, . .;Para 

< hi >= 

, si hacemos que los siguientes pariimetros y2 = -w, fel = k,E,, y 

este sistema se tiene que 

de modo que el parámetro q2, está  dado por 

(4.51) 

donde )E , )2  = Ezl + Ez2. Puesto  que h es un número complejo, la varianza de dicho 

número se define  como 

2 2Q E c2 E< h h* > - 1  < h > 1 = ol1 + = “ “ (4.52) 
a a  

Para calcular TNL debemos de escribir la ecuación determinista asociada a (4.47) in- 

cluyendo las contribuciones no  lineales en términos de la intensidad I de la forma (2.1); 

es  decir 
. 2aI( Is t  - I) I =  

I& + $1) ’ 
(4.53) 

donde lst = +. De acuerdo con esto podemos idelntificar los términos Co = & y 

g ( 1 )  = %. La contribución del término no lineal lNL ]para  el orden del momento 1 = 1, 

puede escribirse en el límite de intensidad de ruido pequeño y de amplitud pequeña del 
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campo externo, como I N L  = & (f - 1). Por lo tanto el tiempo de relajación no lineal 

asociado al momento < I(t) >, está dado por 

1 (-1)m p 
TNL =TO + - + O(6) + O(q2) ,  

N L  2a m=l m m! 
donde 

(4.54) 

(4.55) 

Estas escalas de tiempo son las mismas que las reportadas en las Refs. [20, 231 excepto 

por  el factor q2 de (3.51) el cual contiene al  parámetro w = Y ~ .  En esas referencias el 

estudio se realiza a partir  de  una dinámica de Láser  no rotacional. 

4.3.2 Receptor de Salida 

El receptor de salida  está  dado en función de los tiempos de realjación no lineales  definidos 

de  la siguiente manera 
W 1 T c  

TNL = 1 m(t) d t  = - 1 [< T'((t) >. --.'< T1 >st ]  d t ,  (4.56) 
M0 0 

donde Tc es  el tiempo durante el cual el sistema  relaja desde su estado  inestable inicial 

I(0) 21 O hasta un valor muy cercano a su estado estacionario Ist, y tiene sentido si 

Tc 2 1.5To donde To es  el TRNL en ausencia de campo externo. 

Haciendo un poco algebra tenemos que 

donde Te es  el TRNL en presencia de fuerza externa. Si las condicions  iniciales  son fijas 

entonces < T; >E O. En estas condiciones  el receptor de salida será 

De acuerdo con (4.54) se tiene finalmente que 

(4.58) 

(4.59) 

El receptor de salida es una  cantidad sensible a la presencia de sañales débiles, como 

se puede observar en la Fig. 4.6, que muestra la comparación de los resultados de la 

simulación numérica con los resultados teóricos de (4.59). 
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0.0 -- 
lo3 E, 10- * 

Fig. 4.6: Receptor de salida  contra el módulo del campo  externo E,. La línea continua 
representa los resultados teorlcos de la Ref. [20]. ]Los cuadrados corresponden a los 
resultados de simulación [61] 

40. 

4.3.3 En  presencia  de  campo externo dependiente del tiempo 

El formalismo matricial  puede aplicarse al estudio de un sistema Láser  como  el que se 

reporta en la Ref. [9], donde se investiga las consecuencias de las fluctuaciones de fase de 

un campo débil inyectado en el proceso de encendido\de an Láser de clase- A, a través  de 

la  hstribución  de los tiempos de paso. La  ecuación  dimámica tipo Langevin que describe 

al modelo  Láser de dicha referencia, se escribe como 

(4.60) 

donde los parámetros del sistema  ya  han sido definidos en la Subs. 4.3.1, el tercer término 

lEel corresponde al campo  externo complejo  con  fase fluctuante y lEeJ es su amplitud 

constante. El ruido de emisión espontánea es el  mismo que (4.48), y es compatible son 

(4.3) siempre y cuado Qkk = Q = f. De nueva cuenta en  el  régimen lineal la Ec. (4.60) 

puede escribirse, como 

donde a ( F  - y,) > O. Esta ecuación  es consistente con la descripción teórica de la Sec. 

4.2.2 si  los parámetros: 7 2  = w y IFe/ = kelEeI. Para este caso se tiene  que 

de  tal forma que el parámetro q2 es  igual a 

(4.62) 

(4.63) 
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siendo lEe12 = + E:2. La varianza del número complejo h es ahora 

E< h h* > - 1  < h > 1' = ol1 = - + -, E k,21Ee12 D + O(p) 
a al,a + w2) 

El tiempo de paso asociado a (4.61) está  dado por 

donde 

(4.64) 

(4.65) 

(4.66) 

(4.67) 

con p2 = a2q2. 

Como podemos observar en la Fig. 4.7, existen dos  regímenes para  la distribución de 

los tiempos de paso. Cuando la constante de tiempo asociada a la difusión es más pequeña 

( D  grande)  que el tiempo de encendido, la teoría predice un  comportamiento logarítmico 

con a2 y p2 [9]. Cuando  esta  constante  de  tiempo es mBs grande ( D  pequeño) los  efectos 

de difusión son despreciables. Además podemos observar, que existe un valor  mínimo 

de los tiempos de encendido que divide estas dos  regio:nes,  el cual ocurre en un caso de 

resonancia, e.d. para  un valor dado del parámetro  de desintonización w = -y2, el  valor 

de  la  constante D que hace mínimo  el tiempo de encenldido  es tal que D = w.  De modo 

que para  un valor dado del parámetro w entre el campo  externo y el detector Láser, la 

resonancia puede ocurrir únicamente por fluctuaciones en la frecuencia del campo externo, 

tal que D = w .  

Para concluir con esta sección, hagamos ahora las siguientes observaciones acerca del 

estudio de las dinámicas de los sistemas Láser (4.47) y (4.60) que otros  autores han 

reportado en la  literatura. 

En el estudio de la detección de señales ópticas débiles de los sistemas Láser (4.47) y 

(4.60) de acuerdo con las Refs. [2, 91, se muestra que el  formalismo estándar  de  TCD flln- 

ciona apropiadamente para caracterizar tales  sistemas, sin que los autores hayan poditlo 

explicar porqué el formalismo estándar  de  TCD funciona y es consist.ent,e en la descripcicill 

de un sistema  que por naturaleza es rotacional. 
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Fig. 4.7: Tiempo 

10.5 ' 

13.4 

i 
i 

I 
1 o' 1 O' 1:t 

10' 

D (Se1) 

de encenddo contra  la  constante de  difusión D. La linea continua 
representa los resultados  analíticos y los puntos corresponden a  la simulación  numérica 
de  la Ref. [9]. 

Ahora ya  sabemos con certeza el porqué la expliciación anterior no puede darse en 

el esquema dinámico de (4.47) ó (4.60), pues éstos corresponden al esquema dinámico 

en  el espacio x de nuestro trabajo de tesis, donde los  efectos rotacionales de la fuerza 

sistemática  siempre  están presentes en el sistema. El mérito de  nuestro  trabajo consiste, 

entre  otras cosas, en demostrar  porqué el  formalismo  estAndar de TCD funciona y además 

admite  una formulación matricid generalizada que conduce prácticamente  a los  mismos 

resultados de  la formulación estándar, en la escala de tiempos largos. 

- 

4.4 Sistemas  rotacionales  de tres variables 

Para terminar  este  capítulo, estudiemos la caracterizacih &námica de los sistemas de tres 

variables en presencia de fuerza externa  constante, los  cuales  como  verémos, muestran un 

comportamiento  similar al caso de dos  variables  como se muestra en  el apéndice A.3, es 

decir las  matrices  antisimétrica y de rotación están  dadas por 

W cos wt - sin wt O 

O O 1 
W = ( -:u i) , R(t) = (sin wt cos wt o) , 

donde w2 = w: + w," + w,". La Fig. 4.8 muestra una trayectoria del sistema (4.68). 

(4.68) 
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Fig. 4.8: Evolución dinámica de  una trayectoria del sistema de  tres variables en el  espacio 
de coordenadas ( yl, y2, y,). 

Los valores  me&os de los  elementos de la matriz  constante h en este caso  son 

Sin perder la generalidad podemos  hacer que fe, = O, tal que el parámetro q2 sea entonces 

(4.70) 

el cual es similar a (4.27), pero ahora /Fe l 2  = f:, + fz2 + f:,. 
También se  puede  mostrar que la matriz aij es &agonal, es decir a,* = a2, tal que 

a 2 = - *  Q 
a 

(4.71) 

Para  este caso, 

como resultado 

la densidad de probabilidad marginal P(h)  se obtiene  de (4. IS), dando 

(4.72) 

donde 

(4.74) 
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Fig. 4.9: Comparación entre la escala de tiempo (4.Z;) (línea continua) y la simulación 
numérica (puntos),  para el caso IF,[ = Q, a = 3.0, w = 6.0 y R = 1.0. Los resultados  de 
simulación corresponden a Q = Q = Q = Q = 

En el Apéndice (2.2 se encuentra  la demostración de  la serie de (4.73) a una expresión 

más sencilla, que es f a -  de-mostrar su convergencia. Entonces  la  ecuación (4.73) puede 

escribirse de  la  siguiente forma 

siendo < ti >O la misma  expresión de (4.7'4)- En la Fig. 4.9 mostramos  la  comparación  de 

esta última expresión  con  los resultados . i  obtenidos. de ].a simulación numérica,  mostrando 

una excelente concordancia. 

El tiempo de relajación no lineal está  dado por 

siendo cL la escala de  tiempo no heal en ausencia de fuerza externa 

(4.76) 

(4.77) 

donde I,, contiene las contribuciones no lineales del  s.istema. 

De acuerdo con (4.76) y en analogía con el caso de dos variables  se  puede  proponer 

un posible receptor de salida. 
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Capítulo 5 

Conclusiones y perspectivas 

La teoría  cuasi-determinista de la formulación estándar  propuesta para caracterizar, en  el 

límite de tiempos largos, los procesos de decaimiento de sistemas inestables de la forma 

(1.21) a  través de los tiempos de paso y  de los tiempos de  ralajación  no lineales ha sido 

generalizado para caracterizar  a los sistemas inestables rotacionales de la forma (1.22) 

mediante un esquema matricial completamente general. 

Podemos concluir que las escalas de  tiempo  para caracterizar la dinámica rotacional 

(3.1), a  través de los momentos estadísticos < r’(t) >, son las mismas escalas de tiempo 

obtenidas para caracterizar la dinámica no  rotacionaH (2.6). En  la descripción de los 

sistemas rotacionales (4.1), los tiempos característicos son prácticamente iguales a los que 

caracterizan  a la dinámica (2.65) de  la formulación estándar. La razón principal del porqué 

estas escalas de tiempo son iguales o prácticamente iguales en la descripción mencionada 

anteriormente, es porque existen dinámicas equivalentes a (3.1) y (4.1) representadas por 

(3.61) y (4.2), respectivamente; las cuales se obtiene mediante una transformación lineal 

de coordenadas del espacio x al espacio de variables y ,  de tal forma que en el espacio 

transformado de coordenadas y ,  tales sistemas siguen siendo rotacionales. En el  espacio 

transformado,  la dinámica descrita por (3.61) es  muy semejante a (2.6), en cambio la 

descrita por (4.2) es totalmente diferente a  la  de (2.65), sin embargo en ciertas escalas 

de tiempo de observación éstas dinámicas pueden ser consideras casi equivalentes, por las 

siguientes razones, que acontinuación discutiremos. 

En ausencia de fuerza externa, la dinámica (3.61) es rnuy semejante a  la dinámica (2.6), 

ya que la ilnica diferencia entre ambas es la aparición de la fuerza fluctuante rot.aciona1 

definida por z,(t) = R ( t ) z ( t )  en (3.61), CIIYO efecto  es rotar las t,rayectorias del  sist,enm 
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alrededor del origen de coordenadas del espacio y de  manera  aleatoria.  En  particular 

esta  situación  ha sido mostrada con resultados de simulación numérica en las Figs. 3.3 

y 3.4, para los sistemas rotacionales de dos variables únicamente en el  régimen  lineal de 

(2.6) y (3.61), respectivamente. Observamos claramente que las trayectorias estocásticas 

de ambas  dinámicas  son líneas rectas con la única diferencia de que en l a  dinámica li- 

neal de (3.61), éstas líneas rectas están  rotadas  de  manera  aleatoria alrededor del  origen 

de coordenadas del plano (yl ,  y,), debido al efecto ro’tacional del ruido. Bajo éstas cir- 

cunstancias podemos entender ahora porqué el promedio de los tiempos de paso son  los 

mismos obtenidos en la descripción dinámica de (2.6). Una situación análoga ocurre en 

los sistemas tres variables de (2.6) y (3.61). En  este caso las  trayectorias estocásticas 

descritas por la  parte lineal de dichos  procesos,  son tarnbién líneas rectas que emergen  del 

origen de coordenadas en tres dimensiones. 

En presencia de fuerza externa,  la dinámica (4.2) es totalmente diferente a  la  de (2.65), 

ya que en este caso la fuerza externa Fe = R(t)F, de (4.2) es también  de  carácter  rota- 

cional al igual que la fuerza fluctuante z,. En  esta situación las  trayectorias estcásticas de 

proceso (4.2) no sólo están  rotadas alrededor del origen de coordenadas de manera aleato- 

ria, sino que  también pueden generar trayectorias rotacionales en  su evolución dinánica 

hasta alcanzar el  valor de referencia preestablecido o el estado estacionario correspondi- 

ente, debido también al carácter rotacional de Fe. 

R 

En el  caso particular de los sistemas de dos variables, las trayectorias estocásticas 

correspondientes al proceso lineal de (4.2) ya no son las líneas rectas como las que se 

muestran en la Fig. 3.3, sino trayectorias estocásticas las cuales, aparte de  rotar alrede- 

dor  del  origen de coordenadas aleatoriamente, emergen de dicho  origen de coordenadas 

formando “bucles” en su evolución dinámica hasta alcanzar el  valor de referencia R = 1.0, 

debido precisamente a los  efectos rotacionales de  la fuerza externa;  tal como se muestra 

en la Fig. 4.1. Esta descripción dinámica ha sido obtenida si la  amplitud  de la fuerza 

externa domina sobre la intesidad del ruido interno. 

En el  caso contrario, si la  amplitud  de  la fuerza e:xterna es igual a  la intensidad del 

ruido interno  y además consideramos la misma escala de tiempo de observación de la 

Fig. 4.1, podemos apreciar que los efectos rotacionales o “bllcles” de dichas trayectorias 

son  casi indistinguibles de  tal forma que éstas  aparentan ser vist,as práct,icament,e como 

líneas rectas, como se muestra en la Fig. 4.2. En este caso la dinámica lineal de (4.2) es 
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casi semejante a la dinámica lineal de (2.65) descrita  también por un conjunto  de líneas 

rectas.  Naturalmente  este efecto depende  de la escala de  tiempo de observación, ya que 

para tiempos no tan largos de observación  los  efectos rotacionales pueden ser importantes. 

La descripción teórica de los argumentos arriba mencionados, ha sido sustentada en 

los Caps. 3 y 4 de  la siguiente manera. 

En el Cap. 3 hemos estudiado la formulación matricial de la  teoría cuasi-determinista 

para  caracterizar la dinámica de sistemas inestables rotacionales (3.1) inducidas por ruido 

blanco y ruido de color gaussianos. Para el  caso de ruido blanco, se demuestra que el 

formalismo de TCD admite  una descripción general pa#ra cualquier número de variables 

físicas y muestra  también que las escalas de tiempo obtenidas en este esquema son las 

mismas, que las del Cap. 2 de  la formulación estándar.  En el  caso de ruido de color, esto 

no  es así, ya que  la descripción de  TCD requiere del número específico de variables para  su 

descripción; debido al  carácter  no markoviano del problema que se manifiesta en las Ecs. 

(3.36) y (3.37). Se muestra para los sistemas de dos y tres variables que los requerimientos 

de TCD  se  satisfwen a. primeF orden deb Aproximación en el tiempo de correlación r y en 

el límite de intensidad de ruido pequeño, de forma tal que los efectos del acoplamiento 

entre el parámetro  de rotación w y el tiempo  de correlación T pueden ser despreciados al 

inicio del proceso de decaimiento de dichos sistemas. I3ajo estas condiciones las escalas 

de  tiempo coinciden con las de  la formulación estándar. 

En el Cap.4, ha sido desarrrollado en el  espacio transformado de coordenadas y ,  el  for- 

malismo generalizado de  TCD  para caracterizar el  proceso de decaimiento de los sistemas 

(4.2) únicamente en el contexto de ruido blanco gaussiano. 

En el  caso de fuerza externa  constante y para los sistemas rotacionales de dos y tres 

variables, se verifica que las escalas de tiempo son prácticamente las mismas que fueron 

obtenidas  en  la formulación estándar del Cap. 2; excepto por  el parámetro ,O2 = a2q2 

que contiene el factor q2 = S, el cual solamente renormaliza la  amplitud  de la fuerza 

externa.  En el caso de  tres variables w2 = w: + w: + w,”. Si w = O obviamente las escalas 

de tiempo son exactamente las mismas. 

Los resultados de la simulación numérica obtenida para los sistemas rotacionales de 

dos variables, sugiere analizar los límites de validez de las escalas de tiempo en las dos 

regiones de aproximación del parámetro p2. Se demustra qne si la amplitud de la ftlerza 

externa  domina sobre la intensidad del ruido interno p2 > 1, entonces el  formalismo 
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generalizado de TCD no es apropiado  para caracterizar la dinámica de tales sistemas, 

como se puede observar en la Fig. 4.1. Sin embargo, si la  amplitud  de  la fuerza externa es 

débil tal que p2 5 1, entonces la descripción de  TCD es consistente con la caracterización 

de dichos sistemas  de acuerdo con la Fig. 4.2, lo cual era  de esperarse. La consistencia 

del formalismo en el  caso de  tres variables se muestra en la Fig. 4.8 

El formalismo desarrollado en el Cap. 4, ha sido aplicado al estudio de la dinámica 

transitoria  de los sistemas Láser, particularmente  en  la Sec. 4.3.2, hemos utilizado los 

tiempos de relajación no lineales para calcular el receptor de  salida del sistema Láser no 

lineal dada por la Ec. (4.47). Esta cantidad ha sido útil  para  detectar las señales ópticas 

débiles de  otro Lher incidente de  amplitud  constante. 

Por otro lado, si la fuerza externa es tal que fluctúa en el tiempo sólo a través de 

su fase, entonces de acuerdo con la Sec. 4.2.2, la de;scripción de TCD es apropiada si 

además de  la aproximación de fuerza débil tal que p2 5 1, pedimos que la intensidad de 

las fluctuaciones de fase sean muy pequeñas. La teoría es compatible con  el sistema Láser 

estudiado en la Sec. 4.3.3, cuyos resultados de los tiempos de paso coinciden  con  los de 

la Ref. [9]. 

Para finalizar nuestras conclusiones queremos hacer las siguientes observaciones que 

consideramos son necesarias e  importantes para aclar#ar algunos de los conceptos no  es- 

tudiados  en las Refs. [61,  36, 2, 91, y por  lo consiguiente nos motivó al desarrollo y 

restructuración de nuestro trabajo  de tesis. La detección de las señales ópticas débiles 

del sistema Láser (4.47) ha sido ya estudiado  en las Refs. [Sl ,  36, 21 por otros  autores,  a 

través  de los tiempos de paso y del formalismo estándar de TCD. Hemos mostrado que 

dicha ecuación es compatible con la Ec. (4.1) de  nuestra formulación teórica. Sin  embargo 

en ninguna de tales referencias antes mencionadas se hace mensión que el sistema Láser 

propuesto es un sistema rotacional y menos aún del porqué la formulación estándar  de 

TCD funciona en la descripción dinámica de dicho sistema. Tales cuestionamientos han 

sido aclarados en el desarrollo de  esta tesis. 

Por otro  lado, en 1993 J. Dellunde et .  al. [8] propusieron un método alternativo  para 

detectar señales ópticas cuyas magnitudes son  mayores que la intensidad del ruido interno 

a través  de los tiempos de paso, tomando en cuenta los efectos rotacionales del sist,ema 

Láser (4.47). El punto  importante que queremos resaltfar de dicho t,rabajo es que el marclo 

teórico propuesto no aclara con detalle lo siguiente. E h  dicho artíclllo se propone la E(.. 
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(4.47) la cual es compatible con la Ec. (4.1) en el  caso de dos variables (x1, x2). En 

este espacio las  trayectorias estocásticas de  la dinámica lineal de (4.47) son trayectorias 

espirales que emergen del origen de coordenadas del plano complejo (E,,  E2), véase la 

Fig. 3.1; pero no corresponden a  la trayectorias rotacionales en forma de “bucles” como 

se muestra  en dicha referencia y se muestra  en  la Fig. 4.1. ¿De dónde  y cómo surge esta 

trayectoria  dinámica? no fue explicado en ninguna parte  de dicho trabajo por los autores, 

aunque  la descripción teórica haya sido correcta. Ahora sabemos porqué dicha descripción 

es correcta pues la dinámica de Langevin en el  espacio x es totalmente equivalente a la 

dinámica de Langevin en el espacio de variables y. Esta nueva descripción dinámica que 

es  muy necesaria para poder explicar los puntos antes mencionados, no había sido tomada 

en cuenta en ninguna de las referencias arriba  citadas. 

Queremos concluir con las perspectivas de  nuetro trabajo con  lo siguiente: Reciente- 

mente  la caracterización dinámica de los sistemas inestables rotacionales (1.22) a través 

de  la distribución de los tiempos de paso, en la región de fuerza externa débil ,D2 5 1, 

ha sido estudiado  en la Ref. [30] para los sistema: de dos y  tres variables; mientras en 

la región de fuerza externa  fuerte p2 > 1, la caracterización dinámica ha sido estudiado 

en la Ref. [31] sólo para los sistemas de dos variables. Dichos estudios, aunque hayan 

sido realizados para los sistemas de dos y  tres variables, no fueron desarrollados en  el 

esquema actual  de  esta tesis, es decir, en el marco teórico de las propiedades generales 

de las matrices de rotación. Por lo que nuestro propólsito a  corto plazo será estudiar la 

caracterización de la dinámica de Langevin rotacional en el contexto teórico generalizado 

del presente tarabajo,  de manera que los sistemas rotacionales de dos y  tres variables 

serán sólo casos particulares. 

La descripción teórica en el  caso de tres variables puede aplicarse posiblemente al 

estudio de  la dinámica de partículas  cargadas inmersas; en un campo magnético externo, 

ya que en ciertas circunstancias, la  trayectoria dinámica de  una  partícula  cargada pllede 

describir un comportamiento similar a  la trayectoria dinámica que se muestra en la Fig. 

3.2. En este  sentido el estudio de la dinámica de plasmas puede ser un tema  de int,erés. 

Por otro  lado,  la dinámica de Langevin rotacional admite también una formlh,ción 

covariante del campo electromagnético, por lo que ambos esquemas, la física de plasmas 

y la  formulación covariante, serán nuestras perspectivas a f11t1lro. 
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APENDICE A 

Propiedades de la matriz 
antisimétrica W 

A . l  Demostración de e - ( t )  Wt - R 

Demostremos ahora que ewt es una  matriz  de rotación, que definimos  como R(t). La 

demostración que presentamos para R(t) no hubiera sido posible sin la  ayuda  de los 

resultados reportados en las Refs. [47, 481. 

Para  tal propósito partimos  de  la siguiente expresión 

j=l J: 

donde y n son el ángulo y el eje de rotación, respectivamente; E es la matriz  unidad. 

El desarrollo de  la serie de potencia se puede separar en potencias pares e impares de la 

matriz que son multiplos de dos matrices, tal que la ecuación anterior se puede escribir 

como 

Haciendo  el algebra  pertinente se demuestra que 

o bien 

R(t) = E +   COS(@^) - 11 [E - nnT] + sin(@t) n x . (A.4) 

Por lo tanto, la matriz  de rot,ación R(t) es igllal a 
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R(t) = nnT + cos(@t) [E - nnT] + sin(@t) n x , 

la cual se conoce  como la forma de Gibbs de  la  matriz  de  rotación. 

Retomando la expresión (A.4) para escribirla de  la siguiente manera 

N - C  
2 

R(t) = E + {[cos(@jt) - 11 Sj + sin(@jt) A j }  , ( A 4  

donde Sj = [E - nnT] es un proyector y Aj = nx es  reed y antisimétrica. Como  podemos 

observar la  sumatoria va desde J' = 1 hasta y siendo C el número de eigenvectores 

j=1 

reales linealmente independientes que corresponden al eigenvalor  cero. 

La matriz R(t) tiene la propiedad de ser una  matriz ortogonal, es  decir 

o términos de  sus componentes 

i 

La expresión (A.6) se puede factorizar en el producto abelian0 

N - C  
2 

R(t) = {E + [cos(@jt) - 11 Sj  -I- sin(@jt) Aj} . ('4.9) 

Los vectores propios de W son también vectores propios de R(t), con  valores  propios 
j=1 

correspondientes ei'jt. 

El producto  de R(t) con las parte real e imaginaria, de un vector propio nos da 

o bien 

(A.lO) 

(A. 11) 

Por lo tanto la matriz de rotación R(t) nos represerh Tin conjlmt,o de y rotaciows 

de ángulos @pj en los planos determinados por los dos rectores R, e I,. 
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A.2 Demostración  de Wx = w' x x 

En  este apéndice vamos a  mostrar que el producto Wr:, para el  caso de  tres dimensiones, 

siempre puede escribirse como  el producto vectorial de dos vectores; dicho en  otras pala- 

bras,  toda  matriz  antisimétrica en  el espacio de  tres dimensiones determina  un vector w' 

tal que el producto  matricial  de  la  matriz  antisimétrica es igual al producto vectorial del 

vector w', es decir Wx = w' x x, donde x representa el producto vectorial y w' es  el vector 

velocidad angular [48]. Si W es una  matriz  antisimétrica, entonces 

donde 

w = w ' x ,  

w x = w ' x x ,  

lo cual es  muy  fácil de verificar, como  se puede ver 

(A.12) 

(A.13) 

(A.  14) 

(A. 15) 

A.3 La matriz W para el caso  de tres variables 

En  este  apartado vamos a  mostrar cómo la  matriz antisimétrica W, para el  caso de tres 

variables, es muy similar a  la  matriz  antisimétrica de (dos variables. 

Explicítamente la  matriz W para el  caso de  tres variables, puede escribirse como 

o -w, w, 
w =  (f;, -rl) . (A.16) 

La similitud con  el  caso de dos variables se puede lograr mediante de  una transformación 

de coordenadas, a  través de una  matriz  de rot.ación T; la cual se obtiene de  la sigllicrlte 

forma: los vectores columna asociados con la mat,riz 7; serán dados por los eigenvec,torcs 
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asociados con la matriz W [48]. Los eigenvalores de  la :matriz W son: X, = O, X, = iw y 

X, = -iw donde w se define  como w2 w: + w," + wf. Sus correspondientes eigenvectores 

son respectivamente 

-w,w, - iww, 

2 '  (A. 17) 

donde el astérisco denota el  complejo conjugado. Como podemos ver un eigenvector es 

real, como consecuencia del eigenvalor X, = O; los otros dos son el  complejo conjugado 

uno del otro, debido que a sus eigenvalores que también son el  complejo conjugado uno 

del otro. 

Por lo tanto la  matriz de rotación T es igual a 

1 T =  
JW 

-wlwx -w, - 
W ,  d- 

w W 

la cual es también  una  matriz  antisimétrica similar al caso de dos variables. Con este 5 
resultado se simplifica  el problema de  tres variables al  caso de dos variables. 13 

" -  2.' 

.- 

.I." i'> 
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APENDICE B 

Fundamentos  de la dinámica 
rot  acional de Langevin 

B.1 Relaciones de Reciprocidad,  de  Onsager-Casimir 

La ecuación de Langevin rotacional propuesta en (3.1) tiene su origen en  las Ecuaciones de 

Moviento  Microscóspico (EMM) que son invariantes ante inversión y traslación temporal, 

como lo demostraron Onsager y Casimir. 

Onsager [41, 421 mostró que la invariancia ante  una inversión temporal  de las ecua- 

ciones  microscópicas de movimiento (clásica o cuántic,a) implica que la matriz L de los 

coeficientes de transporte no  es arbitraria, sino que es una  matriz simétrica. Posterior- 

mente Casimir [6] generalizó  los resultados de Onsager, de  ahí el nombre de Relaciones 

de Reciprocidad de Onsager-Casimir (RRO-C) [13]. Llos resultados que presentamos en 

este apéndice son una generalización de los de Onsager-Casimir y son tomados  de  la tesis 

Doct,oral del Dr. J.L. del Río Correa [7]. 

La demostración de las (RRO-C)  está  basada en las siguientes tres hipótesis a saber 

I) La hipótesis de regresión de fluctuaciones, la cual afirma que en un sistema añejado', 

las fluctuaciones se  comportan en promedio siguiendo :las leyes  fenomelógicas. 

11) Las relaciones constitutivas son lineales entre flujos y fuerzas termodinámicas. 

111) La función de distribución de las fluctuaciones alrededor del estado  de equilibrio 

es m a  gaussiana. 

Puesto que las RRO-C se obtienen en una escala de tiempo mesoscópica,  entonces 

'Un sistema  aiíejado  es  un  sistema  aislado que se ha  dejado  que  relaje al estado  de equilibrio  ter- 
mostático y los tiempos  en los cuales  se estará observando  a este  sistema son muy grandes  comparados 
con sus  tiempos de relajación  natural. 
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primero vamos a definir dicha escala, tal que 

r,,, << t << T,, 

donde rm representa el tiempo microcópico,  como  el tiempo de colisión; y T, es  el tiempo 

macroscópico,  como  el tiempo  de relajación. 

Con la ayuda de las hipótesis I) y 11) Onsager demostró que las variables de regresión2 

en una escala mesoscópica de tiempo son dadas por 

a(t; b) = b + t L @(b) , (B .4  

donde b representa al estado inicial de no equilibrio al tiempo t = O, L la matriz de 

coeficientes de  transporte y @(b) es la fuerza de Onsager. 

La tercera hipótesis consiste en 

siendo A una  constante  de normalización y c-l(O) denota  la  matriz de correlación al 

tiempo cero. Por lo que el vector @(b) está dado por 

@(b) = ~ " ( 0 )  b .  

Por lo tanto, la expresión (B.2) es igual a 

a(t; b) = b + t M b ,  (B.5) 

donde M = L c-l (O). Multiplicando esta expresión por b y tomando el promedio con la 

función de distribución de equilibrio, obtenemos que la función de correalción es 

Haciendo  uso de  la expresión (B.3) se demuestra que < bb >= c(O), entonces la 

ecuación anterior nos queda de la siguiente manera 

~ ( t )  = ~ ( 0 )  - t M ~ ( 0 ) .  (B.7) 

*A estas variables en la literatura se les conoce como Variablmes de Regresión de Onsager (VRO), las 
cuales  describen  en  promedio  la regresión del  sistema  al  estado  de equilibrio  cuando  el  sistema parte  de u 1 1  

estado inicial de no-equilibrio, al  cual  ha llegado espontáneamente por medio de  una  fluctuación natural. 
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Esta expresión se ha obtenido haciendo uso de las hipótesis de Onsager, por  lo que es una 

expresión semi-fenomenológica. Este  resultado  debe ser compatible con las ecuaciones 

microscópicas de movimiento, de manera  que  la  matriz de correlación (B.7) debe satisfacer 

las relaciones de  simetría  y  antisimetría,  que son una clonsecuencia de las invariancias de 

las ecuaciones de movimiento ante inversión y traslación temporal. 

Como consecuencia de  la invariancia de las ecuaciones de movimiento ante inversión 

temporal, implica que  la  matriz  de correlación satisface 

donde la  matriz A = XiSi,j y X i  = f l  según la paridad  de a(t; b). 
En  tanto que la invariancia de las EMM ante un corrimiento en el origen del tiempo, 

la  matriz de correlación satisface que 

c(t) = cy- t ) .  (B.9) 

El pedir que la matriz de correlación (B.7) satisfaga la relación de simetría (B.8) 
implica obtener la simetría de la  matriz de coeficiente;s de  transporte L, conocida en la 

literatura como las Relaciones de Reciprocidad de Onsager-Casimir. 

Sustituyendo  la Ec. (B.7) en la Ec. (B.8) se obtiene 

[. - t M] c(0) = A[cT(0)(U -- tMT)]A 

De la Ec. (B.8) para t = O se tiene que 

~ ( 0 )  = A ~ ~ ( 0 )  A ,  

(B.lO) 

( B . l l )  

con ayuda de  esta ecuación la expresión (B.lO) se  simplifica, tal que 

M ~ ( 0 )  = A ~ ~ ( 0 )  MT A .  (B. 12) 

Recordando que M L c"(O), obtenemos que la matriz de coeficientes de  transport(. 

posee la siguiente 

L = A L '  A .  (B. 13) 

Esta ecuación representa las llamadas Relaciones cle Reciprocidad de Onsager- 

Casimir. 
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De manera  que el teorema de Onsager asegura que la invariancia de las ecuaciones 

microscopicas  del movimiento ante inversión tempord,  se refleja Macroscopicamente 

en la  simetría de la  matriz de coeficientes de  transporte,  dada por la ecuación (B.13). 

Veamos que  pasa con la  simetría  de  la  matriz de los  coeficientes de  transporte  cuando 

la ecuación (B.7) satisface la propiedad (B.9), es  decir 

c(0) - t M c(0) = cT(0) + t (:.(O) MT . (B.14) 

De la misma Ec. (B.9) podemos ver que para t = O lal matriz c(0) es simétrica, entonces 

la ecuación anterior nos queda de  la siguiente forma 

- M c(0) = cT(0) , (B.15) 

y utilizando nuevamente la definición de  la  matriz M L c-l (O), se demuestra que 

L = - L ,  T 
(B. 16) 

donde L es una  matriz  antisimétrica que vamos llamarle W para  no confundirla con la 

matriz  simétrica  de Onsager. 

W = - W T .  (B.17) 

Por lo tanto podemos concluir que  cuando sólo s e  toma en cuenta  la invariancia de 

las EMM ante  una traslación  en el tiempo,  ésto se  ve  reflejado macroscópicamente en la 

matriz  de los coeficientes de transporte W que representa una matriz  antisimétrica. 
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APENDICE C 

Cálculo  Analítico de las series 
(2.84) y (2.92) 

C.1 Dos variables 

La serie de (2.82) dada por 
00 a2m 

puede reducirse a la expresión (2.84). Para ello partimos  de  la función Hipergeométrica 

degenerada definida como 
00 _ .  .,m 

donde am = y ym = % [14]. Si hacemos  que: CY = X + 1, y = 1 y z = P2; y 

usamos la definición r'(z) = I'(x)+(x), podemos mostrar que 

r(m+a) 
U f f )  

m+?) 

Por otro  lado, si usamos la siguiente identidad 

M(cY,  y; z )  = e' M(y - CY,  y; - z )  , 

podemos también verificar que se satisface la siguiente propiedad 

Con la identidad (C.2), se puede mostrar lo siguiente 
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y por tanto 

X=O m= 1 

De acuerdo a (C.3), (C.5) y (C.7) podemos concluir que 

que corresponde a  la serie de (2.84). En  este caso particular se puede mostrar que (C.8) 

es igual a 

donde E, (x) es la función exponencial integral [l]. 

C.2 Tres variables 

Finalmente para el  caso de  tres variables, se puede demostrar que la serie de (2.90) se 

reduce a  la de (2.92) siguiendo los mismos pasos algebraicos dados anteriormente. Para 

lograr esto  únicamente debemos cambiar los valores de los parámetros o y y, ya que z 

sigue siendo la misma expresión z = p2, entonces si a = X + 3 y y = i, se llega a 

que corresponde a  la serie de  (2.92). 
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