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El deber en la ciencia

La ciencia s6lo puede hacerse por amor, es decir, por verdadera pasion,
porque nace desde el fondo del ser hacerla, sin buscar mas que el beneficio
de alimentar el alma de uno mismo. No estoy de acuerdo en que deba ser
para beneficio de la humanidad, esa sélo seria una consecuencia pero no un
objetivo primero. No estoy de acuerdo en que la ciencia deba tener si
quiera deber alguno. El conocimiento es valioso por el simple hecho de ser
conocimiento aunque no le sirva a la humanidad. De no ser asi se crearia
un conocimiento capitalista, o sea, valioso porque puede producir algo y la
busqueda de un conocimineto asi no haria més que alejarnos de lo cierto y
verdadero pues el universo no existe para que el hombre pueda producir.
En otras palabras, la ciencia sélo busca entender al universo, busca qué es
cierto y verdadero acerca de él. Pero para ello debe saber qué es algo cierto
y verdadero y qué hace algo cierto y verdadero a algo cierto y verdadero y
esta busqueda sélo puede hacerse amando el camino que se lleva para
encontrarla pues si no se ama el camino, uno podria desviarse del sendero
ya que uno podria dejarse influenciar por objetivos diferentes a la
busqueda de lo cierto y verdadero; lo que nos lleva al principio, el objetivo
de la ciencia no puede ser otro que el de alimentar el alma de uno mismo,
es decir, el deber de la ciencia es con uno mismo pero el deber con uno
mismo sélo es establecido por uno mismo ignorando cualquier razén o regla
externa, uno no puede restringir con prejuicios lo que el alma necesita pues
las pasiones del alma vienen desde lo méas profundo del ser. Decir que la
ciencia tiene un deber es restringirla pues la ciencia necesita ser un camino
libre para poder abarcar las infinitas posibilidades donde pudiera
encontrarse lo cierto y verdadero.
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Capitulo

Introduccion

1.1. El transporte de masa y su importancia en
la naturaleza, la ciencia y la tecnologia

Existe una gran variedad de fenémenos en los cuales el transporte de masa
juega un papel fundamental para entender o manipular dichos fenémenos y
sin duda alguna, un efectivo control de masa y de transporte de carga
requiere de un profundo conocimineto del fenémeno de transporte de masa
[10]. Un entendimiento detallado del movimiento de particulas a través de
geometrias confinadas permitiria un mejor disefio y optimizacién de
sistemas como: materiales nanoporosos, zeolitas asi como una visién mas

amplia de las células bioldgicas, canales iénicos y bombas iénicas[9].

Zeolitas

Las zeolitas son cristales so6lidos nanoporosos con estructuras bien
definidas. Normalmente se presentan como minerales y pueden sintetizarse
artificialmente para usos especificos. Contienen en su interior cavidades
que en conjunto forman canales. Estos canales facilitan el movimiento de
iones y moléculas hacia dentro y hacia afuera de la estructura ya que
pueden funcionar como filtros para particulas de tamanos mayores que el

ancho de los canales. Por estas caracteristicas, pueden mejorar la eficiencia
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de los procesos cataliticos ademas de que pueden ser usadas para separar

particulas basados en el tamano, forma y polaridad[10, 9]. Ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Estructura de una zeolita. Figura extraida del sitio electrénico
http://bibliotecadigital.ilce.edu.mx/sites/ciencia/volumenl/ciencia2/55 /imgs
/f11p29.gif. Dentro de la estructura de la zeolita se forman canales dentro
de los cuales las particulas pueden difundir.

Nanoporos

Los nanoporos son estructuras altamente confinadas con pequenas
aberturas. La forma de estas estructuras juega un papel importante en el
comportamiento del flujo de iones que corren en su interior. En algunas
situaciones actian como puertas que regulan el transporte de iones o
moléculas. Los nanoporos se encuentran en la naturaleza y pueden ser
fabricados artificialmente[10].

Los nanoporos naturales regulan el transporte iénico en las células en
presencia de gradientes electroquimicos.

Nanoporos artificiales se usan hoy en dia para caracterizar el

comportamiento de moléculas como ADN, ARN ademaés de especies i6nicas
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como KT, Na* y CI~[10].

Figura 1.2: caricatura donde se ilustra como pasan las
particulas a través de la célula por medio de los ca-
nales idénicos. illustracion tomada del sitio electrénico
http://medicina.med.up.pt/bem/trabalhos/2005/0 %20Meu %20Gene %20
Favorito/images/CFTR~model.gif.

Una caracteristica comin a todos estos sistemas es que el volumen al que
puede acceder la particula difusiva esta restringido por barreras u
obstactlos los cuales inducen a las particulas a dirigirse a ciertas regiones.
Debido a la utilidad y aplicabilidad de estos sistemas, se ha vuelto una
necesidad tener un profundo conocimineto de las caracteristicas del

transporte.
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Figura 1.3: Figura tomada del sitio electrénico
http://www.urgente24.com/200619-nanotecnologia-contra-el-
calentamiento-global.

1.2. Mecanismos de transporte de masa

El transporte de masa se lleva a cabo a través de ciertos mecanismos en los
cuales influyen el medio, las caracteristicas de las particulas difusivas
mismas asi como la existencia de agentes externos. Los mecanismos que

rigen el transporte de materia son:
Difusién

En fisica e ingenieria se le considera difusién cuando existe un gradiente de
concentracién o de temperatura entre dos especies distintas de sustancias
las cuales tienden a homogeneizarse en el medio a causa de ello. Se
considera la primera ley de Fick una expresion unicamente fenomenoldgica.
En Fisica consideraremos a la difusién como el mecanismo en el cual se
dispersa la materia debido a los impactos aleatorios que los dtomos del
medio ejercen sobre la particula[15]. Esta idea de la difusién surge a partir
de la conexién que se encontré existe con el movimiento browniano.

El movimiento Browniano fue descrito de manera meticulosa en 1828 por

Robert Brown|[2, 3]. Este observé que un grano de polen al ser dejado en
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agua, se movia al azar en todas direcciones sin tener ninguna preferencia
en la direccién a la cual hacerlo en un movimiento incesante. Brown no
pudo encontrar qué era lo que causaba este fenémeno. No fue sino hasta
principios del siglo X X que se establecieron las causas del movimiento
browniano. Uno de los artifices fue Marian Von Smoluchowski que
mediante teoria cinética explicd que la particula browniana experimenta
aproximadamente 10?° colisiones por segundo con las particulas que
conforman el medio en el que estd sumergida; cada golpe contribuye al
desplazamiento de la particula browniana y dicho desplazamiento va en
proporcién a la velocidad que tengan las particulas del fluido. Debido a
que dicha velocidad no es tinica segun lo establece la distribucién de
velocidades de Maxwell, no es un sélo choque neto el que siente la
particula en toda su superficie sino una infinidad de ellos los que causan su
particular movimiento[14].

Otro de los pioneros fue Albert Einstein quien describié el movimiento
browniano a partir de una idea muy simple: a través de la probabilidad de
encontrar a la particula en un cierto lugar a un cierto tiempo, Einstein
pudo deducir la ecuacién de difusién y con esto se unian dos fenémenos
que hasta entonces se consideraban ajenos entre si, el movimiento

browniano y la difusién. Uno de los resultados mas sobresalientes que

arrojaron las ideas de Einstein [14], es la ecuacién
(d*) = 2Dyt (1.1)

dicha expresién establece que lo importante en el movimiento browniano
no es el promedio del desplazamiento (d) sino el promedio del cuadrado del
desplazamiento (d?) pues este es lineal en el tiempo.

El movimiento browniano fue caracterizado primeramente con particulas
que se movian libremente, es decir, que no experimentaban ninguna
restriccién en su movimiento. Cuando la particula browniana se ve sujeta
confinamiento, su dispersién en el medio se vera controlada por la
geometria del mismo con lo cual la difusién puede desviarse

significativamente del caso de la particula libre ya que los recipientes que
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contienen a las particulas afectan la dindmica del movimiento browniano
debido a que la forma del recipiete que crea el confinamiento y en
particular la forma de dicho recipiente en la direccién del movimiento de
las particulas, implica el nimero de estados accesibles a las

particulas[9, 10], un efecto conocido como barrera entrépica.

Adveccién

Es la manera que se transporta la materia debido a potenciales que causan
un movimiento macroscopico en el fluido. Debido a la naturaleza del
movimiento del fluido, su descripcion puede llevarse a cabo con ayuda de la
hidrodindmica mediante las ecuaciones de Navier-Stokes para el caso
estacionario .

{ 0= V*pi—i— V*v*

V*.v*=0

donde el asterisco () representa variables adimensionales ademés de que
estas ecuaciones se aplican bajo la hipdtesis de que el niimero de Reynolds
_ pul
o

con p la densidad de particulas, v la velocidad promedio de las particulas, [

Re

la longitud caracteristica del sistema y u la viscosidad, es mucho menosr
que uno; lo cual sucede para particulas dispersadas muy pequenas,
velocidades del fluido bajas o un medio muy viscoso. Si R, << 1, entonces

la difusién determina el transporte de masa.

1.3. Ecuacidon de difusion

El estudio de la difusion se remonta al siglo XVI con pensadores que
aportaron al avance en su entendimiento como Johann Dobereiner[24, 25],
Thomas Graham[20, 21, 23] y Adolf Eugen Fick[26]. Este tltimo
postuld que el flujo de particulas es directamente proporcional a las
diferencias de las concentraciones C(z,t). Matematicamente se escribe
oc

J=-D
0o

(1.2)
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que se conoce como primera ley de Fick.
Fick tomé la ecuacion de la conduccién del calor encontrada por Fourier y
la puso en términos del problema que le interesaba entender, esto es, la
manera en que se dispersan las particulas en un medio. esto puede
explicarse uniendo la primera ley de Fick con la ecuacién de conservacién
de masa, ec. (A.7) en la pdgina 71 en el apéndice A
oC 0*C
Earr

llamada segunda ley de Fick o ecuacion de difusion. En general para 3

(1.3)

dimensiones se puede escribir.

ac o,

La ecuacion de difusién rige la dindmica con la que las particulas se
dispersan en el fluido debido al simple hecho de estar inmersas en él, esto
es, cuando no hay ningin campo externo aplicado en la particula. Si uno
resolviera esta ecuacion dadas las condiciones de frontera e iniciales, podria
conocer la concentracién en cada punto a cualquier tiempo o en su defecto,
la probabilidad de encontrar a la particula en una cierta posicién a un

cierto tiempo.

1.4. Movimiento de una particula browniana
como un problema de probabilidades

En esta seccién abordaremos el estudio del movimiento browniano de una
particula que se mueve en dos posibles sentidos. esencialmente seguimos el
procedimiento descrito en las referencias[11]. Consideremos la particula
inmersa en un medio unidimensional como en la Figura 1.4. A cada paso,
la particula se mueve una unidad de distancia. La probabilidad P, (j) de
que la particula esté en la posicién j al paso n vienen dada por la suma de
las probabilidad de que esté en la posicién j — 1 al n — 1-ésimo paso y
brinque, en este caso, una unidad en la direccién creciente de x, y la

probabilidad de que esté en la posicién j + 1 al n — 1-ésimo paso y brinque
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Probabilidad
de salto

J-1 ."3 *’\'?: @

Figura 1.4: Esquema de la particula browniana en el plano j vs. n. La
particula se encuentra en la posicién j + 1 luego de n pasos y brincara en la
direccién decreciente en 7, una unidad, en el paso n+1 con una probabilidad
de salto a.

una unidad en la direccién decreciente de j. Supongamos que A; es el
conjunto de eventos que la particula esté en la posiciéon j — 1 al n — 1-ésimo
paso, que As el conjunto de eventos que la particula esté en la posicién
j+ 1 al n — 1-ésimo paso y que B es el evento ”brincar en la direccién de j

positiva o negativa”. Esto nos permite escribir

Po(j) = P(A1 N B) + P(Ay N B) (1.5)

pero como los eventos A; y B son eventos independientes,
P(A;NB) = P(A;)P(B). Con esto

Pn(j) = P(A1)P(B) + P(A2) P(B) (1.6)

Ahora definamos que P(B) = p, con ello tenemos

Po(j) =pPp-1(j — 1) + pPoa(j + 1) (1.7)
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Como la probabilidad p de ir a la derecha o a la izquierda es la misma,
p = 1/2. Por ello

Pal) = 3Paci(G = 1)+ 3Pt (G+1) (1.8

Ahora, en lugar de que la particula esté en una recta donde sélo puede dar
saltos discretos, supongamos que se encuentra en una recta continua. Es
decir, en lugar de que la particula esté en la posicién j de la recta discreta,
luego de dar n pasos, estara en la posicién de la recta continua z al haber
transcurrido un tiempo ¢. Consideraremos entonces que n — 1 — ¢,
n—t+At, j—>xyj+t1l— x+ Az. Habiendo establecido esto, la

ecuacién (1.8) se reescribe como

Pla,t+ At) = = [P(x — Az, t) + P(z + Az, t)] (1.9)

1
2
Haciendo un desarrollo en serie de Taylor para la funciéon de probabilidad

alrededor de t para la parte izquierda de la ecuacién (1.9) y para la parte

derecha de la misma ecuacién, alrededor de x. Con esto, la ecuacién (1.9)

queda
OP(x,t) 1 OP(z,t) (Ax)?0%P(x,t)
P(z,t) + 5 At = 5 P(z,t) — Ax e + 5 92
OP(x,t) (Ax)20?P(x,t)
+ Pz, t)+Ax pe + 5 52 1.10)

Nétese que el término P(z,t) se elimina de la ecuacién (1.10) asi como los
términos lineales en Ax ya que son de signos opuestos. Por lo anterior la

ecuacién (1.10) queda

OP(z,t)  (Ax)? 0?P(x,t)
ot 2At 0a? (1-11)

Al hacer la hipdtesis de que estamos en el continuo, los términos Ax y At

tienden a cero por lo que debemos pedir que el término

(Az)?
2At

— Dy (1.12)
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siendo Dy una constante. Con esto finalmente obtenemos

OP(z,t) 0?P(x,t)

= Dyg———> 1.13

ot 07 922 (1.13)
que es la ecuacién de difusion si la multiplicamos de ambos lados por el

numero de particulas N entre el volumen V ya que

_ NP(x,t)
c(z,t) = v
es decir,
dc(x,t) D 0%c(z,t)
ot 0 a2

El procedimiento anterior se hizo suponiendo que la particula podia llegar
a la posicion j proveniente inicamente de los puntos a una distancia £ = 1,
es decir, de los puntos j — 1 y j + 1. Ahora supongamos que la particula
llega al punto j proveniente de cualquier punto, esto es, ¢ arbitraria[22, 11].
En este contexto, la ec. (1.7) en vez de ser una suma sobre las dos dnicas
posiciones de donde proviene la particula, j — 1y 7+ 1, se convertird en
una integral sobre todo el espacio

o0

Pla,t + At) = / p(O)P(x — €,1)de (1.14)

—00

donde p ya no es una constante, depende de la distancia £.
Haciendo un desarrollo en serie de Taylor de las funciones P(x,t + At) y

P(x — ¢,t) alrededor de t y x respectivamente, se obtiene

T 0 T 292P(x
Pty + 2P0 :/_ p(0) [P(:v,t) Y i LAl gij)] o
(1.15)

donde la serie de Taylor fue considerada hasta primer grado en ¢ y segundo

en z. Reescribiendo la expresién (1.15)

P(m,t)+an§’t)At - P, t)/oo poyae — 22L& / oo

2
;8th / 2p( (1.16)



1.5 Introduccién al MFPT 11

Noétese que

/Oo p(0)dl = 1 (1.17)

(?) = / Cp(0)de (1.18)
y si p(£) es simétrico
/ tp(0)de = 0 (1.19)
Con esto, para el caso particular en que p(f) es simétrico se tiene

OP(z,t) (%) 9?P(x,1)

= 1.20
ot 20t Oz ( )
que haciendo
()
AL — Dy (1.21)
junto con
NP(z,t)
t pu—
C(l’, ) V Y

obtenemos la ecuacion de difusién

Oc(x,t) D 0%c(z,t)

ot 0 a2
1.5. Introduccién al tiempo medio de primer
arribo (MFPT)

El tiempo medio de primer arribo o mean first-passage time (MFPT por
sus siglas en inglés) es el tiempo promedio de que una particula difusiva o
un caminante al azar alcance por vez primera un sitio especifico[22]. Un
problema caracteristico del MEPT es el narrow escape time (NET por sus
siglas en inglés). El problema de la difusién en el problema del NET se
remonta a Lord Rayleigh y ha tomado cierta relevancia debido a sus
aplicaciones en la biologia. El problema clasico del NET suele representarse
como la difusiéon de una particula browniana dentro de un recipiente en el

cual hay un pequeiio orificio por donde la particula puede escapar. Las
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espinas dentriticas pueden modelarse como un delgado cuello cilindrico
conectado a un recipiente lo cual nos lleva al problema del NET[18].

La pequena ventana por donde salen las particulas en el problema del NET
puede representar un pequenio blanco u objetivo donde llegan las particulas
en una membrana celular tal como canales protéicos, los cuales son blancos
para iones; un tubo delgado en una espina neuronal, la cual es blanco de
iones de calcio; el movimiento difusivo de un receptor sobre una membrana,
sindptica.

El papel fisiolégico de la cavidad normalmente funge como regulador del
flujo. El NET depende fuertemente de las propiedades geométricas de la
ventana de salida por lo que su calculo requiere de diferentes

aproximaciones analiticas [18].

1.6. Estructura de este documento

Esta tesis estd dividida en tres partes. El capitulo 1 se hizo una breve
introduccién a los mecanismos de transporte de masa, se introduce de
manera breve la ecuacion de difusién y la deduccion de esta a través del
concepto probabilidad. El Capitulo 2 tiene la finalidad de introducir al
lector a los fundamentos y herramientas del que se hace uso para abordar la
difusion en los sistemas confinados. Se definen conceptos reelevantes como
el de tiempo medio de primer arribo, barreras entrdpicas, se discute la
reduccién a una dimensién de la ecuacién de difusién en tres dimensiones,
se introducen los coeficientes de difusién efectiva y se deduce el teorema de
Lifson-Jackson. Ademads se expone un ejemplo concreto de cémo unir todo
lo anterior para atacar el problema de la difusién en un canal esférico y un
canal periédico de eslabén esferico y con ello poder determinar el rango de
validez de los coeficientes de difusion efectiva propuestos en la literatura.
En el capitulo 3 se presenta el rango de validez de los coeficientes de
difusién efectiva para el caso de un canal biconico y un canal elipsoidal.
Mediante simulaciones numéricas se hard la validacién de dichos

coeficientes de difusién.
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De la misma manera, se hara una validacion de los coeficientes de difusién
efectiva para el caso del canal peridédico de eslabdn elipsoidal calculando el
tiempo medio de primer arribo e introduciendo en la expresién analitica las
expresiones de los coeficientes de difusién efectiva respectivos y se hard una
comparacién de los tiempos medios de primer arribo encontrados
analiticamente y los encontrados por simulaciones numéricas
computacionales.

Cabe resaltar que lo que se presenta en el capitulo 3 son resultados
originales. Se ha publicado un articulo acerca del contenido en la seccién
3.1 referente al tiempo medio de escape en un canal bicénico[19]. Los
resultados de las secciones 3.2 y 3.4 nunca han sido reportados en la

literatura.



Capitulo

Fundamentos y métodos

2.1. Difusion en sistemas confinados

Luego del establecimiento de la relacién entre difusién y movimiento
browniano, las leyes de Fick fueron puestas a prueba en contextos mas
diversos y aunque la ecuacién de difusiéon describe correctamente el
fenémeno, es véalida para el caso en el que no hay potenciales externos ni
ninguna clase de constricciéon en su movimiento y cuando sucede asi,
requiere de ciertos términos de correccién. Fick encontré ademds la
expresion que describe la difusiéon cuando el sistema esta confinado y el

drea transversal através de la cual difunden las particulas varfa [§]

dc(x, 1) . (a%(:vat) 1dA ac(g;,t)) (2.1)

ot Ox? Adx Oz
donde A es el drea de la seccién transversal que atraviesan las particulas al
difundir. Como puede verse, la ecuacién (2.1) tiene términos de derivadas
parciales. Situacién similar se encuentra en el caso de algin potencial
externo que actie sobre la particula browniana (Apendice A).
La ecuacion de difusion al estar escrita en términos de ecuaciones en
derivadas parciales, las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel
fundamental en la solucién por lo que la difusién al ser confinada acarrea

gran dificultad debido a que a veces las fronteras del sistema que definen la
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regién donde se lleva a cabo la difusion son complicadas, lo que implica que
las expresiones matematicas se vuelven complejas de resolver llegando en
muchos casos a ser imposible encontrar dicha solucién[8]. Como alternativa
se han atacado los problemas no tradicionales mediante métodos numéricos
dejando un poco de lado la busqueda de soluciones analiticas. Sin embargo,
debido a la importancia de encontrar soluciones analiticas, se han hecho
esfuerzos para poder elucidar cosas en este sentido. Una de las lineas de
investigacion mas fuertes es tratar de encontrar una ecuacién que describa

el problema original y que dependa de variables unidimensionales.

2.2. Ecuacién de difusion y reduccion a una
dimension

Como ya se ha mencionado, debido a la dificultad para obtener soluciones
analiticas a la ecuacion de difusién, se han buscado métodos alternativos,
en particular, métodos que arrojen resultados analiticos para dar un mejor
entendimiento de la difusién. Una de estas lineas de investigacién consiste
en reducir mediante proyecciones unidimensionales de la densidad de
particulas la dimension de la ecuacién de difusion.

El primero en hacer esto fue Merkel H. Jacobs[27]. Este atacé el problema

suponiendo que habfa simetria cilindrica alrededor de uno de los ejes,

digamos z. El radio 7(x) del drea de la seccién transversal A(x) = 7r(z)?
es dependiente de la posicién. Ademds se establece una nueva funcién
c(x,t) :/ C(z,y,z,t)dS (2.2)
A(x)

que es la concentracion lineal, es decir, ¢(z,t)dx es el nimero de particulas
en la regién entre x y = + dx.

La integral se efectiia sobre toda el area A transversal al eje . Al suponer
que la concentracién es homogénea en el plano transversal, se puede
escribir C(z,y, z,t) = c(z,t)/A(z). Sustituyendo esto en la primera ley de

Fick la cual establece que el flujo es proporcional al cambio en la



2.2 Ecuacién de difusién y reducciéon a una dimensién 16

concentraciéon de C(z,y, z,t)

0 c(z,t)
t) = —Dy— 2.
(@) 09 A(x) (23)
Por definicién de flujo de corriente
Low = —DoA(z) 2 €20 (2.4)

Oz A(x)
Ient es la corriente que entra a la region infinitesimal en el punto (z,t). La
corriente que sale de dicha regién infinitesimal en el punto z 4 dx viene
dada por la expansion en serie de Taylor de la corriente alrededor del

punto de entrada

0 c(x,t) 0 0 c(z,t)
9z A o0 ar A

Nos quedaremos sélo hasta primer orden en las derivadas. Igualando el

Iw = —Dy [A(x) dx + ] (2.5)

término I.,+ — I, al cambio en el tiempo del niimero de particulas en la

regién diferencial obtenemos !

0 0 0 c(z,t)
5@ 1) = Do [A(a:)ax A(w)} (2.6)

que se conoce como Fcuacion de Fick-Jacobs.

A pesar de que la ecuacion de Fick-Jacobs era relativamente menos
complicada de resolver que la ec. 1.4, sus predicciones no eran precisas por
lo que se buscé la forma de modificarla con el objetivo de que sus
resultados reprodujeran de manera més fiel lo que en los experimentos se
encontraba.

El primero en hacer esto fue Robert Zwanzig quien postuld que todas las
correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs podrian agruparse en un
coeficiente de difusion dependiente de la posicion, lo que matematicamente

se expresa
0 0 0 c(x,t
ac(w,t) = %D(w)A(ac)% A

A esta ecuacién se le suele llamar ecuacion de Fick-Jacobs

~—

(2.7)

generalizada|6, 8.

1%6(1‘, t)dx = Ient — Lsal

donde ¢(z, t)dx es el ntimero de particulas en el drea transversal
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2.3. Barreras entrépicas

J é
@ % 3
U
(b) j KJ\J\ L x
L
\y >

§

© A A AN

-L 0 +L
U
(d) M j K X

Figura 2.1: El potencial entrépico U(z) como funcién de la posicién z. Los
paneles (a) y (¢) muestran esquemas de canales con aberturas de interconec-
cién progresivamente menores; mientras que los paneles (b) y (d) representan
los potenciales entrépicos correspondientes. Dada la periodicidad del canal,
cualquier punto en el interior de éste puede ser considerado el punto de ini-
cio de una caminata browniana. L es la longitud de una celda o eslabdn del
canal periddico.

Los sistemas confinados al restringir el volumen accesible a las particulas
difusivas afectan la entropia del sistema ya que alteran los estados
accesibles para las particulas. Por lo anterior, dicho confinamiento
controlara la direcciéon de movimiento de las particulas brownianas
promoviendo la transferencia de masa y energia a ciertas regiones[9, 14]. A
estas fuerzas (o potenciales) de transporte se les llama barreras entrdopicas
[16]. Algunos ejemplos de barreras entrépicas se muestran en la Figura 2.1.
El potencial entrépico es un concepto introducido por Zwanzig el cual

asocia la forma del canal a un potencial fisico que depende del drea
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transversal A(x) del canal en cuestion.
Tomemos la ecuacién de Smoluchowki (ver apéndice A), la cual al
resolverla, expresa la concentracién lineal por unidad de longitud de una

particula difusiva bajo la acciéon de un campo externo.

0 0 0
el -2 —BU(z) “_pU(x)
atc(:z,t) amD(m)e 5 c(z,t) (2.8)

Comparémosla con la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada, ecuacién (2.2).
Lo que nos dice que
Az) = ae U@ (2.9)

donde « es una constante unitaria con unidades de area. El término «
puede considerarse que estd implicito en la expresién (2.8) y es necesario
para compaginar las unidades entre ambos lados de la ec. (2.9). Por lo
anterior, podemos considerar que el potencial U(x) estd directamente

relacionado con la forma de la region de confinamiento

Ulz) = —; In [A((f)] (2.10)

con B = (kgT)™!, ks la constante de boltzmann y 7' la temperatura
absoluta.

Debido a que lo que podemos medir son diferencias de potencial, hagamos

U() — Ulay) = _; In [Aff)] + ;m [A(j)] (2.11)

tomemos el sistema que cumpla U(z;) = 0 con lo que podremos escribir

Ulz) = —; In [j((;))} (2.12)

que expresa la forma y dependencia del potencial entrépico U(x). Se le da

el nombre de potencial entrépico en analogia a la expresion de la mecénica
estadistica que relaciona a la entropia S con el nimero de estados
accesibles W.

S=kglnW (2.13)
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2.4. Coeficientes de difusién

Como ya se planted, las modificaciones necesarias a la ecuacién de
Fick-Jacobs pueden ser puestas en términos de un coeficiente de difusién
dependiente de la posicién D(zx). Tras esto, Zwanzig propuso algunos
coeficientes de difusion. Ademads de Zwanzig, también gente como Reguera
y Rubi o Kalinay y Percus propusieron sus propios coeficientes de difusion
debido a que se encontrd que los coeficientes propuestos por Zwanzig no se
ajustaban debidamente a los resultados obtenidos mediante simulaciones
numéricas [8, 28, 29, 30].

e Los coeficientes de difusién encontrados por Zwanzig tras imponer

correcciones por la curvatura del canal son

En 2 dimensiones[28§]

Dy

DZu(z) = ———— (2.14)
eff 1+ %w’(x)z
donde 2w(x) es el ancho del canal.
En 3 dimensiones[28§]
Dy
DZ(z) = —F——— 2.15
donde r(x) es el radio del drea transversal del tubo.
e Los coeficientes propuestos por Reguera y Rubi son
en 2 dimensiones[29]
Dg
DI () = - (2.16)
3
[1+ ()]
En 3 dimensiones|29]
Dy
DR a) = 20 (2.17)

1+7(x)?
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eLos coeficientes encontrados por Kalinay y Percus mediante un método

de proyeccién son

en 2 dimensiones[30]

2D 1
DER(z) = W:E) arctan [2w/(x)] (2.18)
En 3 dimensiones[30]
Dy
DEE(z) = ——— 2.19
e = (2.19)

Cabe resaltar que los coeficientes de Kalinay y Percus se obtienen
mediante un método matematico que tenia como objetivo el recuperar los
coeficientes de Reguera y Rubi.

Los coeficientes de Kalinay y Percus asi como los de Reguera y Rubi son
los que mejor encajan con los resultados de las simulaciones numéricas
para geometrias simétricas. Sin embargo, los coeficientes méas apropiados
para geometrias asimétricas han sido obtenidos més recientemente

siguiendo el método que Kalinay y Percus usaron [8].

2.5. Tiempo medio de primer arribo (MFPT):
Ecuaciéon de Szabo-Zwanzig

El tiempo medio de primer arribo, como se vié en la seccién 1.5, es el
tiempo promedio de que una particula difusiva o un caminante al azar
alcance por vez primera un sitio especifico. Para encontrar la expresién del
tiempo medio de primer arribo 7 establezcamos el contexto.

Sea la probabilidad de que una particula se encuentre en la posicién x al
tiempo t cuando inicialmente se encontraba en la posicion xy. Denotemosla
como p(x,t|xg). Por otro lado, la probabilidad S(t|z¢) de que la particula

se encuentre dentro de la regién al tiempo ¢ se denotara por

L
S(t]xo):/o p(z, t|zo)dz (2.20)
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Ademés, definamos la densidad de probabilidad s(t|zg) de que la particula
llegue por primera vez a cierta regién, en nuestro caso, la regién seria la
pared absorbente. La relacién entre S(t|xg) y s(t|zo) viene dada por la
expresion

S(t|xo) = /tOO s(7|xo)dr (2.21)

cuya expresion puede interpretarse como que la probabilidad S(t|zg) de
que la particula esté en el canal deba ser igual a la suma de las
probabilidades s(t|xg)dt de que la particula llegue por primera vez a una
regién fuera del canal a tiempos T tales que T > t.

Tomemos la expresion 2.21 y derivemosla de ambos lados con respecto a t

y usando la regla de Leibniz?, obtenemos la relacién®
ds(t
- izt’%) = s(t|xo) (2.25)

Ahora definamos el tiempo medio de primer arribo

T = (t(x0)) = /000 ts(t|xo)dt = — /Oootds(;?o)dt (2.26)

Integrando por partes y considerando que la funcién S(t|xg) tiende a cero

en el limite cuando el tiempo tiende a infinito, se obtiene

S / S (o)t (2.27)
0

2Regla de Leibniz

d [*@ _ dv du V@) §f(x,t)
i | f@i= s~ e g [ R e

3Tomemos la expresién 2.21 y derivemos con respecto a t ambos lados de la ecuacién

AS(tlwo)  d [

a d), s(T|xo)dr (2.23)
Usando la regla de Leibniz
dS(t|zo) , da dt /°° 9s(T|xo)
_ da o — o) & gsrlzo) 2.24
o Jim. s(7|zo) p s(rT t|xo)dt + t 5t dr (2.24)

con a = cte. Como el limite superior es constante, el primer término del lado derecho de
la ecuacién 2.24 es cero. Ademsds, en el tercer término de lado derecho, el argumento de
la integral también es cero. Con esto se obtiene la expresién 2.25
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Por otro lado, tomemos la ecuacién (A.23), que es la ecuacién de

Smoluchouski Ol t]0)
T, t|x
T = L@l tlro) (2:28)
Permutemos = y xg
op(xo, t|x
PN _ L a)p(a, ) (2.29)
Utilizando la condicién de balance detallado, ecuacién (C.18)
pla, t)zg)ePUE) = pag, t]a)e PV (2.30)
obtenemos
op(x,t|x . _BU(x
PO _ 50600 )=, o) = £ (wolp(a tro) (231

Integremos la expresion anterior en el intevalo 0 < x < L

/ Oplx t]a:o / LI (x0)p(x, t|xo)da (2.32)
0

reescribiendo
B L L
/ p(z, tlxg)dr = ET(:UO)/ p(z, tlxo)dz (2.33)
por la definicién (2.20), podemos escribir
0
gzs(ﬂwo)zzﬁTCmDSKﬂxo) (2.34)

Integrando en 0 <t < 00

/ S(tlzo)dt = £ (g / S(t|zo)dt (2.35)

El lado izquierdo de la ecuacién anterior es la diferencia de la funcién
S(t|zo) evaluada en los puntos 0 e oo lo cual da 0 y 1 respectivamente®.

Ademés apliquemos la definicién de 7, ec. (2.27) y obtenemos

—1=L(zo)7 (2.36)

/ S(two)dt = S(o0]z0) — S(0]z0) = —1

donde S(oco|zo) = 0 ya que se pide que la particula eventualmente debe salir del canal en
un tiempo finito.
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que finalmente se puede reecribir como
DU L U 9T _ (2.37)
d.l‘() dl’o ’
generalizando este resultado
d dr
BU(xo) = ,—=BU(z0) ) R 2.38
e e T = .
- (@0) - (239)
que es la ecuacion de Szabo-Zwanzig para los tiempos medios de primer
arribo y serd resuelta para calcular los tiempos de primer arribo en tubos

de distintas geometrias[16, 17].

2.6. Teorema de Lifson y Jackson

El teorema de Lifson-Jackson establece la difusién efectiva Dy, para
canales periddicos, es decir, para canales con infinitos eslabones de
cualquier geometria conectados entre si[4, 5, 7]. En canales reales, sirve
para hacer una buena estimacion del comportamiento de la difusién
efectiva en canales periddicos “muy largos”, es decir, en donde el ancho del
canal sea pequeno comparado con su longitud, también llamados canales
corrugados. En este trabajo deduciremos este teorema de la siguiente
manera, distinta a cémo fue hecho en el articulo original de 1962 de
Lifson-Jackson [13].
Supongamos que el coeficiente de difusion efectiva tiene la misma
estructura que el coeficiente de difusién de bulto[Ver ec. (1.12)], es decir
12

— 2.
= (2:39)

Deyy =

donde L es la longitud de cada eslabon del canal y 7 es el tiempo medio de
primer arribo que tarda la particula en salir del eslabén del canal periédico
en el que comienza su desplazamiento. Véase la Figura 2.2.

Debido a la periodicidad del canal, se tendra que U(x +nL) = U(z) y
D(x +nL) = D(z), con n un nimero entero. Ademds pediremos que la

probabilidad p(z, t|zg) cumpla

p(z,0]|z0) = 0(x — x0) (2.40)
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Xo-L Xy XotL X

Figura 2.2: Canal periédico. Cada eslabén en el canal se repetira infinitas
veces. La longitud de cada eslabén es L. La forma del eslabén puede ser
cualquiera.

es decir, suponemos que la particula comienza su movimiento en xg.

Pediremos también que en zg + L haya una pared absorbente

p(x7t’x0)’z:a:0:|:L =0 (241)

Habiendo establecido lo anterior, retomemos la expresién (2.20) que se
defini6 en la seccién anterior para la probabilidad de sobrevivencia S(t|xg)

en términos de la probabilidad de ocupacion p(z, t|x¢)

ro+L
S(tlo) = / Pz, tlzo)dz,

0

que debido a la periodicidad se puede escribir como

1 xo+L
S(t|zo) = 2/ . p(z, tlxo)dz (2.42)
To—

ademds la expresién (2.27) para el tiempo medio de primer arribo era

S / S () dt (2.43)
0
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introduciendo (2.42) en (2.43)

zo+L
/ / p(z, t|zo)dxdt (2.44)

intercambiando el orden de integracién

1 xo+L 0
= / / p(z, t|zo)dtdz (2.45)
2 xo—L 0
definamos -
k(ﬂz|x0)5/ p(x, t|xo)dt (2.46)
0
y asi tenemos
1 zo+L
T = 2/ k(z|xo)dx (2.47)
ro—L

Para encontrar k(z|zrg) tomemos la ecuacién de Smoluchouski (ver

apéndice A)

) ) s O sue
5P(%:t) = 5-D(a)e pul )%ew( Ip(a, t) (2.48)

Integramos en el intervalo 0 < ¢ < oo y hacemos uso de la regla de Leibniz®

para llegar
(@) 9 pU)
p(, tlzo) =0 = — D 9 p(z, tlxo)dt (2.50)
usando nuevamente la regla de Leibniz

d
p(z,t = oo|zg) — p(x,0]zg) = d—D(w) - 9”)/ (x, t|xo)dt
x
(2.51)
considerando que la funciéon de probabilidad debe ser cero para tiempo

muy largos, el primer término del lado izquierdo es cero. Ademds

*Regla de Leibniz

d @ _ dv du V@) §f(x,t)
i |, s@i= s e g [ R )
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considerando la expresién (2.40) y la definicién de k(x|zg) llegamos a la

expresion deseada.

d I .
0(x —xp) = @D(x)e BU( )%eﬂU( k(x| xo) (2.52)

Ahora, consideraremos dos regiones y un punto: g — L < x < xg, g ¥
xo < x < x0 + L para resolver la ecuacién (2.52).

Para la primer regién que va de 9 — L < z < x¢, tenemos la ecuacién

d d
-2 —BU(z) = BU(z)
0 dID(a:)e 7€ k(x|zo) (2.53)
Integremos en z
D(z)e PV @4 pu @ k(z]z0) = j- (2.54)

dx

donde a la constante de integracién se le llamé j_ (ver ecuacién (A.21)).

Integrando nuevamente desde x¢y — L a un punto arbitrario z de la primer

x /m ePU ) p (2.55)
=j_ - 2.55
zo—L J zo—L D (y) Y

usando la condicién de pared absorbente k(xo — L|z¢) = 0° podemos

region

AU (z|a0)

escribir finalmente
BU )

zo—L D (y)

Ahora hagamos lo mismo para la tercer region zo < x < xg + L. Tenemos

k_(x]xg) = j_e PU@ dy (2.56)

que en esta regién la ecuacion que debemos resolver es

d d
0= —D(z)e V@ U@ 2.57
- D(w)e V@ AU @ (o) (257)
Procediendo de manera andloga al caso de la primer regién pero con la
diferencia de que integraremos en la region zg < x < x¢ + L de un punto

arbitrario x en esta regién a xg + L, se obtiene

xo+L _BU(y)
e
baloo) = e [ dy (2.58)
« D)
STomemos la condicién de pared absorbente p(z, t|Z0)| =+ = O € integremos de cero

a infinito para obtener k(xo £ L|zo) =0
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Ahora tomemos la segunda regién cuya ecuacién es
d d
§(z — xp) = %D(x)e_BU(“)%eBU(”")kz(x\:no) (2.59)

integrando en x en el intervalo zg — d < x < zg + ¢ haciendo después que §

tienda a cero

d d
—1=D(z)e PV@ —BU@ L (2]20) — D(x)e PV —ePU@E_(2|20)
dz dx
(2.60)
pero por la ecuacién (A.21) esta ecuacién puede ser escrita en términos de
los flujos de cada regién

S (2.61)

Por otro lado, cabe resaltar que como
k—(zo|zo) = ki (wo[zo) (2.62)

entonces
jr = d_ (2.63)
juntando las condiciones dadas por las ecuaciones (2.61) y (2.63), se

obtiene que .

i 2 2.64
J+=J-=3 (2.64)

Con todo lo anterior, procedamos a calcular 7 segin la ecuacién (2.47).

zo+L 0 zo+L
27':/ k(a:|x0)dx:/ k_(x]xo)da:+/ ki(z|xo)dr (2.65)
xro—L —L

Zo o

Introduciendo el valor de k4 (z|zp) encontrado se llega a la expresién

1 [0 z  LBU(y)
21 = / e BU() / ——dy| dx
2 xro—L xo—L D(y) Y

1 /:B(H-L _U() /x0+L e,BU(y)
+ = e v ——dy| dx (2.66)
2 Jzo . D(y)

Ahora consideremos que

AU(@)
F(zx)= / D) dx (2.67)
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donde F'(x) es igual a alguna funcién antiderivada del argumento de la

integral por lo que usando el teorema fundamental del calculo se obtiene

xo
2 = 1 / e FU@F(z) — F(ag — L)da
2 xo—L
1 zo+L
+ 3 / e PU@F(zg + L) — F(x)|dx (2.68)
xo

Distribuyendo la integral en cada término sumado dentro de las integrales

1 [ 1[0
2r = - / e PU@ P (2)dr — = / e PV F(zo — L)da
2 xro—L xro—L

1 xro+L 1 xro+L
+ = / e PV P (2 + L)dx — / e U@ p(z)da
2 Jzo 2 Jag
Noétese que la resta del primer y cuarto término del lado derecho de la
expresion es cero pues ambas se evaluan sobre un eslabén completo. por
ello

1 xQ 1 xo+L

2r = —— / e U@ B (20— L)dx + - / e PU@) P20+ L)dx (2.69)

2 xo—L 2 2e)

que puede ser reescrita como
1 zo+L

e U@ gz 4 §F(ac0 +1L) / e AU dg (2.70)

zo

zo

27 =~ Flao L)/

xro—L
Observe nuevamente que ambas integrales van sobre todo un eslabén
completo por lo que tienen el mismo valor. Por lo anterior, se factorizara la

integral obteniendo

1 xo+L
27 = S [F (w0 + L) = Flxo — L) / e PU@) g (2.71)
To
Esta expresién puede ser reescrita como
1 xo+L zo+L 5U(1’)
21 = / eﬁU(m)dx/ c dx (2.72)
2 o xro—L D(SU)
pero
/x0+L 65U(ac) zo+L 6BU(a:) ( )
dex = 2/ dx 2.73
xro—L D(Q?) ts) ‘D(‘T)
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por lo que finalmente llegamos a

zo+L zo+L _BU(x)
27':/ e_ﬁU(m)da:/ S (2.74)
z0 w D)

Escribiendo este resultado en la expresién (2.39) para el coeficiente de

difusién efectiva Dey

LZ
Depr =13 +L zo+L ¢BU(=) (2.75)
fxoo e—BU) dy fmoo D) dx
Introduzcamos la definicién de valor promedio
1 xo+L
Ga) =7 [ swya, (2.76)
o
se llega a la expresién final
D L (2.77)
S T R (e PU@ .
(e7AU@) ><W>

que es el teorema de Lifson-Jackson considerando que se tiene un
coeficiente de difucién efectivo dependiente de la posiciéon. Con esto se
obtiene el coeficiente de difusién efectivo para canales periédicos mas

general.

2.7. Simulaciones numéricas de caminatas
aleatorias

Una caminata aleaoria esta constituida por una sucesién de
desplazamientos que obedecen alguna funcién de distribucién
probabilistica. También es llamada caminante aleatorio. Un desplazamiento
individual recto de una posicion individual 73 ocurre en un intervalo de At
unidades de tiempo. Asi la duracién total de la caminata es, en funcién del
nimero n de desplazamientos, o pasos, efectuados es t = nAt.

Para representar adecuadamente las caracteristicas esenciales de su
movimiento se requiere de un algoritmo computacional capaz de generar

nimeros reales pseudoaleatorios que sirvan al proposito de simular el
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azaroso vaivén de las posiciones de una particula browniana, sujetandose
ademads a las condiciones de frontera particulares del problema que
pretende modelarse. Para ello se necesita de un motor que genere nimeros
aleatorios (o por lo menos lo més aleatorios posibles y por ello se les
denomina pseudoaleatorios) especificando la geometria del problema, la
interaccion entre las particulas, los algoritmos para calcular las posiciones
del desplazamiento de las particulas asi como los criterios de finalizacién de
la caminata. EI motor que generara los niimeros pseudoaleatorios genera
nimeros con una distribucién normal (o Gaussiana).

El vector para calcular la posicién de la particula browniana a cada paso

durante su evolucién partiendo de la posicion inicial es
70 = T0€1 + Yo2 + 20€3 (2.78)
La siguiente posicién estaréd dada por
=70+ T4 (2.79)

donde 7, es un vector aleatorio cuyas componentes se obtienen al llamar al

generador de niimeros pseudoaletorios para cada componente.

T = N[O, vV 2DOAt]é1 + N[O, iV, 2DOAt]é2 + N[O, LV 2DOAt]é3 (280)

donde N|0,+/2DyAt] es la funcién que llama al generador de niimeros
aleatorios de distribucién normal de promedio 0 y varianza 2DgAt.
Mediante las ecuaciones (2.78) a la (2.80) podemos simular la evolucién del
desplazamiento del caminante aleatorio. Para un mayor detalle acerca de

las simulaciones realizadas, vease las referencias [1, 4].

2.8. Casos de aplicaciones

En esta seccién se plantea ejemplificar como se ha venido utilizando en la

literatura todo lo expresado en las secciones anteriores.
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2.8.1. Difusién en un canal esférico

Con la intencién de ilustrar, se reproducira lo hecho en la literatura acerca
de la difusién en canales de geometria esférica[l]. Calcularemos el tiempo
medio de primer arribo de una particula que parte de algiin punto dentro
de un canal esférico (Figura 2.3) que difunde hasta llegar a alguna de las
dos salidas de dicho canal. Introduciremos los coeficientes de difusién
efectiva y calcularemos el tiempo medio de primer arribo para cada uno de
ellos. Compararemos los resultados tedricos obtenidos con simulaciones
computacionales para ver cudl de ellos es el que describe mejor la difusion.

El radio del canal esférico es R, la longitud del canal es L, ademas el radio

del area transversal de ambas salidas es a.

r(x)

L/2

Figura 2.3: Canal esférico de radio R, longitud L y radio del area transversal
de las entradas a.
Tomemos la ecuacién de Szabo-Zwanzig, ec. (2.38)

d dr
BU(xo0) = ,—BU (o) Bl |
e da:oe D(a:o)dxo
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donde el potencial entrépico viene dado por

A(zo)

Ulzo) = —kgTIn [ i ] (2.81)
’ A(xp)

donde ) es la posicién a la cual U(z}) = 0. Siendo A(zg) = 7r(xo)>.

Para la esfera se cumple que el radio de la seccién transversal es
r(zg) = \/R? — 3 (2.82)
Con lo que se obtiene la expresion
R? — 2%
—BU 0
e AU o) = = (2.83)
Para atacar el problema, se usara el método de las imagenes, esto es, se
tomard la mitad de la esfera y se considerara que una de las paredes es
reflejante y la otra pared es absorbente (Figura 2.4). Con esto,

introduciremos esta expresion en la ecuacion de Szabo-Zwanzig y después

integraremos en xg.

R? — 23 dr 3
D - 0 4k 2.84
Fr Do) gpy =m0t g th (2.84)
Usando la condicién de frontera de pared reflejante
d
S - (2.85)
dzo | 0=
se obtiene que k1 = 0.
Por lo anterior escribimos la expresion
R? — z? dr 3
0 D(xp)— = — =0 2.86
R2 (xO)d(L'() Zo + 3R2 ( )
que reescribimos como
d R? 1 :
T = . 0 (2.87)

drg  D(zo) R2—a2  3D(z) R — a3

que es la ecuacién que usaremos para las distintas expresiones del

coeficiente de difusién.
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Pared reflejante

Pared Absorbente

x\l’

Figura 2.4: Método de las imagenes. Debido a la simetria del canal con
respecto al eje x, se considera una pared absorbente en la entrada del canal
circular de radio del area transversal a y una pared reflejante a la mitad del
canal circular.

Fick-Jacobs

Consideremos que fo‘;(:po) = Dy. Con esto, la ecuacién (2.87) nos permite
calcular el tiempo medio de primer arribo para el caso de Fick-Jacobs (ver
Apéndice B.1)

R? z L? R? L2
_ 1 2,2 0 _ 1 2 _ 2.
™= 3, M w0 T 5n0 F 5ap, 3, <R 1 (2.88)

Supongamos ahora que la particula parte de g = 0, ademéas de que R =1

junto con la condicién

L2
a=1/R*— — (2.89)
4
y con esto escribimos
1
= D [1—a®—4In(a)] (2.90)

La expresion (2.90) sera utilizada para comparar los resultados tedricos

con los datos de la simulacién computacional.
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Zwanzig

Consideremos

2(R? — ()

1Y) 2.91
2R2 — 23 " (2:91)

Deff(%)

que al introducirlo en (2.87) se obtiene el tiempo medio de llegada para el

caso de el coeficiente de difusién de Zwanzing (ver Apéndice B.1)

R R?

1
_ 1 R2 2 - R2 2
! 6Do(R2—23) T 4D, M~ %)+ 55, o)+
R* R? L? 1 L?
TEIN In(R* — =) (R* - =)
6Do(R? — L) 4Dy 4’ 12D, 4

Supongamos ahora que la particula parte de zg = 0, ademas de que R =1
junto con la condicién dada por la ecuacién (B.6)
L2

g 2 _ "
a R 1

y con esto se puede obtener la expresién

1 2—a?—qa*
2D0 6a2

T =

- ln(a)] (2.92)

La expresion (2.92) sera utilizada para comparar con los datos de la

simulacion computacional.

Reguera y Rubi

Consideremos

V=R

DER (o) = —5 Do (2.93)

que al introducir en (2.87) obtenemos el tiempo de primer arribo para el

coeficiente de Reguera y Rubi (ver Apéndice B.1)

R 2R3 /
_ 2 _ .2
T = 3Dy R xh — R2

R? — L2
(294)
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que usando la expresién (B.6)

L2
— R2 I
a \/ + 1

se puede escribir si hacemos R =1

7(a) = 311)0 (2 —~ C;_ a2> (2.95)

En la referencia[l], las expresiones (2.90), (2.92) y (2.95) se visualizan

junto con los datos experimentales. Gréfica 2.5

l6-l ] T T T T T T T T ]
4'_‘l = * RR _'
1 _l — ZW J
C “e P ]
121 o Exptl|
o ]
..‘ o
10 -
| ]
L ]
ey 3
b ]
6 .
C d
b b -
5 R 3
2 )
ol— 1 .
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 2.5: Gréfica tomada directamente de la referencia[l]. Comparacién
entre las expresiones tedricas para el tiempo medio de primer arribo y los
resultados de la simulaciéon numerica de Monte Carlo.

La grafica 2.5 reporta que el coeficiente que mejor describe la difusién en

un canal de geometria esférica es el coeficiente de difusiéon de Reguera y
Rubi.

2.8.2. Canal periddico de eslabén esférico

En esta seccién se presenta lo hecho en la referencia[4] acerca de la difusién

en un tubo periddico conformado por eslabones esféricos donde se
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realizaron simulaciones numéricas las cuales se compararan con las
diferentes expresiones tedricas.

Consideremos un canal periédico de eslabén esférico como se ve en la
figura 2.6.

W x

Figura 2.6: Vista transversal del canal de eslabén esférico infinito. Cada
eslabén tiene un longitud L, un radio R y un radio del 4rea de la seccién
transversal de entrada a.

Retomaremos las expresiones encontradas anteriormente para el caso de la

difusion en una esfera. De la ecuacién (2.82)
r(z) =V R?— 22

y retomemos la expresion para la difusion efectiva en canales periodicos

dada por la férmula de Lifson-Jackson, ec. (2.77)
1

T (5

Desy =

que puede ser reescrita como

1 eBU(x) BU(x
Ders = < D) ><e AU )> (2.96)

que es la exresion que serd usada para hacer los calculos respectivos de

cada seccién considerando la ecuacién (2.9).
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Fick-Jacobs

Considerando D(x) = Dy, tomemos las expresiones (2.96) y (2.82), validas
para un canal esferico y haciendo los calculos correspondientes se obtiene

(ver Apéndice B.2)

2
D 24 a? 1+4/1-%
0 _ R 1, R2 (2.97)

FJ
Der of1—2 \1—y1-2

que establece la expresién para el coeficiente de difusién efectiva para un

canal peridédico segin Fick-Jacobs.

Zwanzig

Consideremos
Dy

1+ t4p(z)2
que junto con la ecuacién (2.96) nos permite escribir (ver Apéndice B.2)

2 2
D 2+ 2 3 (%) 1+4/1— 4%
U A - R G/ R2 (2.99)

Z
by 12(m) | 2i-z \1-\i-2

Reguera y Rubi

Dz (z) (2.98)

Consideremos D
0
D.ttRR(z) = —F——ms 2.100
effRE(z) = — ) (2.100)
Con esto la ecuacién de Lifson-Jackson se puede escribir como (ver
Apéndice B.2)
2
D 2+ (%
= = (aR> (2.101)
Deff 3 (E)

Si se comparan las expresiones tedricas (2.97), (B.30) y (2.101) con los
datos que se obtienen de las simulaciones computacionales se obtiene la
grafica 2.7.

En la grafica se observa que el coeficiente de difusion efectivo que mejor
representa la difusién en un canal periédico de eslabdn esférico es el dado

por Reguera y Rubi.
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1Dy
I
H

T

- - ——— ]
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heo
eff
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theo
Dy 'D

o 02 04 06 ox 1

Figura 2.7: Géfica obtenida directamente de la referencia [4]. Constantes
de difusién efectivas encontradas numericamente (circulos) y las constantes
predichas por las ecuaciones (2.97), (B.30) y (2.101) (curvas sélidas).



Capitulo

Ditusion en geometrias de forma
compleja

En este capitulo se obtienen expresiones para el calculo de 7 en funcién de
los parametros geométricos del sistema introduciendo los diferentes
coeficientes de difusion efectiva fo‘/}, DeZ]}; y Dgf}, Seccion 2.4, para,
validar cudl de ellos es el que se ajusta mejor a las simulaciones numericas.
Comenzaremos calculando una particula que difunde en un bicono
introduciendo los distintos coeficientes de difusién dados por Fick-Jacobs,
Zwanzig Reguera y Rubi. Posteriormente se calculara el tiempo medio de

primer arribo para una elipsoide.

3.1. Difusion en un canal bicdnico

Consideremos un bicono como el de la figura 3.1. Vamos a considerar que
la particula empieza a difundir partiendo de cualquier parte del canal
bicénico y en cuanto llega a uno de los extremos del bicono (z¢g = L/2), la
particula difusiva desaparece.

Tomemos la ecuacién de Szabo-Zwanzig, ec. (2.38) para el tiempo de

primer arribo

d dr
BU(xo) = o=BU@0) D(g0) — = —1
€ d(L‘()e (xo)da}()
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Figura 3.1: Bicono cuyo eje de simetria corre sobre el eje z. El radio del area
de la entrada al canal es a y el largo del canal es 2¢ = L.

donde el potencial entrépico viene dado por (2.12)

U(x) = —ksTn [ 21((2)]

recordando que z; es la posicién a la cual U(z;) = 0. Ademds
A(z) = nr?(x), con

r(z) =Xz +a (3.1)
donde A es la pendiente de la recta que surge de proyectar al bicono en el

plano x — y. Considerando esto obtenemos
A\zg + a)?
¢—UGo) — (ATo+ )7 0a2 ) (3.2)
y llegamos a la expresion

dr AT+ a a?
_— == k 3.3
dx 3AD(xp) * (Azo + a)2D(x) " | (3:3)

La idea para resolver esta ecuacién diferencial consiste en considerar
unicamente la mitad del bicono como se muestra en la figura 3.2 en donde

consideraremos el lado del area menor como una pared absorbente y el
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Pared Absorbente
Pared reflejante

=<V

Figura 3.2: Para resolver la ecuacion diferencial, se tomard la mitad del cono
y por simetria se considerara que el area a la mitad del bicono sea una pared
reflejante mientras que la otra mitad serd una pared absorbente.

lado del drea mayor como una pared reflejante. por esto, la condicién a la

frontera de pared reflejante

d
T =0 (3.4)
dxo zo=L/2
nos arroja el resultado .
= L+a)? :
k1 IV (AL +a) (3.5)
con lo que se llega a la expresion
d A 1 AL 3
T _ T0+a N (AL+a) (3.6)

dzg  3AD(xzg)  3AD(xq) (Azo + a)?
Resolveremos esta ecuacién diferencial para cada uno de los coeficientes de
difusién propuestos por Fick-Jacobs, Zwanzig asi como los propuestos por
Reguera y Rubi. Las expresiones para los coeficientes de difusién D(zg)

vienen dadas por:

Fick-Jacobs
fo‘;(%) = Dy (3.7)
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Zwanzig
Dy
DZ¥(20) = —— 3.8
eff(900) 1—1—%)\2 (3.8)
Reguera y Rubi
Dy
DI (o) = (3.9)

NSy
Notese que en los tres casos los coeficientes de difusién son constantes por
lo que escribiremos D(z) = D) donde D) representard cualquiera de las 3
expresiones para los distintos coeficientes de difusion.

por lo que la ecuacién (3.6) queda

dr )\:U0+a+ 1 (M+a)?

Ik 3.10
dxg 3AD,), 3AD) (A\xg +a)? ( )
Integrando en la variable x( se llega a
1 (M +a)? 1
=———() 2 k 3.11
T= e, Mot T ey e TR (3.11)
Ahora utilicemos la siguiente condicién a la frontera
T|zo=0 =0 (3.12)
que expresa la condicién de pared absorbente.
Asi la constante de integracién queda
a? (M +a)3
ko = 3.13
2= 6XD, ' 3ar’D, (3.13)
Por lo que la expresion para el tiempo de primer arribo es
= —— — (A 3.14
e N G O R e v v vl B vonpras (3.14)
Para quitar la dependencia en la posicion inicial xg, promediaremos en esta
coordenada
1 /L
(1) = / 7(20)do (3.15)
L Jo
con lo que se llega a la expresion
1 ad=b 0, 263 b
= - 20%) — = 1In = 1
) 6)\2D,\€[ o (@) -y (3-16)
donde

b=/A+a
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Visualizacién del comportamiento de los tiempos medios de
primer arribo

Tomemos la expresién (3.16), sustituyendo cada uno de los coeficientes de
difusion efectiva, ecs. (3.7), (3.8) y (3.9). Fijemos un valor del radio

(a = 0.35) del 4rea transversal de la pared absorbente y dejemos que A
varie. Con esto obtenemos la Figura 3.3.

De la Figura 3.3 se observa que la expresiéon que se obtiene de los
coeficientes de Reguera y Rubi son los que mejor aproximan los resultados
de las simulaciones computacionales. Comparemos los resultados de las
expresiones tedricas para otra longitud del radio del area transversal

a = 0.05, ver Figura 3.4.

Cabe poner énfasis en que los datos de la simulaciéon son mejor predichos
por las expresiones dadas por los coeficientes de difusion efectiva de
Reguera y Rubi de la misma manera que lo hace en lo reportado en la

literatura[l].
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TVS. A
Bicono (a=0.35)

20~ , y,

/o
1.07 /O

05+ -7 -

0.0 P s ! ! I
0 4

Figura 3.3: Grafica de la expresion (3.16) para los diferentes valores de la
difusion efectiva fijando el valor a = 0.35 junto con los valores de la simu-
lacién computacional. La grifica que tiene el punteado no uniforme, es la
expresion tedrica que da con el coeficiente de Reguera y Rubi. Descritas de
arriba a abajo, las curvas de punteado continuo son las de Zwanzig y las de
Fick-Jacobs respectivamente.
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TVS. A
Comparacion de los coeficientes de RR con las simulaciones

20

150 ,’/ /l:l

, o]
10 [0) /D

Figura 3.4: Grafica de la expresién (3.16) para el coeficiente de difusién de
Reguera y Rubf fijado para valores ¢ = 0.05 y a = 0.35 junto con los valores
de la simulacién computacional. La curva de punteado continuo es hecha con
un valor de a = 0.05 y la otra expresién teérica es para a = 0.35. Los datos
de las simulaciones para el caso de a = 0.05 se representa por los circulos.

El caso de a = 0.35 se representa por los cuadrados.
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3.2. Difusién en un canal elipsoidal

e 4

\

v

L/2

Figura 3.5: Canal de geometria elipsoidal de longitud L, lado menor R y
radio del area transversal de la entrada al canal a.

Consideremos una particula que difunde en un canal de forma elipsoidal
como se ve en la Figura 3.5. El canal tiene una longitud de L, un eje menor
de longitud R y un radio del area de salida de longitud a.

Tomemos la ecuacién de Szabo-Zwanzig, ec (2.38)

d dr
BU(xo) _~Z_ o=BU@0) D(g0) — = —1
€ d:lj'()e (xo)dxo

donde el potencial entrépico viene dado por la ec. (2.12)

U(zo) = —kgTIn [j((;s))]

Para el caso del elipsoide, el radio del area transversal viene dado por la

expresién (ver ec. (D.7))
r(zo) = &E\/7? — 23 (3.17)

donde
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v = U
€2
donde € es la excentricidad de la elipse que proyecta el elipsoide en el plano

compuesto por el eje x con algin otro de los otros ejes.

Con esto obtenemos la expresién

2 2
e~PU@) — T _T0 (3.18)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de Szabo-Zwanzig e integrando

en xg queda

2 _ .2 3

Ve — x5 dr xp
———D(xg)— =—x0+ —5 +k 3.19
e (xo)d:co Zo 32 1 (3.19)

Para resolver el problema utilizaremos el método de las imagenes
considerando medio elipsoide donde uno de los extremos sera una pared

reflejante y el otro una pared absorbente.

r(x)

»

Pared Reflejante  Pared Absorbente
R Ia

L/2

%2 4

Figura 3.6: Para resolver nuestro problema, consideraremos un canal forma-
do por media elipsoide del cual, una de las paredes serd considerada reflejante
y la otra absorbente.

Usando la condicién de pared reflejante

dr

ar. _ 2
e 0 (3.20)

xo=0
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se obtiene que k; = 0.
Asi la ecuacién (3.19) queda

dr 1 3 ~? g

Ik — 3.21
dxo  3D(xzp) 2% — x% D(z9) 72 — x% ( )

que es la ecuacién que usaremos para los distintos valores de los

coeficientes de difusion de forma analoga a como se hizo en la Seccién 3.1.

Fick-Jacobs

Considerando D(zg) = Dy, la ecuacién (3.21) queda

dr 1z 9 wm (3.22)
dl‘o 3D0 72 — 1,‘(2) D(] ’72 — :L‘g )
Integrando en x
2 2 2
Y Lo g 2 2
= — 1 — k 3.23
"= 6Dy 6Dy T 3pg M0 ) Tk (3:23)
Usando la condicién de frontera de pared absorbente
T|x0:L/2 =0 (3'24)
obtenemos
2 2 2 2
g L g o L
ko = — — 1 - — 3.25
2= 76D, 24Dy 3Dy n<7 4) (3:25)

asi obtenemos la expresién para el tiempo del primer arribo del caso
Fick-Jacobs
2 2 2 2 2
Zo 2 2 _ .2 L v o L
=—— 4+ —1 — ——1 - — 3.26
™= 6Dy 3D, M0 —20) 3~ 3p, (7 4 > (3.26)

Ahora, supongamos que la particula parte de g = 0, ademds de que R =1

junto con la condicién
L2

a=2¢&\[v?— T (3.27)
con esto podemos escribir
1 2

Notese que cuando € — 0 se recuperan los resultados encontrados para la

difusién en la esféra(ver Apéndice E.1).
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Zwanzig
Consideremos ) )
D z0(x0) = MDO (3.29)
272 — a?x3

donde a? = 1 + €2 Introduciendo esta expresién en (3.21) obtenemos

3 2 5 4

dr ¥l a? xp Q xQ v o (3.30)
dvo Do [3 2] (y?—af)? 6Do(7?—1x5)? Do(2—ux5)* =
Integrando en xg
4 2
i 2 1, g I 15 2 2
) S 2+ a2 —
T 2Dy(12 — 23) [ 313 ] oD, [3 e[ mO7 —a0)
2
2 2
+ 12D0(7 x5) + ko
Usando la condicién de frontera de pared absorbente
Tleo=1/2 =0 (3.31)
se obtiene
4 2
g 2 1, v L 1, 2 2
ke = —— 1 |24 "a? - L |24 2?1 -
2 2Do(72 — 22) [ 33 ] 2Dy [3 5| 07— w0)
2
. 2 2
12D, (v —xp)

Asi, el tiempo medio de llegada para el caso de Zwanzig viene dado por

4 2
T = 7—[042 - 2]+ 7 [a® + 2] In(y? — 23)
6D0(72 - JI%) 12D0
2 4
- 2 2 v 2
+ —xf) — —————|a* — 2
2 2
v 2 2 L
— 2]1 - — .32
12D0[a + ]n<7 4> (3.32)

Supongamos ahora que la particula parte de zg = 0, ademas de que R =1

junto con la condicién

12
a =&\ — T (3.33)



3.2 Difusién en un canal elipsoidal 50

con esto podemos escribir la expresion

IS PERE N EY P S WIS o 6 St DRI NNy Kt PR
I =5D, 16 1-2) 6\i—& 362 3\1—¢2
(3.34)

Noétese que cuando € — 0 en la ec. (3.32), se recuperan los resultados

encontrados para la difusién en el canal esférico(ver Apéndice E.1).

Reguera y Rubi

Consideremos

/~2 2
0 i
DI (o) = TQ;DO (3.35)
0

Introduciendo esta expresién en (3.21) obtenemos

dr 1 l’%\/’}/Q —6231(2) N v2 204/7? —6233‘(2) (3.36)

das 3Dy (2P | Dy (37—

Integrando en xg

~v2 — 621‘% 272 1 1 \/i
S VGl B S R QY e (3.7)
Dy 3 /72 _ :p% 6

26228 — (14 €2)72 + 264/ — a3\ /7? +
(1—e€*)y?

2 2
1
B+ )ln

k
12Dge + R

Usando la condicién de frontera de pared absorbente

T|zo=r/2 =0
con lo que

| g2 g 1 [, I
hy = v LI C e 2 3.38
2 Dy 5 + e\ (3.38)

2 2 2
72(3624_1)1 62%_(14_62)724_26\/72_62%\/72_1_%

T T D " (1— e2)72
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Asi el tiempo medio de llegada para el caso de Reguera y Rubi

Vy2—exd | 292 1 1
ro= MW o422
Dy 3 J2—a2 6

B Y2 (3€% + 1) In 2223 — (1 + 2y + 26\/’}’2 — 623:%\/72 + 3
12Dge (1—e€2)y2
2
i 1 2

v 4 S P 3.39
Do 35 T, 1 6V 1 (3.39)
V7T T

2 2 2
72(362_1_1)1 62%—(1+62)72+2e\/72—62%\/72+%
n

+ 12Dge (1—€?)y2
Ahora consideremos
1.2
a=&\/v?— = (3.40)

y con ello obtenemos

1 2 2R?
T = m I:_‘RQ + \/(1 — 62)R2 + a262 (i — g)
- 0
B (3¢2 +1)R? In — (14 €?) + 2¢ (3.41)
12¢ 1—€2 '
(32 +1)R? In 2¢2(R? —a?) — (1 4+ )R? + 26&\/(1 — €2)R? + €2a?
12¢ (1—€e)R?

con esto, si consideramos ademas que R = 1, podemos escribir la expresién

1 1 2 a
_ _z l—e2rg2e2(2_2
7(a,¢) (1—62)D0[ 2+ €“ +a‘e (3@ 6)
(B2 4+1), | —(1+€2)+2¢
T3e In 2 (3.42)
(32 +1) In 262(1 — a?) — (14 €) + 2eaV'1 — €2 + €2a?
12¢ 1—¢€2

Donde se consideré que R = 1. La expresion (3.42) sera usada para realizar
algunas visualizaciones del comportamiento de 7. Nétese nuevamente que
cuando € — 0, se recuperan las expresiones obtenidas para el canal

esférico(ver Apéndice E.1).
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Visualizaciones del comportamiento de los tiempos medios de
primer arribo

Si fijamos el radio del area transversal a = 0.05 y dejamos que la
excentricidad e varie desde 0 hasta 1 para las expresiones (3.28), (3.34) y
(3.42); obtenemos que al comparar con las simulaciones computacionales se
obtiene la gréafica 3.7.

Notese en la grafica 3.7 que los datos de las simulaciones se ven mejor
descritos por la expresién para el tiempo medio de primer arribo que se
encontré al introducir en los célculos el coeficiente de Reguera y Rubi de
manera andaloga a los resultados encontrados en la literatura para el caso
de un canal circular[1]. Este es uno de los resultados mas importantes de
este trabajo, decir que el coeficiente de difusion efectiva de Reguera y
Rubi Dgf}(:p) es el que mejor reproduce el fenémeno de difusién en canales

de geometria compleja.

3.3. Comparacion entre los tiempos de escape
para el canal bicénico y el canal elipsoidal

En esta seccién se hara una comparacién entre los resultados de las
expresiones analiticas para el tiempo medio de primer arribo en los casos
del canal elipsoidal y el canal bicénico. Ya que se ha establecido que el
coeficiente de Reguera y Rubi es el que mejor describe la difusion en estos
canales, las expresiones analiticas que se tomardn seran las obtenidas con
el coeficiente de Reguera y Rubi. Escribiremos el subindice 1 a las variables
que describen las dimensiones del canal elipsoidal y un subindice 2 a las
variables que describen las dimensiones del canal bicénico.

Tomemos la expresion 3.14 que es el tiempo medio de primer arribo en un
canal bicénico.

1
© 6A2D,,

Ty [a2 — (Azo + a)2] +

()\62 + a)3 X0
3alD) Axg +a

Escribamos esta expresién suponiendo que la particula parte del centro del
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TVS. €
elipsoide (a=0.05)

.
140 | fT
I f}
120 !
- )
[ I
i ¥
100 |- ,J,
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Figura 3.7: Gréfica de las expresiones para el tiempo medio de primer arribo
T, (3.28), (3.34) y (3.42) comparadas con los datos de la simulacién compua-
tacional. La curva descrita por la linea de punteado no uniforme es dada por
el coeficiente de Reguera y Rubi. Descritas de arriba a abajo, las curvas de
punteado uniforme son dadas por Zwanzig y Fick-Jacobs respectivamente
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bicono, es decir, cuando zg = f2 y consideremos la expresién 3.9.

V14 2 ()\EQ =+ a)3 1+ 2 62
6)2Dy 3alDyg Mo+ a

. [ — (A + )] + } (3.43)

donde 7, = 1p(a, A, £2).

Ahora consideremos la expresién 3.41 para el elipsoide

1 2 2R?
T, = oD, [—}; + /(1 — 2)R2 + a2e2 (;Z - g)
(3¢ + 1)R? |+ €2) + 2¢
12¢ 1 — €2
(3¢ + 1)R? n 26*(R? — a?) — (14 €2)R? + 2ea\/(1 — 2)R? + €2a?
12¢ (1—€e2)R?

y consideremos que para el elipsoide R? = a® + (1 — €2)¢7 se tiene la

expresion

Te =

1 (@®+(1—e)f)
(1 —€2)Dy [_ 2

+ \/(1 —€2)(a2 + (1 — €2)£2) + a2e? (2(@2 +1-Ha) a>

3a 6
. BE+)@+ (1 -)8) I —(1+€?) + 2¢
12¢ 1—¢?
(3 + 1) + (1= AB) | (220~ AE — (1 + A+ (1= )
12¢ (1—e2)(a?2+ (1 —€e2)6?)

2ear/(1 — €2)(a? + (1 — €2)3) + €2a?
(1—€2)(a?+ (1 —e2)6?)

] (3.44)

donde 7, = 7e(a, €, 1).
Comparemos ambas expresiones pidiendo que el volumen en ambos canales
sea el mismo para que la particula tenga el mismo espacio accesible en

ambos canales. Al introducir esta condicién, se obtiene una nueva ecuacién

- \/3a2£1 L21-)F 30 3a

- — = — 3.45
G @ 1Z 20 (3.45)

donde A = A(a, 1,42, €), es decir, A ya no es una variable libre, depende de

las otras variables.
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Considerando valores para las variables a, 1 y 2 se obtienen las Figuras
3.8, 3.9 y 3.10.

TVSEe
Elipsoidey Bicono (a=0.01,/1=1,/,=1.2)

100 -
Lo -—— 7 - elipsoide
ol e 7 - bicono

60 ——

Figura 3.8: Grafica de las expresiones 3.44 y 3.43 para el elipsoide y el bicono
considerando que ambos canales tienen volumenes iguales tomando a = 0.01,
61:1y€2:1.2.

Las Figuras 3.8, 3.9 y 3.10 muestran el grado en que la geometria del canal
afecta el tiempo en que la particula tardara en salir de él y se observa que
el canal elipsoidal permite que la particula escape mas rpido que en el

canal bicénico.

3.4. Canal Peridédico de Eslabon Elipsoidal

En este capitulo se pretende estudiar canales periédicos compuestos por
eslabones de geometria elipsoidal. El caso del canal periddico de eslabon
bicénico estd reportado en la referencia [7]. Cada eslabén del canal
periddico de eslabén elipsoidal tiene una longitud L y un radio de apertura
a. Para esto, utilizaremos la férmula de Lifson-Jackson, ecuacién (2.77)

1

<e/BU(-’E)> < 6_Dﬁ((;()m) >

Deyy =
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TVSE
Elipsoide y Bicono (a=0.2,/1=1,/,=1.2)

- 7 — elipsoide
ab T B 7 —bicono

T _ RN
—
— N
2+ ~ -
\ R

~

1 N
P S RS €
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Figura 3.9: Grafica de las expresiones 3.44 y 3.43 para el elipsoide y el bicono

considerando que ambos canales tienen volumenes iguales tomando a = 0.2,
61:1y£2:1.2.

con la definicién .
1
() = [ fo)s
0
donde introduciremos los coeficientes de Fick-Jacobs, Zwanzing asi como

los de Reguera y Rubi para obtener las respecivas difusiones efectivas.

Ademads retomemos la ecuacién (2.12)

BU@ _ Al@)
A(i)

con A(x) = mr(x)? y x; el punto donde U(z;) = 0. Con estos elementos,

(3.46)

introduzcamos los coeficientes de difusién fo‘;(as), Der“]’c (x) y Dgf} (x) en
la ecuacion de Lifson-Jackson.

Consideremos un canal periédico de eslabén elipsoidal como se ve en la
Figura 3.11.

Retomaremos la expresion (3.17) encontradas anteriormente para el caso

de la difusién en un canal elipsoidal .

o) = €7
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TVSE
Elipsoidey Bicono (a=0.4, {1=1, {,=1.2)

301
c— 7 - elipsoide
250 ] 7 - bicono

200
15— — - —
10} T —

05-
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Figura 3.10: Grafica de las expresiones 3.44 y 3.43 para el elipsoide y el
bicono considerando que ambos canales tienen volumenes iguales tomando
a:0.4, £1:1y€2:1.2.

y retomemos la expresion para la difusion efectiva en canales periodicos
dada por la férmula de Lifson-Jackson, ec. (2.77)
1

(e=BU@)) <%)>>

Deyy =

que puede ser reescrita como

1 ePU(x) _8U(s
Dy < D(z) ><6 . )> (347)

que es la exresién que serd usada para hacer los cdlculos respectivos de

cada seccién considerando la ecuacién (2.9).

Fick-Jacobs

Considerando D(x) = Dy y tomando las expresiones (3.17) y (3.47),

vélidas para un canal elipsoidal podemos escribir

Dlz;)f = (A(z)) <A(1x)> = <72ix2> (v* — 2%) (3.48)
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e
Um \x

Figura 3.11: Canal de eslabén elipsoidal periédico infinito. La longitud de
cada eslabén es L, el radio del area de entrada del eslabon es a y el lado
mayor es R.

calculando los respectivos promedios obtenemos

Do < ! ><~y?—x2> (3.49)

Deff - ’)/2 — .%‘2

Obteniendo por separado

(=) =+ - L—Q (3.50)
12

2

1 1 L+4/1- 4=
<’72 —x2> = —In - (3.51)

22 1—2 \1-,/1-2

R2
Con esto podemos escribir finalmente

2
D 24 a 1+4/1-%
L B B (3.52)

FJ
Der o oyf1—2 \1-y1-4

que es idéntica a la expresién (2.97) para el caso del canal perddico de

eslabon esférico.

Zwanzig

Consideremos
Dy

DZw —
eff(x) 1+ %r’($)2

(3.53)
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que junto con la ecuacién (3.47) nos permite escribir

Do = T ! 1 x ! ir z)?
nz; )><A(ﬂ:)>Jr 3 (Al )><A(x) iz > (3:54)

que podemos reescribir como

Do Dy 1 1 d
v oy 200 () 6

que después de manipulaciones algebraicas podemos poner la expresion

DDZ%} = (1 - 5;) D%)J + 54272 (r(z)?) <T(91:)4> (3.56)

eff eff
donde
L
1 > 1 1 (1 + 27>
= + In (3.57)
1 3cd L
<T(1:) 2¢44 (1 _ %) 2L~3¢E 1-— 2
Usando la condicién
1.2
a=¢E&\/7?— = (3.58)
con esto y manipulaciones algebraicas se obtiene
2 a2
<r<x)4> -— _ i (T | (350)
YW1~ e ER? L=/1— ¢
Por otro lado e2,2 )
~ a
(r(z)?) = 5 (2 + £R2> (3.60)
Asi obtenemos
2 2 a2
1 1 |24+ &> 2+ A T+4/1— %
(@) <T(x)4> 2| s ang + e = 1n ng
v e 12/1- 4% 1—y/1- &
(3.61)
que debido a la ecuacién (3.52)
Do 2+ f% L+4/1— &5
DFJ — —n 2
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y mediante la expresién (3.56), (3.61) queda

a? a2
D 24 o (4-8) (4= 14+4/1- <
0 _ 2T ey () In 2 (3.62)

Z
Phon(p) L oai-m Lnyi-g

Notese nuevamente que cuando € — 0, se recuperan las expresiones

obtenidas para el canal esférico(ver Apéndice E.2).

Reguera y Rubi

Consideremos

DEf () = Y20y (3.63)
donde como ya se habia planteado anteriormente, € es la excentricidad de
la elipse que resulta de proyectar el elipsoide en el plano x —y 6 x — z.
Sustituyendo el coeficiente de difusién de Reguera y Rubi Dgf}(:c) en la

formula de Lifson-Jackson obtenemos

= (? —xo><”_62%> (3.64)

D%~ CoRRE

donde se encuentra que

(v’ —a) ="~ L (3.65)
0 12 '

—52 /2 — 22
<W;M> LW/ 7 3/2 (3.66)

Para escribir el resultado final

=0 —<2'Y 6ry> m (3.67)

RR — \ 1
D% L (v — 22 3/2

Usando la condicion
12

a = &\/+? ~- (3.68)
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obtenemos
o2
Dy 1 1 a? VIThz 1 — €222
RR = —_— = 1— ey 723/2(12 (369)
DEff /1 _ %22 3 R 0 (1 —Z )

La expresion (3.69) no pudo ser resuelta de manera analitica por lo que se

resolverd numéricamente.

Visualizacién de las expresiones para el canal elipsoidal periédico

Tomaremos las expresiones (3.52), (3.62) y (3.69) y comparemosla con los
datos de las simulaciones computacionales. Tomaremos los valores a = 0.8.
Se escoje este valor para a con el objetivo que nuestro canal sea un canal
corrugado. Para este caso se encuentran que los errores son menores al

10 % lo que valida el modelo, véanse el Cuadro 3.1 y la Figura 3.12.

En conclusién, nuevamente el coeficiente de difusion efectiva de Reguera y
Rubi da una buena aproximacién del comportamiento de la particula

browniana.



Cuadro 3.1: Comparacién entre los valores de D.g obtenidos mediante simulaciones numéricas y los valores dados

por la teoria.

Sim RR Error Zw Error FJ Error

€ Deff Deff %()RR) eff %EZW) Deff %(FJ)
0.00 0.916494 0.960854 4.6 0.959723 4.5 0.996184 8.0
0.05 0.910117 0.960937 5.3 0.959811 5.2 0.996184 8.6
0.10 0.906483 0.961185 5.7 0.960074 5.6 0.996184 9.0
0.15 0.905872 0.961598 5.8 0.960514 9.7 0.996184 9.1
0.20 0.912119 0.962179 9.2 0.96113 5.1 0.996184 8.4
0.25 0.910468 0.962927 5.4 0.961923 5.3 0.996184 8.6
0.30 0.92176 0.963844 4.4 0.962895 4.3 0.996184 7.5
0.35 0.91197 0.964932 9.9 0.964045 5.4 0.996184 8.5
0.40 0.911462 0.966193 5.7 0.965376 5.6 0.996184 8.5
0.45 0.912419 0.96763 5.7 0.966889 5.6 0.996184 8.4
0.50 0.907586 0.969246 6.4 0.968586 6.3 0.996184 8.9
0.55 0.92081 0.971043 5.2 0.970468 5.1 0.996184 7.6
0.60 0.917444 0.973026 5.7 0.972538 5.7 0.996184 7.9
0.65 0.927168 0.975199 4.9 0.974797 4.9 0.996184 6.9
0.70 0.914887 0.977566 6.4 0.97725 6.4 0.996184 8.2
0.75 0.917565 0.980133 6.4 0.979897 6.4 0.996184 7.9
0.80 0.926748 0.982905 5.7 0.982743 5.7 0.996184 7.0
0.85 0.929257 0.985889 5.7 0.985792 5.7 0.996184 6.7
0.90 0.917376 0.989091 7.3 0.989045 7.2 0.996184 7.9
0.95 0.932334 0.99252 6.1 0.992508 6.1 0.996184 6.4
0.99 0.937727 0.995432 5.8 0.995432 5.8 0.996184 5.9

[eprosdijg uoqe[sg op 0dIpoLId] [eURD ¢

<9
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Figura 3.12: Grafica del coeficiente efectivo obtenido de simulaciones numéri-
cas usando el coeficiente de Fick-Jcobs, Zwanzig y el de Regura y Rubf{ para
una abertura de conexién entre eslabones de radio a = 0.9. En la parte
superior de la grafica aparece un recuadro en el cual se observa que el coe-
ficiente de Zwanzig (linea negra) es un poco mas preciso que el de Reguera
y Rubi (linea roja) para el caso del canal periédico de eslabén elipsoidal.



Capitulo

Conclusiones

B Se obtuvo un expresién tedrica general, ecuacién (3.14) en la pdgina 42,
para el tiempo medio de primer arribo 7 de una particula que difunde
libremente al interior de un canal formado por dos conos truncados,
yuxtapuestos por el lado més ancho, como funcién de la posicién inicial xg,
el radio menor a, la tasa de cambio del radio respecto a la coordenada
axial, A, y la longitud axial total del tubo L, de la forma

1 (AL/2 4+ a)? [ 0 }

672D, 3aAD), Axo + a

donde se usan las distintas expresiones del coeficiente de difusion efectiva

[aQ — (Azo + a)z] +

D) propuestos en la literatura, ecuaciones (3.7) a (3.9).

B También se obtuvo una expresién para 7 en el bicono, promediada en
todo el intervalo de valores accesibles a la posicién inicial xg, es decir,
0 <zy < L, ecuacién (3.16)
1 ad—b L, 4 263 b
= = 23) — “—In—
N =eniL | 3 T (a” +20%) = =i |]

B Se obtuvieron expresiones tedricas para el tiempo medio de primer

arribo 7 para una particula en un canal con forma elipsoidal que parte de
la posicién xg usando los distintos coeficientes de difusion efectiva
propuestos en la literatura. Ecs. (3.26), (3.32) y (3.39), pags. 48, 49 y 51

respectivamente.
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s Fick-Jacobs

2 2 2 2 2
Lo 2 2 2 L i s L
= —— 4+ —1 — — 1 - —
T= 6Dy T 3D, M0 T+ 35~ 3p, <7 4 )
= Zwanzig
4 2
Y 2 Y 2 2 2
2 4
Q 2 2 2 2
+ (V=) — ————z[a” — 2]
120, Do(r?~ )

2 2
2 2 2 L
_ 211 _ =
2D, F ]n<7 4)
= Reguera y Rubi

V2 — 22 [ 22 1 1 ]

+ = ,},2_1.2
3 J2—22 6

Dy 3

Y2 (362 + 1) In 2222 — (1+ 2y + 26\/")/2 — e2x2\/’y2 + 22
12¢ (1—e2)y?
2 2 L2
VY €T | 242 1 1 L2
-y @0 fli + = ,YZ _ -

4

D 3 / 6
0 72_%2

12(3€% + 1) | 62%2 — (1422 + 25\/72 _ 62%2\/72 + LTQ
e (1-e)y?

B Se obtuvieron expresiones tedricas para la difusién efectiva Dog usando
la expresion de Lifson-Jackson para una particula en un canal periédico
con eslabdn elipsoidal usando los distintos coeficientes de difusién efectiva
propuestos en la literatura. Ecs. (3.52), (3.62) y (3.67), pags. 58, 60 y 60

respectivamente.

s Fick-Jacobs

/ 2
DO . 2+%22 1 1+ *%

n

FJj
Dejrey1i—2 \1-\1-2
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» Zwanzig
2
Dy _ 244 [o 0-O(@) (1415
= n
A
Deyy (“—2) 2,/1—- 2 1-4/1-2

= Reguera y Rubi

(1)1 e

DFF: (12 — 22) 2 e

La expresion para Reguera y Rubi debe calcularse numéricamente.

B Se realizaron simulaciones numéricas para obtener el tiempo que tarda
en salir una particula de un canal de geometria bicénica, por cualquiera de
sus extremos, de radio a, Figuras 3.3 y 3.4, en las pags. 44 y 45,

respectivamente. Abajo se muestran en formato reducido las gréficas

mencionadas.
TVS A TVS A
Bicono (a=0.35) Comparacion de los coeficientes de RR con las simulaciones
20 , 20 , s
J/ C ’,' / C
15k 6 15 J/ /D
/ /
10 ° 10 éo <
e
o ¢0 - o
os o ol o .
L _

En el panel (a) se destaca el excelente acuerdo entre las simulaciones y la
curva tedrica de la ecuacién 3.16, con el coeficiente de difusién efectivo de
Reguera y Rubi, ecuacién (3.9). En el panel (b) se amplia la exploraci’on
de pardmetros geométricos, para incluir sistemas con aberturas reducidas,
mostrando que la expresi’on obtenida es vélida en un intervalo amplio de
valores de a y A.

Estos resultados y las expresiones tedricas obtenidas para el bicono, fueron
publicados en Applied Mathematics [19], en febrero de 2014.
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B Se realizaron simulaciones numéricas para obtener el tiempo que tarda
en salir una particula de un canal de geometria elipsoidal de radio menor
b =1, por cualquiera de sus extremos de radio a = 0.05, como funcién de
la excentricidad €; véase la Figura 3.5 y 3.4 en la pédgina 46. Abajo se
muestran en formato reducido la gréafica de 7 vs. e.

TVS €
elipsoide (a=0.05)

f oo o o 9 —® ¢

00 02 04 06 08 10

En dicha gréfica (que puede verse en mayor detalle en la Figura 3.7, pag.
53), muestra un excelente acuerdo entre la expresion tedrica obtenida,
ecuacién (3.42), usando la expresién de DEE, en todo el intervalo de

valores del parametro e.

B Se realizaron simulaciones numéricas para determinar el coeficiente de
difusién efectivo de una particula en un canal periédico de eslabén
elipsoidal, como funcién de la excentricidad epsilon, para un radio de
abertura, en los extremos de cada eslabén, de radio a = 0.9. Los datos
obtenidos se expresan en el Cuadro 3.1, donde se registran los errores
relativos de cada curva tedrica respecto a los valores de las simulaciones.
La grafica de la Figura 3.12, pagina 63, presenta visualmente la
informacién mostrada enel cuadro mencionado. Abajo se muestra una

version reducida de dicha grafica.
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De/De

Destacan dos hechos: el primero, que las curvas tedricas obtenidas usando
Dezf‘fv y DE}{R, respectivamente, practicamente coinciden en todo el intervalo
del parametro e; Dado que la primera expresién es analitica, puede
utilizarse convenientemente, a diferencia de la segunda, basada en Dng,
que contiene una integral que debe evaluarse de forma aproximada.

Por 1ltimo, todas las expresiones tedricas sobreestiman los valores de Deg
de las simulaciones con errores < 10 %, mientras que las curvas de Zw y
RR muestran errores 4-7 %, y también recuperan mejor el comportamiento

de D.g en los extremos del intervalo 0 < e < 1.

B Al tomar los limites, cuando € — 0, de las expresiones tedricas del canal
elipsoidal, se recupera la forma que tienen las expresiones para el caso del
canal esférico (véase el Apéndice E.1); este comportamiento pone de relieve
la consistencia interna del método.

Al tomar el limite cuando € — 0 de las expresiones tedricas del canal
periddico de eslabon elipsoidal, nuevamente se recupera la forma que
tienen las expresiones para el caso del canal periddico de eslabon esférico.
Ver Apéndice E.2.

En conjunto, las expresiones, los resulados y analisis mostrados de forma
sintética en el presente capitulo son los resultados principales de este
trabajo y se ofrecen al lector a manera de resumen, en espera de que le
resulte de utilidad.

B Como perspectiva para un trabajo futuro, se podrian introducir otro

tipo de fronteras, en lugar de paredes reflejantes, podrian considerarse
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paredes parcialmente absorbentes y ademads introducir campos externos.



Apéndice

La ecuacion de Smoluchowski

Para deducir la ecuacion de Smoluchowski necesitamos el concepto de
flujo. El flujo J se define como el ntimero de particulas que atraviesan una

seccién transversal en un intervalo de tiempo. Matematicamente se expresa:

1 dN
_ 1L Al
=3 (A1)

donde A es el drea transversal que atraviesa el flujo y IV es el nimero de
particulas en una cierta region.

En una dimensién:

= — A2
o (A.2)
Si ademds multiplicamos por Az/Ax donde Az es fijo, obtenemos
0 Az 0 [ N(xz,t)
=—|N — | = J=Azx— A.
/ m( (x’t)A:r) J $8t< Az ) (A.3)
donde N(z.)
z,t
= : A4
O,y =2 (A4)
y asi podemos reescribir
t
J = A:cacgz’) (A.5)

Notese lo siguiente: El cambio del niimero de particulas en un intervalo

temporal dN/dt en la regiéon Ax es igual al flujo de particulas que entran
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por la izquierda menos el flujo de particulas que sale por la derecha de

dicho intervalo Az, esto es

9C (z,t)
ot

Si expandimos el lado derecho de la ecuacién (A.6) y conservamos sélo los

Az = J(z,t) — J(z + Ax,t) (A.6)

términos lineales obtenemos

oC(z,t) _ 9J(x,1)

ot o (A7)
Comparando con la ecuacién de difusén
oC (z,t) D 0?C(z,1)
ot 0 a2
se encuentra que oC (.1
z,t
J(z,t) = _DT (A.8)

la cual es la primera ley de Fick.

Generalizando un poco en este sentido, podemos considerar que el flujo J
es consecuencia del flujo ocasionado por el movimineto browniano de la
particula al difundir Jy; fusion (dado por la primera ley de Fick) aunado al
flujo provocado por algin agente distinto al del movimineto browniano
Jae.- En la Figura A.1 se muestra como fluyen las particulas de una region

a otra.

J(z,y) = Jaifusion(®,t) + Jae (2, 1) (A.9)
Ahora haremos algunas consideraciones. Como se estableci6 en (A.2),
dN
J=—
dt
Suponiendo que la posicion depende del tiempo usamos la regla de la
cadena AN d
x
= —— A.10
dz dt ( )

Haciendo las consideraciones usuales v = dz/dt ademés de la definicién

(A.4) obtenemos que un flujo en general puede ser escrito como

Jae. = v(z,t)p(z,t) (A.11)
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Figura A.1: Flujo de particulas a través de una superficie hipotética. Se
indica el flujo de la region V; a V,. También existe un flujo en direccion
inversa que satisface la relacién J; = —Js. Imagen proporcionada por el dr.
Marco Vinicio Vazquez.

Agreguemos una hipotesis extra, es decir, supongamos que la particula se
mueve en un solvente denso. Debido a esto, la velocidad de la particula en

dicho solvente seria proporcional a la fuerza que se le aplique, esto es,
v(x,t) = pF(x,t) (A.12)

donde 4 es la constante de proporcionalidad llamada movilidad mecanica.
Combinando las ecuaciones (A.8), (A.9), (A.11) y (A.12) llegamos a que

J(z,t) = —D % - %F(m,t)p(x,t) (A.13)

Ahora, supongamos que la fuerza F(z,t) se deriva de un potencial

independiente del tiempo U(x) tal que

Flz) = — d[flf) (A.14)

y con el cual, las particulas obedecen la distribuciéon de Boltzmann en el
equilibrio, esto es pey(z,t = tg) o< exp[—pU(x)] con ty tiempo en el que se
llega al equilibrio y 8 = (kgT)~! siendo kp la constante de Boltzman.
Usando (A.14) para reescribir (A.13)
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o lop,t) | pdU(z)
J(x,t) =—-D [ o D ds p(z,t) (A.15)
Considerando que en el equilibrio p(z,t) — peg(x), J(x,t) = 0, esto es
_ Op(z,t) pdU(z)
0=-D [ 5 + D da p(z,t) (A.16)
= u=pD (A.17)
con esto (A.15) queda
_ o [op(at) ,dU(z)
J(z,t)=—-D [ O +p s p(x,t) (A.18)

Reescribamos esta ecuacién considerando efU®@)e=AU() = 1

_ op(x,t) dU (z)
— _pDPU@) ,—~BU() | PP\, .
J(x,t) e e 5 + 5 I p(z,t) (A.19)
= J(z,t) = —De PV eBU(w)M + BePUE) Mp(x,t) (A.20)
ox dx
que puede ser escrita finalmente como
0
— _DeBUR) L | BU(x)
J(x,t) De B [e p(x,t)] (A.21)

Sustituyendo este ultimo resultado con la ecuaciéon de balance de materia
(A.7)

0 0 0
el _ DL BU@) Y BU()
atp(:z:, t) Daxe 5 p(x,t) (A.22)
por lo que
op(z,t
pgi ) L) (A.23)
Donde 5 5
— DL BU@) Y BU()
Lf(x) D(%:e 9 f(z) (A.24)

donde L es llamado operador de Smoluchowski. La ecuacién (A.22) es la

ecuacion de Smoluchowski[16].



Apéndice

Calculo del MFPT para los

canalales con geometria estérica

En esta seccién se hacen los cédlculos necesarios para obtener las expresiones
de la seccién 2.8.1, pagina 31. De esta manera se reproducen en detalle los
resultados publicados previamente por Vézquez y Dagdug (2010) [1] para

un canal de perfil esffico, como el mostrado en la Figura 2.3, pagina 31.
B.1. Obtencion de expresiones para 7 usando
distintas expresiones de D.g(x)

B.1.1. Fick-Jacobs

Consideremos que Dé}‘;(%o) = Dy. Con esto la ecuacién (2.87) queda

d 2 1 )
ar _ B m ! (B.1)
dzo Do R? — 2% 3Dy R? — 22
Integrando en xg
R? R% — 22
= ——In(R* -} k B.2
r = op (R =) + S (B2)

Usemos la condicién de pared absorbente

Tlog=1/2 =0 (B.3)
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para obtener el valor de la constante ks

R2 L2 R2 _ L2
- _ 2_ 2y 24 B.4
2 =—3p, 10 <R 4 > 6Do (B.4)
Con esto obtenemos el tiempo de primer arribo para el caso de Fick-Jacobs
R? z} L? R? L?
= —In(R? — 2} 0 — In( R? — = B.5
™= 3py M 2+ g+ 5Dy T 3D, n( 1 (B-5)

Supongamos ahora que la particula parte de g = 0, ademéas de que R =1

junto con la condicién

L2
=4/R%2— — B.6
a - (B.6)
y con esto se obtiene la ec. (2.90)
T = L [1—a*—4in(a)]
6Dy
B.1.2. Zwanzig
Consideremos 2R 2
z _ —To
Defu])‘(xo) = WDO (B.7)
que al introducirlo en (2.87) queda
dr R* Zo 5R? x3 1 )

- + — B.8
dxg Dy (R2 — .1‘(2))2 6Dg (RQ _ x%)Q 6D (R2 — .%'(2))2 ( )

Integrando en xg

R? R? 5 o 1
=+ ln(R —x0)+12D0

— R — 23+ ks (B9
6Dy (R2—SU(2)) 4D0 ( $0)+ 2 ( )

T =
Usando la condicién de frontera de pared absorbente
T|:B0=L/2 =0 (B.lO)

obtenemos

4 2 L2 1 L2
ko = i —~ - L <32 — ) — <R2 — ) (B.11)
6Dy (R2 - 41) 400
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Y asi se obtiene el tiempo medio de llegada para el caso de el coeficiente de

difusién de Zwanzig

T o= - 1 —|—R2 ln(Rz—xQ)—l—L(Rz—xQ)—i-
6Do(R2? —a3) = 4D 0/ 12Dy 0

4 2 L2 1 LQ
+ K ; _f ln(R2—>— <R2—>
6Do(R2 — L) 4Dy 4 12Dy 4

Supongamos ahora que la particula parte de g = 0, ademés de que R =1

junto con la condicién dada por la ecuacién (B.6)

L2

—JR2_ =
“ 1

y con esto se puede obtener la expresién (2.92)

1 [2—&2—a4
T = —

2D0 6@2

B.1.3. Reguera y Rubi

Consideremos
RR R? —
Defj(wo) = ~—5—Do (B.12)
que al introducir en (2.87) queda
d 3 3
4T _ R Lo — EL (B.13)
dro  3Dg (R? —x3)3/2 Do (R? — z3)3/2
Integrando en xg
R 2R3 1
T= R? — — 1tk B.14
3D 3D, i =g (B9
y usando la condicién de frontera de pared absorbente
7—|:vo=L/2 =0 (B.15)

ko toma el valor

L2
_ _ B.16
Rl — (B.16)
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y con esto obtenemos el tiempo de primer arribo para el coeficiente de

Reguera y Rubi

R , 2R* 1 R L? 2R? 1
"7 3Dy R2_$0_3D1/72 : 5oV T s
0 0/ R —xj 0 0 RQ_%
(B.17)

que usando la expresién (B.6)

I 1.2
— 1/ R2+ =
a + 1

se puede escribir si hacemos R = 1 obtenemos la ecuacién (2.95)

0= 55 (2_2_ a2>

B.2. Obtencion de expresiones para D.; para el
canal esférico peridédico

En esta seccién se hacen los cdlculos necesarios para obtener expresiones
para el coeficiente de difusion efectivo (Deg) promediado en un canal
periédico formado por esferas traslapadas, pagina 35, usando distintas
formas de Degg. De esta manera se reproducen en detalle los resultados
publicados previamente por Vézquez et al. (2008) [4] para el canal

mostrado en la Figura 2.6, pagina 36.

B.2.1. Fick-Jacobs

Considerando D(z) = Dy, tomemos las expresiones (2.96) y (2.82), validas

para un canal esferico

calculando los respectivos promedios obtenemos

Dop <R2 — $2> (R* —2?) (B.19)
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Obteniendo por separado

R? — o? —R?—L—2 B.20
y
2
1 1 L+y1- 5
<R2 2>: In i (B.21)
— X

2R2\/1 - & 1—4/1- %

Con esto podemos escribir finalmente la ecuacién (2.97)

Dy 2+%  [(l1+yl-f
= n

FJ
Dr eyf1—2 \1-y1-2

B.2.2. Zwanzig

Consideremos D
Dyy(z) = — 72— B.22
VA (.’E) 1 + %7"/(1‘)2 ( )
que junto con la ecuacién (2.96) nos permite escribir
Do 1 1 1 d
=(A —_— —(A _ B.2
py =) () + 240 (yare?)  w
que podemos reescribir como
= ——+ - (A(x)) <r(aj) > (B.24)
Der“} DQ‘? 2 A(z) dx
Después de algunas manipulaciones algebréicas podemos escribir la
expresion
Dg ( 1) Dy R? 9 < 1 >
=(1-=) =+ —(r(x) (B.25)
D7 2) DI 2 < ) r(z)
donde .
1 > 1 1 (1 + 2R>
= + In (B.26)
1 3 L
<T(az) R4 (1_%> 2LR 1—55
Usando la condicién (B.6)
12
a=1/R?—
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con esto y manipulaciones algebraicas se obtiene
2 2
1 1 24/1— 4 14+4/1—-%5
< 4>— LSS P I S (B.27)
r(x) ARY 1 _ & 1—-.J1- 2
R2 R "2
Por otro lado
2y (@ B.28
asi, obtenemos
2 2 a2
1 1 [2+ 4% 2+ & L+y/1-%
<’I“(l’)2> < 4> _ ﬁ a2R2 R? In R2
r(z) 6 12¢1-92 \1-\1-%
(B.29)
que debido a la ecuacién (2.97)
Dy 244 1+4/1- %

FJ
Doy 61— \1-\1-2

y mediante la expresién (B.29), (B.25) queda la expresién (B.30)

2 2
oo _2eg [ 3() | (1+V1-4

T R?

o n (B.30)

by (g | -2 \i-\i-2
B.2.3. Reguera y Rubi
Consideremos

Dgg(z) Do (B.31)
)= — .
i 1+ 7/ (z)?

Con esto la ecuacion de Lifson-Jackson se puede escribir como

DU . 1—1—7“’(33) "
D —< yies ><A< ) (B.32)

escribiendo explicitamente el valor de r(z) y realizando la derivada y el
algebra se llega a la expresion

Do _pl LN a2
DR R<T(x)3><()> (B.33)
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donde

(r(2)?) = §R2 (1 4 2“};)

y asi podemos escribir finalmente la ec. (2.101)

Dy _2+(§)
D 3(%)

(B.34)

(B.35)

(B.36)



Apéndice

Propiedades de p(x, t|x)

Sea p(x,t|xo, to) la densidad de probabilidad de encontrar a la particula en
la posicién x y que inicialmente estaba en xy. Ademds supongamos que la
ecuacion de Smoluchowski no depende del tiempo ¢t y por ende, no depende
del tiempo inicial ¢y y como consecuencia a eso escribiremos p(z, t|xo).
Propongamos que

px, tzg) = e Py (a, t|ap) (C.1)

sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion de Smoluchowski se obtiene

0
— 5 V(@ tleo) = H(@)¥(x, t|zo) (C.2)
con )
0? B dU (z) B d2U(z)
H(z) 92 (2 dx ) 2 da? (C.3)
Donde H es un operador Hermitiano y por tanto existe una base de
funciones discretas ortonormales o, (x) tales que
H(z)eon(x) = Anpn(z) (C.4)

conn=20,1,2,...
Proponiendo la forma de ¢ (z, t|zg)

o0

Y(x,tlwo) = Y caltlzo)pn() (C.5)

n=0
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Sustituyendo en (C.2) e igualando término a término en la serie se obtiene

dey,

cuya solucion a esta ecuacién es
cn(t|o) = cn(xg)e At (C.7)

La expresion matemaética que establece la probabilidad de encontrarse en

o al inicio es

p(x,0]|z0) = 0(x — x0) (C.8)
por lo que ¥(x, t|xp)
¥(w,0]29) = 6(x — wo)e (0)/2 (C.9)
Ahora consideremos
(x,0]|zg) = icn (0]zo)en(x (C.10)
n=0
Igualando (C.9) y (C.10)
i en(0]z0)pn () = 8(x — w0)ePU@0)/2 (C.11)
n=0

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por ¢,,(x) e integrando sobre la
variable z
Cn(xo) = eﬁU(mO)/zspn(xo) (C.12)

Con esto se puede escribir la expresion
p(x, t]zg) = e PlU@=Uwo)l/2 Z e Mto(zg) () (C.13)

Definamos la densidad de probabilidad en el equilibrio pe, la cual, debido a

que el equilibrio no depende de ¢, el término relacionado a pe, debe ser
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cuando \g = 0. Ademads considerando que p., debe estar normalizada a la

unidad se obtiene la expresién!

e—BU(z0)/2
(z0) = \/Peq(@ C.14
0) a(@o) \/f = (C.14)

2(2)du

Anélogamente

e—BU()/2
= \/Peq(x \/f T (C.15)

(l‘o)dwo

Y asi llegamos a la expresion

8

p(x,t|z0) = peq(T) n(70)@n () (C.16)

n:l
Usemos la ecuacién (C.16), la cual es vélida para p(x,t|xg) v p(zo, t|x).
Multipliquemos cada una de las expresiones por ¢3(zo) y ¢3(x)
respectivamente y comparense ambas expresiones. Nétese que se cumple
que
p(z, t|z0)peq(0) = P(20, t|7)Peq() (C.17)

Esta expresion es llamada ecuacion de balance detallado.

La funcién peq(z) proveniente del coeficiente cuando Ao = 0 dado por la ec. (C.13)

Peq(z) = ™ PV TVCON2 08 (29) 0 ()

Se puede extraer el valor de po(z). Usando la propiedad

OIS
se llega a la ec. (C.15).

De la misma manera, como (C.13) es vdlida tambien para p(zo, t|z), se tiene que

B[U(wo)*U(l')]/?(pg(x) 2(x0)

Peq(T0) =€~ %o

que al introducirse en la propiedad

| Ipeateo)Pdan = 1

se llega a la ec. (C.14).
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Con esta tltima expresién y combinandola con las ecs. (C.14) y (C.15) se
obtiene[16, 17]

pla, t)zg)e PUE) = pag, t]a)e PV (C.18)

que se le conoce como ecuacion de balance detallado sin la densidad en el

equlibrio.



Apéndice

Radio de la seccion transversal de
un elipsoide prolato y oblato

En este apéndice se pretende obtener el radio r(z) de la seccién transversal
de un elipsiode prolato y un elipsoide oblato. Para el elipsoide prolato,
consideraremos que el centro estd en el origen cuyo lado menor es R, lado

mayor a, foco ¢ y excentricidad €. Se sabe que cuando a > R, se cumple la

ecuacién 2 ()
2 TR T 1 (D.1)
donde adema&s tenemos as relaciones
c
€=~ (D.2)
y
a? = R* 4 ¢ (D.3)

Pero queremos que la dependencia de r(x) esté puesta de manera explicita

en términos de la excentricidad e, para ello usando (D.2) escribimos
? = a’é (D.4)
y sustituyendola (D.4) en (D.3) obtenemos

a2 = R% 4 a2e2
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que puede ser reescrita como

2 R2

e (D.5)

a

Sustituyendo la ecuacién (D.1) en la ecuacién (D.5) se llega a la expresion
2

r(z)? = (1-¢€°) (1}_862 — x2> (D.6)

definiendo
52 =1-—¢

2 R2
&

v

Con lo que llegamos finalmente a

r(z) =E&V? — a2 (D.7)

De manera analoga para el caso del elipsoide oblato, se obtiene la

expresion
r(z) = (Vo — 22 (D-8)
donde
e
1 —¢2
Y 2
s R
==

Notese que debido a que la expresién D.8 para el caso del elipsoide oblato
tiene la misma forma que la expresion para el caso del elipsoide prolato,
esto es, ec. D.8, las expresiones obtenidas con la expresién D.8 tienen la
misma estructura que las ecuaciones obtenidas con la ec. D.7, esto es, todos
los resultados obtenidos con la ecuacién D.7 son también véalidos para la

expresion D.8, solo habria que hacerles la sustitucién ( — ¢y o — 7.



Apéndice

Calculo de los limites cuando la
excentricidad tiende a cero

Con el objeto de hacer un mejor estudio de las expresiones obtenidas para
el caso del canal elipsoidal y el canal periédico de eslabén elipsoidal,
haremos el caso cuando el elipsoide es una esfera, esto es, cuando la
excentricidad del elipsoide tiende a cero y asi, poder verificar que las
expresiones que se obtienen en dicho limite sean las que se reportan en la
literatura[l, 4]. La mayoria de las expresiones son un tanto inmediatas sin

embargo algunas requieren de ciertas manipulaciones algebraicas.

E.1. Limite en canal elipsoidal

Tomemos las expresiones obtenidas en las secciones 3.2 y 3.4 para el

tiempo medio de primer arribo 7. Tomemos las expresiones

2_1-¢

Noétese que cuando € — 0
21 (E.1)
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v* — R? (E.2)

E.1.1. Fick-Jacobs

En el caso de Fick-Jacobs, tomemos las expresiones (2.90) y (3.28)

1

T = D0 [1—a*—41In(a)]
1

"= 5D, [1—a*—41In(a)]

donde en el limite cuando € — 0 podemos usar la expresién (E.1) y con

esto, ambas expresiones son idénticas.

E.1.2. Zwanzing

Tomemos la ecuacion (3.34)

1 [1 1+ € L/1+e\ 5 1 1/[/3+¢€
T(a’e)_2Dg[6<_2+162>_6<162>a 323l

En el limite cuando € — 0 la expresion se reduce a

1 [2—@2—614
-

= 35, 62 - ln(a)]

que es idéntica a la ec. (2.92). Con esto se recupera adecuadamente los

resultados obtenidos para el caso de la esfera.

E.1.3. Reguera y Rubi

Tomemos la ecuacién (3.37)

VA2 —e2x2 | 242 1 15—
— |t V" -2
Dy 3 /y2—2a2 6
26222 — (14 €2)42 + 26\/72 _ 62»’172\/V2 )
(1—€)?

T =

292
1
B 7(36+)1n

k
12¢ + R
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Ahora, tomemos el segundo término del lado derecho de la expresién

anterior y reescribamoslo

In 2222 — (1 4+ 2)y? + 26\/’}/2 — 62:(:2\/72 — 2
(1—e)y?
ln 1+ e 2222 + 26\/’}/2 — 62562\/72 —z2
- 1—¢2 (1 —€2)y2
I 1+ €2 . 2272 4+ 26\/’}/2 — 62.7)2\/’)/2 — 22
= 1n — —
1—¢? (14 €2)7?
I _1—|—62 1_2€2$2+26\/’}’2—62$2\/’y2—1}2
- 1 — €2 (1+€2)y2
n 1+ €2 il 2272 + 26\/’)’2 — 62332\/72 — 22
1 —¢2 (1+€2)y2
1+ €
=In <—1_62)’—|—ln|1—z|
Esto es

2¢2,2 _ (1 + 62),>,2 + 26\/72 _ 62362\/72 4z

1+¢
In 1= ) :ln’<—1_€2>‘+ln|1—z|
(E.3)
donde
L 26222 4 2e4/72 — 2224/42 + 12 (E.4)
(1+¢€%)y?
por lo que 7 queda
272 \/,YQ — 22 N \/72 _ 62.%'2\/’)/2 — x2
T —
3Dy \/~2 — 22 6Dg
2 2
yoe 1+4+e€
- — 11 - In|l—
15, (] (-3 ==+
2 2
0l 1+e
— 1 — In|l— E.
12D0e<n‘< 1—e2>‘+n| Z'>+k2 (55
Por otro lado, consideremos la serie
Lo, 13
In(l+z)=2— -+ -a° + ... (E.6)

2 3
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por lo que en nuestro caso

1 1
In(l—2)=—-z-— 52'2 — gz?’ + ..

esto es

| (1 2¢2x2 + 26\/’72 — 62x2\/’y2 — xz)
n —

(15 )2
o 2¢222 + 26\/’)’2 — 62562\/’72 — 22
- (15 )2
2
1 [ 26222 + 26\/")/2 — 62332\/’}/2 — 2
—5 (1—!—62)’}/2 + ... (E7)

Nétese que el segundo término del lado derecho en adelante,
tendra potencias mayores que uno por lo que dichos términos seran
despreciados ya que el problema de la divergencia de el logaritmo en la

ecuacién (3.37) es lineal en e. Por lo tanto

2e2x? 2ey/72 — €222/42 — x2
(1+e2)y2 (14 €2)72 (E.8)

In(l—2)=-—

Sustituyendo (E.8) en (E.5) se llega a la expresion

- 292 /2 — 222 . VA2 — E222\/7% — 22 <1 . 1 )
3Do /42 — a2 6D

2 2
e 1+e€
_ 1= _ _
4D0<n'( 1—62>‘+m'1 Z')
2 2 2 2
¥ 1+e€ 2¢*
— 1 T —_— k E.
12D06<n‘< 1—62>'+(1+62)’}/2)+ 2 (E-9)

Noétese que en el limite cuando € — 0 (y usando la expresion (E.2)), el




E.2 Limite en canal elipsoidal periédico 91

tercer y cuarto término del lado derecho son cero! por lo que nos queda

2R3 1 R
= — VR -2+ k E.10
300 %RQ—QJQ—’—?)DO T4+ Ko ( )

que es idéntica a la ec. (B.14). Asi mismo, para la parte de la constante kg

se hace de la misma manera pero por razones de evitar el dlgebra que la

expresion completa implica, se hizo para esta ecuacién.

E.2. Limite en canal elipsoidal periédico

Para el caso de de Fick-Jacobs, las ecuaciones (3.52) y (2.97) son idénticas.

En el caso de Zwanzig, la ec. (3.62)

2
Dy  2+% |, (4—52)(22)1 14+4/1-4
DZw_ a2 5 + a? n a2

cuando € — 0 se reduce a la expresién

2 2
Do = 2+%22 1+ 3(%> In L 1_%

Z
Defy 12(;3—22) 21— \1-,/1-2

que es idéntica a la expresién (B.29) para el canal periddico esférico.

'Para la expersién en la ecuacién (E.9), el término que va como

_ 14 €
1—e2

usando la expresién (E.6) se puede mostrar que en el caso cuando € — 0,

1 14 €2
Eln‘7<1_62)‘%0.

1ln
€

I
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