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Capitulo 1

Introduccion General

En este capitulo hacemos una introduccién al problema que nos ocupa, describimos brevemente los pasos

realizados durante la solucién del mismo y presentamos un resumen de las conclusiones obtenidas.

En 1861 Thomas Graham descubrié que existen algunas substancias que difieren marcadamente, en sus
propiedades difusivas, de otros materiales comunes como las sales inorganicas y aziicares. Estas substancias
se difunden mucho mds lentamente en una columna de agua que los materiales comunes y no se difunden a
través del papel pergamino y otras membranas, a través de las cuales pasan esos materiales en el proceso
conocido como didlisis. Dedujo correctamente que estas propiedades insodlitas eran resultado de un peso
molecular alto. Como la gelatina, la albimina y las gomas eran ejemplo tipico de estas substancias, Graham
las designd con la palabra griega coloides que significa pegajosas. Los coloides pueden clasificarse de muchas
maneras en funcién de su naturaleza quimica y otras propiedades. A manera de ejemplo permitasenos hacer

una posible clasificacién no exhaustiva.

Los coloides accidentales o agregados moleculares se forman a partir de substancias tales como hidréxidos
de fierro, aluminio u oro coloidal, los cuales son moléculas de tamafio pequefio. Sin embargo, debido a
agregacion por enlaces secundarios o estabilizacién de microcristales con una capa superficial de iones, etc, a
veces se encuentran como particulas coloidales. Actualmente se conoce por coloides moleculares o
macromoléculas a aquellas moléculas que contienen un gran nimero de dtomos, ligados por enldces quimicos
primarios, que no pueden reducirse a "moléculas pequefias” sin la destruccién irreversible de su identidad
quimica. Entre estas macromoléculas se encuentran: los polimeros organicos lineales (hule, polimetilenos,
poliestirenos, poliésteres, poliamidas, polipéptidos), los polimeros con ramificaciones (glicerol + 4cido
dicarboxilico, glicerol + glicol + 4cido dicarboxilico), los polielectrolitos (polimeros lineales con monémeros

i6nicos como el poliacrilato), las proteinas (insulina, ribonucleasa, hemoglobina), los dcidos nucléicos (RNA,
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DNA), los polisacaridos (almidén y celulosa), los polimeros inorganicos (polifosfatos y polisilicatos) y
finalmente los coloides miscelares (jabones y otros detergentes).

Entre los términos empleados por Graham para describir los coloides se encuentran los de sol (particulas
s6lidas independientes dispersas en un fluido, en aire como en los aerosoles o en agua, hidrosoles) y el de gel
(particulas dispersas unidas para formar una estructura con alguna resistencia mecdnica). En 1857 Michael
Faraday observo que al agregar ciertas sales a hidrosoles de oro de color rojo rubf los volvian azules y se
coagulaban. También noté que estos efectos podian evitarse agregando gelatina y otros coloides hidrofilicos

(que se disuelven facilmente en agua, en contraposicioén con los hidrof(’)bicosl).

La estabilidad de los soles hidrofébicos ante ciertas concentraciones de sales que se afiadian al sistema fue
examinada cuantitativamente hasta después que experimentos de electroforesis (el movimiento de las
particulas coloidales hacia los electrodos al aplicar un campo eléctrico) demostraron que todos los coloides
portan carga eléctrica. Esta carga eléctrica sobre las particulas del sistema, a la cual deben su estabilidad los
coloides hidrofébicos, por ser del mismo signo evita que las particulas se acerquen lo suficiente para que
actuen fuerzas atractivas de corto alcance y por tanto no pueden coagular y agruparse en algo mas grande que
el tamafio coloidal original. La coagulacién se debe a que los iones tienen carga opuesta a la de la particula
coloidal (de ahi que se les denomine contraiones) y neutralizan la repulsion eléctrica entre las particulas
coloidales, la potencia coaguladora de un i6n aumenta rapidamente con su carga (valencia). Por ejemplo para
coagular soles cargados negativamente tales como el oro o el sulfuro de arsénico, las concentraciones
requeridas de iones de sodio, calcio y aluminio, con una dos y tres cargas positivas respectivamente, estan
aproximadamente en la razén 1:1/70:1/900. En general una dispersién liofébica estd formada por las
particulas coloidales, un solvente polar y una sal afiadida. Las particulas coloidales se cargan debido a que
parte de los iones que las forman en estado seco, se separan por efecto del solvente. Aparte de estos iones, se
encuentran aquellos provenientes de la sal afladida. Sin embargo, en general la concentracién de estos iones es

mucho mayor que la que corresponde a las particulas coloidales.

I Para medios dispersores diferentes al agua se emplean los términos lyofilico y lyofébico, del griego
lyo-"disolver".
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Se introdujeron arriba los términos hidrofilico e hidrofébico para diferenciar suspensiones acuosas con
propiedades muy diferentes caracterizadas por la gelatina y la dispersién coloidal de metales,
respectivamente. Los coloides hidrofilicos e hidrofébicos aparte de diferir en su afinidad con el agua, difieren
en su estabilidad al agregar sal y en algunas en su reversibilidad después de la precipitacién. Una solucién de
gelatina, por ejemplo de coloide hidrofilico y reversible, sélo se precipita con altas concentraciones de sal y
después del secado le "gusta" el agua. Un sol metdlico o una sal insoluble, como ejemplo de coloide
hidrofébico e irreversible, se precipita rdpidamente con trazas de sales agregadas y no regresa al estado
coloidal, aun si las sales son eliminadas lavando el precipitado, "odia" el agua.

Una dispersion coloidal es reversible si se vuelve a dispersar al simplemente regresar los pardmetros fisico-
quimicos (concentracién idnica, presion, temperatura, etc.) a los valores que tenian antes de la coagulacion.
Una dispersion coloidal es irreversible si esto no es posible.

Desde un punto de vista tedrico formal el estudio de los coloides se ha dividido en dos tipos de enfoque, que
corresponden a dos situaciones experimentales diferentes. El primero trata con la interaccién de una sola
particula coloidal con el medio dispersor que la rodea. Esto incluye la pregunta bésica sobre la relacién entre
la concentracién de electrolito presente y la cantidad de iones adsorbidos sobre la superficie de las particulas
coloidales liofébicas. Un conocimiento de esta relacién determina la carga sobre la particula, primordialmente
en funcién de dos cantidades fisicas, las cuales pueden variarse experimentalmente. Estas son el radio de la
particula (que supondremos esférica) y la concentracién del electrolito. Este modelo es ttil para dispersiones

coloidales muy diluidas.

El segundo enfoque trata con dispersiones coloidales concentradas. En este se consideran las fuerzas
efectivas de naturaleza repulsiva y atractiva que actdan entre las particulas coloidales, entre las que se
encuentran las eléctricas, producidas por las dobles capas eléctricas alrededor de las esferas, las atractivas de
London-Van der Waals, las de hidratacién producidas por la polarizacién del agua del electrolito en la
vecindad de las esferas cargadas y los efectos electrorestrictivos producidos por la temperatura y presion
ambientes. Se denomina doble capa eléctrica asociada a una particula coloidal, a aquella "nube" de iones que

estd asociada a ésta y cuya concentracion es diferente de la del bulto.
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Entre los fenémenos que se pueden explicar cuando dichas fuerzas son conocidas estan: la estabilidad de las
dispersiones, los fendmenos de coagulacién rdpida y lenta, la floculacién reversible e irreversible, otras

transiciones de fase y la desviacion de la presion osmética de la ley ideal.

Nuestro tratamiento se centrara en las fuerzas eléctricas entre las esferas coloidales.

Como la mayorfa de las soluciones hidrofébicas tienen una baja concentracién de particulas, un primer
intento para explicar estas propiedades podria hacerse en términos de la interaccion electrostatica de largo
alcance originada por las dobles capas de dos particulas solamente. Uno de los primeros intentos para
determinar dicha fuerza fue el de Verwey y Overbeek (Ref.: [1]), en el que determinan el potencial
electrostatico promedio en el electrolito que rodea a las dos particulas coloidales. Ellos resolvieron la
ecuacién diferencial de Poisson-Boltzmann Lineal para dos esferas inmersas en un electrolito de iones
puntuales y constante diélectrica uniforme. En su solucién emplearon coordenadas polares de dos centros,
proponiendo una serie en multipolos, la cual truncaron queddndose sélo con el término octopolar. Luego
sustituyeron este potencial promedio en una expresion para la fuerza entre las esferas, obtenida a partir de la

energia libre del sistema y que a su vez obtuvieron semi-fenomenolégicamente.

Este estudio no obstante ser muy simple establecié un enfoque sélido por medio del cual podia estudiarse el
problema de la interaccién entre las particulas coloidales en una dispersion. Es necesario tener en cuenta que
en esa época, los recursos de computo practicamente no existian y la necesidad de estudiar analiticamente el

problema restringia en gran manera las posibilidades de estudio de un sistema tan complejo.

Posteriormente, en 1955, Hoskin (Ref.: [4]) obtiene por una técnica de diferencias finitas, iterando

localmente nodo por nodo con una técnica de relajacién de valores, una solucién numérica de lo que penso era
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la ecuacién diferencial de Poisson-Boltzmann No Lineal, para esferas coloidales a potencial constante. Sin
embargo, simplificaciones hechas en el método numérico originaron que en la préctica su calculo fuera para

una aproximacion cuasi lineal del problema.

En realidad, para estudiar un problema tan complejo, era necesario que las teorias de liquidos homogéneos
fueran objeto de un mayor desarrollo tal que permitiese su aplicacién al caso de liquidos cargados y que

existieran métodos numéricos y computadoras mas sofisticadas que las de aquel entonces.

La idea desarrollada en los 80's por Lozada-Cassou para extender dichas teorias (Ref.: [11], [14,
15])consiste en aprovechar la flexibilidad de las distintas teorias de liquidos homogéneos, en cuanto al tipo de
potencial de interaccién entre particulas, el nimero de especies y su concentraciéon. El campo externo en un
fluido inhomogéneo puede considerarse como si lo produjera otra particula de una especie diferente a dilucién
infinita, asi un fluido inhomogéneo de n-especies puede considerarse como un liquido homogéneo de (n+1)-
especies. Entonces, para estudiar liquidos inhomogéneos se puede emplear una teoria de liquidos
homogéneos, en la que la inhomogeneidad es tomada en cuenta a través de los factores geométricos
introducidos por el nuevo potencial "entre particulas". A este procedimiento para obtener teorias de liquidos
inhomogéneos, se le ha llamado el Método Directo y ha sido aplicado con éxito para describir un fluido en un

campo externo de geometria plana (Ref: [6], [7], [8], [9]), cilindrica ([10], [17] y [18]) y esférica (Ref.: [19]).

Otra forma de aprovechar la libertad que se tiene para definir el potencial de interaccién entre particulas, es
definir artificialmente una especie formada por ciimulos de dos o mds particulas tomadas del fluido. Este
procedimiento proporciona una manera sencilla de calcular la funcién de distribucién asimétrica de (n+1)
particulas para un fluido homogéneo, cuando se considera un ctimulo de n particulas. Por esta razén cuando se
considera un cimulo de sélo dos particulas, a la teorfa asi construida se le conoce como Extension a Tres
Puntos (TPE de sus siglas en inglés) (Ref.:[14]). Estas ideas han permitido obtener teorias de ecuaciones

integrales para un fluido dentro de una rendija cargada, definiendo en el fluido una "particula mancuerna"
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formada por un par de planos cargados, y un fluido alrededor de dos particulas coloidales (el tema de esta

tesis), definiendo en el fluido una "mancuerna" formada por dos grandes esferas (Ref: [11]-[14], [33]).

En este trabajo, como una aplicacién de este tratamiento general, estudiamos la estructura de un electrolito
alrededor de dos particulas esféricas inmersas en éste. La solucién electrolitica es modelada considerando
iones puntuales disueltos en un solvente de constante dieléctrica uniforme. Supondremos ademds que los
iones del electrolito interactian con las esferas coloidales como esferas duras cargadas y entre ellos mismos
como iones puntuales. Este modelo, conocido como el modelo de Stern, impone una distancia de miximo
acercamiento, entre el i6n y la particula coloidal, dada por el radio i6nico, asociado al tamafio de los iones y el
radio de las particulas coloidales. Ademads de los perfiles de densidad i6nicos, determinaremos la fuerza entre
dichas particulas en funcién de la distancia entre sus centros. En cuanto a las particulas coloidales
consideramos dos casos:

1) Ambas particulas con la misma densidad superficial de carga constante sobre su superficie.
2) Ambas particulas con el mismo potencial eléctrico superficial constante sobre su superficie.
La constante dieléctrica del material del que estan constituidas las esferas coloidales es igual a la de la

solucidn electrolitica.

Una explicacién muy detallada de como construir teorias de liquidos inhomogéneos se encuentra en la Ref.:
[5], de la cual, resumimos la obtencién de la teoria de extensién a tres puntos, que emplearemos para
determinar las ecuaciones integrales necesarias para estudiar el problema de la mancuerna de esferas

coloidales inmersas en un electrolito.

El enfoque de la teoria de liquidos homogéneos del que vamos a partir, es el de la Ecuacién de Ornstein-

Zernike (OZ). Para un liquido homogéneo de tres especies las ecuaciones de OZ son:

h =c,(r,) +i p.lc, (r)h (r)dv, i,j=123 (1.1)
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Estas ecuaciones relacionan a la funcién de correlacién total hij( r) 2 entre las particulas de las especies i y j,
con la llamada funcién de correlacion directa Cij( r). La integral es una manera de considerar a la "correlacién
indirecta" que existe entre ambas, a través de su relacién con las demds particulas del fluido. pp, es la
concentracion en bulto de la especie m y dv3 es el elemento de volumen en torno a la particula 3, de modo que
Pm &im(7) da la concentracién local de las particulas de la especie m a una distancia r de una particula de la
especie i.

Para poder resolver o cerrar este sistema de ecuaciones integrales se debe proponer una expresién para la

funcién de correlacion directa. Entre las "cerraduras" que se han propuesto estan:

la aproximacién esférica media (MS): c(r)=-pU(r),
y la aproximacién de cadena hipertejida (HNC): c(r)=h(r) - In g(r) - BU(r),
en las que B = I/KT, K es la constante de Boltzmann, T es la temperatura, y U(r) es el potencial de interaccion
entre las particulas.

Cuando en la Ec.(1.1) Cij( 1) se aproxima con la cerradura de HNC y ij( r13) ya sea con la cerradura
MS o con la de HNC, se obtienen las ecuaciones integrales de HNC/MS o la de HNC/HNC,

respectivamente, las cuales han resultado ser de las mejores aproximaciones para estudiar electrolitos.

Si en esa misma ecuacién consideramos a la especie 3 como una mancuerna formada por dos esferas cuya

distancia entre centros es T, a dilucién infinita (p3 = 0), y denotamos a esta especie por el subindice o y

tomando la aproximacién HNC/MS, obtenemos:

g, (0 D) =expl- U (r;0)+ 3 p fc, ()b (r;0)dv,] j=12 (1.2)

Jm

La notacidn vectorial en ry1 y rp3 es para enfatizar que la distribucién de particulas de la especie j alrededor

de las particulas de la especie o en general no serd esféricamente simétrica.

Esta ecuacién, que llamaremos de extensién a tres puntos de cadena hipertejida en la aproximacién esférica

2 hij( r):gij( r)-1, con gij( r) la funcién de distribucién radial.
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media (TPE HNC/MS), aunque tiene la apariencia de la usual ecuacién homogénea multicomponente de
HNC, no lo es, ya que en este caso la funcién de distribucién 8oj Mo es la funcién de distribucién regular de
dos particulas.

Como la mancuerna estd constituida en si misma por dos particulas del fluido, se trata entonces de la
funcién de distribucion asimétrica de tres particulas, la cudl es proporcional a la probabilidad de encontrar una
tercera particula a una cierta distancia de las otras dos particulas, que se encuentran a una distancia fija ()

entre ellas.

Una vez conocida la 80> la fuerza que existe entre las dos esferas coloidales se puede determinar usando el

teorema exacto dado por la ecuacién de BGY, que relaciona la funcién de distribucién de dos particulas con

la funcién de distribucién asimétrica de tres particulas de la siguiente manera:

1 d d
,de'ln[g”(r)]__dz'

du, (r,) (1.3)

U.()-3p.] cosOg. (r;0)dv,

39

Asf, para el sistema formado por la especie o con dos grandes esferas cargadas, sumergida en un electrolito
de iones puntuales, la Ec. 1.2 se reduce a la version integral de la Ecuacién de Poisson-Boltzmann No Lineal.
Para resolver esta ecuacion integral no lineal en tres dimensiones, se eligié el Método de Elemento Finito
Isoparamétrico, el cual permite optimizar recursos de memoria y tiempo de convergencia de una manera
eficaz, resolviendo el problema de una manera global en forma autoconsistente, sobre los nodos de una malla

graduada no uniforme que aprovecha la simetria del problema.

En general dada la complejidad de la geometria de este sistema conviene resolver las ecuaciones en un
sistema coordenado adecuadamente escogido, dependiendo de las condiciones a la frontera sobre las esferas.
En este trabajo utilizamos el método numérico arriba descrito, sélo para el caso de densidad de carga

constante sobre las esferas.
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Sin embargo para el caso de esferas a potencial constante, retomamos las ecuaciones completas de
diferencias finitas del método de Hoskin[4] (sin hacer las aproximaciones empleadas por él) y en lugar del
método de relajacién nodo por nodo que él empled, aplicamos el método de Newton-Raphson para resolver
los sistemas de ecuaciones algebraicas que resultan. Encontramos que para éste caso éste método
proporcionaba soluciones de manera eficiente. Por otro lado, como este método de diferencias finitas
proporciona soluciones muy locales aproximadas s6lo sobre los nodos de una malla uniforme, las propiedades
globales resultado de integraciones sobre todo el dominio (no sélo sobre los nodos de la malla) no eran dignas
de confianza. Atin con la interpolacién bivariada de seis puntos, empleada para interpolar los valores de la
solucién fuera de los nodos de la malla donde eran requeridos, la precision en la integracién no era suficiente.
No obstante esto, notamos que para determinar propiedades locales, obtenidas estas también con técnicas
locales, como es el caso de la densidad de carga sobre las esferas, obtenida derivando numéricamente (con la
regla de tres puntos) el potencial con respecto a la normal a la superficie de las esferas, se dan resultados
confiables. Asi, aunque este método de solucién de diferencias finitas es muy veloz no tiene la precision del
autoconsistente, para algunas de las propiedades de interés proporcionado por la técnica de elemento
finito. Sin embargo para los propésitos de ésta tesis encontramos que era adecuado.

De los cdlculos realizados se desprenden las siguientes conclusiones generales: la TPE HNC/MSA permite
calcular apropiadamente la estructura i6énica alrededor de las esferas coloidales, a partir de la cual se establece
una fuerza repulsiva3entre las macroparticulas, la cual puede asociarse con la repulsién entre las capas de
contraiones entre las esferas. Dicha fuerza de repulsién aumenta al aumentar cualquiera de los siguientes
parametros: densidad superficial de carga, potencial superficial, radio de las macroparticulas, radio iénico,
acercamiento entre las esferas y concentracién del electrolito. A mayor concentracién de electrolito aumenta
el apantallamiento de la interaccion y el alcance de la fuerza se acorta. En condiciones similares, la fuerza de
interaccién es mayor cuando la densidad superficial de carga se mantiene constante, a medida que se acercan

las esferas, que cuando es el potencial superficial el que se mantiene constante. Finalmente, dependiendo de la

3 Discusiones bastante completas sobre el signo de la fuerza entre las particulas coloidales, pueden
encontrarse en Ref:[33] y [34].



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 11

concentracién idnica, para distancias suficientemente grandes el caso de densidad superficial constante se

vuelve equivalente al de potencial constante, como podria esperarse.

Las contribuciones originales de éste trabajo son las siguientes:

1. Obtencion de las Ecuaciones Exactas de TPE HNC/MS para los casos de dos esferas

coloidales a densidad de carga superficial constante y potencial constante.

2. Desarrollo de una técnica numérica muy eficiente y general, para la solucién de las mismas.

3. Comprobacion de que los resultados lineales de VO referidos frecuentemente en la
literatura poseen una validez muy restringida. Demostracion de que los resultados de Hoskin y
colaboradores para PB, contrario a lo que se creia, son aproximaciones lineales de ésta

ecuacion.

4. Obtencion de expresiones para la fuerza entre las esferas coloidales para los casos de

densidad de carga superficial constante y potencial constante.

5. Calculo y analisis de diversas caracteristicas microscépicas de este sistema
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Capitulo 2

Teoria

En este capitulo revisamos los trabajos pioneros y desarrollamos la teorfa de extension a tres puntos, Ec.
1.2, para los casos particulares de nuestro estudio.

En la Seccién 2.2 se detalla la teoria de Verwey y Overbeek para obtener de la ecuacidén de Poisson-
Boltzmann linealizada el potencial de interaccién entre esferas coloidales a potencial superficial constante.
Esta version linealizada es valida para los casos de esferas grandes muy préximas entre si y esferas pequeiias,
suficientemente alejadas una de la otra.

Como se dijo antes, Hoskin y Levine (Ref:[4]) pretendieron resolver la ecuacién diferencial de Poisson
Boltzmann no lineal, aplicando el método numérico de diferencias finitas. Sin embargo, como se demuestra
en la Ref.:[22], debido a las aproximaciones realizadas por ellos, terminaron resolviendo una forma
cuasilineal de la misma. Nosotros hemos repetido su cédlculo de diferencias finitas, pero sin realizar las
aproximaciones introducidas por ellos, por tal razén, para no ser reiterativos, no incluimos aqui su cdlculo y si
en cambio en el Capitulo 3 describimos extensamente nuestra version para resolver la ecuacién de Poisson
Boltzmann No Lineal, para el caso de potencial constante sobre las esferas.

En la Seccién 2.3, desarrollamos la teoria de extension a tres puntos de cadena hipertejida con aproximacién
esférica media (TPE HNC/MS) para obtener en el limite de iones puntuales, la versién integral de la
ecuacion diferencial de Poisson-Boltzmann No Lineal, para dos esferas coloidales con densidad de carga
eléctrica superficial uniforme inmersas en un electrolito. En esta secciéon determinamos también las
ecuaciones electrostaticas para el potencial electrostatico promedio y la densidad superficial de carga. Aunque
para el caso de esferas a potencial constante hemos partido de la ecuacién diferencial de PB, por completez
incluimos los resultados de la TPE HNC/MS para este sistema, el algebra detallada de este calculo aparece

en el apéndice 2.
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Finalmente en las Secciones 2.4 y 2.5 determinamos la expresién para la fuerza de interaccion entre las
esferas coloidales, cuando estas se encuentran a densidad superficial de carga eléctrica constante y potencial
superficial electrostatico constante, respectivamente, a partir de la ecuacién de Born-Green-Ybon.

2.2 Solucion de Verwey y Overbeek a la Ecuacion de Poisson Boltzmann lineal,
para dos esferas coloidales a potencial superficial constante.
2.2.1 La Energia Potencial de Interaccidn para Particulas Grandes

con una Doble Capa relativamente delgada (kR grande).

En general se entiende por doble capa eléctrica al acomodamiento de cargas que se forma entre dos medios
cargados, por ejemplo en la interfase esfera coloidal-electrolito. El origen del término se remonta hasta el afio
1879 en que Helmholtz lo acuifid, refiriéndose al hecho de que alrededor de una placa metélica cargada
sumergida en una solucién de un electrolito existirfan predominantemente iones con carga opuesta.
Constituyendo la doble capa eléctrica la carga sobre el electrodo y la capa de contraiones acumulada a su
alrededor.

En nuestro caso, la doble capa eléctrica es la carga que se esparce alrededor de las esferas coloidales en el
seno de la fase liquida, no sélo la capa mds préxima a las esferas, esto es, toda la estructura del electrolito en
torno a las esferas coloidales. Esta capa es difusa debido a los efectos opuestos de la fuerza eléctrica de la
particula coloidal, tendiendo a hacer la capa delgada y la combinacién de fuerzas repulsivas entre los iones y

su propio movimiento difusivo tendiendo a engrosar la capa.

Al calcular la interaccién de particulas esféricas consideramos dos esferas de radio R, con una distancia

entre centros (01 y Op) igual a T. Llamemos H(y =T - 2R a la distancia mas pequefia entre las superficies. En

esta subseccién consideraremos sélo particulas grandes con una doble capa delgada, i.e. el caso para el que K

47h <
R >> I, en donde «x estd definida por K= —'Bz ezzfn P y la extension de la doble capa
€ m=1

es del orden del radio de Debye 1/ k. Es conveniente introducir las abreviaciones: kR=T y T/R=S.
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Derjaguin introdujo un método por el cudl es posible calcular la interaccién de dos esferas cuando se
conoce la interaccién de dos planos paralelos infinitos del mismo material. Este método sélo puede aplicarse
cuando el alcance de la interaccién es mucho mas pequefio que el radio de la particula, lo cual se satisface

cuando k R es grande.

Figura 2.0: Geometria para determinar la repulsién entre dos esferas, empleando la repulsién entre capas

cuasiparalelas.

La energia potencial repulsiva entre dos esferas, se considera formada por las contribuciones de anillos
paralelos infinitesimales (Fig. 2.0), contribuyendo cada par de anillos a la energia una cantidad igual a:
2nhe2( f,; — f..)dh, siendo 2fy la energia libre por em? de dos placas paralelas a una distancia H y h es la
distancia desde el anillo hasta el eje de simetria. Esto implica la suposicién de que la interaccién no se ve
afectada por los elementos adyacentes, es decir que las lineas de fuerza permanecen paralelas al eje de
simetria aunque en realidad éstas se curvardn hacia afuera cada vez mas, conforme se alejan de éste eje. Como
las lineas de fuerza entran perpendicularmente a la superficie de las esferas, su desviacién serd despreciable
en tanto que el dngulo O de la Figura 2.0 sea pequefio (esto no se aprecia muy bien en la figura, ya que para
poder esquematizar la geometria se ha considerado h=R en lugar de R>>h). Como hemos partido de la
suposicion de que el alcance de la repulsion es mucho mas pequefio que las dimensiones de las esferas, las
contribuciones de las capas alejadas del eje de simetria son despreciables y resulta sin importancia, qué limite

superior de integraciéon escojamos. Se ha escogido el valor & porque da la expresiéon mas sencilla. Esta
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misma suposiciéon garantiza que las capas que dan contribuciones importantes deberdn ser practicamente
paralelas, empezando a sentirse la curvatura de la superficie cuando la contribucién a la energia repulsiva es

despreciable.

Entonces, integrando la contribucién de cada par de anillos a la energia potencial repulsiva V(1), en

2

términos de la diferencia de energfas libres por cm“, cuando los anillos estdn separados, respectivamente una

distancia H y muy alejados ©< , obtenemos

V(r)=]27h®2(f, - f)dh.

Como ———% =R —x=R—+/R*—h?, diferenciando a ambos lados tenemos que

dzH :—; (R ~h)"*(~2hdh\-2hdh=RdH.1~(h/ R)’ =~ RdH parah<<R

De modo que la energfa repulsiva obtenida es

V(r)= 2sz( f.—f)dH .

Para potenciales pequefios la diferencia de energfas libres f,, — f.. puede aproximarse con la aproximacién

de Debye Hiickel, que es una simplificacidn de la solucién exacta a la Ecuacién de Poisson-Boltzmann para

dos planos inmersos en una solucién de iones puntuales. A ésta teoria exacta se le conoce con el nombre de

€ Ky, KH
Gouy-Chapman, de tal forma que 2(fH - fw ) = 71//0 1 - tanh 7 .

Con esta aproximacion la integral 2.1 puede escribirse como

c Ry’ - kH  ( kH
V(r)=—""" [(1—tanh—)d| =~ |
(0)=""" I )|
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.cosh x—sinh x . 2e” X
Usando: L dx - LO 7dx - ln(l + e_ . ), se
cosh x e’ +e”

obtiene
2

x«ﬂ:fyﬁma+ew) o

Como H, = 7—2R, x H, puede reemplazarse por k7—2kR =T (S —2), de modo que:

Vir) 1
_ -T(5-2)

= In(l+e™?) o

eRy: 2

En el limite en que ademds de bajos potenciales las interacciones son débiles (grandes distancias), el

potencial eléctrico debido a una doble capa serd despreciable en la superficie de la doble capa de la otra placa

e inversamente. Podemos aproximar este potencial repulsivo con la superposicién de dos dobles capas

g2 _ 1
ze
independientes para grandes distancias, de donde (definiendo: Y= EE con ¢= k—]l/“jo Yy, el
e+
64 7mkTR -
potencial eléctrico en las placas) V(7)) =——— yre M),
K

La diferencia de energias libres fH — f.. para potenciales mayores, en principio debe escribirse en
términos de la ecuacién de Gouy-Chapman, Verwey y Overbeek (VO) emplean los valores numéricos
tabulados para esta diferencia y realizan el cdlculo de la integral 2.1 graficamente (Figura 2.1). La diferencia
entre los resultados aproximado y el de VO es pequefa para {=2 y crece a medida que { aumenta haciéndose
cada vez mds importante, aunque para grandes distancias las curvas de VO tienden a las aproximadas. Sin
embargo, todas las curvas de VO quedan por abajo de la aproximada para grandes distancias y {=4.

Es conveniente hacer notar que la comparacién mostrada en la Fig.2.1 casi no tiene sentido pues se trata de
la comparacién de un resultado aproximado con una aproximacién del resultado aproximado. Aun los
resultados de VO para potenciales altos, usando los valores numéricos tabulados de la ecuacién de Gouy-

Chapman, tienen una aplicacién mucho mads restringida de lo que la grafica muestra. Esto es asf, ya que las
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esferas deben ser muy grandes y sus dobles capas deben ser muy delgadas, para que la aproximacién de
considerarlas como una superposicién de anillos planos pueda tener algiin sentido. Ademas, no nos podemos

alejar mucho de las esferas coloidales, sin notar que la geometria se hace curva.
120 +

V(1)
R 100

10 Jerg/ cm
80

60

40

20

T(S-2)
Fig. 2.1: El Potencial Repulsivo V(t) entre dos esferas grandes, cuando
se aplica la expresién exacta de Gouy-Chapman para potenciales altos.

2.2.2 La Ecuacion de Poisson-Boltzmann.

La Ecuacién de Poisson-Boltzmann fue desarrollada independientemente por Gouy en Lyon en 1910 y por
Chapman en Oxford en 1913, su método para atacar el problema consistié en suponer que el perfil de

concentracion de iones satisface dos ecuaciones, la ecuacidn electrostatica de Poisson V2\|!(r)=p(r)/8 yla

distribucién de Boltzmann para iones en un potencial externo Y(r):

r)=
o(r) zp,.z,.eexp[ o

zey(r)
kT

1 —
Viplr)= -~ _Lpzeexp
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en la que se ha supuesto ademas que el potencial de la fuerza promedio se puede identificar con el potencial
electrostatico promedio sobre cada particula. No es exacta porque el uso del potencial electrostatico promedio
en la distribucién de Boltzmann sé6lo es correcta para iones puntuales, i.e., sin otras fuerzas entre ellos, mas
que las Coulombianas. Ademds, el solvente es tratado como un medio dieléctrico continuo, no como una
coleccién de moléculas discretas que ejercen fuerzas sobre los iones y entre si. Sin embargo, la Ecuacién de
Poisson-Boltzmann es una de las ecuaciones mds usadas en la teoria de soluciones electroliticas porque
contiene buena parte de la fisica esencial del problema al menos para soluciones diluidas.

2.2.3 La Energia Potencial de Interaccion para Particulas Pequeias

con una Doble Capa relativamente grande (KR pequefia).

Considerando dos particulas esféricas que se aproximan entre si desde una distancia infinita hasta una

distancia /, la energia potencial de interaccién V(7), que es igual al cambio en la energfa libre, estd dada por

V(f):AF:(Qm_Qz)I//o,

en la que O y Qf son las cargas de una particula cuando las particulas estdn a una distancia infinitamente

grande y a una distancia /, respectivamente. En este caso Verwey y Overbeek suponen tdcitamente que

durante el proceso completo el potencial W) de la superficie permanece constante. Si se desea asumir que lo

que se mantiene constante es la carga superficial se tiene que usar otra ecuacion en lugar de la anterior, que dé

el cambio en energia libre del campo eléctrico. En este caso la energia potencial de interaccion es igual a:

V(D) =AF =(y, - y¥..)0.
siendo Q la carga de una particula, supuesta ahora constante, mientras que el potencial cambia desde ¥/

hasta ). En la teorfa de VO estas tltimas dos expresiones forman las ecuaciénes fundamentales del

problema, y todo lo que hay que hacer es encontrar la relacion entre la carga Q y el potencial ), en funcion

de la distancia de separacidn entre las esferas.
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Consideremos dos particulas esféricas de radio R a una distancia T entre sus centros 01 y O, inmersas en

una solucién de un electrolito simple. La ecuacién de Poisson-Boltzmann para el potencial electrostatico
promedio (r), para la doble capa eléctrica que rodea a las dos particulas esféricas en el caso de un electrolito

binario simétrico, es:

V2= 3P Gon (2 Yy (2.4)
€ kT
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P

Figura 2.2: Coordenadas empleadas en el cdlculo del campo alrededor de dos particulas esféricas.

En la aproximacién de esferas pequefias empleada aqui, la influencia de la concentracién y la valencia del

electrolito esta expresada completamente por el espesor de la atmdsfera i6nica correspondiente, i.e. por el

valor de k1. Donde el potencial en la superficie de las particulas es ), y vale cero en el liquido que se

encuentra muy alejado de las particulas.

Si empleamos la aproximacién para potenciales pequefios, el potencial ¥ en todo punto P en el liquido

satisface la ecuacion diferencial lineal de Poisson-Boltzmann:

Viw=ry. (2.5)

Para resolver esta ecuacion se deben tomar en cuenta las condiciones a la frontera de que el potencial y

tiene el valor yy sobre la superficie de las particulas y el valor cero al infinito.

Se puede encontrar la solucién a la Ec.2.5 a través de un desarrollo en términos de arménicos esféricos
multiplicados por funciones adecuadas de rq (la distancia del punto P al centro O, véase la Fig. 2.2)

V= z P (cos@,)- f,(1;). Como consecuencia de la ortogonalidad de los polinomios de Legendre, cada

miembro de esta serie tiene que satisfacer por separado la Ec.2.5.
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Con esta condicién quedan definidas las funciones f,(r1) y pueden determinarse facilmente. Ademds, de la

simetria alrededor del eje 010, la solucién tiene que ser simétrica para las dos particulas, esto se logra

simplemente sumando a la solucién con origen en la primera particula, una serie similar tomando el centro de

la segunda particula como origen, considerando solo los primeros tres miembros de ambas series tenemos:

exp(—xr) N exp(—xr,) N
r r

1 2

1 \exp(—&n,)

eXp(—kKr.
+cosf | 1+ p(=A7.) +
Kr r Kr r

1 1 2 2

w=A+Acosb |1+

(3cos’ @ —1) 1+ 3 + 3 exp(—l<rl)+

w, () )
+22< >
+(3cos’ @ —1) 1+ 343 : eXp(=A7;)
i \ o, (k) ) 1
(2.6)

El significado de rq,,01,07 puede verse de la Fig.2.2. Cuando las particulas estdn alejadas entre si, el

campo alrededor de cada esfera estd dado por el término — Kr ). y los siguientes términos son cero.
exp
r

Si se juntan las particulas, A1 y Ay son constantes que expresan la pérdida de la simetria esférica del campo,

cuando una de las particulas se acerca al campo de la otra particula. Estas deben escogerse de tal manera que

() sea igual sobre la superficie de ambas esferas. Ahora bien, esto no puede hacerse exactamente, cuando la

serie de la Ec.2.6 se corta después del tercer término. Verwey y Overbeek proponen el "Método del
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Momento", exigiendo que el potencial no tenga momento dipolar ni cuadrupolar, siendo el momento mas bajo

el octopolar y de estas condiciones determinan Aq, Ay.

La carga de las particulas puede determinarse aplicando la ley de Gauss:

e (dy

Q — .[ dw integrando sobre la superficie completa 1 de la primera particula.
1

Ar\ dr

6,=cte ;=R

De esta manera se puede encontrar la relacion que une a la carga Q y el potencial superficial y() de las

particulas:

— (1-e™) 1+/1(1+1j+/12 4543 :
T ST ST (ST) .7

e

1+
© 2

‘ e RI+TH1-6(1+ )}

donde: o y & son funciones que dependen de los pardmetros Ay y Ay y las variables S y T definidas arriba

(véanse las formulas 71, 72 y 78 del capitulo X parte III en la Ref.:[1]).
Habiendo obtenido entonces la relacion necesaria entre la carga y el potencial, podemos proceder a calcular
la energia de interaccién. Suponiendo que el potencial superficial permanece constante, la energia de

interaccién al aproximarse las particulas estd dada por la ecuacion V%:m(f) =(Q. -0, ¥,, usando la

Ec.2.7 para eliminar Q, encontramos que la energia potencial de interaccion estd dada por:

-T(5-2)

V.. (r)=yeR T B, (2.8)

en la que: Esta energia potencial aparece graficada en la Figura 2.3.
B I+

-T(5-2)

e
28T

1+

(1-e)1+) |

Si por otra parte, se supone que la carga permanece constante durante el acercamiento de las particulas, la

energia potencial de interaccidn resulta:
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—T(5-2)

V,. (r)=0 (W, —y.)= W, €ER g v, (2.9)

en la que: (1 + Ot)
7 = -T(5-2) _
e Tr-1
- ——te” |1+ )
28T \T +1

Derivando las expresiones 2.8 y 2.9 se determina la fuerza de interaccion entre las esferas coloidales para el
caso lineal. Para comparar con nuestros cdlculos, estas derivadas se realizaron empleando el paquete
MATHEMATICA de aplicaciones para dlgebra simbdlica de la Titdn, los resultados obtenidos corresponden a
las curvas punteadas de la Figura 4.1. En ésta podemos apreciar que para una densidad de carga superficial de
0.018C/m2, para esferas desde 5A hasta 20A para un electrolito 1:1, 0.01M, VO se aproxima a la TPE

HNC/MS para distancias mayores que cinco didmetros idnicos entre las superficies de las esferas.
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Figura 2.3: El potencial repulsivo V(t) entre dos particulas esféricas.
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2.3 La Ecuacion TPE HNC/MSA para dos esferas coloidales

a densidad de carga eléctrica superficial constante.

En una serie de articulos (Ref.:[11]-[15]), se ha propuesto una extension a tres puntos de cadena hipertejida
en la aproximacién esférica media TPE HNC/MS. Esta teoria ha sido aplicada a la interaccidon de placas
rigidas cargadas, inmersas en un electrolito de modelo primitivo. La teoria, sin embargo, es general y puede
aplicarse a cualquier geometria de las particulas coloidales. En el limite de iones puntuales, la TPE HNC/MS

se reduce a la versidn integral de la ecuacién diferencial de Poisson Boltzmann.

Retomando la Ecuacién (1.2) de TPE HNC/MS obtenida en la Introduccién para un electrolito de dos
especies ionicas, alrededor de una "mancuerna” formada por dos esferas cargadas de radio R y una distancia

entre centros de T:

pe’z,

€

gm(é’ﬂ];l’):eXp —ﬂum(fl,ﬂ])_ Is—lpm(é:z,m;f)dvg (2.10)

donde i=1,2. Aqui § | , 1 son las coordenadas esferoidales del ion 1 de la especie i, uy j (§1 ., Mp) esel

potencial de interaccion directo entre el ion 1 y la mancuerna (de especie @ ), s es la distancia entre el ion 1 y

elion 3, gy i E,m;v (= hoi (& ,M; 1) + 1) eslafuncién de distribucién de una particula de los iones de la

especie i alrededor de la mancuerna y

pm(éaﬂgﬂ'):ZZ,np,nhwn(fS,m;T) : 2.11)

Las esferas tienen sus centros localizados sobre el eje zen - T/2 y 1/2 . La geometria se muestra en la Fig.

2.4, enlaque a=2(R+a/2)/x.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 26

Figura 2.4: Geometria de las dos esferas a densidad de carga superficial constante interactuando.
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En coordenadas esferoidales la diferencial de volumen es
3

dv. = ;(sinh“ £ sing +sinh & sin' 5, )dEdn do. 212)

El cuadrado de la distancia s entre los iones 1 y 3, (tomando en cuenta la simetria axial del problema) es

s2=(x3x )% + (2327)?

En coordenadas esferoidales esta cantidad estd dada por

st = il {(sinh* & sin*77,)—(2sinh & sin7, sinh £ sin7, )cos @, + (2.13)
+(cosh & cosp, —cosh& cos7p ) +(sinh* & sin® 77, )},

Identificando las funciones A, B, C, D, respetando el orden en el que aparecen en esta Ultima ecuacién s2 se

expresa como

s2=12/4{ A - D cosp3 + C + B )

Diferenciando a ambos lados de esta expresién, cambiando solo ###3,

sds = 1 {sinh & sin7n, sinh & sinn }sin @ dg.

Por lo tanto, podemos escribir la diferencial sobre ###3 en funcién de la distancia entre los iones 1 y 3, como

8sds
dp,=———.
D7 sin @,
. A+B+C
Definiendo ' = ——  y delaEc.2.13
D
dp = 8sds z
0721—{F—‘”}
Dt’

(2.14)

De manera que sustituyendo la Ec.2.14 en la Ec.2.10:
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7

gm<é,mr>=exp{—ﬂum<é,nl>— ~jagfanp. .m0

(2.15)

X (sinh’ & sin7, +sinh & sin’n,) | 2ds

o
Dt

tal que s, =§[A—D+C+B] Y S =§[A+D+C+B].

min

La integral, / Smax 2ds

Drz\/l—[lf— 45 }
Dt

2

DT

NDt
dx, resulta

realizando el cambio de variable x* = y dado que entonces ds =

con: x{ = F+1yx; = F—1. Que se puede escribir como

2 Smax du

[ Drx,

1 X
~ /Drx %J(l—uz)(kzuz—l)’donde: Y

Esta es una integral eliptica

I

1 du 1
] = _ K' (k) (2.16)
7./D(F +1) u(l—w)(kzuz ~1) 7./D(F +1) )
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. di
KO =1 ew —1)

donde: k = ,[——.
F+1

T T
Pero K'(k):F 2,k' ccon k'=41-k?, k2<]yF 2,k' , la integral eliptica

completa del primer tipo (Ref.:[16])4.

Sustituyendo la Ec.2.16 en la Ecuacién 2.15, tenemos

vhez c . 2.17
gw(fl’nl;/z-):exp{_ﬁum(gl’n])_ c !dé-([dﬂzpm{A(gz’ﬂz;T)}’ ( )
en la que

(sinh’ & sin7, +sinh & sin’ 77, )F(Z’k j @.18)
A( 39°3 ;T) = 2 2 .
671 /lsinh & sing, +sinh & sing, | +[cosh &, cosn, —cosh & cosn, |
Por otro lado el potencial electrostatico directo, en coordenadas esferoidales estd dado por
4 ezQ| 1 1| _ezQ cosh& : (2.19)
“ e |r r| et cosh’é —cos’'m

y en términos de la densidad de carga superficial

2
B = — A7R’ Pez. 0 2cosh & . (2.20)
et  cosh” & —cos™ 7,

“4Para evaluar esta integral eliptica completa hemos empleado la aproximacién polinomial de C. Hastings, Jr.

" Approximations for Digital Computers" Princeton Univ. Press, véase también (Ref:[24] pdgina 591, férmula
17.3.34).
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Sustituyendo en la Ec.2.15 ésta expresion, la funcién de distribucion de iones alrededor de la mancuerna de

esferas coloidales queda como
p

47 R fezo cosh& )

_|_
h* & —cos’
g (&.n;7)=exp €T cosh’ & —cos’ 7. g

-t ﬁe “ldgfdnp, A7)

(2.21)
A continuacion, de la condicién de electroneutralidad, vamos a deducir las ecuaciones para la densidad de

carga eléctrica superficial sobre las esferas ¢ y sustituyendo esta ultima en la Ec.2.21, encontraremos la

expresion para la distribucién del potencial electrostdtico promedio en la solucién electrolitica Ww(€1,n1).

Como la dispersion coloidal es eléctricamente neutra, la carga total depositada sobre las esferas coloidales,

debe ser igual al negativo de la carga total que permanece distribuida en el volumen del electrolito

20=—¢]p,(£.7.:7). )

en la que sustituyendo dv3 de la Ec.2.12 y considerando la distribucién uniforme de carga eléctrica sobre cada

esfera Q=4 TR2 G, tenemos

(&.,m.;7)(sinh’ & sinpy, +sinh & sin‘ 7. ) (2.23)

16R

donde se ha considerado la simetria respecto del plano intermedio entre las esferas coloidales para la integral

sobre 13.
Recordando que gq;i(§1.n1:0)=exp[-ez;p W(&;.M ;D] sustituyendo la Ec.2.23 en la Ec.2.21 y despejando

y(&1,11;7) obtenemos

nT'ex .
y(&ni0)==" “1dE1dn.p, (&, 1:7)%

cosh &
cosh® & —cos’ 77,

72[ A .n;7)- (sinh’ & siny, +sinh & sin’ 773)

(2.24)
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Debido a que las coordenadas esferoidales prolatas empleadas & , 1, ¢ no resultan del todo adecuadas para
generar la malla de discretizacién del problema, ya que aunque poseen la simetria adecuada al problema estas
coordenadas no describen correctamente la frontera de las esferas coloidales, utilizaremos entonces un
sistema coordenado que simplifique la definicidn de dichas fronteras. Imponer las condiciones de frontera en
las coordenadas & , 1, ¢ era un problema particularmente dificil, pues ocasionaba que para ajustar los puntos
de las mallas préximos a dichas fronteras se invirtiese una buena cantidad de tiempo ajustdndolos
"manualmente” con ayuda de una microcomputadora. La lentitud de tal procedimiento origind la bisqueda de
un mapeo que simplificara el proceso de generacién de la malla. Este fue sugerido casi de manera natural por
la frecuente aparicién de los términos cosh y cosn en las ecuaciones. De esta manera, el dominio elipsoidal
en las coordenadas & y 1, pasé a ser un trapezoide en las coordenadas A y . Esta simplificacién de la malla
que se obtiene al hacer los cambios de variable A=cosh& y pi=cosmn se aprecia con mayor claridad en la Figura
3.2.

La regla de transformacioén de coordenadas es entonces

x:2(2«2 _1)1/2(1_ﬂz)1/2 COS¢,y :;(22 _1)1/2(1_‘[12 )1/2 singo,z :;ﬂ,ﬂ

y los factores de escala correspondientes son

T(ﬂz - 'le )1/2 T(ﬂ«z - ﬂz )”2 T 1/2 1/2
== T/ p =" h="(2-1)"(1-x
2 2(22 _1)1/2 u 2(1—/,!2) v ( ) ( /u )

De modo que reescribiendo los resultados anteriores en términos de las coordenadas A y L tenemos

(A, ;1) = 2 7 z
8. (4 #58) = exp €T Ai—u, € JAT=1)-)

en la que pyq(A3,n3:7) y A(A3,u3;7) corresponden a las funciones definidas arriba pero realizando los

cambios de variable correspondientes, y el denominador que aparece en la integral resulta de los factores de

escala de la Jacobiana de la transformacidn, al realizar el cambio de variables en la integracion.

—l6zfoez R* A T [pe’z, ida jdﬂ}pw(2/3,ﬂ3;T)A(2f3,ﬂ3;T)

b
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A4, u;7)
J&=1D)1-u)

Redefiniendo A(A3,u3:7) A( l ,U . T) —
3945739

tenemos entonces que5

(/12 —1)(1— ;f )F(f[/2 k") : (2.25)

[ =0-m)+ [ =00-)] + 1At~ 21}

A(ﬂw’ﬂw’r) =

la ecuacién para g;(Aq,11;7) resulta ser

l67foez R° A T’ fe’z.

et (A -u)

g. (A, pu;7)= eXp{— JdA, J dup, (A, u;7)AA, L1, ;f)}-

(2.26a)

De igual forma la densidad superficial de carga eléctrica y el potencial electrostatico promedio alrededor de

la mancuerna son

(A —w)p, (A, u;7), 2.27)

> Nota: A también es funcién de Aq,py.
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w(A:7)=""CTdA [dup. (ﬂ,},luz;f)x|:2A(ﬂv},ﬂz;r)_w} (2.28)
2l 4 A-u

La Ec.2.26 es la versién integral de la ecuacién diferencial no lineal de Poisson-Boltzmann para un
electrolito de iones puntuales, alrededor de dos particulas rigidas esféricas cargadas para el caso de densidad

de carga constante. La ecuaciéon de PB usual Ec.2.4 puede obtenerse aplicando el laplaciano sobre la Ec.2.28.

De manera similar, se puede obtener la TPE HNC/MSA en coordenadas dipolares biesféricas (véase la
Ec.3.21), para el caso de potencial superficial constante, el desarrollo correspondiente aparece en el Apéndice

1. Esta ecuacién para este caso es

pyezR 1 1

S r r
too (2.26b)

gm(tl,ul;f)z eXpy —

of * R pe’z
_ A4 fdt fdup_(t.,u;7)C( us7)}

e —ty 0

Donde
1 cosh? —cosu,

;l 7"/ 4(cosht, —cosu )+(7° /4—R’)(cosht, +cosu )+7-/7° /4—R’ sinht, ’
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1 cosht —cosu,
r 7 /4(cosht —cosu, )+(z’/4—R’)(cosht +cosu )—7-/7°/4—R’ sinht

sinu, F(;[ , k'}
Clt,,u;7)=

sinu, sinu, sinh?, sinhz

2

(cosht, —cosu, ) + + -
coshz, —cosu, cosht, —cosu, cosht, —cosu, cosht, —cosu,

4sinu, sinu (cosht, —cosu, )(cosht —cosu )
L+M '

y k'=

Con

L=[sin uz(cosh tq-cos uy)+sin uj(cosh t3-cos u3)]2 y M=[sinh t3(cosh tj-cos uj)+sinh t(cosh t3-cos u3)]2
Como ya hemos mencionado los resultados de VO tienen una validez muy limitada, tanto para el caso de
esferas pequefias como para el caso de esferas grandes. Ademds de que estdn pensados s6lo para el caso de
potencial constante sobre la superficie de las esferas, las aproximaciones empleadas s6lo son adecuadas para
interacciones débiles entre las particulas coloidales. Esto es, para particulas coloidales pequefias con una
doble capa extensa a grandes distancias entre las particulas y para particulas coloidales grandes con una doble
capa corta a distancias pequeiias entre las particulas. No obstante esto, han sido los tinicos célculos referidos
en la literatura hasta antes de nuestro trabajo. Este en cambio, no tiene aproximaciones empleadas aparte de
las del modelo mismo. Su generalidad en ese sentido, abarca todas las posibilidades de concentracién del
electrolito, densidad de carga sobre las particulas coloidales, separacién entre centros y tamafio de las mismas.

Ademéds, con los programas de computo desarrollados empleando métodos numéricos muy eficientes y los
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recursos de computo disponibles en la actualidad, la obtencién de resultados para un sistema especifico es
cuestion de unas horas o, incluso hasta de minutos, segtn la complejidad del sistema.

Nosotros empezamos resolviendo el problema de esferas a densidad de carga constante para algunas
condiciones sencillas con el fin de familiarizarnos con la generacién de mallas apropiadas y para comparar
con los resultados de VO. Entonces, se nos mencioné que el problema ya estaba resuelto desde 1955 por
Hoskin (Ref.:[4]), para el caso de potencial constante para toda la gama de sistemas posibles. Esto nos llevé a
estudiar el caso de esferas a potencial constante y verificar la correccién de sus cdlculos. Para ello empleamos
una version moderna del método de diferencias finitas, que no requiere una serie de aproximaciones
implementadas por Hoskin. Es por ésta razén que no empleamos el método de elemento finito para obtener
los resultados para esferas coloidales a potencial superficial constante reportados en éste trabajo. Al comparar
los resultados numéricos encontramos que ambos resultados se parecen sélo cuando las condiciones del
problema linealizan la ecuacién diferencial. Es asi como revisando cuidadosamente el algoritmo empleado
por Hoskin pudimos determinar que las aproximaciones empleadas por élI linealizan la ecuacién diferencial de
Poisson-Boltzmann, limitando asi la validez general de sus resultados numéricos. Esto de alguna manera ya
ha de haber sido detectado con anterioridad, pués como mencionamos arriba, los resultados de VO han sido

los dnicos calculos referidos en la literatura hasta antes de nuestro trabajo.
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2.4 Fuerza entre dos esferas a carga constante.

Una vez que el perfil de densidad es conocido, puede obtenerse la fuerza entre las dos esferas coloidales a

través de la ecuacion de Born-Green-Yvon (Ref.:[11],[14]):

|_|
I
QL
<
Y
—_
e
~
|

d
L d ln[g —r—=L->p ju“’(r” )cos 0G dv, (2.29)
B dr, dr dr

— —

en la que: cos@=r,, 1y, I, =1, —1, y I;,=FK—F y I,F,, I, son los vectores de posicién de las

_8. )
g,(7.)

g 3 (’_’; s ) y g i (’_’: . ]_’; . ’_’; ) son las funciones de distribucién de pares y ternas de particulas.

particulas 1,2 y 3 de las especies 7y, B y m respectivamente (Fig.2.4) y G

Entonces P, Gy, es la densidad de probabilidad de encontrar una tercera particula en la posicién 7; , cuando
las particulas 1 y 2 estén fijas en las posiciones 7, y 7, respectivamente (Ref.:[11]). Gy, corresponde por lo

tanto a nuestra g ; definida en la Ec.2.26, si identificamos en la Ec.2.29 a las particulas 1y 2 de la especie Y(=

) como las particulas que forman la mancuerna de especie o, .

T
De la Fig.2.5 es claro que }_’:2 = (O,’[) =7, ]7';1 =|X,,2, 4+ —[=V y cosf=

Ademds considerando que en la Ec.2.29 la especie o consiste de mancuernas a dilucién infinita, constituidas

por esferas cargadas de radio R, entonces la Ec.2.29 se convierte en

7

du (7) . du (v)| & +§ (2.30)
—1In - L — G dv,
Bdr R L

En donde ahora las particulas 1 y 2 son particulas coloidales, de especie v, y la particula 3, de especie m es

un ién.
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p=1
2 A
2R =
p= (1-2R) |
/1) | /1)
M:_(l_T) b \ ‘

b)

Figura 2.5: Geometria para la determinacion de la fuerza entre las dos esferas coloidales con
densidad superficial de carga eléctrica ¢ constante, interactuando. En a) se muestra una
parametrizacion en coordenadas esféricas (v,0 ) mientras que en b) aparece un mapeo en

coordenadas ( A,l ) en el que la geometria se simplifica a un trapecio, las esferas coloidales (1 y 2)
estdn representadas en este mapeo por los tridngulos 1 y 2, las lineas punteadas indican la zona de
méaximo acercamiento de los iones puntuales (3).

Pero el miembro izquierdo de esta dltima ecuacién no es otra cosa que la derivada del potencial
electrostatico de la fuerza promedio entre las esferas coloidales. Esto es, la fuerza FW(T) entre las dos esferas
sumergidas en la solucién idnica y separadas una distancia T, en términos de su interaccién electrostética

directa y de su interaccién a través de la distribucién de iones alrededor de las mismas, estd dado por

T
du (1) . du W) %15 2.31)
F ()= sy @) 0 g,
dr dv 1%
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El potencial de interaccién entre las dos esferas uW(T) y el potencial de interaccidn entre una esfera y un ion

% *k P 240
umy(v) pueden separarse en una parte de corto alcance Uypy Ty Unyy (v), mds una parte electrostatica

uwel(‘c) y um,yel(v):

u (7)=
7 ;T < 2R
Ov=2R+—
;y(v)=<
o) < R+ —

3k . ., 4 . . L . .
Unyy (v) pone de manifiesto la correccion de Stern a través de una distancia de mdximo acercamiento de los
iones a las esferas de R+a/2, siendo a el didmetro i6nico, y C es una constante arbitraria que fija el potencial

de referencia.
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De modo que las fuerzas de corto alcance y electrostaticas estdn dadas por

du (7 :
A ):IJ(T—ZR)G(“"’”’)
dr f

_ du,, (v) _ 15(‘/ _R_ aje(ﬂu;,,m))
dv B 2

du,(7) _(470R")

dr er’

(2.32)
_ du; v) _4nmoR’ez,  4moR’ez,

dv 2% EB(}M“#)]

sustituyendo los resultados 2.32 en 2.31 tenemos

167°R'0°
=+

k (T) €T’

(2.33)

+ j;é‘(v —R- ;)exp(ﬁu; (V))G}é (v,6;7)v’ cos@sin 8dvd bd p) +

N 27R’ote . G, (/l,ﬂ;f)[/l,u +1

h A+ u

orey G A A - )

' A ut
con (V,Q;T)Zz;’pmg”’”(v’e’r) y Gm(/laﬂ;f)ZZTZmpmg”’"('u)-

: g, (7) g, (7)

En la Ec.2.33, en la dltima integral, la expresion entre paréntesis rectangulares es el cosf y entre corchetes

la diferencial de volumen expresadas en coordenadas A,|L.
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La fuerza entre las esferas puede descomponerse entonces como F(T)= f (T) + fel(‘c). Integrando sobre ###

yven f?k (1) tenemos

£ (0)=22T['G, (R +‘2l,9; rj(R + ;j cosBsin 8d6 (239

que puede llevarse a una integral sobre la coordenada | de nuestras coordenadas esferoidales prolatas
reparametrizadas, de la siguiente manera:

Sobre la superficie de la esfera v=R+a/2=1/2 (A+1). Despejando de aqui A(W)=2/t (R+a/2) - | para todo punto

sobre la esfera, sustituyéndola en CcoS 0 — ﬂ' ‘u ’u +1 — b — ’u ‘u t 1, con b=2/t7(R+a/2) y
M)+ b

diferenciando -sin@d®=(1/b)[(b-w)-u] du=(1/b)[b-2u] dy, la ecuacién de fmy (’Z-) queda finalmente como

. i (2.35)
fo(7)= M W), 15T +Z,0 [24 =3bu* —(2-b ),u+b]dﬂ]
donde P, (ﬂ(ﬂ),,u;f):z;ﬂpmhm (ﬂ(ﬂ),ﬂ,f)
Asimismo
i b _ , 2.36
Fi(r)= 167 Rza AR z‘ecrI QAP dup. (Aot T)(/l ,u)(/1u2+1) (2.36)
€T € (2+ )
donde:
/1—2—Rl</1<1 2R (2.37)
#,(2)= t 4
1,1+2—R <A
T

Para analizar la fuerza entre las esferas en funcién de T y R, es conveniente definir una presién como
P(1t) = F(t) /(= R2). Las integrales que aparecen en esta expresion fueron evaluadas aprovechando las
interpolaciones de elemento finito para puntos fuera de los nodos de la malla y usando integracién gaussiana
para los elementos isoparamétricos, de dieciséis puntos y de Hammer de siete puntos, para los elementos

triangulares (Véase la Sec.3.2).
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2.5 Fuerza entre dos esferas a potencial constante.

En el caso en que las dos esferas coloidales se encuentran al mismo potencial, puede tanto intuirse
fisicamente como demostrarse analiticamente6, que la fuerza electrostdtica directa entre las esferas es nula
porque no existe un gradiente de potencial entre ellas. Entonces las fuerzas de corto alcance y las

electrostaticas quedan como

du’' (T .
ur/( ) — l 5(,2. _ 2R)e(/?uyy<r))
dr
_ du;r (V) — l 5(‘/ _ R)e(ﬂ"”"m)
dv
d el
w@_,
dr
_duy, v) _d ( W Rez, j _W.Rez, (2.38)
dv dv\ ev ev’

de modo que dividiendo por 7 R2 y sustituyendo en la Ec.2.31

P (z)=P.(z)+ P! (z)+ P (7)+ P ()

my

en la que, como ya mencionamos, P };l (’Z-) - O mientras que la fuerza debida a la interaccién de corto
alcance entre la esfera y los iones del electrolito P ”:; (T) es
P (7)=2kT]’ G, (v =R,6;7)cosBsin d6.
Como el potencial superficial sobre la esfera es constante GY S(R,0;7)=G(R;71), tal que G(R;T) es una constante
independiente de 6, entonces

P (7)=2kTG(R;7)[ cos@sin8d6 = 0.

P;;, es 0 6 infinito dependiendo de que T>2 R o no.

6 Véase el Apéndice 2 para una demostracién completa.
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YN

X

v

Fig. 2.6: Geometria de las dos esferas coloidales a potencial constante, interactuando.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 43

, en este sistema de esferas coloidales a

Para calcular ., 1 l//“Rez
P(z)=—1

- —* |c0s0G dv,
R’ eV

potencial superficial constante, empleamos las coordenadas biesféricas dipolares (definidas en la Ec.3.21, en

términos de las coordenadas cartesianas) tfu,v mostradas en la Figura 2.6. Escribiendo

V= \/ x; +(Z3 +7 /2)2 y cos 0= (z3+7/2)/v en funcién de las coordenadas biesféricas dipolares,

llamando (=t/2 y K2:cosh2 t-1, K =cosh t+cos u, K_=cosh t-cos u, tenemos:

V =
K
y
(tz —RZJIQ +iK
cosf =

f\/ K +T\/(t2—R2jK2 +i2K

. . . el
Finalmente, sustituyendo estas expresiones en P T
my

2;1/ ez,
e R

P ()=

S0 dtduG (u t;7)xV(u, t; 7)

con

wrn \/(tz—R2)Kz+tK (tZ—szsm

V u,t,7)= 3
(tz —szlg +T\/(t2 —Rz)Kz 2K | K™

Debido a que para encontrar la distribucion espacial del potencial de este problema empleamos diferencias

finitas, las funciones de interpolacién de elemento finito de orden cibico no eran buenas para representar los
valores de la funcién fuera de los nodos (véase comentario al final de la Sec.3.1). Por tal razén, para
determinar la integral que aparece arriba en las coordenadas t y u, fue necesario investigar un método

numérico que permitiese interpolar con mayor precisién los valores de GY s(u,t;T) para los puntos en el

interior del dominio de integracion.
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De esta manera en los dieciséis puntos de cada celda, donde era necesario evaluar la funcién para
determinar la integral empleando integracién Gaussiana, se utilizé la férmula de la Interpolacién cuadratica
Bivariada de los seis puntos (Ref.:[25], pag. 882, férmula 25.2.67). Con esta férmula, conociendo los valores
de la funcidén en las cuatro esquinas de la celda mas los valores de la funcién en otros dos nodos de otra celda

vecina, se puede determinar el valor de la funcién en cualquier punto del interior de la celda. Ver Seccién 3.3.
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Capitulo 3
Los Métodos Numéricos Empleados
3.1 Introduccion

Considérese el problema que nos ocupa de la ecuacion integral, Ec.2.26a, para el caso de carga constante y
el de la ecuacién diferencial, Ec. 2.4, para el caso de potencial constante. Por la geometria de las dos esferas
coloidales inmersas en el electrolito la solucién a éste problema involucra tres dimensiones. Para resolver un
problema de esta complejidad se requiere tener métodos numéricos muy eficientes que tomen en
consideracidn tanto el tiempo de cémputo disponible, como la memoria de los recursos de computo. Esto es,
que los métodos converjan en unas cuantas iteraciones y que permitan discretizar el dominio de solucién,

introduciendo un minimo de nodos gradualmente espaciados para abarcarlo.

En el caso de las esferas coloidales a densidad de carga constante, para definir el método a emplear,
tomamos como punto de partida la aplicacién del método de Galerkin de Elemento Finito a un sistema mucho
mas sencillo que este (Ref.: [20]), del cual se obtuvieron conclusiones dignas de tomarse en cuenta para

nuestro calculo complejo, como son:

1.- Aprovechar al mdximo la simetria del problema, para reducir el dominio de solucién.

2.- Graduar las mallas, para reducir el niimero de nodos empleado.

3.- Emplear polinomios de Interpolaciéon de grados mayores que el lineal.

4.- Emplear una combinacién de los métodos de Galerkin, con Colocacién y resolver el sistema de ecuaciones

algebraicas no lineales resultantes por el método de Newton-Raphson.
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Las comparaciones que se han hecho para la eficiencia del método de Elemento Finito con otras técnicas
numéricas empleadas para resolver ecuaciones integrales no lineales, que aparecen en las teorfas de liquidos
(Ref.: [21]), aunque realizadas para el caso unidimensional, demuestran que éste debe ser una buena eleccién

para el problema de dos esferas a densidad de carga constante.

Por otra parte, para el caso de las esferas coloidales a potencial constante, como hemos mencionado
anteriormente, Verwey y Overbeek encontraron soluciones aproximadas, para la ecuacién de Poisson
Boltzmann linealizada, para los casos de esferas muy grandes (planos) y esferas pequefias (Ref.:[1]). Mds
tarde Hoskin y Levine (Ref.: [4]) intentaron resolver la ecuacién de Poisson Boltzmann no lineal, empleando
el método de Diferencias Finitas. Sin embargo, debido a las aproximaciones realizadas en sus ecuaciones de
diferencias finitas, terminaron resolviendo una forma cuasilineal del problema, como se demuestra en la
Ref.:[22]. Nosotros realizamos el célculo evitando tales aproximaciones y combindndolo adecuadamente con
el método de Newton-Raphson. Esta técnica de solucidn resultd ser sumamente rapida al compararla con la de

Elemento Finito, para el caso de carga constante.

Aqui es conveniente mencionar que el método de Elemento Finito proporciona una solucién global de la
ecuacion integral de Poisson-Boltzmann no lineal, véilida no sélo en los nodos de la discretizacién, sino
también entre los nodos de la malla. Esto es, en todo el dominio de la solucién. Esto se logra por medio de la
interpolacién caracteristica del método de elemento finito para la solucién entre los nodos, y a través de la
solucién "variacional" o por asi decirlo "autoconsistente” del problema, que ajusta la solucién para que tanto

globalmente como localmente se satisfaga la ecuacién original.

El método de Diferencias Finitas por el contrario, proporciona sélo soluciones locales, esto es, soluciones a
la ecuacién diferencial no lineal de Poisson-Boltzmann, que se cumplen solamente en los nodos de la malla.
Estas soluciones se extienden a las regiones alrededor de las mismas, sélo a partir de tener mallas
suficientemente densas en el dominio de la funcién. En nuestro caso, para extender la solucién local

proporcionada por el método, se empled una técnica conocida como la interpolacién bivariada de seis puntos.
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De lo anterior se desprende, que convendria tener en el futuro una solucién por Elemento Finito al problema
de las esferas coloidales a potencial constante inmersas en un electrolito, para asegurar la confiabilidad global

de las soluciones en los nodos del dominio discretizado.

A continuacién en la seccidn 3.2 desarrollamos las ecuaciones de Elemento Finito para el caso de esferas
coloidales a densidad de carga constante y en la seccién 3.3 las ecuaciones de Diferencias Finitas para el caso

de esferas coloidales a potencial superficial constante.
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3.2 Elemento Finito para el caso de Densidad de Carga Superficial Constante

Pasando los términos del segundo miembro de la Ec.2.24 al primero tenemos

l6zfoez R° A T'pe’z, [FdA [ dup (A, ;7)AA,u;7)

Il
)

gm(ll’ﬂl;r)_exp - 2 2
et A-u

3.1

Desarrollamos g ) (2'1 . ,ul ;’Z' ) en términos de una base de funciones, de la siguiente manera
ol

g (A u;t)=2g (A ;T (A,4)

m=

m
Donde el superindice "a" viene de funcién aproximada y ¢ (21 ) ,Lll )son las funciones de elemento

finito isoparamétricas (triangulares o rectangulares segin la celda de que se trate), interpolando la

g i (ﬂl ) ,Lll ,T) exacta en el interior de su dominio de definicién. Para el caso de este trabajo se

emplearon las funciones de Hermite de tercer grado, cuyas expresiones explicitas aparecen definidas mads

adelante. Las g v (ﬂm ’ Ile , T)son los valores aproximados de g, en el m-ésimo nodo.

Sustituyendo dicha aproximacién en la Ec.3.1
;lg;(ﬂ’m’ﬂm;f)¢m(ﬂ’1’ﬂ1)+

~ ex _l6mfo ez R* 4 N
P €T A —u

T ﬂe S rdA T dupt (i) g T)

(3.3)
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con € algun residuo cercano a cero . De la Ec.2.9

p (A, ust)= pleg"’(o (A.,u —1J+p,z,l2g21¢“(/13,ﬂ3)—ll G4

Usando la version de colocacion del Método de Residuos Ponderados (Ref.:[23]), las funciones residuales

a . z
E ( g )son reducidas a cero en los nodos de los elementos (en otras palabras el error en los célculos se
al

reduce a cero en los nodos de la malla exclusivamente); i.e.: J g(g ‘ )5([’ -r )d ‘r=0,paraj=1,...n
ai J

y donde S(r-rj) es la distribucién delta de Dirac, con su argumento desplazado al j-ésimo nodo de la malla. As{

Il;gﬁ(ﬂm,ﬂm;r)ql""(/%ﬂl)Jr

_lémpoezR* A
et A-u

—exp

TP aa s G I op) (SleE)

3 3

=0

de donde tenemos que

J

16780ez R® A T fe’z .
poez, LT g dup (g DA s 7)) =0

2g:: (l,”’:um;f)¢m (ﬂ]’ﬂ])_exp{_ ) S
m=1 eT ﬂ - /U

En esta tltima expresion es necesario hacer notar que tanto pyq(A3,13;T) como A(A3,13;7) dependian
también de las coordenadas (A,l1) y que para abreviar la notacién s6lo hemos escrito su dependencia sobre
(A3,u3) (véase por ejemplo la definicién de A, Ec.2.23). De modo que al aplicar la propiedad de "filtrado" de
la distribucion delta de Dirac, la dependencia de estas funciones sobre (A,11) desaparece, debiéndose evaluar

estas en el punto (kj,uj).
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Sustituyendo p 4 en la ecuacidn anterior:

j

8.t

l67foez R° A
et A-u

2

£ /)'e:,_m [dA]du A, pioEg e -1

i

_fﬁeezfpz FdA [ du A, w75 e 9 ~1]=0

3.5)

donde g ({d es la funcién de correlacién de pares entre las particulas o e i en el punto (kj,uj).

Las Ecuaciones 3.5 forman un conjunto de ecuaciones algebraicas, para los coeficientes g7, del tipo

g.—flg.)=0

Empleamos ahora el método de Newton-Raphson para resolverlas iterando sobre un conjunto de ecuaciones
lineales. Este consiste esencialmente en realizar un desarrollo en serie de Taylor de la ecuacién anterior

alrededor del cero y queddndonos, en cada iteracion, a primer orden en el desarrollo, como se muestra en las

ecuaciones siguientes. Como el valor de g7, es una aproximacion mds o menos correcta, en lugar de que el

sistema de ecuaciones algebraicas sea igual a cero, serd igual a un Residual Rj(gl) relativamente pequefio, i.e.,

g.—f(g.)=R (g!)

el cual, por ser pequefio, puede desarrollarse en serie de Taylor, a primer orden en gj» con gjo el valor de la

funcién de tres particulas en el j-ésimo nodo de la malla durante la iteracién 0.
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Haciendo el desarrollo obtenemos:

(3.6a)

0 ;
Sea la matriz Jacobiana, durante la iteracion O, J .
J 0’)
8,

Entonces, multiplicando por la matriz Jacobiana inversa, la ecuacién anterior se convierte en

(8, —8)=-2[7.TR (g)

Sin embargo, podemos ahorrarnos el trabajo de invertir la matriz Jacobiana reescribiendo la Ec.3.6a como

> J A8 = R (g7) (3.6b)
r+l1 ’
en donde hemos despreciado R j ( g ; ) pues es mds pequefio que R ; (g ‘ )

J

,
s r P
Asi, dado que conocemos J' R ) ~J, la forma de proceder es resolver entonces en la r-ésima
Jk
j j

r

r +1 r
iteracién este conjunto de ecuaciones lineales para Ag P ( g - g L ) . Agregédndole a esta

k

. . . +1 - . -
diferencia g, determinamos la g, , de la siguiente iteracion.

La g,?, o sea la funcién de entrada, se determiné aplicando una superposicién sencilla de las soluciones a la
ecuaciéon de HNC-MS para una sola esfera. Para ello se empleo el programa de computo desarrollado para
realizar los cdlculos de la Ref.:[19], dado el j-ésimo nodo, se consider6 el valor de la funcién de correlacion,
por pares, para iones alrededor de una esfera (particula coloidal). Esta funcién se evalua para cuando la
particula coloidal se encuentra en /2 y -t/2 en relacion al plano z=0 y el i6n en el j-ésimo nodo. Luego

simplemente se multiplican estos valores para obtener la funcién gko, i.e., la aproximacién de superposicion

empleada.
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Una vez que se ha obtenido la solucién para ciertos valores de los parametros en la Ec.3.5, con el
procedimiento descrito que da lugar a la Ec.3.6b, estimaciones iniciales para una solucién a otros valores de
los pardmetros pueden encontrarse facilmente por medio de una técnica de continuacién a primer orden,
similar al del Método de Euler (Ref.:[23]). En este caso escogimos la densidad de carga superficial 6, como el

pardmetro cambiante. Se generaron estimaciones iniciales para un valor mayor de G a partir del Jacobiano de

convergencia de una solucién previa a un valor menor 6y por medio de la siguiente expresion

JR
J(g,.,0,)0Ag, =—&G(G—GO)

Esta estimacién es realizada simultineamente por el algoritmo que resuelve el sistema de ecuaciones
lineales 3.6b, de forma tal que esta estimacion de las g's de entrada para un nuevo valor de 6 no consume

tiempo de maquina extra.

Calculando los elementos del jacobiano podemos reescribir el sistema de ecuaciones lineales, que se tienen

que resolver en cada iteracién, como
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Por otro lado,

2 | ,,
Fo=c 7~ pacldAf du A 7S g, 0 1]

J J

-pzzeldAlduA,u;t )[Z g9 1]

A 1 )
F=zc M —p.zzeldAldu(d,u; T)[Z 8.0 — 1]+

J J

—p.zc, [ dA ] du A, pu; T)[Z g.¢ 1]
16 7fceR* 7’ pe’

y los coeficientes ¢1 y ¢p estédn definidos como ¢, = ———— y C, = .
eT (S

Para calcular las integrales en las ecuaciones anteriores necesitamos expresarlas en términos del elemento

finito isoparamétrico en el sistema coordenado (A,L), en la Fig.3.1 se muestra la discretizacién del dominio en

estas coordenadas.

M Ko

|
%ﬁ
\/4
=
Ilﬂ)
c o
Q O
3 /&
SV
— T —

Figura 3.1: a) La malla original en coordenadas esferoidales. b) El esquema muestra la forma en que se ha
considerado la malla y las funciones de interpolacién, en términos de las nuevas variables A y . La frontera
con las esferas (zonas sombreadas) se resolvié empleando elemento finito triangular (II), mientras que el
resto del dominio se empled elemento finito isoparamétrico (I), ambos elementos con funciones de
interpolacién cuibicas. Los nodos en los que se determinaron los valores de la funcién de correlacién aparecen
indicados con lineas continuas.
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LA LA

\% 3 (0,0.1)
Ay 1
Mm| 0
1 2
! 1000 131503 ©LO
| 173,
%A)\m‘b"
e 2(A—Am)
A% LA
2(H—{im) A
y= Z\H7Hm
Alm
(@) (b)

Figura 3.2: Coordenadas naturales de los elementos. a). Tipo I. Elemento Isoparamétrico. Sus coordenadas
(u,v) asociadas corren desde -1.0 hasta 1.0. b). Tipo II. Elemento Triangular. Sus coordenadas asociadas (L,

Ly, L3) valen cero a lo largo de los lados y 1.0 sobre los vértices, variando linealmente para puntos
intermedios.
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Se decidi6 emplear elemento triangular para las celdas que quedaban en la frontera de las esferas (que
corresponden a las zonas sombreadas marcadas con II en la Figura 3.1) y elemento isoparamétrico para las

celdas que no se encuentran sobre dichas fronteras (marcadas con I).

A continuacién presentamos la discretizacién de las ecuaciones para cada uno de estos tipos de elementos

finitos, cuyas coordenadas naturales aparecen definidas en la Figura 3.2.
3.2.1 Discretizacién de las Ecuaciones para los Elementos Finitos Isoparamétricos.

Como se aprecia en la Figura 3.2, las coordenadas naturales del elemento isoparamétrico u, v estdn

204-4), _2Au-u)

relacionadas con las coordenadas A, | de la siguiente manera U= Yy = .

AL Al

m

Talque AA, =4 —A ,yAu, =M, —H, ,sonlas dimensiones de la celda isoparamétrica.

La Jacobiana para esta nueva transformacion de coordenadas es:

oA A |Aa
o [ Y| _anam,
ok Ak 4
o ou 2

De donde tenemos que las integrales de nuestro cdlculo, para las celdas del Tipo I (isoparamétricas) quedan

discretizadas como sumas. Esto es,

f. = jLZk AL AL [ duf dve' (u,v)A(u,v,uj v ;T)

donde la comilla en el signo de suma indica que esta corre sobre las celdas de elementos que comparten el -

ésimo nodo. En tanto que la discretizacion de las matrices F estd dada por
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A co
F=zc ' - P.z.C, SAAAW [ dul dvy g @ (u,v)Au,v,u v ;7)+
It ﬂ,j _ﬂjz 4 =1 m me, J J
L P2 (w,v,u v 57)+
_przs ZA/IkA,Ltk [ duf,dvy g, @ (w,v)A,v,u,v;7)+
Lprre ZA&A,UJ dul dvA(u, v, u,v; :7)
A pzzc
Fo=ze .7 SAAAL L dufdvE g, ¢ (u )AL v,y iT) ¢
I j_'uj
MLARSN ZA/%A,UI dul dvAlu,v, u,v; . T)+
p.zc

- TZ kZ AAAW [\ duf dvy g ¢"(u, VA, v, u,v; T)+

+ P-Z-Cz > AA AW, duf, dvA(u,v,u v ;7)

con n el nimero total de nodos del Tipo I, mientras que m' corre sobre todos los nodos de la k-ésima celda.

Definiendo:

S = 411 iAlkAﬂk [duf,dv> g  o@" (u, v)A(u, VULV T),
S, = i iA/'LkA,uk [dul dvy g @ (u, VA, v, U,v; 7),

S, = 411 kz AAAW [ duf dvA(u,v,u v ;7))
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las funciones F e Y F i pueden escribirse en forma condensada como

A
F.o=zc¢——
A
A . .
F =zc¢ M—AZ_ACQS[,, +(pz+pz2)cS, —-pzcS,

J

_p+ZjCZSIjI +(p+Zj +p—Z—Z+)C2SBj, _p—Z—Z+CZSZj,

En estas coordenadas naturales las funciones de elemento finito isoparamétrico (Ref.: [27]) son

@ (u,v)= 312 (4w u)1+v v)[Ou +v')-10ku ,v =1

3.7

-

Q" (u, v) = 392 (1 + uu)(l -y’ )[1 + 9vmv];um =*1

Q" (u, v) = 392 (1 + vmv)(l —u’ )[1 + 9uu],u =+

La primera es para los nodos de las esquinas y las dos tltimas para los nodos laterales y con todas ellas se
cumple que evaluadas en el nodo para el cual estdn definidas su valor es mdximo e igual a 1, mientras que si
estdn evaluadas en cualquier otro nodo diferente a aquel para el que estdn definidas, su valor es minimo e

igual a cero.

Si denotamos g:H (l/t, V) = zm' g;:(ﬂm (M, V)yg; (l/t, V) = Zm’ g:,(”m (l/t, V),
.S

entonces podemos escribir las integrales f i, .S

j y S, j,» usando la formula de la cuadratura

Lj 2j;

Gaussiana de cuatro puntos, para las integraciones dentro de cada elemento isoparamétrico, como
= 12’ AMALY: Y 0,0 ( JA( :7) (3.8)
fjAl _4 k A ﬂA K=l Lut=1 KL¢ u,,v, I/tK,VL,I/tj,Vj,

S, = LS ALAL T T, v, Al v, u v 57)
4" (3.9-3.11)

SZ/‘, = Lll_ i:Aﬂ/kAﬂk 22:1 22:1 a),(Lg:, (u,( >V, )A(ux 'V, u;‘ ’ vj ) 7:)

S, = 411 gA/’tkA,uk DD C‘)KLA(”K VLUV Z'),
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Los puntos ug vy y los coeficientes Wk, han sido tomados de la Ref.:[24], pdgina 916.

TN

L{=0

L2=0

L3=1

Li=1 A L1—0

el 131 >
[3=0 A

L1=0

2L2=1

| Ly=

gl
@)
v

Figura 3.3: Relacién entre las coordenadas, para el elemento finito triangular con variacién lineal.

3.2.2 Discretizacion de las Ecuaciones para los Elementos Finitos Triangulares.

De igual manera que como procedimos para el elemento finito isoparamétrico, debemos comenzar
estudiando la relacién existente entre las coordenadas A, [ y las coordenadas naturales del elemento triangular
Ly, Ly, L3. En la Figura 3.2, aparecen las coordenadas del elemento triangular (celdas Tipo II) . En la Fig.3.2
conviene hacer notar el reescalamiento de las coordenadas originales necesario para obtener coordenadas

naturales, (tanto isoparamétricas como triangulares), cuyos miximos valores estdn normalizados a la unidad.

En la Figura 3.37, aparece descrita con mas detalle la relacién entre todos los sistemas coordenados
involucrados para la definicién de las coordenadas triangulares. En dicha figura, las coordenadas A, W
representan las coordenadas originales "globales" de nuestro problema. Las coordenadas A, M son las
coordenadas "locales" del problema, estas determinan la posicién relativa de un punto en el interior del

tridngulo respecto al centroide de la celda triangular, de modo que si se suma a estas coordenadas locales A,

TPara simplicidad en la explicacién se ha empezado considerando una celda triangular lineal, mas adelante
extendemos el tratamiento a la celda cuadratica y finalmente tratamos el caso de la celda triangular ctibica,
que fue la celda empleada en este trabajo.
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M, las coordenadas globales del centroide Ac, [, se obtienen las coordenadas globales del punto A, u. De

modo que las coordenadas locales A, M son las coordenadas relativas al centro de masa del tridngulo.

. . . J
Las coordenadas triangulares naturales estan definidas como L =—.

Aqui Li=A1/A, Ly=A/A y L3=A3/A, con A = area(P23), A, = area(P31) y A, = area(P12)

tal que el drea total A es
A=A1, Ay + A3

y I1=L1+Ly+L3,

La relacién entre las coordenadas locales A, M y las coordenadas triangulares Lj del punto P estd dada por

A=LA, +LA, +LA,

(3.12a)
M=LM, + LM, + LM,

donde A;,A,,A; y M,;,M,,M; son las coordenadas locales de los tres vértices del trfangulo en el que se

encuentra localizado el punto P.

Puede demostrarse (Ref.:[27]) para el caso de elemento finito triangular lineal, despejando de estas tltimas
ecuaciones las coordenadas naturales Ly, Ly, L3 del punto P, que estas corresponden a los valores de la

funcién de interpolacion de elemento finito triangular lineal @, .., = L].. Esto se pone de manifiesto en la
; <

Ec.3.12a que puede interpretarse como un desarrollo de las coordenadas locales A, M tomando como base las

funciones Lq, Ly, L3. Como estas forman una base entonces no solo las coordenadas locales sino también

3
cualquier funcién puede desarrollarse en términos de ella, asi, g = Z . @ g, enlaque @, . =L ;-
r= J

Para aproximaciones cuadriticas, se puede escribir:

A=aLi+arly+azly+ayglyLy+asloly+agliLy (3.12b)

M=a M, +arMy+azMs+agMMy+asMoyM3+agM3 M
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Refiriéndonos a la Figura 3.4 en la que existen tres nodos adicionales instalados a la mitad de los lados del
tridngulo, podemos escribir la Ecuacién 3.12b para cada nodo de las esquinas y de los que estdn a la mitad de

cada lado, como

3 0.0
6

(1/2,0,1/2)
1
(10.0) 4 )

(1/2,1/2,0)  (0,1,0)

I~
L

X

Figura 3.4: Coordenadas naturales de Elemento Triangular (variacién cuadrética).

5 (0,1/2,1/2)

6
Despejando las constantes y sustituyéndolas en la Ecuacién 3.12b resulta: A = Zr:l @ A, con:

(2L, -1)L, ¢ =L -1)L,
4LL. @ =4LL

¢ =L -1)L ¢,
@, =4LL, P,

6
De manera semejante M = zr:l oM, y, consecuentemente, para cualquier funcién, g,

§=2, 9.8,

Si bien tanto la base lineal como la cuadrética pueden elegirse para resolver la Ecuacién de TPE HNC/MS,
al reducirse el orden de la interpolacién, se debe de incrementar el nimero de celdas para evitar que se pierda

la resolucién de la malla. Este incremento en el nimero de celdas origina un aumento considerable de los



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pé4g. 61

recursos de memoria y sin embargo no permite mejorar tanto la resolucién como cuando se considera una
base de orden mayor. Nosotros comprobamos que para un mismo nimero de nodos, es mas eficiente usar una
base de orden mayor con pocas celdas, que una base de orden menor con muchas celdas. Por tal razén

decidimos emplear elemento finito con interpolacién de orden ctibico, el cual describimos a continuacién.

Usando la notacién indicial y la convencién de Einstein de suma sobre indices repetidos, para una variacién

ctibica (la variacién empleada en nuestro cdlculo), podemos proceder como sigue (véase Fig.3.5):

A=ayLy +by, Ly Ly + o Ly Ly L, (3.12¢)

con N,M,0=1,2,3 y baj\j=0 para N=M y CNMQ=0 para N=M=0Q.

3(0,0,1)

(1/3,0,2/3)

7

(0,1/3,2/3)

| (1/3,1/3,1/3)
(1,0,0) A (0,2/3,1/3)
(2/3,1/3,0) 5 2
(1/3,2/3,0) (0,1,0)

Figura 3.5: Coordenadas naturales de Elemento Triangular (variacién cubica).

En forma similar al caso cuadratico, escribimos la Ecuacién 3.12c¢ evaludndola para los tres nodos de las

esquinas, seis nodos laterales (igualmente espaciados), y el nodo interior, determinando las diez constantes.

6
Sustituyendo las constantes en la Ec. 3.12b , podemos escribir® A = Z 4 ¢VAV (r=1,2,...,10).

8Estas ecuaciones aparecen equivocadas en la Referencia [27].
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De donde las funciones de elemento finito triangular de Tipo II, con variacién ctibica, quedan

para nodos en los vértices: ¢N - ; (3LN - 1)(3LN - 2)LN ,(N - 1,2,3)

para los nodos laterales: @ =—LL, (3L1 - 1) p.=-LL (3Lz — 1) Q= 2L2L3 (3Lz - 1)

A=} PR INe)
N \ON | \O
[\S NN )

¢.= LLBL-1) ¢=_LLGL-1) ¢=_LLEL-1)

y para el nodo interior: D= 27 LLL,.

De modo que la funcién de distribucién de iones se puede escribir, para el elemento finito triangular con

variacion cdbica, como

je, (LI’LZ’L3): lzo:gra+¢r(L1’L2’L3)

8
gja, (Ll Lz’L3)_ i

I

oQ

g

S
—~
T.

S}

»
(98]

Figura 3.6: Geometria para la integracion en coordenadas naturales de Elemento
Triangular (variacion cuibica).
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La aplicacién del elemento finito triangular a nuestro problema, involucra el cdlculo de integrales de la

forma
I=] f(L,L, L )A

Refiriéndonos a la Figura 3.6, la diferencial de drea dA estd dada por

_dhdH _ hdL,HdL,
sino sino

dA

=2AdLdL,

los limites de integracion para L1 y Ly sonde 0alydeOa 1-Lq, respectivamente9.

As I1=2A["f(L,L,L )dLdL,

— m n p . . .
Si la funcién f tuviera la forma f (IJ1 N L2 ) L3 ) — l41 L2 L3 con m,n,p potencias arbitrarias,

entonces la integracion podria efectuarse analiticamente por partes, obteniéndose

nlm!p! (3.14)
I =2A ' '
(n+m+ p+2)

Sin embargo, debido a la imposibilidad de poner el kernel A(A3,13;T) como un polinomio en L;, debemos

realizar nuestras integraciones por otros medios.

Podriamos usar una vez mas la integracién Gaussiana de n-puntos y llegar a una expresién de suma como la
obtenida en la seccién anterior, pero ahora los limites de integracién involucran a la variable misma y es
conveniente usar puntos alternativos de muestreo para realizar la segunda integracion, al emplear el método
de Gauss. Este método, para el caso en que los limites de integracién dependen de una de las variables, ha
sido disefiado por Radau (Ref.: [24], p893) y empleado con éxito en el contexto de elemento finito en
coordenadas naturales triangulares. Sin embargo, su método sélo se aplica para tridngulos equildteros.
Nosotros hemos empleado una técnica, desarrollada posteriormente, para cualquier tipo de tridngulo por

Hammer et al (Ref.:[25]), cuyas series de puntos muestra y pesos estdn dados en la siguiente tabla.

9De esta forma 2A representa la jacobiana de la transformacién, entre las coordenadas originales A,u y las
coordenadas naturales de elemento finito triangular.
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FORMULAS DE INTEGRACION NUMERICA PARA TRIANGULOS

ORDEN FIGURA ERROR PUNTOS
_ 2
LINEAL R= O(h ) a
a
— 3
CUADRATICO R = O(h ) b
Cc
a
CUBICO b
C
d
a
b
C
QUINTICO d
e
f
g

con: 0.1=0.059716, $1=0.470142, 0y=0.797426, 3,=0.1013287.

Coordenadas

1/3,1/3, 1/3

172, 1/2,0

0,172,172

1/2,0, 1/2
1/3,1/3,1/3

3/5, 1/5, 1/5

1/5, 3/5, 1/5
1/5,1/5, 3/5
1/3,1/3, 1/3
oy, B1. By
B> o1, By

B1.B1- oy

), B2, B2
B2, o, B

SN )

Pig. 64

PESOS

1

1/3

1/3

1/3
-27/48

25/48

25/48
25/48
0.22500
0.13239
0.13239

0.13239

0.12594
0.12594

0.12594
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Donde se emplea la siguiente expresion para determinar la integral sobre el dominio triangular

I': J.;J.OI_L] f(L1 ? Lz ’ L3 MLZdLl = 1/22721 wzf (Lli ? LZi ? L3i )

Tal que ®; representa los pesos correspondientes en el i-ésimo nodo.

Realizamos una comparacién para checar las diferencias entre las integraciones de ordenes ctibico y quinto
calculadas por este método, con los resultados exactos obtenidos a partir de la férmula exacta que dedujimos
para integraciéon de polinomios sobre dominios triangulares, Ec.3.14. Como nuestras funciones de
interpolacién son cubicas, suponiendo que dentro de una pequefia celda triangular la funcién a integrarlo
pudiese ser aproximada por una cuadritica, tenemos entonces que el orden del polinomio que aproxima el
integrando es de quinto grado. Esto sugiere el empleo de la regla de Hammer de quinto orden para realizar las

integraciones correspondientes.

Para hacer nuestra comparacién tomamos la integral del polinomio de quinto orden L13L22 usando las

férmulas de orden ctibico y quinto dadas en la tabla. El resultado, comparado con el obtenido de la evaluacién

de la Ecuacién 3.14 a través de su diferencia relativa porcentual, arrojé los siguientes resultados

A%ciibico=19-11% Yy A%quintico=0%-

Por tal razén se decidié tomar la regla de Hammer de siete puntos (de quinto orden) para realizar las

integraciones. De modo que podemos escribir las integrales f ko S .S y 53 i usando la férmula

Ly 2jy

de Hammer de siete puntos para las integraciones dentro de cada elemento triangular, como

£ = iZ; As.e¢9(L L L)AL L L L,L L ;7) (3.15)

S = Z;Ak Z:@l a)l( gm (le s sz ’ L3K )A(LIK ’ sz ? L3K ’ Ll, ? LZ, ’ L3, ;T)

U ﬁ (3.16-3.18)
S =SAs.wg, (L.L.L)AL.L.L.L.L.L:7)

2jn K K Ix

S, =YAS.oAlL L .L.L.L.L:7)

En estas tltimas cuatro ecuaciones, la comilla en el signo de sumatoria indica que la suma sdlo se realiza

sobre las celdas que comparten al k-ésimo nodo y la 7 representa el niimero total de tridngulos en la malla.

10Veanse por ejemplo las Ecs. 3.8, 3.9 y 3.10, para tener una idea de la forma de las integrales de las que
estamos hablando.
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La Condicién de FElectroneutralidad nos proporciona un medio para determinar la precisién de nuestro
calculo. Como hemos visto en la deduccion de las ecuaciones electrostaticas de la Seccién 2.3, la Ec.2.25
define la densidad de carga superficial sobre las esferas en términos de la carga idnica concentrada en el
volumen del electrolito. Esta integral, sustituyendo las definiciones de esta seccién para el elemento finito
isoparametrico y el triangular, queda como

et’ AL Au

o=— Yo o (A u Y2 D)1= )X —w)]+ @19
32R2 Zl: 4 ;LZ:; KLpC(d( 3K ﬂ}L )( 3K )( ﬂ3L )( 3K ﬂ3L )] ( )

24,300, (A, B, ~00- 2 A, -]

Nosotros proporcionamos como dato de entrada el valor de la densidad de carga superficial sobre las esferas
C, y para verificar la precision de nuestro célculo de la funcién de distribucién de iones en el electrolito, con
la Ecuacién 3.19, comprobamos que se cumpla la electroneutralidad de la dispersion coloidal. La diferencia
porcentual entre la ¢ de entrada y la ¢ determinada por electroneutralidad, son una medida de la precision del
célculo. Dicha diferencia porcentual obtenida con el valor de convergencia de la funcién de distribucién de

iones en el electrolito se encuentra alrededor de

o o
ErrorRelativo Porcentual(o) = | ———=x100 | = 510

dato

lo cual representa una precision de siete cifras significativas.

Los nodos de la malla se numeran de una forma poco convencional, buscando que nodos préximos tengan
una numeracién mas o menos secuencial. Esto simplifica la estructura de la matriz del sistema de ecuaciones,
convirtiéndola en una matriz bandada lo que facilita su solucién. En la Fig.3.7 aparece un ejemplo de este tipo
de numeracién. Aunque las ecuaciones no son simétricas respecto del eje u=0, éstas pueden reescribirse de

forma tal que solo se emplee la parte superior de la malla.
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Los nodos de la malla se empiezan a numerar desde la capa superior de celdas, de derecha a izquierda. En
cada interseccidn se numera primero el nodo de la interseccién y después el nodo que se encuentra por debajo
de éste. Después se numeran los nodos que estdn arriba de las intersecciones de la siguiente linea de celdas.
Una vez que se han numerado todos los nodos del dominio, se numeran los nodos sobre la frontera de la

esfera y por tltimo los nodos sobre la frontera al infinito.

Ly 4131110 0 7 65 3 2 1y

1 /- 174 \ \ \ \ \ \ \ 177

173 16 T 15 12 8 4 78

172 ‘3?5‘31?517 34 33 8 30 29 70 26 25 0 22 21 179

171, 39" ' e ‘ ] T 4 #80

17040 W41 2 3 _ha ks _li1

169 / 67 666641636260 P9 58 56 55 54 52 51 50 48 47 46 182

168,168 | los' T lo1 ! ! 57 1 ! 53 ! ! 4o | ! 183

167, 0 11 _[n2 _3 74 _75 _lis4

166 }1?)‘1 98}97‘9 94}93}9290 }89 }88 36 }85 }84 82 }81 }80 78 7 }76 ilss

102 99 P59l _B87 |83 _79 T1L86
o3 jlo4 105 106 o7 108 109

je <Il>87
\135} 13\2 \13 \127 124 }123 1122 120 }119 }118 116 }115 }114 112 }111 112 188

64163161 16

156 }155 i154 153 152 151 150 }149 }148 147 }146

Figura 3.7: Un ejemplo de malla numerada.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 68

3.3 Diferencias Finitas para el caso de Potencial Superficial Constante.

La ecuacién de Poisson-Boltzmann no lineal (PB) permite determinar la distribucién espacial del potencial
electrostatico promedio alrededor de una particula central. En nuestro caso la particula central es una
mancuerna formada por dos particulas coloidales esféricas de radio R, a potencial superficial constante ),
separadas una distancia T, e inmersas en un electrolito de iones con carga £zZe y concentracién de iones por

em3 p, en el que el solvente es considerado como un medio uniforme de constante dieléctrica ### (Fig.3.8).

Usando el radio de Debye il y z e/(k T) para reducir las unidades de longitud y potencial respectivamente,

la Ecuacién 2.4 se puede reescribir como:

V' ¢=sinh ¢. (3.20)
Donde ¢=z ¢ y/k T y la comilla en el operador laplaciano significa que las coordenadas estdn medidas en
unidades de 1/ x. En lo que sigue, todas las distancias cuya notacién incluya una comilla estdn reducidas por

K, e.g2.,R=kR. Ademds, definimos otra cantidad adimensional dada por s=t/R=t/ R’

El potencial y se anula a una distancia infinitamente grande de las particulas y, por lo tanto, ¢ tendera

también a cero a distancia infinita.

Podemos considerar que el potencial es constante sobre toda la superficie de las particulas y es
independiente de la separacion entre las particulas, dependiendo solamente del tipo y concentracién del
electrolito. Esto puede ocurrir siempre que los iones que formen la carga superficial sobre las esferas sean
idénticos a los iones cristalinos de las particulas coloidales y también que no exista ni absorcién de

contraiones ni carga "intrinseca". Esto es, siempre que las esferas no se encuentren previamente cargadas.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 69

Este caso ocurre frecuentemente, y aun, si existe una absorcion especifica, hay evidencia tedrica (Ref.:[1])
de que el potencial superficial es ain aproximadamente uniforme siempre y cuando la separacién T' no sea
demasiado pequefia. Por lo tanto, en ésta seccion la condicién a la frontera restante elegida es la de potencial

constante (i.e. ¢=constante=P, en Ec.3.20) sobre las superficies de las particulas.

Se va a resolver la Ecuacién 3.20 en la regién exterior a las dos esferas iguales de radio R’, donde la

distancia entre los centros es sR'.

Las condiciones a la frontera pueden tomarse en cuenta con mayor sencillez considerando la ecuacién en

coordenadas dipolares biesféricas (Ref.:[26] pdgina 115), donde

csinucosvy csinusiny

Al

csinht

Al

=, y'= ,Z= .
cosh? —cosu cosht—cosu cosht—cosu

Al

(3.21)

En estas coordenadas las dos esferas iguales pueden definirse por f = X7, siendo ¢ csch (#g) el radio de
cada una Yy la distancia entre los centros 2 ¢ coth (#). Asi, si R"y s son conocidas, ¢ y 7 pueden determinarse

univocamente por 4c2= R’2(s2—4), 2 coshry = 5.

Con esto la transformacién a coordenadas dipolares biesféricas queda completamente definida. La region

exterior a las esferas estd definida en el dominio —f, <t <f,, 0<u<zx, 0<v<2x

La solucién de (3.20) es axialmente simétrica alrededor del eje x' y por lo tanto independiente de v.

La Ec.(3.20) se convierte en

(3.22)

(coshtTcosu) 7 sinu dp +i sinu  dp _ sinho,
c’sinu dt\ cosht —cosu dt ) Jdu\ cosht —cosu du

junto con ¢=0 en =u=0 (la condicién de frontera al infinito) y ¢=& sobre # = %, (el potencial sobre la

superficie de las esferas).
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<“B—»

> —p

Figura 3.8: Refinamiento de la malla de diferencias finitas y numeracién local de los nodos.

0 es una funcién par de u y t, por lo que la ecuacién solo debe considerarse en la region

O0<u<xm O0<t<t,, conlascondiciones a la frontera adicionales

% %
—=0sobreu=0, u=m —=0sobret=0.
ou o

La ecuacion de diferencias correspondiente a la ecuaciéon de PB anterior se obtiene expresando las

derivadas en términos de diferencias finitas. La region 0Su <7, 0<¢<t,, es cubierta por un arreglo
bidimensional uniforme de puntos ("malla") ubicados sobre la interseccién de las lineas t=m B y u=nA
(Figura 3.9).

Primeramente construimos las diferencias centradas correspondientes a la primera y segundas derivadas.

Para ello sup6ngase que desarrollamos una funcién y(x) en un polinomio de Taylor de segundo orden

alrededor del punto xj, evaluando en xj, 1 y x;_1, y suponiendo y € C3[xi_1, Xj4+1], tenemos
2 3

h h
y(x,) =y(x; +h) = y(x;)+hy'(xi)+?y”(xi)+Zy”(§;r)
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para algdn punto &, tal que x; < &t<xj . y
2 3

1 h " h " —
)’(X;_l):)’(x;—h):)’(x;)—hy (-x[)+7y (x;)—gy (51)
para algdn punto &;", tal que x;_;< &~ < x; . Si sumamos estas ecuaciones los términos que involucran y(x;) y

¥"(xj) se eliminan y una manipulacion algebraica sencilla da

y(8)= L Ol+h) =y =h)= % (€ )y (€)

El Teorema del Valor Intermedio puede usarse para simplificar esto atin mas
2

y(e)= Ol +h) =y ~h)= (7€)

para algiin punto &;, tal que xj_1< &; < xj; | . Esta dltima férmula es conocida como la férmula de diferencias

centradas para y'(x).

De igual manera desarrollando una funcién y(x) en un polinomio de Taylor de tercer orden alrededor del

punto x;, evaluando en xj, 1 y xj_1, y suponiendo y € C4[xi_1, Xj4+1], tenemos

ye)= (0 )= 20+l )= (€)

para algiin punto &;, tal que xj_1< &; < xj; | . Esta dltima férmula es conocida como la férmula de diferencias

centradas para y"(x).

Entonces, las primeras derivadas correspondientes son

I 17 1
TNl == uso ——us'e +...|
(m)),mﬂ"q 6ﬂu@+ }

P 17 1
TN =" uso ——ud'o +...|,
£y th% MLQ+ }

0

Las segundas derivadas en términos de las respectivas diferencias son:

¢ 1[ 1 ]
= 0'p ——0'¢d +...|,
(&,{2 ]U Az _/’l w0 12 u¢0

¢ 1 .. 1
= Op——90'¢d +...|,
ot’ B’ _ﬂ' . o, ]

0
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donde (véase la Fig. 3.8 para identificar los subindices con los nodos de cada celda de la malla)
80 o = 172 (e D-y(x01)) = 12(02-04),

18,2 00 = Y0xip DY )-2y(x)= 0 + 04 - 2 0
en forma similar:
1o 0o = 172 (01-03),

&2 0 = 01 + 03 -2 9

Después de sustituir y dividir por el coeficiente de @), la ecuacion en su forma final resulta

A’ Bsinht B’ Acscu(cosucosht —1)
1- '+ 1+
2(A*-B’)] 2(cosht—cosu) 2(A*-B*) 2(cosht —cosu)
A’ Bsinht B’ Acscu(cosucosht —1)
+ 1+ o+ | 1=
2(A°-B’) 2(cosht—cosu)| ' 2(A°—B’) 2(cosht—cosu)
A’B’c’sinh ¢,

+A =9 +
=, 2(A’ + B*)(cosht —cosu)’

donde A incluye las diferencias finitas de orden mayor que 2.

De esta manera la ecuacién anterior puede escribirse por simplicidad como

a] 01 +apdp+azd3+agdq-900-2ap 2 sinh¢gy + Ag =0, (3.23)

donde a(), aq, ap, a3 y a4 estdn definidas a partir de nuestra ecuacion anterior, identificando términos.

Esta ecuacién define la relaciéon entre todos los puntos sobre la malla cubriendo la regién

O0<u<nm O0<t<t,, vy las condiciones a la frontera pueden reescribirse también como aparece en la

Figura 3.9.
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up SO
Nl
[I)1 —\3
/
LA — 9=
\/ -
q)():O to t

Figura 3.9: Malla y condiciones de Frontera empleadas para resolver la Ec.(3.23).

Nosotros hemos numerado los nodos de la malla de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo, de modo
que si el renglén j crece hacia arriba y la columna i hacia la derecha, el /-ésimo nodo en la interseccion (i, j)
serd I=(n-j+1)m-i y sus vecinos [+m, [+1, I-m y [-1 en las intersecciones (i, j-1), (i-1, j), (i, j+1) y (i+1, j)
respectivamente.

De donde, llamando w a la funcién de entrada, la Ecuacion (3.23) se escribe como
R =w+ 2a0l c’sinh Wy =y Wy, =0y Wiy =0y Wi, — 0y W, (3.24)
en la que hemos llamado R; al residuo Ag en la interseccion (i, j). Para [ desde I hasta [i4, con

liotal=m(n+1) el nimero total de nodos de la malla. Las condiciones a la frontera quedan:

para los nodos sobre la frontera en t=0: Si modulo(/,m)=0 entonces wi |=w]_{,,

para los nodos préximos a la esfera en r=f(: Si modulo(/,m)=1 entonces wj_{=w(),

para los nodos préximos a la frontera en u=0: Si]> (mn + ]) entoncesw =w
I+m I-m

para los nodos préximos a la fronteraenu=27m:  Si/<m entonces w,_, =w,, ,

y para los nodos vecinos al punto en infinito: Si [=liota1-1 s Wig1 = 0y si =liga1-m Wem=0-

Analizando el conjunto de ecuaciones en (3.24), observamos que se trata de un sistema de ecuaciones

algebraicas, el cual puede ser resuelto empleando el método de Newton-Raphson.
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Si suponemos que R) es un pequefio residuo, se le puede desarrollar en serie de Taylor de modo que

(3.25)

donde los superindices (0) y (/) representan dos iteraciones sucesivas.

Definiendo la matriz jacobiana como

R (Wf” ) resulta

(0) __ 2 (0)
J'=0, +2a, ¢’ coshw, 0,—4a o —a, 0., —a, o, —a, 0.,

1 I+m .k
con al,k , 91 +mk - | +1k Sl—m,k , 51—1,1( , las deltas de Kroenecker de Lk , l+mk , I-m)k y 1-1,k ,
respectivamente.

Multiplicando en la Ec.3.25 por la matriz jacobiana inversa

(0) __ ltotal ) | ( (0) )
Aw" = =3 [J ] R \w con: Aw (@) =y (D-ayy ©)
Pero es mis sencillo resolver el sistema de ecuaciones sin invertir la jacobiana, por lo que mejor usamos
Itotal (r) (r) (0)
> AW = =R (w"). (3.26)

Resolvemos entonces (3.26) iterativamente para Awl(r) hasta que H Aw(r) H = O

De esta manera, la matriz jacobiana, que se modifica en cada iteracién, mueve al vector A wl(r) en la

direccion que cancela el residuo R} y como no hemos hecho ninguna aproximacién sobre las wj, el cardcter no

lineal de la Ecuacion 3.23 se mantiene. Ademds el sistema de Ecuaciones 3.26 se resuelve simultdneamente y

no nodo por nodo como en la técnica de relajacion empleada por Hoskin (Ref.:[22]).

Para determinar los valores del potencial en puntos distintos de los nodos de la malla se emple6 la técnica de
interpolacion bivariada de seis puntos. A la malla empleada se le asocia una nueva malla tal que la celda de
interés de esta nueva malla incluye la celda en que se encuentra el punto (u,v) donde queremos interpolar la
funcién g(u,v) y una celda vecina localizada en el renglén inferior, en la columna justo a la izquierda de dicha

celda.
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Numerando los nodos como se muestra en el esquema la interpolacién queda como

guv)y=———"gu v)+——-g,v, )+(l+uv u’ —vz)g(u4,v4)+

v(v-1)
2
+u(u—2v+1)

2

u(u—1)
2

v(v=2u+1)

g ,v)+ g, ,v,)+uvg(u,,v,)

para los puntos (u,v) que quedan en las celdas de las fronteras, se emplean las condiciones a la frontera del

problema, para proporcionar los valores de g(us,vs) y g(ug,ve)-

Finalmente para determinar la densidad superficial de carga en la superficie de contacto con los iones,

consideramos que ésta viene determinada por la derivada normal del potencial sobre dicha superficie

€ dy

- 472’. &n Sup.Esf.'
En este sistema coordenado ésta viene dada por
€ | (cosht—cosu)dy
4 T/2 ot

o=-

to

Donde en este caso t=t) representa a la esfera coloidal del lado derecho. La derivada parcial dentro del

corchete fue determinada con la férmula de la diferencia de tres puntos, para el punto inicial de la derivada

oy
A = L wlr =20 )= 4wlt —h )+3
o o [w(t(, )—dw(t,—h)+3w(z,)]

1=ty
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Capitulo 4

Resultados y Conclusiones

En este capitulo presentamos los resultados para la fuerza entre dos esferas con la misma densidad de
carga constante sobre su superficie, obtenidos empleando una técnica de elemento finito, al resolver la version
integral de la ecuacién de PB. También presentamos resultados para la distribucién de contraiones alrededor
de las esferas coloidales y del potencial electrostitico a la distancia de mdximo acercamiento de los iones

sobre las esferas en funcién del dngulo.

Para el caso de dos esferas con potencial constante sobre su superficie, mostramos distribuciones de
contraiones alrededor de las esferas coloidales y de la densidad de carga eléctrica superficial sobre las esferas
en funcién del dngulo. Para éste caso, resolvemos con la técnica de diferencias finitas la version diferencial de
la ecuaciéon de PB. No reportamos los resultados para la fuerza al resolver este caso por diferencias finitas,
debido a la falta de resolucién global entre nodos implicita en ésta técnica. Finalmente, presentamos una

seccion de conclusiones.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 77

4.2 Las Esferas Coloidales a Carga Constante

En esta seccion presentamos los resultados obtenidos al resolver la Ecuacién Integral de TPE HNC/MS
para la distribucién de iones puntuales alrededor de dos esferas coloidales con distribucién superficial de
carga constante, inmersas en una solucion electrolitica simétrica 1:1, utilizando la técnica de elemento finito

descrita en el Capitulo 3. Como se mencioné en el Capitulo 2 Seccién 2.3, para iones puntuales la TPE

HNC/MS se reduce a la Ecuacion de PB.
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Figura 4.0: Las zonas en las que se ha subdividido el dominio de la solucién. En ésta (moviéndonos en la
direccion en la que crece A), la zona cercana consta de tres capas de celdas de elemento finito, la zona media
de dos capas de celdas y la zona lejana de dos capas de celdas. Mientras que, moviéndose en la direccién en la
que crece [, la zona entre-esferas consta de 4 capas y finalmente la zona cercana a las esferas de 3 capas. La

numeracién de los nodos es la misma que en la Figura 3.7.

La malla graduada de elemento finito que se empleé consta de cuatro regiones que llamamos, por
comodidad, la regién entre-esferas (con 8 capas de celdas de elemento finito), la regién cercana (con 7 capas
de celdas de elemento finito en la region triangular), la media (con dos capas) y la lejana (con cuatro capas de
celdas de elemento finito), ver Fig.4.0. Aunque el nimero de capas por regién se mantuvo, los tamafios de

estas regiones varian, dependiendo de la concentracién del electrolito. La regidén cercana consta de siete
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capas de celdas de elemento finito, siendo una de ellas la capa triangular que cubre la superficie de las esferas.
De modo que situandonos sobre el eje de simetria, del lado exterior de las esferas, para la concentracion de
electrolito de 1M, comienza la regién media con la capa de celdas isoparamétricas que inicia en la direccién
de A sobre la superficie de la esfera, sobre la linea de A=1+(2R+a)/t (esto es, partiendo de la distancia de
méximo acercamiento de los iones, ver Fig.2.5b), y termina a seis didmetros i6nicos de ésta y consta sélo de
dos capas de celdas de elemento finito. La region lejana que empieza entonces a seis didmetros iénicos de las
esferas se extiende, siempre en la direccién de A mayor, hasta una distancia de veinte didmetros i6nicos y
consta de cuatro capas. Hacia la regién interior entre las esferas la zona cercana que se encuentra entre A=1y
A=1+(2R+a)/7, constituida por elementos triangulares e isoparamétricos, se consideré siempre que la frontera
de las esferas debia quedar definida con suficiente resolucién pues es en esa zona préxima a las esferas donde
debemos tener la mdxima precisién para determinar g_(A, W; 7). Esto se logra dividiendo la superficie de las
esferas en siete partes iguales a lo largo de la direccién W. Es claro de la Figura 4.0 que si se refina la malla en
la zona cercana, de manera natural el refinamiento se extiende a toda la malla, al extender ese refinamiento a
las zonas entre-esferas, media y lejana, por lo que no se puede escoger una malla muy refinada en la zona
cercana sin incrementar el nimero total de nodos en forma significativall. Mientras que en la direccién de
la region entre-esferas estd definida por la zona que parte de la superficie de maximo acercamiento de los
iones de una de las esferas, (a lo largo de la linea p=+(1-2R/1)), y llega hasta la superficie de mdximo
acercamiento de los iones de la otra, (a lo largo de la linea u=+(1-2R/t)). El nimero de capas dependiendo de
la separacioén de las esferas, desapareciendo cuando las esferas entraban en contacto. Para la mayoria de las
separaciones entre esferas consideradas, fue suficiente tomar ocho capas de celdas de elemento finito para
esta zona. Por simetria la misma discretizacion se hace para [ entre 0 y -1 que la empleada en la regién desde
pu=0 a p=1. Como la recta que define la frontera de las esferas es una recta de pendiente 1, la discretizacién en

las direcciones de Ly A es igual para la regién entre-esferas.

11 Por ésta razén conviene para futuros cilculos no mezclar distintos tipos de elementos finitos (triangulares e
isoparamétricos en nuestro caso), los triangulares son ideales para éste dominio.
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Para la concentracién de electrolito de 0.01M, la capa de celdas isoparamétricas de la region media, se
inicia en la direccién de A, sobre la linea de A=1+(2R+a)/t que define la esfera de maximo acercamiento de
los iones y termina a doce didmetros idnicos de ésta. La regidn lejana que empieza entonces a dieciocho
didmetros i6nicos de las esferas se extiende hasta una distancia de noventa y cuatro didmetros idnicos.
Mientras que en la regioén entre-esferas, para la mayoria de las separaciones entre esferas consideradas fue
suficiente considerar también ocho capas de celdas de elemento finito para esta zona. Como solo empleamos
la parte superior del dominio para nuestros cdlculos, el nimero de capas considerado en realidad en ésta
region es de cuatro.

Si llamamos nza al nimero de capas en la region entre esferas, nscl al nimero de capas en la regién
cercana, nsc2 al nimero de capas en la regiéon media y nse3 al nimero de capas en la regién lejana, el nimero
total de celdas en la malla viene dado por
No.celdas=nza(nscl+nsc2+nsc3)+nscl(nsc2+nsc3+1)+0.5(nsc1-1)(nscl).

Y el nimero total de nodos por
No.nodos=5(nscl+nza)(nsc2+nsc3)+3(3nscl+nsc2+nsc3+nza)+5nscl(nza+0.5(nsc1-1)).

En total esto representa para el caso considerado 122 celdas de elemento finito ctibico o sea 668 nodos.
Tomando en cuenta los arreglos vectoriales y matriciales definidos en el programa de computadora, la
cantidad de memoria empleada puede estimarse aproximadamente (no se han tomado en cuenta cantidades
escalares, ni constantes, ni los arreglos de enteros empleados) como
Memoria=[72No.celdas+0.5No.nodos(No.nodos+1)] x 128 Bytes.

Sustituyendo para la malla considerada esto resulta ser Memoria=29,725,440 Bytes.

Conviene mencionar aqui que se llegd a esta dosificacién de la malla optimizando los recursos de memoria
disponibles (32 Megabytes), para los cuales las oscilaciones en la funcién de distribucién asimétrica de tres
particulas, debidas a error numérico, desaparecen, y los resultados se mantienen para mallas mas densas a
partir de ésta. Este procedimiento de optimizacién de la malla requeria mucho tiempo y cuidado en la eleccién
de la malla apropiada. Este era necesario pues de lo contrario, trabajar con una malla mas densa de lo

requerido saturaba la memoria disponible, haciéndose necesario recurrir al disco duro para manejar la



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 80

informacién que no cabia en la memorial2. Lo cual consume mucho tiempo pues las funciones de entrada-
salida en la computadora empleada tienen la minima prioridad de ejecucidn, origindndose un crecimiento
desmedido en el tiempo total de ejecucion.

En estas condiciones optimizadas, realizar una corrida para un conjunto de pardmetros dado representaba un
tiempo de procesamiento de aproximadamente 6 horas, desde la generacién de la solucién de entrada hasta la
convergencia del proceso iterativo. En todos los célculos, salvo que se sefiale otra cosa se mantuvieron fijos
los siguientes parametros: la constante dieléctrica del agua, considerada como un medio continuo uniforme
#HH#=78.5, la temperatura T=298K  (25°C), el radio i6nico a=4.25A. Los pardmetros que se modificaron
fueron la concentraciéon molar del electrolito p, el radio de las esferas coloidales R, la separacién T entre los
centros de las esferas, y la densidad de carga superficial 6. En la Figura 2.3 aparece un esquema de la

geometria del sistema al que hacemos referencia.

Con objeto de comparar los resultados de la teorfa TPE HNC/MS con los obtenidos por Verwey y
Overbeek en la aproximacién lineal de la ecuacién de PB, determinamos la fuerza de interaccién entre las
esferas coloidales, en funcién de la separacién entre las mismas, para una concentraciéon molar del electrolito
de p=0.01M, densidad de carga de 6=0.018 C/m2 y para radios de las esferas coloidales de: R=5, 7, 10 y
20A (Ref.:[33]). Dicha comparacion aparece en la grafica de la Figura 4.1 para 7 y 10A. Como se recordari la
solucién de VO en multipolos se ha truncado anulando los momentos dipolar y cuadrupolar. Por tal razén,
VO deja de ser valida, pues las capas idnicas que constituyen la carga sobre ambas esferas comienzan a
traslaparse originando contribuciones correspondientes a dichos multipolos para distancias pequefias entre
esferas. En particular para T-2R < a VO no presentan solucién, nosotros si. Por lo que dentro de esta region
esta ecuacién no admite comparacién con la teoria de TPE HNC/MS, y de ahi que no aparezcan puntos para
la solucién de VO en dicha regién. Para p=0.01M y para los radios 5, 7, 10 y 20A, K R (x el inverso del radio
de Debye) toma los valores 0.1644, 0.2302, 0.3288 y 0.6577, respectivamente. De acuerdo con Verwey y

Overbeek (Ref: [1]) la fuerza determinada por ellos, podia emplearse con seguridad hasta para valores de

12 Este procedimiento se conoce como paginacion.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pé4g. 81

K R=1, y si la interaccion es débil (grandes distancias), ain hasta de kK R=10. Como se verd adelante, ésta

apreciacion es demasiado optimista.
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Figura 4.1 La fuerza entre dos esferas con la misma densidad de carga superficial constante 6=0.018C/m?,
inmersas en un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, en funcién de la distancia entre ellas. Las curvas
mostradas son para radios de las esferas de 5A, 7A, 10A y 20A. La linea sélida es el resultado para TPE
HNC/MS vy la linea punteada corresponde al resultado lineal de PB, propuesto por Verwey y Overbeek,

(VO).

En la Figura 4.1, se aprecia que mientras mds grande es el valor de K (T-2R), esto es, mientras las esferas se
encuentran mds separadas y también cuando k¥ R es mds pequefia, mejora la aproximacién lineal de VO
respecto a TPE HNC/MS, coincidiendo pricticamente ambas teorias. Sin embargo, para distancias cortas,
alin para densidades de carga tan pequefias como 0.018C/m2, 1a validez de la solucién lineal para valores
hasta de ¥ R=1, es cuestionable. Por ejemplo, para T-2R=a y ¥ R=0.6577 (R=20A, Ref.:[33]) la fuerza

obtenida por VO esta 17% por debajo de la de TPE HNC/MS.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Péag. 82

Como mencionamos anteriormente la causa de estas diferencias, puede ser la cancelacién de los términos
dipolar y cuadrupolar en la aproximacién. Ademds de que la estimacién de VO fue hecha para potencial
constante sobre las esferas y para poder extender su cdlculo al caso de esferas a carga constante suponen un

potencial promedio constante sobre su superficie.

22
N la \ 1:1
mV : N \\ 0.018C/m’
18 AN R=7A

Figura 4.2a Polarizacién del potencial Wy sobre las esferas coloidales, en funcién del 4dngulo azimutal 6

medido a partir del eje de simetria que las une (Ver Fig.2.5a). Las esferas son de 7A de radio, con la misma
densidad de carga superficial constante (5=O.018C/m2, inmersas en un electrolito 1:1, 0.01M, de iones

puntuales. Las diferentes curvas son para distintas separaciones entre las esferas, desde Oa hasta 8a.
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En las Figuras 4.2a a 4.3b se aprecia claramente que el potencial sobre la superficie de las esferas, a ésta
concentracién de 0.01M, para los radios de 7A y 10A, puede considerarse practicamente constante sélo para
separaciones entre las superficies de las esferas (tT-2R), mayores a ocho didmetros i6nicos. También se puede
apreciar en dichas figuras que para separaciones entre las esferas menores o iguales a un didmetro iénico, se
tienen las médximas variaciones del potencial sobre la superficie de las esferas coloidales. De donde ésta
aproximacioén adicional, de suponer un potencial promedio constante sobre la superficie de las esferas, debe

ser una de las causas importantes del mal desempefio de la fuerza obtenida por VO.
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Figura 4.2b Polarizacién del potencial Wiy sobre las esferas coloidales, en funcién del dngulo azimutal 0, las

esferas son de 7A de radio, densidad de carga superficial constante (5=0.1C/m2, en un electrolito 1:1, 0.01M,

de iones puntuales. Las curvas son para distancias entre las esferas desde Oa hasta 10a.

Como ya mencionamos, en estas figuras el potencial Yy de las esferas puede considerarse constante s6lo

para separaciones entre las superficies de las esferas (T-2R) mayores a ocho didmetros idnicos, ain para

cargas altas sobre las esferas (Figuras 4.2b y 4.3b). En todas estas graficas podemos observar que, para 6=0,

el valor del potencial Yy va de un mdximo para T-2R=a hasta practicamente la mitad de dicho valor para la
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méxima separacién en todos los casos. Puede observarse que a medida que T-2R crece, Yy() tiende a una

linea horizontal, i.e. la polarizacién de las esferas desaparece en esferas aisladas.
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Figura 4.3: Polarizacion del potencial ypy(8) sobre las esferas coloidales de 10A de radio, con densidad de
carga superficial constante en a) de 6=0.018C/m? y en b) de 6=0.1C/m2. Inmersas en un electrolito 1:1,

0.01M, de iones puntuales. Para diferentes distancias entre las esferas, las curvas son para distancias entre las

esferas desde Oa hasta 10a.
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Claramente TPE HNC/MS para dos esferas infinitamente distantes debe reducirse a la ecuaciéon HNC-MS

para una esfera. El valor de Wy calculado con TPE HNC/MS para separaciones mayores a ocho didmetros

i6nicos coincide con el valor reportado por Gonzilez-Tovar, et.al., (Ref.:[19]) de HNC-MS para una sola
esfera, como esperabamos. De lo anterior podemos concluir que el uso de un potencial Yy promedio tomado
como constante, en la teoria VO (Seccién 2.2.3) no es muy adecuada. La aproximaciéon de VO serd vilida
s6lo si las dobles capas de las esferas interaccionan débilmente. Es interesante notar que tradicionalmente se
considera el espesor de la doble capa de una esfera del orden del radio de Debye. Para esta concentracién de

0.01M, K.

—001M = 8a. Sin embargo ésto no parece ser muy realista, ya que segin se aprecia en las Figuras

4.1y 4.4, a esa separacion la fuerza entre las esferas no se anula y disminuye muy lentamente en esa region.
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Figura 4.4 La fuerza obtenida con TPE HNC/MS entre dos esferas con la misma densidad de carga
superficial constante, G=0.1C/m2, inmersas en un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, en funcién de la

distancia entre ellas. Las curvas mostradas son para radios iguales de las esferas de 7A y 10A.

Otra observacion importante, es que en la Figura 4.1 la fuerza por unidad de 4rea entre esferas de 7A de radio,
llega a superar a la fuerza por unidad de drea correspondiente a la de esferas con radios de 10A. Mientras que

para densidad superficial de carga alta, (Fig.4.4), este cruzamiento de las curvas no ocurre. Este efecto es
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artificial. Al ser débil la fuerza para densidades superficiales de carga bajas, ésta cambia relativamente poco,
tanto con el tamafio de las esferas como con la separacién entre ellas, por lo que es el término R? del

denominador de la expresion para la presion el origen de éste artificio.
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Comparando las Figs.4.1 y 4.4 encontramos que si, a las mismas condiciones de radio y concentracién de
electrolito, se incrementa la densidad superficial de carga sobre las esferas, desde 6=0.018C/m2 a
6=0.1C/m2, se puede observar un cambio dramdtico en la intensidad de la fuerza. No obstante que la
densidad de carga superficial se ha incrementado aproximadamente sélo en 5.5 veces, en la Figura 4.4
comparando las escalas correspondientes en las Figuras 4.1 y 4.4 es fécil constatar que la fuerza se ha

multiplicado casi por un factor de 30 veces.
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4.5a Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, alrededor
de dos esferas de radio 71&, con la misma densidad superficial constante 0.018C/m2, en funcién de A. Las
curvas a, b, c, d, e, f y g son para valores de =0, 0.6a, 0.8a, 1—a, 1-0.60, 1-0.20. y 1, respectivamente. Las

curvas continuas son para distancias entre las esferas de T-2R=2a y las punteadas para T-2R=5a.

En las Figuras 4.5a a 4.6b se muestran los perfiles de densidad reducida de contraién para un electrolito
1:1, 0.01M, de iones puntuales alrededor de dos esferas de R=7A 6 10A y 6=0.018C/m2 6 0.1C/m2. Estas
curvas, marcadas con las letras "a" a la "g", son funciones de la coordenada A que se han obtenido

manteniendo fijos distintos valores de la coordenada p. Los valores de | a los que corresponden estas curvas

son: u=0, 0.6a, 0.8a, 1-a, 1-0.6a, 1-0.2a0 y 1, respectivamente. Tal que o = 2(R+a/2)/t es el pardmetro
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definido anteriormente en la Seccidn 2.3. Para su comparacién aparecen en cada figura, dos grupos de curvas
correspondientes a dos distintas separaciones entre las superficies de las esferas. Dichas separaciones son: 7-
2R=2a y 5a. Para mayor claridad, en el caso T-2R=2a no aparecen las curvas para u=0.6a y p=0.80., sin

embargo el comportamiento de todas las curvas es similar a las del caso T-2R=5a.

Se observa que en general la concentracidon de contraiones es mayor cuando las esferas estdn mas préximas
que cuando se encuentran més alejadas. Haciendo referencia una vez mds a la Figura 2.3, los valores de A=cte
corresponden a elipses cuyos focos son los centros de las esferas. Asimismo, los valores de p=cte
corresponden a distintas hipérbolas cuyos focos también son los centros de las esferas. Tenemos entonces en
la Figura 4.5a, que los puntos localizados sobre las diferentes curvas de la "a" a la "d", para los que A=1 (la
elipse degenerada en recta, que une los centros de las esferas), proporcionan el valor del perfil de densidad
reducida de los contraiones, g_(A=1), a lo largo de la linea que une ambas esferas. Mientras que toda la curva
g

g", u=1, corresponde al perfil a lo largo del mismo eje, pero partiendo de la parte exterior de las esferas y

alejandose de ellas a medida que crece el valor de A.

Los primeros puntos a la izquierda de las curvas "e" y "f" son valores de contacto de la concentracién
reducida de los contraiones en dos puntos diferentes alrededor de cada una de las esferas. De modo que si nos
movemos a lo largo del eje de simetria de las esferas, el perfil de contraiones tiene un minimo en el punto que
se encuentra justo a la mitad de la distancia entre las dos esferas coloidales ,A=1, u=0 (en la curva "a"), sube
hasta alcanzar un méximo en el punto de contacto con la esfera ,A=1, u=1-a (en la curva "d"), y continuando
sobre este eje, pero pasando entonces al lado exterior de las esferas coloidales en ,A=1+a, u=1 (en la curva
"g"), empieza con un valor mds pequefio, del que alcanzé al entrar en contacto con las esferas por la parte

interior, y de ahi decae monot6nicamente a 1 a medida que aumenta A. Ver Fig.4.5b.

Para apreciar el comportamiento del perfil de densidad reducida de los contraiones alrededor de las esferas

coloidales, basta con observar el primer punto sobre las curvas "d", "e", "f" y "g", ya que estos corresponden a

los valores de contacto de dicho perfil (Ver Fig.4.5b). Podemos observar que la concentracién de contraiones
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en el contacto es mayor entre las esferas y disminuye monoténicamente hasta un minimo en la parte exterior
de las mismas. Este cambio en los valores de contacto del perfil de densidad de contraiones casi no es
apreciable cuando las esferas se encuentran alejadas (T-2R=5a), pero resulta muy evidente cuando se
encuentran préximas (T-2R=2a). Esta es una consecuencia de la polarizaciéon superficial del potencial
electrostatico promedio, debida a que hemos considerado la densidad de carga superficial constante. Tomando

en cuenta que la distancia radial ry, al centro de la esfera del lado derecho (véase Fig. 2.3), es r2=(7k-u)17/2, se

puede apreciar de las graficas de la Figura 4.5a este comportamiento monoténico del perfil de densidad para

distintas distancias radiales, 5. Dicho comportamiento aparece esquematizado en la Fig.4.5c.
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Figura 4.5¢ Esquema que muestra una vista lateral del perfil de densidad de contraiones.
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Para comprender mejor la Fig.4.5a, en la Fig.4.5d, se muestra la grifica tridimensional del perfil de
densidad reducida de contraiones, en coordenadas cartesianas, para un electrolito 1:1, 0.01M de iones

puntuales alrededor de las dos esferas (R:7A, G:O.lC/mz,r—ZR:Sa).

En ella , alrededor de las esferas, a una distancia R+a/2 del centro de cada esfera, el valor de contacto del
perfil de densidad de contraiones aparece en forma de picos pronunciados. Las esferas mismas no estdn
mostradas. El perfil de densidad de contacto se ve mas alto en la region entre las esferas que del otro lado, a lo

largo del eje que pasa por sus centros.

Alejandose de las esferas la concentraciéon decrece monoténicamente desde su valor mas alto, en la parte
interior, a su minimo valor en la parte exterior. Esto no se aprecia claramente en la figura, sobre la frontera de
las esferas, debido a la falta de resolucién grafica del programa de graficacién empleado. En su lugar aparecen

picos de distintas alturas, en realidad el contorno es suave.

El color indica el valor de la concentracidn, siendo la zona de menor concentracién la roja y la de mayor

concentracion la violeta.
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Figura 4.5d Superficie tridimensional del perfil de contraiones para un electrolito de iones puntuales 1:1,

0.01M, alrededor de dos esferas con la misma densidad de carga superficial (R=7/°%, (5=0.1C/m2, T-2R=2a).
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4.6 Densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, en a) alrededor de
dos esferas de radio 7A y en b) para dos esferas de radio 10A, a densidad superficial constante, O.lC/mz, en
funcién de A. Las lineas punteadas corresponden a distancias entre las esferas de T-2R=5a, mientras que las

continuas son para T-2R=2a.
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En la Figura 4.5a podemos observar que el grupo de curvas que corresponde a la separacion mds corta (T-
2R=2a) posee valores del perfil de densidad de los contraiones g_(A) mayores a los del grupo de curvas
pertenecientes a la separacién T-2R=8a. De tal forma que el valor mdximo para ambos casos estd dado por el
primer punto sobre las curvas "d" (correspondientes al valor del perfil en el contacto con las esferas, sobre el
eje, por el lado interior). El valor de estos puntos es aproximadamente de 1.95 y 1.57 para las lineas sélida y
punteada, respectivamente. Los valores maximos de g_(A) en las curvas "d", "e", "f" y "g", para  1-2R=2a,

disminuyen desde 1.95 en "d" ( p=1-ot ) hasta 1.6 en "g" ( u=1). Mientras que sus andlogos, para T-2R=8a, se

mantienen practicamente constantes, disminuyendo desde 1.57 en "d" hasta 1.53 en "g". En la Figura 4.6a se
aprecia un comportamiento similar, s6lo que como para ese sistema la densidad de carga sobre las esferas es

mayor, dicho comportamiento se ve amplificado, cayendo desde casi 30 en "d" hasta 12 en "g", para T-
2R=2a, y manteniéndose casi constante de 14 en "d" hasta casi 11 en "g", para T-2R=5a. Este mismo
comportamiento se repite en la Figura 4.6b, en donde la diferencia con la Fig.4.6a es que las esferas
coloidales son mas grandes (R=10A). En este caso, la g_(A) varfa desde 86 en "d" hasta casi 27 en "g", para
T-2R=2a, y desde 36 en "d" hasta 26 en "g", para T-2R=5a.

Como hemos empleado la relacion existente entre la g_ y el potencial Yy para obtener las Figuras 4.2a a

4.3b, el comportamiento del perfil de densidad de los contraiones g_(A) evidencia el observado para la
polarizacion del potencial yy(0). Asi, el hecho de que para separaciones pequefias Yy dependa fuertemente
de O, mientras que para separaciones grandes se mantenga casi constante, corresponde con el
comportamiento observado para la g_(A) para los distintos valores del angulo WU De esta manera, la
polarizacion del potencial Yy es consecuencia del cambio del valor de contacto del perfil de densidad de los
contraiones g_(A).

En la serie de Figuras 4.5a a 4.6b es preciso aclarar que aunque parece ser que para separaciones pequefias
de las esferas, la g_(\) tiene un alcance mayor que para separaciones grandes, esto no es asi. La razén por la
que se da este efecto se debe a que la coordenada A determina distintas distancias ( r2=(7u-u)‘c/2) ) para
distintos valores de separacién ( T ). Asi, por ejemplo, en la Figura 4.5a, para una separacion entre las esferas

de 1-2R=8a, considerando la curva "g" (u=1), el valor A=4 corresponde a una distancia del centro de la esfera
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de rp=(4-1)-6a= 18a, mientras que para T-2R=2a, la distancia correspondiente a A=4 es r9=(4-1)-3a= 9a
(R=7A=1.65a = 2a).
De las Figuras 4.5a a 4.6b, tenemos entonces que mientras mds proximas estdn las esferas coloidales

mayor es la concentracioén de contraiones entre ellas y (de las Figuras 4.1 y 4.4) mayor la fuerza de repulsion.

Como ya mencionamos anteriormente si a las mismas condiciones de radio y concentracion de electrolito se
incrementa la densidad superficial de carga sobre las esferas de 6=0.018C/m? a 6=0.1C/m2, aunque la
densidad de carga superficial se ha incrementado aproximadamente solo en 5.5 veces, la fuerza se ha
multiplicado casi por un factor de 30 veces. Ya que (5.5)2:30.25, podemos pensar que lo tinico que ha pasado
es que la fuerza electrostatica entre las esferas coloidales inmersas en el electrolito se encuentra escalada por
la carga sobre las mismas. Sin embargo, como se puede apreciar en las Figuras 4.7 y 4.8, para el mismo
cambio en densidad de carga superficial (de 6=0.018C/m? a G=O.1C/m2) para una concentraciéon de
electrolito igual a 1M, este simple escalamiento de la fuerza con la carga sobre las esferas coloidales no se
satisface, pues la fuerza en lugar de crecer por el factor de 30, solo lo hace por un factor de 5.

Tenemos entonces que aparentemente no existe una relacion directa entre la densidad de carga superficial
sobre las esferas y la fuerza entre las mismas. De existir una relacidn tal ésta deberd de manifestarse de igual
manera independientemente de la concentracién del electrolito, para los mismos cambios de densidad
superficial de carga eléctrica. Una posible relacién de la fuerza entre las esferas coloidales con alguna otra
variable conectada con la densidad superficial de carga sobre las esferas coloidales y la concentracién de
electrolito en la que se encuentran inmersas, seria quizas a través de la densidad reducida de contraiones

alrededor de las esferas g_(0).

Si comparamos las graficas de la densidad reducida de contraiones para el caso en que la concentracién es
0.01M vy las densidades superficiales de carga son 6=0.018C/m? y 6=0.1C/m?, Figuras 4.5a a 4.6b, tenemos
que los valores de g_(A) correspondientes a 6=0.1C/m2 son casi 15 veces mas grandes que los de

6=0.018C/m2. Esto es casi la mitad del factor en que la fuerza entre las esferas coloidales se multiplicé.
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Veamos entonces que ocurre para el caso de concentracion 1M. Las graficas de la densidad reducida de
contraiones para las densidades superficiales de carga 6=0.018C/m? y 6=0.1C/m2, aparecen en las Figuras
4.7y 4.8. Aqui los valores de la densidad reducida de contraién , correspondientes a 6=0.1C/m?2, son casi 2.5
veces mds grandes que los de 6=0.018C/m2. Esto es, al igual que en el caso del electrolito a concentracién

0.01M, un factor casi de la mitad del valor en que la fuerza entre las esferas se multiplicé.

Podemos pensar entonces que el efecto de escalamiento de la fuerza, se encuentra en realidad en la
concentracion local de contraiones alrededor de las esferas. Esto parece ser cierto independientemente de

la distancia entre las esferas.

1.25
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1.
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2 M
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4.7 Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, alrededor de dos
esferas de radio 10A con la misma densidad superficial constante, 0.018C/m?2> en funcién de A. Las curvas

continuas y quebradas son para distancias entre las esferas de T-2R=2a y T-2R=5a, respectivamente.
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4.8 Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, alrededor de dos
esferas de radio 10A con la misma densidad superficial constante 0.1C/m2 en funcién de A. Las curvas

continuas y quebradas corresponden respectivamente a distancias entre las esferas de T-2R=2a 'y 1-2R=5a.

Asf, la fuerza repulsiva entre las esferas coloidales parece originarse por la repulsién entre las capas de
contraiones que se encuentran alrededor de las esferas. Este resultado contradice la suposicién muy extendida
en la literatura, de que la repulsion se debe basicamente a la carga sobre la esfera y aquella en la que se piensa

que los contraiones son factor de unién entre las esferas.

Por otra parte, si comparamos las graficas de fuerza, tenemos que, para las concentraciones de electrolito de
0.01M, la fuerza cae monoténicamente, desde su valor maximo en el punto de contacto entre las esferas, hasta
cero para T—oo, siendo su intensidad menor y su alcance mayor, que para los casos de concentraciones de
electrolito de 1M. Las graficas en este ultimo caso, cuando las dos esferas se aproximan a un didmetro iénico
de distancia muestran un cambio de comportamiento muy pronunciado. Creciendo de manera lineal
practicamente, desde ésta separacion hasta el punto de contacto entre las esferas y al moverse en la otra

direccién (partiendo desde el punto en que las esferas se encuentran a un didmetro de distancia), decayendo
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rapidamente de manera asintdtica a cero a medida que las esferas se retiran. Esta discontinuidad pone de

manifiesto el fuerte efecto de apantallamiento de carga, existente en el electrolito de alta concentracion.

2
F/mR

400 1:1
(10_5 dyne/crn2 IM )
0.018C/m
300 7A | 10A
a=4.25A

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

(T—2R)/ a

Figura 4.9 La fuerza entre dos esferas con la misma densidad de carga superficial constante 6=0.018C/m?,
inmersas en un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, en funcién de la distancia entre ellas. Las curvas
mostradas son para radios de las esferas de 7A y 10A. Aparecen también en ésta figura los valores de la
fuerza en el contacto entre las esferas coloidales obtenida al reducir el didmetro idnico, a, de 4.25A a 3/03;, 1A
y 0A. En cada caso el punto superior corresponde a esferas de radio R=10A y el inferior a esferas de radio

R=TA.

Para el caso de un electrolito a 1M se calcularon las fuerzas entre las esferas coloidales en el punto de
contacto de las esferas (t-2R=0), para distintos radios iénicos (a=4.5, 3.0, 1.0 y 0.0A). Se encontré que a
medida que el radio i6nico tiende a cero las fuerzas en el contacto se reducen. Suavizdndose entonces la

discontinuidad existente en 7T-2R=a hasta desaparecer para radio i6énico igual a cero. Este es un efecto del
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modelo de iones puntuales con correccién de Stern, utilizado aqui. Pues, para distancias de T-2R < a, en la

expresion para la fuerza aparece un término de esfera dura coloide-ion-coloide.
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1500 a=0A 7A . 10A
. a=4.25A
1000
500 -
0 T T T I T T T T I T T T T I T T T T T T T T T 1
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(T—2R)/a
Figura 4.10 La fuerza entre dos esferas con la misma densidad de carga superficial constante 6=0.1C/m?2,
inmersas en un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, en funcién de la distancia entre ellas. Las curvas
mostradas son para radios de las esferas de 7A y 10A. Aparecen también en ésta figura los valores de la
fuerza en el contacto entre las esferas coloidales obtenida al reducir el diametro i6nico, a, de 4.25A a 3A, 1A
y 0A. En cada caso el punto superior corresponde a esferas de radio R=TA y el inferior a esferas de radio

R=10A, justo al revés que en la figura anterior.

Este término es muy repulsivo. Es claro de este resultado que para pequefias distancias entre las esferas serd
importante tomar en cuenta el efecto de tamafio de los iones. Una forma de comprobar ésta afirmacién es
comparando las fuerzas que se obtienen para contraiones de didmetro cero en las Figuras 4.9 y 4.10, con las
fuerzas entre las esferas coloidales en contacto a bajas concentraciones. Se observa que en éste caso ambas
fuerzas para concentraciones diferentes coinciden, lo cudl significa que para separaciones menores de un

didmetro i6nico las fuerzas dominantes siempre serdn las de corto alcance.
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En las Figuras 4.7 y 4.8, podemos observar el mismo comportamiento mencionado anteriormente, cuando
discutimos los resultados para el comportamiento del perfil de densidad reducida de los contraiones alrededor
de las esferas coloidales a la concentracién de 0.01M. Para evidenciar el efecto de polarizacion, basta con
observar el punto donde comienzan las curvas "d", "e", "f" y "g". Como hemos mencionado anteriormente,
estos corresponden a los valores de contacto de dicho perfil con las esferas coloidales.

Podemos observar de esta manera, que la concentracién de contacto de los contraiones es mayor entre las
esferas (primer punto de la curva "d") y disminuye a un minimo muy rdpidamente (primer punto de la curva
"e"), de modo que es practicamente uniforme en el resto de las mismas (primer punto de las curvas "f" y "g").
Este minimo corresponde al valor de contacto de la g_ para separaciones grandes entre las esferas, el cual es
practicamente el mismo para los distintos valores de p. Esto muestra la fuerte asociacién de los contraiones a
las particulas coloidales cuando la concentracidn del electrolito es alta. Pues a estas concentraciones, la carga
sobre la otra esfera coloidal estd practicamente escudada y siempre tenemos contraiones que contraresten la
carga sobre la esfera que estamos considerando. Como dicha carga estd distribuida uniformemente sobre las

esferas la polarizacién de los contraiones también tiende a uniformizarse, haciéndose de esta manera mdas

efectivo el escudamiento sobre las esferas coloidales.

Para esta concentracion de electrolito de 1M, el radio de Debye es del orden de 1a, i.e. la doble capa es muy
delgada. Por ejemplo si consideramos la Figura 4.7, con pu=1 para esferas coloidales de radio R=10A~5/2a
separadas una distancia T-2R=2a, el alcance de la doble capa podriamos tomarlo hasta un valor de A=5/2. Esto

representa una distancia desde el centro de las esferas hacia afuera de r)=3/2-7/2a=5a. Restando el radio de la

esfera tenemos que el espesor de la doble capa es de 2.5a para esta concentracién del electrolito.
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Figura 4.11a La polarizacion del potencial yy(0), sobre las esferas coloidales, para dos esferas de 7A de radio

con la misma densidad de carga superficial constante (5=0.018C/m2, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de
iones puntuales, para distintas distancias entre ellas, las curvas sélidas representan los extremos

correspondientes al punto de contacto entre ellas Oa y la separacién mds alejada en este caso 8a.
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Figura 4.11b Polarizacién del potencial yy(6), sobre las esferas coloidales, para dos esferas de 10A de radio

con densidad de carga superficial constante (5=0.018C/m2, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de iones

puntuales, para distintas distancias entre ellas, desde Oa hasta 8a.
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El cambio brusco de la densidad reducida de contacto con las esferas de los contraiones al pasar de la zona
entre las esferas a la parte exterior, origina una polarizacioén del potencial electrostitico promedio muy brusca
. De forma tal que fuera de la zona entre las esferas, para dngulos mayores de 70° (6=37/8), este potencial

electrostatico promedio sea practicamente constante. Esto es cierto ain para T-2R=0, en cuyo caso el valor de

contacto de Wpy(8) es constante para dngulos mayores a 90°.

El valor constante del potencial electrostdtico promedio empieza a abarcar la totalidad de las esferas (0<0<n
) cuando se rebasa la separacién de las esferas correspondiente al alcance de la doble capa que estimamos de
2.5a y coincide con el calculado a través de la teoria de HNC-MS para una sola esfera a densidad de carga

superficial constante (Ref.:[19]).
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Figura 4.12a Polarizacién del potencial superficial y(0), sobre las esferas coloidales, para dos esferas de 7A
de radio con densidad de carga superficial constante G:O.lC/mZ, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de iones

puntuales, para distintas distancias entre ellas, desde Oa hasta 8a.

En efecto, para el caso de concentracion alta, a separaciones de las esferas tales que T-2R >2.5a el potencial

promedio sobre la superficie de las esferas es constante sobre toda la superficie de las esferas. Esto se pone de
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manifiesto en las Figuras 4.11a a 4.12b, que muestran la dependencia del potencial electrostatico promedio en

funcién del dngulo azimutal 6, medido a partir del eje que une las esferas.

En dichas figuras se puede apreciar mejor el apantallamiento de carga, ya que atin cuando las esferas estdn
en contacto (representada esta situaciéon en la grafica por Oa) se aprecia que el potencial decrece
asintdticamente hasta un valor pricticamente constante, para dngulos mayores de 90°. Mientras que, como
puede observarse en las Figuras 4.2a a 4.3b, ese valor asintético sobre la superficie de las esferas, nunca se

alcanza a bajas concentraciones de electrolito cuando las esferas estdn en contacto.
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Figura 4.12b La polarizacion del potencial Wpy(8), sobre las esferas coloidales, para dos esferas de 10A de

radio con la misma densidad de carga superficial constante (5=0.1C/m2, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de
iones puntuales, para distintas distancias entre ellas, las curvas sélidas representan los extremos

correspondientes al punto de contacto entre ellas Oa y la separacién mds alejada en este caso 8a.
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A continuacidn, resumimos los comportamientos observados para los distintos sistemas estudiados en el

caso de densidad de carga constante.

Para la fuerza F(t) en funcién de la separacién T, tenemos:
i) F(t) siempre es repulsiva.
ii) F(t) aumenta al aumentar el radio R de las esferas coloidales.
iii) F(t) aumenta al aumentar la densidad de carga superficial ¢ sobre las esferas.
iv) F(t) aumenta al aumentar la concentracién p del electrolito, siendo este incremento resultado de las
fuerzas de corto alcance. Sin embargo para distancias mayores de un didmetro idnico, la fuerza entre las
particulas coloidales es menor para el caso de mayor concentracién de electrolito y el alcance de la
interaccion se reduce.

v) F(1-2R=0), la fuerza en el contacto, aumenta al aumentar el radio iénico a.

Para la densidad reducida de contraiones g_(A, W, ;T):

i) g_(A, W, ;7) cambia fuertemente al pasar de la zona interior entre las esferas, a la zona exterior de
las mismas. Existe entonces una fuerte polarizacidn de contraiones P() alrededor de las esferas
coloidales.

ii) P(u) crece al aumentar el radio de las esferas coloidales.

iii) P(W) crece al aumentar la densidad de carga superficial ¢ sobre las esferas.

iv) P(w) disminuye al aumentar la concentracion p del electrolito. No obstante la densidad reducida de
contraiones g_(A, W; T) sigue cambiando fuertemente al pasar de la zona interior entre las esferas
a la zona exterior de las mismas y en general su valor sigue siendo mds alto en los puntos de
contacto con las esferas.

v)  P(u) disminuye al igual que la concentracién de contraiones entre y alrededor de las esferas al

incrementarse la separacion entre las esferas <.
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Para el potencial electrostitico promedio en funcién del dngulo azimutal y(0), medido este dngulo partiendo

del eje que une a las esferas:

i) y(0) siempre tiene su maximo valor en 6=0 y el minimo en 6=m.

ii) y(0) aumenta al aumentar el radio R de las esferas coloidales.

iii) y(0) aumenta al aumentar la densidad de carga superficial ¢ sobre las esferas.

iv) y(0) se reduce al aumentar la concentracién p del electrolito.

v) y(0) tiende asintéticamente al valor del potencial superficial constante que le corresponde

(y=10.69mV, 15.24mV, 3.47mV, 19.03mV) al aumentar la separacion 7 entre las esferas.
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4.3 Las Esferas Coloidales a Potencial Constante

En esta seccidn presentamos los resultados obtenidos para el potencial electrostitico promedio,al resolver la
Ecuacién Diferencial de PB No Lineal, alrededor de dos esferas coloidales con potencial superficial
constante, inmersas en una solucion electrolitica simétrica 1:1. El método numérico utilizado es el de

diferencias finitas descrito en el Capitulo 3.

La malla uniforme de diferencias finitas que se empled, a diferencia de la malla graduada de elemento
finito, consta de una sola regién, formada por 42 capas "radiales" y 42 zonas "angulares". De forma tal que
aunque en el espacio (¢, u) todas las celdas son iguales, debido a la relacién entre las coordenadas cartesianas
y las biesféricas dipolares, la malla correspondiente, vista en el espacio cartesiano, se encuentra graduada en
realidad. No obstante, en este caso no es posible hacer mas densa la malla por regiones de lo que el cambio de
coordenadas impone de manera natural. Como las coordenadas se encuentran reducidas por el radio de Debye,

la misma malla "standard" funciona para las distintas concentraciones del electrolito.

En total esto representa una malla de 1032 nodos, casi diez veces mds nodos de los empleados por Hoskin
en su cdlculo y casi el doble de los empleados para el caso de elemento finito. Esto es necesario para tener,
con una malla uniforme, una buena resolucién en la zona cercana a las esferas. Dada la sencillez de las
ecuaciones de diferencias finitas, realizar una corrida para un conjunto de pardmetros dado, representa un
tiempo de procesamiento de aproximadamente 30 minutos desde la generacion de la solucién de entrada hasta

la convergencia del proceso iterativo.
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En todos los cdlculos se mantuvieron fijos los siguientes pardmetros: la constante dieléctrica del agua
considerada como un medio continuo uniforme €=78.5, la temperatura 7=298K (25°C), el radio i6nico
a=4.25A. Los pardmetros que se modificaron fueron la concentracién molar del electrolito p, el radio de las

esferas coloidales R, la separacién 7T entre los centros de las esferas y el potencial Y. En la Figura 2.6

aparece un esquema de la geometria del sistema al que hacemos referencia.

Como nos interesa comparar los resultados obtenidos para el potencial constante con los obtenidos para
densidad de carga constante, y como el programa de diferencias finitas no incluye una capa de Stern, tuvimos
que realizar algunas modificaciones en los datos de las corridas para potencial constante, para que, aunque
existiesen diferencias en sus valores hubiese correspondencia con los datos asignados para el caso de densidad

de carga constante con capa de Stern.

Si en la expresion para la g_(A) (Ec.2.26) se factorizan los factores geométricos como son, la densidad de
carga superficial, el radio de las esferas coloidales y la separacién entre las mismas, la integral restante es
adimensional. De tal forma que las esferas de radio R para las que se consideré que el didmetro i6nico era
a=0A, con una separacion entre centros de Ty la densidad de carga G, eran equivalentes a esferas de radio R-

a/2, para iones de radio a/2#0, con la misma separacion entre centros de T, pero con la densidad de carga
2

R
0'7

R4
2

Nosotros comprobamos este resultado graficando la concentracién de iones en funcién de A, para dos
sistemas equivalentes a una concentraciéon de electrolito de p=0.01M: a) uno de los sistemas era de radio
R=10A con iones de didmetro a=0A y densidad de carga 6=0.018C/m? sobre las esferas, separadas una
distancia 1=41.25A, b) otro de radio R=7.875A con iones de didmetro a=4.25A y densidad de carga
(5:0.02902494C/m2, para la misma distancia de separacién t=41.25A. Las curvas de concentracion de iones,
para ambos casos, cafan exactamente unas sobre otras, siendo por lo tanto completamente equivalentes los dos

sistemas.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 107

Regresando al caso de esferas a potencial constante, para determinar los datos que debiamos emplear para
realizar la comparacion, partimos del hecho que nuestro problema de densidad de carga constante se reduce a

uno de potencial constante cuando las esferas se encuentran suficientemente distantes una de la otra. Luego

entonces si para una sola esfera coloidal (Ref.:[19]), consideramos su Wy y ©, y usamos ésta G para nuestro
célculo de o=cte y ésta WYy para nuestro cdlculo de yp=cte, tendremos equivalencia en el limite T—. Es

importante hacer notar que en el célculo de yyy=cte el radio de las esferas es R+a/2 sin correccién de Stern,

mientras que en el de 6=cte el radio de las esferas es R mds la correccion de Stern.

Asi, nosotros hemos hecho los reescalamientos correspondientes para hacer que los sistemas de carga
constante y potencial constante sean equivalentes (en cuanto a la capa de Stern se refiere) y por eso, para
simplificar la comparacién de los resultados, continuamos mostrando las graficas en funcién de los datos (R,

T,T-2Ry a=4.25A) que corresponderian al caso de densidad de carga constante.

1.6 -
7\1 . 1:1
g_( 1)_5 J 0.01M
] ¥,=10.69 mV
1.4 4 R=7A
13 g T-2R=24a, 5a
12 3
] g
1.1 3 <y
1 . LI I LI I LI I 1 = -\--\.-.‘ =

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
Figura 4.13a
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1:1
0.01M
¥, =15.24 mV

R=10A
T-2R=24a 5a

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
7\‘ Figura 4.13b

Figura 4.13 a) Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales

alrededor de dos esferas:a) de radio 7A a potencial constante y=10.69mV, b) de radio 10A a potencial

constante Yy=15.24mV (equivalente para esta geometria a una densidad de carga de 0.018C/m2), en funcién

de A. Las curvas continuas y quebradas corresponden, respectivamente, a distancias entre las esferas de 1-

2R=2ay T-2R=5a.

En la Figura 4.13b se muestran los perfiles de densidad reducida de contraién para un electrolito 1:1,

0.01M, de iones puntuales alrededor de dos esferas de R=7TA (9.125A en realidad) y potencial superficial

y=10.69mV (el potencial Yy correspondiente a una sola esfera con densidad superficial de carga 6=0.018

C/mz) y de dos esferas de 10A a potencial y=15.24mV. Aunque los resultados se obtuvieron en

coordenadas dipolares biesféricas, se les ha transformado para su comparacién a coordenadas esferoidales
prolatas reparametrizadas. Estas curvas, marcadas con las letras "a" a la "g", son funciones de la coordenada A
que se han obtenido manteniendo fijos distintos valores de la coordenada p. Al igual que para el caso de
densidad de carga superficial constante, los valores de | a los que corresponden estas curvas son pu=0, 0.6a,
0.8a;, 1-a, 1-0.60., 1-0.200 y 1, respectivamente, con 0=2(R+a/2)/t el pardmetro definido anteriormente en la

Seccién 2.3. Para su comparacién aparecen dos grupos de curvas correspondientes a dos distintas

separaciones entre las superficies de las esferas, dichas separaciones son: T-2R=2a y 5a. Para mayor claridad,
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en el caso para T-2R=2a no aparecen las curvas para u=0.60. y p=0.8al, sin embargo el comportamiento de

todas las curvas es similar a las del caso T-2R=5a.

Se observa que en general la concentracién de contraiones, a la mitad de la distancia entre las esferas (curva
"a"), es mayor cuando las esferas estdn mds préximas que cuando se encuentran mds alejadas. Sin embargo, el
valor de contacto de g_(A) es el mismo para ambas separaciones. También se puede observar que para
separaciones grandes (véase Fig. 4.5a) la distribucién de contraiones es parecida a la que se obtiene en el caso

de densidad superficial constante.

De modo que si nos movemos a lo largo del eje de simetria de las esferas, el perfil de contraiones tiene un
minimo en el punto que se encuentra justo a la mitad de la distancia entre las dos esferas coloidales A=1, p=0
(curva "a"), sube hasta alcanzar un maximo en el punto de contacto con la esfera A=1, p=1-o (curva "d") (en
este caso maximo y minimo no se encuentran tan distanciados como para el caso de densidad de carga
constante), continuando sobre este eje, pero pasando entonces al lado exterior de las esferas coloidales, en
A=1+0a, p=1 (curva "g"), continua con el mismo valor que alcanzé al entrar en contacto con las esferas por la

parte interior y de ahi decae monoténicamente a 1 a medida que aumenta A (Ver Fig.4.13c).
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Figura 4.13c Esquema que muestra una vista lateral del perfil de densidad de contraiones.

Podemos apreciar el comportamiento del perfil de densidad reducida de los contraiones alrededor de las
esferas coloidales observando el punto donde comienzan las curvas d, e, f, g, ya que estos corresponden a los
valores de contacto de dicho perfil. Tenemos entonces que la concentracion de contraiones en el contacto es
igual sobre la superficie de las esferas. Esto ocurre para cualquier separacion de las esferas y es una
consecuencia de la nula polarizacion superficial del potencial electrostatico promedio, que hemos considerado
constante. Sin embargo, como veremos mas adelante, la densidad de carga superficial sobre las esferas,
calculada a partir de la derivada normal del potencial promedio en la direcciéon normal a las mismas, esta

cambiando en funcién del dngulo azimutal 6, i.e., si hay polarizacién de la carga superficial de las esferas.

Entonces, para esta concentracion de electrolito, p=0.01M, la concentracién de contraiones alrededor de las
esferas practicamente no cambia al aproximarse estas, lo que se debe esencialmente a que hemos mantenido el

potencial superficial de las esferas constante.
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4.14a Perfil de densidad reducida de contraiones para electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, alrededor de
dos esferas de radio 7A, con el mismo potencial constante Y=58.01mV (equivalente para esta geometria a
una densidad de carga de O.lC/mz), en funcién de A. Las lineas sélidas corresponden a distancias entre las

esferas de T-2R=2a y las punteadas para distancias entre las esferas de t-2R=5a.

Si a las mismas condiciones de radio y concentracién de electrolito se incrementa el potencial superficial a
Y=58.01mV (correspondiente al potencial Yy para una densidad superficial de carga sobre las esferas de
(5=0.1C/m2), observamos en la Figura 4.14a para R=TA, que la concentracién de contraiones alrededor de las
esferas no cambia tan briscamente como en el caso de densidad superficial de carga constante. En aquel caso
cambidé por un factor de 15 al aumentar la densidad de carga sobre las esferas, mientras que en éste de
potencial superficial constante cambié por un factor aproximado de 6 veces en relacion al de bajo potencial

superficial.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 112

De igual modo para las esferas de 10A, comparando las Figuras 4.13b y 4.14b, el perfil de densidad
aumento casi 12 veces al aumentar el potencial superficial. Tenemos entonces que la relacién de la magnitud
de los perfiles para R=10A con respecto a la de R=7A es de aproximadamente 2. Esta proporcién entre los

perfiles de densidad de contraiones, también se observa para el caso de c=cte, de la seccién anterior.

26
1d e f 1:1
g_(?») ] 0.01M
21 7 ¥, =79.25 mV
i R=10A
16
] 7-2R=24a 5a
11
6 4
1 LI L 1 I LI T

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

4.14b Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, alrededor

de dos esferas de radio 10A con el mismo potencial constante YH=79.25mV (equivalente para esta geometria

a una densidad de carga de 0.1C/m2) en funcién de A. Las curvas continuas y quebradas corresponden

respectivamente a distancias entre las esferas de T-2R=2a y T-2R=5a.
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Aunque en este caso de potencial superficial constante, no tenemos un método numérico confiable para
determinar la fuerza entre las esferas coloidales, con la informacién anterior podemos darnos una idea
intuitiva del comportamiento de la interaccién. Aprovechando nuestros resultados para el caso de carga
superficial constante y nuestro el andlisis de los mismos, concluimos que muy probablemente también en éste
caso la fuerza de interaccidn estd regida mds bien por la distribucién de contraiones alrededor de las esferas.
Asi, del hecho de que las distribuciones de contraiones para el caso de potencial superficial constante se
parecen a las distribuciones para el caso de densidad superficial de carga constante, cuando las esferas estdn
alejadas, podemos concluir que la fuerza de interaccion entre las esferas a potencial superficial constante
es mas débil que para el caso de densidad de carga superficial constante. También el hecho de que las
densidades relativas de contraiones varfan muy poco al cambiar la separacion entre las esferas sugiere que,
para este caso de potencial superficial constante, la intensidad de la interaccién cambia mds suavemente, que
para c=cte, al aproximarse las esferas. El cambio en la intensidad de la fuerza al aumentar el potencial sobre
las esferas probablemente también serd menor que el cambio en la intensidad de la fuerza cuando aumenta la

densidad superficial de carga.

1.2
4 d e f 1:1
g (L) 1 M
1.15 __ l|IH= 4.28mV
i R=10A
11 . T-2R=24a 5a
1.05 -
.
1.0 1.5 2.0 ;\, 2.5 3.0

4.15a Perfil de densidad reducida para electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, para dos esferas de radio 10A a

un potencial yg=4.28mV (equivalente a 0.018C/m? de densidad de carga) en funcién de A.
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4.15b Perfil de densidad reducida para electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, para dos esferas de radio 7A a

un potencial yg=3.47mV (equivalente a 0.018C/m? de densidad de carga) en funcién de A.

Por otra parte, para los casos de concentraciones de electrolito de 1M, si comparamos las graficas de las

Figuras 4.9 y 4.15a, encontramos que las funciones de distribucién de contraiones que corresponden a las

mismas separaciones en ambos casos ( de densidad superficial de carga constante y de potencial superficial

constante) son practicamente iguales. O sea que para alta concentracioén de electrolito, las distribuciones de

densidad de contraiones alrededor de las esferas, para los casos de densidad superficial de carga y potencial Y

H constantes, pricticamente coinciden para todas las distancias, salvo en el punto de contacto en la regién

entre las esferas (para distancias cercanas). De donde el comportamiento de la fuerza de interaccién entre las

esferas coloidales para el caso de potencial superficial constante, va a ser muy parecido al comportamiento

fuertemente apantallado del caso de carga superficial constante para altas concentraciones.
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La fuerza de interaccién entre las esferas a densidad de carga superficial constante es un poco mayor que la
fuerza de interaccion entre las esferas a potencial Wy constante, debido esto ultimo a la pequefia diferencia
introducida por la contribucién un poco mayor del perfil de densidad de contraiones en el punto de contacto

para la zona entre las esferas.

Comparando las Figuras 4.14 y 4.15 podemos observar que para concentracién alta del electrolito, para
separaciones grandes entre las esferas, la densidad relativa de contraiones en la regién entre las dos esferas
tiende mas rdpidamente a la del bulto que para concentraciones bajas. Esto evidencia el fuerte apantallamiento

al aumentar concentracién del electrolito .

1:1

g (A)qd M
25 V,=23.22mV

R=10A
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4.16a Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, alrededor de

dos esferas de radio 10A con el mismo potencial Yy constante 23.22mV (equivalente para esta geometria a

una densidad de carga de 0.1C/m2) en funcién de A. Las curvas continuas y quebradas son para distancias

entre las esferas de T-2R=2a y T-2R=>5a, respectivamente.



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 116

1:1

1M

v,=19.03mV
R=7A

T-2R=2a, S5a

3.0

7L 2.5

4.16b Perfil de densidad reducida de contraiones para un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, alrededor de
dos esferas de radio 7A con el mismo potencial Yy constante 19.03mV (equivalente para esta geometria a
una densidad de carga de 0.1C/m2) en funcién de A. Las curvas continuas y quebradas son para distancias

entre las esferas de T-2R=2a y T-2R=>5a, respectivamente.

Este efecto de la concentracion se confirma cuando se comparan las Figuras 4.10 y 4.16a. Aqui es claro que
los casos de densidad superficial constante y potencial superficial constante son indistinguibles para
concentraciones altas de electrolito y separaciones entre las esferas coloidales tales que T-2R>2a. Esto es un
ejemplo dramadtico de la neutralizacién de la interaccion entre particulas coloidales por agregacién de sal. Si la

particula se puede acercar suficientemente, las fuerzas de corto alcance pueden entrar en accién.

Las Figuras 4.17 a 4.20 muestran cual es la polarizacién de la densidad de carga superficial sobre las esferas
conductoras, necesaria para mantener el potencial Yy constante sobre su superficie, en funcién del dngulo
azimutal 6 medido a partir del eje que une los centros de las esferas. Los valores de ¢ en dichas graficas ya
han sido escalados para tomar en cuenta la diferencia de radios originada por la capa de Stern, de la cual

hablamos anteriormente en esta seccion.
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Figura 4.17a La polarizacién de la densidad de carga superficial 6(8), sobre las esferas coloidales en funcién
del 4ngulo azimutal ©, medido a partir del eje de simetria que las une, para dos esferas de 7A de radio con el
mismo potencial constante Yg=10.69mV, inmersas en un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, para
distintas distancias entre ellas, las curvas sélidas representan los extremos correspondientes al punto mas
cercano al contacto entre ellas que se puede manejar numéricamente con estas coordenadas l.la y la

separacion mads alejada en este caso 10a.

En ellas se aprecia que, independientemente de la concentracion del electrolito, mientras mds préximas se
encuentran las esferas, la polarizaciéon de carga superficial en ellas se acumula a un dngulo de /4 cambia
abriptamente desde su valor minimo al maximo entre /8 y m/4, reduciéndose para dngulos mayores y
tendiendo en forma asintdtica a la densidad superficial de carga con la que se generaron los datos para dichos
sistemas (0.018C/m2 y 0.1C/m2). Por ejemplo, en la Fig.4.17a, la curva de polarizacién de carga superficial
correspondiente a una separacion entre las esferas coloidales de diez didmetros i6nicos de separacion, 10a,

practicamente es constante a partir de un dngulo de 7/8. Con un valor que difiere muy poco del valor de la
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densidad superficial de 0.018C/m2  del problema de esferas coloidales a densidad superficial de carga

constante.
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Figura 4.17b La polarizacién de la densidad de carga superficial 6(8), sobre las esferas coloidales en funcién
del 4ngulo azimutal ©, medido a partir del eje de simetria que las une, para dos esferas de 7A de radio con el
mismo potencial constante Yy=58.01mV, inmersas en un electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, para
distintas distancias entre ellas, las curvas sélidas representan los extremos correspondientes al punto mas
cercano al contacto entre ellas que se puede manejar numéricamente con estas coordenadas l.la y la

separacion mads alejada en este caso 10a.
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Figura 4.18b

Figura 4.18 La polarizacién de la densidad de carga superficial 6(8), sobre las esferas coloidales, para dos

esferas de 10A de radio a potencial constante en a) de Yy=15.24mV y en b) de yg=79.25mV en un

electrolito 1:1, 0.01M de iones puntuales, para distintas distancias entre ellas.
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Parece esto, como si la presencia de la otra esfera coloidal soplara la distribucién de carga sobre la esfera
que estamos observando, polarizdndola para que el potencial superficial se mantenga constante sobre ambas.
Alcanza el valor asintético de densidad superficial de carga a todas las separaciones, cuando el dngulo es de T,
correspondiendo al lado exterior de las esferas. A medida que la distancia entre las esferas coloidales
aumenta, el dngulo al que se concentra la carga polarizada, i.e. donde se encuentra localizado el maximo de la
densidad de carga, se reduce, hasta que para grandes distancias la distribucién superficial de carga sobre las
esferas es practicamente constante sobre las mismas. Esta puede ser la razén por la que la interaccién entre

ambas sea mds débil para este caso, de esferas coloidales a potencial Yy constante, puesto que entonces la

densidad superficial de carga promedio es mds baja y el centro de carga se encuentra mds alejado.
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Figura 4.19a La polarizacién de la densidad de carga superficial 6(0), sobre las esferas coloidales, para dos
esferas de 7A de radio con el mismo potencial constante Y=3.47mV, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de
iones puntuales, para distintas distancias entre ellas, las curvas sdlidas representan los extremos
correspondientes al punto mas cercano al contacto entre ellas que se puede manejar numéricamente con estas

coordenadas 1.1a y la separaciéon mds alejada en este caso 10a.
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Figura 4.19b La polarizacién de la densidad de carga superficial 6(8), sobre las esferas coloidales, para dos
esferas de 10A de radio con el mismo potencial constante Yg=4.28mV, inmersas en un electrolito 1:1, 1M de
iones puntuales, para distintas distancias entre ellas, las curvas sélidas representan los extremos
correspondientes al punto mas cercano al contacto entre ellas que se puede manejar numéricamente con estas

coordenadas 1.1a y la separacion mas alejada en este caso 10a.
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Figura 4.20a
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Figura 4.20b)
Figura 4.20 La polarizacién de densidad de carga superficial 6(0), sobre las esferas coloidales, para esferas

ena)de 7A a potencial constante Yy=19.03mV, y en b) de 10A de radio a potencial constante Yy=23.22mV,

inmersas en un electrolito 1:1, 1M de iones puntuales, a distintas separaciones.

Para concentraciones del electrolito de 1M, podemos observar en las Figs.4.19 a 4.20, que a diferencia con
el caso de concentracion 0.01M, la densidad de carga superficial no se hace cero entre las esferas, 6(6=0)+0,
cuando éstas estin muy préximas, (curva para 1.1a). También podemos comprobar que las curvas son mas
suaves y tienden a hacerse constantes al alejarse las esferas coloidales, a distancias mds cortas que para el
caso de concentracién baja. Esto es una prueba de que para el caso de concentracién alta del electrolito, los
iones se acomodan alrededor de la esfera escuddndola mds eficientemente que cuando la concentracién del

electrolito es baja.
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A continuacidn, resumimos los comportamientos observados para los distintos sistemas estudiados en el
caso de potencial superficial constante.
Para la fuerza F(t) en funcién de la separacion T, tenemos:
i)  F(t) siempre es repulsiva.
i) F(t) aumenta al aumentar el radio R de las esferas coloidales.
iii) F(t) aumenta al aumentar el potencial superficial Wy sobre las esferas.
iv) F(t) aumenta, pero el alcance de la interaccidn se reduce al aumentar la concentracién p del
electrolito.
v) F(7) siempre es menor y cambia mas lentamente con T, que cuando las esferas coloidales poseen
densidad de carga superficial constante.
Para la densidad reducida de contraiones g_(A, W; 1):
i) g_(A, W; 1) no cambia al pasar de la zona entre las esferas a la zona exterior de las
mismas. No existe entonces una polarizacién P(lL) de contraiones alrededor de las esferas
coloidales. Sin embargo, existe una concentraciéon de contraiones, mayor que la del bulto, entre las
dos esferas.
il) g_(A, W; 1) crece al aumentar el radio de las esferas coloidales.
iii) g_(A, ;) crece al aumentar el potencial Wy sobre las esferas.
iv) g_(A, W 1) disminuye al aumentar la concentracién p del electrolito.
v) g_(A, W; T) disminuye al incrementarse la separacion entre las esferas .
vi) g_(\, W 1) para el caso de esferas coloidales a potencial constante y para el caso de esferas coloidales a
densidad de carga constante casi coinciden atn para distancias entre ellas bastante pequeias,(T—2R>2a).
Para la polarizacion de carga 6(0) sobre las esferas conductoras, en funcién del dngulo azimutal 6, medido a
partir del eje que une las esferas (ver Fig.2.6):
i) ©(0) siempre tiene su maximo valor en 8=m/4 y el minimo en 6=0.

i) ©(0) crece al aumentar el radio R de las esferas coloidales.

iii) o(0) crece al aumentar el potencial Yy sobre las esferas.
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iv) o(0) se reduce al aumentar la concentracién p del electrolito.
v) o©(0) tiende asintticamente al valor de densidad de carga eléctrica superficial constante que le

corresponde (0.018C/m2 00. 1C/m2) al aumentar la separacion T entre las esferas.
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4.4 Conclusiones

La ecuacion TPE HNC/MS para dos particulas coloidales esféricas inmersas en un electrolito de iones
puntuales se reduce a la versidn integral de la ecuacidén no lineal de PB. Esta ecuacidon se resolvid
numéricamente, aplicando el método de elemento finito, para dos particulas esféricas con la misma densidad
superficial de carga constante sobre su superficie. En la regiéon de valores pequefios de kR y grandes
distancias entre las esferas, se recupera el resultado lineal de PB, i.e. la expresién de VO (Ref.:[1]). Sin
embargo, debido a las aproximaciones adicionales, la regidn de validez de la férmula de VO parece ser mds

restringida de lo que generalmente se reconoce en la literatura.

También se resolvié numéricamente la ecuacioén diferencial no lineal de PB, empleando diferencias finitas,

para dos particulas esféricas con el mismo potencial superficial constante sobre su superficie.

Encontramos que la fuerza entre las dos macroparticulas inmersas en un electrolito de iones puntuales
siempre es repulsiva. Para este sistema, dicha fuerza siempre debiera ser repulsiva, como Bell y Levine han
demostrado en el pasado (Ref.:[29]). En un estudio muy interesante, Patey (Ref.:[30]) calcul6 el potencial de
interaccidén entre dos macroparticulas inmersas en un electrolito de modelo restringido (RPM), a través de la
ecuaciéon HNC. El encuentra que la fuerza podria ser atractiva ain sin tomar en cuenta las fuerzas de Van der
Waals y atin a bajas concentraciones del electrolito. Ya que a bajas concentraciones existe cierta razén para
esperar que las aproximaciones de PB y HNC sean al menos cualitativamente similares (Ref.:[30], [31]), las
atracciones encontradas por Patey, para un electrolito a bajas concentraciones, estdn en oposicién con las
fuerzas siempre repulsivas calculadas por Hoskin y Levine (Ref.: [4]). Patey concluy6 que estas diferencias se
deben al hecho de que el efectud un cdlculo a densidad superficial de carga constante, mientras que Hoskin y

Levine lo realizaron para potencial constante.
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Nosotros en nuestra comparacion de fuerzas para ambos casos encontramos que siempre es repulsiva. Adn
mds, las fuerzas de repulsiéon son mas intensas cuando es la densidad de carga superficial la que se mantiene
constante. También, como se ha demostrado en el pasado (Ref.:[15]), estas oscilaciones de la fuerza no son

correctas para dos macroparticulas inmersas en un electrolito de iones puntuales (Ref.:[15] y [32]).

Los resultados de TPE HNC/MS presentados en esta tesis confirman la inexistencia de las oscilaciones de
fuerza entre dos esferas, con una densidad de carga constante, inmersas en un electrolito de iones puntuales.
La TPE HNC/MS resuelve el problema sin las aproximaciones de tipo superposiciéon implicitas en el cdlculo
de Patey. Debemos hacer notar sin embargo, que estos resultados no implican que no existan oscilaciones de
densidad iénica o de fuerza si se toma en cuenta el tamafio de los iones. Podemos afirmar que para describir la
estructura iénica alrededor de las particulas coloidales se requieren funciones de distribucién de tres particulas

para lo cual la TPE HNC/MS parece ser satisfactoria.

Del andlisis del comportamiento de la fuerza de interaccién entre las particulas, para las distintas funciones
de distribucién de tres particulas obtenidas, tenemos que la fuerza repulsiva entre dos particulas coloidales
con la misma densidad de carga constante sobre su superficie, inmersas en una solucién iénica, se debe a la
repulsion entre las capas de contraiones localizadas entre las particulas. Con esto en mente, se puede estimar
cualitativamente el comportamiento de la fuerza de interaccidn, para el caso de dos particulas coloidales con
el mismo potencial constante sobre su superficie, inmersas en una solucién idnica, a partir de una inspeccién
de las funciones de distribucién de los contraiones alrededor de las esferas, tenemos entonces que la fuerza de
interaccidn entre las macroparticulas, es mayor cuando su densidad superficial de carga es la que permanece

constante, que cuando se trata del potencial sobre su superficie.
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El comportamiento de la interaccion entre dos esferas coloidales inmersas en electrolito, se puede resumir
con la siguiente afirmacion: La fuerza de repulsion entre las macroparticulas aumenta al aumentar
cualquiera de los siguientes pardmetros: densidad superficial de carga o potencial superficial, radio de las
macroparticulas, radio ionico, acercamiento entre las esferas y concentracion del electrolito. A mayor
concentracion del electrolito aumenta el apantallamiento de la interaccion y esto origina que el alcance de la
fuerza se acorte. Sin embargo, con relacién al hecho de que la fuerza entre las esferas coloidales aumente al
aumentar la concentracidn del electrolito, cabe aclarar que de acuerdo con nuestro andlisis, éste aumento es

una consecuencia de la corrreccion de Stern a nuestro modelo de iones puntuales.

Finalmente, segtin se deduce de las graficas para y(0) en el caso de densidad de carga superficial constante
y para 6(0) en el caso de potencial superficial constante, dependiendo de la concentracién del electrolito, para
distancias suficientemente grandes, los dos sistemas el de potencial superficial constante y el de carga

superficial constante, se vuelven equivalentes.
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Apéndice A

Teoria
A continuacién desarrollamos los pasos correspondientes para la obtencién de la Ecuacion TPE HNC/MS
en coordenadas dipolares biesféricas (véase la Ec.3.21), para el caso de potencial superficial constante:

En coordenadas dipolares biesféricas:

C’sinu , (A2.12)
dv, = : dtdudp;conC=(t"—-R)yt=1/2
" (cosht, —cosu) ="
y el cuadrado de la distancia entre los iones 1 y 3, tomando en cuenta la simetria axial del problema
s2=(x3-x])2 + (z3-zl)2 es
. sin’ u 2sinu. sinu
sz — C_ 3 _ 3 ! COS¢Z + (A213)
cosht, —cosu, (cosht, —cosu, )(cosht —cosu,) ‘

sinhf, sinh?, ' sin’ u,
+ : — + ,
cosht, —cosu, cosht —cosu, cosht —cosu,

en términos de la cual definimos las funciones A, B, C, D. De forma que, respetando el orden en el que

aparecen en esta tltima ecuacion,

s2=€2{ A-Dcospz +C+ B}
Diferenciando a ambos lados de esta expresién, cambiando solo ¢3,

SInu Sinu
sds =C’ ’ !

) sinQde.

(cosht, —cosu_ )(cosht —cosu,

Por lo tanto, podemos escribir la diferencial sobre ¢3 en funcién de la distancia entre los iones 1y 3, como

_ 2sds
DC’sing,’

?s



Estudio de la Interaccién entre Esferas Coloidales en un Electrolito Pag. 129

- A+B+C
definiendo ' = ——, de la EcA.2.13:
D
(A2.14)
2sds
d¢3 = 2
2 s ’
DC' N1—-| F - -
DC*
De manera que sustituyendo la Ec.A2.14 en la Ec.2.10, pero en coordenadas dipolares biesféricas
. pez .
gm‘(tl’ul ’T) = exp - ﬁum (tl’ul) - .[dtz.[duzpml (tz’uz’T)X
~t, 0
(A2.15)
2C’sinu, s ds
X : p = 0
(cosht, —cosu,) = s’
| YU pe - F -
DC’

tal que s, =C*[A—D+C+B]ys., =C’[A+D+C+B].

min

ds

s 2

"pc 1-|F=2
DC’

ds= \/B@dx resulta

La integral I =

2

realizando el cambio de variable x* = TR

dx
DC
N

DC

1
~./DC fj(xz —xf)(xj —x’)

conx; =F+1yx; =F-1.

I
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Que se puede escribir como

[=——  ([wn ,

A DCx, e (1—u’ )(k'u” —1)
donde uzi, kzﬁ.
X, X,

O sea la integral eliptica

(A2.16)

1w du 1 ey
= C./D(F +1) u(l—w)(kfuz -1 CJD(F+1)K (k)

F+1

donde: k = F—_l Pero:K'(k):F z k'| - con k'=N1-k*; ¥ <1y F z,k' ,la
2’ 2

integral eliptica completa del primer tipo (Ref.:[16]).

Sustituyendo la expresion final de I en la Ecuacion A2.15

2C fe’z w = (A2.17)
g,(t,u;7)= eXp{— Pu,(t,u,) - T‘J dt,[du,p,C(t,,u,;7)
en la que

sinu, F(Z , k'j
Clr,.u:7)= z
; sinu, sinu, sinht, sinh ¢,
(cosht, —cosu,) : + + : +
’ (cosht, —cosu,) (cosht —cosu,) (cosht, —cosu,) (cosht —cosu,)
(A2.18)

El potencial electrostatico directo, puede escribirse como
= Y.Rez l+l , (A2.19)

ai

€ r r

1 2

donde rq y rp son las distancias del punto de campo de coordenadas (, u) a las esferas superior e inferior,

respectivamente
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Csinu 2+ Csinhz ¥t

r =.x"+(Z¥t’)=

" cosht —cosu cosht —cosu
dedonde \/Cz (cosht +cosu)+t*(cosht —cosu)F 2tCsinh¢ (A2.20)
' cosht —cosu

sustituyendo en la Ec.A2.15, la funcién de distribucién de iones alrededor de la mancuerna de esferas

coloidales queda como

g, (t,u;7)= exp{— W{Hl} 2 fe fdr] dugpm,C(tg,ug;f)}'
(S

ror € G0

1 2

(A2.21)

La Ec.2.21ap es la version integral de la ecuacién diferencial no lineal de Poisson-Boltzmann para un

electrolito de iones puntuales, alrededor de dos particulas rigidas esféricas a potencial superficial constante.
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Apéndice B

Obtencion de la Fuerza Electrostatica Directa
entre dos esferas a potencial superficial constante.

En la Figura B1 se muestra la geometria para determinar la energia potencial del sistema, a partir de la
superposicion de los anillos que constituyen la esfera de la derecha
R R
“dq=V

0
r r

dUu(r)=V [27R’ o (e )sin avd x|

c(o)

Figura B1 Geometria para la determinacion de la energia potencial de las dos esferas a potencial constante.

Tenemos que determinar primero la densidad de carga superficial sobre la esfera de la derecha. Esta esta
definida en términos de la derivada normal del potencial electrostitico evaluada sobre la superficie de la
esfera. Por lo que antes debemos resolver la ecuaciéon de Laplace para conocer la dependencia del potencial

electrostatico directo en términos de las coordenadas (7, u)

VZV:():\,(COSht_COSM) &( Csinu )&V &( Csinu j&V

i C’sinu ou ou Z ot

cosht—cosu cosht—cosu

conC=-/t’ =R’ = ttanh(z, )

Para resolver la Ecuacién de Laplace en coordenadas dipolares biesféricas, usamos separacion de variables

V(t,u)=-/cosht—cosu f(t,u)
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Haciendo la sustitucién y obteniendo las derivadas parciales correspondientes se obtiene

(cosht —cosu) —1f(t,u)+ 2cotuaf+2a f+23 f
2C’ 2 o o’ o’

De donde, para (cosh 7 - cos u) # 0

J’ f
ot’

+af+cotuaf—1f(t,u):0’
o’ 4

para la cual, proponiendo la separacion de variables f (t R I,t) = N (l‘ ) X (l/l ), se obtiene

1N 1FXx 1 X
——t—— 0
N ot X Jdu X du 4

Para que la suma de dos ecuaciones que dependen de variables independientes resulte cero, cada una de

ellas por separado debe ser igual a una constante de separacion adecuada. Entonces,

1 /N
—_ 3 =n s
N ot
es la ecuacion exponencial, cuya solucion es N ([ ) = B e,,,,.
Y
d°X X 1
—tcotu—+|n — | X =0
u du 4

Esta es la Ecuacion de Legendre para n? - 1/4 = [(I+1) € N, por lo que la solucién general a la Ecuacién de

Laplace en coordenadas dipolares biesféricas es

21+1

V(t,u)=-/cosht—cosuy,C e_(ZJZPI (cosu).
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Para determinar los coeficientes C] imponemos las condiciones a la frontera

El potencial cero al infinito (=0, u=0): V(0,0) - 1 - 1ZIC, * 1 * PI (1) O

El potencial sobre las esferas en (r =ty , u)

21+1

V(t,,u)=/cosht, —cosuy,C et h P(cosu)=V.

de donde

Z,Cle_[zgﬂ)tnlf(cosu) = 4
J cosht, —cosu

multiplicando por Pj«(cos u) e integrando para aprovechar la ortogonalidad de los polinomios

5.Ce' 1 Plcosu)P (cosulsinudu = v, T cosubinudu,
0 Jcosh t,—cosu
entonces
2Cl,e_[ ) v P (cosu)sinudu
20'+1 " Jcosht, —cosu

\/51 exp[— (2n+1)p] entonces C, =\/§l//0.

13 - 2
Como™ [ (cosh2p —x)"* P (x)dx =
2
Por lo tanto la solucién a nuestro problema es

21+1

V(t,u)=-/2w -/cosht— cosuz,e_(ZJtPl (cosu).

13 Férmula 7.225.4, pag.822 de 1.S. Gradshteyn & I.M. Ryzhik, "Table of Integrals Series and Products",
Academic Press Inc., 1965.
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Ahora podemos determinar la densidad superficial de carga sobre la esfera, sabiendo que en este sistema de

coordenadas la normal a la esfera en 7 = £y es —ZTO. Entonces la derivada normal esta definida por

woi)=-1 7
h ot

de donde (cosht —cosu) NV
dre C  Jt

1=ty

y sustituyendo

- l/jo 32 . 172 *[21:] o .
ou)=—=—_ 2[+1 ht — +sinht hr — 2 p
W= re CZ[( Ncoshr, —cosu)” +sinht, (cosh, —cosu) “Je "+ " P (cosu)

Volviendo a nuestra ecuacion original para el elemento de energia potencial proporcionada por un anillo

diferencial constituyente de la esfera, este puede reescribirse ahora en estas coordenadas biesféricas como

ROO'(u) C’ sinudud @
r  \(cosht, —cosu)

0

R
dU(r)=V —dq=V
r

el término entre paréntesis representa el elemento de area sobre la esfera en estas coordenadas.

Sustituyendo o(u) y r(t(, u)

w'R tanht >[(21+1)(coshz, —cosu)” +sinht,(coshz, —cosu)” ]e{%"’P‘(cos u)

dU — — YN o
2-/2e  (coshz, —cosu) [sin2 utanh’¢ +sinh’ ¢, tanh’ ¢, +(cosh#, —cosu) +2sinht, tanht (cosht, —cos u)] ;

Para determinar U solo hace falta integrar sobre el angulo u lo cual puede hacerse numéricamente. El punto

dU(r) 0
dt

importante aqui es que U no depende de la separacion 7 entre las esferas y por lo tanto
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