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Resumen

En este trabajo se trata de hacer un estudio de las ecuaciones diferenciales
que aparecen en conexion con los circuitos eléctricos.

Para iniciar podemos decir que, la forma de conectar los elementos de un
circuito implica la existencia de mapeos lineales que se relacionan de forma muy
natural a los espacios vectoriales asociados. Los espacios vectoriales (cadenas)
representan las corrientes y los espacios vectoriales duales (cocadenas) repre-
sentan voltajes. Asimismo la suma directa de un espacio vectorial con su dual
tiene una estructura simpléctica natural, donde las condiciones de reciprocidad
tienen mucha importancia.

La reciprocidad aparece aqui cuando las caracteristicas del circuito defi-
nen ciertas subvariedades de los espacios simplécticos, que son generadas por
funciones escalares; Siempre hay una reciprocidad lineal debido a las leyes de
interconexién de Kirchhoff que definen subespacios lineales. Una clase amplia
de circuitos no lineales llamados reciprocos presenta también reciprocidad.

En este trabajo tratamos de demostrar tres resultados de Ekmann, ademaés
de que hasta donde tenemos informacién se demuestran por primera vez, en-
contramos que en los circuitos lineales las demostraciones se volvieron sencillas
usando matrices, sin necesidad de usar la herramienta simpléctica. En el caso de
los circuitos no lineales vislumbramos que el asunto corre por el lado de la po-
sible invertibilidad de las caracteristicas de los elementos eléctricos que forman
al circuito.

Estas propuestas o resultados de Ekmann nos parecieron importantes por-
que constituyen un intento para obtener ecuaciones diferenciales explicitas en
un circuito no lineal. Estas condiciones se dan cuando suponemos que las ca-
pacitancias e inductancias son siempre funciones positivas; lo cual implica que
las relaciones constitutivas de las cuales las anteriores son sus derivadas, son
invertibles.

Ademsés podemos usar indistintamente control por voltaje o por carga para
los capacitores, y por corriente o por flujo para los inductores.

En este trabajo también usamos la construccién de una funcién llamada
potencial mixto y damos una demostracién del teorema de Brayton-Mosser de
una forma mas sencilla que las que se dan en la literatura en general en la seccién
1,3.
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Introduccion

En este trabajo tratamos de presentar un estudio de conceptos que son de
interés en las matematicas, aplicandolos a los circuitos eléctricos lineales y no
lineales. Un circuito eléctrico consiste en la interconexién de varios elementos
eléctricos.

Nuestro interés estd mas enfocado sobre las ecuaciones diferenciales ordi-
narias que aparecen de manera natural en los circuitos eléctricos. Sin embargo
debido a la forma como se comportan los principales elementos eléctricos, y la
forma como estan interconectados dentro del circuito, también echamos mano
de conceptos de Topologia Algebraica como son: Complejos simpliciales, cade-
nas, cocadenas, operadores frontera y cofrontera. Asi mismo, hacemos uso del
Algebra Lineal y del Anélisis Matemaético.

Una propiedad que es muy importante en nuestro estudio es la reciprocidad
que aparece asociada a las redes eléctricas. En el caso mas simple ésta estd aso-
ciada a la propiedad general d®f = 0 (con d la diferencial exterior), donde f
es una funcién escalar y asi aparecen las llamadas Subvariedades Lagrangianas,
que definiremos en el curso de este trabajo.

Debido a las leyes de Kirchhoff, una red eléctrica siempre posee una reci-
procidad lineal, que resulta de las distintas interconexiones de los elementos,
independientemente de su naturaleza.

Cuando existen inductores o capacitores, aparecen ecuaciones diferenciales
ordinarias que bajo ciertas condiciones estdn definidas sobre una suvariedad
lagrangiana £, que en general es no lineal. Cuando ciertas condiciones especificas
son validas, éstas quedan en forma explicita. Las leyes fenomenolégicas de Ohm
para los resistores son de gran ayuda porque hacen que el espacio fase se reduzca,
esencialmente, a las corrientes y voltajes correspondientes a los elementos no
resistivos.

En analogia con las ecuaciones de tipo gradiente o de Hamilton, aparecen
las ecuaciones de Brayton-Moser que también se mencionan aqui y que estan
definidas al menos en forma local, debido a la reciprocidad que presentan los
circuitos correspondientes.

Aqui aclaramos que, generalmente las variables que controlan a un inductor
y a un capacitor son corriente y voltaje, respectivamente.
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0.1. Circuitos no lineales en general y sus grafi-
cas

0.1.1. Graficas asociadas a un circuito

A continuacién definiremos lo que se conoce como una gréafica planar:
Definicién. Una grdfica planar es aquella que puede trazarse en un plano sin
que se crucen sus aristas. La figura 1 muestra una grafica con dos aristas que

se cruzan; Pero es posible dibujar la figura como se muestra en b), sin que se
crucen las aristas. Por lo tanto es una grafica planar.

En cambio la que se muestra en la figura c¢) no es posible dibujarla de ninguna
forma sin que se crucen sus aristas.

Por lo tanto es no planar.

a) b) c)

Figura 1: Ilustracién del concepto de grafica planar.

Definiciéon Una Subgrdfica es cualquier parte de una grafica.

Las figuras a) y b) muestran dos posibles conjuntos de subgrificas de la
grafica 1 — a.

Se conoce como subgrdfica degenerada a aquella que estd formada por un
solo nodo.

Una grafica es pivotante si puede dividirse en dos subgraficas, unidas por
medio de un solo nodo. Esto se muestra en la figura y el ejemplo. Una gréfica
que no tiene esta propiedad se conoce como no pivotante. Este es el caso de las
graficas de la figura 2.

Una gréfica pivotante puede tratarse como dos graficas no pivotantes inde-
pendientes, si se les separa en el nodo que sirve de pivote, ya que las ecuaciones
de Kirchhoff de cada una de las gréficas son independientes.
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s

Figura 2: Dos posibles conjuntos de subgraficas de la gréfica de la figura 1b.

TN TN

Figura 3: Gréfica pivotante.

0.1.2. Anadlisis de los circuitos por ramas y nodos

En esta seccion haremos el estudio de los circuitos en base al anédlisis por
ramas y nodos. La topologia del circuito tiene que ver con la forma como se
interconectan los elementos eléctricos que consideramos en este trabajo.

La formas de las interconexiones de los elementos se refleja en las leyes de
Kirchhoff y de Tellegen.

En este rubro lo que més interesa es cémo se orientan los elementos y las
mallas, lo que tiene relacién con la topologia combinatoria. Para que estas ideas
vayan quedando claro, consideremos la siguiente analogia entre un circuito que
tiene como elementos un resistor, dos capacitores y una fuente de voltaje con
la gréfica (complejo simplicial de una dimensién ) orientada que se le asocia; la
cual se muestra a su derecha

] ¢
'\

T

Figura 4: Analogia de un circuito con su grafica orientada.

Haremos las siguientes hipdtesis que son razonables en este trabajo:
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a) Todos los elementos del circuito estdn conectados a nodos en sus dos ex-
tremos,

b) una rama 6 elemento conecta dos diferentes nodos y

¢) un nodo tiene al menos dos ramas que inciden sobre él.

Si tenemos n nodos y b ramas en un circuito dado, nuestras hipétesis ante-
riores implican que b > n.

Si0q,...,0, son los diferentes nodos y ey, ..., e, las diferentes ramas de un
circuito, podemos formalmente definir los siguientes espacios vectoriales reales,
conocidos como 0-cadenas y 1-cadenas respectivamente:

Co = ZﬁkokiﬁkGR
%

Cy = ZOéjejZO[jGR

J

Los elementos de estos espacios vectoriales fisicamente pueden ser inter-
pretados como asignar un numero a cada nodo 6 a cada rama del circuito.
Estos nimeros, asignados en un instante de tiempo dado t son la corriente ins-
tantdnea Ij en el nodo k y la corriente instantdnea de rama i; en la rama j.
Los correspondientes vector de corriente de nodo I y de corriente de rama ¢ son,
respectivamente

I = ZIkOk S Oo,

k=1
b

i = g ije; € Cf.
=1

Por ejemplo, ey € C1 significa una corriente unitaria en la rama j y cero en
cualquier otra rama.

Para poder tratar con cantidades como potenciales de nodo y caidas de
potencial eléctrico (o voltaje) a través de las ramas tenemos que considerar los
espacios duales de los definidos anteriormente esto es C° = Cg y C! = Cj,
conocidos como 0-cocadenas y 1-cocadenas respectivamente.

Para dar una descripcién de las interconexiones entre nodos y ramas se tiene
que definir un operador llamado operador frontera 9 : C; — Cy. Asi mismo en
los respectivos espacios duales, definimos el operador cofrontera * : C° — C*.
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Como el operador frontera es una transformacion lineal, es suficiente con
definirlo en las ramas e; la cuales forman una base de Cy, y posteriormente
extenderlo por linealidad.

En efecto, si e; € C es una rama dirigida del nodo Oy, al nodo O; definimos
Oe; = Oj — Oy € Cy.

Oy el O,

Figura 5: Rama dirigida del nodo Oy, al nodo O;.

Para definir la cofrontera primero tomamos la base dual e},...,ej en C! y
T,...,0% en C° esto es, las formas lineales tal que €} (e;) = &5 , Ok (0;) =
dk1. Asi tenemos 0*O% = >, €rm €, k =1,2,...,n, donde los coeficientes

€ km estan por determinarse. Por la definicién estandar de mapeo dual y de Oe;
en general obtenemos

8*0}(61) = O;((ael) = 6lj — 51}(
Ya que el lado izquierdo es €; por la expresiéon de arriba, obtenemos

—1sie sale del nodoOy,
€ri= 05(0¢;) = ¢ +1si ¢ llega hacia el nodo Oy, (5)
0 si e; no incide en Oy.

Esto implica que 0*O}; es la suma algebraica de duales de los elementos
dirigidos al nodo k. Una interpretaciéon geométrica de este hecho es que el dual
del nodo Ok es cofrontera comun para los duales de todas las ramas que llegan a
él, con el signo adecuado. La matriz de 0 o matriz de incidencia es exactamente

(EKZ)-

A un elemento V* € C? se le llama vector potencial de nodo. De la misma
forma, a un elemento v* € C! se le llama vector potencial de rama asi que
podemos escribir

n b
* * * L%
V* = g VkOf, v° = g vje;.
K=1 j=1

los nimeros Vg son potenciales instantdneos asignados a los nodos y v; son
caidas de potencial (o de voltaje) instantdneo asignados a las ramas.

Ahora podemos citar las leyes de Kirchhoff, en una forma que es adecuada
para su formulacién en términos de operadores d y 0*. Estas tltimas también
seran reescritas més adelante en una forma mas familiar:
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Ley de corrientes de Kirchhoff: La suma algebraica de corrientes de las ramas
que entran a cualquier nodo es cero.

Ley de voltajes de Kirchhoff: La caida de voltaje a través de un elemento,
es la diferencia algebraica entre los potenciales de los nodos en los que incide.

Dado un vector corriente de rama arbitrario i = Y ije; € C; y el vector

potencial de nodo
vt = Z v 0%,

calculamos

0i = Zijaej = leol,a*v* = ZvKa*O’;{ = ZVle}“,

donde por dualidad y tomando en cuenta (5) obtenemos

L=0;> ij0e; =Y ij€;,Vi=> wdOicle) => vk €xr.  (6)

j k K

Recordemos que €x;= +1 (no cero) solamente cuando la rama e; incide en
el nodo Ok, I; es la corriente neta que entra al nodo Og, mientras V; = v; — vy,
cuando la rama e; va de 0,, a 0;.

Observemos que la definicién formal de de; se ve como la férmula para la
cantidad dual V;, mientras 0*0% se ve como I;. La explicacién es que a fin de
calcular los coeficientes en (6), tuvimos que aplicar los elementos de la base dual
correspondiente.

Ahora es evidente que la ley de corrientes de kirchhoff (LCK) y la ley de
voltaje (LVK) se pueden reescribir diciendo que i € Cy, v € C! deben satisfacer
que i = 0 y v = 0*v* para algin v* € C°. Esto puede escribirse simplemente
como

LVK :v €imd*,

LCK :i€ Kerd.

Al subespacio vectorial Kerd C C; se le llaman los 1-ciclos (o combinaciones
lineales de mallas) del circuito, al subespacio imd* C C* se le llama las 1-
cofronteras del circuito.

Con el fin de calcular la dimensiéon de Kerd usamos el hecho de que si
l:V — W es un mapeo lineal, entonces por un teorema elemental del dlgebra
lineal

dim(Ker 1) + dim(im 1) = dimV. (7)

Sil*: W* — V* es el mapeo dual, tenemos que

dim(iml) = dim(im1*). (8)
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Como la tnica forma de obtener caida de voltaje cero en todas la ramas es
asignando el mismo potencial a todos los nodos, vemos que dim(Kerd*) = 1.
Usando (7) para | = 9*,V = C% encontramos que

dim(imo*) =n — 1. (8)

Por la férmula (8) tenemos dim(imd) = n — 1, y usando (7) de nuevo con
[ = 0 obtenemos
dim(Kerd) =b—n+ 1. (9)

Por lo tanto Kerd @ imd* es un subespacio vectorial b-dimensional del es-
pacio vectorial C; @ C! de dimensién 2b. Las consecuencias de este hecho se
analizaran mas adelante.

Existe una interpretacién muy interesante de la ecuacién (9) en el caso de
graficas planas. Pensemos que el contorno exterior de la gréafica de la red nos des-
cribe una regién poligonal en el plano. Entonces (9) es el ndmero de los 1-ciclos
linealmente independientes o mallas en la red, ¢ = dim(Kerd) es exactamente
el nimero de caras independientes entre los poligonos descritos anteriormente.
Entonces (9) puede ahora escribirse como ¢ — b+ n =1, lo cual nos dice que la
caracteristica de Euler ¢ — b+ n de tales regiones poligonales es 1; a su vez un
invariante topoldgico.

De la dualidad entre los operadores de frontera y cofrontera obtenemos el
Teorema de Tellegen:

Teorema 1. si ¢ € Kerd y v € imd*, entonces

v(i) = Zijuj =0. (10)

De hecho, como v se puede escribir como v = 9 * v* para algun vx € C°,
entonces 0 * v * (i) = v x (91) = 0.

La férmula (10) se puede interpretar fisicamente como que la potencia total
de la red en cualquier instante de tiempo es igual a cero. Esto es una propiedad
topoldgica, ya que las corrientes y los voltajes no necesitan residir sobre el mismo
circuito, sino sobre circuitos topolégicamente equivalentes [5].

Con el fin de dar otra interpretacién de (8) y (9) asi como una terminologia
para méas adelante, necesitamos las nociones de arbol, eslabones y conjunto de
corte para una grafica dada.

Dada una red con grafica GG, una subgrafica T' conexa se llama un drbol para
G si sus ramas conectan todos los nodos de T, pero no forman ninguna malla.
Las ramas de T se llaman ramas de arbol y las ramas de G’ que no estdn en T se
llaman eslabones o ligas. Claramente, la eleccién del arbol en una grafica no es
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Unica, pero el numero de sus ramas es siempre n — 1 de tal manera que existen
b —n + 1 eslabones asociados.

De hecho por induccién probaremos que cualquier arbol de toda gréafica con
n—+1 nodos tiene exactamente n ramas. En efecto, una gréafica con dos nodos tiene
un arbol con una sola rama, ya que ninguna malla es admitida. Supongamos
que cualquier red con K nodos tiene un arbol con K — 1 ramas.

Si se agrega un nodo a esta red, necesitamos agregar una rama mas al arbol
original, porque la adicién de més de una rama crearia una malla. Por lo tanto,
el nuevo arbol para la red de K + 1 nodos tiene K ramas.

En particular para la eleccién de un arbol im0* puede ser parametrizado por
voltajes en las ramas de drbol, y Kerd puede ser parametrizado por corrientes
en los eslabones.

Esto es cierto porque las ramas de drbol no forman ninguna malla, asi que es
imposible obtener ningin voltaje de rama de arbol en términos de los voltajes
restantes.

Esto significa que son independientes y por (8) generan todos los otros vol-
tajes. Similarmente es imposible encontrar un nodo conectado solamente por
eslabones, tal que las corrientes del eslabén sean independientes. Y por (9) ge-
neran todas las otras corrientes.

Note que dado un arbol, cada vez que agregamos un eslabén se forma exac-
tamente una nueva malla, dando una manera sistemética de formar una base
de mallas.

Decimos que una red es plana si se puede dibujar en un plano sin que se
crucen ningun par de ramas, excepto en los nodos. Dada una red plana con n
nodos, b ramas y ¢ = b —n + 1 mallas independientes, hay un procedimiento [7]
para construir una red plana bien definida llamada su red dual con ¢+ 1 nodos, b
ramas y n—1 mallas independientes de tal manera que las dimensiones duales en
(8) ¥ (9) son intercambiadas. Podemos probar que cuando se pasa de una gréfica
plana a su dual, los conjuntos de corte son cambiados por mallas, mientras las
ramas de arbol son cambiadas por eslabones. Por extension, decimos que estos
pares de objetos son duales uno del otro, cuando estan considerados en la misma
grafica (no necesariamente plana).

0.1.3. Las ecuaciones diferenciales de las redes no lineales

Esencialmente se conocen 2 casos generales en que podemos escribir de ma-
nera sistematica, las ecuaciones diferenciales de un circuito no lineal. En esta
parte consideramos un punto de vista unificado para ambos casos, generalizan-
do las llamadas ecuaciones de Brayton-Moser. Este punto de vista justifica que
tengamos que estudiar a fondo las estructuras simplécticas.
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Antes de continuar daremos un ejemplo para motivar las ideas e ilustrar las
leyes de Kichhoff. Los ejemplos 1 y 2 que estudiaremos a continuacion conducen
a ecuaciones diferenciales explicitas, y el 3° da ecuaciones diferenciales implicitas

Ejemplo 1. Considere el circuito siguiente con un resistor no lineal controlado
por voltaje; con caracteristica dada por i = f(v).

+

E — v ,U+J_
= flo) Y] e

Figura 6: Diagrama del circuito del ejemplo 1 de la secc I1.3.

Aplicando la LCK al nodo A, la LVK a la malla externa que consiste de
elementos lineales junto con sus relaciones constitutivas, obtenemos las ecuacio-
nes:

Cdv/dt =i — f(v),

Ldi/dt = E — Ri —v.

Este es un sistema lineal de dos ecuaciones diferenciales ordinarias, los cuales
se pueden escribir como:

Ldi/dt = —0P/0i, (11)
Cdv/dt = OP/0v,

donde P(i,v) = Ri*/2 — Ei +iv — / f()dv, funcién que se conoce como

0
Potencial Mixto [5], que se definird mas adelante de manera explicita.

Ejemplo 2. Considere el siguiente circuito con elementos no lineales cuyas
caracteristicas son indicadas en la figura

Aplicando la LCK al nodo A, la LVK a las 2 mallas independientes, y
usando la relacién (1) para describir voltajes en los inductores como la derivada
respecto al tiempo de sus flujos, asi como las corrientes en los condensadores
como derivada con respecto al tiempo de sus cargas, encontramos el siguiente
sistema de ecuaciones:

¢ = —Fi(¢1)— Fa(g2)
1 fe(q) = fi(Fi(e1)) —es (12)
5 = folg) — fa(Fa(92))-

H
I
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i1:Fl(¢l) i2:F2(¢2)

fl(iRl) Vq f2(iR2)

(ji% ::t ve = felq)

Figura 7: Diagrama del circuito del ejemplo 2 de la secc. 11.3

Este es un sistema de 3 ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de 1¢"
orden en las variables ¢, ¢1, ¢o.

Ejemplo 3 Considere el siguiente circuito no lineal con las caracteristicas que
se indican:

Figura 8: Diagrama del circuito del ejemplo 3 de la secc. II.3.

De nuevo utilizando las ecuaciones (1), aplicamos la LCK a los nodos A y
B, y LV K para la tnica malla obtenemos:

¢ = flvr)
0 = g(¢)— f(vr) (13)
¢ = —wvr—h(q)

Este es un sistema de 3 ecuaciones diferenciales no lineales de 1¢" orden en
las variables ¢, vg, ¢. Sin embargo, es un sistema implicito porque la segunda
ecuacién no contiene vf. Sila funcién f fuera invertible podriamos resolver para
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vg en términos de ¢, consiguiendo un sistema de dos ecuaciones diferenciales. En
el caso general, hay un procedimiento llamado de regularizacién [5], mediante
el cual agregamos capacitores pequenos como una pequena perturbacién del
sistema, a fin de conseguir un sistema de ecuaciones diferenciales explicito.

Las ecuaciones diferenciales implicitas estdn relacionadas con las llamadas
“Oscilaciones de Relajacién” [7]. Siempre se puede conseguir ecuaciones diferen-
ciales en algunas variables y adicionalmente ecuaciones funcionales implicitas
como en (13). Takens [7] ha estudiado ecuaciones diferenciales implicitas para
circuitos en este contexto.

En el ejemplo 1, todos los inductores son controlados por corriente y todos los
capacitores por voltaje. En cambio , en los ejemplos 2 y 3 todos los inductores son
controlados por flujo y todos los capacitores estan controlados por carga. En los
2 primeros ejemplos vemos que los parametros que controlan a los inductores y
capacitores, corrientes y voltajes, se pueden determinar en todos los elementos,
solamente por medio de las leyes de Kirchhoff y las relaciones constitutivas
del circuito (no necesariamente con derivadas respecto del tiempo). Este hecho
implica una descripciéon mediante ecuaciones diferenciales explicitas.

En general, se imponen algunas hipétesis generales para evitar ecuaciones
diferenciales implicitas las cuales serdn mencionadas en seguida.

Hasta donde tenemos informacion, las condiciones més generales para obte-
ner ecuaciones diferenciales explicitas en un circuito no lineal fueron probadas
por Eckman [6]. Estas condiciones estdn dadas suponiendo que las capacitan-
cias y las inductancias son siempre funciones positivas. Esto implica que las
relaciones constitutivas de las cuales las capacitancias e inductancias son sus
derivadas, son invertibles; podemos usar indistintamente control por voltaje o
por carga para los capacitores, y por corriente o flujo para los inductores.

Resumiremos aqui los resultados de Eckman:

Denotemos por v, vy, vy los voltajes através de los resistores, capacitores e
inductores respectivamente; y por i,,1,%) las corrientes correspondientes.

Lema. Sea n = (G, R, E) una red lineal de Kirchhoff donde G es la grafica
orientada del circuito, R las resistencias en el circuito y E las fuentes; ademés
X una matriz cuyas columnas forman un conjunto completo de soluciones li-
nealmente independientes del sistema de ecuaciones a'x = 0, que es la LCK (a
es la matriz de incidencia, que en sus filas tiene a los nodos y en los renglones
tiene a las ramas); entonces 7 tiene solucién tnica si y sélo sf det(X'RX) # 0.

Ademds, la solucién J, de la LVK ¢! [RJ — E] = 0 (donde ¢ es un vector
columna de niimeros reales) y la LCK a'J = 0; correspondiente a E, est4 dada
por J = X(X'RX)"1X'E.
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Demostracion: De a®J = 0 se tiene que J = Xy.
Ahora calculamos y tal que el producto Xy = J satisfaga la ecuacién
CT[RJ — E] = 0 para todo malla C*Th de G.

C = Xy’ donde 3/ es cualquier vector, es una solucién de la ecuacién o C =
0, por lo tanto, CTh = (Xy')Th es un ciclo.

Sustituyendo en la ecuacién anterior J por Xy y CT por (Xy")T = yTXT,
tenemos la ecuacion y'7 [XT (RXy— E)] = 0 la cual se satisface para todo vector
/
y'T.

La ecuacién anterior es un producto escalar de 4’7 con el paréntesis cuadrado
y como 3’7 no es idénticamente cero entonces necesariamente lo que esté en el
paréntesis cuadrado es igual a cero; con lo que tenemos:

XTRXy=XTE.
Este sistema tendré solucién tnica “y”, si y sélo sf det(XTRX) # 0.

Supongamos que det(XTRX) # 0, entonces y = XTRX)"'XTE queda
determinada en forma tnica, consecuentemente J queda determinada en forma
tinica: J = X (XTRX)"1XTE.

Teorema 2. Dado un circuito, las variables v, e i) son linealmente indepen-
dientes bajo las leyes Kirchhoff, si y sélo si no tiene mallas de capacitores y
ningin conjunto de corte de inductores. (Sin embargo podemos eliminar las ma-
llas de capacitores y los conjuntos de corte de inductores introduciendo resistores
pequenos dentro del circuito).

Prueba. Primero probaremos que las variables iy en los inductores no son li-
nealmente independientes si existe un conjunto de corte de inductores. Por la
Ley Generalizada de Kirchhoff [3] al separar con un corte en 2 subgréaficas, preci-
samente la suma algebraica de corrientes en esos inductores de corte es cero (las
dos subgréficas funcionan como dos grandes nodos) asi que son dependientes.

En general, si existe una malla de capacitores, entonces tenemos una ecuacién
lineal que relaciona los voltajes de los capacitores de esa malla por la ley de
Kirchhoff de voltajes; entonces todos los voltajes de capacitores en el circuito
vy no son linealmente independientes.

En ambos casos se sigue que vy e ¢y ya no son linealmente independien-
tes. Con lo cual queda demostrado que si los voltajes en los capacitores y las
corrientes en los inductores son linealmente independientes bajo las leyes de
Kirchhoff; entonces no deben existir mallas de capacitores ni conjuntos de corte
de inductores.

Ahora haremos esta prueba en el otro sentido:
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Suponiendo como conocidas las corrientes en inductores y el voltaje en los
capacitores, estos elementos los podemos ver como fuentes respectivas de corrien-
tes y de voltaje. De aqui podemos transformar todas las fuentes de corriente en
fuentes de voltaje (6 todas las fuentes de voltajes en fuentes corrientes); cosa
que siempre se puede hacer mediante una transformacién de fuentes [3].

Teniendo esta red resultante con puras resistencias lineales (red lineal de
Kirchhoff) y solo fuentes de voltaje podemos aplicar el Lema anterior, el cual
nos dice que podemos escribir todas las corrientes y voltajes desconocidas del
circuito en términos de las fuerzas electromotrices en fuentes (cuyos valores son
conocidos). Solo que recordemos que las fuerzas electromotrices de las fuentes
estan dadas en términos de los voltajes en capacitores y corrientes en inductores.
Con lo que queda demostrado la reciproca de lo que probamos antes. Con esto
se tiene una demostracién completa. O

En otras palabras, si no existen conjuntos de corte de inductores 6 mallas de
capacitores en el circuito, entonces siempre podemos conocer todas sus variables
en términos de los voltajes en capacitores y corrientes en inductores.

El resultado del lema anterior es un caso particular del resultado de Roth
que se enuncia después de la ecuacién (29) del capitulo 3, si alli tomamos las
impedancias reales (resistores), fuentes de corriente nulas (J = 0) y fuentes de
voltaje reales.

Corolario 1. Sea dado un circuito con todos sus resistores lineales. Las varia-
bles v, e i) son independientes bajo las leyes de Kirchhoff y las leyes de Ohm y
determinan todas las corrientes y todos los voltajes de forma tnica en los ele-
mentos, si y sélo si, el circuito no tiene ninguna malla que contenga capacitores
ni conjuntos de corte de inductores.

Prueba: La demostracién de este resultado es exactamente analogo al resultado
anterior.

Proposicién. Considere un circuito con resistores no lineales. Suponga que
cada uno de los resistores controlados por voltaje estd contenido en una malla
donde todas las otras ramas contienen solamente capacitores; y que cada uno
de los resistores controlados por corriente estd dentro de una malla donde las
otras ramas solamente contienen inductores. Si no hay mallas de capacitores ni
conjuntos de corte de inductores entonces las variables v, e i) son independientes
bajo las leyes de Kirchhoff y las leyes de Ohm, y determinan todos los otros
voltajes y corrientes. (Sin embargo siempre es posible agregar capacitores e
inductores lineales pequenos al circuito, con el fin de obtener un circuito que
satisfaga las condiciones del resultado 3: Esto se llama una regularizacién en el
sentido mencionado en el ejemplo 3 *).

Con este material, estamos ya preparados para definir las ecuaciones de
Brayton- Moser* que generalizan a (11). La hipdtesis general es que v, e iy son
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linealmente independientes bajo las leyes de Kirchhoff y de Ohm, y estas leyes
determinan de manera tnica los demds voltajes y corrientes. Esto es cierto si
las hipotesis de los resultados 2 o 3 son satisfechas y esto proporciona una base
fuerte a la hipétesis de Brayton-Mosser para calcular todas las otras variables del
circuito. También estamos usando la hipétesis de Eckmann de que las relaciones
constitutivas de condensadores e inductores son invertibles.

En forma mds precisa, definimos el espacio de estados fisicos > * como el
subconjunto de todas las corrientes y voltajes en C; x C! que satisfacen las leyes
de Kirchhoff y de Ohm :

Z = (i,v) € C12C"/(i,v) € Kerd x imd*,v, = f,(i,),p=1,...,7

donde (i,,v,) denota las componentes de %, v en la rama, donde p varfa sobre las
ramas 7 con resistores. Por facilidad, esta definicién supone que los resistores
son controlados por corriente, asi que la ley de Ohm tiene que modificarse en
forma adecuada para los resistores controlados por voltaje.

Bajo condiciones muy generales, > serd una variedad, esto es, el andlo-
go de una superficie en dimensién mas alta. Como el subespacio de Kirchhoff
Kerd x im 0* tiene la misma dimensién que Cj y las leyes de Ohm agregan r
restricciones, claramente tenemos

dimZ=l+c

donde [ es el niimero de inductores y ¢ el niimero de capacitores.

Denotemos por i;, C C1 y ve C C! a los subespacios vectoriales de corrientes
en los inductores y voltajes en los capacitores, respectivamente. Considere la
proyeccién m : Y. — ip X v¢, la cual a cualquier estado fisico en Y asocia sus
corrientes correspondientes en los inductores y voltajes en los capacitores. La
hipdtesis de Brayton-Moser, formulada por Smale*, es como sigue:

Hipoétesis de Brayton-Moser: El mapeo 7 : > — iy, X v¢ tiene una inversa,
la cual es un mapeo diferenciable.

iLXUCHZCCHXCl.

En otras palabras, ya que i;, X v, son buenas coordenadas globales para la
variedad >, podemos trabajar en forma més sencilla en el espacio euclidiano
iL X Ve.

Maés adelante veremos cémo obtener ecuaciones diferenciales explicitas para
el circuito en este caso.

De hecho no es suficiente que ) sea una subvariedad para obtener ecuacio-
nes diferenciales explicitas; ademds, tiene que proyectarse bien sobre i;, X ve.
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Smale ha demostrado mediante una construccién general que las ecuaciones di-
ferenciales explicitas tienen lugar localmente si y sélo si i;, X ve son validas
como coordenadas incrementales (o sea a nivel del espacio tangente). Aplicando
el Teorema de la Funcién Implicita esto significa que éstas nos proporcionan
coordenadas para toda una vecindad de Y . Analizaremos el ejemplo 3 en este
contexto. El subespacio 3 dimensional de Kirchhoff puede ser parametrizado por
1,vc,vg aunque el espacio completo de voltajes y corrientes tiene dimension 6.
La subvariedad ) de dimensién 2 puede ser representada en el espacio de 3
dimensiones, como la siguiente superficie

{(i,ve,vR) : 1t = f(vr)}.

Los pardmetros 7, vc son buenas coordenadas para la superficie solo si f/(vg) #
0, lo cual significa que f es localmente invertible. Si f es globalmente inverti-
ble, el resistor también puede pensarse como controlado por corriente, y como
se mencioné antes, se encuentran ecuaciones diferenciales explicitas para este
ejemplo.

Supongamos que la superficie estd dada por la siguiente figura, admitiendo
i,v. como coordenadas locales en todas partes, excepto en la linea f'(vg) =0

donde el plano tangente es ortogonal al plano i, v..

UR

)

[ ] Ve

J f(vr) =0

Figura 9: Subvariedad de dimensién 2 representada en un espacio

Para formular las ecuaciones diferenciales, definimos la Funciéon Potencial
Mixto

P:C; x C' — R mediante la férmula P(i,v) = Zi'YU'Y + Z/vpdip
g p

donde las sumas sobre v y p son sobre las ramas de capacitores y resistores,
respectivamente. Para el caso controlado por corriente la integral indefinida se
define con respecto a la variable independiente ¢,, de manera que P esta definida
excepto por una constante.
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Si el resistor es controlado por voltaje, aplicamos el método de integracién
por partes, tomando a v como variable independiente

/vpdzp =1i,0, — /zpdvp.

Mediante las leyes de Kirchhoff y de Ohm, P puede ser considerado como un
mapeo de Y en R. Por la hipdtesis de Brayton-Moser, tenemos

P:ip Xxve — R.

A continuacién mencionaremos el teorema de Brayton-Moser y daremos una
demostracion mas sencilla que la encontrada en la literatura en general.

Teorema 3. (Brayton-Moser) Toda trayectoria fisica de un circuito eléctrico
que satisface las hipdtesis mencionadas anteriormente, es una curva solucion
del sistema

L)\<i)\)di)\/dt= —8P/i)\, CV(UW)dU,\,/dtzap/’Uv. (14)

Los indices X\ y v denotan todos los elementos del circuito que tienen in-
ductores o capacitores, respectivamente. Reciprocamente, toda solucion a estas
ecuaciones es una trayectoria fisica .

Prueba : Consideremos una curva arbitraria C' en L x C*. Debido a nuestra
hipétesis podemos identificar L x C* con Y. C C; x C*; entonces tomamos la
curva escrita en la forma

t(i(t),v(t)) € Cy x C*

Por leyes de Kichhoff i(t) € Kerd . Entonces ¢/ € Kerd. Por LVK v(t) €
Imd*. Por el Teorema de Tellegen, para todo ¢ se cumple

> vn(t)in(t) = 0.

neN

Que también podemos escribir como

> wit Y vit > wvi=0.

Por regla de Leibniz nosotro tenemos

Zvi’ = (Z vi)' — Ziv'.

Substituyendo esta tltima en la ecuacién precedente obtenemos

vai+Ziv = (Ziv)’Jeri’ = dP/dt,
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por la definicion de P y las Leyes de Ohm generalizadas. Por la regla de la
cadena tenemos

dP/dt = (9P/di).i' + > (9P/dv)v'.
Para las dos ultimas ecuaciones encontramos
> (OP/i+v)i" + Y (0P/dv — i)' =0.
Como 7’ y v' pueden tomar cualquier valor,
OP/0i = —v, OP/0v =i.
La demostracién se da por terminada si se toman en cuenta
L(i)di/dt = vyC(v)dv/dt = 1.

Para resolver (14) como una ecuacién diferencial explicita, necesitamos la hipéte-
sis de Eckmann de que las relaciones constitutivas para los inductores y capaci-
tores sean invertibles. De hecho, se probara el resultado siguiente que considera
una hipdtesis mas general.

Consideremos el circuito que consiste de inductores, que pueden estar con-
trolados tanto por flujo como por corriente; también, capacitores que pueden
estar controlados tanto por carga como por voltaje. Las relaciones constituti-
vas no son necesariamente invertibles. Para el caso de relaciones constitutivas
invertibles el teorema que sigue se reduce al teorema de Brayton-Moser.

Teorema 4. Supongamos que todas las corrientes en el circuito son determi-
nadas unicamente por flujos ¢y en inductores que son controlados por flujo, y
corrientes iy en inductores controlados por corriente, cargas qc en capacitores
controlados por carga y voltajes v, en los capacitores controlados por voltaje;
entonces las ecuaciones diferenciales del circuito estdn dadas por

Nl(¢l)d¢l/dt = _8P8¢ly Sc(Qc)dQC/d/t = 8P/8QC7

La(i)dir/dt = —8Paix,Cy(v,)dvy /dt = OPOw, (15)

Prueba: Esencialmente seguiremos las ideas de [4] hasta la ecuacién (16). Re-
petimos aqui todos los detalles ya que en la referencia hay un error tipografico.

Considere el potencial mixto escrito en la forma
P(i,v) = icve+ Y _iyvy+ > / vpdi,
c 2l P

donde separamos la suma sobre C para controlados por carga y suma sobre y
para los controlados por voltaje, respectivamente.
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De acuerdo a la hipdtesis del teorema, el potencial mixto puede ser con-
siderado una funcién de las variables ¢;,15, gc,v,. Nuevamente, por la ley de
Kirchhoff de corriente i(t) € Kerd. Como esto es un subespacio vectorial, lo
mismo se cumple para la derivada respecto al tiempo i'(t) € Kerd. En este caso
el teorema de Tellegen es vélido en la siguiente forma

D vt + > waih + > wii + > vein + > vyil, =0 (15)
p A l C Y

donde la suma sobre [ es para inductores controlados por flujo, y sobre A para
inductores controlados por corriente.

Por la regla de Leibnitz podemos reemplazar como sigue en la ecuacién que

precede

veic = (icve) —icvp, vyl = (iyvs) — iyl

Por definicién de P, tenemos entonces

dP/dt = (Z tcvo + Z i,yU»Y)/ + Z ’Upi;) =

- Z(z”cvc +icve) + z:(iiyvﬂY +iy0)) + Z Vi,
R SLTINS SIS SYPS IS it
S ui- Skt Dotk + S,
l A C Y
Por otro lado, por la regla de la cadena
dP/dt = " OP/0¢i¢) + Y OP/diris + Y OP/dqcqy + Y OP/dvvl, (17)
Recordando que ¢} = v; y ¢, = i. y comparando con (16), concluimos que

OP/d¢; = —iy,0P/diy = —vx, OP/dq. = v.,0P/0vy = is. (18)

Usando (2) y las ecuaciones andlogas para elementos controlados por flujo y
por carga se tiene

i = Ni(d1) 9, va = La(in)iy, ve = Sc(go)qey iy = Oy (vs)0l, (19)

donde las N; son inductancias inversas y las S¢ son elastancias de los corres-
pondientes elementos. Substituyendo (19) en (18) se obtiene (15). O

Si hay solo inductores controlados por flujo y capacitores controlados por
carga, solo se obtiene el primer renglén de las ecuaciones (15). En algin sentido
esto es una contraparte de las ecuaciones de Brayton - Moser.
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Las ecuaciones (11) en el ejemplo 1 son un caso particular de las ecuaciones
de Brayton-Moser.

Analicemos el ejemplo 2, teniendo en mente las ecuaciones mas generales.

Usando leyes de Kirchhoff y de Ohm, con las relaciones constitutivas para
inductores y capacitores, calculamos el potencial mixto para el circuito como
sigue

P(q,¢1,02) = —fe(@)Fi(p1) — fe(q)Fa(d2) + esFi(é1)
+ / A (Fu(60)F (61)dén + / Jo(Fa(62)) Fi (62)dos.

Podemos probar de una manera relativamente facil que las ecuaciones (12)
multiplicadas por la elastancia f((¢q) del capacitor y las inductancias inversas
F{(¢1) v Fj(¢2) de los inductores, respectivamente, se transforman en

fila)d = 0P/oq
Fi(¢1)¢) = —0P/0¢ (12)
F3(¢2)d2 —OP/0¢,
Estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales explicitas, si pudiéramos re-

solverlas para ¢, ¢} v ¢4, respectivamente. Esto es posible si f/, F}, F siempre
tienen el mismo signo, esto es, positivo.

Como las ecuaciones (12) son ecuaciones diferenciales explicitas, son por lo
tanto menos generales que (12). Asf, a fin de obtener las ecuaciones de Brayton-
Moser como ecuaciones diferenciales explicitas, se pierde alguna generalidad por
pedir que las caracteristicas de los elementos no resistivos sean invertibles.

Corolario. Para obtener ecuaciones diferenciales explicitas, utilizando las hipo-
tesis del teorema 1, las caracteristicas de los inductores controlados por corriente
y capacitores controlados por voltaje tienen que ser invertibles. Asi que podemos
considerar que todos los inductores estdn controlados por flujo y todos los capa-
citores estdn controlados por carga, obteniendo las siguientes ecuaciones:

N(¢l)d¢l/dt = 78P/a¢)l ,Sc((]c)dqc/dt = aP/an

donde los indices I, c corren sobre los inductores y capacitores respectivamente.
Las Ny y S. pueden ser formalmente canceladas de estas ecuaciones, obteniendo
ecuaciones igualmente vdlidas.

Demostracién. Recordemos que P = > _i,v,+3 , [ v,di, donde y corre sobre
las ramas de capacitores y p sobre las ramas de resistores. Con esto podemos
calcular

OP/0gc = Y (i5004/0qc + Diy/Dgcv) + D 0,0,/ a0

P
OP/0¢; = Y (i50v,/0¢ + 0i/0divy) + Y 0,0i,/0¢1.
P

ol

(20)
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Solo necesitamos verificar que la funcién OP/0qc tiene como uno de sus
factores a dve/dgec = Sc(qc), y OP/0¢, tiene como factor a di;/d¢; = Ny (¢y).

Debido a la hipétesis tenemos que q¢, ¢; determinan todas las corrientes
y voltajes en el circuito, asi que v, = F,(v.,4;) para ramas de capacitores e
i, = Gi(vc,i1) para cualquier rama k, donde ve es una funcién de la carga qc,
y cada ¢; es una funcién del flujo ¢;. Entonces

avv/&m = 8F7/8ildil/dq>l, 6iK/8¢l = 8GK/ail dil/d(bl,
8iK/an = aGK/a’Ucd’Uc/qu, a'l}.y/an = (5,ycdvc/dqc.

donde é,c es la delta de Kronecker para indices v, C, la cual vale 1 siy=C'y
0 si v # C. Substituyendo en (20) completamos la demostracién.

Aqui aclaramos que los indices v y C corren ambos sobre todos los capaci-
tores del circuito. Esto se debe a que todos pueden pensarse como controlados
por carga o por voltaje.

0.1.4. Espacios simplécticos y reciprocidad en circuitos

En esta seccion se interpretan las leyes de Kirchhoff y las ecuaciones de
Brayton—Moser, asi como las ecuaciones generalizadas para circuitos no linea-
les en términos de los conceptos de reciprocidad y de espacios simplécticos.
Informalmente hablando, la reciprocidad, tiene que ver con el hecho de que
excepto por multiplicacién por una matriz, las ecuaciones (15) son ecuaciones
diferenciales tipo gradiente.

Para motivar la idea de reciprocidad, utilizaremos el ejemplo 1 que estudia-
mos antes. Para la funcién P(i,v) donde i es la corriente en el inductor y v el
voltaje en el capacitor, podemos escribir

dP = 0P/didi + OP/dv dv.
Usando el sistema de ecuaciones (11), podemos escribir
dP = —v*di+ix*dv (21)

donde v* es el voltaje en el inductor, e ¢* es la corriente en el capacitor. Anélo-
gamente, debido a la igualdad de las derivadas parciales cruzadas de P, la cual
en notaciéon de formas diferenciales se escribe como d?P = 0, obtenemos la
siguiente condicién de reciprocidad para la red

ov™ JOv = —9i* [ 0i. (22)
Esta condicién la podemos interpretar como sigue:

Consideremos las variables independientes (i,v) como variables de control
y las correspondientes (v*,i*) como variables de respuesta. Suponiendo que
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el inductor y el capacitor se quitan del circuito, obtenemos un puerto de dos
entradas, como se muestra en la Figura 10, abajo. El puerto del capacitor queda
a la izquierda de la figura y el del inductor a la derecha.

Si se aplica una fuente de voltaje con valor constante v en el puerto del
capacitor y una de corriente de valor constante i se aplica al puerto del inductor,
obtenemos la corriente i* y el voltaje v* respectivamente, como se muestra.

Ahora cambiamos v mediante un pequemio incremento Av, manteniendo 4
fija, y calculamos la relacién de transferencia de voltaje Av*/Av. Repetimos el
mismo procedimiento para la ¢ con un pequeno incremento Ai manteniendo v
fijo, y calculamos Ai*/Ai. Excepto por el cambio de signo, ambos cocientes de
diferencias tienen el mismo limite cuando Av y Ai tienden a 0.

lim Av*/Av=— lim Ai*/Ai
Av—0 ANi—0

v @i

Figura 10: Puerto de dos entradas, con fuentes de voltaje y corriente.

Si el circuito es lineal y pasivo (no hay bateria) lo anterior es demostrado
aplicando primero una fuente de voltaje de valor v en el puerto de la izquierda,
y calculando el voltaje a circuito abierto v* en el de la derecha.

Luego aplicamos una fuente de corriente de valor i en el puerto de la derecha
y se registra el valor de corriente en corto circuito ¢* en el de la izquierda. Como
resultado obtenemos

v v =—i"/i

lo cual nos da, excepto por el cambio de signo la igualdad de la relacion transfe-
rencia de voltaje y la de corriente en el puerto con 2 entradas. En este sentido,
(22) es una relacién de incremental en el caso no lineal.

Finalmente, al aplicar diferenciales en ambos lados de (21), obtenemos

d’P = —dv* ANdi + di* A dv
= diNdv* +di* Adv.

0
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Por otro lado, si consideramos el espacio de dimensién 4 dado por (i,i*,v*,v),
espacio de corrientes y voltajes en la bobina y el capacitor, en ese orden, entonces
el conjunto

L ={(i,i",v*,v) :i* = 0P/0v,v* = —0P/Ji}

es una subvariedad de dimensiéon 2 en un espacio de 4 dimensiones, donde la
2-forma = di*dv* + di*dv se anula. La Q) es un ejemplo de lo que se conoce
como una 2-forma simpléctica y L se llama una subvariedad lagrangiana con
respecto a 2. Su dimensién es la mitad de la dimensién del espacio total de
corrientes y de voltajes. En esta definicién, decimos que L tiene a P : R> — R
como funcién generatriz. Para una red lineal pasiva, P seria cuadratica y L un
subespacio vectorial (subespacio lagrangiano) de R*. Estos términos se hardn
precisos mas adelante.

Ahora consideremos el caso mas general de un circuito no lineal que satis-
face la hipdtesis de Brayton-Moser, con bobinas controladas por corrientes iy
y condensadores controlados por voltajes v, en un espacio euclidiano R?% cu-
yas coordenadas (i, %, Uz, V) son las corrientes y voltajes en las bobinas y los
condensadores respectivamente.

(Consideramos que entre condensadores y bobinas suman un total de k ele-
mentos).

Definamos la siguiente 2-forma simpléctica, motivados por el ejemplo ante-
rior:

Q=> "dixNdvy+ Y diy Adu,. (23)
A Y

La subvariedad de R?* generada por el potencial mixto P(iy, v) se define como
L = {(’L',\/L’VJU)\,UW) : Z',y = 8P/8v7,v,\ = —8P/8z,\}

Su dimensién es exactamente k, puesto que estd parametrizada por las coorde-
nadas (ix,v). De la propiedad d?P = 0, podemos asegurar como antes que {2
se aniquila en L, asi que la variedad es lagrangiana.

En el caso donde las bobinas estan controladas por flujo y los condensadores
por carga, el potencial mixto es una funcién de los flujos de las bobinas y de las
cargas de los condensadores (¢x,¢y). Diferenciando P, tenemos

> 0P/ogy dox + > OP/dqdq,
A ¥
= ihdgr+ Y vldgy,
A Y

La segunda relacién es el resultado de las ecuaciones (18). Diferenciando
nuevamente, nos queda

0=d’P =" "dpxAdi\+ > dvl, Adg,.

dP
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Esto sugiere que las variables correctas para describir este tipo de circuito pue-
den ser (¢x,v),i),q,) donde v/ e i} son las derivadas respecto al tiempo del
voltaje en los capacitores y de la corriente en las bobinas. La 2-forma simpléctica
es

w=> dex Ndi\ + > dvl, Adg,, (23')
A ¥

y la subvariedad con dimensién la mitad del espacio R%*, generada por P con
la condicién de que w se anule (esto es, es lagrangiana) estd definida por

1={(¢x, 0], 15, qy) : V), = OP/Dqy, i\ = —0P/0¢r} C R?*.

En el caso general del teorema 2, la forma simpléctica es la suma de (23) y de
(23’). Ahora haremos precisos los términos considerados anteriormente.

Si (x1,...,x,) son coordenadas en R™, las 1-formas diferenciales elementales
dz;(i = 1,...,n) son objetos incrementales, los cuales cuando se aplican a un
vector tangente que tiene base en un punto p en R™ toman la i-ésima componente
del vector y excluyen el punto base. Una 1-forma diferencial en general 6§ =
fidxy + -+ 4+ fndx, cuando se aplica a un vector tangente v = (vy,...,v,)
basado en el punto p € R", es evaluada como

O(vp) = fi(P)vr + -+ fu(p)vn.

Este es un mapeo lineal para para p fijo, cuyos coeficientes cambian suavemente
con p. Un caso particular es la diferencial

df = 0f/0xpdxy + -+ + Of /Oxpdey,
de una funcién f: R™ — R de clase C*°.

Ahora vamos a interpretar las ecuaciones (14) y (15), en términos de 1-
formas. Primero escribimos

L diy oP .
.y A diy = 25
NGV g in = g dia
dv oP
C'V(V'y)digdv’v = T%de
Sumando sobre A y 7y obtenemos
— > La(Ly)diy/dtdi + Y Cy(vy)dv, /dtdv, = dP (24)

El primer miembro es anédlogo a la siguiente forma cuadratica

n=—Y_ La(ix)di-dix+»_ C(vy)dv, - dv,

definida en los vectores tangentes al subespacio 77, X vc de inductores controlados
por corriente y condensadores controlados por voltaje. Este es un caso particular
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de una métrica Riemaniana | 4], dado que es una forma cuadritica en cada
espacio tangente. Es indefinida en general (como una métrica de Minkowski),
siempre que haya tanto inductores como condensadores. En general, una forma
cuadratica, digamos Q = Y_ fi;dx; - dz; se evalia en una pareja de vectores
tangentes u,, w, basados en el mismo punto p por medio de la regla

Q= (up, wp) =2 fi( p)uiwi~

Si se evaliia solamente en un vector tangente, obtenemos una 1-forma Q(u,, ) =
>~ fi(p)usdx;, cuya aplicacién a un vector wy, se define como Q(up, -)w, = Q(up,
wyp) = filp)uw; = fi(p)uida;(wy), la cual tiene la forma de la férmula (24)
para la métrica 7, evaluada en un vector tangente a la solucién de (14). En este
caso, de las primeras ecuaciénes en (15), podemos definir del mismo modo una
métrica riemaniana indefinida

§== iNi(¢)doy - ddy + Y ¢ Sclge)dge - dgc-

Una situacion similar aparece en la ecuacion de Hamilton en mecénica clasica
[1], solamente que 71 es remplazada por una 2-forma simpléctica (la cual es
antisimétrica). Esto explica el que las ecuaciones tengan una estructura andloga
al caso Hamiltoniano.

Las 2 — formas diferenciales son objetos bilineales antisimétricos en cada
espacio tangente. Las 2— formas diferenciales mas elementales son objetos de la
forma dx; A dx;. Estos estdn definidos para cualquier par de vectores tangentes
Up, Wy con base en el mismo punto p, por la formula:

dx; (vp)  dxi(wy)

i (0 ) =1 ) ()

= wiwj — vjwi

Si 0 es la 1 — forma anterior, su diferencial esta definida como la 2 — forma

Es f4cil de probar que si @ = df , entonces df = 0, esto es d? f = 0 para cualquier
funcién f.

Consideremos ahora el caso de dimensién par n = 2k, renombrando las
coordenadas (x1,...,Tk; Y1,--.,yx) en R

La 2 — forma canédnica
Q=dxy Adyy + -+ + dok Adyk (25)

es llamada una forma simpléctica en R?*, porque su matriz como forma bilineal
en cualquier punto es no singular.
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De hecho, a partir de la definiciéon obtenemos:

Qup, wp) = (MWgt1 — Vpprwr) + - - + (VpWar — Vopwy)
0 1 .
= (vl,...,vk; vk+1,...,v2;€) I 0 (W1, ..oy WE Wity .., Wak)

donde t denota traspuesta e I y O son las matrices identidad y nula de orden
k, repectivamente.

Esta definicién depende de las coordenadas, pero puede ser demostrado que
para cualquier 2— forma diferencial cuya matriz es no singular, existe un cambio
local de coordenadas bajo el cual toma la forma (25). Recordando la estructura
de las formas simplécticas (23), (23’) definidas anteriormente, vemos que esto
es suficiente para nuestros propésitos.

Una subvariedad lagrangiana de R?* con respecto a la forma simpléctica
es una subvariedad L de dimension k, tal que € restringida a L nos da cero. Esto
demuestra que, por lo menos localmente, la funcién cuya grafica define L puede
ser escrita en la forma F' = V P para alguna funciéon P con valores reales, la cual
es llamada una funcion generatriz para L. Esto es lo que queremos decir con
reciprocidad. Las subvariedades lagrangianas en los ejemplos anteriores tienen
coordenadas globales en un subespacio vectorial k — —dimensional de R?* con
funcién generatriz P.

En el caso donde L es en particular un subespacio vectorial de R?*, decimos
que L es un subespacio lagrangiano. Dado que nuestras formas simplécticas
no dependen del punto base, podemos operar al nivel incremental (lineal) y
vemos que un subespacio vectorial lagrangiano k— dimensional aniquila la forma
0 I
-1 0
vectores tangentes de un subespacio.

bilineal cuya matriz es < ) Aqui no hay distincién entre elementos y

Mas generalmente, si W es un espacio vectorial real de dimensién finita y W*
su dual, podemos formar un nuevo espacio vectorial S = W @& W* de dimensién
par. A este espacio vectorial S se le llama espacio vectorial dual.

Hay una manera natural de definir, utilizando un par dual como S, una
forma bilineal no degenerada antisimétrica en S, i.e. una estructura simpléctica,
dada por:

Alud v w e w*) = w'(u) — u'(w) para u,w € W; v*,w* € W*.  (26)

Al tomar cualquier base en W y su base dual en W*, vemos que la matriz

de A es exactamente ( >, donde el orden de los bloques matriciales es

-1 0
igual a la dimensién de W.
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Recordemos que el espacio de todos los vectores voltajes de rama C' en una
red, es el dual de los vectores corrientes de rama C4. En particular, esto sigue
siendo verdadero si tomamos cualquier subconjunto de ramas, por ejemplo, las
que corresponden a bobinas y condensadores en los ejemplos anteriores.

Entonces la estructura simpléctica considerada en cada caso puede ser obte-
nida exactamente por medio de la formula (26).

Consideremos ahora el espacio simpléctico completo S; = C; @ C*, donde
puede definirse la forma simpléctica A como arriba, identificando W = C1 y
W* = C'. Queremos interpretar las leyes de Kirchhoff como la restriccién a
un subespacio lagrangiano de S.

En efecto, recordemos de la seccién 3 que las leyes de Kirchhoff nos restringen
al subespacio lineal K = Kerd @ imd* C C; @ C* de dimensién la mitad del
espacio total. Este subespacio es lagrangiano, puesto que por el teorema de
Tellegen v* (i) = 0 para cualquier i ®v* € K y por definicion tenemos A = 0 en
K.

En este sentido, las leyes de Kirchhoff pueden ser interpretadas como una
reciprocidad-lineal generalizada de origen topoldgico.

Es muy fécil de construir una funcién generatriz para tal subespacio la-
grangiano K. Esta tiene que ser necesariamente una funcién cuadratica, por la
linealidad. Las coordenadas para parametrizar K son simplemente un conjunto
independiente de las corrientes y voltajes. Recordemos que hemos denotado por
b al numero total de ramas, y por n el nimero de nodos en la red.

Asi, escogemos simplemente cualquier arbol del circuito, el cual tiene b—c =
n — 1 ramas, de acuerdo a (9), mientras que las correspondientes ligas seran las
¢ ramas restantes de acuerdo a la férmula (8). Renumeremos las ramas si es
necesario, de manera que los indices 1,2,...,b — ¢, corresponden a ramas del
arbol , mientras que b—c+1,b —c+ 2,...,b corresponden a las ramas de liga.
Definimos la funcién generatriz requerida por K como la potencia total en las
ramas de arbol:

Definimos la funcién generatriz con la siguiente proposicién:

Teorema 5. Dado un circuito arbitrario, una funcién generatriz para definir
el subespacio Lagrangiano K de las leyes de Kirchhoff se puede construir de la
siguiente manera: Escogemos cualquier arbol del circuito y la funcién generatriz
G es la potencia total en las ramas de ese arbol, donde las corrientes del arbol
se expresan en términos de las corrientes de enlace usando las LCK como:

Gl(vla <oy Ub—cs i17 R ib—c) = G(’Ul, coey Ub—c; ib—c+17 cee 7ib)7 (27)
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Por definicion
ik = = paraK =1,2 b—c (28)
K 9-‘ 7 p Y LA )

Prueba: Para los voltajes y corrientes de drbol (ramas) tenemos que la funcién
generatriz se escribe como

G1(V1,y . Vi 1y ey lh—e) = 1101 + -+ + Gp—cUh—c

y en forma matricial

i1
io
G1(V1y ooy Vp—gi @1y ey ib—e) = (V1,0 oy 0p—e)] .
Z.b—(‘
i1
io
y queremos expresar al vector columna de corrientes de rama dps . en
Z‘b—c
Z'b—c+l
Uh—c+2

términos del vector de corrientes de enlace
1y

Para hacer esto ultimo tomamos primero (n — 1) ecuaciones de nodo lineal-
mente independientes en la forma AJ = 0, donde J es el vector columna de
corrientes, y A es la matriz de incidencia reducida que se encuentra de la forma
siguiente:

Los renglones de A corresponden a (n — 1) nodos del circuito y las columnas
corresponden a las b ramas del circuito.

Para dar un elemento de esta matriz hacemos lo siguiente:
= a;; = 1 si la rama del k sale del nodo j.

= a;; = —1 si la rama del k entra al nodo j.

= a;; = 0 si la rama del k no incide al nodo j.

Los renglones que quedan en dicha matriz son linealmente independientes
entre si.

También tomamos ¢ ecuaciones linealmente independientes de mallas como
BV =0, donde V es el vector columna de voltajes y B es la matriz fundamental
que se puede encontrar de la siguiente manera.
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Primero se escoge un arbol del circuito que ya sabemos que contiene a todos
los nodos; en los renglones de B ponemos las ramas de enlace del circuito y
en las columnas tenemos otra vez las ramas de enlace y las ramas de arbol del
circuito.

Observe que entonces la matriz B tiene una particiéon natural donde la pri-
mera parte de ésta es la matriz unidad I y V es el vector columna de voltajes.

Tomando la 1iltima ecuacion y haciendo una particién de las matrices tene-
mos

Ve
11E ]| =0,
Vi
= donde I es la identidad de orden b — ¢ + 1,
= F es una matriz de orden cz(b — ¢) que resulta de la particién de B.
= V. es el vector de voltajes de elementos de enlace

= V; es el vector de voltajes de elementos de rama de arbol.

La ultima ecuacién se escribe como
V.+FV,=0 (29)

analogamente para AJ = 0 tenemos la particién

Je
XK} - | =0,
Ji
O sea
XJ+KJ=0 (30)

= J. es el vector de corrientes de enlace y
= J; es el vector de corrientes de rama.

Como los renglones de la matrirz A son linealmente independientes, y al haberle
quitado un nodo ese numero es igual al nimero de ramas de la grafica del
circuito, entonces K es una matriz cuadrada de maximo rango. Por lo cual la
matriz K tiene inversa; con esto podemos multiplicar a la ecuacién (30) por la
matriz inversa K ! del lado izquierdo:

S+ K 'XJ, =0 (31)
Al multiplicar esta tltima ecuacién a la izquierda por V;! obtenemos la ecuacién

Vi + VKX, =0 (31%)
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y multiplicando (29) por J! a la izquierda obtenemos

JVe+ JLFV, =0 (32)
sacando transpuesta a (32) tenemos

Vi +VIF']. =0 (32")
Sumando (31°) y (32’) obtenemos

~VHF '+ K 'X)J. = VIJ.+ViT,
JIV. + IV,
= (J,V)y =0 Por Teorema de Tellegen.
(, g

Entonces, tomando los respectivos vectores unitarios para V;' y J, la forma
cuadratica (escalar) del lado izquierdo vemos que F' + K~1X = 0, de donde

K'X =—-F"

Entonces sustituyendo en (31) obtenemos

Jy=F'J.
y de (29)
V. =—-FV,.
Si definimos a D = F'* entonces reescribimos
Ji = DJe (33)
V.= —D'V,. (34)

Tomando la ecuacién (33) y sustituyendo en la ecuacién que define la funcién
generatriz obtenemos

G(U1, .y Ub—c lp—etls -5 00) = (U1, s 0p—) I DI = (v1, ..., Up—c) D
Donde J. es el vector de corrientes de enlace.

Con esto tenemos que
lp—ct1
G('Ul,...,'Ub,C;Z‘b,C+1,,7;b) = ('Ul,...,Ubfc)D :
ip
De aqui sale directamente la ecuacién (28). O

Corolario 4. Por el teorema de Tellegen podemos escribir que

b

G=-— Z ilvl,

l=b—c+1
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donde
—u =0G/0i; para l=b—c+1,..,b. (28")

Prueba: Esta demostracion es directa usando el teorema de Tellegen.

Posterormente daremos 4 ejemplos con el objetivo de que quede mas claro
este resultado.

Ejemplo 4.
Sea el circuito cuya gréfica es la siguiente

. N
1y 7 15
4‘_ Uy \4
/7 N
/ \

Figura 11:

Encontrar la funcién generatriz en términos de vy, vo, v3, V4, 15, € ig. Y de-
muestre derivando respecto de la variable apropiada que se cumplen las leyes
de Kirchoff como lo indica el corolario.

De alguna forma lo que se concluy6 en la demostracion del teorema es que
la matriz D es aquella matriz que tiene eslabones en sus columnas y ramas de
arbol en los renglones. Asi en nuestro ejemplo escogemos el siguiente arbol y
empezamos la numeracion de todas las ramas de la red en dicho arbol, como se
muestra en la figura.

Con esto tenemos que la matriz D es:

0 1
1 -1

D= -1 0 ramas
-1 0
eslabones

con esto tenemos que el vector de corrientes del arbol escogido en términos de
las de enlace es:

11 0 1

19 o 1 -1 i5

13 - —1 0 iﬁ

g - 0

Entonces
11 0 1
1 1 -1 )
G = (1)171}271]377}4) Z; = (’U17027U37U4) 71 0 ( ZZ )

14 -1 0
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O en forma algebréica:
G = vyig + va(is — ie) + U3(—’i5) + U4(—’L'5).

Derivando parcialmente como sigue se encuentran las leyes de Kirchoff para este
circuito.

(“)G/avl = i6:i1
8G/8’U2 = i5—i6:i2

8G/6v3 = —i5 = 7:3

8G/8U4 = —i5 = i4

0G[0i5 = w9 —v3—vy=—(v3+ vy —v3) =—vs.
8G/826 = V1 — U2 = —(’UQ - ’Ul) = —7g.

Dada la figura plana del circuito que se muestra en la figura encuentre la
Funcion Generatriz, en términos de los voltajes de drbol y las corrientes de rama.

Andélogamente al circuito anterior, para el arbol que se muestra en la figura
tenemos que la matriz D es la siguiente:

-1 0 O
D= -1 1 0
0 1 -1

Asi con esta matriz tenemos que las corrientes 1, 2 y 3 en términos de las
numeradas como 4, 5 y 6 quedan escritas como:

i -1 0 0 i
in | = -1 1 0 is
is 0 1 -1 is

Con esto la funciéon G nos queda:

-1 0 O iy
G(v1,v2,v3514,15,46) = (v1v2v3) | =1 1 0 is
0 1 -1 ig
En forma algebraica tenemos:
G = —v1iy + va(is — 14) + v3(i5 — iG)

De aqui se ve claro que al derivar parcialmente respecto a las variables en que
estd escrita la funcién G aparecen las ecuaciones de Kirchoff para este circuito.

Dada la grafica no planar como se muestra en la siguiente figura muestre
que existe la funcién G, como en los anteriores ejercicios.
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Para el arbol que se muestra en la figura tenemos que la matriz D es la
siguiente:
1 -1 0 0 0 -1
1 -1 0 -1 -1 -1
1 0 -1 -1 -1 -1
1 0 -1 0 -1 0

Con esta matriz tenemos que las corrientes de ramas quedan escritas como:

11 1 -1 0 0 0 -1 i
i | |1 -1 0 -1 -1 21 i
i | =11 0 -1 -1 -1 -1 is
14 1 0 -1 0 -1 0 19

110

entonces la funcién G nos queda:

G(v1,v2,v3,V4; 15, 96, 7, I8, 19, 110) =

i5

1 -1 0 0 0 -1 i

1 -1 0 -1 -1 -1 ir

=(owue) | o g | is
1 0 -1 0 -1 0 ig

110

Y algebraicamente
G = v (is—ig—i10)+v2(is—lg—ig—ig—i10)+v3(is—ir—ig—ig—i10)+va(i5s—i7—ig)

De esta funcién algebraica se pueden deducir las ecuaciones de Kirchoff sin
ningin problema.

Este ejemplo pone de relieve que la gréafica del circuito no necesariamente
debe poder dibujarse en un plano, solo importa la relacién que existe entre el
nimero de nodos y las aristas de la grafica. Ademés en ete sentido no importa
si un circuito eléctrico real se puede “aplastar” en un plano bidimensional o no.

Ejemplo 5.

Considere el circuito cuya grafica se muestra en la siguiente figura. Las ramas
de un arbol estan dibujadas por medio de lineas continuas, mientras que las
ramas de enlace asociadas estan con lineas punteadas.

En este caso , (27) queda

G = iqv1 + (ia+,15)v2 + i503, (27')
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Figura 12:

y verificamos que (28), (28’) se convierten en
t1=l4,92 = %4 + 15, i3 =15,04 = —(v1 +v2), U5 = —(v2 + v3),

que estan de acuerdo con las LCK y LV K, respectivamente.

Es posible trasladar K C S; en el caso general a un subespacio Lagrangiano
en términos de corrientes y potenciales de nodo. Sea Sy = Cy @ C°, un espacio
simplético con la estructura simpléctica natural dada en (26).

Recordemos que las cadenas y las cocadenas a los niveles 0- y 1- estan rela-
cionadas por los operadores frontera y cofrontera d : C; — Coy 0 : C0 — C1.
Dado que las flechas que van en direccién opuesta, no podemos definir un ma-
peo de S1 a Sy o viceversa, pero podemos definir una relacion que nos permita
transferir el subespacio K C S7 a otro subespacio Lagrangiano Ky C Sy. Puesto
que K = Kerd @ imd* , transfiriendo la 1 componente Ker 0 mediante la
aplicacién de 9 nos da 0 € Cj.

Transfiriendo imd* por medio de 0* a C° corresponde a tomar la imagen
inversa. Esto nos da Ko = 0 & CY (trivialmente lagrangiano), lo cual significa
0 corrientes de nodo y potenciales arbitrarios de nodo. Eso es una expresion
equivalente de las leyes de Kirchhoff.

Similarmente podemos interpretar K en términos de mallas orientadas in-
dependientes del circuito. Definimos un espacio de 2-cadenas Cs como sus com-
binaciones lineales formales. Este espacio tiene dimensién c; otra eleccién de
mallas independientes corresponde a hacer un cambio de base. Sea C? = C3
el espacio correspondiente de cocadenas. La frontera de una malla es definida
como la suma algebraica de las ramas orientadas que la componen. Extendiendo
por linealidad, obtenemos otro mapeo frontera: ds : Co — C1; y por dualidad,
la cofrontera correspondiente 93 : C! — C?. Formamos finalmente el espacio
simpléctico natural Sy = Cy @ C?, como antes.

Procediendo como en el caso de arriba con 0y y 95, obtenemos a partir de K
otro subespacio lagrangiano Ko C S5 como Ko = Co®O. Estructuralmente este
subespacio se interpreta como corrientes arbitrarias de malla y cero voltajes de
malla, y es otra expresién equivalente de las Leyes de Kirchhoff. La matriz para
05 es conocida como la matriz circuital, en analogia a la matriz de incidencia
para 0.
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0.2. Resultados para redes lineales y conclusio-
nes

0.2.1. Transformacién de fuentes

Para poder aplicar los métodos que posteriormente analizaremos, primero
es necesario saber como se transforma una fuente de corriente en una fuente
de voltaje y o a la inversa, una fuente de voltaje en una fuente de corriente.
De hecho cuando se aplican los métodos de andlisis por mallas y por lazos, es
necesario haber transformado todas las fuentes de corriente en fuentes de tension
(voltaje).

Antes de definir lo que son las transformaciones de fuentes, tenemos que men-
cionar que todo elemento pasivo (inductor o capacitor) con condiciones iniciales
arbitrarias, puede sustituirse por el elemento con condiciones iniciales nulas y
una fuente; como se ilustra en la siguiente figura:

1 ’LL(O) :[0 O

ir(0)=0
\t =0
n(®)
2 o
a) Inductor
t=0 \ V.
Lo— Lo i
+ +

T Vel0) = Ve [OCD = V.(0)=0

b) Capacitor

Figura 13: Cambio de elementos pasivos con condiciones iniciales.

La transformaciéon de una fuente de voltaje en una fuente de corriente, o
viceversa, se realiza como se ilustra en la figura siguiente:

Aqui aclaramos que en contraposicién a lo que llamamos fuente real de ten-
sién, cuando la impedancia resulte despreciable (cero) a la fuente se le conoce
como fuente ideal de tension.

Anélogamente, cuando una fuente de corriente real tenga una impedancia en
paralelo muy grande (infinita), se le conoce como fuente ideal de corriente.
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(o]
(@)

Figura 14: Transformacién de una fuente real de tensién en una fuente real de
corriente.

Cuando existen fuentes ideales de voltaje en un circuito, no se les puede
transformar en fuentes reales de corriente empleando los métodos ilustrados en
las figuras anteriores, por lo que no se puede realizar un analisis por nodos o
por secciones de corte.

De la misma forma no se puede hacer la transformacion de fuentes ideales de
corriente a fuentes reales de tensién, que se requiere para un andlisis por mallas
o por lazos.

Antes de cotinuar daremos un ejemplo de cada una de las trasformaciones de
fuentes ideales de tension o corriente en sus respectivas fuentes reales de tension
o corriente.

Ejemplo 6. Transformacion de una fuente ideal de voltaje en una fuente real
de voltaje.

Considere la figura 15-a donde la arista ab contiene una fuente ideal de vol-
taje, esto es no tiene ninguna impedancia en paralelo. Para poder transformarla
en fuente real de voltaje se hacen las transformaciones indicadas en los incisos
a), b) y ¢) de la misma figura donde se pone en serie con cada una de las im-
pedancias la fuente de voltaje (inciso b). Posteriormente, como entre los nodos
a1, a2, az y ayq no existe diferencia de potencial, entonces no circula corriente
entre ellos por lo tanto se puede abrir la conexién entre los mismos.

Con estos cambios, la fuente ideal de voltaje quedd transformada en cuatro
fuentes reales de voltaje (inciso c).

Una ilustracién un poco mas general de cémo transformar una fuente ideal de
voltaje en varias fuentes de voltaje real de dos maneras distintas la mostramos
en la siguiente figura:

Lo que se observa en esta figura es que se “empuja” la fuente ideal de voltaje a
través de una de sus terminales como se ilustra en las figuras b) y ¢), obteniendo
circuitos equivalentes al original.
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a) b) c)

Figura 15: Transformacion de una fuente ideal de tension en fuentes de voltaje
reales.

Ejemplo7. En este ejemplo hacemos la transformacién de una fuente ideal de
corriente en varias fuentes reales de corriente.

Observando la figura 24 notamos que la transformacién se hace teniendo
cuidado de que las leyes de Kirchhoff para los nodos principales (en nuestro
ejemplo los nodos a, b,c y ¢) se sigan cumpliendo.

Un caso mas general de transformacion de fuentes de corriente ideal lo mues-
tra la figura 15. Se comienza seleccionando cualesquier malla que contenga la
arista de la fuente ideal. Por ejemplo en nuestro caso la malla cuyos nodos son:
abceda o la malla con nodos aefghda. Y la fuente ideal se desconecta de su lugar
original , y ahora se conecta en paralelo con cada una de las aristas, cuidando
el sentido de la corriente para no violar las leyes de Kirchhoff correspondientes
a cada nodo de las aristas seleccionadas.

Cuando en un circuito ya no tenemos ninguna fuente ideal de corriente o
voltaje, al punto de unién entre dos o més elementos pasivos de una red se le
conoce con el nombre de nodo. Si los elementos pasivos de un circuito se repre-
sentan por lineas (arcos), llamados aristas, se obtiene la grdfica. Normalmente
los términos arista y rama se consideran como sinénimos aunque estrictamente
rama deberia utilizarse solo para las aristas de un drbol.

Un drbol es un conjunto de aristas que no forman una trayectoria cerrada;
pero que conectan entre si a todos los nodos de una gréafica. Cada una de las
aristas que no pertenece al arbol que se escogié, recibe el nombre de eslabon.

Asociando a cada una de las aristas de la grafica una direccién o marcas
de polaridad (normalmente el sentido de la corriente), obtenemos la grdfica
orientada de un circuito.
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Figura 16: Transformacién de una fuente ideal de tension en varias fuentes reales
de tensién.

La figura 17-a muestra un circuito eléctrico y las figuras b y ¢ muestran su
grafica y su gréfica orientada, respectivamente.

0.2.2. Topologia de las Redes Lineales en el Estado Esta-
cionario

En esta seccion discutimos circuitos lineales de corriente alterna en el esta-
do estacionario, i.e. cuando se desprecia la parte transitoria. Suponemos que se
aplican fuentes de corriente a nodos , mientras que en forma dual se aplican
fuentes de voltaje a mallas en serie. En contraste con el tratamiento de circuitos
no lineales, todas las fuentes son consideradas por separado respecto a los ele-
mentos pasivos. Si w > 0 es la frecuencia angular de todas las fuentes (voltaje
o corriente), sus expresiones como funciones del tiempo pueden ser escritas en
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17-a) Circuito eléctrico.

NN

17-b) Gréfica no dirigida y un posible arbol (en trazo mas grueso)

7

17-¢) Gréfica dirigida

Figura 17: Circuito y sus graficas.

la forma

Re(Bélwt) = | B| cos(wt + ¢)

donde B = |B| e’ es un niimero complejo. Substituyendo los valores de la fuen-
te Be/*! dentro de la ecuacién del circuito eléctrico [1,ch7] esto conduce a la
solucién para corrientes y voltajes en los elementos pasivos de la forma Del™?
donde D € C'. Esto es debido al hecho de que para excitaciones externas (fuen-
tes) de la forma dada arriba % es reemplazado por la multiplicacién por jw, y
las ecuaciones diferenciales lineales son transformadas en ecuaciones algebraicas
a ser resueltas para las D’s en términos de w y de las B’s. La solucién real es
obtenida mediante calculo de la funcién R(Del™?).

La anterior discusién muestra que en este caso podemos suponer que las
ramas de corrientes y voltajes no cambian con el tiempo y son niimeros complejos
(las D’s antes mencionadas), en lugar de nimeros reales. Esto implica que los
espacios vectoriales de cadenas y cocadenas son tomados sobre los complejos C
como escalares.

El paso siguiente es que supondremos aqui que la grafica del circuito es un
complejo simplicial de dimensién 1, lo cual implica que no tiene complejos de
dimension 2. Esto estd en contraste con la seccién anterior, donde las mallas
estaban consideradas como complejos de dimensién 2 (aunque fisicamente no
aparecen objetos 2- dimensionales)

La construccién que sigue es debido a Roth [5];
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Tenemos los siguientes mapeos:
Co—0«—CL+— 0 +—(Cy3=0
C°— 9" —C'— 05 —C*=0

donde Oy y 05 son triviales. Esto hace posible obtener 2 sucesiones exactas
de estos mapeos, como sigue: Primero reemplazamos C, por las llamadas O-
fronteras B, = imd, tal que 9 : C1 — B, es sobre. Por dualidad, reemplazamos
C° por C°Z° donde Z° = kerd* se llaman O-cociclos; entonces 9* : C°/Z° —
C' es inyectiva. Los elementos de B, son interpretados como corrientes en los
nodos y C°/Z° son potenciales de nodo efectivos (dos de ellos estan identificados
si dan lugar a las mismas ramas de voltajes).

El espacio vectorial anterior es isomorfo a Bj. Estos espacios tienen dimen-
sion n — 1, dado que Z° C C° es exactamente el subespacio de 1- dimensién
correspondiente a asignar el mismo potencial a todos los nodos (seccién 3). De
hecho, B, ® C°/Z° con la estructura simplética inducida puede ser considerado
como una reduccién de C, & C°.

Dado que las 2-cadenas, las 2-cocadenas y los mapeos relacionandolos con C*
y C; son triviales, consideremos en lugar de ellos la inclusién Z; — C; en donde
71 = ker 0 son los 1-ciclos . Como Cy = 0, las 1-fronteras forman un espacio
trivial, By = imdy = 0 . Por lo tanto podemos identificar Z; con el espacio
de homologfas de dimensiéon 1 Hy = Zy/B; = Z1/0, el cual es un invariante
topoldgico del circuito. Por dualidad, consideramos al nivel de cocadenas el
mapeo in* : Cy — Cy/Ker(in®).

Si definimos la 1-cofrontera como B! = im0*,inmediatamente vemos que
B! C Ker(in*). Pero el espacio Ker(in*) puede ser caracterizado como el con-
junto de a € C* tales que a(z) = 0 para cualquier z € Z;. Tomando una base
en Z; y extendiendo a una en Cj, consideremos la base dual en C'. Probemos
que dimKer(in*) = dimC} — dimZ;, mismo que coincide con dimB?!, dado que
K =7, ® B! y dimK = dimC}. Recordemos que K fué definida en la seccién
anterior, por lo tanto,B! = ker(in*). Por otro lado, dado que C? = 0 el mapeo
03 es nulo, entonces los 1-cociclos son todo el espacio Z! = kerd; = C*. Por lo
tanto C'/B' = Z'/B' = H' que se conoce como el espacio de cohomologia de
dimensién 1, otro invariante topolégico dual de Hj.

La dimensién de H; y H' se conoce como el niimero de Betti de orden 1
del circuito, y topoldgicamente nos da el nimero de mallas independientes del
circuito.

Los elementos de H; =~ Z; son corrientes de la malla del circuito, mientras
H' = Z'/B" son fuerzas electromotrices efectivas de mallas ( todos los voltajes
derama B' que provienen de la asignacién de un potencial de nodo, se identifican
con cero).
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Resumiendo tenemos el siguiente diagrama
O+« B,«— 0« (Cy«—in+—H; 0

T
O—C°)Z°— 0" - C' —in* - H -0

donde T : C; — C' es un isomorfismo lineal llamado la impedancia de las ramas
pasivas (resistores, bobinas y capacitores). Si no estan acopladas las resistencias
o las bobinas, la matriz de T es diagonal; las entradas distintas de cero son reac-
tancias de la forma jwL, (jwC)~! o (resistores) R. Las dos hileras del diagrama
mencionado han sido completadas con transformaciones lineales triviales que
vienen o van a un espacio vectorial nulo, con el propédsito de tener una sucesién
exacta: esto indica que para cualquier espacio vectorial no trivial de la sucesion,
la imagen de la transformacién entrada es igual al niicleo de la salida.

Estas sucesiones pueden ser interpretadas en términos de las sucesiones de
homologia y cohomologfa relativas, ver [4]. Para nuestros propdsitos, interpre-
tamos las ecuaciones del circuito como sigue: Si i € C;,v* € C! son vectores
corriente y voltaje en los elementos pasivos, E € H! son las fuerzas electro-
motrices en las mallas, y J € By son fuentes de corriente en nodos, con eso
tenemos:

v* = T(i)
m*v* = FE (29)
01 = J

La primera ecuacion relaciona las caidas de voltaje con las corrientes por medio
de la impedancia, y puede ser pensada como una generalizacién de la ley de Ohm.
Las otras 2 ecuaciones son expresiones de las LKV y LK C respectivamente, las
cuales definen un subespacio afin de C; @ C*.

Dados E, J, las ecuaciones (29) tienen una solucién tinica para i y v* si T es
Ohmica, condicién que puede escribirse como T'(7) - i # 0 para cualquier 7 # 0.
Ver detalles en [4].

Recordemos que las fuentes de corriente J estan aplicadas a nodos donde
llegan corrientes externas al circuito. De la conservacion de la corriente, podemos
suponer que la suma algebraica de estas fuentes es igual a cero, lo cual se conoce
como una condicién flotante [6]. Vemos que, al definir un mapeo lineal o : C,, —
R mediante la férmula o(X6,0;) = E8,. Dado que de; = O, — O; donde la
rama e; conecta al nodo O; con el nodo Oy, tenemos o(de;) = 0. Extendiendo
por linealidad, probamos que o(J) = 0 para cualquier J € B, como en (29). De
hecho, B, = kero por eso su dimensién es n — 1 como se observo anteriormente.

Notemos que H; y H' pueden ser respectivamente identificados con los espa-
cios Cy y C?, considerados al final de la seccién anterior donde todas las mallas
fueron interpretadas como elementos 2-dimensionales del complejo simplicial de
la red.
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Entonces el mapeo in tiene que ser reemplazado por un operador frontera y
las sucesiones son exactas como antes.

Ejemplo 8.
Considere el siguiente circuito en estado estacionario, donde las fuerzas elec-

tromotrices E1, Es € Cs y las fuentes de corriente Jp, Jo € Cs. Todas las fuentes
tienen una frecuencia angular w.

_l’_
D,

Figura 18: Diagrama del circuito del ejemplo 6

Considerando que i es la corriente comun para los elementos Ry y Li ,
obtenemos la ecuaciones (29) en la siguiente forma:

VRl = R1(i1), VR2 = Raia, U= Z4/(]'w0)

Vi1 = ]’LUL(Zl)7 Vro = ijQ(i3),

Ve+Vri + Vi1 = E1+ Es
Ve — Vg2 = Via = E»

ig — 13 = Jy (1)
ig+1i4—11 = J1 (2)
t9+i4—11 =0 (3)

Reemplazando las caidas de voltaje en cada elemento en los renglones 3 y 4 en
términos de las corrientes respectivas, dichas ecuaciones se convierten en

ig/jwC + Ryiy + jwLly = Ey + Es, (4)

24/ij’ — Rgig — ijgig = EQ. (5)
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Las ecuaciones de (1) a (5) forman un sistema de ecuaciones sobredetermi-
nado para las corrientes i1, i2,43,44. Sin embargo, las ecuaciones (1), (2) y (3)
de las LCK no son independientes: Se combinan para recuperar la condicién
flotante

J1+ Jo=0.

Quitando la ecuacién (3), nos queda un sistema de ecuaciones independien-
tes.

Resolviendo, tenemos

i3\ = (—T1J2 + B + Eg)/(]wc) — (T1 + (‘]‘U)C)il)(RzJQ + Eg)
N = To(=TiJos+ Ey + Es) + Ti(RaJo + Eb)
o = i3+ Jo
ihn = i3+i4+ Jo,
donde
A = R1R2+L1L2/C—w2L1L2 —|—j(w(L1R2+L2R1)

—(R1 + Rg)w_lC'_l),Tl =Ry —|—ij1

T = Ry + jwLs.

Que tiene siempre solucién unica, puesto que podemos probar que A # 0 para
todo w > 0.

Recalcamos que todas las corrientes en estos circuitos pueden ser obtenidas
empezando por 3 mallas de corriente: corrientes iy e i5 alrededor de la malla 2
claramente definiendo circuitos independientes, y la corriente J en el circuito
parcial formado por Ja, Lo, J1, y que se cerraria externamente en un camino
desconocido.

Para concluir con esta seccién, mencionamos que las mismas ecuaciones se
aplican a circuitos con resistencias lineales de corriente directa (fuentes cons-
tantes), la diferencia es que cadenas, cocadenas y todos los espacios derivados
son espacios vectoriales sobre los nimeros reales, dado que alli no hay inducto-
res ni capacitores. Aqui no hay ecuaciones diferenciales involucradas, sino solo
ecuaciones lineales (algebraicas) no homogéneas [10].

in*T(i) = E

2i = o, (30)

probando que hay exactamente ¢ = b — n + 1 ecuaciones independientes y des-
cribiendo las soluciones por medio de determinantes.

Ejemplo 9.
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Considere el siguiente circuito de corriente directa de la figura 27.

Las ecuaciones (29) quedan:

v = Riiy, vy = Raia,

v +vg=F
11 = 19
il
AMAWY
Ry
E —
Io
ANMN—=

Ry

Figura 19: Diagrama del circuito del ejemplo 9.

Las ecuaciones de la ley de Ohm definen un subespacio 2- dimensional en un
espacio vectorial de 4-dimensiones con coordenadas (i1,1i2,v1,v2). Las ultimas
2 ecuaciones de Kirchhoff definen un subespacio 2-dimensional afin.

La interseccién de ambas es el punto —(R; + Re) Y (E, E, R1E, R2 F) mien-
tras que las ecuaciones equivalentes (30) se escriben como:

Rii1 + Roio = F
11 = 19

0.2.3. Conclusiones

En este trabajo comparamos los tres tipos distintos de reciprocidad. Re-
cordando que cuando todas las ramas de una red fueron tomadas en cuenta,
las leyes de interconexion de Kirchhoff restringidas a un espacio lagrangiano de
S1 = C, ® C'; esto es una reciprocidad lineal de origen puramente topolégico.

En la seccién 7, S fue construido solamente de una red lineal de resistores,
mientras las fuentes de corriente continua fueron consideradas por separado de
manera que trasladan el voltaje y la corriente en una constante. Los espacios
lagrangianos resultantes obtenidos de la interconeccién ya no son lineales, si no
subespacios afines.
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A considerar la impedancia como un isomorfismo se requiere tomar la inter-
seccién con un subespacio Lagrangiano lineal. Esa interseccién es exactamente
un punto, si ambos espacios son transversales, y en dado caso un subespacio afin
para fuentes no triviales. Pareceria que se puede definir una estructura simplécti-
ca y cierta reciprocidad cuando C; y C! son espacios vectoriales complejos, pero
nosotros no abordamos esta idea en el presente trabajo.

En la seccién 1,3 y al inicio de la seccion 1,4 consideramos circuitos reciprocos
no lineales. El espacio S fue construido por corrientes y voltajes para todos los
inductores, y ramas de capacitores del circuito.

Bajo la hipétesis de Brayton-Moser, el potencial mixto es una funcién genera-
triz para la subvariedad lagrangiana (no lineal) ¢ en S; de corrientes admisibles
y voltajes en los inductores y capacitores, bajo las leyes de interconexion, y le-
yes de Ohm en resistores. Estrictamente hablando, las ecuaciones diferenciales
para el circuito estan definidas por ¢, la cual es parametrizada por corrientes
en inductores y voltajes en capacitores (o por flujos en inductores, y cargas en
capacitores).

Invariantes topolégicos como los espacios vectoriales H; y H', y pardmetros
como el nimero de mallas independientes ¢ y la caracteristica de Euler (igual
a 1) de la regién poligonal fue mostrado que son constantes muy importantes
para el punto de vista de las interconexiones.

A la pregunta de que si el nimero n de nodos y b de ramas son invariantes,
la respuesta es: no; porque dado un circuito nosotros podemos reemplazar una
rama por otra rama en serie, cambiando b y n.



Apéndice A

Elementos en Circuitos
Eléctricos.

A.1. Definicion y caracteristicas de los principa-
les elementos eléctricos lineales.

Todos los elementos eléctricos considerados en este trabajo son de dos ter-
minales.

En circuitos eléctricos encontramos cinco elementos lineales basicos, 3 pa-
sivos y 2 activos. Los pasivos almacenan o discipan energia; y estos son: El
resistor, el capacitor y la bobina. Los otros dos elementos, son activos y son los
que suministran energia a un circuito. Ellos son, el generador de voltaje y el
generador de corriente.

Ahora definiremos y analizaremos a cada uno de ellos.

A.2. Resistor.

En general la resistencia de un material depende del area transversal, la
longitud, la temperatura, la resistividad del material,etc. Incluso puede variar
con la frecuencia, cuando se le aplica una corriente alterna.

Como ya se dijo anteriormente el Resistor es un elemento pasivo y tiene 2
terminales, el pardmetro que lo caracteriza se llama resistencia R y es el cociente
de la diferencia de potencial (o voltaje) medida entre sus dos terminales, dividido
entre la corriente que atraviesa este elemento.

De hecho esta relacién es experimental y fué descubierta por Ohm.

47
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En seguida ponemos sus simbolos y sus propiedades:
R=V(t)/I(t)

Donde: V (¢) es la diferencia de potencial 6 voltaje entre sus terminales e I(t) la
corriente que atraviesa el elemento; al reciproco de R se le llama conductancia,
en contraposicién a resistencia.

Como la resistencia R es constante, la relacién entre voltaje y corriente
estd dada por la siguiente grafica:

A

I(t)

Figura A.1: Resistor Lineal

Si la grafica no es una linea recta entre las variables V'(¢) e I(t), el elemento
es no lineal, como se vera en la seccion 1.2.

A.3. Capacitor.

También es un elemento pasivo, y su almacenamiento de energia lo hace
mediante un campo eléctrico; a la propiedad que lo distingue le llamamos capa-
citancia y es el cociente de la carga acumulada entre la diferencia de potencial
que se mide entre sus terminales

Asi tenemos que C = ¢/V, donde:
C— es la capacitancia,
q— es la carga acumulada y

V — el voltaje.

De este tipo de elementos, el méas conocido es el de placas paralelas, el cual
mostramos en seguida:



A.3. CAPACITOR. 49

.
. .
. . O
. .

Figura A.2: a) Capacitor de placas planas paralelas b) Simbolo del capacitor

El pardmetro C' que caracteriza este elemento depende del area de las placas,
la distancia de separacion entre ellas y otra propiedad llamada permitividad
eléctrica [3] del medio que separa las placas.

Si tomamos la ecuaciéon que define a C' y recordando que la corriente es la
derivada de la carga respecto al tiempo tenemos:

I =dg/dt = d/dt(CV) = CdV/dt (1)

Obteniendo la dltima igualdad al suponer que C es una constante, puesto
que el elemento es lineal. De aqui observamos que cuando el voltaje es constante
entre las placas, entonces no pasa corriente a través del conductor.

Esto significa que s6lo habra corriente en el capacitor cuando haya cambios
de voltaje, por ejemplo cuando se aplica un voltaje alterno 6 al cerrar o abrir
interruptores.

Andlogamente podemos expresar el voltaje en términos de la corriente, des-
pejando dv en (1) e integrando:

/ v AV (t) = 1/C / t I(t)dt;

V(0) t=0

0 sea que
t

V() - V() =1/C [ I(t)dt

Y despejando V (t) de aqui tenemos:
¢
V() =1/C I(t)dt + V(0)

t=0

Donde V(0) se conoce como voltaje inicial del capacitor.
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A.4. La bobina.

Es un hecho experimental conocido que cuando circula corriente por un
conductor eléctrico, este genera un campo magnético alrededor de él.

Una bobina se construye enrollando un conductor de manera que una secciéon
transversal del enrollado sea circular.

El pardametro que lo distingue es la inductancia L, y podemos definirla como
el nimero N de vueltas de la espira, multiplicada por el cambio respecto a la
corriente del flujo magnético producido por cada espira; esto es:

L = Ndip/dI.

Ahora bien, si sabemos que el voltaje es la derivada del flujo magnético to-
tal, N, respecto al tiempo; o sea el cambio del flujo total V (t) = d(Nv)/dt;
entonces aplicando la regla de la cadena y la definiciéon de L tenemos:

V(t) = dNy/dt = Ndy/dI dI(t)/dt = LdI/dt, (2)

Ahora si deseamos expresar la corriente en funcién del voltaje en el inductor,

tenemos:
t

1) =1/L / V(t)dt + 1(0)

t=0

donde 1/L se conoce como invertancia de la bobina e I(0) es la corriente inicial
a través de la bobina.

Su representacion es la siguiente:

L 1(t)
| V(t) |

Figura A.3: La Bobina

Una de las tantas aplicaciones de la bobina es el Transformador Eléctrico,
que es un dispositivo mas complejo que los elementos que hemos visto y que no
consideraremos en este trabajo.
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A.5. (Generador o Fuente de Voltaje.

Es un elemento activo, porque mantiene entre sus dos terminales una di-
ferencia de potencial (o un voltaje) independientemente de cémo se conecte,
siempre que no se unan sus terminales en corto circuito.

En seguida mostramos los simbolos con que se acostumbra representarlo

+ Vo - + Vy(t) _
(M)
——o  o—(O—o
a) Voltaje continuo b) Voltaje alterno

Figura A.4: Generador de voltaje

A.6. Generador de Corriente

Este elemento mantiene entre sus dos terminales una circulaciéon de corriente
eléctrica, que es una funcién conocida. Ademés es independiente de como se
conecte, siempre que sus dos terminales estén conectadas a un elemento o a un
circuito.

La siguiente figura representa al generador de corriente:

1y(t)
/AR
(o, N O]

Figura A.5: Generador de Corriente

donde la flecha indica el sentido de la corriente.

Con lo que hemos dicho anteriormente para los generadores respectivos te-
nemos las siguientes afirmaciones:

Para el generador de voltaje: V;(t) es una funcién conocida, que no depende
del circuito al que se conecte ni cémo se conecte. La corriente que circula por
dicho generador es una funcién del tiempo desconocida que depende de cémo se
conecte el mismo a un circuito eléctrico y en principio es posible calcularla.

Simétricamente, para el generador de corriente: la diferencia de potencial es
desconocida y depende de cémo se conecte al circuito y en principio es posible
calcularla. En este generador, la I (t) es una funcién conocida, que no depende
cémo se conecte el generador al circuito.
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A.7. Analisis y comparaciéon de elementos li-
neales y no lineales.

En la seccién anterior describimos los elementos lineales que hasta cierto
punto son una idealizacién de lo que ocurre en la realidad. Aqui vamos a describir
los elementos no lineales comparandolos con los lineales.

Las variables mas importantes para describir los circuitos eléctricos, son la
corriente ¢ que circula a través de un elemento eléctrico y el voltaje v que se
puede medir en las terminales del mismo elemento. Cabe aclarar que existen
elementos que tienen mas de dos terminales como por ejemplo el transistor, que
tiene tres terminales o entradas.

Para un elemento electrostatico como lo es el capacitor, a la variable corriente
la podemos reemplazar por la variable carga eléctrica ¢ que ha sido acumulada
por dicho elemento hasta cierto instante. Para un elemento electromagnético
como lo es el inductor, a la variable voltaje v la podemos reemplazar por la
variable flujo magnético ¢. Esta nueva variable mide la densidad de campo
magnético que atraviesa una seccién de area unitaria A, colocada en el centro
del enrollado donde se concentra el campo magnético y perpendicular a dicho
campo. Aqui aclaramos que en todo el centro de este elemento el campo magnéti-
co practicamente es constante o de la misma intensidad, por tal motivo tiene
sentido poner un drea unitaria a la que atraviesa el campo dentro de la espira
con el fin de medir el flujo magnético de esta forma, esto es

— —
o= / B-dA,
s
_> . .
donde B es el campo magnético dentro de la espira.

La relacion entre las dos variables ¢ e 7 en el capacitor es
i = dg/dt.
Anélogamente la relacion entre las 2 variables en el inductor es

v = do/dt.

Aqui resumiremos en una tabla los elementos antes definidos, primero los
lineales y luego los no lineales:
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Simbolo Nombre Relacién entre sus parametros
HWVWWH Resistor o Resistencia Eléctrica | v = iR (LeydeOhm)
+ —
& Fuente de Corriente 1 = constante
+ —
° 1[afsb—0 | Fuente de Voltaje v = constante
T
— e Capacitor qg=Cwv, i =Cdv/dt
P00 — Inductor ¢ = Li, v= Ldi/dt

Figura 6. Principales elementos eléctricos

Como dijimos antes, R es la resistencia, C' la capacitancia y L la inductancia,
parametros que definen a sus respectivos elementos y que son proporcionados
por el fabricante de los mismos.

Observemos que algunos elementos implican derivadas con respecto al tiem-
po para relacionar corrientes con voltaje. Mds adelante veremos que esto genera
ecuaciones diferenciales ordinarias para modelar los circuitos analizados.

Elementos no Lineales:
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Simbolo Nombre Posibles Gréficas y Relacién
A
1(t)
. . N | ve)

HVWWWAH Resistor (incuyendo fuentes) v = f(i) 6i = f(v)

q A
— ey Capacitor q=f(v)6v=g(q)

6

— TN — Inductor 6= f(i)6i=g(¢) | i

Figura 7. Relaciones funcionales posibles entre las variables elé ctricas.

Observemos que los elementos lineales se pueden ver como un caso particular
de los elementos no lineales.

En la teoria de Brayton-Moser, que posteriormente veremos se requiere que,
las relaciones constitutivas para un capacitor y para un inductor no lineales sean
funciones, respectivamente, de la siguiente forma

q=fe(Ve), ¢ = frlir)

Tomando en cuenta que la derivada respecto al tiempo de la carga es la corriente
en el condensador, tenemos que

ic = dg/dt = d/dt(f(vc))/dt

o usando la regla de la cadena se escribe i, = f'(v.)dv./dt.
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Por analogia con la ecuacién (1), podemos escribir
ic = C(ve)dv/dt
donde
C(vc) = fe(ve)

De la misma manera, para el inductor la derivada del flujo magnético res-
pecto al tiempo es el voltaje

v = d(i) /dt = d/dt(fL(lL)),

y usando la regla de la cadena v = f} (ir)dir/dt. Como una generalizacién de
la ecuacién (2), escribimos

v = L(ig)dig/dt,

donde
L(ir) = fL(ir)-
Lo cual quiere decir que las funciones C(v.) y L(ir,) pueden interpretarse
respectivamente como las pendientes en cada punto de la grafica de las funciones

q= fc (UC) yo= fL(iL)'

El pardmetro C(v.) es conocido como capacitancia incremental 6 simplemen-
te como capacitancia no lineal; el pardmetro L(ir,) es conocido como inductancia
incremental 6 inductancia no lineal.
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Apéndice B

Conceptos Matematicos
Basicos.

B.1. Funcional Lineal y Espacio Dual

En esta seccién se dardn algunas definiciones que se consideran basicas para
el desarrollo de nuestro trabajo y que queremos incluir, para que este trabajo
sea autocontenido.

Para ello comenzaremos con lo que se llama una Funcional Lineal y daremos
algunos ejemplos.

Si consideramos un espacio vectorial V' sobre un campo K, Un Funcional
Lineal ¢ es una aplicacién lineal que va de V' al campo K o sea que satisface la
propiedad ¢(au + bv) = ap(u) + bp(v) donde a,b € Ky u,v € V.

Ejemplo 1.
Sea m; : R" — R la proyeccién i-ésima, o sea m;(x1, ..., Zn) = Z;.

Veamos si cumple con 7;(au + bv) = am;(u) + bm; (v).

Tomando v = (21, ..., ) YU = (Y1, ..., Yn ), €ntonces tenemos: au = (azry, axs, ....,aTy,)
y bv = (by1, bya, ....by,), y con esto se tiene que:

au + bv (azy1,azz,azy,) + (by1, bya, ...byn)

= (axy + byy,axs + bys, ..., axy, + byn)

aplicando 7; a este vector suma, se tiene:
mi(au + bv) = az; + by; (por definicién der).

o7
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Por otro lado se tiene que: a(u) + b(v) = ax + by por lo tanto ;(au + bv) =
am;(u) + br;(v) con esto entonces mostramos que m; es funcional lineal.

Ejemplo 2.

Sea V el espacio vectorial de los polinomios en ¢t sobre R. Sea g : V — R el
operador de integracién

Ahora veamos si se cumple que g(aP(t)+bL(t)) = ag(P(t))+bg(L(t)), donde
a,be Ry P LeV.

Tenemos que: g(aP(t) + bL(t)) = /Ol(aP(t) + bP(t))dt = /01 aP(t)dt +

1
/ bL(t)dt, por la propiedad de que la integral preserva sumas.
0

Luego se tiene que

g(aP(t) +bL(t)) = a/ol P(t)dt + b/o1 L(t)dt.
Pues a y b son constantes y finalmente:
g(aP(t) + BL(t)) = ag(P(1)) + bg(L(1)).
Por lo tanto es una funcional lineal.
Ejemplo 3.

Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden m sobre un
campo K. Sea T : V — K la aplicacién traza dada por

T(A) = a1 + aga + ... + apy, donde A = (a;;)

o sea que T asigna a una matriz A la suma de los elementos que estan en su
diagonal.

Veamos si es funcional lineal:

Tomemos A, B matrices de orden n x ny «, 8 € K, entonces
aA = (aa;;) y BB = (Bbij)
y también se tiene por suma de matrices que:

aA + BB = (oza,-j + /Bb”)
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Ahora aplicando T a esta suma se tiene:

T(aa+ fb) = aayr + aass + ... + aany + Bb11 + Bbaa... + by,
= afair + a2+ ... + apn) + B(b11 + b2 + ... + bnn)
= oT(A)+ BT(B).

Por lo tanto la aplicacién traza es funcional lineal.

Ahora enunciaremos un teorema sin demostracién [9], con objeto de definir
lo que se conoce como Espacio Dual.

Teorema 1. Sean U y V dos espacios vectoriales sobre un campo K. Entonces
el conjunto de las aplicaciones de U en V', con las operaciones de adicion y
multiplicacion por un escalar, forman un espacio vectorial sobre K.

Con el teorema anterior tenemos que el conjunto de las funcionales lineales de
un espacio vectorial U sobre un campo K, es también un espacio vectorial sobre
K con la adiciéon y multiplicacion por un escalar. En efecto, basta substituir en
el teorema anterior a V' por K. Esto significa que consideramos a V' = K como
un espacio de una dimensién.

Las operaciones en este espacio vectorial estan definidas como:

(¢ +0)(U) = ¢(U) +0(U) y (k¢)(U) = ko(U)

donde ¢ y o son funcionales lineales sobre U y k € K. Este espacio se llama
Espacio Dual de U y se denota por U*.

B.1.1. Espacio Simpléctico y Forma Bilineal

En esta seccién definiremos lo que se conoce como Forma Bilineal, asi como
Forma Bilineal Simétrica y Forma Bilineal Antisimétrica. En base al ltimo
concepto definiremos lo que se conoce como un Espacio Simpléctico.

Sea V un espacio Vectorial de dimensién finita sobre un campo K. Una
Forma Bilineal sobre V' es una aplicaciéon f: V x V — K que satisface:

1) flauy + bug,v1) = af (ur,v1) + bf (uz,v1)
ii) f(u1,avy +bva) = af(ui,v1) +bf(u1,v2)

para todo a,b € K y todo u;,v; € V. Cuando se cumple i) decimos que f es
lineal en la primera variable y cuando se cumple ii), decimos que es lineal en la
segunda variable.

Ejemplo 1.

Sean ¢ y o dos funcionales lineales arbitrarias sobre V. Sea f: V xV — K
definida por

f(u,v) = ¢(u)o(v)

Veamos si cumple las dos propiedades:
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i) Sean uy,us,v € Vya,b€ K. Entonces f(aus+bus,v) = ¢(aus +bug)o(v)
y como ¢ es lineal tenemos

flauy +bug,v) = (ag(ur) + bo(uz))o(v)
= ad(u1)o(v) + bo(uz)o(v)
= af(ur,v)+bf(uz,v)
con lo que se sigue i).
Luego sean u,vi,v2 € Vya,be K.
flu, avy + bug) = ¢(u)o(avy + bug),

pero como o es lineal

f(u,avy +bvg) = ¢(u)(aoc(vy) + bo(ve))
= ap(u)o(vi) + bp(u)o(v2)
= af( ,v)—l—bfuvg)

con lo que se tiene ii), y por lo tanto f es bilineal.

De hecho a la forma bilineal de este ejemplo se le conoce como “producto
tensorial” de ¢ y o, y por esta razon se acostumbra representar como f = ¢®o.

Sea f el producto escalar sobre R; esto es

flu,v) =u-v = (ug,ug,...,upn) - (V1,02,...,0,)
= UV1 + U2V + - - + URVy

donde u = (u;) y v = (v;).

Para probar la bilinealidad, tomemos primero una combinacién lineal en la
primera entrada:
flau+bv,w) = (au+bv)-w
(a (ul,...,un) +b(v1,. .., 0p)) - (W1, ... W)
((auq, ..., auy) + (bvy, ..., bvy,)) - (wy, ..., wy,)
(
(

au + bvl, c @ty +bug) - (W, .. wy)
auq + bvy)wy + (aug + bvg)ws + - - - + (au, + buy)wy,
auiwi + bviwy + ausws + bvsws + - - - + auyw, + bv, Wy,
= a(uywy + ugwa + -+ - + upwy )+
—|—b(v1w1 + vowg + -+ - + Unwn)
= af(uvw) =+ bf(’U,’LU),

con lo que se sigue i).
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Ahora tomemos la combinacién lineal en la 29 entrada:

flu,bv+cw) = (ur,...,upn) - (blvr,...,v,) + c(wi, ..., wy))
= (u1y...,un) - ((bvr,...,bv,) + (cwy,. .., cwy,))
= (u1,...,uy) - (bvr + cwn, ..., bu, + cwy)

up(bvy + cwr) + -+ - + up (bvy, + cwy,)

bviug + cwiuq + - - - + bvyuy, + cwpug,

bviug + -+ + vpup) + c(wiug + -+ + wouy)
= af(u,v) +bf(u,w)

Entonces es lineal en la 29¢ entrada. Por lo tanto es bilineal.

Sea A = (a;;) cualquier matriz n x n sobre R. Veamos si es bilineal sobre
R™ la aplicacién con valores reales definida matricialmente a partir de A como

a11  ai2 A1n Y1

a21 22 a2n Y2
f(X,Y) = X"AY = (r129 ... 2y)

an1 an2 Anpn Yn

La cual tiene también una representacién polinomial como

[(X,)Y) = Z @i Ty = Q112Z1Y1 + G1281Y2 + -+ + AnpZnln. (2)

i,5=1

La linealidad de f se sigue inmediatamente de la distributividad del producto de
matrices con respecto a la suma en uno de los factores. Los factores en cuestion
se toman como el vector fila y el vector columna, respectivamente.

Este tercer ejemplo es importante, porque muestra, en cierto sentido, que
toda forma bilineal es de este tipo en términos de coordenadas respecto a una
base.

De hecho a la sumatoria (2) en este ejemplo en las variables x;, y; se le llama
un Polinomio Bilineal.

Definicién 1. El rango de una forma bilineal f sobre V, escrito rang(f), se
define como el rango de cualquier representacién matricial de f. Se dice que
f es degenerada o no degenerada segin si rang(f) es menor que dimV 6 si
rang(f) = dimV. Esta dltima condicién de no degeneracién es equivalente a
que la matriz de cualquier representacién matricial de f tenga determinante
distinto de cero.

Asf que podemos escribir: f(X,Y) = X'AY = (X'AY)! = Y'A'X dado que
X!'AY es un escalar y por lo tanto su transpuesta es la misma.
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Resumiendo, tenemos que si f es simétrica, se tiene:
YIA'X =Y'AX
de donde tenemos que A* = A. O sea que la matriz A, es simétrica.

Un teorema general de algebra lineal nos dice que si A es una matriz sim
étrica sobre un campo K, entonces existe una matriz invertible P tal que P* AP
es una matriz diagonal.

Tlustraremos este resultado con el siguiente ejemplo:

Sean
1 2 -3 1 -2 7
A= 2 5 —4 P=| 0 1 -2
-3 —4 8 0 0 1

Ahora verifiquemos que P*AP es una matriz diagonal:
En efecto, esta ultima matriz es diagonal.

Definicién 2. Si una forma bilineal cumple con la condicién de que f(u,v) =
—f(v,u) se le conoce como forma bilineal antisimétrica.

Definicién 3. Si f es bilineal simétrica, entonces f(v,v) se conoce como una
forma cuadrética.

En base a las definiciones anteriores podemos definir lo que se conoce como
un Espacio Simpléctico: Un Espacio Simpléctico es un espacio vectorial con una
forma bilineal antisimétrica no degenerada (o sea con determinante distinto de
cero).

B.2. Homologia y Cohomologia

Tomemos R = R?\{(0,0)}. Cualquier linea contenida en R es llamada “I-
cadena”6 cadena 1-dimensional; Una 1l-cadena puede ser sélo un segmento de
recta o un lazo cerrado. La frontera de un segmento de recta son sus puntos
extremos. Una l-cadena que no tiene puntos extremos no tiene frontera, y es
llamada “1-ciclo”.

Una cadena la cual es frontera de alguna “drea”totalmente contenida en R
es llamada “l-frontera”.

Dos ciclos se dicen “homdlogos” (equivalentes), si su diferencia es una fron-
tera.
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Consideremos ahora la coleccién de 1-ciclos:
H1 = {, —262, —C2, 07 Co, —202, },

donde ncy circula alrededor del hoyo n-veces a lo largo de ¢y contra reloj.

H, es llamado el “primer grupo de homologia de R”, y este es claramente
igual al grupo aditivo de los enteros Z, entonces escribiremos Hy(R) = Z.

Para una ldmina u hoja de papel con k-hoyos en ella P*, se tiene: Hy(P*) =
Z®ZD...0Z (k-veces).

La suma directa del lado derecho, representa a todos los vectores k-dimensionales
con entradas enteras; la p-ésima coordenada de uno de estos vectores, describe
el niimero de veces que el p-ésimo hoyo es circulado o rodeado. Definiremos los
grupos de homologia de una forma maés precisa.

Definicién 1: Sea V un espacio vectorial sobre el campo R, y sea C un sub-
conjunto de V, diremos que C es convexo si:

01,02€C:>t01+(1_t)02€c N tGI(I:[O,l])

Definicién 2: Un conjunto {v, ..., v1 } de puntos 6 vectores en un espacio vecto-
rial V es convexo-independiente (c-independiente), si el conjunto {v; —vo, ..., Vg —
v} es linealmente independiente; ademds note que esta definicién no depende
de qué vector sea llamado vg.

Definicién 3: Un conjunto de puntos [vg, v1, ..., vg] en R™, es llamado k-simplejo
simplicial y se denota por ¢¥; si [vg, ..., vk] es c-independiente, k es la dimen-
sién del simplejo. Si V' € [uvp, ..., vg] entonces los coeficientes a; con a; > 0y
Zfzoai =1 tales que V = Zfzoaivi, son llamadas las coordenadas baricéntricas
de V.

Las caras de un simplejo n-dimensional [vy, ..., v,] son los simplejos posibles
generados por n — 1 vértices [vg, ..., Un—1], [V0, -+ey Un—2, Un], ..., [U1, V2, ..., Up].

Asi la i-ésima cara se obtiene al separar el i-ésimo vértice v; del conjunto
[vgy ...y U], ¥ €lla es opuesta a este vértice.
Definicién 4: La i-ésima cara del simplejo simplicial o™ es:

Jz;l = [’Uo, ...,f]i, ...,’Un]

Las caras de menor dimensién se obtienen, de un simplejo [vp, ..., v,] al separar
un nimero cualesquiera de vértices.
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Definicién 5: Sea ¢ un simplejo, con vértices vy, ..., V. Dos orientaciones
[Vigy s Vi) ¥ [Vgy5 oo, U5, ] de los vértices de o son equivalentes si (ji, ..., ji) €s
una permutacién par de (ig, ..., ). Esto es claramente una relacién de equiva-
lencia y para k > 1, se separan las orientaciones de vy, ..., v en dos clases de
equivalencia. Un simplejo orientado, es un simplejo o junto con la eleccién de
una de estas clases de equivalencia.

Definicién 6: La frontera orientada del simplejo [vy, ..., v,], €s una combinacién
lineal de sus caras del siguiente tipo:

00" = 0[vg, ey vn] = Y (1) 00, 1, Biy ooy va] = (= 1))

Ejemplo: Para los simplejos de dimensién 0,1 y 2 se tiene:

8[1}0] =0
9[vo, v1] = [v1] = [vo]
8[110,1)171)2] = [1}1,1)2} - [1)071}2] + [’UQ,’Ul]

Teorema 1: Para un simplejo n-dimensional tiene lugar la férmula:
00[vg, ..., vy =0

Demostracion:

Para la demostracién se aplica el calculo directo y la definicién de 0. Por
ejemplo para n = 2, se tiene:

Ovg, v1,v2] = [v1,v2] — [vo, V2] + [0, v1]
entonces
90Nvo, v1,v2] = {[va] — [v1]} = {[v2] — [vo]} + {[v1] — [vo]} =0

El calculo es andlogo para cualquier n:

000" = 0 <Z(—1)iag)1>

i=0
en esta suma la cara aa_ﬁ (los vértices v;,v; se omiten) se incluye dos veces en
las fronteras 80&)_1 y 602’51 con signos opuestos.
Definicién 7: Un complejo simplicial K es un conjunto de simplejos, de dimen-
sion arbitaria, que tienen las siguientes propiedades:

(i) Si un simplejo estd en K, sus caras de cualquier dimensién estén en K.
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(ii) Si o* y ot son elementos distintos de K, entonces o* N ot = ().

Si p es la dimensién maxima de los simplejos que constituyen a K, entonces
se dice que K tiene dimensién p.

Un complejo simplicial finito se compone de un nimero finito de simplejos:

K = {0—?70']1#0]%7 "'70{}

Definicién 8: Una variedad triangulable es una terna (M, K, h), donde M es
una variedad, K es un complejo simplicial, y h : [K] — M es un homeomorfismo.

Definicién 9: La frontera de la cadena k-dimensional o k-cadena Cj, = >, g;07
con g; € Z denotada por (0Cy), es la (k — 1)-cadena definida por la férmula:

oCy, = Zgiaaf donde 0<p<k.

Corolario 1: El operador iterado
Cr-1(K; Z) — Cp(K, Z) «— Cp11(K, Z)

satisface 92 = 90 0 = 0.
Demostracion:
La prueba es directa aplicando el Teorema 1.

Definicién 10: Un k-ciclo, es una k-cadena Cy, tal que 0C) = 0, claramente
estos forman un subgrupo conmutativo de Cy (K, Z) para un complejo K y grupo
conmutativo Z, el cual denotaremos por Zy (K, Z).

Definicién 11: Las fronteras son cadenas Z; € Cy (K, Z) tales que existe una
(k+1)-cadena Cy1, tal que Zj, = 9Cj1; estos ciclos forman el grupo By (K, Z),
el cual llamaremos grupo de fronteras k-dimensionales.

Definicién 12 (GRUPO DE HOMOLOGIA DE UN COMPLEJO SIM-
PLICIAL K): Al grupo de homologia de dimensién Hy (K, Z) de un complejo
simplicial K, lo definimos como el grupo cociente del grupo Zj de todos los
ciclos de dimensién k, por ciclos By.

7w (K, Z)

D= 5,(x.2)

Dos ciclos son homolégos o equivalentes si y solo si difieren por una frontera,
!
2 — 2, = 0Cl41
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Al grupo definido anteriormente, también se le conoce como el grupo de
homologia de K con coeficientes en Z.

Definicién 13: Definamos el grupo Abeliano C*(K, Z), de k-cocadenas f* de
K con coeficientes en el grupo abeliano Z por:

CMK,Z) = {f*\f*:Cu(K,Z)— Z esun homomorfismo}
= Hom(Cy(K,Z),Z)

Esto es, una k-cocadena f* es un homomorfismo que asigna a cada Cj un
elemento f*(Cy) en el grupo Z.

Como fF+ f¥, es un mapeo el cual envia Cy sobre ff(Cy)+ f§(Ck), entonces
C*(K, Z) es un grupo Abeliano.

Observacién 1- Si llamamos fF al operador dado por fF (0}) = di j, donde O
es el j-ésimo simplejo de K de dimensién p con 1 < p < k, observemos que los
elementos de C* estan dados por:

F=>"gf?

En analogia con el operador frontera 0, sobre cadenas daremos la siguiente
definicién.

Definicién 14: Definiremos un operador cofrontera §, que envia k-cocadenas en
(k+1)-cocadenas. Para f* en C* asignaremos 0 f* en C¥*! y una especificaciéon
de la accién de 0 f* sobre (k 4 1)-cadenas es como sigue:

3f*(Crs1) = fH(OCk11)
Observacién: De aqui en adelante denotaremos al grupo abeliano por G.
Teorema 2: El operador iterado:
C*1(K,G) - C*(K,G) — C*Y(K,G)

satisface que § o § = §2 = 0.
Demostracion:
La prueba es directa como consecuencia del teorema 1.

Definicién 15: Definamos los cociclos (2*) y las cofronteras de la siguiente
manera:

zZF = ker(d:C* — C*1)  (grupo de cociclosZ* (K, G))
BY = im(6:C*' = C%) (grupo de cofronterasB* (K, G))

donde 6 : C* — Ck*1 y §: Ck~1 — C* respectivamente.
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Definicién 16: El p-ésimo grupo de cohomologia del complejo simplicial K
(0 < p < dimK), con coeficientes en el grupo Abeliano G, es el grupo cociente:
ZP(K,G)

H?(K,G) = FEC)

La Cohomologia se definird como el grupo cociente de las formas diferenciales
cerradas por las formas diferenciales exactas, en una variedad triangulable M.

Un producto interno en un espacio vectorial V sobre un campo F, es una
funcién bilineal de V x V' — F', denotada por (V, W) — (V, W), que es simétrica

(VW) =W, v)

y no degenerada: si V' # 0, = existe W # 0 tal que (W, V) # 0.
Aqui el campo F casi siempre es R.
Para cada r con 0 < r < n podemos definir un producto interno (, ), en R™

por
n

(a,b), = i a’b’ — Z a'tt
i=1

1=r+1

que es no degenerada, pues si tomamos a # 0, =

En particular, para r = n “obtenemos el producto interno usual”, (,) en R,

(a,by = z": a't’
i=1

para este producto interno tenemos que {(a,a) > 0 si a # 0.

En general una funcién bilineal simétrica (,) es llamada definida positiva
si (V,V) > 0 para toda V # 0.

Una funcién bilineal definida positiva (,) es claramente no degenerada, y
consecuentemente un producto interno. Note que un producto interno (,) en V
es un elemento del conjunto de las funciones bilineales simétricas en V, asi, si
f W — V es una transformacién lineal =  f % (,) es una funcién bilineal
simétrica en W. Esta funcién bilineal simétrica puede ser degenerada si f es 1-1,
por ejemplo, si (,) estd definida en R? por

(a,b) = a'b' — a?b?,

vy f:R—R?es f(a) = (a,a). Sin embargo, f*(,) es claramente no degenerada
si f es un isomorfismo sobre V.
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Por otro lado, si (,) es definida positiva, entonces f « (,) es definida positiva
siy solo si f es 1-1.

Para una base vy, vs, ..., v, de V, con su base dual correspondiente vy, v, ..., v},
podemos escribir

n
()= giju; @v;
i,j=1
En esta expresién g;; = (v;,v;) junto con la simetria de (, ) implica que la matriz
(9ij) es “simétrica”:
Gij = Gji
La matriz (g;;) tiene otra importante interpretacion

Dado un producto interno (,) que es lineal en la segunda entrada, podemos
definir una funcién lineal ¢, € v* para cada v € V por

pu(w) = (v, w)

Dado que (,) es lineal en la primera entrada, el mapeo V' — ¢y es una
transformacién lineal de V' a V*. La no degeneracién de (,) implica que ¢, # 0
si v # 0. Asi, si V es de dimensién finita, un producto interno (,) dado induce
un isomorfismo o : V.— V*, con (v,w) = a(v)(w).

Claramente la matriz (g;;) es justamente la matriz de @ : V. — V* con
respecto a las bases {v;} de V iy {v/} de V*.

Asi, la no degeneracién de (,) es equivalente a la condicién que (g;;) es no
singular, o sea det(g;;) # 0.

El que (,) sea definida positiva corresponde a la condicién mas complicada
de que la matriz (g;;) sea“positiva definida”, cumpliendo que > j=1 9ijata’ >0

para toda a',...,a™ con al menos un a’ # 0.

Dado un producto interno (,) definido positivo en V, definimos la norma
asociada || || por

| v|= (v, v)é (se toma la raiz cuadrada de un positivo)

En R™ denotamos la norma correspondiente como (, ) simple por

la|={(a,a)?

con la propiedad principal siguiente.

Teorema. Para toda v, w € V tenemos
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D lav|=lal. o]
2) | (v,wy |[<||v]| . ||w]| laigualdad se da siy solosivy w son linealmente
independientes

3) lo+wll<llo | + [l wl

Prueba:
1) Es trivial.

2) Si v y w son linealmente independientes,se cumple la igualdad. Si no,
entonces \v — w # 0 para toda X € R, asi

O<[[w—wl|® = (w—wIv—w)
Nl 1 =20 (v, w)+ || w |

es una ecuacion cuadratica en A que no tiene solucién real y por lo tanto su
discriminante es negativo. Asf, 4(v,w)? —4 || v ||?|| w ||*< 0.

3)
fv+w|? = (v+wov+w)
= vl + [l w | +2(v, w)
< vlP+llwl?+2fvol-fwl por 2)
= (lvll+wl) O
La funcién || || ciertamente tiene grandes propiedades, por ejemplo, la fun-
cién | | en R™ no es diferenciable en 0 € R™.

| |I? es una“funcién cuadrética.®® V en términos de una base {v;} para V
podemos escribirla como un polinomio de grado 2 homogéneo en las componen-
tes

n n
ig 2 i
1Y a' |P= ) gija‘al
i=1 i,j=1
mas concisamente

n
I 12= " gijor v}

i,j=1

Teorema. Si | || es la norma asociada al producto interno ( , ) en V,
entonces

D) (ww)=z(lv+wl = ]v|*=w]?)
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2) wow)=g(lvtwl|?-v-wl|?

Prueba:
Célculo directo O

Este teorema muestra que dos productos internos con la misma norma,
son ellos mismos iguales. De forma similar, si f : V — V preserva normas
(I f) =l v| paratoda v € V), = f as{ mismo preserva productos in-
terno ((f(v), f(w)) = (v,w) V wv,weV).

Podemos notar que un isomorfismo preserva productos internos definidos
positivos.

Teorema. Si { , ) es un producto interno definido positivo en un espacio
vectorial V de dimensién n, entonces existe una base para V, {vi,...,v,} tal
que (v;,v;) = J;; (esta base es llamada ortonormal respecto a ( , )). En

consecuencia, el isomorfismo f: R™ — V tal que

(a,b) = (f(a), f(b)) a,beR"

en otras palabras

Demostracion:

Sea {wy, ..., w, } una base para V, obtenemos una base deseable por el proceso
de ortogonalizaciéon de Gram-Schmidt: Dado w; # 0 podemos definir

w1
v =,
[w |
y claramente || v ||= 1. Suponga que construimos {vy, ..., vy} tal que

<7)iavj>:5ij 1§Z7j§k‘ y
span{vy, ...,vx } = span{wy, ..., wg}
Entonces, w41 es linealmente independiente de {vy, .., vg}.

Sea wj | = Wrt1—(V1, Vks1)V1—-..—(Vk, Vkq1)Vk # 0,vemos que (wj 1, v;) =
’

. . w . . .,
0, ¢=1,...,k. Podemos definir vy = ﬁ y se continua por induccién. [
k+1
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Definimos Frontera de un g-simplejo singular o, como una (¢ — 1)-cadena
singular

En el caso especial o = (po...pq);

O(po..-pq) = Z(—l)i(po...ﬁi...pq)

Extendemos ¢ a un homomorfismo entre modulos S,(xr) — Sy—1(x) por

linealidad, asi
0 Z VO = Z Vs (00)

Para ¢ = 0, la frontera de 0-cadenas es por definicién 0.

Proposicién 9.2 90 =0
Prueba:

Es suficiente con verificar que 9(9¢) = 0 donde ¢ es un g-simplejo singular

Derivamos el siguiente resultado por medio de un calculo basado en el lema
siguiente.

Definamos F; para ¢ > 0 como las aplicaciones afines F; :Ag—1 — Ag4 para
0 <1 < g tales que mandan al complejo simplicial de dimensién ¢ — 1 en la cara
del complejo simplicial de dimensién q, que se obtiene omitiendo en el vértice i.
Lema F;Fg , = FIF,~{ para j <.

Entonces

0(00) = > (-1)'9(c")

i=0
q q—1
= Z 1 (oo Fz )o FJ
i=0 _[=O
q q—1
1
- (—D)"™Hoo (FIF;-) + Y (-1)"™oo (FiF! )
j<i=1 0=i<j
y todo se cancela (colocamos i! = j,j! = i—1 en la primera suma). O

Aqui R es un anillo para las siguientes definiciones.
Una g-cadena singular C tal que 9(C') = 0 es llamada un ciclo; si C = 9(C")
para alguna (¢ + 1)-cadena C’, C es llamada una frontera. Dos g-cadenas cuya
diferencia es una frontera son llamadas homoélogas y se escriben C; ~ Cs. Por
el hecho de que 90 = 0 las fronteras forman un submédulo B, del modulo Z,
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de ciclos; el modulo cociente Z, /B, es llamado el g-ésimo médulo de homologia
singular de X, denotado por Hy(X, R) o simplemente H,(X) sin la referencia a
R.

Proposicién - Sea (X) una familia de componentes conexas por trayectorias
de X. Entonces tenemos un isomorfismo canénico

H,(X)=®rH (X)) paratoda ¢ >0

@® M), es la suma directa de una familia de R-mddulos y se define como el
submédulo del producto cartessiano de M,;S que consiste de las familias (my)
tal que a lo mas un conjunto finito de los my son diferentes de 0.

Prueba:

Tenemos de hecho un isomorfismo

Sq(X) = &15¢(Xk) paratoda ¢>0

tal que el operador frontera se aplica componente por componente. Ahora bien,
como todo simplejo simplicial A, es conexo por trayectorias, un g-simplejo sin-
gular o manda a A, dentro de una componente por trayectorias Xj. Asi, cada
g-cadena c¢ se descompone en una tnica suma

C:ECk
k

donde cj, es una g-cadena singular en Xj.

Sea A un subespacio de X entonces Vg >0, S;(A) esun submdédulo de
Sq(X) que consiste de combinaciones lineales de g-simplejos singulares Ay — X
cuya imagen estd contenida en A. Podemos formar el modulo cociente y dado

un operador frontera que manda a Sq(A) dentro de S, ;(A); esto induce un
homomorfismo O que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo

Sq(X) — 84(X)/S4(4)
0l 10
Sg-1(X) — S4-1(X)/S4-1(A)
[Esto es, si C € S,(X) definimos 8 (clase de C modulo S,(4)) = clase de

9C mod S,_1(A)]. Claramente 99 = 0. Podemos considerar como antes los
médulos:

a) ker[Sq(X)/Sq(A)% Su-1(X)/Sq-1(A)]

b) Tmagen[Sys1(X)/Sq41(A) % S4(X)/S4(A)]
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Dado que b) es un submdédulo de a) podemos tomar el modulo cociente que es
denotado por H, (X, A) (6 Hy(X, A, R) si queremos especificar cudl es el anillo de
coeficientes)y lo llamamos el g-ésimo modulo relativo de homologia de X mod A.
Podemos obtener este médulo directamente S, (X) si queremos, comenzando con
C € S4(X). Suponga que al recorrer el diagrama hasta S;_1(X)/Sq-1(4), C
va a cero; esto dice que 9C' € S,_1(A). El conjunto de tales C'® forma un
submédulo Z,(X, A) de S;(X) cuyos elementos se llaman g-ciclos relativos en
X mod A.

Ejemplo: Si o es una trayectoria (curva) en X, es un 1-ciclo relativo mod A si
sus punto extremos estan en el subespacio A. Mas generalmente, un g-simplejo
es un g-ciclo relativo si sus caras estan en A.

El modulo Z,;(X, A) es justamente preimagen para el homomorfismo cociente
del modulo al anterior. ;Qué seria la preimagen para b)?. Claramente eso es el
submédulo B, (X, A), de S;(X) que consiste de cadenas homdlogas a cadenas
en S,(A); estas son llamadas g-fronteras relativas en X modulo A (escribimos
C «~ C'modA si C' — C' es una g-frontera relativa).

Lema. Hy (X, A) = Z,(X,A)/By(X, A)

Este lema es una consecuencia del teorema de isomorfismo (M/P)/(N/P) =
M/N en dlgebra de médulos. O

Por ejemplo, si X es el cilindro I x S, A el subespacio 1 x S!, entonces el
circulo horizontal s — (¢, e2™) es una 1-frontera relativa, puesto que es homélo-
go al circuito s — (1,e2™) en A.

Nota: Si A es vacio, S;(A) = 0 para toda q por definicién; aqui tenemos que
H,(X,¢) = Hy(X). Asi, la discusién de médulos de homologia relativa incluye
modulos absolutos como un caso especial.
La propiedad mas importante de los médulos de homologia relativa H, (X, A)
es la existencia de homomorfismos
Hy(X,A) — Hg_1(A) (B.1)

por medio de la cual obtenemos una secuencia infinita de homomorfismos

s Hy(A) — Hy(X) — Hy(X, A) — Hy_1(A) — ...

llamada secuencia de homologia del par (X, A).

Definimos este homomorfismo como sigue: Dado un g-ciclo relativo Z que
representa a la clase de homologfa Z. Por definicién, 0Z es una (¢ — 1)-cadena
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en A, pero 90 = 0, 0Z es de hecho un (g — 1)-ciclo en A y podemos considerar
su clase de homologia dZ € H,_1(A). Estas clases dependen solo de Z: si
7 ~ 7' moduloA, entonces Z = Z' + w + 0Z", donde w es una g-cadena en
A, Z" una (q¢+ 1)-cadena en X; entonces 0Z = 9Z' + dw, esto es, 0Z y 0Z' son

homélogos en A. Definimos el homomorfismo (1) denotado asi d por 9Z = dZ.

Teorema. La secuencia de homologia de (X, A) es exacta. Esto significa que

(a) La composicién de cada dos homomorfismos en la secuencia es cero, y

(b) la imagen de un homomorfismo es igual al nicleo de el préximo.

Prueba:

Verificamos que cumple con propiedad de ser exacta en la etapa Hy (X, A) y
dejamos como ejercicio verificar la misma propiedad en las etapas para Hg(A),
H,(X). B B

Sea Z un g-ciclo en X, esto es 0Z = 0. Entonces 0H,(j)(Z) = 0Z = 0, asi que
la composicién d o H,(j) es cero. Sea Z un g-ciclo relativo tal que la imagen 02
de Z bajo el homomorfismo (1) es cero. Esto significa que 0Z = OW, donde W
es una g-cadena en A. Por lo tanto Z — W es un ciclo en X. Ademis, la clase de
homologia relativa de Z — W es la misma que la de Z;, asi H,(j)(Z — W) = Z.
Asi mostramos que la imagen de H,(j) es igual al nticleo de 9. (|

Nota: La secuencia de homologia termina por la derecha con la exactitud en

— Hy(X) — Hy(X,A) — 0

La exactitud en H,(X, A) significa que la imagen de H,(j) es igual al niicleo
del homomorfismo cero, i.e., H,(j) es sobreyectiva.

Podemos interpretar esto mas explicitamente como sigue: Dada una secuen-
cia exacta de complejos de cadenas.

0 = S4(A) = 5¢(X) = 5¢(X)/54(4) — 0

aplicando el functor Hompg(R) transformamos a la secuencia en

0 — 89X, A) B §9(X)% §9(A) — 0

Lema. Esta secuencia es exacta.
Prueba:

Primero se muestra que ¢; es sobre. Sea S,(X, A) el submédulo de S, (X)
generado por todos los simplejos singulares cuyo soporte no estd contenido en
A, entonces

Sq(X) = 54(4) & S¢(X, A).
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Aqui una funcional lineal en S, (A) puede ser extendida a S, (X) definiéndolo
como igual a cero en S4(X, A). Los pasos que faltan depende de las propiedades
de S(X).

Una f: S4(X) — R tal que foi = 0 se extiende a una bien definida f:
Sq(X, A) — R tal que fp = f. Por lo tanto, kert; C imt,. Los otros pasos se de-

jan al lector. O

Teorema. Los médulos de cohomologia singular tienen las siguientes propieda-
des

1) Contrafuntorialidad

2) Los diagramas conmutativos
HI(A) — HI(X, A)
HY | THT(S)

HY(B) — H(Y,B)

3) La secuencia exacta de cohomologia

0— H(X,A) — ... —» HI(X) - HY(A) — H" (X, A) — ...
4) Es homotépicamente invariante
f=g = H'f)=Hg)

5) Excision U ¢ A = HY(X,A) — HY(X — U, A —U) es un isomorfismo

R si ¢=0

6) Para un punto simple p, H%(p) = { 0 si ¢>0

Demostracion:

Los puntos 1) a 3) se dejan como ejercicio.

4) Se sigue dado que el mapeo homotépico induce mapeos homotdpicos de
cadenas de complejos singulares, asi que mapeos homotdpicos de cadenas del
complejo de co-cadenas inducen mapeos iguales en cohomologia.

Para 5) Usando el mismo argumento para obtener la equivalencia de cadena

homotédpica de S(X —U, A—U) C S(X, A). Alternativamente considere el dia-
grama.
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0— EYX,A) — HYX,A) — Hy(X,A)x — 0

Ei(f)=Ei(g) 1 T Ttu,(f) =tn,(9)
0— EI(Y,B) — HY(Y,B) — Hy(Y,B)* — 0

6) se sigue por el teorema de excision en teorfa de homologia, con el dia-
grama conmutativo anterior con (X, A)en lugar de (Y,B) y (X —U,A—U) en
lugar de (X, A) y por el lema de Barratt-Whitehead.

7) se sigue de la homologia de un punto, el hecho que E%(p) = 0 para todo q,
y el isomorfismo canénico R* = R. g

En el lenguaje de las formas diferenciales, f que es el operador cofrontera
corresponde a la llamada derivada exterior.

Si Q3 es una forma diferencial puesto que D(Q2*) = 0 para una 3-forma en el
3-espacio, vemos por (04,¢’(¢)) = [, Q°(¢) que 6¢*(¢) = 0 (por el teorema
general de Stokes).

Definimos los médulos de ciclos y cofronteras por

Z9X) = kerd:SIX)— STH(X)
BYX) = Imd:ST1(X)— SYX)

y el médulo cohomologia como H?(X; R) por

HY(X) = 27(X)/B*(X)

Sif: X — Y, entonces S9(f) respeta cociclos y cofronteras e induce un
homomorfismo cociente

HI(f) - HY(Y) — HY(X)

Para X el 3-espacio Euclidiano tenemos descritas las clases de cohomologias
por las formas diferenciales. Los cociclos corresponden a formas cerradas, mien-
tras que las cofronteras son las formas exactas (como dw). Pero para q positiva
es clasico que la g-forma (en R3) es cerrada < es exacta. Esto corresponde al
hecho de que H?(R?®) = 0 para q positiva.

~ Definimos S9(X, A = homg(S,(X)/S4(A), R) y definimos la cofrontera § :
S9(X,A) — S9TH(X, A) que es la transpuesta del operador frontera

0+ 5y11(X)/Sqi1(A) — S4(X)/5,(A)
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Definimos

HY(X,A) =[kerd en S9X,A)]/[Imé en ST X, A)]

Un subespacio X del espacio euclidiano R™ es llamado un poliedro (finito)
si este puede ser representado como una unién finita de simplejos geométricos
tales que la interseccién de dos simplejos es vacio 6 una iteracién de caras de
cada uno. Tal representacién es llamada triangulacion de X.

Un espacio X es llamado triangulable finitamente (también llamado simpli-
cial finito) si es homeomorfo a un poliedro (finito). Claramente tales espacios
son llamados células complejas finitas.

Si X e Y son poliedros, un mapeo f : X — Y es llamado simplicial (con
respecto a triangulaciones dadas si la restriccion de f a cualquier simplejo geo-
métrico en X es un mapeo afin de sobre un simplejo geométrico en Y. La im-
portancia de los poliedros es que un mapeo arbitrario puede ser aproximado por
un mapeo simplicial en la misma clase de homotopia.

Construccion de J.P. Roth
Sea K un circuito eléctrico: consideremos a K como un complejo unidimen-
sional.

Un conjunto de corrientes que fluyen a través de las ramas K puede ser
considerado como la asignaciéon de un nimero complejo a cada rama. Aqui tales
conjuntos de corrientes son tratados como un vector o l-cadena orientada al
espacio de tal conjunto de corrientes de rama, asf coinciden con el grupo C*(K)
de 1-cadenas orientadas sobre los coeficientes del campo de niimeros complejos.
Una malla de corriente donde la corriente fluye alrededor de un circuito cerrado
orientado corresponde a 1-ciclo, pero como podremos ver es mas apropiado
identificar a esto con un elemento de el primer grupo de homologfa H'(K) de
K. De hecho, el espacio de tales circuitos de corriente (las llamadas mallas de
corriente) es isomorfa con H'(K); con estas identificaciones, la transformacién
i = i’ usada por Kron es el homomorfismo natural de H!(K) sobre C*(K).
Aquf 7', i son vectores columna representando elementos de H'(K),C'(K) con
respecto a bases escogidas para cada espacio.

Recordemos sin embargo que C'(K) puede ser vista como el grupo de ho-
mologia relativa de k médulo su esqueleto cero (nodos). Fisicamente esta trans-
formacion puede ser considerada como una expresion de la Ley de corrientes
de Kirchhoff. Podemos, sin embargo, ver que el espacio de corrientes (nodo =
vértice) es isomorfo al grupo de frontera de cero cadenas. En la notacién de
Kron el operador frontera es expresado por la ecuacién I’ = A;J donde J e I’
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son vectores columna representando vectores en C1(K) y B°(K)) con respecto
a bases dadas para esos espacios. Usamos la notacién mas acostumbrada en
topologia,I” = 9J donde O es el operador frontera. En este contexto el ope-
rador frontera puede ser interpretado como una expresién alternativa de la Ley
de corrientes de Kirchhoff, equivalente a la forma antes mencionada. Podemos
combinar las aplicaciones C y 9 para formar la secuencia de homologia reduci-
da”definida por (K, K°), K° siendo el esqueleto cero de K:

0— Hi(k) — CY(k) — B°(k) -0

El resultado 0C =0 (6 A;C =0) es una consecuencia de la exactitud de
esta secuencia y es referido por Kron como“la condicién de ortogonalidad”. Por
supuesto este resultado puede ser verificado directamente.

El conjunto dual de relaciones consideradas en los espacios de voltajes y
potenciales seran identificadas con la correspondiente secuencia de homologia
relativa. Comenzamos con el opuesto en el final de la secuencia.

Primero identificamos el espacio de potenciales de nodo con el grupo Cy(K)
de cero cadenas de k. El espacio de diferencias de potencias (par nodo poten-
cial) coincide con el subgrupo Py(K) de Co(K), el dual P°(K), es isomorfo a
Co(K) mbdulo el subgrupo de 0-cociclos. Py(K) es seleccionado como la ima-
gen de P°(K) bajo el siguiente isomorfismo: Sea C° = " a,;0Y una O-cadena
orientada de k, la sumatoria corre sobre el conjunto de todas las 0-células de K
las a; siendo nimeros complejos. Sea ¢(C?) la O-cadena f tal que f(o;) = a;. La
transformacion ¢ es un isomorfismo de CY(K) en Cy(K). Sea Py(K) la imagen
de P°(K) bajo o. Asi, si {bx } es una base para P°(K), llamamos asi {¢(bx)} la
base correspondiente para Py(K). Los espacios de ramas de voltajes (termino-
logia para los Voltajes en Kron) puede ser identificado con el grupo de 1-cadenas
de K, C1(K).

El operador cofrontera £ = 0E’ (6 E = AFE’, en notacién de Kron), donde
E,E’ representan elementos de C}(K), Py(K), pueden ser considerados como
una forma de la Ley de Kirchhoff de voltaje. Finalmente, el espacio de mallas
coincide con el primer grupo de cohomologia H;(K). De nuevo, si tomamos
una base fija para H*(K) y C'(K) y escribimos la ecuacién matricial para el
homomorfismo natural C y entonces usamos las mismas bases para expresar el
homomorfismo dual de C;(K) sobre H;(K), entonces el mapeo toma la forma
usada por Kron, C;V = e. Este mapeo es otra forma equivalente de la Ley de
voltajes de Kirchhoff. Estos dos mapeos nos proporcionan la siguiente sucesiéon
de homologias reducida:

0— Hi(k) «— Cy(k) «— Py(k) <0

Por exactitud, Ctd = 0 (6 Cy(A) = 0) esta condicién es denominada por
Kron “La ortogonalidad de mallas y de potenciales de nodos”.
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Los isomorfismos Torcidos

Estudiaremos las condiciones que prevalecen en las ecuaciones diferenciales des-
critas por corrientes de ramas y voltajes de rama en un circuito dado reduciendo
las ecuaciones a la ecuacién matricial V' = LJ, una ecuacién para el circuito
donde J es un vector columna que representa la 1-cadena con respecto a bases
dadas para C*(k). Finalmente, L es llamada la matriz impedancia y estd de-
terminada solamente por las propiedades electromdagneticas de los elementos
(resistencia, inductancias mutuas, etc.); esto es esencial para reafirmar la trans-
formacion L es independiente de la forma en que las ramas estan conectadas,
esto es, independiente de la estructura topoldgica de K. En la notaciéon de Kron
L es denotada por Z.

Los problemas de circuitos eléctricos pueden ser interpretados en térmi-
nos fisicos como sigue: Dado un conjunto de elementos con propiedades elec-
tromégneticas que determinan una transformacién L, conectadas en una forma
predeterminada siempre determina a un circuito K y dado un conjunto e’ de
fuentes de corriente conectadas en serie en las mallas (e’ es un elemento de
Hy(K)) y un conjunto I’ de corrientes que fluyen para la salida del sistema
en los nodos de K(I" es un elemento de PY(K)), el problema es encontrar la
corriente que fluye a través de la malla y el potencial en cada elemento - este es
el tema de las Leyes de Kirchhoff.

En este problema puede o no haber solucién y la solucién depende de la
naturaleza de L. Decimos que la matriz L y la transformacién representada
por L estd bien definida si L + L; es definida positiva. La potencia disipada
%(th—l— V;J) es definida positiva si y solo si L estd bien definida. Aquf para un
circuito fisicamente realizable, esta condicion estd satisfecha.

Teorema. Si L estd bien definida, entonces el problema circuital tiene una y
solo una solucién.

El problema puede ser visualizado por medio de el siguiente diagrama de
circuito algebraico.

C 0

0 — HY(K) = CYK)-% P°(K) — 0

L'\ Lty 1Y’

0 — Hy(K) <= O (K) < Py(K) «— 0

Aqui Y es la inversa de L, L' = C,LC, Y’ = 9Y§. Mostramos que bajo las
condiciones dadas para L, que es equivalente a que L’ y Y’, son no singulares.
Con esto tenemos la solucién. Suponga que L'i’ = 0, y sea ¢ = C4i’, entonces
i} L'i’ tomadas como igual a i; Li, son cero y asi i; L;i es cero. Asf, i;(L-+L;)i =0
y asumiendo que estad bien definida en L, i tambien es cero. Pero dado que por
exactitud, C es un isomorfismo, i’ tiene que ser cero. Asi, el ker de L.’ es cero y,
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dado que el espacio tiene igual dimensién, L’ tiene que ser uno a uno. Por un
argumento similar , Y’ tiene entonces aqui una inversa (por exactitud e igual
argumento podemos mostrar que L’ y Y’ tienen inversas si L — L; esta bien
definida).
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