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PROLOGO.

Esta tesls es la recopilaci6tn de varlos trabajos que he realizado a lo
largo de mi doctorado en el Area de Quimica Cuéntica del Departamento de
Quimica de la UAM-Iztapalapa. Los trabajos presentados aqui se pueden
enmarcar dentro de los siguientes temas: la teoria de funcionales de 1la
densidad (TFD), el desarrollo z?! y la teoria de Thomas-Fermi.

Es pertinente aclarar que cuando en esta tesis se hace referencia a la
teoria de funcionales de la densidad, se estd pensando en aquella parte de la
TFD cuyo objetivo es la descripcién de la estructura electrénica de éatomos,
moléculas y s6lidos a O K de temperatura. Por lo tanto, aspectos no menos
interesantes como la versién de funcionales de la densidad de la mecanica
estadistica y la aplicacién de la TFD a materia nuclear estan excluidos de
este trabajo.

En el capitulo I se presenta una b;eve revisién de la TFD qﬁe no es, ni
pretende ser, exhaustiva. El texto se basa en un trabajo reciente de
Zaremba®. El objetivo que se persigue con su presentacién es el de mostrar
al lector algunos de los logros alcanzados por la TFD, séﬁalar los problemas
tanto formales como practicos a los que se enfrenta, y‘atisbar algunos de los
tépicos donde se espera que en el futuro la TFD aporte nuevos e interesantes
resultados, particularmente en los temas de estados excitados y dependencia
temporal. Para el lector interesado, en la referencia 1 se sefialan algunas
de las obras donde se relizan rev;sibnes més profundas y extensas sobre el
tema. |

El capitulo 11 versa sobre la estructura termodinamica de la TFD, 1la
cual se ha desarrollado en los ultimos diez afios. Una parte considerable de

este capitulo no es una aportacién original sino una recopilacién, en




ocasiones muy escueta, de los trabajos sobre el tema que se encuentran
dispersos en la literatura. Las contribuciones de este trabajo a la
analogia de la TFD con la termodindmica se encuentran en la tercera seccién
del capitulo II. En primer lugar, se llama la atencién del lector a ser
cuidadoso cuando se desea poner en correspondencia biunivoca la TFD con la
termodinAmica clésica pues, de no serlo, se pueden hacer proposiciones que
estén en conflicto con 1los teoremas de Hohenberg y Kohn, pilares
fundamentales de la visién moderna de los funcionales de la densidad para la
descripcién alternativa de la estructura electrénica de los estados basales
de atomos, moléculas y s6lidos. Otro logro importante es el haber llegado a
una reduccién de la funcién de respuesta lineal estatica, dentro de una
aproximacién que se ha llamado {focal. Asi, se muestra como la funcién de
respuesta queda escrita en términos de la blandura global y la funcién de
Fukul que son dos coeficientes de respuesta con gran contenido fisico.

El tener a la mano una expresién analitica para la funcién de respuesta
lineal estatica abre la posibilidad de estudiar problemas de naturaleza muy
diversa, lo cual constituye el cuerpo principal del capitulo III. Antes de
entrar completamente en 1las aplicaciones, el capitulo inicia con 1la
demostracién formal del isomorfismo existente entre el desarrollo en series
de Taylor funclonal de la energia y la teoria de perturbaciones convencional
de la mecanica cuantica. Hasta donde el autor sabe y conoce, este
isomorfismo, que a primera vista puede resultar obvio, no se encuentra
demostrado formalmente en la literatura. Después de haber establecido la
relacién biunivoca entre el desarrollo en series funcional y la teoria de
perturbaciones, se utiliza la reduccién de la funcién de respuesta lineal

estatica, dentro de la aproximacién local, para obtener una expresién de la



(2))
’

correccién a segundo orden de la energia (E la cual resulta tener una

interpretacién muy interesante. g?

es una medida de las fluctuaciones,
respecto a la funcién de Fukul, del potencial perturbativo. Las tres
secciones que cierran el capitulo son aplicaciones del formalismo a los
sigulentes problemas: estudiar la respuesta de un &atomo o molécula a la
aplicacién de un campo eléctrico uniforme, la respuesta de wun &atomo
hidrogenoide a la presencia de un electrén adicional, y la respuesta de un
adtomo a 1la presencia del campo geherado por una distribucién de carga
periodica y neutra. El primer caso corresponde a encontrar la
polarizabilidad dipolar estatica de un 4tomo o molécula, el segundo a
establecer una expresién para la energia de Atomos con dos electrones, y el
tercero al estudio de la respuesta de un &atomo en presencia de una
superficie, con o sin vacancias, problema que es de mucho interés en
catalisis.

El capitulo IV es una manera de resolver el siguiente problema
metodolégico: tener una fuente Unica y confiable de parametros atémicos para
el método de orbitales moleculares de Hiickel extendido y su variante de
iteracién de carges. Este método, como casi todo semiempirico, es blanco
constante de criticas, pero a pesar de éstas, ha demostradoc ser una guia
excelente para la comprensién de la naturaleza del enlace quimico en una gran
variedad de situaciones. Una de las tantas criticas a este método es que,
en muchas ocasiones, la seleccién de los parametros utilizados para describir
a los atomos en las moléculas se hace de una manera demasiado arbitraria
apelando, por 1lo regular, a la intuicibn quimica , que mis bien debe
entenderse como ajustan de manena que oe obliene lo eopenada. Esta forma

tan heuristica y criticable de generar parametros se puede resolver sl estos



se obtienen de una sé6la fuente teérica o experimental. Esta es la
motivacién principal del trabajo que se presenta en el capitulo 1IV. Para
resolver este problema se recurre a uno de los métodos mis empleados y
conocidos de la TFD. Nos referimos al método de Kohn-Sham, Jjunto con el
concepto del estado de transici6on de Slater. Las aportaciones principales
de este trabajo son el poder obtener todos los parametros del método de
Hiickel extendido de un sélo calculo de Kohn-Sham y el presentar, por primera
vez, una lista de parametros para todos los 4atomos de la tabla periéddica,
excluyendo a las tierras raras, donde todos los atomos se tratan de la misma
manera.

El comprender el origen del comportamiento de las propiedades de los
4tomos en la tabla periédica fue, y sigue siendo, uno de los grandes retos de
la fisica teérica. El capitulo V es una contribucién encaminada hacia la
resolucién de este problema. Para ello, se recurre a las expresiones para
la energia de amarre no relativista de una especie atémica en dos limites
asintéticos bien conocidos. Por un lado, el limite hidrogenoide el cual
describe de manera exacta a los iones con alto grado de ionicidad y, por otro
lado, el 1limite de Thomas-Fermi que da el comportamiento exacto no
relativista de aAtomos neutros cuando la carga nuclear tiende a infinito.
Asi, en este capitulo se utilizan estos limites junto con una proposicién muy
sencilla, pero Justificada por 1la evidencia experimental, respecto al
comportamiento de la energia como una funcién del numerc de electrones. De
esta manera, se obtienen una serie de resultados muy interesantes y tutiles
sobre el comportamiento de diversas pr‘opiedades’atémicas como el potencial
quimico o electronegatividad, la dureza, el primer potencial de ionizacién,

la afinidad electrénica y la energia de atraccién electrén-nicleo. El



capitulo termina con la aplicacién de la teoria a la descripcién de iones,
donde se obtlienen resultados sumamente satisfactorios.

Esta tesis termina con las obligadas CONCLUSIONES, muchas de las cuales
se encuentran esparcidas a lo largo del texto, y una pequefia seccién (Y
después...) donde se sefialan algunos de los problemas abiertos que quedan

pendientes por resolver y que son, espero, temas que se abordarar en el

futuro.



CAPITULO |
UN VISTAZO RAPIDO A LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD. *

La teoria de funcionales de la densidad (TFD) se puede abordar desde dos
puntos de vista: el formal y el préactico. El primero estad relacionado con
los aspectos fundamentales de la teoria como son la existencia y definicién
de funcionales de la energia, los cuales pueden servir como cimiento para una
teoria de estructura electrénica de la materia que permita enlazar el nivel
de descripcién microscépico con el macroscépico. El segundo realiza
aproximaciones a la estructura formal con el objeto de aplicérla a problemas
de interés. Como no siempre es posible justificar estas aproximaciones, en
algunas ocasiones es necesario sacrificar el tratamiento formal y riguroso de
la teoria y recurrir a un elemento valiosisimo como guia. LA INTUICION
FISICA. Seguramente, esta fue la actitud que tomaron gente como Thomass,
Fermi® y Diracs, quienes fueron los primeros en construir funcionales de la
densidad. Esta actitud pragmdtica abre la posibilidad de estudiar y
entender problemas de estructura electrénica que dia con dia aumentan su
grado de complejidad. Es por medio de estos mismos trabajos que se
manifiestan las limitaciones de la TFD y motivan la revisién critica y
profunda de las bases en que se sostiene. las criticas son muchas pero los
logros alcanzados hasta la fecha son ,no solamente numerosos, sino también,
en muchos casos, impresionantes.

El encanto de la TFD radica en la relativa simplicidad para describir a
un sistema desde un punto de vista microscépico. El objetivo basico es
condensar la informaciétn contenida en la funcién de onda convencional ¥, en

un campo escalar real, la densidad p, y obtener otros observables sin tener



que recurrir al conocimiento de V. Esta meta puede equipararse al suefio de
la gente que trabaja con la matriz de densidad, la cual busca escribir la
energia del estado basal exclusivamente en términos de la matriz de densidad
de dos particulas. El objetivo de los funciondlogos es aun mas ambicloso,
ya que a primera vista, la densidad contiene menos informacién.

1c,6

En la teoria de Thomas-Fermi la densidad se obtiene de resolver la

ecuacién
cF(r) = pu - ¢(r) ) (1)

donde el nivel de Fermi local estd relacionado con la densidad por
€F=(1/2)(31t2p(!‘))2/3, p es el potencial quimico y ¢ es el potencial
electrostatico total el cual se relaciona con la densidad a través de 1lz
ecuacién de Poisson. Para deducir la Ec.{1), Thomas y Fermi considerarorn
que el sistema se puede tratar localmente comoc un gas de electrones
homogéneo. En la actualidad, para obtener esta expresién se parte del

funcional de Thomas-Fermi

plr) p(r’)

Eglol = 1355 (389)%° J dr p(r)%% + 2 ” dr dr’ g +
r—-r’

(2)
+ fdr plr) s(r)

donde x(r) es el potencial electrostatico debido a las cargas positiveas
presentes en el sistema. La densidad y energia del estado basal se obtienen
al pedir que este funcional sea estacionario con respecto a pequefias
variaciones de la densidad, sujeta a 1la restriccién de que integre a un
numero N de electrones.

No hay nada en esta receta que nos sugiera la validez fundamental de la

teoria. Simplemente es una manera intuitiva de obtener tanto un=



descripcién aproximada de la densidad como una estimacién razonable de la
energia. El dnico punto de contacto con la mecénlica cuantica es el
cumplimiento estricto de la estadistica de Fermi-Dirac. El funcional de
Thomas-Fermi es deficiente aun en el caso de un gas de electrones homogéneo
cuando estos interactdan. Ademas se presentan otro tipo de problemas cuando
se aplica a &tomos: la densidad diverge en el origen y su comportamiento
asintético es incorrecto. Algunas de estas deficlencias se pueden corregir.

Por todo lo anterior, no nos debe sorprender que los funcionales de la
densidad no fueron mis que una curiosidad durante un poco mas de 30 afios.

Tal era la situacién cuando en 1964 Hohenberg y Kohn’ presentaron sus
ahora célebres teoremas. El primer teorema establece que existe un mapeo
uno-a-uno de la densidad electrénica del estado basal al potencial externo
s(r) para un sistema de N fermiones interactuantes con un estado basal no
degenerado. Dado que ¥ es un funclional de &, entonces podemos establecer
que la funcién de onda es un funcional de p y, en consecuencia, cualquier
observable relacionado con el estado basal es un funcional de la densidad.

Asi, la energia del estado basal se puede escribir como

Eulp] =F [p] + I dr p(r) s(r) - (3)

donde F [p] es un funcional universal que contiene a la energia cinética (3)

Yy a la repulsién electrén-electroén (ﬁee)’

Flpl = <% | T +7V

e | ¥> . (4)

El segundo teorema de Hohenberg y Kohn establece que el funcional (3) es
minimo cuando se evalia con la densidad electrénica del estado basal. De
esta manera, si conocemos la forma del funcional universal, podemos obtener

la densidad y la energia del estado basal resolviendo la ecuacién de



Euler-Lagrange asociada con el problema variacional

(), = s+ o0 = w o
L

Aun cuando el trabajo de Hohenberg y Kohn es muy abstracto y formal,
demostré que una teoria basada en la densidad es mucho mas fundamental que lo
imaginado con anterioridad. Y no solamente esto, sino que también establece
claramente el camino a seguir: aprender a expresar la parte universal como un
funcional de p(r).

Con este marco teérico es claro ver que Thomas-Fermi no es mas que una
aproximacién cruda del funcional Flp].

No es facil aceptar que a partir del conocimiento de 1la densidad se
puede obtener cualquier propiedad del estado basal. Después de todo, no
cuesta mucho trabajo entender que una funcidén definida en un espacio 3N
dimensional contiene mucho mas informacién que un campo escalar definido en
el espacio tridimensional. Es precisamente esta reduccién la responsable de
la reticencia para aceptar a la TFD.

Debido a la naturaleza abstracta de su formulacién, 1la TFD esta
salpicada de vericuetos tanto matematicos como formales. Casi
inmediatamente se reconocié que para poder llevar a cabo las variaciones de
la energia era necesario definir con toda precisién el dominio donde buscar
la densidad. De no ser asi, se puede estar fuera de la regién de validez.
Este problema es el anilogo al problema de la N-representabilidad de 1la
matriz de densidad y se conoce como v-r‘epx‘esent,abilidad.8 Uno se pregunta,
¢qué clase de densidades corresponden a los estados basales de todos los
potenciales externos posibles? De hecho, este es un conjunto bastante

limitado; el conjunto de las densidades N-representables es bastante mas
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grande y consiste de todas aquellas densidades que provienen de una funcién
de onda antisimétrica. Harriman® fue el primero en demostrar que cualquier
densidad razonable es N-representable. El problema de la
v-representabilidad no se estudié culdadosamente hasta hace unos pocos afios
y, a pesar de no estar completamente resuelto, el no tomarlo en cuenta no
parece tener consecuenclas practicas importantes.

Una formulacién que evita el problema de la v-representabilidad es la
propuesta por Levy.8 Esta se basa en el método de bisqueda restringida la

cual establece que la parte universal del funcional esta dada por

F [p]l = min< v, | 9+ V. | ¥, > . (6)

donde el minimo indicado se busca tomando funciones de onda antisimétricas
due generan a la densidad p. Esta definicién tiene otras ventajas respecto
al funcional de Hohenberg y Kohn: no estda restringida a densidades
v-representables y tampoco a estados basales no degenerados. Esta
formulacién alternativa de la TFD ha proporcionado una serie de resultados
interesantes y utiles.

A pesar de la rigurosidad presentada hasta el momento, la teoria en este
estado es practicamente inutil. El trabajo de Kohn y Sham!! vino a
modificar drasticamente esta situacién y pronto se convirtié en una
herramienta sumamente poderosa y versatil. Es un hecho ampliamente
reconocido en muchas ramas de la fisica teérica que los modelos de particulas
independientes son sorprendentemente adecuados como primeras aproximaciones
para describir a un sistema de particulas cargadas interactuantes, una vez
que las interacciones coulémbicas se incluyen como una teoria tipo Hartree.

Aunque estos modelos son incapaces de describir todos los detalles de 1la
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interaccion de muchos cuerpos, tienen la enorme virtud de proporcionar una
descripcién realista de la energia cinética.
Asi, dentro de esta filosofia, Kohn y Sham expresan Flp] como

p(r) p(r’)

1 f
F lpl = T_lp] + = ”dr dr’ ————— + E_[p] |, (7)
S 2 |r - Pp' xC B

T

donde Ts[p] es el funcional de energia cinétice del estado basal de un
sistema de fermiones no interactuantes con densidzi p(r), el segundo término
es la interaccién electrostatica clasica y el titimo es el funcional de
intercambio y correlacién. Kohn y Sham también proponen que la densidad del
estado basal se puede escribir como

ptr) = ¥| ¢,(r) |2 . (8)
i
Aceptando estas hipétesis, la variacién de E[p] con respecto a la

densidad es equivalente a las variaciones de 1los orbitales {¢j), con la
restriccién adicional de que este conjunto sea or:ionormal. De esta manera
se obtiene una ecuacién de Euler-Lagrange para cadz orbital, la cual tiene la

forma de una ecuacién de Schrodinger monoelectroénica

[-37 ¢ e | 0,0 =5, 0,00 (9)

donde Sopp ©S el potencial efectivo que actia sobre el electrén en el orbital

i-ésimo y esta dado por

p(r’) GExc[p]
ueff(r) = J dp’ —— + ——— + w»(r) . (10)
jr - r] 3 p(r)

El conjunto de Ecs. (8)-(10) se tiene que res:lver autoconsistentemente;
ademds del potencial de Hartree , estas particulas independientes

experimentan la presencia de un potencial de intercambio y correlacién dado
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por el segundo término del lado derecho de la Ec.(10).

El método de Kohn-Sham es uno de los métodos mAs empleados en la
practica. El Gnico elemento que hace falta especificar para poder usarlo es
la contribucién de intercambio y correlacién. Como en tantas otras partes
de la TFD, la definicién y separacién de este fuﬁcional en una contribucién
de intercambio y otra de correlaciétn es un tema controvertido. 12 Se puede
dar una definicién muy Gtil si se supone que existe una conexién adiabatica
entre los estados basales del sistema no interactuante y completamente

13-15 Dentro de esta

interactuante para una densidad electrénica fija.
def'inicién se considera a 1la carga electrénica como .una constante de
acoplamiento A y se impone un potencial externo variable para fijar el valor
de la densidad. Por construccién, el funcional de Levy se reduce a la
energia cinética del sistema no interactuante cuando se ‘apaga" 1la

interaccién electrén-electroén. Aplicando el teorema de Hellmann-Feynman

encontramos que

(o] I[ elr) p(r’) Jl ( :
E_lpl =% dr dr’ ———— | dA [ g(rr') -1 ] , (11)
XC 2 Ir_r,l o A

>

donde gk(r,r’) es la funcién de distribucién de pares que da la probabilidad
de encontrar un electrén en r’ dadc que se tiene otro en el punto r. Con
excepcién de algunos casos limite, esta funcién resulta sumamente dificil de
evaluar para un sistema inhomogéneo. Por esta razén, ha sido practica comin
el recurrir a consideraciones fisicas para obtener diversas aproximacicnes.
Una de éstas es la que se conoce como aproximacién local, la cual denotaremos
por LDA (local density approximation) que son las siglas en inglés. En la
aproximacien LDA se considera que el gas de electrones inhomogéneo se puede

describir localmente como uno homogéneo. Asi,el funcional de intercambio y
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correlacién estd dado por la expresién
LDA _
Ex* [pl = [ ar plr) ey lptr)) (12)

donde exc(p) es la energia de intercambio y correlacién por particula para un
gas de electrones uniforme. La aplicacién de la aproximacién LDA a diversos

problemas de estructura electrénica'*'!®'!!

ha proporcionado resultados muy
aceptables comparados con los obtenidos por otros métodos que requiren un

esfuerzo computacional mucho mayor.

.1 FUNCIONALES DE ENERGIA ENERGIA CINETICA."®
Es innegable la importancia practica de la teoria de Kohn-Sham. Sin
embargo, el tener que recurrir a estados de particulas independientes nos
hace pensar que este esquema no responde totalmente a la filosofia de la TFD.
La introduccién de este conjunto de orbitales dentro de una teoria basada en
la densidad trae como consecuencia que la interpretacién tanto de estos como

17-19

de los valores propios no sea muy clara. Por ejemplo, los valores

propios no se pueden interpretar como energias de excitacié6n
monoelectrénicas. ¢

Haciendo a un lado los problemas de interpretacién, es claro que ¢i ye;
son funcionales de la densidad y como TS se puede escribir en términos de
estas cantidades, es entonces un funcional de la densidad. El problema es
que su estructura es desconocida. Si se tiene una forma explicita de TS[p],
es posible contemrlar el céalculo de la energia total usando a la densidad

como parametro variacional. Por esta razén, el estudic de la estructura y

propiedades del funcional de energia cinética juega un papel relevante dentro
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de la TFD.

Para un sistema uniforme, T s Se reduce al resultado de Thomas-Fermi:
< 2,273 [ S/3 _
T_lpl — T _lp] = 55 (32%) jdr p(r)53 = jdr t (r) . (13)

Como se hizo notar anteriormente, esta expresién tiene sus limitaciones
cuando se aplica a un sistema no homogéneo. Un inconveniente de este
funcional es que desprecia los efectos de los gradientes, los cuales son
responsables de evitar que el electrén se precipite contra el nicleo. Para
un sistema de una séla particula se puede escribir la forma exacta del
funcional de energia cinética:

2
T, = & J P J dr t (r) . (14)
e(r)

A esta contribucién se 1le conoce con el nombre de término de
Weizstcker. % Se puede ver que en este caso no aparece el término de
Thomas-Fermi pues el sistema estd muy lejos de ser uniforme. Para un
sistema con muchos electrones una expresién razonable para el funcional de

energia cinética es

TS = To + T2 , (15)
donde TO es el funcional de Thomas-Fermi y

T2 = ATw. (16)

El coeficiente A tiene que ser menor que uno ya que algunos efectos
estdn incluldos en TO' La Ec.(15) sugiere que una manera de generar
aproximaciones para el funcional de energia cinética es proponer un

desarrollo en gradientes de la densidad:2'™%

T lp] = Tolp] + T,lpl + Tylpl + ... (17)
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donde Tz

esta dado por la Ec.(16) con A = 1/8 y T422 es
] 1 I"’ vl [ 70 )°
= P — -
4 540 (30?3 P

S
S

Los términos de orden superior en este desarrollo se pueden obtener

Ko

recurriendo a argumentos dimensionales, pero tienen la desventaja de que
diver'gen23 como consecuencia del comportamiento asintético de la densidad.
Teniendo presente esta limitacién, es interesante probar el desarrollo en
gradientes baJjo diferentes cohdiciones. Este desarrollo se ha probado en
dtomos utilizando las densidades de Hartree-Fock. El resultado
sorprendente de estos célculos es que, incluyendo hasta el término de T4, se
obtienen valores para la energia cinética muy similares a los de
Hartree-Fock. En vista de la divergencia de TS’ no es clara la razén de
estos resultados. De cualquier manera, es alentador que un funcional de la
densidad tenga la potencialidad de representar adecuadamente a la energia
cinética de un sistema de electrones no interactuantes. Por otro lado, es
criticable la forma de obtener estos resultados pues recurren a la funcién de
onda para generar la densidad. Lo consistente seria obtener la densidad
correspondiente a la menor energia de este funcional. Esto se ha hecho®
conservando hasta el término de T2 y resolviendo numéricamente la ecuacién de
Euler. Para poder comparar estos resultados con Hartree-Fock, se incluy6 el
término de Dirac como una aproximacién al intercambio. Al funcional
resultante de este modelo se le conoce con el nombre de funcional de
Thomas-Fermi~Weizsécker-Dirac. La calidad de las densidades electrénicas

calculadas mediante este funcional es aceptable, pero no genera la estructura
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de capas atémicas. La divergencia de TS no es el unico problema del desrrollo
en gradientes. Si se desea estar completamente dentro del espiritu de HK,
lo consistente es obtener la densidad como la solucién de la ecuacién de
Euler (Ec.(5)), lo cual lleva al otro gran problema del desarrollo en
gradientes: la derivada funclonal respecto a la densidad del término T4
diverge.

Esto ha generado la inquietud de construir funcionales que s6lo
contengan los términos fisicamente aceptables y cuyas derivadas funcionales

lleven a ecuaciones de Euler bien compor't:ada.s.26

En particular, en los
ultimos afios se ha reconocido la enorme importancia del término de Weizs#icker
completo, €l cual no solamente es el funclional de energia cinética exacto
tanto para sistemas con un electrén como para sistemas con dos electrones
dentro de la aproximacién de Hartree-Fock, sino que se ha demostrado que es
un componente natural del T(pl exacto.?’

Asi, dentro de esta filosofia, las contribuciones del gas de electrones
homogéneo se consideran como correcciones al término de Welzsacker. Tal y
Bader?® encontraron que Tw describe muy bien a la energia cinética en las
vecindades del nucleo, y que es necesario incluir T'rr en las regiones donde
la densidad varia lentamente. Estcs autores proponen dividir la densidad en

dos compdnentes:

p(r) = p1(r) + pz(r) , -(19)

donde pl(r) es la componente de variacién rapida, la cual se propone que

tiene un comportamiento exponencial, y pz(r) es la componente de variacién

lenta. e

De esta manera, el funcional de energia cinética propuesto por Tal y

Bader es
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Tlpl = T“[pll + T“[pzl + 'r,n_[pzl . (20)

Otro funcional que se apega a esta filosofia es el propuesto por Acharya
et. al.%® quienes a partir de la observacién de que T}+Trr sobrestima a T,

proponen el siguiente funcional:
Tlpl = T"[p] + 7(N,2) TTF ; (21)

usando densidades de Hartree-Fock, estos autores encontraron que lz energia

cinética se reproduce muy bien con la siguiente expresién para 7y:

C
=1 - -2
7(N) =1 3 (22)
N
donde Co es una constante. Gazquez y Robles™® demostraron gque este

funcional se puede obtener si se considera que el nimero de electrones es
finito.

Recientemente, Yang, Parr y Lee™!

han enfatizado la importa-cia del
término Vzp en Tl[p] y concluyen que la presencia de este término es crucial
para reproducir la estructura de capas. Para evitar la divergencia en el

nicleo proponen funcionales de la forma
ty(r) = B a(E®) + to) [1-aEen | (23)

donde n{x) es la funcién Heaviside. .y tufesta dado -por la Ec.{14).- Estos
autores encontraron que el funcional que da los mejores resultados es el que
se obtiene de la aproximacién de trayectoria promedio a la funcién de Green

de un cuerpo: 3234

Tr) = t_(r) + gt (r) + 155 Pp(r) . (24)

Falta ver si la solycién de la ecuacién de Euler correspondien:e a este
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funcional predice la estructura de capas, lo cual es uno de los grandes retos

de la TFD.

|.2 FUNCIONALES DE INTERCAMBIO Y CORRELACION.

Como se vio anteriormente, el funcional de intercambio y correlacién
estd intimamente relacionado con la definicién del funcional de energia
cinética de un sistema de particulas que no interactudan. El aspecto mas
importante de esta definicién es que los efectos de intercambio y correlacién
estan ligados a la funcién de correlacién de pares. El conocimiento de esta
en una serie de casos limite sirve como punto de partida de un desarrollo
perturbativo sistematico. A pesar de carecer de una teoria completa, se ha
avanzado considerablemente en entender las razones por las cuales la
aproximacién local es tan adecuada y en la proposicién de correcciones a la
misma. Una de las mas promisorias es la aproximacién no local propuesta

recientemente por Langreth y Mehl. 338

Estos autores no trabajan con el
agujero de intercambio y correlacién en espacio real sino en espacio
reciproco, por 1lo que resulta dificil visualizar fisicamente sus
aproximaciones. De cualquier manera, hacen proposicibnes definitivas acerca
de la forma y tamafio de este aguljero y de como se ve afectado por las
inhomogeneidades. Seria deseable tener una imagen fisica mas clara de sus
afirmaciones para tener una pauta mas clara sobre la generacién de nuevos
funcionales de intercambio y correlacién.

Otra forma de abordar el problema de la energia de Intercambio y

correlacién es viéndola como una interaccién efectiva. Por ejemplo, es

posible expresarla como
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-1 N ' ’
Exc[pl =3 I dr dr Vee(r.r ) p(r) p(r’) (25)
donde Vee es la interaccién efectiva electrén-electrén:
1 gx(r,r’) -1
v (r,r') = da . ' (26)
ee .
0 e - |

El potencial local de intercambio y correlacién en la teoria de

Kohn-Sham esté4 dado por

uxc(r) = J dr’ Vee(r,r') plr’) +

27)
alee(rl,r 2)

0N =

JI dr,dr, p(rl) p(rz)

Para un &atomo, el primer término del lado derecho de la Ec.(27) se

sp(r)

comporta asintéticamente como 1/r, lo cual es resultado de una regla de suma
del agujero de intercambio y correlacioén. 3 Esta propiedad se pierde en
cuanto se realiza la aproximacién local. El tratar de recuperar este
comportamiento asintético es el objetivo de las correcciones conocidas como
de autointeraccié6n tSIC).37 El segundo término en la Ec.(27) da origen al
potencial de polarizacién asintético.®

El alcance de 1la interaccién efectiva est4d determinado por el
correspondiente al de la funcién de distribucién de pares; para un gas de
electrones uniforme se comporta como k;l (kF es el momento al nivel de Ferszi)
y por lo tanto es de corto alcance. Sin embargo, esto no siempre es asi.
Por ejemplo, para dos distribuciones de carga no traslapantes, es deseatle
que la interaccién sea de largo alcarce para poder rescatar la interaccién de
polarizacién o de van der Waals. En este caso, la energia de correlacién

adicional es



aE, . = [ ar ar py(r) py(r*) ¥, (r,r") (28)

donde los subindices 1 y 2 denotan a los sistemas separados. Es
precisamente en este término donde se encuentra la interaccién de van der
Waals. Por otro lado, de acuerdo con la teoria de perturbaciones de segundo

orden, la interaccién de polarizacién est4 dada por

%, (r,r., du) 2, (r,,r’,lu)
V.= -J g-‘,-: ””dr dr'dr,dr, 1 -1 2 . (29)
o e - ¢ | |r1 -r2|

donde X; ¥ x son las funciones de respuesta de frecuencias complejas para
los sistemas separados. Al comparar las Ecs.(28) y (28) se obtiene
informacién acerca de la estructura de Vee(r,r’), al menos en este caso
limite.

Un anadlisis como el descrito arriba es de interés no solo académico sino
también en situaciones préacticas como la interaccién de un gas noble con una
superficie metalica. Cuando se desea conocer el potencial de fisisorcién
para este tipo de sistemas, se suelen encontrar dos puntos de vista. El
primero aborda el problema como uno de enlace molecular y realiza calculos de
estructura electrénica para todos 1los estados que son relevantes,

quimicamente hablando. 9

El intercambio y 1la correlacién se incluyen
recurriendo a la aproximacién LDA. Puesto que sdélo los estados metalicos
son importantes en la vecindad del adatomo, se utiliza un modelo de jellium
para describir la superficie metdlica y no se incluyen los estados del core.

El otro punto de vista separa explicitamente los efectos asintéticos. *°

En
este caso, los estados de core son de importancia fundamental pues su

excitacién virtual puede ser la contribucién principal a la interaccién de
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polarizacién. Ambas maneras de abordar el problema producen pozos de
potencial semejantes cuando el sustrato es Ag, pero la forma es
cualitativamente diferente, estando favorecido el potenclal basado en van der

Haals.‘f

No se sabe como poder pasar de una descripcién a la otra debido al
desconocimiento, en estas circunstancias, del comportamiento del agujero de
intercambio y correlacién. Una visi6tn coherente de estos efectos debe ser
capaz de conectar situaciones en las cuales la descripcién como un gas de
electrones parece apropiada, con aquellas en las que los efectos de
correlacién de 1los sistemas muy alejados son 1los responsables del
compcrtamiento no local. Probablemente el recorrer este camino arrojara un

poco de 1luz respecto al comportamiento del agujero de intercambio y

correlacién en situaciones fuertemente no uniformes.

I.3 ESTADOS EXCITADOS Y DEPENDENCIA TEMPORAL.

Los fenémenos que involucran estados excitados y las situaciones fuera
del estado estacionario (dependientes del tiempo) son de un interés enorme
para la fisica y la quimica. Como la TFD es una teoria de estados basales
resulta claro que cualquier fentmeno que requiera de informacién tanto de
estados excitados como de evolucién temporal estan fuera del alcance de la
versién original de los teoremas de Hohenberg y Kohn.

En los ultimos afios se han empezado a realizar esfuerzos en ambas
direcciones y a pesar de no disponer de un esquema de célculo tan directo
como el de Kohn-Sham, es posible aventurarnos a afirmar que en un futuro muy
cercano se podra contar con esta alternativa.

Un primer intento por extender la TFD para incluir estados excitados es
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el debldo a 'Iheophilou,‘2 quien propone la posibilidad de formular una TFD
para un cierto subconjunto de estados cuédnticos del sistema. Theophilou
considera la existencia de una cantidad G la cual es la traza del
hamiltoniano dentro de un subespacio M-dimensional (S), esto es

¥
C=Tr(H) =] <¥, | H|¥ > |, (30)

i=1
donde G es un funcional de S y alcanza su valor minimo cuando S es generado

por los M valores propios de ¥ con menor energia. Para el tipo de
hamiltonianos considerados por Hohenberg y Kohn, se puede demostrar que G es

un funcional de la densidad promedio
M

pr) =LV <, |pr) | ¥;> . (31)
i=1

De esta manera se tiene una analogia completa con el teorema de
Hohenberg y Kohn para estados basales.

Por supuesto que la parte universal del funcional para estados excitados
es diferente a la correspondiente del estado basal, pero se puede escribir de
una forma semejante. Es posible adoptar una filosofia similar a la de
Kohn-Sham para extraer la contribucién de energia cinética de un sistema de
particulas no interactuantes con la misma densidad promedio p(r). Un punto
de partida obvio es suponer que el funclional tiene la misma forma que el del
estado basal. Pero es posible ir mas alld si se supone que existe una
conexién adiabatica entre los subespacios que minimizan a los sistemas no
interactuantes y completamente interactuantes. En este caso el funcional de
intercambio y correlacié4n depende de una funcién de correlacién de pares que
est4 promediada sobre los estados dentro de este subespacio. Se espera que

una generalizacién de este tipo sea importante cuando exista una diferencia
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notable entre los efectos de intercambio y correlacién del estado basal con
los estados excitados. Si el funcional tiene una fuerte dependencia en el
subespacio estudiado, bien puede resultar que el esquema sea completamente
impréactico.

Recientemente Knhn,‘3 basandose en el trabajo de Theophilou, propuso una
aproximacién cuasi-local para estados excitados con el mismo espiritu que la
realizada en el estado basal y presenté las primeras aplicaciones de esta
teoria de equiensambles.“

Con respecto a los problemas fuera de equilibrio, podemos sefialar
aquellos relacionados con la respuesta de un sistema a la aplicacién de una
perturbacién externa dependiente del tiempo. Si la perturbacién es pequefia

se puede recurrir a la maquinaria de la teoria de respuesta lineal.*®

Por
medio de ésta es posible relacionar propiedades de respuesta medibles, con
funciones de correlacién microscoépicas. Por eJjemplo, consideremos el
proceso de fotoabsorcién o fotoemisién que ocurre cuando un atomo es sometido
a la aplicacién de un campo electromagnético externo. En el limite de
longitudes de onda grandes, la perturbaciétn es un campo eléctrico oscilante

con frecuencia w y se puede representar por el término adicional en el

hamiltoniano
®(t) = —I dr p(r,t) s, (r,t) . (32)

La teoria de respuesta lineal establece que la densidad electrénica

inducida ésté. dada por

3p(r,t) = Jdr' J dt’ x (rr',t-t') s (') (33)

donde la funcién de respuesta es
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x (rr',t-t') = B(t-t') < [plr,t),p(r’,t")] > . (34)

Como la funcién de correlacién se puede ver como el valor esperado en el
estado basal del operador [;(r.t).;(r',t')], entonces puede considerarse como
un funcional de la densidad. El analisis espectral de su dependencia
temporal revela que la funcién de correlacién involucra al espectro completo
de estados excitados. Para conciliar esta aparente paradoja basta reconocer
que el espectro completo estd determinado por el hamiltoniano el cual esta
univocamente especificado por la densidad del estado basal.

El momento dipolar inducido esta dado por
plw) = I dr r 8p(r,v) = al(w) E;xt(w) , (35)
donde a(w) es la polarizabilidad dipolar dinamica,
a(w) = II dr dr’ z % (r.r’;w) z’ , (36)

la cual es una cantidad compleja cuya parte imaginaria estd relacionada con

la secciédn transversal de fotoabsorcién
4nw

olw) = - Im alw) . (37)

En el limite de frecuencia cero el problema involucra al estado basél

del sistema de manera que no se comete ningin pecado al aplicar lé TFD para

calcular la polarizabilidad dipolar estatica. Dentro del esquema de

Kohn-Sham el procedimiento es particularmente directo pues todos los efectos

de muchos cuerpos se absorben en 1la definicién de un potencial de

perturbacién efectivo del sistema de particulas no interactuantes. Asi, 1la

densidad inducida estid dada por la expresién’&47
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3p(r) = I dr’ z?(r.r'.w = 0) Gu%ff(r’) , (38)

donde xp es la funcién de respuesta de particulas independientes y au;“ir)
es un potencial 1local que incluye tanto al campo externo como una
contribuciétn autoconsistente. Esta manera de proceder es exacta dentro de
la teoria de Kohn-Sham y su uUnica aproximacién es la forma utilizada para el
funcional de intercambio y correlacién. La idea de un campo autoconsistente
interno es natural y Gtil para describir la respuesta de un sistema a la
aplicacién de una perturbacién.

En vista del éxito de esta formulacién y de su parecido con teorias tipo

RPA, resulta tentador dar el paso de la muerte y aplicarlo a problemas

dependientes del tiempo. Los primeros en dar este paso fueron Zangwill y
Soven!’ quienes realizaron calculos del espectro de fotoabsorcién de atomos.

El procedimiento es increiblemente sencillo: basta con suponer que todas las
cantidades que aparecen en la Ec.(38) tienen una dependencia adicional en la
frecuencia. Dicho de otra manera, se supone que la respuesta dinamica del
sistema se puede calcular por medio de un campo autoconsistente dinamico el
cual excita a los orbitales del estado basal de Kohn-Sham. A pesar de
carecer de una Justificacién teérica rigurosa, 1los resultados obtenidos
tienen la peculiaridad de pasar sobre los datos experimengales.”“18

Evidentemente, 1la TiD dependiente del tiempo estd representando

correctamente la fisica del proceso de fotoabsorcién. Un par de razones que
pueden servir como guia para entender esta situacién son las siguientes. La
primera se basa en argurentos de reglas de suma. La TFD dependiente del

tiempe satisface dos condiciones las cuales imponen restricciones a la

densidad espectral de la pclarizabilidad dinamica. La primera es
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[}
N=2 I dv v In alw) (39)
T Jo
donde N es el nimero total de electrones en el &atomo. Esta regla se

satisface automaticamente en virtud de 1la aparicién de 1la funcién de
respuesta de particulas independientes.

La segunda es la relacién de Kramers-Kronig,

a(0) = 2 J  Im alw) ' (40)
n [}
0
la cual se cumple paraz cualquier funcién de respuesta causal. Los

resultados para el caso estAtico sugieren que la forma de 1la densidad
espectral es bastante razonable. Sin embargo, estos argumentos no aclaran
nada respecto a la estructura fina de Im(a), la cual depende crucialmente de
las aproximaciones realizadas.

Una Justificacién mas fundamental de la TFD dependiente del tiempo se
puede encontar en el trabajo de Peuckert . *° Este "autor tomz como punto de
partida el principio de accién para la ecuacién de Schrédinger. La accién

se define por
t2
A[¥] =J dt < W(t) | L g - ) | W) >, (41)
t1
donde ﬂ(t) es el hamiltoniano del sistema, el cual es estacionario respecto a

varlaciones de la funcién de onda. Si el hamiltoniano es de la forma
H(t) =9 + U + J'dr- s(r,t) p(r) (42)

entonces la accién se puede separar en una parte B{¥] la cual no depende
explicitamente del potencial dependiente del tiempo. Esto es, la accién se

puede escribir como



27

4[¥] = Bl¥] - Idr slr,t) p(r,t) (43)

donde p(r,t) es el valor esperado del operador de densidad. Peuckert
demuestra que en clertos casos B[¥] es un funcional de la densidad
dependiente del tiempo. Su argumentacién supone que s(r,t) se puede
escribir como ub(r) + 3us(r,t) donde la perturbacién temporal es pequefia.
Empezando con el sistema en su estado basal al tiempo t = t,, la Ec.(36) de
la teoria de respuesta lineal permite calcular la densidad inducida. Si x
tiene inversa, &8s se puede expresar en términos de é8p, y como s, es un
funcional de 1la densidad del estado basal, entonces existe una
correspondencia uno-a-uno entre el potencial externo y la densidad
dependiente del tiempo. Asi, BI¥] se puede considerar como un funcional de
plr,t) cuando esta se encuentra en la vecindad de la correspondiente a la del

estado basal y se puede expresar como

t2 1
Blpl = Bo[p] - J dtJ dr < ¥, (t) | U | () > (44)
t1 0

donde Bo es el funcional de un sistema de particulas independientes con
densidad p(r,t). Suponiendo que la densidad se puede construir a partir de
un solo determinante de Slater con orbitales dependientes del tiempo, la
variacién de 1la accién con respecto a éstos lleva a la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo. El potencial de intercambio y
correlacién que aparecia antes en el potencial efectivo se reemplaza por la
derivada funcional respecto a la densidad del segundo término del lado
derecho de la Ec. (44),

tz2 1

Uc(l‘,t) = W%TTI dt Jdl < ‘I’h(t) | {l l i’k(t) > . (45)
t1 0



La teoria resultante tiene la misma forma que la empleada por Zangwill y
Soven salvo por una expresién formal no especificada para la parte de
intercambio y correlacién. El éxito de las aplicaciones conocidas hasta la
fecha sugiere que una aproximacién razonable para la Ec.(45) es considerar
que u, sea igual al funcional de intercambio y correlacién del estads basal.

MAs recientemente, Runge y Gr'ossso han establecido los fundamentos
matematicos de la TFD dependiente del tiempo, y Gross y Kohn®! han Fresentado
una aproximacién 1local para el potencial de intercambio y ccrrelaciéon
dependiente de la frecuencia.

A pesar de todos los protliemas mencionados, tenemos la impresiin de que
la TFD dependiente del tiempc puede convertirse en una herramientz poderosa
para el estudio de un sinnumero de problemas con dependencia, temporal en
varias ramas de la fisica y, por supuesto, algin dia se aplicard para

describir la evolucién microscéopica de una reaccién quimica.
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CAPITULO |l
ANALOGIA TERMODINAMICA DE LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD.

En los ultimos diez afios la teoria de funcionales de la densidad (TFD)

ha dado un marco teérico a un buen nimero de conceptos que se han definido de

manera empirica dentro de la quimica. 1h Cantidades como la
electronegatividad, 52-53 u:iureza54 y blandura™ han encontrado una
Justificacién mé&s rigurosa. Por otro lado, de 1la TFD se recuperan

52,56

principios basicos como la igualacién de electronegatividades, la teoria

57-58

de orbitales frontera y el principio de é&cidos y bases blandos Yy

duros, 5459-80

En el camino se ha visto que la TFD tiene una estructura intrinseca muy
semejante a 1la termodinamica clasica:®'™® gse tienen transformadas de
Legendre, ecuaciones de estado, relaciones de Maxwell y es posible establecer
un procedimiento de reduccién de derivadas casi paralelo al de 1la
termodindmica.

En este capitulo se presenta esta estructura termodinamica de la TFD,
tomando como punto de partida el teorema de Hohenberg y Kohn (HK) para
establecer el equivalente de la ecuacién fundamental. En seguida se
presentan las transformadas de Legendre y de las expresiones para sus
variaciones se extraen las relaciones de Maxwell. Posteriormente se definen

y discute el significado fisico de los coeficientes de respuesta, para

concluir con algunos ejemplos de reduccién de derivadas.




I.1 ECUACION FUNDAMENTAL, TRANSFORMADAS DE LEGENDRE Y
RELACIONES DE MAXWELL EN LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD.
De acuerdo con el teorema de HK,7 la energia del estado basal de un
sistema de fermiones se puede escribir como un funcional de la densidad de

particulas (p)
EJel = Flp) + Idr plr) slr) (1)

donde Flp] es la parte universal y s(r) es el potencial externo que actaa
sobre el sistema.
Para obtener la densidad del estado basal, con la restriccién de que el

nimero de particulas del sistema permanezca constante, se requliere que el

funciona152'67
Qlpl = Eu[p} - u N I[p] (2>
sea estacionario ante variaciones artitrarias de la densidad. Se utiliza la

letra Q para denotar este funcional con el objeto de enfatizar la analogia

termodinémica. Q es el equivalente del potencial gran canénico. %8

En la
Ec.(2), p es el multiplicador de Lagrange que se incorpora para satisfacer la
condicién de que el numero de particulas permanezca constante y corresponde

al potencial quimico del sistema, el cual es uniforme en todo el espacio.

Asi, la densidad del estado basal debe satisfacer

69=6{Eu[p] -pN[p]}=O . (3)
y como

N [p] = J'dr-p(r) -5, (4)
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se obtiene que la ecuacién de Euler-Lagrange del problema es
_ &8 F
p = m + U(P) . (5)

La soluciétn de esta ecuacién es equivalente a la que se obtiene de
resolver la ecuacién de Schridinger independiente del tiempo para el sistema
con N fermiones.

En un trabajo de gran importancia para la TFD, Lieb®™ demostré que la
parte universal del funcional de HK tiene una dependencia explicita en el
nimero de particulas. Por otro lado, el teorema de HK garantiza la
existencia de una relacién funcional uno-a-uno entre la densidad y el
potencial externo ( p = plas]l ). Estos teoremas permiten ver que el
funcional de la Ec.(1) tiene una dependencia tipo funcién en el numero de
particulas y otra tipo funcional en el potencial externo, lo cual se puede

denotar como
Eu[p] = E (N,s] . (6)

En la Ec.(6), y de ahora en adelante, para establecer el tipo de
dependencia en una variable se recurre a 1la siguiente convencién: el
paréntesis mé&s cercano determina el tipo de dependencia; si es redondo,
entonces la dependencia es tipo funcién y si es cuadrado entonces es
funcional.

Cuando para el sistema estudiado se conocen el funcional universal y la
relacién p = pls], entonces la Ec.(B) representa a la ecuacié4n fundamental
del problema la cual tiene como variables naturales al numero de particulas
(N) y al potencial externo (s).Este par de variables independientes
constituyen la que llamaremos representaciédn canbénica de HK.

De esta manera, la variacién total de la energia en la representacién
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cantnica de HK esta4 dada por

3 E(N,s] = [gﬁ ]odN + Idr [3%(% ]N su(r) (7)
donde el primer término representa los cambios en la energia debidos a
variaciones en el numero de particulas, y el segundo el efecto de 1la
aplicacién de un potencial perturbativo sobre el sistema. La Ec.(7) es el
equivalente de la expresiétn diferencial de la ecuacién fundamental de la
termodinamica.

Ahora, de acuerdo con el trabajo de Parr y Bartolotti,53 se tiene que

= SE _ 8E
« = [ ], - (&), - ©

y por otro lado, segun la teoria de perturbaciones,7° el cambio a primer

order en la energia esta dado por
| ARLI Idr so(r) < ¥ | p(r) | ¥> = Idr p(r) ss(r) . (9)

donde ¥ es la funcién de onda del sistema no perturbado y ;(r) el operador de
densidad.

Substituyendo las Ecs.(8) - (9) en la variaci6én total de la energia
(Ec.(7)) se obtiene

S3E(N,s] = pdN + J'drp(r) ss(r) (10)

que es una de las ecuaciones bédsicas de la TFD para la aplicacién a problemas
quimicos.

Procediendo de manera aniloga a la termodiné.mica,81 por comparacién de
las Ecs.(7) y (10) se obtienen las "ecuaciones de estado" correspondientes a

la representacién canénica de HK:
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uio) = [§5] 5 emner = (55 ] - (11)

Estas ecuaciones dan la sigulente interpretacién fisica al potencial
quimico y a la densidad: el primero es una medida de como cambia la energia
al existir variaciones en el numero de particulas del sistema, mientras que
la densidad es una medida de la respuesta del sistema a la aplicacién de
pequefias perturbaciones externas. Cabe sefialar que esta interpretacién
tanto del potencial quimico como de 1la densidad son completamente
equivalentes a las de la mecanica estadistica. m

Cuando las particulas son electrones, la primera de las Ecs.(11)
proporciona una Justificacién tedrica del concepto de

electronegatividad: 52,87

B ,
L x = -u = —[gf-j] . (12)
: T

A x|
La electronegatividad no es mas que el negativo del potencial quimico del

sistema. Esto da un primer ejemplo de como la TFD rescata conceptos
empiricos de la quimica.

De esta manera, se tienen todos los ingredientes necesarios para cambiar
de representaciones sin perder informacién, ya que hay una expresién
diferencial, unas ecuaciones de estado y un principio variacional.

No se presenta aqui 1la demostracién formal de 1los principios
variacionales de las diferentes transformadas de Legendre. El lector
interesado puede remitirse al trabajo de Na.lewa,jski.62

El conjunto completo de representaciones en las cuales se puede trabajar

es:

{(N.e], (8], (N,pl, (u.p]}
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y las transformadas de Legendre son

Zl(u,c] =E-uN |, (13a)
22(N,p] =E -~ I dr p(r) o(r) = Flpl , (13b)

y
23(p,p] =E-pupN- I dr p(r) s{r) = Fipl —u N . {13c)

Para obtener las ultimas igualdades en las Ecs.(13b) y (13c), se utilizé
el funcional de HK, el cual esta dado por la Ec.(1).

Las primeras variaciones de estas transformadas son:

3 21 =- Ndu + f dr p(r) 3us(r) , (14a)

5%, = paN - I dr s(r) ap(r) (14b)
Yy

3 23 =-Ndu - I dr s(r) dp(r) . (14c)

A partir de la Ecs.(14) se obtienen las siguientes ecuaciones de estado

para cada representacion:

Nwel = - [32] s emme = [ Sy) (152)
x m
8f2 82
p(N,pl = [ ] ; o(r)(N,pl = - [m] , (15b)
N~ o plr] Jy
Yy
Nwel = - [52) et = - (B8] (15c)
P "

Suponiendo que tanto la energia en la representacién canénica como las
transformadas de Legendre cumplen con las condiciones necesarias y
suficientes para que el orden de derivacién sea irrelevante, entonces se

obtienen las relaciones de Maxwell de la TFD:62



(N, u): [3—2%;7]“= :‘—’g;“-'i:” (16a); %—‘(’%}:N - [gq;;ng (16b)
(o] [3%'(‘;;}“=- [%%l:u (17a); [g;,gg;]u - [gﬁgg{“ (17b)
(N,p}: :gg—‘(‘;yjn=- :ag,g’):p (18a); :g—;(’%';;:N = [%:N (18b)
(. p): :3—3‘;7]“= :f’-g%l]p (19a); :gﬁ’éf:';}]“ = [g";";.’]p (19b)

ll.2 COEFICIENTES DE RESPUESTA.

Para poder continuar con la analogia termodinaAmica es necesario definir
una serie de coeficientes de respuesta del sistema, los cuales deben ser
segundas derivadas de la energia o de alguna transformada de Legendre.Bl

En la TFD, estos coeficientes pueden ser globales, locales y no locales.
Los primeros son cantidades uniformes en todo el espacio y caracterizan al
sistema como un todo, los segundos dependen de un punto del espacio, y los
altimos de dos o mas puntos del espacio.

Las definiciones que se presentan en este trabajo se limitan al caso
espin restringido. El incluir el espin en esta formulacién proporciona una
riqueza adicional tanto de posibilidades de definicién de coeficientes como
de interpretacién. Para una discusién mds amplia de este aspecto se puede
consultar la referencia 73.

DUREZA (Global). Parr y Pearson® introdujeron el concepto de dureza

en la TFD. Esta se define como

,,=[32_E] =[
aNe Ju

Q)
22

] . (20)
A3
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La razén de bautizar esta propiedad como dureza estriba en que 7 es una
medida de la resistencia al cambio del potencial quimico como consecuencia de
variaciones en el numero de electrones del sistema. Por otra parte, la
primera igualdad.en (20) establece que la dureza global es la concavidad de
la energia como funcién del numero de electrones.

Un aspecto interesante y relevante de las definiciones del potencial
quimico y la dureza es la forma que toman cuando se recurre a la aproximacién

por diferenclias finitas. En esta ultima, p y 1 estan dados por

p = - 1_5__A_ = -y , (21)
Yy
n = I -A . (22)

donde I es el primer potencial de ionizacién y A la afinidad electroénica.
La Ec.(21) corresponde a la definicién de electronegatividad dada por
Mullliken,74 mientras que (22) es una cantidad ampliamente utilizada en la
parametrizacién de diversos métodos semiempiricos de estructura electrénica
75

molecular.

BLANDURA (Global). Yang y Parr > definieron la blandura global como

_ [N
S = [ 3 ]0 . (23)

De las definiciones presentadas en las Ecs.(20) y (23) es evidente que

la dureza y la blandura globales son inversas unz de la otra. Se pueden
sefialar dos razones que Justifican esta redundancia. En primer lugar, por

evidencia numérica, se sabe que la blandura de unz molécula es casi aditiva

76

sobre los atomos que la constituyen, lo cual no ocurre con la dureza. La

segunda razén proviene de la aplicacién a sélidos del concepto de blandura.

Para un s6lido es posible demostrar que55
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s = gl € ) (24)

donde g(e) es la densidad de estados. De esta manera, en un sé6lido la
blandura es igual a la densidad de estados al nivel de Fermi, la cual juega
un papel primordial en la fisica del estado sé6lido.

FUNCION DE FUKUI (Local). Se define como~’

_ 88E _ [ ap(r) - Su
£r) = s sutey '[ &N ]u—[aur ]N : (25)

Esta cantidad es particularmente importante para estudiar la reactividad

quimica local de un atomo, molécula o sélido.

En general, las propiedades que son derivadas respecto al nimero de
electrones son diferentes cuando el sistema recibe o cede electrones. Asi,
si se desprecia el efecto de la relajaci6n, cuando una molécula acepta carga,

la funcién de Fukui se puede aproximar como '’
ATAQUE

+
) = P yyolr) NUCLEOFILICO[ ° (26)
y si la cede
- - ATAQUE
£r) = Pyoplr) {r:u:cmom.lco} ' (27)
donde Pino Y Puomo SOM las densidades electrénicas del primer orbital

desocupado y del ultimo ocupado, respectivamente.
Por otro lado, cuando una reaccién procede por radicales libres,

+ -
Oy = £ + £ {mmxcu.zs}

3 LIBRES (28)

De este anadlisis resulta claro que f(r) estd intimamente relacionada con
los orbitales frontera de una molécula, . los cuales son el punto de partida de
la teoria de reactividad quimica de Fukui.®® Precisamente por esto es que
se le llamé funcién de Fukui.

Para un sé6lido, se puede demostrar que55



g(cF,r)
f(l‘) = —G—(E;:T N (29)
donde g(e,r) es la densidad de estados local, la cual se define como
2V 2
gle,r) = dk | ¢ _(r) 3 [e(k) - £ ] . (30)
(2m)° I | 9 |

Una propiedad importante de la funcién de Fukui, que se deduce

facilmente de su definicién, es la normalizacién:
J'dr £(r) = 1 . (31)

DUREZA Y BLANDURA LOCALES. La dureza local se define por®'’®

2
I ) . 3°Flpl _ du
n{r) = N J dr’ p(r’) 5 plr = [m)]u s (32)

y la blandura local como55

s(r) = [ gp(r) ] . (33)

ou s
Finalmente, dos cantidades que han aparecido recier:emente en 1la
literatura y que se usan en la reduccién de derivadas de la siguiente seccién

son el KERNEL DE LA DUREZA®’

(re) = -8ue) __&%F (34)
mr, dp(r™) Sp(r’)ép(r) '
y el KERNEL DE LA BLANDURA®’
str,r’) = - 3RO (35)

En las Ecs.(34)-(35), u es el potencial quimico intrinseco, el cual se
define como

ulr) = o(r) - u . (36)



Il.3 REDUCCION DE DERIVADAS.**™*®
El siguiente paso dentro de la analogia termodinédmica es el poder

desarrollar un procedimiento sistemaAtico para expresar derivadas en términos
de los coeficientes de respuesta que se presentaron en la seccién anterior.
Otro objetivo es el de encontrar las posibles relaciones que existen entre
los coeficientes.

Al igual que en la termodinamica clésica, la parte operativa del proceso
de reduccién requiere de las expresiones para las variaciones tanto de 1la
energia como de las transformadas de Legendre, las relaciones de Maxwell, y
el aparato matematico del calculo funcional. Un presentacion clara y
concisa de los resultados relevantes del cadlculo funcional se puede encontrar
en el apéndice de la referencia 64.

El trabajo presentado hasta el momento da la impresién de que la TFD
puede ponerse en total y absoluta correspondencia con la termodinamica
clasica, lo cual resultaria satisfactorio desde el punto de vista estructural
Yy, probablemente, estético. Sin embargo, es necesario sefialar que esta
analogia esta lejos de ser completa. La razén de esta afirmacién es que en
la TFD, a diferencia de la termodinamica, dos de las variables conjugadas (la
densidad y el potencial externo) estan relacionadas por medio de una
correspondencia funcional, la cual es ineludible si es que se quiere
satisfacer el teorema de HK. Esto tiene varias consecuencias y aqui se
sefialan dos. En primer lugar, en vista de que el teorema de HK garantiza la
existencia de la relacién p=p{u) para los estados basales de un sistema de
fermiones, resulta imposible escribir que la energia puede cambiar como
consecuencia de variaciones independientes de la densidad y el potencial

externo. Dicho de otra manera, no se pueden considerar las variaciones de
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la energia en la representacién [p,s], si p y » se consideran comc variables
independientes. La otra consecuencla importante involucra precisamente al
proceso de reduccién de derivadas. Si este proceso se realiza directamente,
es posible que se obtengan resultados fisicamente aceptables, por medio de un
procedimiento matemAticamente impecable, pero puede ocurrir que en el camino
alguno o algunos de los pasos Involucrados en el proceso de reduccién
impliquen la violacién del teorema de HK, lo cual es inaceptable.

Aclarados estos puntos, a continuacién se procede a la recd.ccién de
algunas derivadas que aparecen en la TFD , empezando por estatlecer las
relaciones existentes entre los coeficientes de respuesta definid-s en la
seccién anterior.

Como primer ejemplo se presenta la relacién que guarda la dureza global
con otros coeficientes de respuesta. A partir de la definicién de la dureza

y utilizando la regla de la cadena funcional se tiene que

_{ ap _ [ & 3p(r)
n-[a—ﬁ]v —J'dl‘[sz%y]u[ N ]0 ’ (37)

y de acuerdo con las definiciones de la funcién de Fukui y de la du-eza local

se puede escribir como

n = Idr a(r) £(r) . (38)

Este resultado muestra que la dureza global, la dureza local y :z funcién
de Fukul no son independientes. Si se conocen un par de ellas es posible
conocer la otra.

La Ec. (38) se puede considerar como una relacién de consistenc:a. Para
ello, dada una parte universal del funcional de HK si, por un lado, se supone
que se han implementado esquemas numéricos independientes para ca.zular 7 y

f(r), y por otro lado, como la Ec.(32) permite conocer a xn(r), entonces,
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substituyendo n{r) y f(r) en la Ec.(38), la comparacién del resultado de esta
integral con el valor de n es una medida de la consistencla entre los métodos
numéricos utilizados para calcular 3 y f(r).

Para el caso de la blandura global, por un procedimiento semejante al

mostrado arriba se puede escribir que

8N SN dp(r)
s- (2] =jdr[m] B (39)
au J Pirij, LTINS
Como la densidad integra al numero de electrontss se tiene que
3N -
[ Sp(ri]0 = 1 : (40)

Substituyendo la Ec.(40) y la definicién de la blandura local en la

Ec. (39),se obtiene la siguienté relacién:
S = J'dr s(r) (41)

la cual muestra que la blandura global es la integral sobre todo el espacio
de la blandura local.
Si se considera la blandura local, usando lz regla de la cadena, se

tiene que

_ [ 8p(r) _ dplr) 8N
s(r) = [ —gﬁ——]u = [ —gﬁ—_]u [ . ]u , (42)

y al substituir las definiciones de la blandura giobal y de la funcién de

Fukui de obtiene la sigulente relacién:
s{r) = S f(r) . (43)

Substituyendo 1la Ec.(43) en 1la Ec.(3B), se obtiene una relacién

importante, a saber

J'drn(r) s(r) = 1 . (44)




Esta ultima expresién muestra que la dureza y blandura locales son
inversas, lo cual puede verse desde su definicién. La Ec.(44) es la
verificacién formal.

Para establecer una relacién entre los kernels de la dureza y de la

blandura, se puede recurrir a la siguiente propiedad entre derivadas

funcionales:
» 8 plr) & u(r’) _ s
J dr ) sy - 8(r - 1r'’) . (45)

Substituyendo las definiciones de los kernels, se obtiene que
J ar’ s(r,r’) n(r’',r’’) = &(r-r"") . (46)
Otra propiedad del kernel de la blandura es la siguiente:
s(r) = J dr’ s(r,r’) ; (47)

la cual se usara un poco mas adelante.
Ahora se procede a la reduccién de una derivada de importancia fundamentzal.

Se trata de escribir

2
3 p(r) - 3 E
[ Suir'i]N B [ Sulr'iéclri]N (48)

en términos de los coeficientes de respuesta.
Para ello, se comienza por considerar la variaci6én de la densidad vista

como un funcional del potencial intrinseco u(r). Esto es

dp(r) = J dr’ [ gﬁ%%g%] du(r’) . (49)
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Substituyendo la definicién del kernel de la blandura y usando la
definicién de u(r), se tiene que

3p(r) = I dr’ s(r,r’) [ du - du(r’) ] =
= 3 I dr’ s(r,r’) - J dr’ s(r,r’) és(r’) = (50)

= s(r) ép - J dr’ s(r,r’) 3dus(r’)

En esta secuencia de igualdades se us6 la propiedad sefialada en la Ec. (47)

y el hecho de que el potencial quimico es uniforme en todo el espacio. Cabe
hacer notar que en ninguno de los pasos en (50) se viola el teorema de HK.

Derivando funcionalmente la expresién (50) con respecto a u(r’’), a N

constante se tiene que

3 plr) _ Su _ , R 3 o(r’)
[s-.;rr‘"T]N = sin) [W“T]N Jd‘“ ste,r’) [SF(?"T]N

= s(r) f(r'’) - J dr’ s(r,r’) 8(r' - p'’) = (51)
= s(r) f(r’'’') - s(r,r'’) ,
donde se substituyé la definiciéon de la funcién de Fukui. Finalmente,

usando la Ec.(43), se llega a la reduccién exacta de esta derivada:®’

[ gzgég%] - §£§l§§£5Ll - s(r,r’) . (52)
N

Una aproximacién que lleva a una expresién muy interesante es la que se
obtiene de suponer que la relacién entre p(r) y u(r) no es funcional, sino es

tipo funcién. A esta aproximacién se le puede llamar aproximacién local.
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De acuerdo con esta, la derivada funcional de la densidad respecto a u(r)

esta dada por'-'9
gp(r’) (53)

s(r,r’) = - gﬁ%ég% = -8(r - r') FarF

Substituyendo la Ec.(53) en la Ec.(52) e integrando se tiene que

, vy dplr’)  _ dp(r)
SRR =

De esta manera, en la aproximacién local, el kernel de la blandura toma

(54)

s(r) =

la siguiente forma:

s*(r,r’) = s(r’) 3(r - r’) (55)
Substituyendo esta ultima expresion en la Ec.(sz),
[%3-‘(’%',1}];‘= s(r*) [ slr) - s(r - r*) ] , (56)
la cual en términos de la funcién de Fukui queda como
(57)

) P(P) LA —_ ’ - - ’
[W]N —Sf(r)[f(r) s(r - r') ]

La derivada (ap(r)/au(r’))N debe satisfacer las siguientes propiedades:

é p(r) - dp(r’) (58)
Su(r™) N & »(r) N '

) 3 p(r)
La Ec.(58) proviene de la relacién de Maxwell (16b), y la Ec.(58) de
integrar sobre r’ la Ec.(52), que es la reduccién exacta de esta derivada.

De la propiedad de simetria y dado que la Ec.(52) es exacta, se concluye
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que el kernel de la blandura debe ser simétrico, esto es
s(r,r’') = s(r’,r) . (60)

A continuacién se demuestra que la reduccién dentro de la aproximacién
local satisface estas propiedades. La simetria se obtiene directamente
tomando en cuenta que la delta de Dirac es simétrica. Por otro lado,

integrando 1la Ec.(57) sobre r’

I dr’ [ gzﬁéﬁ%]N = S f(r) I dr’ f(r’) - S J dr’ f(r') 8(r -r’) =

(61)
= Sf(r) - Sf(r) = 0 ,

donde se utilizé la normalizacién de la funcién de Fukui. De esta manera,
la expresién aproximada loéalmente satisface tantb ia simetria como 1la
integracién a cero.

Se cierra este capitulo sefialando una serie de consecuencias de la
aproximacién local. Para demostrar una de ellas es necesario establecer la
invariancia translacional. De acuerdo con el teorema de HK, u(r) es un
funcional unico de p(r) y vice versa. Segin esto y siguiendo a Lovett®® y a
Evans,68 para que p y u satisfagan el principlo de invariancia translacional

se requiere que

p(r + t; u(r’')) = p(r; ulr’ + t)) (62)
y

u(r + t; p(r’)) = u(r; p(r’ + t)) , (63)
donde t es un desplazamiento arbitrario. Desarrollando en series de Taylor

y truncando a primer orden se obtienen las ecuaciones fundamentales de

invariancia translacional:




Yolr) = Jdr’ L) i) (64)
y
Yu(r) = Jdr' S ulr) (e (65)
Sp(r™) )

Substituyendo la aproximacién local en la Ec.(64) se obtiene que
Vplr) = -s(r) Vulr) = -S f(r) V ulr) . (66)

De acuerdo con la definicién de u(r) y dado que el potencial quimico es

uniforme en todo el espacio, la Ec.(66) se reduce a

Ve(lr) = -S f(r) Vas(r) . (67)

-~

Para un atomo, el potencial externo es -Z/r y su gradiente, Zr =2
donde ; es el vector unitario radial, siempre es positivo. Por otro lado,
como la densidad electrénica de un Atomo es monétonamente decreciente, el
lado izquierdo de la Ec.{(67) siempre es negativo. Por lo tanto, dentro de
la aproximacién local, la funcién de Fukui atémica es positiva definida.
Asi, la Ec.(67) proporciona una manera alternativa para calcular funciones de
Fukui atémicas a partir del conocimiento de la densidad y la blandura global.
En particular, si la densidad es esféricamente simétrica, la funcién de Fukui

esta dada por

2
f(r) = -22"— a_plr) (68)

donde ar denota la componente radial del gradiente.

Cabe sefialar que 1los argumentos presentados anteriormente para
establecer que la funcién de Fukui atémica es positiva definida no se aplican
en el caso molecular, pues en este dltimo la densidad electrénica y el

potencial externo no son funcliones monétonas.
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Para una molécula, la Ec.(67) permite establecer una expresién que
relaciona al laplaciano de la densidad, el cual juega un papel primordial en
los estudios de topologia cuéntica de Bader‘,81 con la funcién de Fukul.

Aplicando la divergencia a la Ec.(67) se obtiene que
2 pte) = ¥
vV pe(r) = -8 Vf(r) « Vau(r) + f(r) o(r) . (69)

Esta es una expresién no explorada hasta el momento e indiscutiblemente

vale la pena estudiarla con detalle en el futuro.
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CAPITULO .

TEORIA DE PERTURBACIONES
Y
RESPUESTA LINEAL
INDEPENDIENTES DEL TIEMPO.

En este capitulo se presenta la relacién que guarda el formalismo
desarrollado en el capitulo anterior con la teoria de perturbaciones
independiente del tiempo y la teoria de respuesta lineal estatica. En
primer lugar se presenta la relacién entre el desarrollo en series de Taylor
funcional de la energia en la representacién canénica de HK con la teoria de
perturbaciones convencional. Utilizando algunos resultados de reduccién de
derivadas del capitulo anterior se da una nueva int:erpl"'etacién"9 a la
correccién de segundo orden en teoria de perturbaciones la cual se aplica a
la respuesta de un atomo, molécula o sélido cuando este se encuentra en la
presencia de un campo eléctrico uniforme, de donde se obtiene una expresién
para la polarizabilidad en términos de la blandura global y de la funcién de
Fukui. Como una segunda aplicacién, se presenta una manera de calcular las
correcciones hasta de segundo orden a 1la energia de un 4&tomo con dos
electrones, donde se toma como sistema de referencia un &atomo
hidr‘ogenoide.82 Finalmente, se aplica el formalismo a un problema de

catalisis: la interaccién metal-soporte. %378

d
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.1 RELACION ENTRE EL DESARROLLO EN SERIES FUNCIONAL Y LA TEORIA DE
PERTURBACIONES INDEPENDIENTE DEL TIEMPO.

Consideremos la energia (E) de un sistema de fermiones en 1la
representacién candénica de HK, cuyas varliables independientes son (N,ws]. El
desarrollo en serles de Taylor funcional de E alrededor de un sistema de

referencia con N° particulas y con un potencial externo «°(r) esta dado por

0 0
E(N,s] = E(N®,s°) + [95] AN + Jdr[ 3E ] As(r) +
6N v Sp(r) N

Q@

v

1 2p0 2 a5 E 1°
+ - [ Eﬁg] (AN) + AN J dr [ EESVTFT] As(r) + (1)

+ —é— JI ar ar” [W_éfzg_rf]o As(r)An(r’) + ees |
] v virT)y |

donde AN es el cambio en el nimero de particulas y As(r) es la perturbacién
que se impone al sistema de referencia. |
La forma general de escribir este desarrollo es
E(N,s] = E(N°,s ] +

(2)

[} k k—l 0
+ Z l?1—,— C'E [?-—k_—lj drt Eu)(rz) Alﬂs(rt)} (AN)k-t ,
k=1 ) =0 oN r

!/
donde C: es el coeficiente binomial y se ha empleado la siguiente notacién:
J drk————-)“. cee J drl d"z ces drk’ (3)
r
k k integrales
0, k S¥E
E (P ) = [ ees ] 4 (4)
au(rl)éu(réj Su(Fk) N
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A%s(r¥) = Bs(r )As(r,) e au(r,) . (5)

En estas ecuaciones, el superindice 0 indica que las derivadas se evaltan
para el sistema de referencia.

Euando el numero de particulas no cambia, entonces los unicos términos
que sobreviven en la sumatoria sobre £ de la Ec.(2) son aquellos con &k y,

por lo tanto, el desarrollo se reduce a

o«
E(N®, s ] = E(N°, s ] + z o j ark X (c%) aku(rk) (6)
k=1 rk
Ahora, consideremos el siguiente funcional de la energia para un sistema
perturbado:
E[pA(r)] = Flp,(r)] + J dr ph(r) ol(r) , (7)
donde

o, (r) = s (r) + A s(r) , | (8)
siendo A el parametro de perturbacién, el cual puede tomar cualquier valor
dentro del intervalo [0,1],y s(r) es el potencial perturbativo el cual se
supone que corresponde a un potencial de un cuerpo, que es el caso general
para un potencial externo.

Siguiendo la filosofia tradicional de la teoria de perturbaciones en
ﬁecanica cuantica, se propone que tanto la energia como la densidad se pueden
escribir como un desarrolle en series de potencias del parametro de

perturbacién. Esto es,

[}
Elp,(r)] = E9 + a Y + a2 g2y ..l = E: ¥ g0 ©)
k=0
Yy
[+ ]
p(r) = pO(r) + 2 pV(r) + 2% pP(r) + o0 = Z A% p®(p) (10)

k=0
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En estas expresiones,
k
E(k) = 1' a E (11)
8A A=0
Yy
k
¥ (r) = 1 38 p(r) (12)
k ]
aa A=0

son la k-ésima correccién a la energia y a la densidad, respectivamente.

El desarrollo en series de potencias de la densidad se puede escribir

como
pk(r) = po(r) + Ap(r), (13)
donde Ap(r) estéa dado por
o
Bo(r) = Z A o™ (p) (14)
k=1

Ia parte universal del funcional del sistema perturbado se puede

escribir como

F[ph(r)] = F[pb(r) + Ap(r)] =

bp(ry) + (15)

i F
= Flp (r)] + J dry [ Sp(r,) ]N A=0

1 3°F
*sT J] dl‘ldr2 [Gp(rl)Bpﬁ'ZT ]N - AP(PI) Ap(pz) b eee '

A

donde las derivadas funcionales se evaldan para el sistema no perturbado y al
escribir la Ec.(15) se ha hecho la suposicién de que la perturbacién no
provoza un cambio en el numero de particulas.

Si se definen

oty Ky _ 8“F
e = [ sp(ryJoplry)--dplr,] ]N ’ (16)
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A% (r¥) = Bp(r,)plry) -dplr) (17)

entonces el desarrollo en series de F se puede escribir en forma compacta

como

Flp,(r)] = Flp (r)] + Z E‘—,I ark FO (rX) A% (rk) | (18)
Y
k

k=1
Usando la Ec.(14) y después de hacer algo de Algebra, se puede demostrar

que, para k z 2,

k-2
© £-k+1 l~k¢2-kx e-1- J=1kj

2%p(r¥) =2: Al Z Z e (r)) p%2 (ry)e e
=k x1=o k2=0 kkq:o

(19)
k-1
-~-p(£'£j=1 Xy )(rk) ,kz2 .
Para k=1, de acuerdo con la Ec.(14),
a'p(r') = Bp(r,) =Z Aty (20)
=1

Substituyendo las Ecs.(19)-(20) en la expresién para el desarrollo
funcional de la parte universal (Ec.(18)), y agrupando potencias iguales de

A, se obtiene que

Flp,(r)] = Flp, (r)] +2 [ ar, PV pMr +

2
L o(1) €3] 1 k k
+ Z A [j'drl | (rl) ] (rl) + Z T L_ ar® FO%) (rXy . (21)
=2 k

k-2 : k=2

k-2

L-k+1 l—nz-k1 £-1- j=1kj k-1
. Z Z p(kl)(rl) p(kz)(rz)."p(l-zj:l K, )("k)
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Por otro lado, substituyendo la Ec.(8) para el potencial perturbativo y
el desarrollo en series de potencias de la densidad (Ec.(10)) en el segundo

término del lado derecho de la Ec.(7), se tiene que

dr pk(")"a(”) = J dr p (r) v (r) +

+ A Idr [po(r) s(r) + P(“(r) 00(1") ] ] + (22)

+Z al Idr [p(t’“(r) vir) + p(u(r) v (r) ]
=2

De esta manera, substituyendo las Ecs.(21)-(22) en el funcional de 1la
energia para el sistema perturbado (Ec.(7)), usando el desarrollo en series
de potencias de la energia (Ec.(9)) y agrupanio potencias iguales del
parametro de perturbacién, se obtienen las siguientes expresiones para las

diferentes contribuciones a la energia:

g© = Fle (r)] + Jdr p(r) s (r), (23a)
g0 J dr, [pm(’1) [F°“’(r1) + s (r)) ] *+ py(ry) wlr)) } , (23b)
y
gd < Jdrl [p(t’(rl) [FO(“(rl) + s (ry) ] + p(z—”(rl) s(r,) ] +
£
1 k o(k), k
*ZE—:L"'F (e (23c)
k=2 k
k

E-x+1 t-xnz-k1 -1~ j=1%; k-1
- z cwe p(kl)(l‘l) p(kZ)(!‘z)"‘p(t-zj=l kj )(rk) ,

k=0  k,=0 L
donde esta uUltima expresién es valida para ¢ = 2.

Para reducir estas expresiones se utiliza lz transformada de Legendre




22(N,p] = F(N,p] (ver 1la Ec.(13b) del capitulo anterior). Una de las
ecuaciones de estado en esta representacién es {(ver la segunda igualdad en

(15b) del capitulo anterior)

8%2 _ oF = -
[W]N - [W]N_ olr,) . (24)

Asi, de acuerdo con la notacién empleada en este capitulo se tiene que
o(1) _
F (r1) = uo(rl) , (25)

y para el resto de las derivadas funcionales

-

FO (£%) = - [

61(—1

Sp(rz)ap(r3)°°-6p(rk)

uo(rl)

] = - oK) | para ke2. (26)
N

Substituyendo 1las Ecs.(25)-(26) en 1las Ecs.(23), 1las diferentes

correcciones a la energia son:

@ = F[po(r)] + J dr po(r) 0°(r) , (27a)
EY = | dr, p_(r,) s(r,)
= 1 Polry) slry . {(27b)
A4
¢
g =Jdr1 p‘t-n(rl) s(r,) - Z El'_ L_ ark u(()k'l)(rk) .
k=2 k

(27¢)

L-k+1 l—k+2-k1 £-1- j=1kJ k-1
., Z Z s p(k1)(r1) p(kz)(rz)---p(e’"zjq kj )(!‘k).

k,=0 k=0 k, _,=0
Ahora, para poder reducir estas expresiones, se requiere conocer a las
derivadas de la densidad respecto al parametro de perturbacién y evaluarlas

para el sistema no perturbado.

Para k = 1,
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dus, (r3)
ag(r) = | arr [ 20(r) he S
I 1 [ xS rl ]N BA ’ (28)
donde se ha usado la regla de la cadena de funcionales. De acuerdo con la

Ec.(8), esta ultima expresién se reduce a

ap(r) _ , , " (29)
_g'f_ = I drj x,(r,ri;A) slry) .

En esta expresién se ha definido la funcicn de nespuesta de primen onden o
funcidn de nespueota lineal para el sistema perturbado:

. _ Sp(r)
xl(!‘,!‘l.l) = (STDXE(?T )N . (30)

1

Usando la Ec.(29) y la expresién para p(” (Ec.(12)), se tiene que
(1) - » O ’ ’
p (r) = I dr1 xl(r,rl) or )1 . (31)

donde 1(1) es la funcién de respuesta lineal del sistema no perturbado.
Para el caso general se tiene que
ey = o J ar'® 20r, 0 %) ey -
" (32)

= 7 J]“-J dr} dx-’2 coe drl": xﬁ(r.r'l.r‘é.-..,rl’{) u(r’l) e(ré)-”u(rl’() ,

% (e, = | 5 (rf)aikf(?%~--a ro) (33)
Y 1 o' F2 Yo' Tk N

es la funcidn de neapueota de onden k para el sistema no perturbado.
Si centramos la atencién en la correccién de segundo orden a la energia

entonces, de acuerdo con la Ec. (27c),




56

@ = j dr, p(l’(rl) [ u(r1) - % I dr2 u%l)(rx,rz) p‘l)(rz) ] . (34)

Substituyendo las Ecs.(26) y (31) en la integral que aparece dentro del

paréntesis cuadrado de la ultima ecuaci6n, se tiene que

g2 = J dr, p(I)(rl) [ 0(rl) -

(35)
3s (r,) dp(r,)
- % j dr;, s(r;) I dr, {-—2——1— ] [ -2 ] .

6p(r2) N Buo(rz) N

la cual usando la propiedad

du _(r.) sp(r,)
Jd,.z _o 1 2 | = a(ry-ry)
Sp(rz) N auo(ré) N
se reduce a
(2) 1 (1)
E =57 [ dr1 P ! (rl) u(rl) . (386)

Finalmente, substituyendo la Ec.(31) en esta ultima expresién se

encuentra que
1
g2 = T IJ dr, dr, x?(rl,rz) s(r,) s(r;) (37)

la cual en términos de la derivada funcional de la densidad con respecto al
potencial externo se puede escribir como

E? = ilT Jj dr, dr, [ ap(rll-] c(rl) 0(r2) . (38)
Suo(rz) N

Siguiendo un procedimiento similar al mostrado arriba para la correccién

de segundo orden, se puede demostrar que para el caso general




57

Y = Elrj ar¥ x;(rk) oK(r¥) =
r

k (39)

8k°1p(r1)

1
= E_T_‘[I...I drldrz"odrk [ ] u(rl)o(rz)voou(rk) .
Guo(l‘z)Guo(ra)N-&uo(rk) N

Substituyendo las Ecs.(27a), (27b) y (39) en el desarrollo en series de

potencias de la energia, Ec.(11), se tiene que

E[px(r)] = [ F[po] + I dr po(r) ub(r) ] + A I drl po(rl) o(rl) +

© x (40)
+ }: EéT [ drk p(k'l)(rk) &5,
k=2 rk
donde
p ™V (k) = [ Y ] : (1)
Bco(rz)ano(ra)"-aeo(rk) N

Reconociendo que el primer término del lado derecho de lz Ec.(40) es la

energia del sistema no perturbado, y definiendo
As(r) = A »(r) , ‘ (42)

entonces la Ec.(40) se puede escribir como

E[po(r) + Ap(r)] = E[pol + [ dr, po(rl) Au(rl) +

© (43)
+ E: ElT I ark p(k'i)(rk) AKu(eK) .
k=2 rk
Ahora, de acuerdo con la Ec.(11) del capitulo anterior se tiene que
k
3'E
p V(%) = [ } = E:)k)(rk) : (44)
Gu(rl)au(rz)'~-au(rk) N ls

Substituyendo las Ecs.(44) en la Ec.(43) se encuentra que
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[ ]
Elp,(r) + 8p(r)] = Elp ] + Z k‘l"I ark E (r%) AKu(rK) . (45)
k=1 rk

La Ec. (45) es el desarrollo en series de Taylor funcional de la energia
{ver Ec.(86)), con lo cual hemos demostrado el isomorfismo entre el desarrollo
en series de Taylor con un esquema basado en la filosofia convencional de la
teoria de perturbaciones aplicado a la TFD.

Para enéontrar la relacién que guarda el formalismo desarrollado en las
lineas anteriores con la teoria de perturbaciones de la mecénica cuéntica,
considere el hamiltoniano

# o=xeai (48)
donde ﬁﬁ representa al hamiltoniano del sistema no perturbado, el cual
contiene N particulas, A es el parametro de perturbaciétn y i’ es la
perturbacién. Si esta udltima es provocada por la aplicacién de un campo

externo, entonces &’ se puede escribir como
® o= jdr tr) s(r) (47)
donde ;“(r) es el operador de densidad que en 1la representacién de

coordenadas esta dado por
N

) Np) = Za(r-rl) , (48)
1=1
y »(r) es el potencial externo.

La ecuacién de Schrddinger para el sistema no perturbado es
Rg|v> = Ev|v> , ¥=0,1,2,... (49)
donde el ket es la funcién de onda para el sistema con N particulas:

jv> = Wv(rl,...,r“) = Wv(ru) . (50)
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Por otro lado, la ecuacién de Schrédinger para el sistema perturbado es
Y uo - “-
1 Wv(r ;A) = EV(A) ib(r JA) . (51)

Suponiendo que el estado basal es no degenerado, y siguiendo el

procedimiento normal de la teoria de perturbaciones, se proponen los

desarrollos
o
E (A) = Z AK Y (52)
k=0
y
[ ]
\Ilo(r-";h) = Z Ak ¢é“(r") , (53)
k=0 :

donde Egk) y ¢ék) son las correcciones de orden k a la energia y funcién de
onda, respectivamente.
Limitando la presentacién a las correcciones de segundo orden en la

energia y primero en la funcién de onda, la mecénica cuadntica establece que

(1) _ e :
E, = <0[ |o> , (54)
E(()z) _ Z < | |0_>_<01}c fv> (55)
v o Vv
y
(1, Ny _ \ " <v x 0> o
¢O (r’) = Z —%;_—Ev— | , (56)

v

donde la prima en la sumatorias indica la exclusién del término v=0.
Si la perturbacién es del tipo indicado en la Ec.(47), entonces los

elementos de la matriz H’ se pueden escribir como

H;u = < |H |w> = J dr pvu(r) s(r) , (57)

donde pvu(r) es la densidad de transicién, la cual se define como

-y
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pv“(r) = <v];"(r)|u> . , (58)
Subst i tuyendo 1a Ec.(57) en las Ecs.(54)-(55) se encuentra que
(1)
E° = J dr po(r) s(r) . (59)
y
, p.. (r)p (r,)
(2) _ vo 17ov 2
E~ = JJ dr, dr, [ E: F-F ] s(r,) s(r,) (60)
= o v
donde
po(r) = p  (r) = <0|pM(r}|0> (61)

es la densidad del sistema no perturbado.

Por otro lado, la densidad del sistema perturbado se puede escribir como
ph(r) = <W°(r“;1)|;"(r)|Wo(r";k)> =

© k (62)
= p (r) + Z Ak Z A G PG TS O PR
k=1 =0

donde se us6é la Ec.(53) para la funcién de onda del estado basal del sistema
no perturbado.

Comparando la Ec.(10) con la Ec. (62) se ve que la k-ésima correccién a

la densidad est4 dada por
k

™ (r) =Z <¢éb(r“)|;H(r)|¢ék-b(ru)> L k=21 . (63)
=0

En particular para el caso k=1, al substituir la Ec.(56) para la
correccién a primer orden de la funcién de onda, y la Ec.(57) para los

elementos de matriz, se encuentra que

» o, (r)p_ (r’)
p'V(r) = J dr’ [2 Re Z vo E _gv ] s(r’) . (64)
o v :

v

donde Re denota a la parte real de un ndimero comple jo.
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Al comparar la Ec.(31) con esta ultima expresién se encuentra la
siguiente relacién entre la funcién de respuesta lineal y las densidades de

transicién:

pvo(r)pov(r’)

[} , Sp(r) *
2.(r,p’) = [ __ET_TT ] = 2 Re E
1 800 r N ’ E

o-Ev

(65)

Por otro lado, si a la Ec.(60) se suma su complejo conjugado y se
recuerda que la energia es real, entonces se encuentra que la correccién de

segundo orden a la energia se puede expresar como

» p,. (Pr)p (r')
g2 = JJ dr dr’[ Re E: vo T -gv s(r) s(r’) . (685)
oV
v
Substituyendo la Ec.(65), esta ultima expresién se reduce a
(2) _ 1 . Sp(r) ,
E =35 IJ dr dr [W N O(P) U(r ) . (67)

Asi, al comparar las Ecs.(27b) y (38) con las Ecs.(58) y (B7) se puede
concluir que, al menos hasta segundo orden, existe una relacién uno-a-uno
entre el desarrollo en series de potencias funcional, la teoria de

perturbaciones en la TFD y la teoria de perturbaciones en la mecéanica

cuantica. De una manera esquemadtica, el sliguiente cuadro resume esta
conclusién.
Desannollo en aenies de |, .| Jeania de peatun&acéoneo'
Jaylon {funcianal en J%¥D

Jeania de pentunbacianea
en Mecanica Buantica

PARA ESTADOS BASALES
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Ahora, substituyendo la reducclén exacta de la funcién de respuesta en
términos de la blandura global, la blandura local y el kernel de la misma
(Ec. (62) del capitulo anterior) en la Ec.(38) se obtiene que’®

2
E'? - [_13 ”dp s°(r)  s(r) ] -
)

- II drdr’ so(r.r') s(r) u(r')]

(68)

Esta expresién, a pesar de ser interesante y exacta, resulta poco practica
dada la dificultad de tener a la mano una manera relativamente sencilla de
conocer el kernel de la blandura. Para poder ir més all4, se substituye en
la Ec.(38) la reduccién de la funcién de respuesta dentro de la aproximacién

local (Ec. (67) del capitulo anterior ) y se obtiene79

2
2
E? = 5° [ Udr £°(r) u(r)] - Jdr £°te) [ oir) ] ] . (69

Introduciendo la siguiente notacién

< O(r) > = J dr f(r) O(r) , (70)

para denotar el valor esperado de O respecto a la funcién de Fukui, entonces
la Ec.(68) se puede escribir como

2
E? - g° [ <slr) >0 - < (nlr)) >fo , (71)

o haciendo un poco de algebra,
E(Z)

-s< [wr) - <wr)>01% >0 . (72)

Esta tUltima expresién proporciona una interpretacién muy interesante
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para la correccién de segundo orden; sl la funcién de Fukui es una funcién
de distribucién de probabilidades (normalizada y positiva definida )},
entonces la correcién a segundo orden estd directamente relacionada con las
fluctuaciones respecto a la funcién de Fukui del potencial perturbativo.
Substituyendo la Ec.(67) del capitulo anterior en la Ec.(31) se obtiene

que
p(l)(r) = - 8° for) [ s(r) - I dr' £2(r’) s(r’) , (73)

la cuzl, dentro de la aproximacién local, proporciona una manera alternativa
de calcular la densidad inducida en términos de la blandura global y la
funcién de Fukul del sistema no perturbado. Es claro que esta expresién
satisface la condicién J dr 3dp(r) = O.

El primer término de la Ec.(73) es la componente local que determina el
cambic de la densidad en el punto r debido a la accién del potencial en ese
puntc, mientras que el segundo término representa la contribucién no local,
la cuzl da el cambio de la densidad en el punto r debido a la influencia del
potencial perturbativo en todo el espacio.

Asi, se ha encontrado una expresién que satisface las propiedades
basicas de la funcién de respuesta estatica. Para atomos y moléculas esta
expresién puede ser muy util puesto que s° y £fo%r) se pueden determinar
calculando la densidad electrénica y la energia para varios valores de N y
llevando a cabo una derivacién numérica. Este procedimiento implica que aun
cuand> la derivacién de 1la Ec.(73) estd basada en el marco teérico
propcrcionado por la TFD, se puede evitar el problema del desconocimiento del

funcional de HK y usar cualquier método basado en la funcién de onda para

calcular tanto la densidad como la energia.



ll.2 POLARIZABILIDAD DIPOLAR ESTATICA.

En esta seccién se presenta la aplicacién del formalismo desarrollado en
la seccién anterior para el calculo de la polarizabilidad dipolar estatica. ®
Para ello, considere que el potencial perturbativo es el debido a un campo
eléctrico uniforme, esto es

s(r) = r+E , (74)
donde E es el vector de campo eléctrico.

Substituyendo 1la Ec.(74) en 1la Ec.(72) y recordando que la

polarizabilidad dipolar estaAtica es la segunda derivada de la energia con

respecto al campo externo aplicado, se encuentra que

SO

R
]

[ <rr >fo - <r >?o . (75)

Esta expresién nos permite interpretar al tensor de polarizabilidad a
como una medida de Ilas fluctuaciones del valor esperado de la diadz rr
respecto a la funcién de Fukui. También se puede ver que la contribucién
princiﬁal a la polarizabilidad de un atomo, molécula o s6lido proviene de los
electrones de valencia, pues los valores significativos de f(r) se encuentran
ubicados en la regién de valencia. De hecho, como se sefialo en el capitulo
anterior, cuando se desprecian los efectos de relajacién, la funcién de Fukui

se puede aproximar por f(r) = (r) |2 .

| ¢unw

Para el caso de un sistema atéomico se puede demostrar que el segundo
término del lado derecho de la Ec.(75) es nulo, mientras que para el prirero
s6lo es necesario considerar 1los elementos diagonales del tensor de

.
polarizabilidad. Asi,
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« = s° j- dr r2 00529 f(r) . (76)

De acuerdo con la Ec.(73), la densidad de momento dipolar inducido es
proporcional al producto Sofo(r), ya que el segundo término de esta expresién
se anula para el caso atémico. En apoyo de este resultado se pueden
comparar las graficas de a(r) de Stott y Zaremba®® con las graficas de 1la
funcién de Fukui.® Por otro lado, la Ec.(76) establece que la
polarizabilidad es directamente proporcional a la blandura global, lo cual ha
sido propuesto empiricamente desde hace un buen numero de afios® y muy
recientemente, Politzer® encontr6 una correlacién 1lineal entre la
polarizabilidad y la cantidad (I - At que no es mas que la aproximacién por
diferencias finitas para la blandura.

Para poder calcular la polarizabilidad es necesario desarrollar un
método que permita el calculo tanto de la blandura global como de la funcién
de Fukui. Un camino es recurrir a la aproximacién por diferencias finitas.

En este caso, la polarizabilidad toma la siguiente forma:
2 25 - 2 2, +
« & —5 [Idrr cos“0 p (r) Jdrr cos“8 p (r) (77)

donde p- y p+ son las densidades electrénicas del anién y del catiédn del
4dtomo correspondiente las cuales se pueden obtener a partir de cualquier
método de estructura atémica (HF, KS, CI, etc.). Un punto importante de
sefialar es que para ser consistentes es necesario que s?y £°(r) se calculen
siguiendo el mismo procedimiento. El caso mas simple es aquel donde el
anién y el catién tienen simetria esférica (capas cerradas) el cual
corresponde a los metales alcalinos. La simplicidad radica en que para

densidades esféricamente simétricas, las integrales en la Ec.(77) se reducen
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al caAlculo de los valores esperados de rz de la densidad total.

Para mostrar la validez de la expresién que se dedujo anteriormente para
la polarizabilidad atémica dentro de la aproximacién local, en la Fig.1 se
presenta la grafica de la polarizabillidad e:-cper‘iment.al‘39 de una muestra de 18
4dtomos de la tabla periédica, cuya incertidumbre en la medicién experimental
de la polarizabilidad es menor o igual al 2%, contra la blandura global,
calculada por el esquema de diferencias finitas descrito anteriormente. El
potencial de lonizacién y la afinidad electrénica necesarios para calcular la
blandura global, se determinaron a partir de los valores de energia total de
Clementi y Roetti.®®

Por otro lado, en la Fig.2 se muestra la grafica de la polarizabilidad
experimental contra el producto de la blandura global por el valor esperado
de r2 de la funcién de Fukul, donde este ultimo se calculé por diferencias
finitas utilizando los momentos de las densidades reportados por Fraga y
Malli.® En ambas graficas se muestra la linea recta ajustada por minimos
cuadrados. Los coef‘iciéntes de correlacién para estas lineas rectas son
0.768385 y 0.97557, respectivamente. De esta manera, se puede concluir que,
efectivamente, existe una correlacién lineal entre la polarizabilidad y la
blandura global atémicas, la cual mejora notablemente cuando se considera la

2

dependencia de la polarizabilidad con el valor esperado de r~ de la funcién

de Fukui. Estos resultados apoyan 1la dependencia 1lineal entre la
polarizabilidad y el producto S <r'2>f, pero es necesario sefialar que la
pendiente de la recta ajustada en la Fig.2 es 1.94 . Lo anterior nos
permite concluir que la expresiétn para la polarizabilidad dentro de 1la

aproximacién local sirve exclusivamente como guia para establecer las

cantidades atémicas relevantes que influyen a la polarizabilidad pero, los
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resultados predichos por esta aproximacién presentan serias discrepancias

respecto a los valores experimentales.

Se
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Figura 1. Grafica de la polarizabilidad dipolar estatica
experimental ( ref. 89 ) contra la blandura global calculada
por diferencias finitas usando los datos Hartree-Fock de 1la
referencia 88. lLa linea recta es el ajuste por minimos
cuadrados de los datos, los cuales se marcan con +.
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Figura 2. Gréafica de 1la polarizabilidad dipolar estatica
experimental ( ref.83 ) contra el producto de la blandura
global por el valor esperado de r? de la funcién de Fukui. La
blandura se calcul6é de la misma forma que en la Fig.1l y el
valor esperado de r? se obtuvo como se describe en el texto.
La linea recta es el ajuste por minimos cuadrados de los

datos, los cuales se marcan con +.
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ll.3 ATOMOS CON DOS ELECTRONES.

Como una segunda aplicacién del formalismo desarrollado en la primera
seccién de este capitulo, en la presente se muestra como la reducciédn de la
funcién de respuesta en la aproximacién 1local se puede utilizar para
desarrollar un esquema de teoria de perturbaciones para sistemas con muchos
electrones. %

Para ello, considere como sistema de referencia a uno formado por N
electrones independientes y no interactuantes en la presencia de un nicleo
con carga nuclear Z, esto es, el sistema de referencia es un atomo
hidrogenoide. En este caso, el potencial perturbativo s(r) es un funcional
de la p{(r) del sistema perturbado, la cual estéd dada por po(r)+Ap(r), donde
po(r) es la densidad electrénica del Aatomo hidrogenoide con N electrones.
Por 1o anterior, seria necesario desarrollar un esquema de campo
autoconsistente ya que s(r) y p(r) no son independientes. Sin embargo,
como una primera estimacién de la correcci6tn a segundo orden a la energia, en
este trabajo se desprecia la contribucién de Ap(r) al potencial »(r).

Asi, en el caso de un a4tomo con dos electrones, ‘y de acuerdo con las

Ecs. (27a)-(27b) y (69),

g® = Elp,. 1 (78)
'Y = % I dr po(r) o(r) : (78)

y
E® = %s° -”'dr dar’ £°(r) [ £2(r') - 8(r-r’) | slr) sl(r’) . (80)

donde
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po(r) = % Z2e & (81)
y
p.(r’)
o(r) = % I ar —2— (82)
| r - r

En esta ultima expresi6n, el factor de 1/2 proviene de cercelar 1la
contribucién de autointeraccién del potencial coulémbico total. c° y £(r)
son la blandura global y la funcién de Fukui de un sistema hidrogencide, y se
pueden estimar igualando la polarizabilidad dipolar estatica local. dada por

46,81

la Ec.(76), con la exacta, lo cual lleva a

s%f%(r) = ,l-t [ Z+ %er ] e (83)

Integrando esta uUltima expresién y utilizando la normalizacién de lz funcién
de Fukul se encuentra que s0= (7/422), y al substituir este velisr en la

Ec. (83) se tiene que
2
P =Z 2+ 380 )™ (84)

Es interesante notar que el primer término de esta re.acién es
practicamente igual a la densidad del estado basal de un A4tomo hidrogenoide,
Yy que el segundo introduce parte de la informaciotn de los estados excitados.

Usando las Ecs. (81), (B2) y (84) en las Ecs.(78)-(80) se encueztra que,

para un atomo de dos electrones,
E=-2°+32Z-0.126 . (85)

La correcciétn de segundo orden -0.126 es bastante aceptable cuando se
compara con el valor exacto® de -0.157, particularmente si se tiens presente

que no se han incluido los efectos de autoconsistencia. Por otro lado, para
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Z2=2, la Ec.(85) da un valor de -2.876 para la energia total. Este valor se
encuentra entre el correspondiente a Hartree-Fock {-2.862) y el valor exacto
no relativista (-2.804), 1lo cual muestra que este procedimiento ha

incorporado parte de la energia de correlacién.

fIl.4 INTERACCION METAL-SOPORTE:
EL MODELO DE VACANCIAS DE OXIGENO.™*
La posibilidad de que un catalizador metdlico incremente su actividad a
través de una interaccién favorable con el soporte en que se encuentra , ha

sido objeto de investigacién durante muchos afios. &

En particular, la
interaccién entre metales de transicién y cristales de 6xidos es de interés
no s6lo cientifico sino tecnolégico, pues se observan comportamientos muy
diversos dependiendo de la estructura cristalina del soporte. Por ejemplo,
en soportes de ©6xidos con la estructura de 1la fluorita se observan
interacciones™ ™ que provocan una gran dispersién del metal, gran
adsorcién, una buena actividad catalitica y una gran estabilidad térmica,
bajo condiciones de oxidacién hasta temperaturas cercanas a los 1400 K. Por
otro lado, en soportes de 6xidos con la estructura del rutilo, al reducir con
HZ a temperatura alta (700 - 1100 K) se observa un gran decremento en las
propiedades de adsorcién y en la actividad catalitica en muchas reacciones
con hidrocarburos ( ésta es una de las etapas del fendmeno denominado Strong
Metal Support Interaction™ ).

Recientenenteea se ha propuesto un modelo parz explicar la interaccién

metal-soporte descrita anteriormente. El modelo considera la posible

ocupacién de la vacancias de iones de oxigeno por atomos de metal. Estas



vacancias pueden aparecer por diversas razones: (a) deshidratando superficies
hidroxiladas, (b) reduciendo algunos de los cationes por efectos quimicos o
disociacién térmica, (c) reemplazando alguno de los cationes de un éxido no
reducible por cationes de valencia menor, o (d) por combinacién de todas las
anteriores. Las vacancias pueden ublicarse en el interior del s6lido o en la
superficie (NIDOS) y pueden agruparse para formar canales (POZ0S).

La ocupacién de las vacancias por los 4&atomos de metal puede

representarse mediante la siguiente ecuacién
L .y~ ——8 , AE<O0, (88)

la cual implica que la energia del atomo en el nido es menor que la energia

del atomo en la superficie. Una vez ocupado el nido, puede ocurrir que el
metal migre hacia el interior del sélido. Esto puede representarse como
o . 0 — U +9 (87)

o puede ocurrir que el metal se quede anclado en el nido

8.0 > (88)

La posibilidad de que ocurran los procesos descritos en las Ecs.(87) y
(88) depende entre otros factores del tamafio del &atomo metdlico y de la
estructura de la subred de cationes: si ésta es muy cerrada la energia de
activacién para migrar de la superficie al interior puede ser muy elevada,
aun cuando el Atomo que ocupa el nido no sea muy grande (fluorita); por el
contrario, si la subred de cationes es muy abierta (rutilo), el atomo aun
cuando fuera grande podra migrar féacilmente al interior del s6lidc y

deéaparecer de la superficie (entierro) provocando la pérdida de la actividad
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catalitica.

En el caso representado por la Ec.(88), podemos distinguir dos
situaciones extremas. El caso en el que el tamafio del nido es lo
suficientemente grande para el metal que lo ocupa y el caso en el que el
tamafio del nido es demasiado pequefio para el metal y éste se encuentra
practicamente sobre la superficie. En el primer caso, el metal queda bien
anclado en un punto sobre la superficlie y puede servir de semilla para formar
un cristalito pequefio. Otros atomos anclados pueden actuar de la misma
forma en otros puntos de 1la superficie dando como resultado una gran
dispersiétn y buena actividad catalitica. En el segundo caso, el Atomo estéa
débilmente unido y se espera una tendencia mayor a unirse con otros &atomos
para formar cristales grandes con la consecuente disminucién de la actividad
catalitica. Desde luego, también se puede considerar el caso en el que AE
de la Ec.(86) fuera mayor que cero, es decir, el 4tomo no se une a la
superficie en el nido sino en algin otro punto (aquel donde AE < 0). Esto
nos lleva a una situacién muy similar a la del caso anterior, por lo que
también se esperaria una disminuciéon de la actividad catalitica por la
formacién de cristales grandes.

De este anadlisis puede concluirse que la concordancia entre el "tamafio"
del Atomo y el tamafo del nido es un factor importante para lograr una buena
dispersién y, por lo tanto, una buena actividad catalitica.

Para disefiar una estrategia que nos permita calcular la energia de
interaccién entre un 4tomo y un cristal iénico del tipo de la fluorita es
necesario considerar varios factores. En primer lugar, no es facil poder
establecer el nuimeroc minimo de 4tomos necesarios para poder describir lo més

fielmente posible las caracteristicas electrénicas de la superficie y del
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bulto del cristal. En el caso de la fluorita, una peculiaridad es el alto
grado de loniclidad de los &tomos en el cristal: catlones tetravalentes y
aniones divalentes atrapados por la interaccién coulémbica de largo alcance.
Asi, si se intenta llevar a cabo un célculo de orbitales moleculares, se
estaria limitado a considerar muy pocos &tomos del cristal aunado a la
dificultad de poder describir correctamente la naturaleza iénica del cristal,
con lo cual se corre el riesgo de describir una situacién muy alejada de las
caracteristicas del sistema que interactia con el Atomo metalico. Por
ejemplo, los calculos reportados por Horsley96 muestran una transferencia de
carga fuerte entre el Atomo metdlico y el cristal. Esta transferenclia puede
disminuir o incluso desaparecer conforme se incremente el nimero de atomos en
el cristal.

Como una primera aproximacién teérica del modelo propuesto arriba, y con
el objeto de aplicar el formalismo desarrollado al principio de este
capitulo, consideremos que no hay transferencia de carga entre el cristal y
el metal. Asi, el potencial electrostatico generado por las cargas fijas de
los iones en el cristal se considera como una perturbacién sobre el Atomo
metalico neutro. Para poder incluir la deformacién del metal a medida que
se acerca a la superficie es necesario considerar, cuando menos, las
correcciones a segundo orden.

El potencial electrostatico generado por el cris;al esta dado por

2. p:(r.)
s(r) = - Z [—-——-1—— - Idrl. i1 , (89)
| R; - r| | Ri -r-r,; |

1

donde la suma corre sobre todos los iones en el cristal; Zi y pi(rj) son la
carga nuclear y la densidad electrénica del i-ésimo ion. El sistema de

coordenadas utilizado se muestra en la Fig.3 . Como los iones tienen una



ATOMO

~ION

Figura 3. Geometria involucrada en 1la descripcién de 1la
interaccién atomo-superficie.
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configuracién de capa cerrada,

p,(r,) N
Jd"i 1'Ti - i .
| R, -r-r,; l | R, - r|
(90)
* . 1 1
+ 4n dr, r p.(r.) - ,
J‘ i i i 1 Pi ‘R—l“
IR, — r]
i
siendo Ni el nuimero de electrones en el i-ésimo ion. El segundo término del

lado derecho de esta expresién decae exponencialmente por lo que sélo
contribuye a distancias pequeifias. Asi, cuando el Atomo se encuentra lejos
de la superficie, la Ec.(839) se reduce a
. Qi
s(r) = - }: —_—, (91)
4 | R, — r]
i i
donde Qi = Zi - Ni es la carga neta del i-ésimo ion en el cristal.
Substituyendo la Ec.(81) en la Ec. (27a) y suponiendo que el atomo neutro

es esféricamente simétrico, se obtiene que

o0
Y = Z Q; 4nm J dr r? pl(r) [ ;1 - —%—] . (92)
1 Ri

Dado que cada uno de los términos de la sumatoria decae exponencialmente y

como la suma estad formada por contribuciones tanto positivas como negativas
que tienden a cancelarse, podemos concluir que la correccién a primer orden
es importante cuando el 4tomo se encuentra cerca del cristal.

Por otro lado, substituyendo la Ec.(91) en la Ec.(69) se obtiene que,

dentro de la aproximacién local,




2
Q
E? . 3¢ Idr £r) Yy —— | -
‘ R, - r|

Q;, Q
- jdr £°(r) Z 1 J }
= |R; - r| ‘Rj -r|

Utilizando el desarrollo binomial y reconociendo que la polarizabilidad de

(83)

un adtomo esférico estad dada por
o« = % s° J ar r° £°(r) (94)

se obtiene que el término lider de la correccién a segundo orden es
(2) 1 QiQ’ -6
E u—iaZ i) 4 o (RS . (95)
R? R?
2 J

Es importante sefialar que si desde un princiﬁio se hubiese impuesto la
aproximacién de pares, entonces en la Ec.(85) sélo habrian aparecido los
términos con i = j, los cuales corresponden a la energia de induccién que
resulta de la interaccién entre una carga puntual y una densidad de carga.
De aqui que el resultado obtenido es mas general, pues los términos con i # j
representan contribuciones que involucran simultéaneamente al Atomo y a dos
iones, lo que implica la inclusién de efectos de muchos cuerpos en la
Ec. (95).

Comparando la contribucién de primer orden con la de segundo, se puede
ver que el término principal de la interaccién entre un atomo neutroc y un
cristal iénico estd dado por la Ec.(95). Asi, la energia de interaccién de

largo alcance se puede escribir como

AE = “4'1-* + ORS | (96)
a
o

donde a es la longitud de la arista de la celda unitaria y F es una funcién

que depende exclusivamente de la estructura cristalina. Para la fluorita,
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Q.Q
F = -1282-—21—;‘{— . (87)
R R
.J 1
donde RI y Rj se miden en radios de oxigeno ( r = ab/4 ).

Es importante sefialar que la universalidad de la Ec.(96) se rompe en el
momento en que se incluyen los términos de orden RS y/o los que decaen
exponencialmente.

Para un cristal de fluorita con estequiometria A02 y la superficie
completamente hidroxilada, la parte universal de la interaccién cuando se
aproxima un Atomo verticalmente sobre una vacancia de oxigeno tiene la forma
mostrada en la Fig.4 . El cristal utilizado en el calculo de F contiene
2600 oxigenos, 1024 metales, 118 hidrégenos y se colocaron cargas
fraccionarias en las aristas, esquinas y caras con el prop6sito de mantener
la electroneutralidad del cristal. Es importante hacer notar que para Z < 0
el 4atomo se estd acercando a un jion de oxigeno por lo que para estas
distancias no es adecuado despreciar las contribuciones exponenciales.

De esta manera se puede ver que para que el atomo penetre al cristal es

necesario vencer una barrera de activacién que es directamente proporcional a
a/a: Si el atomo es muy polarizable (a grande) y el cristal tiene una
estructura muy cerrada (a.° pequefia) la barrera de activacién es grande y sera
dificil que el &atomo penetre. Por el contrario, si el 4tomo es poco
polarizable (a pequefia) y el cristal tiene una estructura muy abierta (ao
grande), entonces la barrera es pequefia y el atomo penetra facilmente. Este
anadlisis concuerda con los argumentos planteados al inicio de esta seccién
para describir el modelo de vacancias de oxigeno en 1la interaccién

metal-soporte, pues una medidad del "tamafio" de un A4tomo es precisamente la

polarizabillidad, y el tamafio del nido est4 directamente relacionado con a .
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Figura 4. Parte universal de la interacci6tn &atomo-cristal
para la trayectoria (0,0,z) con vacancia de oxigeno en
(0,0,0)

Estos resultados dejan ver que la formulacién presentada al principio de
este capitulo constituye una herramienta poderosa para el estudio de
problemas cuyo grado de complejidad es tan grande que estan lejos de ser

tratados por otros métodos mas convencionales.
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CAPITULO IV
PARAMETROS DE HUCKEL EXTENDIDO MEDIANTE
LA
TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD.

En los capitulos anteriores se ha visto el papel relevante que Juegan
ciertas cantidades que se pueden definir de una manera rigurosa dentro de la
teoria de funclionales de la densidad (TFD), como son el potencial quimico
(electronegatividad), dureza, blandura, etc.

En este capitulo se presenta una aplicacién de la TFD para Ila
determinacién de algunos de los paréametros que son necesarios en un método
semiempirico de estructura electrénica que ha sido particularmente uGtil para
la descripcién de la naturaleza del enlace quimico. Nos referimos al método
de Hiickel extendido. Para ello se recurre al método de Kohn-Sham y al
estado de transicién para mostrar que los parametros atémicos de los métodos
de Hiickel extendido (HE) y su variante de autoconsistencia en cargas (HEAC)

se pueden expresar como Hii = —Ci = e?s, B, = L r

i i 2
TS -1 TS

.7, <r >i y ni son el valor propio del estado de transicién, el valor

1 TS _ 2
>0y A‘ = 1/8ni , donde

esperado de rt y el nimero cuantico principal del i-ésimo orbital atémico y
las energias de ionizacién orbital de valencia estan dadas por Ii = - Hii en

el método de HE y por Ii = Ci + Bi q+t Ai q2 {(q es la carga del aAtomo en la

molécula) en el método HEAC. Los valores de e;s y < r! >§s se pueden
determinar a partir de un s6lo célculo autoconsistente de KS. Se presentan

resultados para atomos que contienen orbitales de valencia a y p y para los

metales de transicién.
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IV.1 INTRODUCCION.

Los métodos de HE y HEAC son procedimientos semiempiricos sumamente
Gtiles para el estudio de la naturaleza del enlace quimico en sistemas
complejos (con muchos electrones), asi como wuna muy buena primera
aproximacién para establecer diversos criterios de reactividad quimica.ga"102
La flexibilidad de algunas de sus aproximaciones permiten su aplicacién, a
través de una seleccién adecuada de parametros, para obtener resultados que
en ocasiones no s6lo son cualitativos sino cuantitativos.

En el método de HE, los elementos diagonales de la matriz H (integrales
coulémbicas) se dan en términos de las energias de ionizacién orbital de
valencia las cuales son independientes de la carga de los &atomos en 1la

molécula,88

HE _
- H; = 1,000 (1)

mientras que en el método HEAC éstos estan dados por

HEAC - - 2

donde q es la carga neta del 4tomo en la molécula y las constantes -H?? . Aj,
Bi y Cj son los parametros atémicos.
Puesto que la Ec.(2) se puede interpretar como un desarrollo en series

de Taylor de II alrededor del valor del atomo neutro, esto es,

2
: al, a1,
(g = 11(0)-q[ ——‘] +—;—q2[ g] e, (3)
2 2

d N 8 N
N=Z N=2

( Z es la carga nuclear, N es el numero de electrones y q = Z - N ), entonces

de las Ecs. (1)-(3) se tiene que
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- H = CI = II(O) , (4)

811
8N N=2

%1 ‘
A, = 5 [_Fé] _ (6)
8 2 =2
las cuales muestran que los parametros atémicos estan relacionados no sélo a
los valores de Ii del atomo aislado sino también a las derivadas de Ii con
respecto al numero de electrones.

Este analisis muestra que el parametro Ci del método HEAC es igual al
parametro Hgi del método de HE. Sin embargo, en la practica estos valores
suelen ser diferentes, puesto que en el método de HE las energias de
ionizacién orbital de valencia son idependientes de la carga del &tomo en la
molécula. La parametrizacién toma en cuenta, de alguna manera, un valor mas
realista para el atomo en la molécula. Asi, de los valores reportados en la

Tabla IIl1 se puede ver que, por ejemplo para el Li el valor de -H es

ii
ligeramente mayor a Ci’ lo cual refleja la tendencia de este atomo a estar
ligeramente cargado positivamente en la molécula. Por otro lado, para el F
el valor de —Hii es ligeramente menor a Ci lo que corresponde a la tendencia
del fluor de adquirir una carga negativa en la molécula.

En principio, los valores de Ci' Bi y Ai se pueden determinar por
diferenciacién numérica de los valores experimentales de Ii para el &atomo
neutro y dos o mas de sus iones positivos o negativos.98
Desafortunadamente, no siempre se tiene disponible esta informacién para

cualquier estado de valencia de cualquier &atomo. Por otro lado, también se

pueden utilizar los valores teéricos de Ii determinados a partir de métodos
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basados en la funcién de onda, sin embargo, debido a las dificultades
computacionales, este procedimiento no se ha implementado completamente.

Un camino mas atractivo para el célculo sistematico de C Bi Yy A, a

1 i
partir de las Ecs.(4)-(6) lo da la TFD, la cual permite variar de una manera

continua el numero de electrones en un sistema, de manera que es posible
llevar a cabo la diferenciacién explicita. De hecho, ya se han obtenido

pardmetros de HE usando la aproximacién local para el intercambio y 1la

1103

correlacién. Por eJjemplo, Grodzick desarrollé un esquema variacional

y Rosch y Pyykkr“;wuJ

tipo HE, Larsson y Pyykkii,w4 han parametrizado el

105

método de HEAC relativista , y mas recientemente Tatsumi y Nakamura han

implementado un esquema cuasi-relativista.

V.2 METODO.

Como se sefialo en el primer capitulo, el método de ks!! con 1la
aproximacién local para el intercambio y la correlacién se basa en la

solucién autoconsistente de
_ 1 1 =
5= v o+ Vope(r) ] ¢1.(r) = €; ¢;(r) (7)

donde Veff(r) es el potencial local efectivo en el cual se mueve el electrén

en el orbital i-ésimo y estd dado por

, e(r’)
Veff(r) = - = + Jdr |r—:— + ch(p) . (8)

La densidad electrénica se escribe como

plr) = Zni | ¢,(r) |2 . (9)

1




En la Ec.(8), ch(p) es el potencial local de intercambio y correlacién el
cual es igual a la derivada funcional de la contribucién de intercambio y
correlacién a la energia total.

La energia del estado basal se determina a partir de

E lp] = Zni e, - Jipl + E_lp) (10)

donde n; es el ndimero de ocupacién del orbital i-ésimo, J[p] es la energia
couldmbica y Exc[p] es la energia de intercambio y correlacién.

Dentro de este esquema, el calculo de las energias de ionizacion
orbitales se efectia recurriendo al concepto de estado de transicién (TS).!™®

Para ello, se utiliza la siguiente propiledad de los multiplicadores de

Lagrange ej’uo
8 E
D = ei ) (11)
ani #
n,; nj
que se conoce como el teorema de Janack. Esta relacién se ha aplicado para

el célculo de diferencias de energia puesto que, de acuerdo con el teorema
del valor medio, se sabe que AE/Ani es igual a aE/anj evaluada en algan punto
dentro del intervalo Ani. Por simplicidad, en el método del TS se
selecciona el punto correspondiente a la configuracién electrénica que se
encuentra a la mitad entre los estados inicial y final y de esta manera, el
valor propio obtenido para el TS es directamente 1la diferencia de
energias, 1417144

Este procedimiento implica que la interpretacién del valor propio del TS

depende de la seleccién de los estados inicial y final. Por ejemplo, en el

cadlculo de las electronegatividades absolutas por el método de KS, los
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estados inicial y final corresponden a los jones positivos y negativos,
respectivamente, y el TS es el &atomo neutro en su configuracién basal, de
manera que de acuerdo con la Ec.(11), el valor propio del dltimo orbital
ocupado de KS se puede interpretar como la electronegatividad del &tomo

aislado en su configuracién basal, 91437146

Para el caso de las energias
orbitales de lonizacién, el estado inicial corresponde a la configuracién
basal del atomo neutro y el final al ion positivo cuya configuracién es la
del &tomo neutro donde se ha eliminado un electrén del orbital en
consideracién, asi el TS se obtiene retirando medio electrén del orbital y el
valor propio de éste se puede interpretar como la energia orbital de

139,141,147

ionizacién peara el &atomo aislado. La comparacién con los

resultados experimentales siguiere que el TS incorpora parte de los efectos
de relajacién y correlacién,l‘s

Asi, desde el punto de vista del método de KS, los parametros Ci o] Hii
se pueden obtener directamente a partir de un calculo de campo
autoconsistente cor la configuracién electrénica para el TS. Sin embargo,
el calculo de Bi y Ai de acuerdo con las Ecs. (5)-(6) requiere de informacién
édicional. Un caxino serja efectuar el calculo del TS para varios valores
de q alrededor de g = 1/2, y llevar a cabo una diferenciacién numérica de los

}s contra q. Este procedimiento es més sencillo dentro del

datos de ¢
esquema de KS que en un método basado en la funcién de onda, pues en el
primero, al ser pcsible la variacién continua del numero de eiectrones, se
pueden seleccionar valores cercanos a un medio y asi evitar los problemas de
convergencia que su~gen principalmente en el caso de aniones. De cualquier

manera, este caminc implica un gran esfuerzo computacional, pues requiere de

varios calculos atémicos para determinar cada parametro.
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Con el obJeto de establecer un procedimiento mas simple, consideremos el

desarrollo en series de Taylor del valor propio de KS para un estado de

valencia especifico, alrededor del punto q’ = 0, esto es
(q’) = £,(0) + q’ .fi + L g2 8281 4+ oo (12)
€4a ) =€y q 8qa’ 24 5_75 ’
T Jz |q'=0 q Z |q’=0

donde ci(O) es el valor propio del i-ésimo orbital correspondiente a la
configracién del estado basal del atomo correspondiente.

En este punto es importante mencionar que para poder utilizar la Ec.(12)
es necesario distinguir entre la energia de ionizacién del &tomo neutro
aislado y la correspondiente al atomo en la molécula el cual, en general,
tendrd una carga neta. En el primer caso, de acuerdo con el método del TS
para las energias de ionizacién q@" = 2 - N = 1/2, y de la Ec.(12) se tiene

que

de .
e™S. e.(1/2) = e.(0) + 1 | -4
i i i 2 aq’

1 8281
+ —— 4 oee
8 5q 2
T Jz |g'=0

En el segundo caso, para el Atomo en la molécula, de acuerdo con el

+

]Z q'=0 (13)

método TS para energias de ionizacién q° =Z - N=q + 1/2, y por lo tanto

1 oe ;
81.(0) t1a9+t» —_— +
aq’ 7 la'=
q’=0

2 [ 8% . ]
] 1 4+ ooce
2
8a’" )z |q'=0

Asi, comparando con las Ecs.(2) y (4) y truncado el desarrollo hasta los

ei(q + 1/2)

(14)

N =

et [a

términos de segundo orden, se encuentra que
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2
1 [ % R (15)
Hyy=Cy=e 0z 8 | 52 .
T Jz |q'=0 1 Jz |q'=0
de 1 [ azci
By = |52 M-l B ' (16)
T Jz |¢'=0 L9 Jz |q'=0
y
[ 2%
9 Jz |g'=0

La utilidad de estas expresiones estriba en el hecho de que por medio de
un modelo sencillo basado en efectos de apéntallamiento se ha mostrado que la

variacién del valor propio de KS con la carga se puede describir bastante

bien por medio de la siguiente ecuacién: 145147
el = &) v g <roia 5 g, (18)

8“1

donde
2 .
| ¢5(r) |
<r? >; = [ dr i S (18)
r

es el valor esperado de r1

para el orbital ¢; y n; es el nimero cuantico
principal de este orbital. El superindice "o" se usa para indicar que estos
valores corresponden al atomo neutro en su configuracién del estado basal, de
manera que e; = ¢,(0).

En la Figura 5 y en la Tabla I se presenta evidencia numérica a favor de
la Ec.{18). En la Figura 5 se puede ver que la comparacién con los valores
exactos es excelente. Estos uUltimos se obtuvieron a partir de calculos
autoconsistentes de KS para un valor dado de q, utilizando la aproximacién de

Gunnarsson y Lundqvist13 para la contribucién de intercambio y correlacioén.

También en esta figura se incluyen los resultados para cj(q) que se obtienen




de la Ec.(12), despreciando la segunda

derivada, y calculando 1la ©primera
derivada por diferenciacién numérica de
los datos de € contra q para q = 0.2,
0.1, 0, -0.1, -0.2. La concordancia
satisfactoria entre estos Gltimos y los
valores exactos alrededor de q = O
muestran que el valor propio de KS es
practicamente lineal en la carga dentro
de este intervalo, lo cual indica que la
contribucién de las derivadas de orden
superior a partir de la segunda debe ser
pequefia comparada con la primera. Por
otro lado, la comparacién de los valores

obtenidos mediante la Ec.(12) y la

Ec.(18) indica que < r ' >° es una

i
excelente estimacién de (aei/aq’)lq.:o

(ver Tabla II).

Suponiendo que en general

: [aei]
> o —
1 ?
aq’ :
T Jz |q'=q

g8

i8

16 +

(eV)

14 9

i2 1

10 +

~eigenvalue

Figura 5. Grafica del
propio de Kohn-Sham contra q=2Z-N
para el é4tomo de C en la
configuracién 16226%2p%7%;
s6lida, Ec. (18);

valor

linea
linea punteada,

Ec. (12}, despreciando las
segundas derivadas; x, valores
exactos

(20)

( <r? >§ esta dado por la Ec.(10) con el orbital ¢; obtenido de un calculo

autoconsistente para la configuracién con el niumero de electrones en este

orbital tal que el a4tomo tiene una carga neta de q ) entonces,

a partir del

desarrollo en series de Taylor para la primera derivada de €; con respecto a

q’ alrededor de q’ = 0, y evaluando para q’ =1/2, se obtiene que




TABLA I.

Comparacién entre los valores de =

1
2

<r-

1

89

> V¥ los de(aei/an‘)o

obtenidos por diferenciacién numérica del orbital atémico mas

alto ocupado en la configuraclon del estado basal del atomo

neutro (en eV).

"1 -1.C 8 el °

Atomo 5 <r >i -_ }
8 n,
L1 4.86 4.72
B 8.22 8.16

C 10.54 10.00

N 12.84 11.80

o 15.10 13.54

F 17.34 15.24
Na 4.44 4.60
Al 5.38 5.60
Si 6.66 6.80
P 7.88 7.92
s 9.06 8.98

c1 10.20 10.00
K 3.60 3.84
Br 8.58 8.96
Rb 3.36 3.66
I 7.10 7.74
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ée
< P—: >TS - [ i

828
1 v | —3 (21)
.i 6 » a y
T Jz |o’=0 T Jz |g'=0
donde se ha utilizado la Ec. (20).
Finalmente, usando las Ecs.(13), (18) y (21) en las Ecs.(15)-(17) se

encuentra que

- Hi.i = CI = -g; , (22)
_ 1 -1 TS
B; = 5 <r’ > . (23)
y

1
A, = — (24)

1 8n§
Dado que C}'S Yy ¢§S { el cual es necesario para calcular < rt >'£S ) se

obtienen a partir de un s6lo calculo de KS con la configuracién electrénica
apropiada del TS para la energia de ionizacidn orbital de valencia que se
desea calcular, estas Ultimas expresiones proporcionan un camino muy util
para determinar los parametros de los métodos HE y HEAC para cualquier estado
de valencia de cualquier atomo.

Es importante sefialar que Pyykkt ha sugerido el empleo del estado de
transicién dentro del método de Dirac-Slater para la determinacién de los
parametros de HE. De hecho, ha mostrado que el estado de transicién mejora
considerablemente los resultados numéricos para 1los valores proplos

1044

moleculares. La ventaja adicional del andlisis presentado en este

trabajo es el haber establecido la relacién entre Bi y el valor esperado de
r’! en el estado de transicién la cual proporciona un camino sistematico para

la determinacién de parametros partiendo de una sola fuente teérica. Se
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puede anticipar que la Ec. (24) para Ai es demasiado simple como para esperar
que proporcione una buena estimacién de este parémetro. Una manera de

me jorar este ultimo seria el modificar el modelo de apantallamiento.

V.3 RESULTADOS Y DISCUSION.

Con el objeto de probar las relaciones obtenidas en la ultima seccién
para la determinacién de los parametros de los métodos de HE y HEAC a partir
de un céalculo de KS, en esta secci6tn se presentan los resultados para atomos
con orbitales de valencia 4 y p, asi como para los metales de transicién.

Los estados de transicién adecuados para las energias de ionizacién
orbital de valencia se determinaron a partir de la configuracién electrénica
que se utiliza para obtener los parametros atémicos de informacién
experimental. Las reglas para determinar la configuracién del estado de
transicién se dan en la Tabla II. En esta tabla se puede ver que algunas de
las configuraciones corresponden a estados excitados los cuales, en general,
presentan problemas de convergencia dentro del formalismo de KS. Sin
embargo, este problema se evita por el célculo del estado de transicién, pues
la carga neta de +1/2 ayuda a la convergencia debido a que los valores
propios se desplazan a valores méds negativos. De hecho, los resultades
presentados en este tbabajo no tﬁvieron ningin problema de convergencia.

Los resultados para atomos con orbitales de valencia & y p se reportan
en la Tabla I1I, y los correspondientes a los metales de transicién se
encuentran en la Tabla IV, Al comparar los valores que se utilizan
normalmente con los obtenidos mediante el método de KS con TS, se puede ver

que las Ecs. (22)-(23) proporcionan estimaciones excelentes de los valores de




TABLA 1I.

Configuracién de 1los estados de valencia y de

transicién para atomos con orbitales & y p,

metales de transicioén.

y para los

92

Estado Estado
Orbital de de -1
valencia transicion
N nolnpo noO.SnPO czi
p nounpl noonp0°5 €TS
np
N no?npo nAl'snpp ezi
1 1 1 0.5 TS
p na np nanp €np
N noznpc nol'snpm ezi
p naznpc nAznpac.—O.S czi
s : (n-1)d" 1nalnp® (n-1)d% 1060 Spg0 ezi
{ - ] -
p § (n-1)d* 1mxonp'l (n-1)d* 1noonpp‘5 czi
(n—l)dahlnolnpo (nrl)dgbl'snolnpo cgi + eZi
d
(n.—l)dmblnoonpIL (n-1)d* l'snaonpl 2
Iy (n—l)dlonoznpo (n-l)dlonol'snpo ezi
p (nrl)dlonolnpl (n—l)dlonolnpo‘s ezi
’ (n—l)dlonoznpo (n—l)dg‘snoznpo eZi + eZi
d :
; (n—l)dlonolnp1 (n-l)d,g'snolnp1 2
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Cl y Bi' En estas tablas no se reportan los valores de Ai los cuales se
pueden calcular facllmente por medio de la Ec.(24). Los valores obtenidos
del wmodelo de apantallamiento hidrogenoide subestima a los empleados
normalmente, sin embargo los comportamientos generales estan correctamente
descritos, pues esta expresién predice que Ai es una constante para un numero
cuantico princibal dado y los valores ajustados varian dentro de un margen
bastante pequefio.

El acuerdo general con 1los valores reportados en la 1literatura
representa un apoyo muy sélido para el empleo de este método como un
generador sistemAtico de parametros de cualquier aAtomo en cualquier estado de
valencia. En particular, se puede aplicar para obtener parametros de
tierras raras y diferentes estados de valencia de iones. También es posible
extenderlo, sin mayor dificultad, para obtener los parametros del método
iterativo de HE con tres ( o mas ) coMigmciones atémicas.

Otiro aspecto importante del método es su flexibilidad para incluilr 1la
presencia de un entorno quimico para cada atomo en la molécula. Esto ultimo
se logra introduciendo un término de energia potencial adicional en las
ecuaciones monoelectrénicas de KS ( Ec.(7) )}, el cual representa la presencia
de cargas puntuales colocadas a diferentes distancias del atomo considgrado.
Esta es una manera de incluir la correccién de Madelung en el método de
HE. '*° Asi, las energias de ionizacién orbital de valencia dependeran no
solamente de la carga del atomo en la molécula sino también de las cargas de
los otros &tomos.

Vale la pena sefialar que aun cuando las Ecs.(22)-(24) son muy
convenientes desde un punto de vista computacional debido a que toda la

informacién se puede obtener a partir de un s6lo calculo de estado de
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transicién de KS, también es poslible evaluar los parametros calculando ezs
para varios valores de q y llevando a cabo un ajuste por minimos cuadrados en
la forma de la Ec.(2). Este procedimiento no modifica significativamente
los valores de BI y Ci que se obtienen de las Ecs. (22)-(23), pero mejora
considerablemente las estimaciones de Ai como se puede ver en la Tabla V
donde se reportan los valores obtenidos para el caso de Fe y Ru.

Finalmente, se hace notar que por completez se han incluido los valores
de los parametros de los elementos pesados ( tercera fila de metales de
transicién ) pero que para generar paradmetros mas adecuados de estos
elementos es necesario recurrir a un método relativista'™ para su

determinacién.
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TABLA 1II. Parametros para los métodos HE y HEAC de una configuracién
para atomos con orbitales de valencia o y pa.
Atomo| orbital | -e1° | H,, |Ref| C, [Rer| 3 <«71>TS| BP
H Y 12.565 | 13.6 | 99 13.6 | 98 14.089 | 27.18
Li 26 5.439 5.4 |106| 4.8 | 98 5.388 4.3
2p 3.610 3.5 3.4 4.296 4.3
Be 2a 9.663 | 10.0 |107| 9.6 | 98 7.968 7.2
2p 6.072 6.0 5.8 6.711 7.2
B 2a 14.440 | 15.2 |106| 14.8 | 98 10. 475 9.8
2p 8.438 8.5 8.1 9.008 9.8
C 2s 19.654 | 21.4 | 99| 20.4 | 98 12.926 | 11.9
2p 11.128 11.4 10.6 11.305 11.9
N 2a 25. 366 26.0 99| 26.4 98 15.341 13.7
2p 13.900 | 13.4 13.4 13.575 | 13.7
0] 2a 31.600 | 32.3 | 99| 33.0 | 98 17.734 | 15.2
2p 16.776 | 14.8 16.4 15.826 | 15.2
F 2a 38.373 | 40.0 [106} 42.4 | 98 20.112 | 16.2
2p 18.769 | 18.1 19.6 18.063 | 16.2
Na 3a 5.331 5.1 |106| 4.55/| 98 4.896 4.85
3p 3.178 3.0 2.43 3.445 4.85
Mg 3a 8.201 8.267 98 6.215 6.0
3p 4.641 4.38 4.768 6.0
Al 3a 11.794 12.3 |106| 11.90| S8 7.576 7.12
3p 5.976 6.5 6.26 5.871 7.12




TABLA III {(continuacién)

Atomo| Orbital | -e1° | H,; [Ref| C; [Ref| 3 «r™1>T5| BY
s 3a 15.370 | 17.3 |[108| 15.498| 98| 8.888 | 8.09
3p 7.980 | 8.2 8.16 7.088 | 8.09
P 30 19.013 | 18.6 |109| 19.02| 98| 10.105 | 8.85
3p 10.011 | 14.0 10.04 8.272 | 8.95
s 3 22.761 | 20.0 [110] 22.50] 88| 11.305 | @.70
3p 12.081 | 11.0 11.94 9.424 | 9.70
cl1 3a 26.636 | 26.3 |109] 25.93| 98| 12.477 | 10.86
3p 14.217 | 14.2 13.82 10.553 | 10.66
K 4o 4.520 | 4.34|111 3.950
ap 2.884 | 2.73 2.916
Ca | 4a 6.564 | 7.0 |101 4.736
ap 4.068 | 4.0 3.770
Ga | 4a 13.216 | 14.58|112 7.790
ap 6.049 | 6.75 5.810
Ge | 4o 16.214 | 16.0 [113 8.575
4p 7.822 | 9.0 6.614
As | 4 19.194 9.340
ap 9.536 7.391
Se | 4s 22.188 | 20.5 |114 10.085
4p 11.241 | 14.4 8.140
Br | 4o 25.211 | 22.07|111 10.811
4p 12.961 | 13.10 8. 865
Rb | 5a 4.326 | 4.18[111 3. 660
5p 2.760 | 2.80 2.688




TABLA II1 (continuacién)

Atomo| Orbital | -ej> | H, [Ref| c, |Rer| 1<« DTS B®
Sr Sa 6.098 | 6.62{111| 5.66/121 4.256 | 3.93
Sp 3.787 | 3.92 3.11 3.384 | 2.57
In 5a 11.767 | 12.60|112| 8.17{121 6.685 | 8.61
5p 5.792 | 6.19 3.81 5.142 | 7.14
Sn S0 14.150 | 16.16|111 7.244
5p 7.311 | 8.32 5.722
Sb 5a 16.478 | 18.8 |115 7.783
5p 8.751 | 11.7 6.277
Te 5a 18.776 | 20.8 116 8.30%
Sp 10.158 | 14.8 6.807
I Sa 21.069 | 18.0 |117 8.803
Sp 11.561 | 12.7 7.318
Cs Ba 3.950 | 3.88|118 3.258
6p 2.625 | 2.49 2.46%
Ba Ba 5.486 4.76|122 3.722 | 5.20
6p 3.559 2.64 3.011 | 4.09
T1°| 6a 11.525 8.84|122 6.312 | 10.48
6p 5.715 7.49 4.883 | 6.8
Pb 6o 13.673 | 15.7 |119 6.764
6p 7.120 | 8.0 5.380
Bi 6o 15.757 | 15.19}120 7.188
6p 8.435 | 7.79 5.814
Po 6o 17.794 7.614
6p 9.710 6.224
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TABLA III (continuacién)

TS 1 _ -1.Ts b

Atomo| Orbital -€; Hii Ref CI Ref 2 <r >1 Bj
At Ba 19.808 8.015
6p 10. 966 6.654

aTodas las cantidades en eV.

bEstos valores se tomaron de la misma referencia que la sefialada

para los parametros Ci'
CLos valores para Bi son extrapolaciones de &4tomos vecinos en 1la

tabla periédica.



TABLA 1IV. Paréametros para los métodos HE y HEAC de una configuracién

para los metales de transicién®.

A
E nt| <> “H, | Ref | C, [Rer|l <«r™1>1S| BY

0 |
Sc |4a| B.12 4.765 {
4p| 3.66 3.644 ;
3d| 6.06 10.261 |
Ti®|4s| 6.52 6.3(8.97)| 123 | 6.02| 98| 5.037 | 6.25
4p| 3.80 3.2(5.44) (124) 3.33 3.834 | 4.41 é
3d| 7.17 | 5.9(10.81) 6.20 11.608 | 9.583 f
V® |40| 6.85 6.7(8.81)| 123 | 6.32| 98| 5.276 | 6.713 |
ap| 3.91 3.4(5.52) (129 3.43 3.988 | 5.635 §
3d| 8.18 6.7(11.0) 6.99 12.837 |10.80 f
crelas| 7.14 7.3(8.66)| 109 | 6.59( 98| 5.494 | 7.135
ap| 3.98 3.6(5.24) (109) 3.52 4.119 | 5.895
3d| 9.10 7.8(11.2) 7.78 13.997 [11.96 2
Mn® (40| 7.40 7.5(8.75)| 123 | 6.86| 98| 5.697 | 7.55 |
4p| 4.05 3.8(5.89) (128) 3.62 4.234 | 6.11 |
3d| 9.98 | 8.7(11.67) 8.58 15.110 |13.08 %
Fe®|4a| 7.65 7.6(8.10)| 123 | 7.10] 98 5.890 | 7.916 g
4p| 4.10 3.8(5.32) (109) 3.71 4.337 | 6.30 %
3d|10.82 9.2(12.6) 9.39 16.190 [12.60 %




TABLA 1IV. (continuacién)
A
E nt| <> -H,, Ref | C, [Rer|l <173 BY
o]

Co®|4o| 7.897{ 7.8(8.21)| 123 | 7.33| 98| 6.074 | 8.263
4p| 4.148 3.8(5.29) (109) 3.81 4.430 | 6.441
3d{11.625| 9.7(13.18) 10.18 17.246 [13.129

Ni€|4s| 8.125| 7.8(8.17)| 123 | 7.54| 98| 6.252 | 8.561
4p! 4.184| 3.7(5.15) (120 3.89 4.515 | 6.552
3d 12.404| 9.9(13.49) 10.9 18.283 [13.56

Cu |4o| 8.345| 11.4 7.72|130| 6.424 | 8.840
4p! 4.218 6.06 128 | 3.98 4.593 | 6.639
3d!13.162| 14.0 11.8 19.306 [13.925

Zn |46/10.141 12.41 129 7.003
4p, 5.100 6.53 5.189
3d§19.792 21.158

Y (5. 6.014 5.89(121| 4.395 | 4.36
5pi 3.618 3.82 3.394 | 1.98
ad! 5.737 5.32 7.351 | 5.73

Zr |5a] 6.410 6.11|121| 4.639 | 4.78
5p! 3.774 4.04 3.579 | 2.19
4d; 6.959 6.35 8.320 | 6.54

Nb {54! 6.705| 10.10 108 | 6.35(121| 4.843 | 5.22
5p. 3.878 6.86 4.16 3.723 | 2.52
4df g8.144| 12.10 7.37 8.197 | 7.34

100



TABLA IV. (continuacién)

X

5 nt| 1> ~H, | Ref | C, [Ref|S <«r™1T5 BY

(o]

Mo |S4| 6.936 8.34 109 6.57121 5.020 5.64
Sp| 3.946 5.24 4.20 3.839 2.96
4d| 9.288 10.50 8.39 10.014 8.16

Tc (59| 7.128 6.81121 5.177 6.06
5p| 3.992 4.18 3.935 | 3.53
4d|10.414 8.42 10.790 | 8.97

Ru®|{5a| 7.293 7.73(10.4) 131 7.03|121 5.320 6.50
Sp) 4.022 4.44(6.87) (113) 4.05 4.016 4.23
ad|11.533| 11.23(14.9) 10.44 11.536 | 9.78

Rh®|Sa| 7.433) 8.09(8.01)| 109 | 7.25/121| 5.451 | 6.92
S5p| 4.042| 4.57(4.53) t132) 3.84 4.086 | 5.03
4d112.648) 12.5(12.73) 11.47 12.257 {10.59

Pd |Sa| 7.551| 7.32 133 | 7.49|121| 5.571 | 7.34
5p] 4.057 3.75 3.84 4.147 5.55
4d113.758 12.02 12.49 12.961 [11.40

Ag |Sa| 7.664 7.711121 5.684 7.77
Sp| 4.071 3.83 4.200 | 6.09
4d|14.884 13.51 13.648 |12.22

Cd |54 9.253 7.95(121 6.118 8.19
5p| 4.933 3.82 4.676 | 6.50
4d|20.091 14.53 14.756 [13.02
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TABLA 1V. (continuacién)
X
E nt| —1° “H,, Ref | C, |Rer|} <« HTS| g
o]

Hf |6a| 6.606 7.39(122] 4.e04 | 7.1¢
6p| 3.838 5.02° 3.544 |5.5%°¢
5d| 6.895 5.50f 7.831 |8.8%f

Ta |6o| 6.883]  10.10 13¢ | 7.97|122| 4.777 | 7.28
6p| 3.939 6.86 4.41 3.672 | 6.10°
5d| 8.028 12.10 7.729 8.481 | 5.98 9

W |6a| 7.115 8.26 135 | 8.50{122| 4.923 | 7.50
6p| 4.007 5.17 5.62 3.776 | 6.02
5d| 8.137| 10.37 8.32 9.086 | 9.90¢

Re |6a| 7.297 9.36 135 | 8.70(122| ©5.084 | 7.80
6p| 4.052 5.96 4.85 3.864 | 6.20¢
5d[10.235| 12.66 6.41 g.658 | 10.3¢

0s®|6a| 7.450 8.91|122 5.187 8.24
6p| 4.088 4.89° 3.840 | 6.3%°
5d{11.326 7.86° 10.205 |10.7%'f

Ir |6a| 7.584| 11.36 136 | 9.06(122| 5.293 | 8.64
6p| 4.115 4.50 5.73° 4.008
5d|12.428] 12.17 |8.es5f 10.734 | 11.12F

Pt |Ba| 7.693 9.077 109 |8.728[138| 5.403 | 5.112
6p| 4.1289 5.475 5. 209 4.062 | 3.892
5d[13.526! 12.59 12.0 11.246 | 8.522
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TABLA IV. (continuacién)
%
t
TS . 1. -1.TS| b
: nl -€; -HII Ref Li Ref 5 <r >1 Bi
[o]

Au |6al 7.791 10.92 137 g.59(122| s5.498 | 8.85
6p| 4.142 5.55 4.76 4.112 | 6.59
5d|14.613 15.07 12.36 11.744 | 12.0°

Hg |6a| 9.218 g.25[122| 5.850 | 9.50
6p| 4.930 5.55 4.503 | 6.82
5d|19.013 13.33 12.549 | 12.2¢
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8Todas las cantidades en eV.

bEstos valores se tomaron de la misma referencia que la sefialada

para el parametro Ci'

CPara estos elementos existen reportados dos conjuntos de valores
para Hii'

dEstos valores son extrapolaciones de &atomos vecinos en la tabla

periédica.
edx-z

ap.
fdx—lo.

EqX,
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CAPITWLO V
COMPORTAMIENTO DE DIVERSAS PROPIEDADES ATOMICAS
EN EL
LIMITE DE CARGA NUCLEAR INFINITA.

Probablemente uno de 1los aspectos mas atractivos de 1la teoria de
Thomas-Fermi (TF) radica en su utilidad para poder entender comportamientos
generales de diversas propiedades atémicas, moleculares o de sélidos. Como
se puede apreciar en el capitulo I, la teoria de TF suele ser una muy buena
primera aproximacién para la descripcién de la estructura electrénica de un
sistema con muchos electrones.

En particular, la expresién de TF para la energia de amarre de una
especie atémica en términos de la carga nuclear Z y el numero de electrones
N, da una manera sencilla para analizar el comportamiento global de las
variaciones de esta con respecto a cambios en Z y N. Para que este analisis
sea representativo es necesario considerar las correcciones lideres del
modelo de TF ya que, como es bien sabido, a pesar de que TF es exacto en el
limite de carga nuclear infinita, s6lo es capaz de dar una representacién muy
cruda del comportamiento periédico. Sin embargo, cuando se incluyen las
correcciones a TF los valores predichos para una buena gama de propiedades
atémicas me jora considerablemente.

En este capitulo se deduce una expresién analitica exacta para la
energia de amarre no relativista de una especie atémica s6lo en términos de 2
y N, recurriendo al 1limite asintético correcto de 1los coeficientes del
desarrollo Z—1 para N grande, al comportamiento general de la energia como

una funcién del numero de electrones y suponiendo que se conoce la solucién
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el atomo neutro. Posterliormente se deduce que el potencial quimico y la
dureza de un atomo neutro en el limite de carga nuclear grande decaen como
2"1/3 y tlenen un comportamiento periédico con un periodo de 21/3. Esta
expresién nos permite explicar el comportamiento del primer potencial de
ionizacién y de la afinidad electrénica de los elementos en la tabla
periédica.

Utilizando la derivada direcciona_l de la energia de amarre de una
especie atdomica como funcién del nimero de electrones y la carga nuclear, a
lo largo de 1la trayectoria de los atomos neutros, y el comportamiento
asintético del potencial quimico, en la tercera seccién de este capitulo se
demuestra que la energia de atraccién electrén-nicleo de Atomos neutros es
peri6édica y en seguida se describen algunos cocientes entre diferentes
componentes de la energia.

Finalmente, se aplica la teoria a la descripcidén de iones atémicos tanto

en el limite de TF como para el caso general.
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V.1 FORMULAS PARA LA ENERGIA ATOMICA.

La energia de amarre no relativista de un &atomo, en términos de 1la

teoria de perturbaciones Z! esta dada porlsbﬂs‘

[+
E(Z,N) = Z 2 e /(N)
J=0
El calculo de los coeficientes ¢

(1)

i(N) es un problema bastante complicado
para j =z 1 y aun cuando, en principio, se pueden calcular a cualquier orden,

generalmente su estructura es desconocida. Los coeficientes de orden cero

(j = 0) se conocen a partir de la solucién del aAtomo hidrogenoide.
Cuando la Ec.(1) se compara con la energia del modelo de Thomas-Fermi

{(TF) en el limite de carge nuclear grande, se encuentra que los coeficlentes
deben tener la formalS® 158

e .(N) = b. Nj + (1-n)/3 ) ‘ (2)
J Z Jn

n=0

Substituyendo este resultado en la Ec.(1) se tiene que

E(ZN) = ) b, Z2J nj*(1-n)/3
? jn
n=0 (3)
- Z (7-n)/3 £ ()
n=0
donde q = N/2 y
N -]
£ (q) = q“—n)/3 bjn q’ (4)
J=0

De inmediato se puede ver que la Ec.(3) constituye una interpolacién

suave entre valores enteros de N. Sin embargo, como lo que interesa es el

limite cuando N es grande, practicamente no hay diferencia con la curva real,

la cual est4 formada por una serie de lineas rectas que conectan a los
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157
valores enteros de N.

Para poder establecer condiciones sobre los coeficientes b in con j # O,

se puede ver que en el caso de atomos neutros ( q = 1 ), la Ec.(3) se reduce

a
(.
E(2,2) = E: c, 2753 (5)
n=0
donde

Cn=2: b - (6)
=0

El primer término de la Ec.(5) corresponde a la energia del atomo neutro
de TF, de donde se desprende que CO= -0.768745, y lleva al resultado exacto

en el limite de carga nuclear grande.!®®"1%°

Los términos con n = 1,2
corresponden a las correcciones lideres al atomo de TF. La primera
incorpora el tratamiento incorrecto de la energia cinética de los electrones
mas fuertemente ligados al nicleo y, por diversos caminos, se ha encontrado
que CI = 1/2.1%0 El término con n = 2 es consecuencia tanto de la
interaccién de intercambio como de pequefias contribuciones de la energia

61

cinética.! Schwinger obtuvo el valor de C2 = - 0.2638900. Los términos

con n = 3y 4 tienen dos componentes: una contribucién suave que proviene
fundamentalmente del modelo de Dirac para la interaccién de intercambio de

1

los electrones mas fuertemente ligados, 62 y otra contribucién oscilatoria la

cual imcorpora de una manera semiclésica la cuantizacién radial y angular al

modelo de TF.1%°71®* |ag expresiones para C3 Yy C4 son'®®
c,=¢5 + ¥ o sen (2mn ) , (7)

k




108

0 »
g * Z € cos (Ztkko) , (8)

k
donde cg y c‘; son constantes con valores!®? de -0.0129783 y -0.00126432,

C4=C

65
las cuales en el

respectivamente, 4, ¥ & son expresiones complica.dasl
limite de carga nuclear infinita son independientes de Z, y Ao es el momento
angular maximo disponible en el tratamiento semiclasico del modelo de TF, el
cual esta dado por

= 1/3 _ 173
AO = 0.927992 2 =a. 2 . (9)

En las Ecs.(7) y (8), la prima en las sumatorias indica la exclusién del

término k = 0.

Para tener mAs informacién sobre
los coeficientes del desarrollo,
recurrimos al comportamiento general de

iones iones
la energia de amarre de un &tomo como positivo — negativos
funcién del numero de electrones
alrededor del punto N = Z ( ver Fig.6 ).
En algin punto cercano a esta regién 1la
66

c 1
curva presentard un minimo cuya

posicién depende del signo y magnitud de

la afinidad electrénica ( A = E(Z2,2) -

E(Z,2+1) ) del a4tomo considerado. lLa L

evidencia experimental169 muestra que dtomo N

neutro
para la mayoria de los 4&tomos en la

tabla periddica, A es una cantidad Figura 6. Energia contra nimero
de electrones. Los segmentes de

linea corresponden a 1la curva
real a 0 K. La curva =& la
interpolacién suave.

positiva. Por lo tanto, en general, la

" energia del anién es menor que la
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energia del atomo neutro y asi, se espera que el minimo se encuentre més
cerca del anién que del Atomo neutro. Si la posicién del minimo estd dada
por N = Z2 + §, entonces los argumentos sefialados arriba sugieren que & sera
del orden de la unidad. La hipbtesis de la existencia del minimo implica

que

"
o

8E(2,N)
[—aw—] (10)

2 In=z+s

Como la teoria estd enmarcada en el limite de 2 — ®, es muy razonable
suponer que 8 <<< Z y asi, usando la Ec.(3) para obtener la derivada de la
energia total respecto al numero de electrones, junto con la hipétesis (10) y
el desarrollo binomial se llega a la expresién

i -(4-n)/3 [i bjn[l_:j-£+j]] -

0 -—

I=
sy [ u, (5] (550 ]

J=0
Igualando potencias de 2, se tiene que los coeficientes del desarrollo

(11)

deben satisfacer la relacién

-+
1 -n . _ —

}: bjn [ ——tJ ] = 0, para n=0,1,2 . (12)

J=0
Cabe sefialar que en la derivacién de la Ec.(11) se encuentra implicita la
suposicién de que 3 es una constante, lo cual no es estrictamente cierto.
Sin embargo, por las condiciones fisicas del problema es de esperar que 8 sea
una funcién acotada con una variacién entre 0 y 1, la cual no afectara el

decaimiento en Z de la Ec.(11).

Para obtener més informacién sobre los coeficientes se recurre al hecho

de que la teoria tiene dos comportamientos asintéticos bien conocidos.

Primero, en el limite q = N/2 — 1 junto con Z — o, la teoria se reduce al
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modelo de TF, lo cual corresponde a conservar el término con n=0. Asi, en

este limite, la energia de amarre esta dada por‘167

TF 7/3 1 -q? ] 7/3 J+1/3
. = S + =2 b ’ 3
E"(2Z2,N) = AZ [ (q) “i;T%T ) jo 9 (13)
donde A = (12/7) (279 =*)'/3, S(q) es la primera derivada de la funcién de

apantallamiento de TF y xo(q) es el radio del ion de TF.
Por otro lado, de acuerdo con el teorema de Hellman-Feynman, el

potencial electrostatico en el nicleo estd dado por
R(Z,N)=-Jdr€i"—) =[§-E—‘.-:‘Z—'"—’] . (14)
r Loy N

Para TF se tiene la siguiente expresién para R(Z,N):157

TF _ 17 4/3 1-q _
R(Z.N)-§A2 [S(Q)* m]—

® (15)
R 7 b, (2~ ) 173
J
=0
Combinando las Ecs.(13) y (15) se encuentra que
©
7,1-q _ 1. i-2/3
—§AW— bjo[§+.]]q‘] ’ (18)
J=0
y derivando esta 0ltima expresidén con respecto a q,
2,(q) + (1-q) x)(q) = ,
I Do ° = b. 1, J 2 _; qj /3 (17)
3 2( ) jo i 3 3
2, (q =
168 -1/3
March ha demostrado que cuando q — 1, xo(q) — constante x (1-q) .

de manera que en este limite las Ecs.(16) y (17} llevan a

o0
;bjo[%+j]=0, (18)
=0

)r
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z:bjo'[%+j][§-j]=o. (19)

La Ec.(18) es una vieja conocida, pues lo que establece es que el

1c

potencial quimico de un 4tomo neutro en el modelo de TF es cero. Por otra

parte, la Ec.(19) Jjunto con la Ec.(11) permite ampliar el intervalo de
validez de la Ec.(12) hasta n = 3.

El otro comportamiento asintético corresponde al caso q — 0, donde la

70

teoria se reduce al limite hidrogenoide.1 Este limite se define como un

sistema de N electrones no interactuantes moviéndose alrededor de un nucleo

con carga nuclear Z. La energia hidrogenoide esta dada por
Ez,N = ZZeyn) (20)
la cual, usando la Ec.(2), se puede reescribir como
-]
_ (7-n)/3 (1-n)/3
ElzZ,N) = Z z bop 4 . (21)
=0

esto es, E? corresponde al caso j=0.
Se puede tener la impresién de que el limite hidrogenoide no proporciona
mas informacién acerca de los coeficientes bjn' Sin embargo, si se

considera el término =1 en la expresién para la energia ( Ec.(3) ), se tiene

que

El(z,N) = 22 f,(q) = 22 1 q . (22)

™~1s
[
G

.
1]
Q

tim EYZN) = 22 by - (23)
q—0

Ahora, la j-ésima derivada de E! con respecto a q en el limite cuando
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q — O toma la forma

Jt
aJEYy
qzuM . [ 5;3-] = j1 22 by; - (24)

Las expresiones correspondientes a la Ec.(21) son

Ho_
EY = 22 bpg - (25)
y
ajE§
- = 0, para j=0. (26)
8qJ

Como las Ecs.(23) y (24) se deben reducir al iimite hidrogenoide,17° al

comparar con las Ecs. (25) y (26) se obtiene que,

bj] = 0, para toda j=0. (27)

De la solucién del problema hidrogenoide se sabs que b01 = 1/2. Usando
este hecho junto con el resultado para bjI obteniéo arriba y la Ec.(8), se
encuentra que

c, = b, = b, = — (28)
1 J1 01 2 i
J=0
lo cual estad en acuerdo perfecto con otras estimaciones de la correccién

lider a la energia de TF de un atomo neutro. }*°

¥l acuerdo no es solamente
cuantitativo sino fisico, pues en el limite hicdrogenoide 1los electrones
involucrados son los que se encuentran mas cercanos al nicleo y, como ya se
mencioné anteriormente, la correccién lider a TF involucra precisamente a
estos electrones. Lo anterior es una muestra de la consistencia de 1la
teoria.

El resultado (27) permite ver que el término con n=1 de la Ec.(11) se

anula y, por lo tanto, se puede extender la validez de la Ec. (12) hasta n=4.
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De esta manera, el resultado relevante de esta seccién es quems'”1
0
; b [1_;__£+j] =0, paran=0,1,2,3,4. {(29)

Substituyendo este resultado en la Ec.{(11), se encuentra que la Ec.{29)

implica que

[ ] [+ ]
(4-n)3 1 -n _
2: 2 2: bjn [ —3 + j ] =
=5 =0 (30)
[ ] o
_ (1-n)/3 1-n 2 +n .
A IR
n=2 J=0

En el resto de este capitulo se analizan algunas de las consecuencias de

estos resultados.

V.2 POTENCIAL QUIMICO Y PERIODICIDAD DE ATOMOS NEUTROS.

Como ya se ha mencionado varias veces a lo largo de este trabajo, el
potencial quimico p y la dureza n son cantidades que estan relacionadas con

derivadas de la energia respecto al nimero de electrones. Estas cantidsdes

se definen como

_ [ 8E(Z,N) r
u(Z,N) = [T ]z » {31)
Yy
2
n(Z,N) = [g__r:_(z_n_)] . (32)
8N pA

Para atomos neutros, la aproximacién por diferencias finitas d= 1la
primera y segunda derivadas de la energia de amarre lleva a las siguientes
expresiones:

wz2) = - L34, 33)
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7(2,2) =1 - A ¢ (34)
donde el primer potencial de ionizacién estd dado por I = E(Z,2-1) - E(Z,2),
y la afinidad electrénica es A = E(Z,Z2) - E(Z,62+1). La Ec.(33) es la
conocldisima férmula de Mulliken para la electronegatividad, mientras que la
Ec. (34) da una relacién entre la dureza y la cantidad I - A, la cual Juega un
papel muy importante en diversas teorias semiempiricas de estructura
electrénica molecular.
Los valores de p y , o de I y A, dan informacién muy util para entender

144,168,172-173
diversos aspectos de estructura molecular. PEEE

Su comportamiento
a lo largo de la tabla peridédica es tal que disminuyen cuando se desciende en
una columna y muestran un comportamiento periédico a lo large de una fila
(ver Fig.7).

En esta seccién se muestra como el empleo de la expresion para la
energia de amarre (Ec.(3)) Jjunto con una serie de relaciones entre los
coeficientes bjn' que también se deduce en la presente seccién, permite dar

una Justificacion teérica del comportamiento periodico.

Para ello, substituyendo la Ec.(3) en las Ecs.(31)-(32) se encuentra que

u(z,N) = Z z(4-n)/3 Z b [1 2+ ] e R (35)
n=0 J=0
y
o o0
n(Z,N) = — Z 2(1-n)/3 Z bjn[TI - n, j] [2 +n _ j] (573 (38)
n=0 Jj=0

Substituyendo los resultados de la seccién anterior se encuentra que,

para atomos neutros,
o -]

wz,2) = Z 2(4-n)/3 ; b [1—3—5’— + j ] , (37)
=0

n=5
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Figura 7. a) Primer potencial de ionizacién y b)

experimentales para &tomos neutros

c) electronegatividad y d) dureza de &atomos neutros usando la aproximacién

de

la

tabla

peridédica;

por diferenclas finitas y los valores experimentales para I y A.

afinidad electrénica
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y
[ ] [ -]
_ (1-n)/3 1-n 2 +n _
=2 =0
las cuales establecen que el término lider en Z, tanto del potencial quimico
como de la dureza de a&tomos neutros es del orden de 2-1/3. Esto es,
wz,z) =213 g, * oz%3 (39)
y
nz,2) = 27173 g, *+ oz%3 (40)

donde las funciones g“ y gn son funciones que dependen de los coeficientes
cuyas expresiones se muestran més adelante.

Este resultado para el comportamiento del potencial quimico de atomos
neutros permite establecer una relacién muy util entre los coeficientes bjn'

Para ello consideremos la primera diferencial de la energia de amarre: >°

dE(z,N)=[g§] d2+[g%-] aN . (41)
N 2

De esta expresién, la derivada direccional de la energia a lo largo de la
trayectoria de atomos neutros (N=Z) est4 dada por
(2)| -(&)] - I[(&]|
N=Z N In=z Z |n=z
Por la Ec.(14), el primer término del lado derecho de esta Ultima

igualdad es el potencial electrostatico en el nicleo para el Atomo neutro, y
por la Ec.(31), el segundo término es el potencial quimico del &atomo neutro.
Asi, se puede escribir que

[gZ—E] = R(Z,2) + u(Z,2) . (43)

N=2

Se puede ver la utilidad de esta ultima expresién notando que, de

acuerdo con la Ec.(3), los términos lideres tanto de (dE/dZ)[N==z como de

R(Z2,2Z2) son del orden de 24/3, mientras que de acuerdo con el resultado (38),



117

el término lider del potencial quimico es del orden de 2-1/3. A partir de

estas observaciones, la Ec.(43) se puede escribir como

-1/3) .

dE _
[az] = R(2,2) + 0Oz (24)

=2
Substituyendo las Ecs.(3) y (5) en esta ultima expresién, se encuentra

que
o0

1 v _ _
3 Cn t 3 Aocn = EZ (2 - j) bjn , para n=0,...,4 (45)
J=0

donde C; es la derivada de Cn con respecto a Ao' ya que segun las Ecs.(7)-(9)

algunos de los coeficientes Cn son funciones de Z, y por ello es necesario
tomar en cuenta su contribucién a la derivada (dE/dZ)|“=z.

La expresién dada por la Ec.(45) se puede combinar con la Ec.(6) para
obtener aproximaciones de algunos de los coeficientes b'n en términos de la
informacién del Atomo neutro que se encuentra contenida en los coeficientes
CO a C4, los cuales tienen un significado fisico muy claro, y de los
coeficientes bon que se conocen a partir del limite hidrogenoide.

Para poder establecer estas relaciones es necesario truncar la suma
sobre j en la Ec. (45). Se sabe que conservando solamente los tres primeros
términos del desarrollo Z! se obtiene una descripcién razonablemente buena

151-154

de las energias de amarre atémicas. Asi, truncando la suma sobre j

en j=2, es posible expresar bln y b2n en términos de Cn y bon. Entonces,
para n=20,1,2,3, y 4 se tiene que

7 - n '
3 n on 3 "0 °n ’ (46)

bIn &

b2n ® bon - 3 Cn - 3% Cp - (47)

En la Tabla V se presentan las expresiones explicitas para bon’ bln y
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b Es importante sefialar que aun cuando las Ecs.(6) y (45) se derivaron

an’
solamente para el caso N=Z, estas resultan evidentemente validas para
cualquier valor de Z, y por lo tanto son igualmente validas para cualquier
valor de N, pues en este ultimo caso es cuestién de darle otro nombre a la

variable en la expresioén.

Los polinomios P(<y>) que aparecen en la columna con j=0 de la Tabla V estan

dados por las siguientes expresiones:163
?o(<y>) = - % , (48)
?1(<y>) = - <y> (49)
P <y>) = <p? - i, (50)
Pyl<y>) = % <y> [ <y>? - % ] , (51)

2

1 1 _[1_ ...2

?4(<y>) =5 [ o [ - < ] ] , (52)
donde

<y> =y - [y + 1721 (53)

tal que [y + 1/2] representa a la parte entera de y + 1/2, y

N 3 1/3 1 3 -1/3 1 1 33 ~-5/3
V“‘"[z“] *1—5[‘2'"] ‘5[1—2][2"] e (54)

El origen de estas expresiones es el desarrollo asintético de la energia
hidrogenoide!™* €,(N) y reflejan la imposibilidad de escribir este desarrollo
exclusivamente en términos de potencias de N3, Después del segundo
término los coeficientes son funciones de <y>, la cual ésté intimamente
relacionada con la ocupacién fraccional, y resultan ser funciones
oscilatorias de N.!'®3178

Se pueden utilizar las expresiones para los coeficientes deducidas hasta

el morento para encontrar expresiones explicitas del potencial quimico y 1la

dureza de atomos neutros. Si se toma sélo el primer término de la Ec. (37),




TABLA V. Expresiones para los coeficientes bjn con0 s js2y

0= n =4, en unidades atémicas. Ver el texto para la

definicién de todas las cantidades.
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a b
n bOn bIn b2n
1/3
3 7 _ 4
0 ‘[2] 3 %o = 2Pgo 3 % * Poo
1 1 2C, -2b -C, +b
3 1 01 1 o1
1/3
3
- [2] T2 - 5 2
2 s (37173 3 C; - 2by, = 3C* by,
a3 [ z ] %o
4 Co-z N sen(2ukA") -1 z s, sen(2nkaM)-cC|+
3173 k o 3 k ) 3
3 -2/3 k c,d k
3 '2[5]' ?3 = 2by3 - + b3t
2u. N N 2u. N N
o Z ko, cos(2mka]) |+ SgA] z ko, cos(2mkA )
k k
d
c® - 2b,, - b, -
4 04 04
10 2 N 2n. N N
4q . ?4 - 5 ?2 - Z €y cos(2nkko) + |- _§Ao Z kcksen(anAO)
k k
+ gg%g Z kcksen(anA:)
k
®De 1la Ec. (48).
®De 1a Ec. (47).
°A: = 0.927992 N!/3.

dLas expresiones para oy Y ¢ se tomaron de la Ref. 1865.



120

se trunca la suma sobre j en j=2 y se utilizan los resultados de la Tabla V,
se encuentra que el potencial quimico de un atomo neutro en el limite de

carga nuclear grande esta dado por”1

u(z,2) = 8 2713 [lg C, - 2 boz] + 0¥ . (55)

Esta relacién proporciona informacién muy interesante. En primer

lugar, establece que el potencial quimico decae como z’13

, y este
comportamiento estd asociado con el término n=2. Como el origen de esta
contribucién es fundamentalmente la Iinteraccién de intercambio, la cual no se
encuentra presente en el modelo de TF, entonces es necesario incluirla para
que p sea diferente de cero. Este resultado se puede apoyar en diversas
observaciones. Por ejemplo, es bien sabido que la teoria de TF es incapaz
de predecir la existencia de aniones, y que basta incluir un modelo de
intercambio (teoria de Thomas-Fermi-Dirac) para que se puedan obtener aniones

estables. le

La posibilidad de existencia de un aniétn estd intimamente
relacionada con la posicién del minimo en la ci—va de energia de amarre
contra el nimero de electrones, la cual Jjuega un papel relevante en el
desarrocllo de la presente teoria.

Por otro lado, el término entre paréntesis cuadrados de la Ec.(55) es

una funcién periédica en z3.

Este comportamiento también estd relacionado
con la naturaleza del término n=2.

Sin embargo, la expresién (55) no es estrictamente correcta pues como se
sefialo anteriormente, 1los coeficientes C3 y C4 tienen una dependencia
periédica en Z (ver Ecs.(7)-(8)). Cuando su exis:encia es tomada en cuenta,

el potencial quimico toma la forma'”®

_ -3 1 10 _ 2 , - -2/3
wz.2) =52 [ 12, - 2, + a0y | - 02 (56)
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Comparando este resultado con la Ec.(55), se ve que la dependencia en Z

de C3 introduce una contribucién adicional de orden 24’3

funcién oscilatoria en 2

, que también es una
1/3, pero con una fase ligeramente diferente a la de
<y>, por lo cual se tiene la posibilidad de una interferencia constructiva y

destructiva entre estas dos funciones periédicas. En la Fig.8 se ve como al

'
o

-0.33-;- \ ' \ W\ ./ /

N
(3]
N
)
<
(7]
)

Figura 8. Oscilaciones en el potencial quimico. Linea
s6lida: Ec.(56). Linea punteada: Ec.(55), ambas con 8 = 1.

incluir estos términos se obtiene una ligera destruccién de la periodicicad,

particularmente para valores grandes de Z. De cualquier forma, la Ec.(58)
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predice un comportamiento decreciente de p con 2, ademds de presentar
oscilaciones, lo cual esta de acuerdo con el comportamiento general observado
del potenclal quimico de &tomos en la tabla perilédica. Cabe sefialar que el
resultado (56) para p muestra que las oscilaciones de esta propliedad tienen
dos origenes: la dependencia en la ocupacién fraccional de la energia en el
limite hidrogenoide, y la cuantizacién radial y angular del modelo de TF.
Siguiendo un procedimiento similar al empleado en la demostracién de las
Ecs. (55) y (56), se encuentra que el término lider de la dureza de un atomo

neutro en el limite de carga nuclear grande esta dado por*”1

nz2,2) = - 273 [ % C, - 2by, ] + 0z (57)

cuando no se toma en cuenta la presencia de C3, N porrm

a
TF

VY S R 2
2,2 = -2 [ L2 c, - vy, +

C} ] + 027 (58)
en caso de si considerarlo.

La Ec.(57) establece que 7, al igual que el potencial quimico, decae

-1/3
como Z

y tiene el mismo comportamiento periédico. La unica diferencia
es la presencia en p del factor &8, el cual fija la posicién del minimo. La
ausencia de este factor en la Ec.(57) puede comprenderse facilmente: la
curvatura de la energia de amarre como funcién del numero de electrones es
independiente de la posicién del minimo.

Usando las Ecs.(33)-(34) junto con las Ecs.(55) y (57) se obtienen las

siguientes expresiones para el primer potencial de ionizacién y la afinidad

electrénica : 17!

I=—p+g=-2-l/3[6+%][l—gp—Cz—Zboz], (59)
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A=-u—g=-2'"3[8-%][-l-ggCZ—Zboz]. (60)

De estas udltimas expresiones es evidente que I y A tienen en comin el

mismo factor de decaimiento y la misma funcién periédica en 213,

Por otro
lado, como el término entre paréntesis cuadrados es negativo, la dependencia
en & de ambas cantidades establece que el primer potencial de ionizacién es
positivo, mlientras que la afinidad electrénica puede ser positiva o negativa
dependiendo del valor de 8. Si 8>1/2, el minimo se encuentra mas cerca del
anién y A sera positivo, mientras que si 3<1/2, el minimo se encuentra mas
cerca del atomo neutro y A sera negativo.

Aun cuando estas relaciones se obtuvieron para el limite de Z2 y N
grandes, las Ecs.(59)-(60) permiten recurrir a informacién experimental para
probar su validez en adtomos de la tabla periddica. Esto es, se desea ver si

1/3

los valores experimentales de I y A son periédicos en Z y decaen como

~1/3 1/3
277,

Asi, en la Fig.9 se ha graficado Z multiplicado por el primer

potencial de ionizacién experimental contra 23,

En la figura se aprecia
que efectivamente, en esta escala, esta propiedad tiene un comportamiento
aproximadamente periédico.

En la Fig.10 se presenta una grafica semejante a la descrita arriba para
el caso de la afinidad electrénica. A pesar de que el comportamiento
observado es mucho menos pe;iédico que en el caso anterior, ée debe tener en
cuenta que 1la incertidumbre experimental en la medicién de 1la afinidad
electrénica es mucho mas grande que para el primer potencial de ionizacién.

El analisis global muestra que las Ecs.(55), (57) y (59)-(80), las
cuzles dan una descripcién bastante precisa de pu, 7, I, y A en el limite de

carga nuclear grande, también son utiles para describir el comportamiento

general observado de estas propiedades para atomos de 1la tabla periédica.
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Figura 9. Prueba de la periodicidad del primer potencial de
ionizacién experimental de &atomos
periédica.

neutros

en la tabla
La linea s6lida se corté cuando no se disponia de
la informacién experimental del atomo correspondiente.
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Figura 10. Prueba de la periodicidad de 1la afinidad
electréonica experimental de 4atomos neutros en 1la tabla
periddica. La linea sélida se corté cuando no se disponia de
la informacién experimental pertinente.
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Esto es, u, u, I, y A decaen como z\ 3 y presentan un comportamiento

periédico en 273

Cabe sefialar que hace algunos afios, March y Parr!S®
conjeturaron este comportamiento.

Para finalizar esta seccién, a continuacién se analiza la influencia que
tiene la dependencia en Z de la posicién del minimo, la cual estd determinada
por 4. Como se sefialo anteriormente, es de esperar que la posicién del
minimo varie entre 0 y 1, dependiendo fundamentalmente del signo y magnitud
" de la afinidad electrénica del aAtomo. Sin embargo, para que la dependencia
de 8 en Z no afecte al decaimiento se espera que 8 sea una funci6én acotada.

Para confirmar esta ultima aseveracién, si se forma el cociente entre p

Yy n se encuentra que

u(z,2)

-2/3)

=3 + 0(2 {(61)

Esta relacién permite estimar el valor de 8 a partir del conocimiento de
Ly Usando los valores experimentales de I y A, y las Ecs. (33)-(34) se
obtienen las estimaciones de 8 que se muestran en la Fig.11 Como se puede
ver en esta figura, & resulta ser una funcién acotada con un intervalo de
variacién relativamente estrecho. Asi mismo, 1la figura muestra un
comportarmiento oscilatorio de 8 el cual tendra una influencia muy notable en

la prediccién de propiedades de atomos en la tabla periéddica.
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Figura 11, Oscilaciones de 8. Valores calculados usando l=
Ec.(61) con los valores experimentales de I y A. Cuando el
ion negativo es inestable, la afinidad electrénica del Atom:
correspondiente se igualé a cero. Se han excluido los atomos
cuya afinidad electrénica se desconoce.

V.3 OSCILACIONES DE LA ENERGIA DE ATRACCION ELECTRON-NUCLEO.””

Para mostrar tanto la utilidad como para corroborar la validez de las

Ecs. (44)-(45), en esta seccién se estudia el comportamiento de la ensrgia de

atraccién electré4n-nicleo de atomos neutros. Para ello, usando la Ez(44) se
tiene que
-]
_ - (7-n)/3 | 7 - n 1 ,
V_(2.2) = ZR(2,2) = E: z [ T3 +1ac ] . (62)

n=0
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zl/B

Figura 12. Oscilaciones de la energia de atraccién
electrén-niucleo de é&tomos neutros. La 1linea sélida
corresponde a los valores obtenidos <con 1los datos
Hartree-Fock para V y la Ec.(63) para V°e . La linea
punteada corresponde a los valores obtenidos de la Ec. (62)
para V_ vy la Ec. (63) para V"e

De las Ecs.(7) y (9) se puede ver que esta expresién predice que Vne(Z,Z)

1/3

presenta oscilaciones periédicas en 2 con una amplitud proporcional a

3 . . .
z% , en contraste con las oscilaciones de la energia de amarre que tienen

4/3 i63

una amplitud de 2 En la Fig.12 se presenta una grafica de la

diferencia entre la energia de atraccién electrén-nicleo de Hartree-Fock, y
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la contribucién suave que se define como

/3 4/3 o
V2 (2,2) = % coz + 2C, 2 4 c325 c v cz . (63)

Se puede ver que la prediccién es correcta; las oscilaciones son muy
regulares con una amplitud proporcional a 25/3. En la figura también se

|
incluye la grafica del término oscilatorio de la Ec.(862) para probar que tan

fielmente reproduce las oscilaciones. El término oscilatorio esta definido
por
v®%z,2) = v_(2,2) - V* (2,2) . (64)
ne ne ne

Los resultados son bastante satisfactorios; la Ec.(64) reproduce todas las
caracteristicas esenciales de la curva Hartree-Fock, y la concordancia global
es bastante buena.

Para comparar las oscilaciones de V;e con las de la energia de amarre,
en la Fig.13 se presentan las graficas correspondientes a esta ultima. En
este caso la contribucién suave se define como

7/3 5/3 4/3

E%2,2) = c 2’7 + c, 2+ C 27z (85)

Cabe sefialar que esta definicién de E® es diferente de la utilizada por

Englert y Schwinger‘183

ya que en la Ec.(65) se incluyen las contribuciones
suaves de los términos con n=3 y 4. Como ya lo habian anticipado estos
autores, la presencia de estos términos mejora la calidad de los resultados
cuando se comparan con los correspondientes a Hartree-Fock.

En la Tabla VI se muestran los valores predichos por las Ecs.(5) y (862)
para E y er’ respectivamente. Estos valores se comparan excelentemente con
los correspondientes a Hartree-Fock; el error relativo promedio en la energia

de amarre de atomos con 2 = Z = 86 es de tan s6lo 0.15 %, mientras que para

la energia de atraccién electrén-nicleo es de 0.75 “%. La contrlibucién mas
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Figura 13. Oscilaciones de la energia de amarre de atomos
neutros. La linea sélida corresponde a los valores obtenidos
con los datos Hartree-Fock para E y la Ec.(65) para E® La
linea punteada corresponde a los valores obtenidos de 1la
Ec. (5) para E y la Ec.(65) para E°.

importante a estos errores proviene de los Atomos ligeros; si se consideran

los atomos neutros con 11 = Z = 86, los errores para E y VDe son 0.075 % y

0.33 %, respectivamente.




TABLA VI. Energias de

diversos &tomos de la tabla periédica (unidades atémicas).

amarre y de atraccién nicleo-electrédn para

Atomo | Z |-E (Ec.S) | -E (HF) |-V _(Ec.62)| -V__(HF)
He 2 2.77 2.86 6.69 6.75
C 6 37.64 37.66 86. 37 88. 06
Ne | 10 128.30 128.55 311.25 311.13
Si 14 287.72 288.83 685.76 689. 32
Ar 18 526. 28 526.82 | 1262.92 | 1255.06
Ti 22 849. 38 848.37 | 2014.03 | 2011.02
Fe 26 | 1259.76 | 1262.29 | 2986.37 | 3006.38
Zn 30 | 1776.15 | 1777.85 | 4275.93 | 4261.94
Se 38 | 2399.55 | 2399.84 | 5754.40 | 5743.13
Sr 38 | 3130.39 | 3131.55 | 7465.18 | 7469.67
Mo 42 | 3971.21 | 3975.3a8 | 9422.89 | 9465.47
Pd 46 | 4932.37 | 4937.74 | 11801.62 | 11755.59
Sn 50 | 6020.53 | 6022.91 | 14375.15 | 14325.12
Xe 54 | 7233.37 | 7232.14 | 17210.90 | 17165.20
Ce 58 | 8571.22 | 8566.88 | 20324.44 | 20298.98
Sm 62 | 10036.52 | 10034.63 | 23684.69 | 23809.44
Dy 66 | 11632.49 | 11641.23 | 27553.80 | 27674.43
Yb 70 | 13382.27 | 13391.46 | 32001.51 | 31806.80
W 74 | 15283.64 | 15287.45 | 36501.76 | 36417.13
Pt 78 | 17330.33 | 15330.91 | 41356.98 | 41281.76
Pb 82 | 19524.82 | 18523.88 | 46475.02 | 46472.00 |
Rn | 86 | 21866.02 | 21866.77 | 51946.97 | 51977.56
Error
relativo 0.15 0.75
promedio®
(%)

2F]1 error relativo promedio es

130

86
igual a (100/88)) _ (|y,-y; [)/y; .
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V.4 COCIENTES ENTRE DIFERENTES COMPONENTES DE LA ENERGIA.

En esta secclén se estudian algunos coclentes entre diferentes
componentes de la energia usando las expresiones obtenldas en las secclones
anteriores. Estos cocientes sirven también para probar la validez de las
aproximaciones realizadas hasta el momento.

En primer lugar se escribe la energia de atraccién electrén-nicleo en

términos de las funciones fn definidas en la Ec. (4). El resultado es
[+
_ (7-n)/3 [ 7 - n _ R
v Z@ =) 2 [L52 f@ - a @ | - (86)
n=0

Por otro lado, de acuerdo con el teorema virial, la energia de repulsién

electrén-electrén se puede expresar en la forma

V =2E-V R (67)
e pe

(]

y, usando las Ecs.(3) y (66) se encuentra que
o

- - (7"1])/3 1 ~-n - ’
v_(z.q) = Z z [—-?— £ () - q £ () ] . (68)
n=0

Asi, a través de las Ecs.(3), (66) y (67) se puede estudiar el
comportamiento de los cocientes entre diferentes componenetes de la energia.

En esta seccibén se consideran los siguientes: E/V , V /Ey V /V .

ne ce ee ne
Es interesante analizar estos cocientes en los limites q - 0y q — 1.
En el primer caso, se encuentra que el término entre paréntesis cuadrados en
las Ecs.(66) y (68) tiende a un valor constante para cualquier valor de n.
De esta manera, se encuentra que cuandoAq - 0, E/Vne — 1/2, 1;e/E — 0y
v;e/v;c —> 0, los cuales son iguales a los resultados obtenidos para un
sistema hidrogenoide por medio de otros caminos. Es‘importante hacer ver

que se obtienen los mismos resultados cuando s6élo se conserva el término con
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n=0 , el cual corresponde al limite de TF. Asi, a pesar de que las
componentes 1lndividuales no convergen al limite correcto cuando q — 0O, sus
cocientes si lo hacen.

Por otro lado, cuando q -—— 1, la Ec.(29) implica que f;(l) = 0 para

n = 0,1,2,3, y 4, por lo que resulta posible escribir las sigulentes

expresiones:
e nc z{7-n)/3
E(z,2) _ 3 , 8 = n (69)
ne 2 Y 49 = c 1 -n 2(7-[1)/3
n;s n 7
[ ]
(7-n)/3
nC_ 2
Vee(Z,Z) _1 1 n;g n (70)
E(Z,2) 3 3 e c (7-n)/3
Lo o
y
2]
s - - £ = (71)
vneiz,zi 7 49 )

& 1-n (7-n)/3
AL

De estas expresiones se ve que si sélo se conserva el término con n=0,
los cocientes se reducen a los valores conocidos para la teoria de TF, a
saber, 3/7, 1/3 y 1/7, respectivamente. Sin embargo, los cocientes cambian
si se incluyen mas términos en las sumatorias. Asi, mientras que el limite
q — 0 es independiente del numero de términos considerados en la suma, el
otro limite, g — 1, si depende del numero de términos que se conservan.

Como una muestra del comportamiento de estos cocientes para Aatomos
neutros en la tabla periédica, en la Fig.14 se presenta la grafica del

cociente entre E y V;e como funcién del numero atémico. Los valores se




133

comparan con los datos Hartree-Fock y en la fligura se muestran los resultados
cuando las sumas se truncan en n=2 y en n=4. Se puede apreciar que en el
primer caso se obtiene una descripcién promedic del cociente, esto es, no se:

observa la estructura de capas que se encuentra presente en Hartree-Fock,

(a) (b)

Ves f" i
©-43 i;’,‘
i - ~
[
o427 TN ').—\//7\_—/
. ; l\\/’- }\__'/" -
0-42+: v
. b ¥
0.40
1 1 1 4 20 40 60 80
20 40 60 80 Z V4

Figura 14. Cociente entre la energia de amarre y la energia
de atraccién electrén-nuclec .... La linea s6lida corresponde a
los valores Hartree-Fock. La linea punteada corresponde a
considerar los términos hasta (a) n=2 y (b) n=4, en las
expresiones para cada componente.

mientras que en el segundo caso, la presencia de los términos que incorporan
la cuantizacién radial y angular del atomo de TF reproducen parte del

comportamiento oscilatorio. Los otros cocientes exhiben un comportariento

seme jante.
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Por lo tanto, estos coclentes se pueden describir correctamente por
medio de las férmulas para la energia atémica desarrolladas en este trabajo,

aun en el caso de Z y N pequefias.

V.5 IONES ATOMICOS.

En esta ultima seccién se presenta la aplicacién a i6nes atémicos.
Para podér utilizar la Ec.(3) en el caso N # Z,es necesario tener disponibles
las expresiones para los coeficientes bjn (ver Tabla V), a diferencia de la
situacién cuando N=Z, donde las sumas sobre j se pueden reemplazar por los
coeficientes Cn'

En primer lugar se consideran los iones dentro del contexto de la teoria
de TF. Para ello, siguiendo a Tal y Levy, 156 5i la Ec.(4) se trunca en Jj=2,
se obtliene la siguiente expresiétn aproximada para fn(q):

(1-n)/3

_ 2
fn(q) =4q [bon *bipdt by d ] : (72)

De las Ecs.(46)-(47) se puede ver que fn(q) queda completamente
determinada a partir del conocimiento de bOn y Cn.

Por otro lado, como ya se ha mencionado varias veces a lo largo de este

capitulo, el modelo de TF se recupera cuando sélo se conserva el término n=0

en la teoria de perturbaciones 2L Asi, de acuerdo con la Ec.(3), 1la

energia de amarre de TF est& dada por
ET(z.q) =277 £ (q) . (73)

Dmitrieva y Plindov,r78 y March'”™ han estudiado en detalle la funcién
fo(q). Mas recientemente, Tal y I..evy156 han mostrado que al rearreglar la
serie de Baker'® es posible, en principio, obtener una expresién analitica

para todos los coeficientes bjO' Sin embargo, excepto para el caso de bOO y
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blO' este procedimiento resulta sumamente tedioso. Asi, Tal y Levy han
calculado con mucha precisién la funcién fo(q) a través de integrar
numéricamente la ecuacién diferencial de TF para diferentes pendientes

iniciales. Estos autores analizan la funcién F(q) = q_1/3

folq) por medio
de polinomios ortogonales usando las expresiones analiticas de b00 y b10’
para obtener una estimacién de los valores de b20’ b30 y b40'

El conocimiento de fo(q) permite probar la expresién aproximada dada por

la Ec.(72), la cual para n=0 toma la forma

1/3 2
[ bop * P10 9 *+ by 4 ] . (74)

Usando las expresiones para b10 y bzo reportadas en la Tabla V, se obtiene

fo(q) =q

que

b =

10 c

-2b

Wi~

= 0.485680 , (75)

0 00

=-12 s -
by =-3Cy * byg=-0.118721 . (76)

Asi, por este procedimiento se ha derivado una expresién aproximada para
fo(q). la cual permite calcular la energia de cualquier ion positivo de TF a
partir del conocimiento exclusivo de bOO (el cual se conoce por la solucién
del 4atomo hidrogenoide), vy CO (el cual se conoce por la solucién de la
ecuacién diferencial de TF para el atomd neutro). o

Aun cuando esta expresién aproximada para fn(q) s6lo contiene términos
hasta qz, estd construida de tal forma que reproduce correctamente los
limites asintéticos cuando q - 0 y g — 1. Por otro lado, los valores de
bIO Y b20 que se obtienen son muy buenos comparados con el valor exacto de
bIO (0.484895) y 1la mejor estimacién de bzo(-0.103995). Ademas, lz

concordancia con los valores numéricos de fo(q) en el intervalo 0 £ q = 1 es




TABLA VII. Comparacién entre los valores numéricos y analiticos de
f(q), S(q) y x (q) para diferentes valores de q.
q -q'? (@) - ¢°/% s(q) q*/%/x4la)

NUMERICO | Eq.(74) |NUMERICO | Eq.(80) |NUMERICO | Eq.(81)
0.00000 1.14471 1.14471 0.33782 | 0.33782 0.33782 | 0.33782
0.00402 1.14277 1.14277 0.34367 | 0.34361 0.33688 0. 33682
0.00787 | 1.14090 | 1.14082 | 0.34926 | 0.34915 | 0.33597 | 0.33587
0.01485 1.13754 1.13738 0. 358937 0.35918 0.33433 | 0.33414
0.02675 1.13182 1.13154 0.37657 | 0.37624 0.33153 0.33120
0.04017 1.12541 1. 12500 0.39590 | 0.39542 0.32837 0.32788
0.07364 | 1.10957 | 1.10886 | 0.44378 | 0.44295 | 0.32043 | 0.31960
0.12351 1.08642 | 1.08532 | 0.51421 | 0.51296 | 0.30852 | 0.30727
0.16194 1.06893 1.06758 0.56777 | 0.56627 0. 29826 0.29777
0.19120 1.05582 1.05431 0.60815 | 0.60648 0.29216 0. 28053
0.22347 1.04158 1.03982 0.65225 | 0.85044 | 0.28426 0.28255
0.24973 1.03016 1.02839 0.68782 | 0.68592 0.277178 0.27605
0.28773 | 1.01388 | 1.01200 | 0.738739 | 0.73681 | 0.26835 | 0.26665
0.34081 0.99162 0.98864 0.80911 0.80707 0.25497 0.25350
0.40267 | 0.96654 | 0.96453 | 0.88933 | 0.88732 | 0.23913 | 0.23823
0.46199 | 0.94323 | 0.94126 | 0.96492 | 0.96303 | 0.22358 | 0.22356
0.51681 0.92234 | 0.92048 1.033863 1.03190 0.20883 | 0.20998
0.60628 0.88958 0.88819 | 1.14291 | 1.14153 | 0.18392 | 0.18787
0.72879 | 0.848039 | 0.84705 | 1.28765 | 1.28683 | 0.14716 | 0.15758

1. 00000 0.76875 0.76875 1.58807 1.58807 0.0 0.0

136




137

diferencia con los valores de b10 y b20 compensa parte del error que se
comete al truncar la serie en el tercer término, y proporciona muy buenas
estimaciones para valores intermedios de q, aparte de que en los extremos la
teoria contiene los comportamientos correctos. En general, la concordancia
es sumamente satisfactoria, sobre todo si se recuerda que los argumentos
empleados en la deducclién de esta expresién para fo(q) son, no solamente
sencillos, sino ademas fisicamente razonables.

Otro aspecto interesante de 1la Ec.(74) es que puede continuarse
analiticamente para valores mayores a g=1 y, por lo tanto, proporcionar
informacidén sobre los iones negativos. Esta continuacién refleja el hecho
sefialado anteriormente de que los iones negativos son inestables dentro del
modelo de TF; la Ec.(74) tiene un minimo en g=1.

A partir de la expresién (74) para fo(q) es posible obtener
aproximaciones a la derivada de la funcién de apantallamiento en el oraigen,
S(q), y =al radio del ion, xo(q). Es importante obtener expresiones
analitices para estas cantidades en términos de fo(q) puesto que muchos
valores esperados del &atomo de TF se pueden escribir en términos de

1c,181
ellos."©

Parz lograr lo anterior, se requiere de dos relaciones independientes
que involucren a fo’ Sy Xy Una de ellas se obtiene de la expresién para

la energia de amarre, Ec.(73), la cual por medio de la Ec.(13) lleva a la

relaciérn

2
- (1 -q)
£ (a) = A [S(q) + -—x:@—] . (77)

La otra relacién se puede obtener del potencial electrostatico en el

nicleo. De la Ec.(66) se tiene que RTF(Z,q) esta dado por
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Tz, = 2% [ J oy - a e | (78)
Comparando esta ultima expresién con la Ec.(15) se tiene que
7 7 1~
£,(a) - q £)(q) = A[sm)+—T§] . (79)
3% 0 3 x,(q

Combinando las Ecs.(77) y (739) se obtienen las siguientes expresiones
analiticas para la derivada en el origen de la funcién de apantallamiento y

el radio del i6n de TF:

Stq) = -1 q 27 [ byo + (Bbyy *+ 4byg) @ + (3by, + Thyo) ¢ ] : (80)
y
v -2/3
1 _ 1 2
ac i TTS:'ET [ bop *+ 4bjp G *+ Tbyyd ] . (81)
Se puede verificar que cuando q — O,entonces S(q) — booq-2/3/(7A), y

l/xo(q) —_ - booq_2/3

/7(7A). Por otro lado, cuando q — 1, S(q) — Cy/A y
l/xo(q) — 0 (el término entre paréntesis cuadrados tiende a cero mas
rapidamente que 1-q). Asi, los extremos estan en acuerdo perfectz con los

valores de la solucién numérica de Tal y Levy.ls6

De los valores reportados
en la Tabla VII, se puede ver que las Ecs.(80)-(81) dan una niy buena
aproximacién para valores intermedios de q.

Usando estas expresiones se pueden escribir diferentes valores esperados
para el aAtomo de TF exclusivamente en términos de Z y q. Asi, por ejemplo,
el valor esperado <« b se puede obtener substituyendo las Ecs.(8C!-(81) en

la Ec. (15). El resultado es

-1, _ _ 43 1/3
<r > =-2 q ( 2bg, + byaq ) . (82)

Se puede aplicar el mismo procedimiento para muchos otros valores
esperados y las expresiones obtenidas seran validas en todo el intervalo O =

qs1. Asi, aun cuando la funcién de apantallamiento de TF se ocbtiene de
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manera numérica, no es necesario conocer explicitamente a ¢(q,x) para
efectuar la integracién numérica, pues muchas de las integrales se pueden
realizar analiticamente para una ¢(q,x) general que satisface las relaciones
de TF y los resultados se pueden expresar en términos de S(q) y’xo(q).

Siempre es posible verificar el resultado en el limite q — 0, ya que en
este caso las integraciones se pueden efectuar analiticamente usando los
primeros términos del desarrollo de Tal y Levy para ¢(q,x) para valores
cercanos al origen. Asi, a partir de la Ec.(82) se puede ver que cuando
q—>0, <« b 5 - 2b0024/3 q1/3, lo cual concuerda con el resultado de Tal y
Bartolotti.!”®

En el caso general, mas allad del modelo de TF, para describir iones
atémicos se pueden usar las expresiones para bOn’ bIn y b2n reportadas en la
Tabla VI. Con ellas y la Ec.(2), es posible estimar g,(N), €;(N) y €,(N)
para cualquier valor de N. En la Tabla VIII se presentan los resultados
para varios valores de N y, para comparar, se incluyen los valores reportados
por Tal y Bartolotti.175 La comparacién es aceptable, sobre todo si se toma
en cuenta que los valores de estos tltimos autores los obtuvieron de ajustes
por minimos cuadrados a los datos de Hartree-Fock de las energias de amarre
E(Z,N) y de atraccién electrén-nicleo V (Z,N). lLas formas propuestas por
Tal y Bartolotti son

E(Z,N) = ZZeh(N) + 2e,(N) + e,(N) + (2-0)ZZFe, (N) +

(83)
+ (2—1)22“el(n)

v_(Z,N) = 22%eh(N) + 2e,(N) + (2-0Z% R, 00 (84)

donde 2283 es la energia de amarre para un sistema de N electrones
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independientes en la presencia de un nicleo con carga nuclear Z tal que el
llenado de orbitales sigue la regla "n + ¢" o de Madelung en lugar del
llenado hidrogenoide, y casi siempre £ y ¢ son los mismos para un valor dado

de N y, en general, su valor es mayor a 3.
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TABLA VIII. Coeficlentes bjn para valores seleccionados de N (unidades

atémicas).
N - € - egb S; egrd - c; - egrd
2 1.04 1.00 0.?0 0.62 0.23 0.11
10 2.02 2.00 9.29 8.78 18.15 15.74
18 2.44 2.44 17.53 18.00 52.59 57.23
26 2.90 2.89 35.79 31.41 231.83 154.72
34 3.19 3.19 47.44 46.88 | 328.87 | 305.05
42 3.43 3.44 63.85 60.45 | 600.61 | 476.09
50 3.69 3.68 81.05 76.48 | 859.07 | 728.12
58 3.85 3.94 107.30 80.75 1520.6 986.78
66 4.12 4.12 126.74 114.78 2038.1 1495.0
74 4.28 4.28 139.68 | 137.00 | 2200.8 | 2024.6
82 4.43 4.44 160.54 | 154.90 | 286S5.4 | 2501.0
86 4.52 4.52 172.57 .162.18 3313.2 2710.2
Error
relativo 0.24 7.14 28.06
promedio®

®De la Ec.(2) con Yon (0sn=4) de la Tabla V.

Pl os valores de eg se calculan sumando las energias orbitales de
orden cero, - n2/2, siguiendo la regla hidrogenoide.

°De la Ec.(2) con b, y b, (0sn<4) de la Tabla V.

%Valores obtenidos por ajustes de minimos cuadrados a los datos
Hartree-Fock de E y Vne, tomados de la Ref.175.

®Ver la nota ® de la Tabla VI.
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Con el propésito de probar la utilidad de los coeficlentes de la Tabla V
para calcular valores esperados de algunas propledades atémicas, se
efectuaron cAlculos para diferentes valores de Z y N siguiendo el
procedimiento de Tal y Bartolotti.!™ Para cada serie isoelectrénica con un
numero fijo de electrones, se encontré el valor de la carga nuclear tal que
N/2=q, donde q es un valor fijo. Después, se usaron las expresiones de la
Tabla V para calcular la energia correspondiente usando las Ecs.(1) y (2).
En la Tabla IX se reportan los errores relativos promedio obtenidos, cuando
se comparan con los calculados por las Ecs.(83)-(84) y los coeficientes de
Tal y Bartolotti, Se puede observar que los errores relativos promedioc para
Ey V;e son mucho més pequefios que los correspondientes a los coeficientes
€ ..

J

TABLA IX. Error relativo promedio para las energia de amarre y de
atraccién electrén-nicleoc para diversos valores de q.

Error relativo | Error relativo
=N/Z | promedio en E* | promedio en ¥ °
1.00 0.15 0.47
0.75 0.21 0.37
0.50 0.31 0.51
0.25 0.58 0.77
0.10 0.84 0.94

®Ver Tabla VI para la definicién del error
relativo promedio.
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En la Fig.15 se muestran las graficas de I-ZI/Z‘”3 contra N para diferentes
valores de q. Se puede ver que las expresiones para la energia de amarre
reproducen practicamente todas las caracteristicas del comportamiento
Hartree-Fock. Para complementar la comparacién, en las Figs.16 y 17 se

presentan los resultados para Vm/Z'”3

Yy E/Vne. Al igual que para la
energia de amarre, la concordancia global es muy satisfactoria y mejora
conforme q tiende a uno. La diferencia mas notable en todos los casos

ocurre en la regién cercana a N=60, y ésta puede resultar como consecuencia

de las diferencias entre usar el ordenamiento hidrogenoide o el de Madelung.
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Figura 18. Grafica de E/2"3 como funcién de N cuando q=N/2
es (a) 1.0, (b) 0.75, (c) 0.5 y (d) 0.25. Las cruces
corresponden a los valores calculados con la Ec. (83) usando
los coeficientes de 1la Ref.175. La 1linea sélida
corresponde a los valores calculados con la Ec.(3) usando
los coeficientes de la Tabla V.
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CONCLUSIONES.

Como se sefialo en el prélogo de esta tesis, muchas de las conclusiones
de este trabajo se encuentran diseminadas a lo largo del texto. Con el afén
de no ser tan reiterativo, aqui se presentan los puntos que considero de
mayor relieve, y remito al lector al resto del texto para una discusién mas
detallada.

1) E1 haber sido capaces de encontrar una reduccién de la funcién de
respuesta lineal estatica, aun dentro de un esquema aproximado, en términos
de otros coeficientes de respuesta que son mas faciles de evaluar, como la
funcién de Fukui y 1la blandura global, puede considerarse como la
contribucién mas importante del capitulo II. En el camino, esta reduccién
puso de manifiesto la necesidad de ser muy cuidadosos con la analogia
termodinaAmica de 1la TFD, particularmente con los manejos formales en la
reduccién de derivadas, ya que en algunas de las derivadas involucradas en el
proceso de reduccién pueden estar implicitas violaciones de los teoremas
fundamentales de la TFD.

2) La demostraciédn formal del isomorfismo entre el desarrollo en series
de Taylor funcional de la energia y la teoria de perturbaciones es una
aportacién interesante, la cual abre la posibilidad de estudiar una enorme
cantidad de problemas, sujeto a tener disponibles las diferentes derivadas
funcionales de la densidad respecto al potencial externo. Lo anterior
enfatiza la importancia de tener una expresién manejable para la funcién de
respuesta lineal.

La aplicacién de la reduccién local del capitulo II a los problemas
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tratados en el capitulo III permite concluir que la expresién para la funcién
de respuesta propuesta en este trabajo no es muy adecuada para la prediccién
numérica, pero permite 1la Justificacién formal de algunas relacliones
empiricas de la quimica. Asi, por ejemplo, la demostracién de la existencia
de una relacién lineal entre la polarizabilidad dipolar estatica y la
blandura global es, creo, una de las contribuciones mas importantes e
interesantes de este trabajo, sobre todo a la luz del tiempo tan largo que
lleva en la literatura la proposicién de la existencia de esta relacién.
Este resultado nos da una enorme confianza para aseverar que: todo écido o
base blanda es una especie con una gran susceptibilidad a deformar su
distribucién de carga (polarizabilidad grande) y, por lo tanto, serad una
especie que reacciona preferentemente formando enlaces covalentes. Estea
prediccién se encuentra ampliamente demostrada en la literatura quimica.

La aplicacién al problema de la interaccién metal-soporte lleva a ur
resultado universal que apoya fuertemente al modelo de vacancias de oxigeno y
muestra el papel relevante de estas en la interaccién de un Atomo que se
encuentra en la presencia de una superficie de un cristal iénico.

Globalmente, se puede concluir que la reduccién de 1la funcién de
respuesta lineal estatica en la aproximacién local proporcionz
interpretaciones - muy interesantes -y -es una guia excelente para Jjustificar
tedéricamente una serie de modelos o relaciones empiricas. Sin embargo, es
necesario ir mas allad de esta aproximacibn para disponer de una teoria cuyos
resultados sean de una calidad cuantitativa aceptable.

3) La implementacién de una metodologia que permite el calculc

sistematico de parametros atémicos para el método de Hiickel extendido y todas
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sus variantes, es el aspecto mas importante del trabajo presentado en el
capitulo 1IV. La comparacién de los resultados de este capitulo con los
valores que tradicionalmente se han utilizado en la literatura para describir
a los &tomos en las moléculas deja ver que el método propuesto es bastante
confiable. Su empleo evitara la generaci6n empirica, y en ocasiones
aberrante, de parametros atémicos. Sin embargo, el mejor Jjuez de esta
propuesta sera su uso sistematico.

4) Respecto al material del capitulo V se puede concluir que la
hipétesis de existencia de un minimo en la curva de energia de amarre de un
dtomo como funcién del nimero de electrones tiene las siguientes

consecuencias:

a) permite demostrar que el potencial quimico de Atomos neutros en el limite

de carga nuclear infinita decae como z7 3 Yy presenta una periodicidad en

z2'3. La dureza de &tomos neutros en este 1limite tiene el mismo
comportamiento que el potencial quimico.

b) La dependencia en Z de los coeficientes C3 Yy C4, cuyo origen fisico es la
cuantizacién del momento angular en el modelo'de Thomas-Fermi, no afecta al
decaimiento del potencial quimico, pero aparece un término periédico
adicional el cual modifica ligeramente la periodicidad, particularmente para
valores grandes del numero atémico.

c) Del analisis de la dependencia en Z de 8, que representa el valor en el
cual se encuentra localizado el minimo de la curva E contra N, se desprende

que, como se habia conjeturado, & es una funcién acotada que varia entre 0 y

1, y tiene un comportamiento oscilatorio que puede repercutir notablemente en

me jorar la calidad de los resultados numéricos.
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La existencia de las oscllacliones es una prueba mas que apoya la validez de
la teoria.
e) La aplicacién a lones es también muy satisfactoria, particularmente para
grados de ionicidad que se encuentran en la vecindad del atomo neutro. Los
resultados se deterioran en la medida que se aumenta el grado de ionicidad, y
las discrepancias mas notables se encuentran, aproximadamente, en la regién
de 60 electrones.
La perspectiva global de este ultimo capitulo permite concluir que las
formas analiticas aproximadas para los tres primeros coeficientes del
desarrollo 2! son muy utiles para estudiar los cambios de algunos valores

esperados respecto a cambios en el numero de electrones o el numero atémico.
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Y DESPUES...

Concluyo esta tesis sefialando algunos de los “problemas abiertos" que
pueden ser abordados en el futuro. Entrecomillar “problemas abiertos" tiene
por objeto enfatizar que la seleccién de éstos es no solamente arbitraria,
sino ademas subjetiva, pues obedece a las preferencias, conocirientos y
deformaciones intelectuales del autor,

Con apego estricto al orden de presentacién, y por lo tanto sin ninguna
implicacién Jerarquica de interés, importancia, grado de dificultad o
cualquier otro posible esquema de ordenamiento, podemos sefialar que el primer
problema a resolver es analizar con més detalle el origen, a nivel del
funcional de HK, de lo que hemos llamado aproximacién local. Res:lta més o
menos claro que hacer esta suposicién de localidad implica a su vez que todo
el funcional de HK es local, lo cual suena muy mal. Basta pensar en la
contribucién coulémbica interelectrénica al funcional de la energia para
aceptar esta ultima afirmacién. Sin embargo, esto tiene su lads positivo
pues nos proporciona un elemento para entender el origen de las defliciencias
en los resultados numéricos.

Una alternativa, que me parece viable e interesante, para tratar de
resolver este problema es recurrir al formalismo de la funcién de Green que,
Junto con la reduccién exacta de la funcién de respuesta lineal estatica ,
puede proporcionar informacién acerca de la estructura del kernel de la
blandura, del cual no se sabe mucho hasta la fecha. En el momezto que se
tenga una imagen fisica mas clara de las contribuciones relevanies a este
kernel, entonces sera factible realizar aproximaciones razonables y se tendra
una de las llaves para abrir la puerta a una multitud de posibles

aplicaciones de la teoria. Digo "uma de las llaves" pues, pzra muchos
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problemas, la puerta puede tener muchas chapas.

Otro camino posible para abordar este problema puede ser el recurrir al
leﬁguaJe del parametro de acoplamiento como se describié en el capitulo I.
Para ello, es necesario recurrir a la funcién de correlaciétn de pares y
proponer un desarrollo perturbativo en el parametro de acoplamiento. En
esta direccién hay mucho trabajo previo, y la idea es usar los resultados de
estas teorias para rescatar Informacién sobre la estructura del kernel de la
blandura.

Sobre el tema de la parametrizacion del métods de Hiickel extendido por
medio de la TFD, los caminos a seguir son mucho mas claros. En primer
lugar, implementar un método numérico que permita obtener los coeficientes y
exponentes de los orbitales tipo Slater que se emplean en los calculos de EH,
usando los orbitales de Kohn-Sham. Lograr esto, lo cual se hace para la
versién relativista del método, permitira la generzcidn no empirica de todos
los paréametros del mismo. Otro aspecto es implemsntar el esquema propuesto
en este trabajo, pero usando el método de Dirac-Slater, con el objeto de
obtener parametros atémicos relativistas que, evidentemente, son los que se
requieren en el EH relativista. Y, por supuestoc, efectuar muchos céalculos
de EH para validar, o invalidar, esta manera de parametrizar.

Finalmente, en el-terreno del -desarrollo z! y las correcciones lideres
al modelo de Thomas-Fermi, s6lo menciono el siguierte problema. Es deseable
obtener una expresién analitica para el desarrollc asintético de £, usando,
no el ordenamiento hidrogenoide, sino el de la regla n+f{ o de Madelung.
Pensamos que la incorporacién de este desarrollo ex la teoria>de1 capitulo V

me jorard los resultados para atomos en la tabla periédica
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