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Esta tesis  es la recopilaci6n  de varios trabaJos que he realizado a lo 

largo  de  mi  doctorado  en  el  Area  de  Química Cuhtica del  Departamento  de 

Química  de  la  UAM-Iztapalapa. Las trabajos  presentados  aquí  se  pueden 

enmarcar  dentro  de  los  siguientes  temas: la teoría  de  funcionales  de  la 

densidad (TFD), el  desarrollo 2” y la  teoría  de  Thomas-Fermi. 

Es pertinente  aclarar  que  cuando  en  esta  tesis  se  hace  referencia a la 

teoría  de  funcionales  de la densidad,  se  est&  pensando  en  aquella  parte  de  la 

TFD  cuyo  objetivo  es  la  descripci6n  de  la  estructura  electr6nica  de  &tomos, 

molkulas y s6lidos a O K de  tempemtura. Por lo  tanto,  aspectos  no  menos 

interesantes  como la versi6n  de  funcionales  de  la  densidad  de  la mechica 

estadística y la  aplicaci6n  de  la TFD a materia  nuclear esth excluidos  de 

este  trabajo. 

En  el  capítulo I se  presenta un8 breve  revisi611  de  la TFD que  no  es,  ni 

pretende  ser,  exhaustiva. El texto  se  basa  en un trabajo  reciente  de 

Zaremba2. El objetivo  que  se  persigue  con su presentacibn  es  el  de  mostrar 

al  lector  algunos  de  los  logros  alcanzados por la TFD, seíialar  los  problemas 

tanto  formales  como  prdcticos a los  que  se  enfrenta, y atisbar  algunos  de  los 

t6picos  donde  se  espera  que  en  el  futuro la TFD  aporte  nuevos e interesantes 

resultados,  particularmente  en  los  temas  de  estados  excitados y dependencia 

temporal.  Para  el  lector  interesado, .,en la  referencia 1 se sehlan algunas 

de la s  obras  donde  se  relizan  reviqiones m- profundas y extensas  sobre  el 

tema. 

El  capítulo I1 versa  sobre  la  estructura  termodinhica  de  la  TFD,  la 

cual se ha desarrollado  en  los  últimos  diez &os. Una  parte  considerable  de 

este  capítulo  no es una aportacibn  original  sino una recopilacih,  en 
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ocasiones muy escueta,  de  los  trabajos  sobre  el  tema que se  encuentran 

dispersos en la  literatura. Las contribuciones  de  este  trabajo a la 

analogía  de  la TFD con  la  termodinhica  se  encuentran  en la tercera  secci6n 

del  capítulo 11. En primer  lugar,  se  llama la atenci6n  del  lector a ser 

cuidadoso  cuando  se  desea  poner  en  correspondencia  biunívoca  la TFD con  la 

termodinAmica clbica pues,  de  no  serlo,  se  pueden  hacer  proposiciones  que 

esttn  en  conflicto  con  los  teoremas  de  Hohenberg y Kohn, pilares 

fundamentales  de  la  visibn  moderna  de  los  funcionales  de  la  densidad  para  la 

descripcibn  alternativa  de  la  estructura  electr6nica de los  estados  basales 

de  &tomos, molkulas y s6lidos.  Otro  logro  importante  es  el  haber  llegado a 

una  reducci6n  de  la  funci6n  de  respuesta  lineal  estatica,  dentro  de  una 

aproximaci6n  que  se  ha  llamado i!au-zl. A s í ,  se muestra  como la funci6n  de 

respuesta  queda  escrita  en  terminos  de  la  blandura  global y la  funci6n  de 

Fukui  que  son  dos  coeficientes  de  respuesta  con  gran  contenido  físico. 

El tener a la mano una  expresi6n  analítica  para  la  funcí6n  de  respuesta 

lineal  estdtica  abre  la  posibilidad  de  estudiar  problemas de naturaleza  muy 

diversa, lo cual  constituye  el  cuerpo  principal  del  capítulo 111. Antes  de 

entrar  completamente  en  las  aplicaciones,  el  capítulo  inicia  con  la 

demostracibn  formal  del  isomorfismo  existente  entre  el  desarrollo  en  series 

de  Taylor  funcional  de  la  energía y la  teoría  de  perturbaciones  convencional 

de  la mechica cuatica. Hasta.  donde  el  autor sabe y conoce,  este 

isomorfismo,  que a primera  vista  puede  resultar  obvio,  no  se  encuentra 

demostrado  formalmente  en la literatura.  DespuCs  de  haber  establecido  la 

relaci6n  biunívoca  entre  el desarrollo en  series  funcional y la teoría de 

perturbaciones,  se  utiliza  la  reducci6n  de  la  funci6n  de  respuesta  lineal 

estktica,  dentro  de  la  aproximaci6n  local,  para  obtener una expresih de  la 
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correccibn a segundo  orden  de  la  energía (E'2'), la cual resulta  tener una 

interpretacibn muy interesante. Et2' es una medida  de l a s  fluctuaciones, 

respecto a la funci6n de Fukui,  del  potencial  perturbativo. Las tres 

secciones que cierran el capítulo  son  aplicaciones  del  formalismo a los 

siguientes  problemas:  estudiar  la  respuesta  de  un  dtomo o mo1Bcula  a la 

aplicacibn  de  un  campo  electric0  uniforme,  la  respuesta  de  un  dtomo 

hidrogenoide  a la  presencia  de  un  electrbn  adicional, y la respuesta  de un 

dtomo  a  la  presencia del campo  generado por una distribuci6n  de  carga 

peribdica y neutra. El primer  caso  corresponde a  encontrar la 

polarizabilidad  dipolar  estdtica  de  un  dtomo o molbcula, el segundo  a 

establecer una expresibn  para  la  energía  de  Btomos con  dos  electrones, y el 

tercero  al  estudio  de  la  respuesta  de un &tom en presencia  de  una 

superficie, con o sin vacancias,  problema  que  es  de  mucho  inter& en 

catdl isis. 

El capítulo IV es  una  manera  de  resolver  el  siguiente  problema 

metodolbgico:  tener  una  fuente  única y confiable de parametros  atbmicos  para 

el  metodo  de  orbitales  eoleculares  de  Hückel  extendido y su  variante  de 

iteraci6n de cargas.  Este  mktodo,  como  casi  todo  semiempírico,  es  blanco 

constante  de  críticas, pero a pesar de  bstas,  ha  demostrado ser una  guia 

excelente  para  la  comprensibn  de  la  naturaleza  del  enlace  químico en una-gran 

variedad  de  situaciones.  Una  de l a s  tantas  críticas  a  este  &todo  es  que, 

en muchas  ocasiones,  la  seleccibn  de  los parhetros utilizados para describir 

a los  &tomos en las  mo1Cculas se  hace  de una manera  demasiado  arbitraria 

apelando, por lo regular,  a la LmhLcibn quhnic~ , que m& bien  debe 

entenderse  como a&.c&m de manehc~ que ae aQtLene ca lxpmlda. Esta  forma 

tan heurística y criticable  de  generar parhetros se  puede  resolver si estos 



se obtienen  de una s61a fuente  te6rica o experimental.  Esta es la 

motivaci6n  principal  del  trabajo que se  presenta en el capítulo IV. Para 

resolver  este  problema se recurre a uno  de  los  &todos m& empleados y 

conocidos  de  la TFD. Nos referimos al  &todo  de Kohn-Sham, junto con el 

concepto  del  estado  de  transici6n  de  Slater. Las aportaciones  principales 

de  este  trabajo son el  poder obtener  todos los  parametros  del  &todo  de 

HUckel  extendido  de un s610  cdlculo  de Kohn-Sham y el  presentar, por primera 

vez,  una  lista  de  parametros  para  todos  los  dtomos  de  la  tabla  peri6dica. 

excluyendo a las  tierras  raras,  d0nd.e  todos  los  dtomos  se  tratan  de  la  misma 

manera. 

El comprender el origen  del  comportamiento  de  las  propiedades  de  los 

dtomos  en la  tabla  peribdica  fue, y sigue  siendo, uno de  los grandes  retos de 

la  física  tebrica. El capítulo V es  una  contribuci6n  encaminada  hacia la 

resoluci6n  de  este  problema. Para ello, se recurre a las expresiones  para 

la  energía  de  amarre  no  relativista  de  una  especie  at6mica en dos 1 ímites 

asintbticos  bien  conocidos. Por un lado,  el  límite  hidrogenoide  el  cual 

describe  de  manera  exacta a los  iones  con  alto grado de  ionicidad  y, por otro 

lado, el límite  de  Thomas-Fermi  que  da  el  comportamiento  exacto no 

relativista  de  dtomos  neutros  cuando  la  carga  nuclear  tiende a infinito. 

A s í ,  en  este  capítulo  se  utilizan  estos  límites  junto con una proposici6n muy 

sencilla, pero justificada por la  evidencia  experimental,  respecto  al 

comportamiento  de  la energía  como  una  funci6n del  número  de  electrones. De 

esta m e r a ,  se  obtienen  una serie de  resultados  muy  interesantes y  útiles 

sobre el  comportamiento  de diversas  propiedades  at6micas como el  potencial 

química o electronegatividad,  la  dureza, el  primer  potencial  de  ionizacibn, 

la  afinidad  electr6nica y la energía de  atracci6n  electr6n-núcleo. El 
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capitulo  termina  con la  aplicaci61-1  de  la teoria a la  descripci6n de iones, 

donde  se  obtienen  resultados summente satisfactorios. 

Esta  tesis  termina  con l a s  obligadas CONCLUSIONES, muchas de l a s  cuales 

se  encuentran  esparcidas a lo  largo del texto, y una  pequefia  secci6n ( Y  

despub . . . I  donde  se  sefialan algunos de los  problemas  abiertos que quedan 

pendientes por resolver y que son, espero,  temas  que  se  abordar&r, en el 

futuro. 
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C A P I M O  1. 

UN VISTAZO R A P I D 0  A LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD. 

La teoría  de  funcionales  de la densidad (TFD) se  puede  abordar  desde  dos 

puntos  de  vista: el formal y el  pr8c:tico. El primero  esta  relacionado  con 

los  aspectos  fundamentales  de la teoría  como  son  la  existencia y definici6n 

de  funcionales  de la energía,  los  cuales  pueden  servir  como  cimiento  para  una 

teoría  de  estructura electrhica de la materia  que  permita  enlazar  el  nivel 

de  descripci6n  microsc6pico  con  el  macrosc6pico. El segundo  real  iza 

aproximaciones a la  estructura  formal  con  el  objeto  de  aplicarla a problemas 

de  interbs. Cow, no  siempre  es  posible  justificar  estas  aproximaciones,  en 

algunas  ocasiones  es  necesario  sacrificar  el  tratamiento  formal y riguroso  de 

la teoría y recurrir a un elemento  valiosísimo  como  guía. LA IHNlCION 

FISICA. Seguramente,  esta  fue la actitud  que  tomaron  gente  como  Thomas3, 

Fermi' y Dirac'. quienes  fueron  los  primeros  en  construir  funcionales  de la 

dens  ídad. Esta actitud  pragmhtica  abre  la  posibilidad  de  estudiar y 

entender  problemas  de  estructura  electrbnica  que  día  con  dia  aumentan su 

' grado  de  complejidad. Es por medio  de  estos  mismos  trabajos  que  se 

manifiestan las limitaciones  de la TFD y motivan la revisi6n  critica y 

profunda  de  las  bases  en  que  se  sostiene. Las críticas  son  muchas pero los 

logros  alcanzados hasta la fecha  son  ,no  solamente  numerosos,  sino tambih, 

en  muchos  casos,  impresionantes. 

El encanto  de la TFD radica  en la relativa  simplicidad  para  describir a 

un sistema  desde un punto  de vista microsc6pico. El objetivo k i c o  es 

condensar la informaci6n  contenida  en la funci6n  de  onda  convencional 9, en 

un  campo  escalar  real, la densidad p, y obtener  otros  observables  sin  tener 



que recurrir al conocimiento  de 9. Esta  meta  puede  equipararse al  suefio de 

la  gente  que  trabaja con la  matriz  (de  densidad,  la  cual busca  escribir la 

energía del  estado basal exclusivamente en tCrminos de  la matriz  de  densidad 

de  dos  particulas. El objetivo de  los funcion6logos  es a h  mas  ambicioso, 

ya que a  primera  vista,  la  densidad  contiene  menos  informaci6n. 

En la teoría de  Thomas-Fermi’C’6’  la  densidad  se  obtiene  de  resolver  la 

ecuac  i6n 

+r) = p - $(r) , (11 

donde  el  nivel  de  Fermi  local  est&  relacionado  con  la  densidad por 

rF=(1/2) ( 3 ~ ~ p ( r )  Iw3, p es el  potencial  químico y $ es el  potencial 

electrostdtico  total  el  cual  se  relaciopa con la  densidad a  travCs  de la 

ecuaci6n  de  Poisson. Para deducir  la  Ec. (11, Thomas y Fermi  consideraroc 

que el sistema  se  puede  tratar  localmente  como un gas  de  electrones 

homogeneo. En la actualidad, para obtener  esta  expresi6n se parte  del 

funcional  de  Thomas-Fermi 

+ Icir p(r) cp(r) , 

donde a(r) es el  potencial  electrostdtico  debido  a  las  cargas  positivas 

presentes en el  sistema. La densidad y energía del  estado  basal  se  obtienen 

al  pedir  que  este  funcional sea  estacionario  con  respecto  a  pequeñas 

variaciones  de  la  densidad,  sujeta a la restricci6n de que integre a un 

número N de  electrones. 

No hay  nada  en  esta  receta  que IK)S sugiera la  validez  fundamental  de la 

teoría.  Simplemente es una manera  intuitiva  de  obtener  tanto una 
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descripci6n  aproximada  de la densidad  como una estimaci6n  razonable  de  la 

energía. El mico punto  de  contacto con la mechica c-tica es el 

cumplimiento  estricto  de la estadística de Fermi-Dirac. El funcional  de 

Thomas-Fermi es deficiente  aun  en el  caso  de un gas  de  electrones homogheo 

cuando  estos interactbn. Ademb se  presentan  otro  tipo  de  problemas  cuando 

se aplica a &tomos:  la  densidad  diverge en el  origen y su comportamiento 

asint6tico  es  incorrecto.  Algunas  de  estas  deficiencias  se  pueden  corregir. 

Por todo lo anterior,  no  nos  debe  sorprender  que los funcionales  de la 

densidad  no  fueron m& que  una  curiosidad  durante un poco m&s de 30 años. 

Tal era la  situaci6n  cuando  en 1964 Hohenberg y Koh' presentaron  sus 

ahora  c6lebres teoremas. El primer  teorema  establece  que  existe  un  mapeo 

uno-a-uno  de  la  densidad  electr6nica  del  estado  basal al  potencial  externo 

a(r1 para un  sistema  de N fermiones  interactuantes  con un estado basal  no 

degenerado. Dado  que 9 es  un  funcional  de e, entonces  podemos  establecer 

que  la  funcibn  de  onda  es un funcional  de p y, en  consecuencia,  cualquier 

observable  relacionado  con  el  estado  basal es un  funcional  de  la  densidad. 

A s í ,  la  energía del  estado  basal  se  puede  escribir  como 

EJpI = F [PI + J dr p(r) dr). . (3)  

A 

donde F [ P I  es  un  funcional  universal  que  contiene a la energía  cinbtica (9) 

y a la repulsi6n  electr6n-electr6n (Veel, 
d. 

A A  

F [pl = <rk I 9 + V e e  I r k >  

El segundo  teorema  de  Hohenberg y Ka ~ h n  establece  que e 

(4 )  

1 funcional (3)  es 

mínimo  cuando se evalúa  con la  densidad electr6nica del  estado  basal. De 

esta  manera, si  conocemos  la forma del funcional universal,  podemos  obtener 

la densidad y la energía del  estado basal resolviendo  la  ecuacibn  de 
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Euler-Lagrange  asociada  con el problema variacional 

Aun cuando  el  trabajo  de  Hohenberg y Kohn es  muy  abstracto y formal, 

demostr6  que una teorla  basada  en  la  densidad  es  mucho m& fundamental  que  lo 

imaginado con  anterioridad. Y no  solamente  esto,  sino  que tambih establece 

claramente  el  camino a seguir:  aprender a expresar  la  parte  universal  como  un 

funcional  de p ( r ) .  

Con  este  marco  tebrico es claro ver que Thomas-Fermi  no  es m&s  que  una 

aproximaci6n  cruda  del  funcional  FIpl. 

No es  fhcil  aceptar que a partir  del  conocimiento  de la densidad  se 

puede  obtener  cualquier  propiedad  del  estado  basal.  Despuks  de  todo,  no 

cuesta  mucho  trabajo  entender  que una funci6n  definida  en  un  espacio 3N 

dimensional  contiene  mucho pp;fls informaci6n que un  campo  escalar  definido  en 

el  espacio  tridimensional. Es precisamente  esta  reduccibn  la  responsable  de 

la  reticencia  para  aceptar a la TFD. 

Debido a la  naturaleza  abstracta  de su formulaci6n, la TFD esta 

salpicada  de  vericuetos  tanto  maternaticos  como  formales. casi 
inmediatamente  se  reconocid  que para poder  llevar a cabo las variaciones  de 

la  energía  era  necesario  definir  con  toda  precisi6n  el  dominio  donde  buscar 

la  densidad. De no  ser así, se  puede  estar  fuera  de  la  regi6n  de  validez. 

Este  problema es el  anAlogo al problema  de  la  N-representabilidad  de  la 

matriz  de  densidad y se conoce  como  v-representabilidad. * Uno se  pregunta, 

¿que clase de  densidades  corresponden a los  estados  basales  de  todos  10s 

potenciales  externos  posibles? I)e hecho,  este  es  un  conjunto  bastante 

limitado;  el  conjunto  de las densidades  N-representables  es.bastante m& 
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grande y consiste  de  todas  aquellas  densidades  que  provienen  de una funci6n 

de  onda antisidtrica. Harriman' fue el  primero en demostrar que cualquier 

densidad  razonable  es N-representable. El problema  de  la 

v-representabi  lidad  no se estudi6  cuidadosamente  hasta  hace  unos  pocos d o s  

y, a pesar de no  estar  completamente  resuelto, el  no tomarlo  en  cuenta  no 

parece  tener  consecuencias phcticas importantes. 

Una  formulaci6n que  evita  el  problema  de  la  v-representabilidad  es  la 

propuesta por Levy.  Esta  se  basa en el  &todo  de  búsqueda  restringida  la 

aual establece  que la  parte  universal  del  funcional  est& dada por 

F [ P I  

donde  el mínimo indicado  se  busca  tomando  funciones  de  onda  antisimktricas 

que  generan  a la  densidad p .  Esta  definici6n  tiene  otras  ventajas  respecto 

a1 funcional de  Hohenberg y Kohn: no  est& restringida a densidades 

v-representables  y  tampoco  a  estados  basales  no  degenerados.  Esta 

formulaci6n  alternativa de  la TFD ha proporcionado  una  serie  de  resultados 

interesantes y lit i les. 

A pesar de la  rigurosidad  presentada  hasta  el  momento,  la  teoría en este 

estado es pr&ct  icamente  inútil. El trabajo  de Kohn y S ~ ~ J Q "  vino a 

tnodificar drhticamente esta  situaci6n  y  pronto se convirti6  en  una 

herramienta  sumamente  poderosa y vers&t i l. Es  un  hecho  ampliamente 

feconocido en muchas  ramas  de  la física  te6rica  que  los  modelos  de  particulas 

Yndependientes son sorprendentemente  adecuados  como  primeras  aproximaciones 

para  describir  a un sistema  de  partículas  cargadas  interactuantes,  una  vez 

que l a s  interacciones  coul6mbicas se incluyen  como  una  teoría  tipo  Hartree. 

Aunque  estos  modelos  son  incapaces de  describir  todos  los  detalles  de  la 
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interacci6n de muchos  cuerpos,  tienen la  enorme  virtud  de  proporcionar una 

descripci6n  realista  de la energia  cinbtica. 

A s í ,  dentro  de esta  filosofia, Kohn y Sham expresan F[pl como 
1 

donde  Ts[pl es el funcional  de  energia  cin&tic=  del  estado  basal  de un 

sistema de  fermiones  no  interactuantes  con  densidad p ( r ) ,  el  segundo  termino 

es la  interacci6n  electrostatica  clasica y el Ctimo es  el  funcional  de 

intercambio y correlaci6n. Kohn y Sham tambien  proponen  que  la  densidad  del 

estado basal se puede  escribir  como 

p ( r )  = 11 #i(r) l 2  . 
i 

( 8 )  

Aceptando  estas  hip6tesis,  la  variaci6n de E[pl con respecto a la 

densídad  es  equivalente  a l a s  variaciones  de los orbitales {#j}, con la 

restricci6n  adicional  de  que  este  conjunto  sea  orzonormal. De esta  manera 

se obtiene una ecuaci6n  de  Euler-Lagrange  para  cadz  orbital,  la  cual  tiene  la 

forma de una ecuacibn  de  Schrodinger  monoelectr6nica 

donde eeff es el  potencial efectivo  que  actúa sobre el electr6n  en el  orbital 

i-bsimo y esta  dado por 

El conJunto  de  Ecs. (8)-(10) se tiene  que  reszlver  autoconsistentemente; 

adem&  del  potencial  de Hartree , estas  partículas  independientes 

experimentan  la  presencia  de un potencial  de  inte-cambio y correlaci6n  dado 
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por el segundo  tkrmino del  lado  derecho  de  la Ec.(lO). 

El dtodo de Kohn-Sham es uno  de  los  &todos m& empleados en la 

prhctica. El hico elemento  que  hace  falta  especificar  para  poder  usarlo  es 

la contribuci6n  de  intercambio y correlaci6n. Como en tantas  otras  partes 

de  la TFD, la definici6n y separaci6n de  este  funcional en una contribuci6n 

de  intercambio y otra de  correlacibn  es un tema  controvertido. l2 Se puede 

4 

dar  una  definici6n  muy 6til si se  supone  que  existe una conexi6n adiawtica 

entre  los  estados  basales  del  sistema  no  interactuante y completamente 

interactuante  para  una  densidad  electr6nica  fija.  Dentro  de  esta 

def‘inici6n  se considera  a la carga  electr6nica  como  .una  constante  de 

13-15 

acoplamiento A y se impone un potencial  externo  variable  para  fijar  el  valor 

de  la  densidad. Por construcci6n, el funcional  de  Levy  se  reduce a la 

energía  cinbtica del sistema no  interactuante cuando  se  “apaga” la 

interacci6n  electr6n-electr6n.  Aplicando  el  teorema  de  Hellmann-Feynman 

encontramos que 

donde  gA(r,r’ 1 es la funci6n de  distribuci6n  de  pares  que  da  la  probabilidad 

de encontrar un electr6n en r’ dado  que  se  tiene otro en el  punto r. Con 

excepci6n  de  algunos  casos  límite,  esta  funci6n  resulta  sumamente  dificil  de 

evaluar  para  un  sistema  inhomogbneo. Por esta raz6n.  ha  sido  prhctica  común 

el recurrir  a  consideraciones  físicas  para  obtener  diversas  aproximaciones. 

Una de éstas  es la que  se  conoce  como  aproximaci6n local,  la  cual  denotaremos 

por LDA (local  density  approximation) que son las  siglas  en  inglbs. E.. la 

aproximaci6n LDA se considera  que el gas de  electrones  inhomog6neo  se  pJede 

describir  localmente  como uno homogbneo. A s í ,  el funcional  de  intercambio y 
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correlacibn est& dado por la expresi6n 

donde  cXc(p)  es la energía  de  intercambio y correlaci6n por partícula  para un 

gas de  electrones  uniforme. La aplicacibn  de  la  aproximaci6n LDA a  diversos 

problemas  de  estructura  electr6nica ha  proporcionado  resultados  muy 

aceptables  comparados con 105 obtenidos por otros  mktodos  que  requiren un 

esfuerzo  computac i onal mucho  mayor. 

la,le,lI 

1.1 FUNCIONALES DE ENERGIA  ENERGIA CINETICA." 
Es innegable la importancia  pr6ctica  de la  teoría  de Kohn-Sham. Sin 

embargo, el  tener que  recurrir  a  estados  de  partículas  independientes  nos 

hace  pensar  que  este esquema no  responde  totalmente a la filosofía de  la TFD. 

La introducci6n  de  este  conjunto  de  orbitales  dentro  de una teoría  basada  en 

la  densidad  trae como consecuencia que  la  interpretacibn  tanto  de  estos  como 

de  los valores  propios no sea muy  clara. Por ejemplo,  los  valores 

propios  no  se  pueden  interpretar  como  energías  de  excitacibn 

monoelectr6nica.s. 

17-19 

l e  

Haciendo  a un lado  los  problemas  de  interpretaci6n, es  claro  que 4 .  y E 
1 i 

son funcionales de la  densidad y como Ts se puede  escribir en tkrrninos  de 

estas  cantidades, es entonces  un  funcional  de la  densidad. El problema  es 

que su estructura es desconocida. Si se tiene  una forma explícita de T s [ p l ,  

es  posible conteqlar el cilculo de  la energía total  usando a la  densidad 

como paraetro vwiacional. Por esta  raz6n,  el  estudio  de  la  estructura y 

propiedades  del fuxional de  energía  cinktica  juega un papel  relevante  dentro 



de la TFD. 

Para un sistema uniforme, Ts se reduce al resultado  de  Thomas-Fermi: 

Como se hizo notar  anteriormente,  esta  expresi6n  tiene sus limitaciones 

cuando se aplica  a  un  sistema no homogheo. Un inconveniente  de  este 

funcional es que  desprecia los  efectos  de  los  gradientes,  los  cuales son 

responsables  de  evitar  que  el  electrbn  se  precipite  contra  el  núcleo.  Para 

un sistema de  una s61a  partícula  se  puede  escribir  la forma  exacta del 

funcional  de  energía  cinbtica: 

A esta contribuci6n se le  conoce con el nombre  de  termino  de 

We i zskker . Se puede  ver  que  en  este  caso  no  aparece  el  termino  de 

Thomas-Fermi  pues  el sistema  esta muy lejos  de  ser  uniforme. Para un 

sistema con muchos  electrones  una  expresibn  razonable para el  funcional  de 

energía  cinetica  es 

Ts = To + T2 , (15) 

donde To es el  funcional  de  Thomas-Fermi y 

T2 = h Tu . (16) 

El coeficiente h tiene  que  ser menor que uno ya que  algunos  efectos 

est6.n incluidos en To. La Ec. (15) sugiere  que  una  manera  de  generar 

aproximaciones  para el funcional  de  energía  cinbtica  es  proponer un 

desarrollo en gradientes  de  la  densidad: 2l-22 
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donde T2 esta dado por la Ec. (16) con h = 1/9 y Tqp es 

Los terminos  de  orden  superior-  en  este  desarrollo  se  pueden  obtener 

recurriendo a argumentos  dimensionales, pero tienen  la  desventaja  de  que 

divergen=  como  consecuencia  del  comportamiento  asintbtico de la densidad. 

Teniendo  presente  esta  limitacibn,  es  interesante  probar  el  desarrollo  en 

gradientes  bajo  diferentes  condiciones.  Este  desarrollo se ha probado  en 

&tomos  uti 1 izando  las  densidades  de  Hartree-Fock. El resul  tad0 

sorprendente  de  estos  c&lculos  es  que,  incluyendo  hasta  el  tkrmino  de  T4, se 

obtienen  valores  para  la  energía  cinktica muy similares a los  de 

Hartree-Fock.  En  vista  de la divergencia  de  T6,  no  es clam la  razbn  de 

estos  resultados. De cualquier  manera,  es  alentador  que  un  funcional  de la 

densidad  tenga  la  potencialidad  de  representar  adecuadamente a la  energía 

cinktica  de  un  sistema  de  electrones  no  interactuantes. Por otro  lado,  es 

criticable  la  forma  de  obtener  estos  resultados  pues  recurren a la funci6n  de 

onda  para  generar  la  densidad. L.0 consistente  sería  obtener  la  densidad 

correspondiente a la  menor  energía  de  este  funcional. Esto se ha hecho” 

conservando  hasta  el  tkrxino  de T2 y resolviendo  numkricamente la ecuacibn  de 

Euler. Para poder  comparar  estos  resultados  con  Hartree-Fock, se incluyb el 

tkrmino  de  Dirac  como una aproximacibn  al  intercambio. Al funcional 

resultante  de  este  modelo se le  conoce  con  el  nombre de funcional de 

Thomas-Fermi-Weizstker-Dirac. La calidad  de  las  densidades  electrbnicas 

calculadas  mediante  este  funcional  es  aceptable,  pero  no  genera la estructura 
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de  capas  at6aicas. La divergencia  de T6 no es el  único  problema  del  desrrollo 

en gradientes. Si se desea  estar  completamente  dentro  del  espiritu  de HK, 

lo consistente  es  obtener la  densidad  como  la  soluci6n  de  la  ecuaci6n  de 

Euler (Ec- (5) ), lo  cual  lleva  al  otro gran problema  del  desarrollo  en 

gradientes:  la  derivada  funcional  respecto  a  la  densidad  del  termino Tq 

di  verge. 

Esto ha generado la  inquietud  de  construir  funcionales  que s610 

contengan los terminos  físicamente  aceptables y cuyas  derivadas  funcionales 

lleven  a  ecuaciones  de  Euler  bien  comportadas. 26 ~n particular, en los 

~ltimos &S se  ha  reconocido  la  enorme  importancia  del  tCrmino  de  Weizsgcker 

completo, el cual no solamente es el  funcional  de energia  cinktica  exacto 

tanto pan sistemas con un  electr6n  como para sistemas con dos  electrones 

dentro  de la  aproximacibn de  Hartree-Fock,  sino que se ha  demostrado  que  es 

un  compone3te  natural  del T[pl exacto. 27 

A s í ,  dentro  de  esta  filosofía,  las  contribuciones  del  gas  de  electrones 

homogeneo se consideran  como  correcciones al  termino  de  Weizsgcker.  Tal y 

Bade? encontraron  que T, describe muy bien a la  energía  cinCtica en las 

vecindades  del  ntícleo, y que es necesario  incluir T, en las regiones  donde 

la  densidad  varía  lentamente.  Estos  autores  proponen  dividir  la  densidad en 

dos  componentes : 

donde p l ( r )  es  la  componente  de  variaci6n  rhpida,  la  cual  se  propone  que 

tiene un comportamiento  exponencial, y p,(r) es la componente  de  variaci6n 

lenta. b” 

De esta manera,  el funcional de  energía ciMtica propuesto por Tal y 

Bader es 
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Otro  funcional  que  se  apega a esta  filosofía  es  el  propuesto pos Acharya 

et.  al. quienes  a partir  de la observaci6n  de  que T,+T, sobrestima  a  T, 

proponen el siguiente funcional: 

usando  densidades de Hartree-Fwk, estos  autores  encontraron  que lz energía 

cindtica se reproduce  muy  bien c m  la siguiente  expresi6n  para 7: 

donde Co es  una constante.  GBzquez y Robles30 demostraron  ape  este 

funcional  se  puede  obtener si se considera  que el número  de  electrones  es 

finito. 

Recientemente, Y a n g ,  Parr y Lee3' han  enfatizado  la  importszcia  del 

termino V2p en T[pl y  concluyec  que  la  presencia  de  este  tdrmino es crucial 

para  reproducir la  estructura de capas. Para  evitar  la  divergencia  en el 

núcleo  proponen  funcionales de la forma 

donde q ( x )  es  la  funci6n  Heaviside y tu- est&  dado +or la  Ec. (141.- Estos 

autores  encontraron  que el funcional  que  da  los  mejores  resultados es el  que 

se  obtiene de  la  aproximaci6n de trayectoria  promedio a la funci6n de  Green 

de un cuerpo: 32-34 

Falta ver si la  sollpci6n de la  ecuaci6n  de  Euler  correspondiente a este 
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funcional  predice  la  estructura  de capas, lo  cual  es uno de  los  grandes  retos 

de la TFD. 

1.2 FUNCIONALES  DE  INTERCAM810 Y CORRELACION. 
Como se vio  anteriormente,  el  funcional  de  intercambio y correlaci6n 

est&  íntimamente  relacionado con la  definici6n  del  funcional  de  energía 

cin6tica  de un sistema  de  partículas  que no  interactban. El aspecto m&s 

importante  de  esta  definici6n  es  que  los  efectos  de  intercambio y correlacibn 

est&  ligados a la funci6n  de  correlaci6n  de  pares. El conocimiento  de  esta 

en una  serie de  casos  límite  sirve  como  punto  de  partida  de un desarrollo 

perturbativo sistemzltico. A pesar  de  carecer  de una teoría  completa,  se  ha 

avanzado  considerablemente  en  entender l a s  razones por las  cuales  la 

aproximaci6n local  es tan  adecuada y en la  proposici6n  de  correcciones a la 

misma.  Una  de l a s  nds promisorias  es la  aproximaci6n  no  local  propuesta 

recientemente por Langreth y Mehl. Estos  autores  no  trabajan  con  el 

agujero  de  intercambio y correlacibn  en  espacio  real  sino  en  espacio 

recíproco, por lo que  resulta  difícil  visualizar  físicamente sus 

aproximaciones. De cualquier  manera,  hacen  proposiciones  definitivas  acerca 

de la forma y tamafío  de este  aguJero y~ de  como se ve afectado por las 

inhomogeneidades.  Sería  deseable  tener  una  imagen  física m&s clara  de sus 

dirmaciones para  tener  una  pauta m& clara  sobre  la  generacibn  de  nuevos 

funcionales de  intercambio y correlaci6n. 

35-36 

Otra form de abordar el problema  de  la  energía  de  intercambio y 

correlaci6n  es  vi6ndola  como  una  interacci6n  efectiva. Por ejemplo,  es 

posible  expresarla  como 



19 

El potencial  local  de  intercambio y correlaci6n en la  teoría  de 

Kohn-Sham  esta  dado por 

r 

Para un &tomo,  el  primer  tkrrnjno  del  lado  derecho de la Ec. (27) se 

comporta  asint6ticamente  como l/r, 10 cual es  resultado  de una regla  de sura 

del agujero de  intercambio y correkaci6n. l3 Esta  propiedad  se  pierde en 

cuanto se realiza la aproximaci6n local.  El  tratar  de  recuperar  este 

comportamiento  asint6tico  es el  objetivo  de  las correcciones  conocidas  como 

de  autointeracci6n (SIC) .w El segado termino  en  la  Ec. (27) da  origen al 

potencial  de  polarizaci6n  asint6tico. 38 

El alcance  de  la  interacci6n  efectiva  esta  determinado por el 

correspondiente al de  la funci6n de  distribuci6n  de  pares;  para un gas de 

electrones  uniforme se comporta  como k;’ (kF es el  momento  al  nivel  de Femi) 

y por lo tanto  es  de  corto  alcance.  Sin  embargo,  esto no  siempre  es así. 

Por ejemplo,  para  dos  distribuciones  de  carga no traslapantes,  es deseakle 

que la  interaccibn sea de  largo  alcarce  para  poder  rescatar  la  interacci6n  de 

polarizaci6n o de  van der  Waals. En este  caso,  la energía de  correlacibn 

adicional  es 
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donde  los  subindices 1 y 2  denotan  a  los  sistemas separados. Es 

precisamente  en  este  termino  donde  se  encuentra  la  interacci6n  de  van  der 

Waals. Por otro  lado,  de  acuerdo  con  la  teoría  de  perturbaciones  de  segundo 

orden,  la  interaccibn  de  polarizacibn  est& dada por 

donde x1 y x2 son l a s  funciones de  respuesta  de  frecuencias  complejas  para 

los sistemas  separados. Al comparar l a s  Ecs. (28) y (29) se  obtiene 

informacibn  acerca  de  la  estructura  de  Vee(r,r’ 1, al menos en este  caso 

1 ími te. 

Un anhlisis  como el  descrito arriba es de  inter&  no  solo  academic0  sino 

tambih en situaciones  prhcticas  como la interacci6n  de  un gas noble  con  una 

superficie  methlica.  Cuando  se  desea  conocer el  potencial  de  fisisorci6n 

para  este  tipo  de  sistemas, se suelen  encontrar  dos  puntos  de  vista. El 

primero  aborda  el  problema  como  uno  de  enlace  molecular y  realiza c&lculos  de 

estructura  electr6nica  para  todos los estados  que son relevantes, 

químicamente hablando. El intercambio y la correlaci6n se incluyen 

recurriendo  a la aproximaci6n LDA.  Puesto  que  s610  los  estados  met&licos 

son importantes  en  la  vecindad  del  adatomo, se utiliza  un  modelo  de  jellium 

para  describir la superficie  metalica y no se incluyen los estados del  core. 

El otro  punto  de  vista  separa  explícitamente los efectos  asintbticos.  En 

este  caso, los estados  de  core  son  de  importancia  fundamental  pues  su 

excitacibn  virtual  puede ser la  contribucibn  principal a la  interacci6n  de 

39 



21 

polaritaci6n. Ambas maneras  de  abordar  el  problema  producen pozos de 

potencial semejantes  cuando el  sustrato es Ag, pero la forma  es 

cualitativamente  diferente,  estando  favorecido  el  potencial  basado en van  der 

Waals. "' No se sabe  como  poder  pasar  de una descripci6n  a la otra debido al 

desconocimiento, en estas  circunstancias,  del  comportamiento  del  agujero  de 

intercambio y correlaci6n. Una visi6n  coherente  de  estos  efectos  debe  ser 

capaz  de  conectar  situaciones  en las  cuales  la descripci6n  como  un  gas de 

electrones  parece  apropiada,  con  aquellas  en  las  que  los  efectos  de 

correlaci6n de  los sistemas muy  alejados son los  responsables  del 

compcrtamiento no  local.  Probablemente  el recorrer  este  camino  arrojara un 

poco de  luz  respecto  al  comport-miento  del  agujero  de  intercambio y 

correlaci6n en situaciones  fuertemente no uniformes. 

1.3 ESTADOS  EXCITADOS Y DEPENDENCIA  TEMPORAL. 
Los fendmenos  que  involucran  estados  excitados y las situaciones  fuera 

del estado  estacionario  (dependientes del tiempo) son de  un  inter&  enorme 

para  la física y la  química.  Como  la TR) es una  teoría de  estados  basales 

resulta  claro  que  cualquier  fen6meno  que  requiera  de  informaci6n  tanto  de 

estados  excitados  como de  evoluci6n  temporal  est& fuera del  alcance  de  la 

versi6n  original  de  los  teoremas  de  Hohenberg y Kohn. 

En los 61 t imos afios se han empezado a real  izar  esfuerzos en  ambas 

direcciones y a pesar  de  no  disponer  de un esquema  de  calculo  tan  directo 

como el de Kohn-Sham,  es  posible aventuramos a afirmar que en un futuro muy 

cercano se podra  contar  con  esta  alternativa. 

Un primer  intento por extender  la TFD para  incluir  estados  excitados  es 
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el debido  a The~philou,'~ quien propone la  posibilidad  de  formular una TFD 

para un cierto  subconjunto  de  estados cuhticos del  sistema.  Theophi  lou 

considera la existencia de una cantidad G la  cual es la  traza  del 

hamiltoniano  dentro  de  un  subespacio  &dimensional (S), esto  es 

donde G es un funcional  de S y alcanza su valor  mínimo  cuando S es generado 

por los M valores  propios  de H con  menor  energía.  Para el tipo de 

hamiltonianos  considerados por Hohenberg y Kohn, se puede  demostrar  que C es 

- 

un  funcional  de  la  densidad  promedio 

1 
n 

p(r1 = c < *i I I * r i  > . (31 1 
i=1 

De esta  manera  se  tiene una analogía  completa con el  teorema  de 

Hohenberg y Kohn para  estados  basales. 

Por  supuesto  que la  parte  universal  del  funcional  para  estados  excitados 

es  diferente  a  la  correspondiente  del  estado  basal, pero se puede  escribir de 

una  forma  semejante. Es posible  adoptar  una  filosofía  similar  a la de 

Kohn-Sham  para  extraer  la  contribucibn  de  energía  cin6tica  de  un  sistema  de 

partículas  no  interactuantes  con  la misma densidad  promedio p ( r ) .  Un punto 

de partida  obvio  es  suponer  que el  funcional  tiene  la  misma forma que  el  del 

estado  basal.  Pero  es  posible ir m& all6 si se  supone  que  existe una 

conexibn adiabtitica  entre  los subespacios  que  minimizan  a los  sistemas  no 

interactuantes y completamente  interactuantes.  En  este  caso el  funcional  de 

intercambio y correlacibn  depende  de  una  funcibn  de  correlacibn  de pares que 

esta  promediada  sobre  los  estados  dentro  de  este  subespacio. Se espera que 

una  generalizacibn  de  este  tipo  sea  importante  cuando  exista  una  diferencia 
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notable  entre los efectos  de  intercambio y correlaci6n de l  estado  basal con 

los  estados  excitados. Si el  funcional tiene una fuerte  dependencia  en el 

subespacio  estudiado,  bien  puede  resultar que el esquera sea completamente 

lmprhctico. 

Recientemente Kohn, 43 bashdose en el trabajo de  Theophilou,  propuso  una 

aproximaci6n  cuasi-local  para  estados  excitados  con el  mismo  espíritu  que  la 

realizada en el estado  basal y present6 l a s  primeras  aplicaciones  de  esta 

teoría de  equiensambles. 44 

Con  respecto  a  los  problemas fuera de  equilibrio,  podemos  sefialar 

aquellos relacionads con la respuesta de un sistema  a la aplicaci6n  de una 

perturbgci6n  externa  dependiente  del  tiempo. Si la  perturbaci6n  es  pequefla 

se puede  recurrir a la  maquinaria  de  la teoría de  respuesta  lineal. Is Por 

medio  de esta  es  posible  relacionar  propiedades  de respesta medibles,  con 

funciones  de  correlaci6n  microsc6picas. Por ejemplo,  consideremos el 

proceso  de  fotoabsorci6n o fotoemisibn  que  ocurre  cuando un Btomo  es  sometido 

a la aplicaci6n  de un campo  electromagnktico  externo. En el  límite  de 

longitudes  de  onda  grandes,  la  perturbaci6n es un campo  elCctrico  oscilante 

con frecuencia o y se puede  representar por el  tkrntno  adicional en el 

hamiltoniano 

La teoría de respuesta lineal establece que  la  densidad  electr6nica 

inducida  est6  dada por 

donde la funcibn de respuesta  es 
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Como la funci6n  de  correlaci6n se puede  ver  como  el  valor  esperado en el 

estado  basal  del  operador  [p(r,t),p(r’,t’)l,  entonces  puede  considerarse  como 

un  funcional  de  la  densidad. Ell anAlisis  espectral  de su dependencia 

temporal  revela  que la funci6n de  correlaci6n  involucra  al  espectro  completo 

de estados excitados. Para conciliar  esta  aparente  paradoja  basta  reconocer 

que  el  espectro  completo est&  determinado por el  hamiltoniano  el  cual  esta 

unívocamente  especificado por la  densidad  del  estado  basal. 

A 

El momento  dipolar  inducido esth dado por 

donde a ( w )  es  la  polarizabilidad  dipolar  dinarnica, 

la  cual es una  cantidad  compleja  cuya  parte  imaginaria  est&  relacionada  con 

la secci6n transversal  de  fotoabsorci6n 

En el  límite  de frecuencia 

del sistema de  manera  que no se 

cero el problema  involucra  al  estado  basal 

comete  ningún pecado  al aplicar la TFD para 

calcular la  polarizabilidad  dipolar  esthtica.  Dentro  del  esquema  de 

Kohn-Sham el  procedimiento  es  particularmente  directo  pues todos los  efectos 

de muchos  cuerpos  se  absorben en la  definici6n  de un potencial  de 

perturbacibn  efectivo del sistema  de  partículas no interactuantes. A s í ,  la 

densidad  inducida  est& dada por la expresi6n 46-47 
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* (38) 

donde xo es la funcibn de respuesta de  particulas  independientes y 6qff(r)  

es un potencial  local que  incluye  tanto al  campo  externo  como  una 

contribuci6n  autoconsistente.  Esta  manera  de  proceder  es  exacta  dentro  de 

la teoria  de Kohn-Sham y su única  aproximaci6n  es la forma  utilizada  para el 

funcional de intercambio y correlaci6n. La idea  de  un  campo  autoconsistente 

interno es natural y útil  para  describir  la  respuesta  de  un  sistema  a la 

aplicacibn  de  una perturkibn. 

En vista del  &xito  de esta  formulaci6n y de su parecido con  teorías  tipo 

RPA, resulta  tentador  dar el paso de  la  muerte y aplicarlo  a  problemas 

dependientes  del  tiempo. Los primeros  en  dar  este paso fueron  Zangwill y 

quienes  realizaron  c&lculos  del  espectro  de  fotoabsorci6n  de  6tomos. 

El procedimiento  es  increíblemente  sencillo:  basta  con  suponer  que  todas  las 

cantidades  que  aparecen  en  la  Ec. (38) tienen  una  dependencia  adicional en la 

frecuencia.  Dicho  de otra manera, se supone  que  la  respuesta dinhica del 

sistema se puede  calcular por medio  de  un  campo  autoconsistente dinhico el 

cual  excita  a  los  orbitales  del  estado  basal  de Kohn-Sham. A pesar  de 

carecer de una  Justificaci6n  te6rica  rigurosa,  los  resultados  obtenidos 

tienen  la  peculiaridad  de pasar sobre los  datos  experimentales. 47-48 
t 

Evidentemente,  la IfD dependiente  del  tiempo  esta  representando 

correctamente  la  fisica  del  proceso  de  fotoabsorci6n. Un par de  razones  que 

pueden  servir  como  guía para entender  esta  situaci6n son l a s  siguientes. La 

primem se basa en arguoentos  de  reglas  de  suma. La TFD dependiente  del 

tiempo  satisface  dos  con5iciones las  cuales  imponen  restricciones a la 

densidad  espectral  de  la  p1arizabi.l.idad dinhica. La primera es 
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donde N es el  número  total  de  electrones en el  htomo. Esta  regla  se 

satisface  automhticamente  en  virtud  de  la  aparici6n  de la funci6n de 

respuesta  de  partículas  independientes. 

La segunda  es la  relaci6n  de  Kramers-Kronig, 

la  cual se cumple pan cualquier  funci6n  de  respuesta  causal. Los 

resultados  para el cas3  estatico  sugieren  que la forma de la  densidad 

espectral es bastante  razonable. Sin embargo,  estos  argumentos  no  aclaran 

nada  respecto  a la  estructura fina de  Im(a),  la  cual  depende crucialmente de 

las aproximaciones  realizadas. 

Una  justif  icacidn &S fundamental  de  la TFD dependiente  del  tiempo  se 

puede  encontar  en el  trabajo  de  Peuckert. Este-autor t o m  como  punto de 

partida el  principio  de  acci6n  para  la  ecuaci6n  de  Schrodinger. La acci6n 

49 

se define por 

t i  
A 

donde M t )  es el  hamiltoniano  del  sistema,  el  cual  es  estacionario  respecto a 

variaciones  de  la  funcibn  de  onda. Si el  hamiltoniano  es  de  la forma 

entonces la acci6n  se  puede  separar en una parte B [ 9 ]  la  cual no depende 

explícitamente del  potencial  dependiente  del  tiempo.  Esto es, la acci6n  se 

puede  escribir  como 
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(1191 = B[W - dr 4 r . t )  p(r,t) , (43) 

donde  p(r,t) es el  valor esperado del operador de  densidad.  Peuckert 

demuestra  que en ciertos  casos B[91 es un funcional  de  la  densidad 

dependiente  del  tiempo. Su argumentaci6n  supone  que e( r, t 1 se puede 

escribir  como ao(r) + 6e(r,t)  donde la  perturbaci6n  temporal  es  pequefia. 

Empezando con el sistema  en su estado basal  al  tiempo t = tl, la Ec.(36) de 

la teoría  de  respuesta  lineal  permit.e  calcular  la  densidad  inducida. Si x 

tiene  inversa, 6u se puede  expresar  en  tCrminos  de 6p, y como eo es un 

funcional  de  la  densidad  del  estado  basal,  entonces  existe una 

correspondencia uno-a-uno entre el  potencial  externo y la  densidad 

dependiente  del  tiempo. A s í ,  B[91 se puede  considerar  como un funcional  de 

p(r,t)  cuando  esta se encuentra en la  vecindad  de  la correspondiente  a la  del 

estado  basal y se puede  expresar cornlo 

donde Bo es el  funcional  de un sistema de  partículas  independientes  con 

densidad p ( r ,  t). Suponiendo  que  la  densidad  se  puede  construir a partir  de 

un solo  determinante de Slater con orbitales  dependientes  del  tiempo, la 

variaci6n  de  la  accibn con respecto  a  &tos  lleva a la  ecuaci6n  de 

Schrijdinger  dependiente  del  tiempo. El potencial  de  intercambio y 

correlaci6n  que  aparecía  antes  en el  potencial  efectivo  se  reemplaza por la 
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c) 

La teoria  resultante  tiene  la  misma forma que la empleada por zlangwill y 

Soven  salvo por una expresi6n  formal  no  especificada para la  parte  de 

intercambio y correlaci6n. El &xito  de l a s  aplicaciones  conocidas  hasta la 

fecha sugiere  que  una aproximci6n razonable para la  Ec. (45) es  considerar 

que u sea igual  al  funcional de intercambio y correlaci6n del  esta53  basal. 
C 

Mas recientemente, Runge y Grossw han  establecido  los fmdamentos 

matemhticos de  la TFD dependiente  del  tiempo, y Gross y Kohn” han msentado 

una  aproximaci6n local  para el potencial  de  intercambio y cc~elaci6n 

dependiente  de  la  frecuencia. 

A pesar de  todos  los  problemas  mencionados,  tenemos  la  impresi2n  de que 

la TFD dependiente del  tiempo  puede  convertirse  en una herramienta  poderosa 

para el estudio de un  sinnúmero  de  problemas  con  dependencia, teqral en 

varias ramas de la física y. por supuesto,  algún dia se aplicar&  para 

describir la evoluci6n  microsc6pica  de  una  reacci6n  química. 
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CAPITULO II 

ANALOGIA  TERMODINAMICA DE LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD. 

En los Últims diez aAos la teoría  de  funcionales  de la densidad (TFD) 

ha  dado un marco  te6rico a un  buen  número  de  conceptos  que  se  han  definido  de 

manera  empírica  dentro  de la química.  Cant  idades  como  la 

electronegatividad, dureza% y blanduraSS  han  encontrado  una 

just  if  icaci6n maS rigurosa. Por otro  lado,  de la TFD se  recuperan 

principios bkicos como la igualaci6n  de  electronegatividades,  la  teoría 

de  orbi  tales  frontera 57-58 y el  principio  de  dcidos y bases  blandos y 

duros. 

lh 

52-53 

5 2 , s  

54, "60 

En el  camino  se  ha  visto  que la TFD tiene una estructura  intrínseca  muy 

semejante a la  termodinhica  clCtsica:  se  tienen  transformadas  de 

Legendre,  ecuaciones  de  estado,  relaciones  de  Maxwell y es  posible  establecer 

un procedimiento  de  reducci6n  de  derivadas  casi  paralelo al de la 

termodinhica. 

61 -6s 

En  este  capítulo  se  presenta  esta  estructura  termodinhica  de  la TFD, 

tomando  como  punto  de  partida  el  ,teorema  de  Hohenberg y Kohn (HK) para 

establecer  el  equivalente  de la ecuaci6n  fundamental. En seguida  se 

presentan las transformadas  de  Legendre y de las expresiones  para  sus 

variaciones se extraen las relaciones  de  Maxwell.  Posteriormente  se  definen 

y discute  el  significado f ísic0  de  los  coeficientes  de  respuesta,  para 

concluir  con  algunos  ejemplos  de  reducci6n  de  derivadas. 
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11.1 ECUACION FUNDAMENTAL. 'TRANSFORMADAS DE LEGENDRE Y 
RELACIONES DE MAXWELL  EN LA TEORlA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD. 
De acuerdo  con el teorema de Es-[ la energia del estado basal  de un 

sistema de  fermiones se puede  escribir  como un  funcional  de  la  densidad  de 

partículas (p) 

donde F[pl  es la  parte  universal y e(r) es  el  potencial  externo  que acth 

sobre el sistema. 

Para obtener la densidad del  estado  basal, con la restriccibn de  que  el 

número  de  partículas  del  sistema  permanezca  constante,  se  requiere que el 

funcional 52,67 

sea estacionario  ante  variaciones  ar3itrarias  de  la  densidad. Se utiliza  la 

letra R para  denotar  este  funcional  con el objeto  de  enfatizar la analogía 

termodinhica. R es el  equivalente  del  potencial gran canbnico. ~n la 

Ec.(2), p es el multiplicador de m e  que  se  incorpora  para  satisfacer  la 

condicibn de  que  el número  de  partículas  permanezca  constante y corresponde 

al  potencial  químico  del  sistema, el cual  es  uniforme en  todo el  espacio. 

A s i ,  la  densidad  del  estado  basal deb satisfacer 

6R = 6 { Eu[pl - p N [ p l  } = O , (3) 

y como 

N [pl = dr p ( r )  - h' 
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se  obtiene  que la ecuaci6n  de  Euler-Iagrange  del  problema es 

= 6 + a(r) . 

La solucibn  de esta ecuaci6n  es  equivalente a la que se  obtiene  de 

resolver la ecuaci6n  de  Schrbdinger  independiente  del  tiempo  para  el  sistema 

con N fermiones. 

En  un  trabajo  de  gran  importancia  para  la TFD, Lieb=  demost&  que  la 

parte  universal  del  funcional  de HK tiene  una  dependencia  explícita  en  el 

número  de  partículas. Por otro  lado,  el  teorema  de HK garmtiza la 

existencia  de  una  relací6n  funcional  uno-a-uno  entre  la  densidad y el 

potencial  externo ( p = p i a l  1. Estos  teoremas  permiten  ver  que  el 

funcional  de la Ec. (1 )  tiene  una  dependencia  tipo  funci6n  en  el  nvímero  de 

partículas y otra tipo funcional  en  el  potencial  externo,  lo  cual  se  puede 

denotar  como 

Ea[pl = E (N,@] . (6) 

En la Ec. (61, y de  ahora  en  adelante,  para  establecer  el  tipo de 

dependencia  en una variable  se  recurre a la siguiente  convenzi6n:  el 

parentesis m& cercano  determina  el  tipo  de  dependencia; si es  redondo, 

entonces la dependencia  es  tipo  funci6n y si es  cuadrado  entonces  es 

funcional. 

Cuando  para  el  sistema  estudiado  se  conocen  el  funcional  universal y la 

relaci6n p = p[aI, entonces  la  Ec. (6) representa a la  ecuaci6n  fundamental 

del  problema  la  cual  tiene  como  variables  naturales al número  de  partículas 

(N) y al potencial  externo (a) .Este par de  variables  independientes 

constituyen  la  que  llamaremos representaci6n can6nica de HK. 

De esta  manera, la variaci6n  total  de la energía  en la representaci6n 
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can6nica  de HK est6  dada por 

donde  el  primer  termino  representa  los  cambios  en  la  energía  debidos a 

variaciones  en  el  niímero  de  partículas. y el  segundo  el  efecto  de  la 

aplicaci6n  de  un  potencial  perturbativo sobre el  sistema. La Ec. (7) es  el 

equimlente  de la expresi6n  diferencial  de la ecuacibn  fundamental  de  la 

termcdiruhica. 

Ahora, de  acuerdo  con  el  trabajo  de Parr y Bartolotti,53 se tiene que 

y por otro lado, según. la  teoría  de perturbaci~nes,~~ el  cambio a primer 

order. en la energía  esta  dado por 

A 

donde  es la funci6n  de  onda  del  sistema DO perturbado y p(r) el  operador  de 

dens i dad. 

Substituyendo las Ecs.(8) - (9) en la variaci6n  total  de  la  energía 

(Ec.(7)) se obtiene 

que  es una de las ecuaciones Micas de la TFD para la aplicaci6n a problemas 

quílclcos. 

Procediendo  de  manera  analoga a la  termodín&mica,61 por comparaci6n  de 

las Ecs. ( 7 )  y (10) se  obtienen las “ecuaciones  de estado“ correspondientes a 

la  representaci6n  can6nica  de HK: 
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Estas  ecuaciones  dan la siguiente  interpretaci6n  física al  potencial 

químico y a la  densidad:  el  primero es  una  medida  de  como  cambia la energía 

al existir  variaciones  en el  número  de  partículas  del  sistema,  mientras  que 

la  densidad es una medida  de  la  respuesta  del sistema  a la  aplicaci6n  de 

pequefias perturbaciones  externas.  Cabe sefialar que  esta  interpretacibn 

tanto del  potencial  quínico  como  de  la  densidad son completamente 

equivalentes  a las  de  la  mecanica  estadística. 71 

Cuando  las  partículas son electrones,  la  primera  de l a s  Ecs.(11) 

proporciona  una just if  icaci6n 

electronegatividad: S2,57 

r 
La  electronegatividad no  es m&s- que  el 

s is tema. Esto  da un prier ejemplo 

te6r i ca de 1 concepto  de 

negativo  del  potencial  químico  del 

de como la TFD rescata  conceptos 

empíricos  de  la  química. 

De esta manera,  se  tienen  todos  los  ingredientes  necesarios  para  cambiar 

de  representaciones sin perder  informaci6n, ya que  hay una expresi6n 

diferencial, unas ecuaciones  de  estado y un principio  variacional. 

No se presenta aqui  la  demostraci6n  formal  de  los  principios 

variacionales  de las  diferentes trwsformadas de  Legendre. El lector 

interesado  puede  remitirse al trabajo  de  Nalewajski. 62 

El conjunto  completo de representaciones 

es 2 

en las  cuales  se  puede  trabajar 
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y l a s  transformadas de  Legendre son 

Y 

%(p,pI = E - p N - J’ dr p ( r 1  e(r) = F[pl - p N . ( 13c 1 

Para obtener l a s  últimas  igualdades en las Ecs. (13b) y (13~1, se  utili26 

el funcional  de HK, el  cual  est& dado por la  Ec.(l). 

Las primeras  variaciones  de  esta.s  transformadas  son: 

Y 

Suponiendo  que  tanto la energía  en la  representaci6n  can6nica  como  las 

transformadas de  Legendre cumplen con las  condiciones  necesarias y 

suficientes  para  que el orden  de  derivaci6n sea irrelevante,  entonces  se 

obtienen l a s  relaciones  de  Maxwell  de  la TFD:= 



11.2 COEFICIENTES DE RESPUESTA. 
Para poder  continuar  con la analogía  termodinimica  es  necesario  definir 

una  serie  de  coeficientes de respuesta  del  sistema,  los  cuales  deben  ser 

segundas  derivadas  de  la  energía o de alguna  transformada  de  Legendre. 61 

En la TFD, estos  coeficientes  pueden  ser  globales,  locales y no  locales. 

Los primeros  son  cantidades  uniformes  en  todo  el  espacio y caracterizan  al 

sistema  como  un  todo,  los  segundos  (dependen  de un punto  del  espacio, y los 

últ  imos  de dos o m& puntos  del  espacio. 

Las definiciones  que se presentan  en  este  trabajo  se  limitan al caso 

espín  restringido. El incluir  el  espín  en  esta  formulaci6n  proporciona  una 

riqueza  adicional  tanto  de  posibilidades  de  definici6n  de  coeficientes  como 

de  interpretacih.  Para  una  discusi6n m* amplia  de  este  aspecto se puede 

consul tar la referencia 73.  

DUREW (Global). Parr y Pearson=  introdujeron  el  concepto  de  dureza 

en la TFD. Esta se  define como 

r, = [,.I, = [ % ]  a2E 
Q 

(20) 
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La raz6n  de  bautizar  esta  propiedad  como  dureza  estriba  en  que r) es una 

medida  de la resistencia al cambio  del  potencial  químico  como  consecuencia  de 

variaciones  en  el  número  de  electrones  del  sistema. Por otra  parte,  la 

primera  igualdad.en (20) establece  que  la  dureza  global  es la concavidad de 

la energía  como  funci6n  del  número de! electrones. 

Un aspecto  interesante y relevante  de  las  definiciones  del  potencial 

químico y la  dureza  es  la  forma  que  t,oman  cuando se recurre a la  aproximaci6n 

por diferencias  finitas. En esta  ú]tima, p y q e s t h  dados por 

p = "=-x ' 
I + A  (21 1 

Y 

I) = I - A  . (22) 

donde I es el  primer  potencial  de  ionizaci6n y A la  afinidad  electr6nica. 

La Ec. (21) corresponde a la  definici6n  de  electroaegatividad  dada por 

Mu1 11 iken, '' mientras  que (22) es  una  cantidad  ax21  iamente  uti1  izada  en  la 
parametrizaci6n  de  diversos  mktodos  semiempíricos  de  estructura  electr6nica 

molecular. 75 

BLANDURA (Global). Y a n g  y ParrSS  definieron  la  blandura  global  como 

S = [ g )  . 
4 

(23) 

De las definiciones  presentadas  en  las Ecs. ( 2 0 )  y (23) es  evidente  que 

la dureza y la  blandura  globales  son  inversas UM de la otra. Se pueden 

senalar  dos razones que  justifican  esta  redundancia. En primer  lugar, por 

evidencia  numh-ica,  se  sabe  que  la  blandura  de UM molkula es  casi  aditiva 

sobre  los  &tomos  que  la  constituyen, 76 lo  cual  no  ocurre  con la dureza. La 

segunda  raz6n  proviene  de la aplicaci6n a s6lidos  del  concepto  de  blandura. 

Para un s61 ido  es  posible  demostrar  ques 
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S =  g ( r F )  , (24) 

donde g(c) es la densidad  de  estados. De esta  manera, en un s6lido  la 

blandura es igual a la  densidad  de  estados al nivel  de Fermi, la  cual juega 

un papel  primordial en la física del  estado  &lido. 

FUNCION DE FuKul (Local 1. Se define 

Esta  cantidad  es  particularmente importante  para  estudiar  la  reactividad 

química local  de  un  &tomo,  molCcula o s6lido. 

En general,  las  propiedades  que  son  derivadas  respecto  al  número  de 

electrones son diferentes  cuando el  sistema  recibe o cede  electrones. Así, 

si se desprecia el efecto  de  la  rela,jaci6n,  cuando  una  molCcula  acepta  carga, 

la f unci6n  de  Fukui se puede  aproximar como: 

y si  la cede 

donde PLW0 y pHOHO son las  densidades  electr6nicas  del  primer  orbital 

desocupado y del  último  ocupado,  respectivamente. 

Por otro  lado,  cuando  una  reacci6n  procede por radicales  libres, 

fo(r) = f+(r) + f-(r) 
2 {Y&-} * (28) 

De este  anhlisis  resulta  claro que  f(r)  esta  intimamente  relacionada  con 

los orbitales  frontera  de una molkula, los  cuales son el punto  de  partida de 

la teoría  de  reactividad  química de  Fukui.  Precisamente por esto  es  que 

se le 11-6 funci6n  de  Fukui. 

Para un s61  ido, se puede  demostrar  quess 
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donde g(c,r)  es  la  densidad  de  estados  local, la cual  se  define como 

Una  propiedad  importante  de  la  funci6n  de  Fukui,  que  se  deduce 

facilmente  de su definici6n.  es  la  normalizaci6n: 

I dr  f(r) = 1 . (31 1 

DUREW Y BLANDURA LOCALES. La dureza  local se define por 66.78 

y la  blandura  local  como SS 

Finalmente,  dos  cantidades  que han aparecido  reciertemente  en  la 

literatura y que  se usan en  la  reducci6n  de  derivadas  de  la siguiente seccibn 

son  el KERNEL DE LA MI RIZA^^ 

KERNEL DE LA 

(34) 

(351 

1- ECS. (34)-(35). U es  el  potencial  químico  intrínseco,  el  cual  se 

define como 

u(r) = d r )  - p . (36) 
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11.3 R E D u c c 1 o N  DE DERIVADAS. 64-85 

El siguiente paso dentro  de  la  analogía termdidmica es  el  poder 

desarrollar un procedimiento  sisteWtico para expresar  derivadas  en  terminos 

de  los  coeficientes  de  respuesta  que  se  presentaron  en la seccidn  anterior. 

Otro  obJetivo  es  el  de  encontrar  las  posibles  relaciones  que  existen  entre 

los  coeficientes. 

Al igual  que  en la termodinhica clhica, la parte  operativa  del  proceso 

de  reducci6n  requiere  de  las  expresiones para las  variaciones  tanto  de  la 

energía  como  de las transformadas  de  Legendre. las relaciones  de  Maxwell, y 

el  aparato  matemhtico  del  chlculo  funcional. Un presentaci6n  clara y 

concisa de los  resultados  relevantes  del  c&lculo  funcional se puede  encontrar 

en  el  apendice  de  la  referencia 64. 

El  trabajo  presentado  hasta  el  momento  da  la  impresi6n de que  la TFD 

puede  ponerse  en  total y absoluta  correspondencia  con  la  termodinhica 

clhica, lo  cual  resultaría  satisfactorio  desde  el  punto  de  vista  estructural 

y, probablemente,  est8tico. Sin embargo,  es  necesario  sefialar  que  esta 

analogía esta lejos  de  ser  completa. La raz6n  de  esta  afirmaci6n  es  que  en 

la TFD, a diferencia  de  la  termodinhica,  dos  de  las  variables  conjugadas  (la 

densidad y el  potencial  externo) esth relacionadas por medio  de  una 

correspondencia  funcional,  la  cual  es  ineludible si es  que  se  quiere 

satisfacer  el  teorema  de HK. Esto  tiene v a r i a s  consecuencias y aquí se 

sefialan  dos. En primer  lugar,  en  vista  de  que  el  teorema  de HK garantiza  la 

existencia  de  la  relacibn p=p[41 para  los  estados  basales  de  un  sistema  de 

fermiones,  resulta  imposible  escribir  que la energía  puede cambiar como 

consecuencia  de  variaciones  independientes de la  densidad y el  potencial 

externo.  Dicho  de  otra  manera, no se  pueden  considerar las variaciones de 
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la  energia en la representaci6n [p.al, si p y u se consideran  colo  variables 

independientes. La otra  consecuencia  importante  involucra  precisarente  al 

proceso  de  reduccibn  de  derivadas. Si este  proceso se realiza  direztamente, 

es  posible que se obtengan  resultados  físicamente  aceptables, por &io  de  un 

procedimiento maternaticamente  impecable, pero puede  ocurrir  que en el camino 

alguno o algunos de  los pasos involucrados  en el  proceso  de  “educci6n 

impliquen  la  violacibn del  teorema  de HK, lo  cual  es  inaceptable. 

Aclarados  estos  puntos,  a  continuaci6n  se  procede  a  la  rec-icci6n  de 

algunas  derivadas que  aparecen en la TFD , empezando por est&lecer  las 

relaciones  existentes  entre  los  coeficientes  de  respuesta definifx en  la 

secci6n  anterior. 

Como  primer  ejemplo  se  presenta la relacibn  que  guarda  la  dureza  global 

con otros  coeficientes  de  respuesta. A partir  de  la  definicibn  de  la  dureza 

y utilizando  la  regla de  la cadena  funcional  se  tiene  que 

y de  acuerdo con las  definiciones  de  la  funci6n  de  Fukui y de  la d E z a  local 

se puede  escribir  como 

Este  resultado  muestra que  la dureza  global,  la  dureza  local y la funci6n 

de  Fukui  no son independientes. Si se  conocen  un par de  ellas fs posible 

conocer la  otra. 

La Ec.(38) se puede  considerar  como  una  relaci6n  de  consistencia.  Para 

ello,  dada  una  parte  universal  del  funcional  de HK si, por un  lado, se supone 

que se han implementado  esquemas nmkricos independientes  para  calzular r) y 

f(r), y por otro lado,  como  la  Ec.(32)  permite  conocer a q(r), entonces, 
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substituyendo q(r) y f(r) en la  Ec.(38),  la  comparaci6n  del resultado  de  esta 

integral con el  valor  de I) es una med.ida  de  la  consistencia  entre  los  &todos 

ndricos utilizados  para  calcular q y f(r). 

Para el caso de  la blandura  global, por un pcedimiento semejante al 

mostrado  arriba  se  puede  escribir  que 

Como la  densidad  integra  al  número  de electro~s se tiene  que 

Substituyendo  la  Ec. (40) y la  definici6n  de  la blandura local en la 

la  cual  muestra  que  la  blandura  global  es  la intepl sobre  todo el espacio 

de  la blandm local. ’ 

Si se considera  la  blandura  local,  usando 12 regla de  la  cadena,  se 

tiene  que 

y al substituir las definiciones de la  blandura  global y de  la funcibn  de 

Fukui  de  obtiene  la  siguiente  relacibn: 

Substituyendo  la  Ec.(43)  en  la  Ec.(38), se obtiene  una  relaci6n 

importante,  a  saber 
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Esta  última  expresi6n  muestra  que la dureza y blandura locales son 

inversas, lo cual  puede  verse  desde su definici6n. La Ec. (44) es la 

verificaci6n  formal. 

Para establecer una relaci6n  entre  los  kernels  de  la  dureza y de  la 

blandura, se puede  recurrir  a la siguiente  propiedad  entre  derivadas 

funcionales: 

Substituyendo las  definiciones  de  los  kernels,  se  obtiene  que 

I dr’ s ( r , r ’ )  q(r”r”1 = 6(r - r ” )  . (46)  

Otra  propiedad del  kernel  de  la  blandura es la  siguiente: 

s(r)  = dr’ s (r , r ’  1 , I (47 1 

la  cual se usara un poco m& adelante. 

Ahora se procede  a  la  reducci6n  de una derivada  de  importancia  fundamentzl. 

Se trata  de  escribir 

en t6rminos  de  los  coeficientes  de  respuesta. 

Para ello,  se  comienza por considerar  la  variaci6n  de  la  densidad  vista 

como un funcional del  potencial  intrínseco  u(r).  Esto es 
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Substituyendo la definicibn del  kernel  de la blandura y usando la 

definicibn  de u(r), se tiene  que 

= s ( r )  6 p  - dr’ s(r,r’  61p(r’) . S 
En esta  secuencia  de  igualdades se us6 la  propiedad se’hlada en la Ec. (47)  

y el hecho  de  que  el  potencial químic:o  es uniforme  en  todo  el  espacio.  Cabe 

hacer  notar  que  en  ninguno  de  los pasos en (50) se viola  el teorema  de M. 

Derivando  funcionalmente  la  expresibn 450) con  respecto  a e(r’ ’ 1, a N 

constante se tiene  que 

donde  se  substituy6  la  definicibn  de  la  funci6n  de  Fukui.  Finalmente, 

usando  la  Ec.(43),  se  llega a la  reduccibn exacta de  esta  derivada: 67 

Una aproximaci6n  que  lleva  a  una  expresi6n  muy  interesante  es  la  que se 

obtiene de suponer  que  la  relaci6n  entre p( r )  y u ( r )  no es  funcional,  sino  es 

tipo  funcibn. A esta  aproximacibn  se le puede  llamar aproxfmaci6n local. 
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Substituyendo la  Ec.(53) en la  Ec.(!Z) e  integrando se tiene  que 

De esta  manera, en la aproximaci6n local,  el  kernel  de  la  blandura  toma 

la siguiente  forma: 

Substituyendo  esta  última  expresi6n  en la Ec.(52), 

la  cual en  tCrminos  de  la  funci6n  de Fukui queda  como 

Y 

La derivada (6p(r)/6e(r’))N debe  satisfacer l a s  siguientes pr, 

(57) 

opiedades: 

(58 1 

La Ec. (58) proviene  de la relaci6n  de  Maxwell (16b), y la Ec. (59) de 

integrar  sobre r* la  Ec.(52),  que es la  reducci6n  exacta  de  esta  derivada. 

De la  propiedad  de simetría y dado que la  Ec.(52) es  exacta,  se  concluye 
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A continuacih se  demuestra  que  la reduccih dentro  de  la  aproximaci6n 

local satisface  estas  propiedades. La simetrIa se obtiene  directamente 

tomando en cuenta  que  la  delta  de  Dirac  es  simktrica. Por otro lado, 

integrando  la  Ec. ( 5 7 )  sobre r' 

donde se utili26 la  normalizaci6n  de  la funcibn de  Fukui. De esta  manera, 

la expresi6n  aproximada  localmente  satisface  tanto  la  sirnetria  como  la 

integraci6n  a cero. 

Se cierra este  capitulo  sefialando una serie de  consecuencias  de  la 

aproximacih local. Para demostrar  una  de  ellas  es  necesario  establecer  la 

invariancia  translacional. De acuerdo  con el  teorema  de HK. u( r 1 es  un 

funcional  único  de p ( r )  y vice  versa. Según esto y siguiendo  a  Lovett" y a 

E v a n ~ . ~  para que p y u  satisfagan el  principio  de  invariancia  translacional 

se  requiere  que 

donde t es un desplazamiento  arbitrario. , Desarrollando  en  series  de  Taylor 

y  truncando  a primer orden  se  obtienen las  ecuaciones  fundamentales  de 

invariancia  translacional: 
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Y 

Substituyendo  la  aproximacibn  local  en  la  Ec.(64)  se  obtiene  que 

De acuerdo  con  la  definici6n  de u(r) y dado  que  el  potencial  químico  es 

uniforme  en  todo  el  espacio, la Ec.(66)  se  reduce a 

Para un &tomo,  el  potencial  externo  es -Z/r y su  gradiente, Zre2 

donde r es  el  vector  unitario  radial,  siempre  es  positivo.  Por  otro  lado, 

como la densidad  electr6nica  de un dtomo  es  mn6tonamente  decreciente, el 

lado  izquierdo  de  la  Ec. (67) siempre es negativo.  Por  lo  tanto,  dentro  de 

la aproximaci6n  local, la funcibn  de  Fukui  at6mica  es  positiva  definida. 

Así, la  Ec.(67)  proporciona  una  manera  alternativa  para  calcular  funciones  de 

Fukui  at6micas a partir  del  conocimiento  de  la  densidad y la  blandura  global. 

En  particular, si la  densidad  es  esfkricamente  simktrica, la funci6n  de  Fukui 

est&  dada por 

A 

f (r) ar p(r) (68) 

donde ar denota  la  componente  radial  del  gradiente. 
Cabe  sefialar  que  los  argumentos  presentados  anteriormente  para 

establecer  que  la  funcibn  de  Fukui  at6mica  es  positiva  definida  no  se  aplican 

en  el  caso  molecular,  pues  en  este  tíltimo  la  densidad  electr6nica y el 

potencial  externo  no  son  funciones  monbtonas. 



Para una mlbcula, la Ec. (67) permite  establecer una expresi6n  que 

relaciona al laplaciano  de  la  densidad,  el  cual juega un papel  primordial  en 

los estudios de  topología c-tica de  Bader,*l con la funci6n de Fukui. 

Aplicando  la  divergencia  a la Ec.(67) se obtiene gue 

r 

Esta  es una expresibn no explorada  hasta el  momento e indiscutiblemente 

vale  la  pena  estudiarla  con  detalle  en  el  futuro. 

. 



CAPITULO 111. 

TEORIA DE PERTURBACIOEES 

Y 

RESPUESTA  LINEAL 

INDEPENDIENTES  DEL TIEMPO. 

En este  capítulo  se  presenta la relaci6n  que  guai-da  el  formalismo 

desarrollado  en  el  capítulo  anterior  con  la  teoría  de  perturbaciones 

independiente  del  tiempo y la teoria  de  respuesta  lineal  esthtica.  En 

primer lugar se  presenta la relaci6n  entre  el  desarrollo  en  series  de  Taylor 

funcional  de  la  energía  en la representaci6n  can6nica  de HK con la teoría  de 

perturbaciones  convencional.  Utilizando  algunos  resultados  de  reducci6n de 

derivadas  del  capítulo  anterior se da  una  nueva  interpretaci6n7' a la 

correcci6n  de  segundo  orden  en  teoría  de  perturbaciones 1-a cual  se  aplica a 

la respuesta  de un btomo, molkula o s6lido  cuando  este  se  encuentra  en  la 

presencia  de un campo  elbctrico  uniforme,  de  donde  se  obtiene una expresi6n 

para la polarizabílidad  en  terminos  de la blandura  global y de la funcidn  de 

Fukui.  Como una segunda  aplicaci6n.  se  presenta una manera  de  calcular  las 

correcciones hasta de  segundo  orden a la energía  de un dtomo  con  dos 

electrones,  donde  se  toma  como  sistema  de  referencia un dtomo 

hi drogeno í de.  Finalmente, se aplica  el  formalismo a un problema  de 

cathl isis: la interacci6n  metal-soporte. 83-64 
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111.1 RELACION  ENTRE EL DESARROLLO EN SERIES FUNCIONAL Y LA TEORIA DE 

PERTURBACIONES INDEPWDIENTE DEL TIEMPO. 
Consideremos la energía (E) de un sistema  de  fermiones  en la 

representacibn  can6nica  de HK, cuyas  variables  independientes son (N,ul. El 

desarrollo  en  series de Taylor  funcional  de E  alrededor  de un sistema  de 

referencia con N partículas y con un potencial  externo a (r) esta dado por O O 

donde AN es el cambio en el nbero de  partículas y Adr) es  la  perturbacihn 

que  se  impone al sistema de  referencia. 

La forma general  de  escribir  este  desarrollo  es 

donde C i  es el coeficiente  binomial y se  ha  empleado  la  siguiente notaci6n: 

K 
k I n t e g r a l e s  

Y 
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En estas  ecuaciones,  el  superfndice o indica  que  las  derivadas  se  evalúan 

para  el sistema de  referencia. 
a 

Cuando el nhero de  partículas  no  cambia,  entonces  los micos terminos 

que  sobreviven  en la sumatoria  sobre L de  la Ec. (2) son aquellos  con L=k y, 

por lo tanto, el  desarrollo se reduce  a 

Ahora,  consideremos el siguiente  funcional  de  la  energía  para  un  sistema 

perturbado : 
r 

donde 

%(r) = eo(r) + h e(r) , (81 

siendo h el  partimetro de perturbacih, el cual  puede  tomar  cualquier  valor 

dentro del  intervalo [O,  11, y a(r) es el  potencial  perturbativo  el  cual  se 

supone  que  corresponde a un potencial  de un cuerpo,  que es el caso  general 

para un potencial externo. 

Siguiendo la filosofía  tradicional de  la  teorfa  de  perturbaciones  en 

mec6nica cuhtica, se  propone  que  tanto la energía  como la  densidad  se  pueden 

escribir  como un desarrollo en series  de  potencias del partimetro  de 

perturbaci6n.  Esto  es, 
m 

k=O 

Y 
m 

k =O 
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En estas expresiones, 

Y 

son la k+sima  correcci6n a la energía y a la densidad,  respectivamente. 

El desarrollo en series de  potencias  de  la  densidad  se  puede  escribir 

como 

pA(r) = po(r) + Ap(r), 

donde Ap(r) esta  dado por 

L 
k = l  

La parte  universal  del  funcional  del  sistema  perturbado  se  puede 

escribir como 

donde l a s  derivadas  funcionales  se  evalúan para el sístema no  perturbado y al 

escribir  la  Ec.(15) se ha hecho  la  suposici6n  de  que  la  perturbaci6n  no 

provoza un  cambio en el  número  de  partículas. 

Si se definen 

Y 
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Akp(rk) = hp(r,)M(r21***M~r,) , (17) 

entonces  el  desarrollo en series  de  F  se  puede  escribir en forma compacta 

como 

Usando la Ec.(14) y despu6s  de  hacer  algo  de  Blgebra,  se  puede  demostrar 

Para k = l ,  de  acuerdo  con  la  Ec. [ 14). 
m 

A, se  obtiene  que 

k-2  
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Por otro lado,  substituyendo la Ec. (8) para el  potencial  perturbativo  y 

el  desarrollo en series  de  potencias  de la densidad  (Ec. (10) 1 en el segundo 

termino del  lado  derecho  de la Ec.(7), se  tiene que 

De esta manera,  substituyendo l a s  Ecs. (21)-(22) en el  funcional  de  la 

energla para el sistema  perturbado  IEc. (711, usando el  desarrollo  en  series 

de  potencias  de la energía  (Ec. (9)) y  agrupan30  potencias  iguales  del 

par-etro de perturbaci611, se  obtienen  las  siguientes  expresiones  para  las 



Z 2 ( N , p ]  = F ( N , p l  (ver la  Ec.(l3b)  del  capitulo  anterior). una de l a s  

ecuaciones  de  estado en esta representacih es (ver  la segunda igualdad en 

(15b) del capitulo  anterior) 

Así, de  acuerdo con la  notaci6n  empleada en este capítulo se tiene que 

y  para el resto de  las  derivadas  funcionales 
\ 

Substituyendo las  Ecs. ( 2 5 1 - ( 2 6 )  en las Ecs. (231, las  diferentes 

correcciones  a la energía s.on: 

E''' = F [ p o ( r ) l  + dr po(r) uo(r) I 
E"' = drl po(rl) e(rl)  , I 

Y 

f - k + l  f-k+2-k1 x 1 Ik 1 

1 

k- 1 

p 1 (rl) p (k 2 ) (r2)**-p('-CJ=1 '5 )(rk). 

k =O kz=O 'k-l=O 

Ahora,  para  poder  reducir  estas  expresiones,  se  requiere  conocer a las 

derivadas  de la densidad  respecto  al parhetro de  perturbacibn y evaluarlas 

para el sistema no perturbado. 

Para k = 1. 
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donde se ha usado la regla de  la cadena de  funcionales. De acuerdo  con la 

Ec.(8), esta últim expresi6n se reduce  a 

En esta  expresi6n se ha  definido la @tdÁn de de p h W L  & o 

de rceapueata h .ed  para el sistema perturbado: 

Usando  la  Ec. (29) y la expresi6n  para p'" (Ec. (12) 1, se tiene  que 

p(')(r) = J dri X:(r,ri) a(r')l , 

donde es la furci6n  de  respuesta lineal  del sistema no perturbado. 

Para el  caso  general se tiene  que 

'k 

donde 

(31 1 

(32) 

es  la #urui& de aeapmda de & k para el sistema no  perturbado. 

Si centramos la atenci6n en la correccibn de  segundo  orden a la energía 

entonces,  de  acuerdo con la Ec.(27~1, 



56 

Substituyendo las Ecs. (26) y (31) en la integral  que  aparece  dentro  del 

padntesis  cuadrado  de la Gltima  ecuaci6n, se  tiene  que 

se  reduce a 

Finalmente,  substituyendo  la  Ec. (31) en  esta  última  expresi6n se 

encuentra  que 

E'2' = (371 

la  cual en terminos  de la derivada  funcional  de  la  densidad  con  respecto  al 

potencial  externo 

Siguiendo un 

de segundo orden, 

se  puede  escribir  como 

procedimiento  similar  al  mostrado arriba para la correcci6n 

se puede demostrm que para  el caso general 
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'k  (39) 

Substituyendo l a s  €cs. (27a), (27b) y (39) en el desarrollo  en  series  de 

potencias de la  energía,  Ec. (111, se tiene  que 

donde 

F[ Po 1 

+ t  k = 2  

+ I  
hk 
k 

J 
'k 

(40) 

Reconociendo  que  el  primer  termino  del  lado  derecho  de  la  Ec.(40)  es  la 

energía del sistema no perturbado, y definiendo 

entonces la Ec. (40) se puede  escribir  como 

Ahora, de  acuerdo con la  Ec.(11)  del  capítulo  anterior se tiene  que 

Substituyendo l a s  Ecs.(44) en la  Ec.(43) 

= Er)(r k 1 . (44)  

49 
O 

se encuentra que 
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La Ec. (45) es el desarrollo  en  series  de  Taylor  funcional  de la energía 

(ver Ec.(6)), con  lo  cual  hemos  demostrado  el  isomorfismo  entre  el  desarrollo 

en series de Taylor con un esquema  basado  en la filosofía  convencional  de  la 

teoría  de  perturbaciones  aplicado a la TFD. 

Para encontrar  la  relacibn  que  guarda  el  formalismo  desarrollado  en  las 

líneas  anteriores  con la teoría  de  perturbaciones  de  la mechica cuhtica, 

considere  el  hamiltoniano 

& = ? + h i '  , 
O 

(46) 

donde % representa al hqni1tonian.o  del  sistema  no  perturbado,  el  cual 

contiene N partículas, h es  el  parbetro  de  perturbaci6n y H' es  la 
L 

perturbacibn. Si esta  última  es  provocada por la aplicacih de un campo 

externo,  entonces X' se  puede  escribir  como 

donde P(P) es el  operador  de  densidad que en la representaci6n  de 

coordenadas  estb  dado por 
N 

y e(r) es el  potencial  externo. 

La ezuaci6n  de  Schrijdinger para el  sistema  no  perturbado  es 

donde  el  ket  es la funci6n de onda  para el sistema  con N partículas: 
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Por otro  lado,  la  ecuaci6n  de  Schrbdinger  para  el sistema  perturbado  es 

Suponiendo  que el  estado  basal es no  degenerado, y siguiendo el 

procedimiento  normal  de la teoría de  perturbaciones, se proponen  los 

desarrollos 
m 

Y 

(53) 

donde Eo y #Ak) son las  correcciones  de orden k a  la  energía y funci6n  de 

onda,  respectivamente. 

(k) 

Limitando  la presentacih a las  correcciones  de  segundo  orden en la 

energía y primero  en la  funcibn  de  onda,  la mechica cu-tica  estableze  que 

Y 

donde  la  prima en la  sumatorias  indica  la  exclusi6n  del  t6rmino v=O. 

Si la  perturbaci6n  es del tipo  indicado en la  Ec.(47), entoxes los 

elementos  de la matriz M’ se  pueden  escribir  como 
A r 

donde p (r) es la  densidad  de  transfcibn,  la  cual  se  define  como w 



Y 
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donde 

es la densidad  del  sistema  no  perturbado. 

Por otro  lado,  la  densidad  del  sistema  perturbado  se  puede.  escribir  como 

donde  se us6 la Ec.(53) para  la  funci6n  de  onda  del  estado  basal  del  sistema 

no  perturbado. 

Comparando la Ec. (10) con  la  Ec. (62) se ve que la k-&sima  correcci6n a 

la  densidad  esta  dada por 

En  particular  para  el  caso k=l, al substituir  la  Ec. (56) para  la 

correcci6n a primer  orden  de  la  funci6n  de  onda, y la Ec.(57) para  los 

elementos  de  matriz,  se  encuentra  que 

donde Re denota a la  parte  real  de un número  complejo. 



Al comparar la Ec. (31) con esta  última  expresi6n se encuentra la 

siguiente  relaci6n  entre la funci6n de  respuesta  lineal y las  densidades  de 

transici6n: 

Por otro lado, si a la Ec. (60) se  suma  su  complejo  conjugado y se 

recuerda  que la energía  es  real,  entonces  se  encuentra  que  la  correcci6n  de 

segundo  orden 

Subs t i t uyendo 

a la energia  se puede  expresar  como 

la  Ec.(65),  esta Últim. expresi6n  se  reduce a 

A s í ,  al  comparar  las  Ecs. (27b) y (38) con l a s  Ecs. (59) y (67) se puede 

concluir  que, al menos  hasta  segundo  orden,  existe  una  relaci6n  uno-a-uno 

entre el  desarrollo en series de  potencias  funcional,  la  teoría de 

perturbaciones  en la TFD y la teoría de  perturbaciones en la mecbica 

cuht ica. De una  manera esquedtica, el siguiente  cuadro  resume  esta 

conclusi6n. 

PARA ESTADOS BASALES 
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Ahora,  substituyendo  la  reducci6n  exacta  de  la  funci6n  de  respuesta  en 

terminos  de  la  blandura  global, la blandura  local y el  kernel  de  la  misma 

(Ek. (62) del  capítulo  anterior)  en  la Ec. (38) se  obtiene quern 

Esta expresih, a pesar de  ser  interesante y exacta,  resulta  poco  prhctica 

dada la dificultad de tener a la  mano  una  manera  relativamente  sencilla  de 

conocer  el  kernel  de la blandura.  Para  poder ir m& alla, se substituye  en 

la  Ec.(38) €a reducci6n  de la funci6n  de  respuesta  dentro  de  la  aproximacibn 

local  (Ec. (67) del capítulo  anterior 1 y se  obtienem 

Introduciendo  la 

< O ( r 1  >r 

para  denotar  el  valor 

siguiente  notaci6n 

(70) 

esperado  de O respecto a la  funcíbn  de  Fukui,  entonces 

la Ec.(69) se  puede  escribir  como 

o haciendo un poco  de  blgebra, 

(71 1 

(72) 

Esta  altima  expresi6n  proporciona una interpretaci6n  muy  interesante 
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para la correcci6n  de  segundo  orden; si la funci6n  de  Fukui  es una funcidn 

de  distribuci6n  de  probabilidades  (normalizada y positiva  definida 1, 

entonces la correci6n a segundo  orden  esta  directamente  relacionada  con l a s  

fluctuaciones  respecto a la funci6n  de  Fukui  del  potencial  perturbativo. 

SJbstituyendo  la  Ec.(67)  del  capítulo  anterior en la Ec.(31)  se  obtiene 

que 

la cud. dentro  de  la  aproximaci6n  local,  p-oporciona  una  manera  alternativa 

de calcular  la  densidad  inducida  en  tCrltinos  de  la  blandura  global y la 

funci6n  de  Fukui  del  sistema  no  perturbado. Es claro  que  esta  expresi6n 

satisface la condici6n  dr 6p(r) = O. I 
El  primer  termino  de  la  Ec.(73)  es  la  componente  local  que  determina  el 

cambio  de  la  densidad  en  el  punto r debido a la  acci6n  del  potencial  en  ese 

puntc,  mientras  que  el  segundo  tCrm:ino  representa la contribuci6n  no  local, 

la cud da  el  cambio  de  la  densidad  en  el  punto r debido a la  influencia del 

potenzial  perturbativo  en  todo el espacio. 

A s í  , se  ha  encontrado  una  expresi6n  que  sat  isface l a s  propiedades 

b k i c a s  de la funci6n  de  respuesta  esthtica.  Para  &tomos y molbculas  esta 

expresi6n  puede  ser  muy  til puest.0  que 9 y fo(r)  se  pueden  determinar 

calculando  la  densidad  electrhica y la  energía  para  varios  valores  de N y 

llevvdo a cabo  una  derivaci6n  numkrica.  Este  procedimiento  implica  que  aun 

cuan62 la derivaci6n  de  la  Ec.(73)  esti  basada  en  el  marco  te6rico 

propxionado por la TFD, se  puede  evitar  el  problema  del  desconocimiento del 

funcional  de HK y usar  cualquier  mktodo  basado  en  la  funcí6n  de  onda  para 

calcular  tanto  la  densidad  como  la  energía. 
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111.2 POLARIZABILDAD DIPOLAR ESTATICA. 
En esta  secci6n se presenta la aplicaci6n  del  formalismo  desarrollado  en 

la seccibn  anterior  para  el  chlculo  de la polarizabilidad  dipolar  esthtica. 

Para ello,  considere  que  el  potencial  perturbativo  es  el  debido a un camp 

79 

elbctrico  uniforme,  esto  es 

4 r )  = r * E  , 

donde E es  el  vector  de  campo  elkctrico. 

Substituyendo la Ec. (74) en la Ec. (72) y recordando  que  la 

polarizabilidad  dipolar  estktica  es la segunda  derivada  de la energía  con 

respecto al campo  externo  aplicado,  se  encuentra  que 

Esta expresi6n -nos permite  int.erpretar al tensor  de  polarizabilidzd g - 
como  una  medida  de las fluctuaciones  del  valor  esperado  de la dihdz rr 

respecto a la funci6n  de  Fukui.  Tambikn  se  puede  ver  que  la  contribuzi6n 

principal a la polarizabilidad  de un htomo,  molkcula o s6lido  proviene  de los 

electrones  de  Valencia,  pues  los  valores  significativos  de  f(r)  se  encuentran 

ubicados  en la regi6n  de  Valencia. De hecho,  como  se  señalo  en  el  capítulo 

anterior,  cuando  se  desprecian  los  efectos  de  relajacibn, la funci6n  de  Fukui 

se  puede  aproximar por f(r) E I #mm(r) l2 . 
Para el  caso  de un sistema  at6mico  se  puede  demostrar  que  el segmdo 

tbrmino  del lado derecho  de la Ec. (75) es  nulo,  mientras  que  para el priEero 

s610 es  necesario  considerar  los  elementos  diagonales  del  tensor  de 

polarizabi 1 idad. A s í ,  
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De acuerdo con la  Ec.(73),  la densidad  de  momento  dipolar  inducido  es 

proporcional al producto  Sofo(r), ya que el segundo  termino  de  esta  expresibn 

se  anula  para el caso  at6mico. En apoyo  de  este  resultado  se  pueden 

comparar las  graficas  de a ( r )  de  Stott y Zaremba4' con  las  graficas  de  la 

funci6n de  Fukui . Por  otro  lado,  la  Ec. (76) establece  que  la 

polarizabilidad  es  directamente  proporcional  a  la  blandura  global, lo  cual ha 

sido  propuesto  empíricamente  desde  hace un buen  número  de años y muy 

recientemente, ~ o l i t z e r ~  encontr6  una  correlaci6n  lineal  entre  la 

polarizabilidad  y  la  cantidad ( I - A)-' que  no es m& que  la  aproximaci6n por 

diferencias  finitas  para  la  blandura. 

8s 

86 

Para  poder  calcular  la  polarizabi  lidad  es  necesario  desarrollar un 

m4todo  que  permita  el  cdlculo  tanto  de  la  blandura  global  como  de  la  funci6n 

de  Fukui. Un camino es  recurrir a la aproximaci6n por diferencias  finitas. 

En este  caso,  la  polarizabilidad  toma  la  siguiente  forma: 

donde p- y p son l a s  densidades  electr6nicas del  ani6n y del  catibn  del 

Btomo  correspondiente l a s  cuales se pueden  obtener  a  partir  de  cualquier 

mktodo  de  estructura  at6mica (HF, E, CI, etc. 1. Un punto  importante  de 

señalar  es  que para ser consistentes  es  necesario  que S" y fo(r) se calculen 

siguiendo  el  mismo  procedimiento. El caso m& simple es aquel  donde  el 

anibn  y el cati6n  tienen  simetría  esfkrica  (capas  cerradas) el  cual 

corresponde  a  los  metales  alcalinos. La simplicidad  radica  en  que  para 

densidades  esfbricamente  simktricas,  las  integrales  en  la  Ec.(77)  se  reducen 

+ 
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al Calculo  de  los  valores  esperados  de r2 de la densidad  total. 

Para mostrar la validez  de  la  expresi6n  que  se  dedujo  anteriormente  para 

la polarizabilidad  at6mica  dentro  de  la  aproximaci6n  local,  en la Fig. 1 se 

presenta la grafica  de  la  polarizabillidad  experimental=  de una muestra  de 18 

&tomos  de la tabla  peri6dica.  cuya  incertidumbre  en  la  medici6n  experimental 

de la polarizabilidad  es  menor o igual  al 2%, contra  la  blandura  global, 

calculada por el  esquema  de  diferencias  finitas  descrito  anteriormente. El 

potencial  de  ionizaci6n y la afinidad  electr6nica  necesarios  para  calcular  la 

blandura  global,  se  determinaron a partir  de  los  valores  de  energía  total  de 

Clementi y Roetti. ea 

Por otro lado,  en  la  Fig. 2 se  muestra  la  grafica  de  la  polarizabilidad 

experimental  contra  el  producto  de  la  blandura  global por el  valor  esperado 

de r2 de la funcibn  de  Fukui,  donde  este  último  se  calcul6 por diferencias 

finitas  utilizando  los  momentos  de las densidades  reportados por Fraga y 

Malli"K) En ambas graficas se  muestra  la  línea  recta  ajustada por mínimos 

cuadrados. Los coeficientes  de  correlaci6n  para  estas  lineas  rectas  son 

0.76895 y O. 97557, respectivamente. De esta  manera,  se  puede  concluir  que, 

efectivamente,  existe  una  correlacibn  lineal  entre  la  polarizabilidad y la 

blandura  global  at6micas,  la  cual  me,jora  notablemente  cuando  se  considera  la 

dependencia  de  la  polarizabilidad  con  el  valor  esperado  de r2 de  la  funci6n 

de  Fukui.  Estos  resultados  apoyan la dependencia  lineal  entre  la 

polarizabilidad y el  producto S <r2>f, pero es  necesario  señalar  que  la 

pendiente  de la recta  ajustada  en la Fig. 2 es 1.94 . Lo anterior  nos 

permite  concluir que la  expresi6n  para  la  polarizabilidad  dentro de la 

aproximaci6n  local  sirve  exclusivamente  como  guía  para  establecer las  

cantidades  at6micas  relevantes  que  influyen a la  polarizabilidad  pero,  los 
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resultados  predichos por esta  aproximaci6n  presentan  serias  discrepancias 

respecto a los valores  experimentales. 

Figura 1. GrMica de la polarizabilidad  dipolar  estdtica 
experimental ( ref. 89 1 contra la  blandura  global  calculada 
por diferencias  finitas  usando los  datos  Hartree-Fock  de  la 
referencia 88. La línea  recta  es  el  ajuste por mínimos 
cuadrados de los datos,los  cuales se marcan  con +. 
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Figura 2. GrsSfica  de la polarizabilidad  dipolar  estdtica 
experimental ( ref.89 1 contra  el  producto  de la blandura 
global por el  valor  esperado  de r2 de la funci6n  de  Fukui. La 
blandura  se  calcul6  de  la.  misma  forma  que  en la Fig. 1 y el 
valor  esperado  de r2 se  obtuvo  como  se  describe  en  el  texto. 
La linea  recta es el  ajuste por mínimos  cuadrados  de  los 
datos, los cuales se marcan  con +. 
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111.3 ATOMOS CON DOS ELECTRONES. 
(3.0 una segunda  aplicaci6n del formalismo  desarrollado en la  primera 

secci6n  de  este  capitulo, en la  presente se  muestra  como  la  reduccibn  de  la 

funcidn  de  respuesta en la  aproximaci6n  local  se  puede  utilizar  para 

desarrollar un esquema de  teoría  de  perturbaciones  para  sistemas  con  muchos 

electrones. 82 

Para ello,  considere  como  sistema de  referencia a uno  formado por N 

electrones  independientes y no  interactuantes en la presencia  de un núcleo 

con  carga  nuclear 2, esto  es, el sistema  de  referencia  es  un  &tomo 

hidrogewide. En este  caso,  el  potencial  perturbativo d r )  es un funcional 

de  la p(r) del sistema  perturbado, la cual  est&  dada por po(r)+Ap(rl, donde 

po(r) es la densidad  electr6nica del  &tomo  hidrogenoide con N electrones. 

Por lo anterior, sería necesario  desarrollar un esquema  de  campo 

autoconsistente ya que a(r) y p(r) no son  independientes.  Sin  embargo, 

como una primera  estimaci6n de  la  correcci6n a  segundo  orden  a  la  energía,  en 

este  trabajo  se  desprecia  la  contribuci6n  de &(r) al  potencial dr). 

A s í ,  en el caso de un Btomo co:n  dos  electrones, y de  acuerdo  con  las 

Ecs.  (27a)-(27b) y (691, 

Y 

donde 



Y 
c 

En esta Última expresi6n,  el  factor  de 1/2 proviene  de  czzcelar  la 

contribuci6n  de  autointeraccibn  del  potencial  coul6mbico  total. 9 y fo(r) 

son  la  blandura  global y la  funcibn  de  Fukui  de un sistema  hidrogencide, y se 

pueden  estimar  igualando  la  polarizabilidad  dipolar  esthtica  local,  dada por 

la Ec. (761, con la exacta. 4 6 s 9 1  lo  cual. 1 leva a 

Integrando  esta  Qltima  expresi6n y ut:Llizando  la  normalizacibn  de la funci6n 

de Fukui se  encuentra  que So= (7/4Z2), y al  substituir  este v z l r  en  la 

Ec. (83) se  tiene  que 

Es interesante  notar  que  el  primer  termino  de  esta  reLaci6n  es 

prhcticamente  igual a la  densidad  del  estado  basal  de un dtomo  hidxgenoide, 

y que  el  segundo  introduce  parte  de  la  informaci6n  de  los  estados  ezitados. 

Usando las Ecs. (811, (82) y (84) en  las  Ecs. (78)-(80) se  encuctra  que, 

para un &tomo  de  dos  electrones, 

E = -Z2 + 2 - O. 126 . (85) 

La correccibn  de  segundo  orden -0.126 es  bastante  aceptable =-do se 

compara  con  el  valor  exactoa2  de -0.157, particularmente si se tie= presente 

que  no se han incluido  los  efectos  de  autoconsistencia. Por otro :ado, para 
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2=2, la Ec. (85) da un valor  de -2.876 para  la  energía  total.  Este  valor se 

encuentra  entre el correspondiente  a  Hartree-Fock I-2.862) y el  valor exacto 

no  relativista (-2.9041, lo cual  muestra  que  este  procedimiento ha 

incorporado  parte  de  la  energía  de  correlacibn. 

111.4 INTERACCION METAL-SOPORTE: 
EL  MODELO  DE  VACANClAS  DE OXIGDIO. 83-84 

La posibilidad  de  que un catalizador  methlico  incremente su actividad  a 

traves  de  una interaccih favorable con el soporte  en  que  se  encuentra , ha 

sido  objeto de  investigacibn  durante  muchos d o s .  En particular,  la 

interaccibn  entre  metales  de  transici6n  y  cristales de 6xidos  es de  interes 

no sblo  científico  sino  tecnolbgico, pues se observan comportamientos  muy 

diversos  dependiendo de  la estructura  cristalina del soporte. Por ejemplo, 

en soportes de  bxidos con la  estructura  de la fluorita  se  observan 

interacciones  que  provocan una gran dispersi6n  del  metal,  gran 

adsorcibn, una buena  actividad  catalitica  y  una gran estabilidad  tCrmica, 

bajo condiciones de oxidaci6n  hasta  temperaturas  cercanas  a los 1400 K. Por 

otro lado, en soportes de  bxidos con la  estructura  del  rutilo,  al  reducir con 

83 

a  temperatura  alta (700 - 1100 K:) se  observa un gran  decremento  en  las 
propiedades de adsorci6n  y  en la  actividad  catalítica en muchas  reacciones 

con hidrocarburos ( esta  es  una de  las  etapas  del  fenbmeno  denominado  Strong 

Metal  Support  Interactionss 1. 

RecientementeS3  se  ha  propuesto un modelo  explicar  la interaccih 

metal-soporte  descrita  anteriormente. El modelo considera  la  posible 

ocupaci6n  de  la  vacancias  de  iones  de  oxigeno por Btomos  de  metal.  Est as 
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vacancias  pueden  aparecer por diversas  razones:  (a)  deshidratando  superficies 

hidroxiladas, (b) reduciendo  algunos  de los cationes por efectos  químicos o 

disociaci6n  tbrmica,  (c)  reemplazando  alguno  de  los  cationes  de un dxido  no 

reducible por cationes  de  Valencia  menor, o (dl por combinaci6n  de  todas la s  

anteriores. Las vacancias  pueden  ubicarse  en  el  interior  del  sblido o en  la 

superficie (NIDOS) y pueden  agruparse  para  formar  canales (POZOS). 

La ocupaci6n  de las vacancias por los  &tomos  de  metal  puede 

representarse  mediante  la  siguiente  elzuaci6n 

D +U" -+m , AE < O , (86) 

la  cual  implica  que  la  energía  del  &tomo  en  el  nido  es  menor  que  la  energía 

del &tomo  en  la  superficie.  Una vez ocupado  el  nido,  puede  ocurrir que el 

metal  migre  hacia el interior  del  s6lido.  Esto  puede  representarse  como 

o puede  ocurrir  que  el  metal  se  quede  anclado  en  el  nido 

B + o -  (88 1 

La posibi 1 idad  de  que  ocurran  los  procesos  descritos en las Ecs. (87 1 y 

(88)  depende  entre  otros  factores  del tamdo del  &tomo  metdlico y de la 

estructura  de  la  subred  de  cationes: si esta  es  muy  cerrada  la  energía  de 

activaci6n  para  migrar  de  la  superficie  al  interior  puede  ser  muy  elevada, 

aun  cuando  el  dtomo  que  ocupa  el  nido  no  sea  muy  grande  (fluorita); por el 

contrario,  si  la  subred  de  cationes  es muy abierta  (rutilo),  el &tomo aun 

cuando  fuera  grande  podrd  migrar  fdcilmente  al  interior  del s6lidc y 

desaparecer de la  superficie  (entierro)  provocando  la Mrdida de  la  actividad 
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catal it ica. 

En el caso  representado por la Ec. (881, podemos  distinguir  dos 

situaciones extremas. El caso  en el  que  el tamaRo del  nido es lo 

suficientemente  grande  para el  metal  que  lo ocupa y el caso en el  que  el 

tamaflo  del  nido  es  demasiado  pequeflo  para  el  metal y  Cste  se  encuentra 

prhcticamente  sobre  la  superficie. En el  primer  caso,  el  metal  queda  bien 

anclado en un  punto  sobre  la  superficie y puede  servir  de  semilla  para  formar 

un  cristalito  pequeño.  Otros  &tomos  anclados  pueden  actuar  de la  misma 

forma  en  otros  puntos  de  la  superficie  dando  como  resultado  una gran 

dispersi6n  y  buena  actividad  catalítica. En el segundo  caso, el  dtomo  esta 

dCbilmente  unido y se espera una tendencia  mayor a unirse con otros  &tomos 

para  formar  cristales  grandes con la  consecuente  disminuci6n  de  la  actividad 

catalítica.  Desde  luego,  tambi6n se puede  considerar  el  caso en el  que AE 

de  la Ek.(86) fuera  mayor  que  cero, es decir,  el  &tomo  no se une a la 

superficie  en el  nido sino en algún otro  punto  (aquel  donde AE < O ) .  Esto 

nos  lleva a una situacibn  muy  similar  a  la  del  caso  anterior, por lo  que 

tambi6n  se  esperaría  una  disminucihn  de  la  actividad  catal  itica por la 

formacibn  de  cristales  grandes. 

De este dlisis puede  concluirse  que  la  concordancia  entre el "tamaño" 

del  &tomo y el tamaiio del  nido es un factor  importante para lograr  una  buena 

dispersih y, por lo tanto,  una  buena  actividad  catalítica. 

Para diseñar una estrategia qu.e  nos  permita  calcular  la  energía  de 

interacci6n  entre un &torno y un cristal  idnico  del  tipo  de  la fluorita  es 

necesario  considerar varios factores. En primer lugar, no  es f&cil poder 

establecer el  número  mínimo  de  &tomos  necesarios  para  poder  describir  lo m& 

fielmente  posible l a s  características  electr6nicas de  la superficie  y del 



74 

bulto  del  cristal. En el  caso  de  la  fluorita, una peculiaridad es el  alto 

grado de  ionicidad  de  los  dtomos  en  el  cristal:  cationes  tetravalentes y 

aniones  divalentes  atrapados por la  interacci6n  coul6mbica  de  largo  alcance. 

Así, si se  intenta  llevar a cabo  un  c6lculo  de  orbitales  moleculares,  se 

estaría  limitado a considerar  muy  pocos  dtomos  del  cristal  aunado a la 

dificultad  de  poder  describir  correctamente la naturaleza  ibnica  del  cristal, 

con  lo  cual se corre  el  riesgo  de  describir  una  situacibn  muy  alejada de las 

características  del  sistema  que  ínteractúa  con  el  &tomo  methlico. Por 

ejemplo,  los  ct5lculos  reportados por Horsleys6  muestran  una  transferencia de 

carga  fuerte  entre  el  &tomo  methlico y el cristal.  Esta  transferencia  puede 

disminuir o incluso  desaparecer  conforme  se  incremente  el  número  de  &tomos  en 

el  cristal. 

Como  una  primera  aproximaci6n  tebríca  del  modelo  propuesto  arriba, y con 

el objeto  de  aplicar  el  formalismo  desarrollado al principio  de  este 

capitulo,  consideremos  que  no  hay  transferencia  de  carga  entre  el  cristal y 

el  metal. Así, el  potencial  electrosthtico  generado por las cargas fijas de 

los  iones  en  el  cristal se  considera  como  una  perturbacibn  sobre  el  &tomo 

methlico  neutro.  Para  poder  incluir  la  deformacibn  del  metal a medida  que 

se acerca a la superficie  es  necesario  considerar,  cuando  menos,  las 

correcciones a segundo  orden. 

El  potencial  electrostatico  generado por el  cristal  est&  dado por 

u(r) = - [ I R. - rI 
‘i pi (ri 1 I ’  (89) 

1 
1 Ri - r -  I 

donde  la suma corre sobre todos los iones  en  el  cristal; Zi y p (r 1 son  la 

carga  nuclear y la  densidad  electr6nica  del i-6simo ion. El sistema de 

coordenadas  utilizado  se  muestra  en  la  Fig.3 . Como los  iones  tienen  una 

i i  
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Figura 3. Geometría  involucrada  en  la  descripci6n  de la 
interacci6n  &tomo-superficie, 
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configuraci6n  de  capa  cerrada, 

siendo Ni el nwero de  electrones en el  i-bsimo  ion.  El segundo  termino del 

lado  derecho  de  esta  expresi6n  decae  exponencialmente por lo  que s610 

contribuye  a  distancias pequelias. .Asi, cuando el &tomo se  encuentra  lejos 

de  la superficie, la  Ec.(891 se  reduce  a 

Qi d r )  = - 1 I Ri - r l  i 

8 (91 1 

donde Q, = Zi - Ni es la  carga neta del i-6simo ion en el cristal. 
Substituyendo la Ec.(91)  en  la  Ec.(27a)  y  suponiendo  que el  &tomo  neutro 

es  esfericamente  simetrico,  se  obtiene que 

Dado  que  cada uno de los tCrminos  de la sumatoria  decae  exponencialmente  y 

como la suma est& formada por contribuciones  tanto  positivas  como  negativas 

que  tienden  a  cancelarse,  podemos  concluir  que  la  correcci6n  a  primer  orden 

es importante  cuando  el &torno se encuentra  cerca del  cristal. 

Por otro lado,  substituyendo  la  Ec. (91) en la Ec. (69) se obtiene  que, 

dentro  de la aproximaci6n  local, 
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Utilizando el desarrollo  binomial 

un &tom esferico  esta  dada por 

a = S" J dr r2 fo(r) 3 

y reconociendo  que la polarizabilidad  de 

se  obtiene  que el termino  líder  de  la  correcci6n  a  segundo  orden es 

Es importante  seKalar  que si desde un principio se hubiese  impuesto  la 

aproximaci6n  de  pares,  entonces en la  Ec.(95)  sólo  habrían  aparecido  los 

terminos con f = j, los  cuales  corresponden a la energía de  inducci6n  que 

resulta  de  la  interaccibn  entre  una  carga  puntual y una densidad  de  carga. 

De aquí que el resultado  obtenido  es m& general,  pues  los  tkrminos  con i f j 

representan  contribuciones  que  involucran  simultibeamente al dtomo y a dos 

iones,  lo  que  implica la inclusibn  de  efectos  de  muchos  cuerpos en la 

Ec. (95). 

Comparando la contribuci6n  de  primer  orden  con la de  segundo, se puede 

ver  que  el  termino  principal  de  la  interacci6n  entre un dtomo  neutro y un 

cristal  i6nico  est&  dado por la Ec.(95). A s í ,  la energía de  interacci6n  de 

largo  alcance  se  puede  escribir  como 

AE - a 

a 4 
F + O(R-") , 

O 

donde a, es la longitud  de  la  arista  de la celda  unitaria y F es una funci6n 

que  depende  exclusivamente  de  la  estructura  cristalina.  Para la fluorita, 
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2, Q Q  

R2 R2 = - 128 F P I  i 3 
donde Ri y R se  miden  en  radios  de  oxigeno ( ro = a0/4 1. 

j 

(97 1 

Es importante  sefblar  que la universalidad  de la Ec.(96) se  rompe  en  el 

momento  en  que  se  incluyen  los  tkrminos  de  orden €I* y/o los  que  decaen 

exponencialmente. 

Para un cristal  de  fluorita  con  estequiometría A02 y la superficie 

completamente  hidroxilada,  la  parte  universal de la  interacci6n  cuando se 

aproxima un &tomo  verticalmente  sobre  una  vacancia de oxígeno  tiene  la  forma 

mostrada  en  la  Fig.4 . El  cristal  utilizado  en el c&lculo  de F contiene 

2600 oxígenos, 1024 metales, 118 hidr6genos y se  colocaron  cargas 

fraccionarias  en las aristas,  esquinas y caras  con  el prophito de  mantener 

la electroneutralidad  del  cristal. Es importante  hacer  notar  que  para 2 < O 

el  Btomo se est&  acercando a un ion  de  oxigeno por lo  que  para  estas 

distancias  no  es  adecuado  despreciar  las  contribuciones  exponenciales. 

De esta  manera  se  puede  ver  que para que  el &tom penetre al cristal  es 

necesario  vencer  una  barrera  de  activaci6n  que  es  directamente  proporcional a 

da4 . Si el  &tomo  es  muy  polarizable ( a  grande) y el  cristal  tiene  una 

estructura  muy  cerrada (ao pequefía) la barrera  de  activaci6n  es  grande y ser& 

dificil  que  el  &tomo  penetre. POI- el  contrario, si el  &tomo es poco 

polarizable ( a  pequefia) y el  cristal  tiene  una  estructura  muy  abierta  (a 

grande).  entonces la barrera  es  pequefia y el  &tomo  penetra  fhcilmente.  Este 

analisis  concuerda  con  los  argumentos  planteados  al  inicio  de  esta  secci6n 

O 

O 

para  describir  el  modelo  de  vacancias de oxígena en  la  interacci6n 

metal-soporte,  pues  una  medidad  del "tamafio" de un &tomo es  precisamente  la 

polarizabilidad. y el  tamaflo  del  nido  est&  directamente  relacionado  con a,. 
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Figura 4. Parte  universal de la  interacci6n  btomo-cristal 
para la trayectoria ( O , O ,  z )  con  vacancia de oxígeno  en 
( O ,  o, O )  

Estos  resultados  dejan  ver  que la formulaci6n  presentada  al  principio de 

este  capítulo  constituye  una  herranienta  poderosa  para el  estudio de 

problemas  cuyo  grado  de  complejidad es tan grande  que esth lejos  de se- 

tratados por otros  mktodos m& convencionales. 
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CAPITULO IV 
PARAM3tOS DE HUCKU, EXTENDIDO  MEDIANTE 

LA 

TEORlA  DE  FUNCIONALES  DE LA DENSIDAD. 

En los capítulos  anteriores  se ha visto  el  papel  relevante  que  Juegan 

ciertas  cantidades  que  se  pueden  definir  de una manera  rigurosa  dentro  de  la 

teoría  de  funcionales  de la densidad (TFD), como  son  el  potencial  químico 

(electronegatividad),  dureza,  blandura,  etc. 

En este  capítulo  se  presenta  una  aplicacidn  de  la TFD para  la 

determinaci6n  de  algunos  de  los  parhetros  que  son  necesarios  en un mdtodo 

semiemplrico  de  estructura  electr6nica  que  ha  sido  particularmente útil para 

la descripci6n  de la naturaleza  del  enlace  químico. Nos referimos  al  mdtodo 

de  Hilckel  extendido.  Para  ello se recurre al mCtodo  de Kohn-Sham y al 

estado  de  transici6n para mostrar  que  los parhetros at6micos de los  mdtodos 

de  HIickel  extendido (HE) y su variante  de  autoconsistencia  en  cargas (HEAC) 

se  pueden  expresar  como Hii = -Ci = ci TS , Bi = z< r > y Ai = 1/8ni , donde 1 -1 TS 
i 

E Ts < r-’ y n son  el  valor  propio  del  estado  de  transicibn,  el  valor i ’  i i 
esperado  de r-’ y el  número cuhtico principal  del  i-Csimo  orbital  at6mico y 

las energías  de  ionizaci6n  orbital  de  valencia esth dadas por Ii = - Hii  en 
el  m6todo  de HE y por Ii = Cj  + Bi q + Ai q2  (q  es la carga  del  Btomo  en  la 

mol6cula)  en  el  m6todo HEAC. Los valores  de cis  y < r-* >Ts se  pueden 

determinar a partir  de un s610 c6lculo  autoconsistente  de KS. Se presentan 

resultados  para  &tomos  que  contienen  orbitales  de  valencia 4 y p y para 10s 

metales  de  transici6n. 
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lV.1 INTRODUCCION. 
Los dtodos de HE y HEAC son procedimientos  semiempiricos  sumamente 

Qtiles para el  estudio  de  la  naturaleza  del  enlace  químico  en  sistemas 

complejos (con muchos  electrones), a s í  como  una muy  buena  primera 

aproxi~aci6n para  establecer  diversos  criterios de  reactividad  química. 

La flexibilidad  de  algunas  de sus aproximaciones  permiten su aplicaci611, a 

traves  de una  selecci6n  adecuada de parhetros, para  obtener  resultados que 

en  ocasiones no  s610 son cualitativos  sino  cuantitativos. 

98-102 

En el  metodo  de HE, los  elementos  dfagonales  de  la  matriz H (integrales 

coul6mbicas) se dam en tbrminos  de  las  energías  de  ionizaci6n  orbital  de 

valencia l a s  cuales son independientes  de la carga  de los  &tomos  en  la 

mol&xla, 88 

mientras  que en el mbtodo HEAC bstos estb dados por 

- HytAc(ql = I i ( q )  = Ci + Bi q + Ai q 2 , 

donde q es la  carga  neta del  &tomo  en  la  molecula y las constantes - H i i  HE , Ai, 

Bi y Ci son los  parametros  at6micos. 

Puesto  que la  Ec. (2) se puede  interpretar  como 

de Taylor  de Ii  alrededor del  valor  del &tom neutro, 

a 2 
Ii(q) = 2 a 

N=Z 
( Z es la carga  nuclear, N es  el nhero de  electrones 

de l a s  Ecs.(1)-(3) se tiene  que 

un  desarrollo  en  series 

esto  es, 

y  q = 2 - N 1, entonces 



B i = - [ 2 ]  N=Z , 

las  cuales  muestran  que  los  parametros  at6micos esth relacionados  no s610 a 

los  valores  de Ii del  Btomo  aislado  sino  tarnbih a l a s  derivadas  de Ii con 

respecto  al  número  de  electrones. 

Este  anidisis  muestra  que  el  paraetro Ci del  mbtodo HEAC es  igual  al 

parametro HY; del  mbtodo  de HE. Sin embargo,  en la practica  estos  valores 

suelen  ser  diferentes,  puesto  que  en  el  m6todo  de HE las energías  de 

ionizaci6n  orbital  de  Valencia  son  idependientes  de  la  carga del &tomo  en  la 

molkcula. La parametrizaci6n  toma  en  cuenta,  de  alguna  manera, un valor m& 

realista para el  &tomo  en  la  mol6cula. Así, de los  valores  reportados  en  la 

Tabla I11 se  puede  ver  que, por ejemplo  para  el  Li  el  valor de -Hii es 

ligeramente  mayor a Ci, lo  cual  refleja  la  tendencia  de  este  &tomo a estar 

ligeramente  cargado  positivamente  en  la  molecula. Por otro  lado,  para  el F 

el  valor  de -Hii es  ligeramente  menor a Ci lo  que  corresponde a la  tendencia 

del  flúor  de  adquirir  una  carga  negativa  en la molecula. 

En principio,  los  valores  de Ci, Bi y Ai se  pueden  determinar por 

diferenciaci6n  numCrica  de  los  valores  experimentales  de Ii para el  Btomo 

neutro y dos o m* de sus iones  positivos o negativos. 

Desafortunadamente,  no  siempre  se  tiene  disponible  esta  inforlraci6n  para 

cualquier  estado  de  Valencia  de  cualquier &tomo. Por otro lado,  tambien  se 

pueden  utilizar  los  valores  tebricos  de Ii determinados a partir  de  mCtodos 

98 

...*_ " 



83 

basados en la funci6n de  onda, sin embargo,  debido  a las dificultades 

computacionales,  este  procedimiento no se ha implementado  completamente. 

Un camino m& atractivo  para el  c&lculo sistedtico de Ci, Bi y Ai a 

partir  de l a s  Ecs. (4) - (6)  lo da la TFD, la  cual  permite  variar  de una manera 

continua el número  de  electrones en un sistema,  de  manera  que  es  posible 

llevar  a  cabo  la  diferenciaci6n  explícita. De hecho, ya se  han  obtenido 

parhetros de HE usando  la  aproximacibn  local  para el  intercambio y la 

corre 1 ac i 6n. Por ejemplo, Grod~icki'~~ desarrofl6 un esquema  variacional 

tipo HE, -son y Pyykkij, y misch y Pyykka lab han parametrizado el 

&todo  de HEAC relativista , y m& recientemente  Tatsumi y Nakamuralos  han 

implementado un esquema  cuasi-relativksta. 

1 M a  

Como se sefialo en 

aproximaci6n  local  para 

soluci6n  autoconsistente 
r 

IV.2 METOM). 
el primer  capítulo, e: m6todo  de KS" con la 

el intercambio y la  csrrelacibn  se  basa en la 

de 

.1 

donde  Veff(r) es el  potencial  local  efectivo en el  cual  se  mueve  el electr6n 

en  el  orbital  i-6simo y est6 dado por 

La densidad  electr6nica  se  escribe como 
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En la Ec.(8), Vxc(p) es el  potencial  local  de  intercambio y correlaci6n el 

cual  es  igual  a la derivada  funcional  de  la  contribuci6n  de  intercambio y 

correlaci6n  a  la  energía total. 

La energía del  estado  basal  se  determina a partir  de 

(10) 

donde ni es el nhero de ocupacibn del  orbital i-esirno, JIPI es la energía 

coul6mbica y Exc[pI es la energía de  intercambio y correlacih. 

Dentro  de  este  esquema, el chlculo  de l a s  energías  de  ionizací6n 
139 orbitales se efectGa  recurriendo al concepto  de  estado  de  transici6n (TS). 

Para ello, se utiliza la siguiente  propiedad  de  los  multiplicadores  de 

que se conoce  como el teorema de  Janack. Esta  relaci6n  se ha aplicado para 

el cdlculo  de  diferencias  de  energía  puesto  que, de acuerdo con el teorema 

del  valor  medio, se sabe  que AVAni es igual a  aE/ani  evaluada en algún  punto 

dentro del  intervalo  Ani. Por simplicidad,  en el mktodo  del TS se 

selecciona el punto  correspondiente a la configuraci6n  electr6nica que se 

encuentra a la  mitad  entre  los  estados  inicial y final y de esta manera,  el 

valor  propio  obtenido  para el TS es  directamente  la  diferencia  de 

energías. 141-144 

Este  procedimiento  implica  que  la interpretacib del  valor  propio del TS 

depende  de  la  selecci6n  de  los  estados  inicial y final. Por ejemplo,  en  el 

cilculo  de las electronegatividades  absolutas por el  rnktodo  de KS, los 
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estados  inicial y final  corresponden  a  los iones positivos y negativos, 

respectivamente, y el TS es el  &tomo neutro en su configuracibn  basal, de 

manera que de  acuerdo con la  Ec.(lX), el valor  propio del altimo  orbital 

ocupado de Ks se puede  interpretar como la  electronegatividad  del &torno 

aislado en  su configuracidn  basal. Para el caso de  las  energías 

orbitales  de  ionizacibn, el estado  inicial  corresponde a la  configuracibn 

basal  del  fitomo neutro y el  final all ion  positivo  cuya  configuracibn  es la 

del  &tomo  neutro  donde se ha el.iminado un electrbn  del  orbital  en 

consideracidn, a s í  el TS se  obtiene  retirando  medio  electr6n  del  orbital y el 

valor  propio de  &te se  puede  interpretar  como  la  energía  orbital  de 

ionizacibn  para el dtomo  aislado. La comparacidn  con los 

resultados  experimentales  siguiere  que  el TS incorpora  parte  de  los  efectos 

de relajacibn y correlacibn. 

65,143-146 

139,141,147 

148 

A s í ,  desde el punto  de  vista  del  mktodo  de KS, los parhetros Ci o Hii 

se  pueden  obtener  directamente a partir  de un c&lculo  de  campo 

autoconsistente cor,  la configuracidn  electrbnica para el TS. Sin embargo, 

el  cfilculo  de Bi y Ai de  acuerdo con las Ecs. (Sl-(S) requiere  de ínf'ormacibn 

adicional. Un carino  sería  efectuar el calculo del TS para  varios  valores 

de q alrededor  de g = 112, y llevar  a  cabo una diferenciacibn nwnEtrica  de  los 

datos de cis  contra q. Este  procedimiento  es m& sencillo  dentro del 

esquema  de Ks que en un metodo  basado en la  funci6n  de  onda,  pues en el 

primero,  al  ser  posible  la  variacibn continua del  número  de  electrones,  se 

pueden  seleccionar  valores  cercanos  a un medio y a s í  evitar  los  problemas  de 

convergencia  que s r g e n  principalmente  en el caso de aniones. De cualquier 

manera,  este  caminc  implica un gran  esfuerzo  computacional,  pues  requiere  de 

varios  c&lculos  atbmicos  para  determinar cada parhtro. 
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Con el  objeto  de  establecer un procedimiento rds simple,  consideremos el 

desarrollo en series  de  Taylor del  valor  propio  de KS para un estado  de 

valencia  especifico,  alrededor  del  punto q’ = O, esto es 

donde ci(0) es el valor  propio  del i+simo orbital  correspondiente a la 

configraci6n del  estado  basal  del dtomo correspondiente. 

En este  punto  es  importante  mencionar  que  para  poder  utilizar  la  Ec. (12) 

es  necesario  distinguir  entre  la  energía  de  ionizaci6n  del  dtomo  neutro 

aislado y la correspondiente al dtomo en la molCcula el cual,  en  general, 

tendrd una carga neta. En el primer caso, de  acuerdo con el mbtodo  del TS 

=- - Ci(1/2) = Ei(O 

a &i 
2 

+T[?] 
1 

z 

) + 2 [ 3  1 2 q’=O + 
I (13) 

En el segundo caso, para el  dtomo en la  molbcula,  de acuerdo  con el 

mbtodo TS para  energías  de  ionizacidn q’ = 2 - N = q + 1/2, y por lo tanto 

&:l(q + 1/21 = Ci(0) + q c 

A s í ,  comparando con las  Ecs.(2) y ( 4 )  y truncado el desarrollo  hasta los 

terminos  de  segundo  orden,  se  encuentra que 
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, 
z q ' 4  z q'=O 

(16) 

Y 

La utilidad  de  estas  expresiones  estriba  en el  hecho  de que por medio  de 

un modelo  sencillo  basado en efectos  de  apantallamiento se ha mstrado que  la 

variacibn  del  valor  propio  de KS con la carga se puede  describir  bastante 

bien por medio  de  la  siguiente  ecuacibn: 145,147 

donde 

I I #l(r) l2 
r 

< r-l >: = e - t (19) 

es el valor  esperado de r-l para  el  orbital y ni es el nbero cuhtico 

principal de este  orbital. El superindice "o" se usa  para  indicar  que  estos 

valores  corresponden al &tomo neutro  en  su  configuraci6n del  estado  basal,  de 

manera  que cf = &,(O). 

En fa Figura 5 y en la Tabla I se presenta  evidencia  numf5rica a favor  de 

la  Ec. (18).  En la Figura 5 se puede  ver  que  la  comparaci6n con los  valores 

exactos es excelente.  Estos ~ltimos se  obtuvieron  a  partir  de  calculos 

autoconsistentes  de KS pasa un valor  dado  de q, utilizando la aproximaci6n  de 

Gunnarsson y Lundq~ist'~ para la  contribuci6n  de  intercambio y correlaci6n. 

Tambikn en esta  figura se incluyen los  resultados  para ci(q) que se  obtienen 
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de  la Ec. (121, despreciando la segunda 

derivada, y calculando la  primera 

derivada por diferenciaci6n nu&rica  de 

los datos de E~ contra  q  para  q = 0..2, 

0.1, o, -0.1, -0.2. La concordancia 

satisfactoria  entre  estos  últimos y los 

valores exactos  alrededor de q = O 

muestran que el  valor  propio  de KS es 

prhct  icamente  lineal en la carga  dent.ro 

de  este  intervalo,  lo  cual  indica  que  la 

contribuci6n  de l a s  derivadas  de  orden 

superior  a  partir  de  la  segunda  debe  ser 

peque- comparada con la  primera. For 

otro  lado,  la comparacibn de  los  valores 

obtenidos  mediante  la  Ec. (12) y la 

Ec. (18) indica  que < r >O es UM 

excelente estimaci6n de  (Zki/aq’ 1 I,,,o 
(ver Tabla 1 1 ) .  

-1 
i 

.2 O - 2  . 4  . 6  . 8  1 

2-N 

Figura 5. CrMica del  valor 
propio  de Kohn-Sham contra  q=Z-N 
para el  Btomo  de C en la 
corfiguraci6n  la22022p2-q; 1 ínea 
s61  ida,  Ec. (18) ; 1 ínea  punteada, 
Ec. (121,  despreciando  las 
segundas  derivadas; x, valores 
exactos 

Suponiendo  que en general 

( < r-l >I est& dado por la  Ec. (10) con el  orbital #y obtenido  de un c&lculo 
autoconsistente para la  conf‘iguracibn con el  número de  electrones  en  este 

orbital  tal  que  el  &tomo  tiene una  carga  neta de q 1 entonces, a partir  del 

desarrollo en series de  Taylor  para la primera  derivada  de ci con  respecto  a 

q’  alrededor  de q’ = O, y evaluando  para q’ =1/2, se  obtiene  que 



TABLA I. Comparaci6n  entre los valores  de - 1 <r-l>l y los de(Bcl/hlIo 

obtenidos por diferenciacibn  numkrica  del  orbital  at6mico m& 

alto ocupado en la  configuracibn  del  estado  basal  del atom 

neutro (en eV). 

2 

At om0 

Li 

B 

C 

N 

O 

F 

Na 

Al 

Si 

P 

S 

c1 
K 

Br 

Rb 

I 

I <r-l>o 
2 1 

4.86 

8.22 

10.54 

12.84 

15.10 

17.34 

4.44 

5.38 

6.66 

7.88 

9.06 

10.20 

3.60 

8.58 

3.36 

7.10 

[ ]O 

4.72 

8.16 

10.00 

11.80 

13.54 

15.24 

4.60 

5.60 

6.80 

7.92 

8.98 

10.00 

3.84 

8.96 

3.66 

7.74 
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(21 1 

donde  se ha utilizado la Ec. (20). 

Finalmente,  usando l a s  Ecs.(13), (18) y (211 en las Ecs.(15)-(17)  se 

encuentra  que 

Y 

- Hii = ci = “E 
TS 
i * 

1 
8n: 

Ai = - 

(22 1 

(24) 

obtienen a partir  de un s610  calculo  de K!3 con  la  conf‘iguracibn  electrbnica 

apropiada del TS para  la  energía  de  ionizacibn  orbital  de  Valencia  que  se 

desea  calcular,  estas  últimas  expresiones  proporcionan un camino  muy  útil 

para  determinar  los  parhetros  de  los  mCtodos HE y HEAC para  cualquier  estado 

de  Valencia  de  cualquier  &tomo. 

Es importante  seÍíalar  que Pyykkij ha sugerido  el  empleo  del  estado  de 

transicibn  dentro  del  mCtodo  de  Dirac-Slater  para  la  determinacibn  de  los 

parbetros de HE. De hecho,  ha  mostrado  que  el  estado  de  transicibn  mejora 

considerablemente  los  resultados  num6ricos  para  los  valores  propios 

mo 1 ecul ares. La ventaja  adicional  del  anhlisis  presentado  en  este 

trabajo  es  el haber establecido  la  relacibn  entre Bi y el valor esperado de 

r en el estado  de  transici6n  la  cual  proporciona un camino  sistemhtico  para 

la  determinaci6n  de  parbetros  partiendo  de  una sola fuente  tebrica. se 

-1 
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puede  anticipar  que la Ec.(24) para Ai es demasiado  simple como para  esperar 

que proporcione una buena  estimaci6n  de  este paJ.bmetro. Una  manera de 

mejorar este lLltino seria el  modificar  el  modelo  de  apantallamiento. 

IV.3 RESULTADOS Y DISCUSION. 
Con el  objeto  de  probar  las  relaciones  obtenidas en la última  secci6n 

para la determinacibn de  los  parchetros  de  los  mktodos  de HE y HEAC a partir 

de un c&lculo  de KS, en  esta  seccibn  se  presentan  los  resultados  para  &tomos 

con  orbitales de valencia h y p, a s í  ramo para  los  metales  de  transicibn. 

Los estados de transicibn  adecuados  para las energías  de  ionizaci6n 

orbital  de  valencia  se  determinaron a partir  de  la configuraci6n  electrbnica 

que se utiliza  para  obtener los  parhmetros  atbmicos  de  informacidn 

experimental. Las reglas  para  determinar  la  configuracibn  del  estado de 

transicibn se dan  en la Tabla 11. En esta  tabla  se  puede  ver  que  algunas de 

l a s  configuraciones  corresponden a estados  excitados  los  cuales, en general, 

presentan  problemas  de  convergencia  dentro  del  formalismo  de KS. Sin 

embargo,  este  problema  se  evita por el  c&lculo  del  estado  de  transicibn,  pues 

la carga neta de +1/2 ayuda  a la  convergencia  debido a  que los  valores 

propios  se  desplazan a valores m& negativos. De hecho,  los  resultados 

presentados  en  este  trabajo no  tuvieron ningh problema  de  convergencia. 

Los resultados  para  &tomos  con  o:rbitales  de  valencia a y p se reportan 

en la Tabla 111, y los  correspondientes a los  metales  de  transici6n se 

encuentran en la Tabla IV. Al comparar los valores  que se ut i l  izz? 

normalmente  con los obtenidos  mediante  el  &todo  de Ks con TS, se puede veT 

que las  Ecs.(22)-(23)  proporcionan  estimaciones  excelentes  de los valores  de 
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TABLA 11. Configuracibn de los estados  de  valencia y de 
transici6n  para  &tomos  con  orbitales & y p, y pera los 
metales  de  transici6n. 

Est  ado 

valencia 
Orbital de 

IM1npo 

IMonpl 

IM2npo 

IM2npa 

! ! 

I P  1 (n-l)d IM np 
10 1 1 

transici6n 

n o w  0.5 o 
E 
TS 
na 

noonPo. 5 E TS 

"np 
1.5 o e TS 

IM 

IMlnpo' 5 E TS 

nP 1.5 oc. 
E 
TS 
(M 

IM2,4t-0. 5 E TS 

(n-1 )de-lru, 0.5 nc, o & TS 

-1 o 0.5 TS 
np 

IM 

(n-118 IM np & 

(n-lld IM np 10  1.5 o TS E 
(M 

(n-lld (M np 10 1 0.5 TS E 

(n-112 IM np 
E& + &dp 

(n-112- IM np 

. 5  2 o TS TS 

5 1 1  2 
I 
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Ci y B1. En estas  tablas no se  reportan los valores  de Ai los cuales  se 

pueden  calcular  fhcilmente por medio  de la Ec. (24). Los valores  obtenidos 

del  modelo  de  apantallamiento  hidrogenoide  subestima a los empleados 

normalmente,  sin  embargo los comportamientos  generales estb correctamente 

descritos,  pues  esta  expresi6n  predice  que Ai es una constante para un  número 

cuhtico principal  dado y los  valores  ajustados  varían  dentro  de un mkgen 

bastante  pequef'io. 

El acuerdo  general  con  los  valores  reportados  en  la  literatura 

representa un apoyo  muy  s6lido  para  el  empleo  de  este  mtitodo  como un 

generador  sistemhtico  de  parametros  de  cualq-der  &tomo  en  cualquier  estado  de 

Valencia. En particular,  se  puede  aplicar  para  obtener  parametros de 

tierras raras y diferentes  estados  de  Valencia  de  iones.  Tambien  es  posible 

extenderlo, sin mayor  dificultad,  para  obtener  los parhetros del  metodo 

iterativo  de HE con  tres ( o m& 1 configuraciones  at6micas. 

Otro aspecto  importante  del  &todo  es su flexibilidad  para  incluir  la 

presencia  de un entorno  químico para cada  &tomo  en  la  molCcula.  Esto 6ltimo 

se  logra  introduciendo un termino  de  energía  potencial  adicional  en  las 

ecuaciones  monoelectr6nicas  de KS ( Ec.(7) 1. el  cual  representa la presencia 

de cargas puntuales  colocadas a diferentes  distancias  del  dtomo  considerado. 

Esta es una  manera  de  incluir la correcci6n  de  Madelung  en  el  m6todo  de 

A s í ,  las energías  de  ionizacibn  orbital  de  Valencia dependerh no 

solamente  de la carga  del  dtorno en la molecula  sino  tambikn  de las cargas  de 

los otros &tomos. 

HE. 140 

Vale la pena  sefialar que aun c m 0  las Ecs. (22)-(24) son  muy 

convezientes  desde un punto  de  vista  coEptaciona1  debido a que  toda la 

infornaci6n  se  puede  obtener a partir de un s610 c(alcu1o  de  estado  de 
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transici6n de KS, tambih es posible  evaluar  los  parametros  calculando cf TS 

para varios valores  de q y llevando a cabo un ajuste por mininos  cuadrados  en 

la forma  de  la Ec. (2). Este  procedimiento no modifica  significativamente 

los  valores de Bi y Ci que se obtienen  de l a s  Ecs.(22)-(23), pero mejora 

considerablemente las  estimaciones  de Ai como se puede  ver en la Tabla V 

donde  se  reportan los  valores  obtenidos  para  el caso  de  Fe y Ru. 

Finalmente, se hace  notar  que por completez se han  incluido  los  valores 

de  los parhetros de  los  elementos  pesados ( tercera  fila de  metales  de 

transici6n 1 pero que para generar parhetros m& adecuados de  estos 

elementos  es  necesario  recurrir  a un mCtodo relativista'%  para su 

determinaci6n. 
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TABLA 111. Parsmetros  para los &todos HE y HEAC de una configuraci6n 

para &tomos  con  orbitales de Valencia a y pa. 

$<I- -1,TS Atomo Orbital - 
27.18 14.089 

__ 

5.439 

3.610 

5.439  5.4  106 %-% 1 1: 
3.610  3.5 

9.663  10.0  107 

6.072  6.0  5.6 

4.3 

4.3 

Li 26 5.4  106 4.8  98 

3.5 3.4 4.296 

7.968 
~~ 

7.2 

7.2 

Be 2a 

2P 

9.663 10.0  107 9.6  98 

6.072 6.0 5.6 6.711 

14.440 

, 8.438 

10.475 

9.008 

9.8 

9.8 

B 

2P 

24 15.2 98 14.8 106 

8.5 8.1 

19.654  21.4  99  20.4  98 

11.129 I 11.4 1 I 10.6 I 12.926 

11.305 

11.9 

11.9 

25.366 1 1; 99 26.0 

13.900  13.4 

31.600 

16.4  14.8 16.776 

33.0  99  32.3 

15.341 

13.575 

13.7 

13.7 

17.734 

15.826 

15.2 

15.2 

38.373 I 40.0  )lo61  42.4 1 98 20.112 

18.063 

16.2 

16.2 19.769 

5.331 

18.1  19.6 

5.1 

2.43  3. O 

98  4.55  106 

8.26 

4.38 

98 

4.896 4.85 

4.85 

Na 

3P 

3a 

3.178 3.445 

6.215 6. O 

6. O 

Mg 

3P 

30 

4.641 4.768 

7.576 Jlttr 11.794  12.3  106  11.90  98 7.12 

7.12 

A l  30 

3P 5.871 



TABLA I11 (continuaci6n) 
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TABLA I11 (continrraci6n) - 
TS 

-5 
- 

f 
F 

6.62 

3.92 

Orbital 

56 

5P 

56 

5P 

56 

5P 

54 

5P 

54 

5P 

56 

5P 

64 

6P 

66 

6P 
66 

6P 

66 

6P 

6a 

6P 
64 

6P 

6.098 

3.787 I 3.364 I 2.57 

11.767 

5.792 

12.60 

6.19 

112 8.17 

3.81 

121  6.685  8.61 

5.142  7.14 - 
111 14.150 

7.311 

16.16 

8.32 

7.244 

5.722 

16.478 

8.751 

18.8 

11.7 

115 7.783 

6.277 - 
116 18.776 

10.158 

20.8 

14.8 

8.30: 

6.807 

8.803 

7.318 

3.2% 

2.464 

122  3.722  5.20 

3.011  4.09 

122  6.312  10.48 

4.883 6.8 

6.764 

5.363 

7.1B 

5.814 

- 
117 21.069 

11.561 

18. O 

12.7 - 
118 3.960 

2.625 

3.88 

2.49 

5.486 

3.559 

4.76 

2.64 

11.525 

5.715 

8.84 

7.49 
- 
119 13.673 

7.120 

15.7 

8. O 

15.757 

8.435 

15.19 

7.79 

17.794 

9.710 

7.614 

6.244 
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TABLA I11 (continuaci6n) 

yodas las  cant i dades en eV. 

bEstos  valores  se  tomaron  de la  misma  referencia  que  la señalada 

para los parhetros Ci. 
C Los valores  para Bi son extrapolaciones  de  &tomos  vecinos en la 

tabla peribdica. 
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TABLA IV. Parametros pera los  &todos HE y HEAC de una conf'iguraci6n 

para  los  metales  de  transici6na. 

Ref Ref C i  5 <r 
1 -1,TS 

f 

4.765 

3.644 

10.261 

6.3(8.97) 

3.2(5.44) 

5.9(  10.81 1 

123 
(124) 

6.02 

3.33 

98 5.037 

3.834 

6.25 I 

4.41 i 
! 
I 

9.583 

123 
(125) 

~~~ 

109  6.59  98 

3.52 

7.78 

( 109 1 

11.608 

6.7(8.81) 

3.4(5.!32) 

6.7(11.0) 

~ _ _  

5.276 

3.988 

12.837 

5.494 

4.119 

13.997 

Pa 6.85 

Pp 3.91 

3d 8.18 

6.713 I 

5.635 1 
10.80 ; 

7.135 

5.895 
! 

11.96 ; I 

7.3(8.66) 

3.6(5.24) 

7.9(11.2) 

7.  S(9.75) 

3.8(5.89) 

8.7(11.67) 

123 
(126) 

6.86 

3.62 

8.58 

98  5.697 

4.234 6.11 

13.08 i 

7.916 i 
i 

6.30 j 

12.60 j 

I + 15.110 

7.6(9.10) 

3.8(5.32) 

9.2(  12.6) 

123 
(109) 

7.10 

3.71 

9.39 

4a  7.65 

4p  4.10 

3d  10.82 

4.337 

16.190 
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TABLA IV. (continuaci6n) 

4p! C. 184 3.7(5.15) 

3d, 12.404 9.9(  13.49)  10.9 I 
3.89 

I *  I I I - 
Cu 7.72  11.4 8.345  44 

4p; 4.216  3.98  128  6.06 

3d ! 13.162  11.8 14.0 

Zn 44' 10.141  12.41 

6.53 

129 

I 
- 

4 ~ )  5.100 
I 
i 

3d; 19.792 

Y 

5p, 3.618 

5aj  6.014 

4di  5.737 

Zr 54:  6.410 

I 
I 

5p. I 3.774 
4d, i 6.969 

Nb 

5p; 3.878 

541 6.705 

4d'  8.144 

I 
10.10 

6.86 

12.10 

5.89 

3.82 

5.32 

6.11 

4.04 

6.35 

109 6.35 

4.16 

7.37 

- 

_. 

Ref z <r 1 -l,TS 
f 

98 

- 
98 

- 
130 

6.074 

4.430 

17.246 

6.252 

4.515 

18.283 

6.424 

4.593 

19.306 

7.003 

5.189 

21.158 

121 4.395 

7.351 

3.394 

8.320 

3.579 

4.639 121 

121 4.843 

3.723 

9.197 

8.263 

6.441 

13.129 

8.561 

6.552 

13.56 

8.840 

6.639 

13.925 

4.36 

1.98 

5.73 

4.78 

2.19 

6.54 

5.22 

2.52 

7.34 - 



101 

TABLA IV. (continuaci6n) 

t 3.839 

5.64 

2.96 

8.16 

6.57 

4.20 

10.014 

5.177 

3.935 

10.790 

6.06 

3.53 

8.97 

13 1 
(1131 

5.320 

4.016 

11.536 

6.50 

4.23 

9.78 

56  7.293  7.73(10.4) 

5p 4.022  4.44(6.87) 

4d 11.533  11.23(14.9) I 
4.05 

10.44 

7.25 

3.84 

11.47 

7.49 

3.84 

12.49 

" 

121 

- 
121 

5.451 

4.086 

12.257 

5.571 

4.147 

12.961 

6.92 

5.03 

10.59 

7.34 

5.55 

11.40 

4.042  4.57(4.53) 

12.649  12.  S(12.73) 

54  7.551  7.32 133 

5P 

4d 

5p  4.057 3.75 

4d  13.759 12.02 

7.71 

3.83 

13.51 

121 5.684 

4.200 

13.648 

7.77 

6.09 

12.22 

5a  7.664 

5p  4.071 

4d 14.884 

54 9.253 

5p  4.933 

4d  20.091 

7.95 121 6.118 

3.82 4.676 

8.19 

6.50 

13.02 14.53  14.756 
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TABLA IV. (continuaci6n) 

rat TS 
i 

3 a  6.606 

3p 3.838 

3d 6.895 

3 a  6.889  10.10 

3p 3.939  6.86 

3d 8.0281  12.10 

30 7.115 8.26 

5p . 4.007 5.17 

3d 9.137 10.37 

3 4  7.297  9.36 

6p  4.052 I 5.96 

5d  10.235  12.66 

6a  7.450 

6 p  4.088 

5d  11.326 

60  7.584 11.36 

642 4.115 4.50 

5d  12.429 12.17 

6a  7.693! 9.077 

6p  4.129 5.475 

5d  13.526, 12.59 

Ref 

- 

134 

135 

135 

136 

109 

- 
7.39 

s. 02c 
3. 50' 

7.97 

4.41 

7. '72' 

8.50 

5 ., 62 

8.32 

8 ,. 70 

4..  85 

6..  41 

8.. 91 

" 

" 

" 

4. 

7.86' 

9 .. 06 
" 

5. :me 
8.65' 

8.728 

5.209 

12. o 

" 

- 

122  4.604  7. Id 

3.544 5. 5d = 
7.831  8. 5d' ' 

I I 

122  4.777  7.28 
~ ~~ 

3.672 6. lod 
8.481 5.98 ' 

122  4.929  7.50 

3.776  6.02 

9.086 9. 90d 

122  5.064  7.80 

3.864 6.  20d 

9.658 10. 3d 

122 

-. 
122 

" 

138 

5.187  8.24 

3.940  6. 3d9 e 

' 10.205  10. 7d 

5.299  8.64 

4.006 

10.734  11.12' 

5.403  5.112 
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TABLA IV. (continuaci6n) 

Au 64 

6P 

5d 

Hg 64 

5d 

7.791  10.92  137 

4.142  5.55 

14.613  15.07 

9.218 

4.930 

19.013 

ci Ref 

12.36 

9.. 25  122 

5 ,, 55 

13  33 

5.498 

4.112 

11.744 

5.850 

4.503 

12.549 

8.65 

6.59 

12. Od 

9.50 

6.82 

12. 2d 

yodas l a s  cantidades en eV. 

bEstos  valores  se  tomaron de  la misma referencia  que  la  sefialada 

para  el parhetro Ci. 

'Para estos  elementos  existen  reportados  dos  conjuntos  de  valores 

Para Hii. 

dEstos  valores son extrapolaciones de  &tomos  vecinos en la tabla 

peri6dica. 
edx-2 

4p- 

f dx- I 
4. 

gdx. 
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CAPITULO V 

COMPORTAMIENTO DE DIVERSAS PROPIEDADES ATOMICAS 

EN EL 
LIMITE DE CARGA  NUCLEAR  INFINITA. 

Probablemente uno de  los  aspectos m& atractivos  de  la  teoría de 

Thomas-Fermi  (TF)  radica  en  su  uti1  idad  para  poder  entender  comportamientos 

generales  de  diversas  propiedades  atbmicas,  moleculares o de sblidos.  Como 

se  puede  apreciar  en  el  capítulo I ,  la  teoría  de TF suele  ser  una  muy  buena 

primera  aproximacih  para  la  descripcibn  de la estructura electrhíca de  un 

sistema  con  muchos  electrones. 

En particular, la expresibn  de TF para  la  energía  de  amarre  de  una 

especie  at6mica  en  terminos  de  la  carga  nuclear 2 y el  número  de  electrones 

N, da una manera  sencilla  para  analizar  el  comportamiento  global de las 

variaciones  de  esta  con  respecto a cambios  en 2 y N. Para que  este  anhlisís 

sea  representativo  es  necesario  considerar las correcciones  líderes del 

modelo  de TF ya que,  como  es  bien  sabido, a pesar  de  que TF es  exacto  en  el 

límite  de  carga  nuclear  infinita,  sblo  es  capaz  de  dar una representacibn  muy 

cruda  del  comportamiento  peri6dico.  Sin  embargo,  cuando  se  incluyen  las 

correcciones a TF  los  valores  predichos  para una buena gama de  propiedades 

at6micas  mejora  considerablemente. 

En este  capítulo  se  deduce una expresi6n  analítica  exacta  para  la 

energía  de  amarre  no  relativista  de  una  especie  atbmica  sblo  en  tCrminos  de 2 

y N, recurriendo  al  límite  asint6tico  correcto de los  coeficientes del 

desarrollo 2-l para N grande,  al  comportamiento  general de la  energía  como 

una  funcibn  del  número  de  electrones y suponiendo  que  se  conoce  la  solucibn 
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el &tow neutro.  Posteriormente  se  deduce  que el potencial  quimico y la 

dureza  de un &tom neutro en el  limi.te de carga  nuclear  grande  decaen como 

2'ln y tienen un comportamiento  peri6dico con un período  de 2 . Esta 

expresi6n  nos  permite  explicar  el  comportamiento  del  primer  potencial  de 

ionizacibn y de  la afinidad  electr6nica  de  los  elementos en la  tabla 

peri6dica. 

Utilizando la derivada  direccional  de  la  energia  de  amarre  de una 

especie  atbmica  como  funcibn  del  número  de  electrones y la carga  nuclear, a 

lo  largo  de  la trayectoria de  los  &tomos  neutros, y el comportamiento 

asint6tico  del  potencial  químico, en la tercera  seccibn  de  este  capítulo  se 

demuestra  que la energía  de  atracci6n  electrbn-núcleo  de  &tomos  neutros  es 

peri6dica  y  en  seguida se describen  algunos  cocientes  entre  diferentes 

componentes de  la  energía. 

Finalmente,  se  aplica  la  teoría  a la descripcibn  de  iones  atbmicos  tanto 

en el límite  de TF como  para  el  caso  general. 
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V.1 FOf3WAS PARA LA ENERGlA ATOMICA. 
La energía  de amarre no relativista  de un &tomo,  en  tbrrinos  de  la 

teoría  de  perturbaciones 2" est& dada por iSi-iS4 

El c&lculo  de  los  coeficientes E ( N )  es un problema  bastante  complicado 

para j L 1 y aun  cuando, en principio,,  se  pueden  calcular a cualquier  orden, 
.f 

generalmente  su  estructura es desconocida. Los coeficientes  de  orden  cero 

(j = O )  se  conocen a partir  de  la  solucibn del dtomo  hidrogenoide. 

Cuando  la  Ec. ( 1 )  se compara  con la energía  del  modelo de Thomas-Fermi 

(TF) en  el  límite  de care  nuclear  grande,  se  encuentra  que  los  coeficientes 

deben  tener la forma 155-156 

E (N) = 
j 

Subs t i t uyendo 

E(Z,N) = 

donde q = N/í? y 

fn(q) = 

De inmediato 

P O  

este 
W 
P 

resultado  en  la  Ec.(l)  se  tiene  que 

W 

(2) 

( 4 )  

se  puede  ver  que  la  Ec.(3)  constituye  una  interpolaci6n 

suave  entre  valores  enteras de N. Sin  embargo,  como  lo  que  interesa  es el 

límite  cuando N es  grande,  practicamente  no  hay  diferencia  con  la  curva  real, 

la  cual  esta  formada por una  serie  de  líneas  rectas  que  conectan a los 
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valores  enteros  de N. lS7 

Para poder  establecer  condiciones  sobre  los  coeficientes b con f O, 

se  puede  ver  que  en  el  caso  de  &tomos  neutros ( q = 1 1, la  Ec. (3  1 se  reduce 
fn 

donde 
F 
" 

El  primer  termino  de  la  Ec.(5)  corresponde a la energía  del  Btomo  neutro 

de TF, de  donde  se  desprende  que Co= -0.768745, y lleva  al  resultado  exacto 

en  el  limite  de  carga  nuclear  grande. Los terminos  con n = 2,2 158-159 

corresponden a las  correcciones  lideres  al  Btomo  de TF. La primera 

incorpora  el  tratamiento  incorrecto  de  la  energia  cinetica  de  los  electrones 

m&s  fuertemente  ligados  al  núcleo y ,  por diversos  caminos,  se  ha  encontrado ~ 

que CI = 112. El  termino  con n = 2 es  consecuencia  tanto de la 160 

interaccibn  de  intercambio  como  de  pequeñas  contribuciones  de  la  energía 

cinktica.  Schwinger  obtuvo  el  valor de C2 = - 0.269900. Los terminos 

con n = 3 y 4 tienen  dos  componentes: una contribucibn  suave  que  proviene 

fundamentalmente  del  modelo  de  Dirac para la  interacci6n  de  intercambio de 

los  electrones m& fuertemente  ligados, y otra  contribuci6n  oscilatoria  la 

cual  incorpora  de una manera semiclkica 

modelo de TF. Las expresiones  para 163-164 

la  cuantizaci6n  radial y angular  al 

Cg y Cq son 163 

k 

Y 



(8)  

k 
donde C., y Cq son constantes con valores'B2 de  -0.0129783 y -0.0012S492, 

respectivamente, ak y ck son expresiones  complicadas l a s  cuales  en el 

límite  de  carga  nuclear  infinita son independientes  de 2, y hO es el  momento 

angular a i r n o  disponible en el  tratamiento semiclkico del  modelo  de TF. el 

O O 

16S 

cual  est& dado por 

ho = O. 927992 Z - an 1/3 - z1 / 3  

En las  Ecs. ( 7 )  y (81, la  prima en las sumatorias  indica la  exclusióz  del 

termino k = O. 
Para  tener m& informaci6n  sobre 

los coeficientes del  desarro 1 1 o, 

recurrimos al comportamiento general  de 

la energía  de  amarre  de un &tom como 

funci6n del  número  de  electrones 

alrededor  del  punto N = 2 ( ver  Fig. 6 1. 

En  algún  punto  cercano  a  esta  regi6n la 

curva  presentar6  un  mínimo cuya 

posici6n  depende  del  signo y magnitud  de 

la  afinidad  electrbnica ( A = E(Z,Z)  - 
E(Z,Z+1) 1 del &tomo considerado. :La 

evidencia e~perimental'~~ muestra  que 

para  la  mayoría  de  los  &tomos en la 

tabla  peri6dica, A es  una  cantidad 

positiva. Por lo tanto, en general,  la 

energía  del  ani6n  es  menor que la 

166 

E 

b iones iones 
positivo negativos 

I 

atomo N 
neutro 

Figura 6. Energía  contra ri-hero 
de  electrones. Los segmentos  de 
línea  corresponden  a la curva 
real a O K. La curva 2 la 
interpolaci6n  suave. 
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energía  del &tom neutro y así, se  espera  que  el mínimo se  encuentre m6.s 

cerca  del ani6n que del  dtomo  neutro. Si la  posici6n  del  mínimo  esta  dada 

por N = 2 + 6,  entonces  los  argumentos  sefhlados arriba sugieren  que 6 sera 

del  orden  de  la  unidad. La híp6tesis  de  la  existencia  del  mínimo  implica 

[ %FQ I, = o  (10) 

Como la teoría esta enmarcada  en  el  límite  de 2 w ,  es  muy  razonable 

suponer  que 6 <<< 2 y así, usando  la  Ec. (3) para  obtener  la  derivada de la 

energía  total  respecto al número  de  electrones,  junto  con  la  híp6tesis (10) y 

el  desarrollo  binomial  se  llega a la  expresibn 

E- m 

z(4-n)/3 [ bjn [ + j ] ] = 

P O  J=o (11) 

Igualando  potencias  de Z,  se tiene  que  los  coeficientes  del  desarrollo 

deben  satisfacer la relaci6n 
W 

bjn [ + j ]  = O, para n=O,l,2 . 
J d  

(12) 

Cabe  sefhlar  que  en  la  derivací6n  de  la  Ec.(11) se encuentra  implícita  la 

suposicibn  de que 6 es  una  constante,  lo  cual  no  es  estrictamente  cierto. 

Sin  embargo, por las condiciones  físicas  del  problema  es  de  esperar  que 6 sea 

una  funcibn  acotada  con  una  variaci6n  entre O y 1, la  cual  no  afectara  el 

decaimiento  en Z de  la  Ec. ( 11 1. 

Para  obtener m& informacibn  sobre  los  coeficientes  se  recurre  al  hecho 

de  que la teoría  tiene  dos  comportamientos  asintóticos  bien  conocidos. 

Primero, en el  límite q = N/Z 1 junto  con Z + OD, la  teoría  se  reduce  al 
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modelo de TF, lo  cual corresponde a conservar  el 

este  limite,  la  energía  de  amarre  est6 dada por167 
W 

termino con -0. Asi, en 

donde A = (12/7) (219 x~)''~, S(q)  es  la  primera  derivada  de la funcibn de 

apantallamiento  de TF y xo(ql es el radio del  ion  de TF. 

Por otro lado, de  acuerdo  con el teorema  de  Hellman-Feynman, el 

potencial  electrostatico en el  núcleo  est&  dado por 

Para TF se tiene  la  siguiente  expresibn  para R(Z,N) :  167 

OD 

Combinando las Ecs.(13) y (15) se exuentra que 
OD 

(15) 

y derivando  esta  última  expresi6n con respecto  a  q, 

March1=  ha demostrado  que  cuando q + 1, xo(q) + constante x (1-q) -1/3 , 

de  manera  que en este  límite l a s  Ecs.(161 y (17) llevan a 

Y 
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La Ec. (181 es una vieja  conocida,  pues  lo  que  establece  es  que  el 

potencial  quimico  de un dtomo  neutro  en  el  modelo  de TF es  cero. Por otra 

parte, la Ec. (19) junto  con  la  Ec. (11) permite  ampliar  el  intervalo  de 

validez  de  la  Ec. (12) hasta n = 3. 

lc 

El  otro  comportamiento  asintbtico  corresponde  al  caso q + O,  donde  la 

teoría  se  reduce  al  límite  hidrogenoide. 170 Este  límite se define  como  un 

sistema  de N electrones  no  interactuantes  movikndose alrededx de un núcleo 

con  carga  nuclear 2. La energía  hidrogenoide  esti  dada por 

la  cual,  usando  la Ec.(2), se puede  reescribir  como 
m 

esto  es,  corresponde  al  caso j = O .  

Se puede  tener  la  impresi6n  de  que  el  límite  hidrogenoicc  no  proporciona 

informaci6n  acerca  de  los  coeficientes bjn. Sin  embargo, si se 

considera  el  termino n=l en  la  expresi6n  para  la  energia ( Ec.(3) 1, se  tiene 

Y 

(22) 

(23) 

Ahora,  la  f-&sima  derivada  de E' con  respecto a  q en el límite  cuando 
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q + O toma la forma 

Las expresiones  correspondientes a la  Ec.(21)  son 

E: = 3 bol , (25) 

Y 

” - O, para  j+O. (26) 
aqj 

Como las Ecs. (23) y (24) se  deben  reducir  al  límite  hidrogenoide,  al 170 

comparar  con las Ecs.(25) y (26) se  obtiene  que, 

b = O, para  toda j + O .  
j l  

(27) 

De la  soluci6n  del  problema  hidrogenoide  se  sabe  que  bol = 1/2.  Usando 

este  hecho  junto  con  el  resultado  para b obtenid3 arriba y la  Ec. (61, se 

encuentra  que 
jl 

m 

lo  cual  est&  en  acuerdo  perfecto  con  otras  estimaciones  de  la  correcci6n 

líder a la  energía  de TF de un &tomo  neutro. E! acuerdo  no  es  solamente 

cuantitativo  sino  físico,  pues  en  el  límite  hirkogenoide  los  electrones 

involucrados  son  los  que  se  encuentran m& cercanos al núcleo y, como ya se 

mencion6  anteriormente,  la  correcci6n  líder a TF involucra  precisamente a 

estos  electrones. Lo anterior  es  una  muestra de la  consistencia  de  la 

teoría. 

El  resultado (27) permite  ver  que el termino  con n=l de  la  Ec. (11) se 

anula y ,  por lo  tanto,  se  puede  extender  la  validez  de  la  Ec.(12)  hasta n=4. 
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De esta manera,  el  resultado  relevante  de esta  secci6n  es  que 166,171 

M 

bjn [ + j ] = O, para n = 0,1,2,3,4.  

=O 

Substituyendo  este  resultado  en la  Ec.(ll),  se  encuentra  que la  Ec.129) 

implica  que 

f 2(4-n)3 bjn [ !+ + j ] = 

n=5 =O 
W W 

En el  resto  de  este  capítulo se analizan  algunas  de  las  consecuencias  de 

estos  resultados. 

V.2 POTENCIAL  QUlMlCO Y PERIODICIDAD  DE  ATOMOS  NEUTROS. 
Como ya se ha  mencionado  varias  veces a lo  largo  de  este  trabajo,  el 

potencial  químico p y la dureza 1) son cantidades  que est6.n relacionadas eon 

derivadas  de  la energía  respecto al  número  de  electrones.  Estas  cantidzies 

se definen  como 

Y 

Para  Btomos  neutros,  la  aproximacibn por diferencias  finitas de la 

primera y segunda  derivadas  de la  energía  de  amarre  lleva a las  siguieztes 

expresiones : 
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Y 

I)(Z,Z) = I - A e 
(34 1 

donde  el primer potencial  de  ionizaci6n  esta  dado por I = E(Z.2-1) - E(Z, Z ) ,  

y la afinidad  electr6nica  es A = E(Z,Z) - E(Z,Z+l). La Ec. (33) es la 

conocidisima  f6rmula  de  Mulliken para la electronegatividad,  mientras  que  la 

Ec.(34) da una  relaci6n  entre la dureza y la cantidad I - A, la cual  juega  un 

papel muy importante  en  diversas  teorías  semiempíricas  de  estructura 

electr6nica  molecular. 

Los valores  de p y m, o de I y A, dan  informaci6n  muy útil para  entender 

diversos  aspectos  de  estructura  molecular. Su comportamiento 

a lo  largo  de la tabla  peri6dica  es tal que  disminuyen  cuando  se  desciende  en 

una  columna y muestran un comportamiento peri6dico a lo  largo  de  una  fila 

(ver  Fig.7). 

144,169,172-173 

En esta  secci6n  se  muestra  como  el  empleo  de la expresi6n  para  la 

energia  de  amarre  (Ec. (3)) junto  con  una  serie  de  relaciones  entre 

coeficientes b que  tambiCn  se  deduce  en la presente  secci6n,  permite 
Jn’ 

una  justificaci6n  tebrica  del  comportamiento periodico. 

Para ello,  substituyendo la Ec.(3) en las Ecs.(31)-(32)  se  encuentra 
m m 

1 os 

dar 

que 

(35) 

Y 
W W 

Substituyendo  los  resultados  de  la  secci6n  anterior  se  encuentra  que, 

para dtamos  neutros, 
W W 
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Figura 7. a) Primer  potencial  de  ionizaci6n y b) afinidad electrhica 
experimentales  para  dtomos  neutros  de la tabla  peri6dica; 
c) electronegatividad y dl dureza de  &tomos  neutros usando la  aproximaci6n 
por diferencias  finitas y los  valores  experimentales  para I y A. 
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Y 
m m 

las cuales  establecen  que  el  termino  líder  en Z, tanto  del  potencial  químico 

como de la dureza  de  &tomos  neutros  es  del  orden  de  Z-lI3.  Esto  es, 

donde l a s  funciones g y g son  funciones  que  dependen  de. los coeficientes 

cuyas expresiones  se  muestran m& adelante. 
P v 

Este  resultado para el  comportamiento  del  potencial  químico  de  &tomos 

jn' neutros  permite  establecer una relacibn  muy  útil  entre  los  coeficientes b 

Para  ello  consideremos la primera  diferencial 

dE(Z,N) = [ 1, dZ + [ gIz dN . 
De esta  expresíbn, la derivada  direccional 

trayectoria  de  &tomos  neutros (N=Z) esta  dada 

= [ ElN + [E] N=Z N=Z IN=Z 

de la energía  de  amarre: 52 

(41 1 

de  la  energía a lo  largo  de  la 

por 

I .  (42)  

Por Ia Ec. (141, el primer  termino  del ' lado  derecho  de  esta  última 

igualdad  es  el  potencial  electrost&tic:o  en  el  núcleo  para  el  &tomo  neutro, y 

por la Ec. (311, el  segundo  termino es el  potencial  químico  del  &tomo  neutro. 

Así se puede  escribir  que 

Se  puede  ver la utilidad  de  esta  última  expresi6n  notando  que, de 

acuerdo  con la Ec.(3),  los  terminos  líderes  tanto  de (dWdZ) I,, como  de 

R(Z,Z)  son  del  orden  de Z4'3, mientras  que  de  acuerdo  con  el  resultado (39). 
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el  termino  lider  del  potencial  quimico es del  orden  de Z-? A partir  de 

estas  observaciones, la Ec.(43) se  puede  escribir  como 

Substituyendo las Ecs. (3) y (5)  en  esta  Qltima expresih, se  encuentra 

7 - n  
3 'n 3 o n  (2 - j )  bjn , para -0,. . . , 4  (45)  

donde  CA  es  la  derivada  de Cn con  respecto a ho, ya que  según las Ecs.(7)-(9) 

algunos  de  los  coeficientes  Cn  son  funciones  de 2, y por ello  es  necesario 

tomar  en  cuenta su contribuci6n a la  derivada  (dE/dZ) 

La expresi6n  dada por la  Ec. (45) se  puede  combinar  con  la  Ec. ( 6 )  para 

obtener  aproximaciones  de  algunos  de  los  coeficientes b en  terminos  de  la 

inf'ormaci6n  del  6tomo  neutro  que  se  encuentra  contenida  en  los  coeficientes 

Co a C4,  los  cuales  tienen  un  significado f ísic0  muy  claro, y de los 

coeficientes  bon  que  se  conocen a partir  del límite hidrogenoide. 

jn 

Para  poder  establecer  estas  relaciones  es  necesario  truncar  la  suma 

sobre j en  la  Ec. (45) .  Se sabe  que  conservando  solamente  los  tres  primeros 

terminos  del  desarrollo 2" se  obtiene  una  descripci6n  razonablemente  buena 

de  las  energías  de  amarre  at6micas. 151-151 A s í ,  truncando  la suma sobre j 

en j=2 ,  es  posible  expresar bln y bgn  en  tkrminos de Cn y bo,. Entonces, 

para n = O ,  Z,2,3, y 4 se tiene  que 

7 - n  bzn 3 Cn - 2 bon + - h C' 1 
3 o n '  (46)  

Y 

b2n " 
4 - n  
3 'n - l h  C' 5 o n '  (47) 

En la Tabla V se  presentan las expresiones  explícitas  para bo,, bln y 
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bZn. Es importante  sefíalar  que aun cuando l a s  Ecs. (61 y (45) se  derivaron 

solamente para el caso N=Z, estas  resultan  evidentemente  validas  para 

cualquier  valor  de 2, y por lo  tanto  son  igualmente  validas para cualquier 

valor de N, pues  en  este  6ltimo  caso  es  cuest  i6n  de  darle  otro  nombre a la 

variable en la  expresibn. 

Los polinomios P(<y>) que  aparecen  en  la  columna  con j = O  de  la  Tabla V est6,n 

dados por las siguientes  expresiones: 163 

donde 

<y> = y - [y + 1/21 , (53) 

tal que [y  + 1/21 representa a la  parte  entera  de y + 112, y 

1 /3 -113 -5/3 
y(N) = [;N] + A [$N] - 5 [Al3[$N] + * * S  (54)  

El origen  de  estas  expresiones  es  el  desarrollo  asint6tico  de  la  energía 

hidr~genoide'~~ eo(N) y reflejan la imposibilidad  de  escribir  este  desarrollo 

exclusivamente  en  t6rminos  de  potencias de N . Despu6s  del  segundo -113 

t6rmirn  los  coeficientes  son  funciones  de <y>,  la  cual  esta  intimamente 

relacionada  con  la  ocupaci6n  fraccional. y resultan  ser  funciones 

oscilatorias  de  N. 163,175 

Se pueden  utilizar  las  expresiones para los  coeficientes  deducidas  hasta 

el morento  para  encontrar  expresiones  explícitas  del  potencial  químico y la 

dureza  de  atornos  neutros. Si se  toma s610 el  primer  termino  de  la  Ec.(37), 
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TABLA V. Expresiones para los coeficientes b con O 4 j 5 2 y 
O S n S 4, en  unidades  at6micas.  Ver el  texto para la 
definici6n de todas l a s  cantidades. 

Jn 

-;[;I *o 
-1  /3 

-2[;] ?3 

-2/3 

T- l o p  4 -  ;*2 

- 5 co + 

4 

- C l + b  o1 

- 3 c2 + b02 
2 

- -Ao 2n N 1 kcksen(2nkAol N 

k 

'De la Ec. (46 ) .  

b~ la EC. (47) .  

'AN = O. 927992 N"3. 
O 

expresiones para  ak y ck se  tomaron  de la Ref.  165. 
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se trunca la suma sobre j en j-2 y se utilizan l o s  resultados  de  la  Tabla V, 

se encuentra  que el  potencial  químico  de un &tom neutro en el  límite  de 

carga nuclear  grande  est&  dado por”’ 

Esta  relaci6n  proporciona  informacibn muy  interesante. En primer 

lugar,  establece  que el potencial  químico  decae  como , y este 

comportamiento  est6  asociado con el  termino n=2. Como  el origen  de  esta 

contribuci6n  es  fundamentalmente  la  interaccibn de intercambio,  la  cual  no  se 

encuentra  presente en el  modelo  de TF, entonces es necesario  incluirla  para 

que p sea diferente  de  cero.  Este  resultado sf puede apoyar en  diversas 

observaciones. Por ejemplo,  es  bien  sabido que la teoría de TF es  incapaz 

de  predecir  la  existencia  de  aniones, y que  bzsta  incluir  un  modelo  de 

intercambio  (teoría  de  Thomas-Fermi-Dirac)  para que se  puedan  obtener  aniones 

estables. La posibilidad  de  existencia  de -a ani6n  est6  íntimamente 

relacionada  con la  posici6n  del  mínimo en la crva de energía de  amarre 

contra el número  de  electrones,  la  cual  juega -un papel  relevante en el 

desarrollo  de  la  presente  teoría. 

z-l /3 

IC 

Por otro  lado,  el  tCrmino  entre parhtesis c-aadrados  de  la  Ec. (55) es 

una  funci6n  peri6dica  en Z1l3. Este  comportamiento  tambien  est6  relacionado 

con la naturaleza del  termino ri=2. .. 

Sin  embargo, la  expresi6n (55) no  es  estrictanente  correcta  pues  como  se 

sefialo anteriormente,  los  coeficientes Cg y C4 tienen  una  dependencia 

peri6dica en 2 (ver Ecs. (7)-(9) 1. Cuando su exisZencia  es  tomada  en  cuenta, 

el  potencial  quimico  toma  la  forma176 

p(Z,Z) = [ C2 - 2bOz + aTF C; ] - O(Z-2’3) . 2-1/3 2 
(56) 
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Comparando  este  resultado  con la Ec.(55), se  ve  que  la  dependencia en 2 

de Cg introduce una contribuci6n  adicional  de  orden Z"/3, que  tambikn  es  una 

funci6n  oscilatoria  en Z'l3, pero  con una fase  ligeramente  diferente a la  de 

<y>, por lo  cual  se  tiene la posibilidad  de  una  interferencia  constructiva y 

destructiva  entre  estas dos funciones  peri6dicas. En la  Fig.8  se  ve  como  al 

z'13 

-0; I 

-0.3 

4 5 1/3 
L 

I 

I 

! 

incluir  estos  tCrminos se obtiene  una  ligera  destruccibn  de  la  periodiciced, 

particularmente  para  valores  grandes  de 2. De cualquier  forma, la Ec. (56) 

! 
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predice un comportamiento  decreciente  de p con 2, ade& de  presentar 

oscilaciones, lo  cual  est&  de acuerdo con el  comportamiento  general  observado 

del  potencial  químico  de  &tomos en la tabla  peri6dica. Cabe sefialar  que  el 

resultado (56) para p muestra  que las oscilaciones  de  esta  propiedad  tienen 

dos  orlgenes:  la  dependencia  en  la  ocupaci6n  fracciona1  de  la  energía  en el 

límite  hidrogenoide, y la cuantizaci6n  radial y angular  del  modelo  de TF. 

Siguiendo un  procedimiento  similar al empleado  en  la  demostraci6n  de  las 

Ecs. ( 5 5 )  y (561, se encuentra  que  el  tCSrmino  líder  de  la dureza de un &tomo 

neutro en el  límite  de carga  nuclear  grande  est6 dado por171 

cuando no se toma  en  cuenta la presencia  de Cg, y por 176 

en  caso  de si considerarlo. 

La Ec.(57)  establece  que q, al  igual  que  el  potencial  químico,  decae 

como Z y tiene  el  mismo comportamiento peri6dico. La única  diferencia 

es la presencia  en p del factor 6, el  cual fija la  posici6n  del  mínimo.  La 

ausencia  de  este  factor  en la  Ec.(57)  puede  comprenderse  f6cilmente:  la 

. curvatura  de  la  energía  de  amarre  como  funcibn  del  número  de  electrones  es 

-113 

independiente  de  la  posicibn  del  mínimo. 
. .. 

Usando l a s  Ecs. (33)-(34) junto  con las  Ecs. (55) y (57) se obtienen  las 

siguientes  expresiones  para el primer  potencial  de  ionitaci6n y la  afinidad 

electr6nica : 171 

2"I3 [ 6 + ] [ y C2 - 2 bO2 ] , (59) 

Y 
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De estas ~ l t i m a s  expresiones  es  evidente  que I y A tienen  en  común  el 

mismo factor  de  decaimiento y la misma funci6n  peri6dica  en Z"3. Por otro 

lado.  como el termino  entre  parentesis  cuadrados  es  negativo, la dependencia 

en 6 de ambas cantidades  establece  que  el  primer  potencial  de  ionizaci6n  es 

positivo,  mientras  que la afinidad  electr6nica  puede  ser  positiva o negativa 

dependiendo  del  valor  de 6.  Si 6>1/2, el  mínimo  se  encuentra m& cerca  del 

ani611 y A ser6  positivo,  mientras  que si 6<1/2, el  mínimo  se  encuentra  m6s 

cerca  del  &tomo  neutro y A ser&  negat:ivo. 

Aun  cuando  estas  relaciones  se  obtuvieron  para  el  límite  de 2 y N 

grandes, l a s  Ecs.(59)-(60)  permiten  recurrir a informaci6n  experimental  para 

probar su validez  en  &tomos  de la tab:la  peri6dica.  Esto  es,  se  desea  ver si 

los  valores  experimentales  de I y P, son  peri6dicos  en í?'I3 y decaen  como 

A s í ,  en la Fig.9  se  ha  grarficado Z'13 multiplicado por el  primer 

potencial  de  ionizaci6n  experimental  contra Z113. En la figura  se  aprecia 

que efectivamente,  en  esta  escala,  'esta  propiedad  tiene  un  comportamiento 

aproximadamente  peri6dico. 

z-' A 

En la Fig.10  se  presenta  una grMica semejante a la descrita  arriba  para 

el  caso  de la afinidad  electr6nica. A pesar  de  que  el  comportamiento 

observado  es  mucho  menos  peri6díco  que  en  el  caso  anterior,  se  debe  tener  en 

cuenta  que la incertidumbre  experimental  en la medici6n  de la afinidad 

electr6nica  es  mucho m& grande  que  para  el  primer  potencial  de  ionizaci6n. 

El anBlisis  global  muestra  que las Ecs. (551, (57) y (59)-(60), las 

cuales  dan  una  descripci6n  bastante  precisa  de p, T), I ,  y A en  el  límite  de 

ca-ga  nuclear  grande,  tambibn  son  útiles  para  describir  el  comportamiento 

general  observado  de  estas  propiedades  para  Btomos  de  la  tabla  peribdica. 
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J 

Figura 9. Prueba  de la periodicidad  del  primer  potencial  de 
ionizaci6n  experimental  de  &tomos  neutros  en  la  tabla 
peri6dica. La línea  s6lida  se  cort6  cuando  no  se  disponía  de 
la inforaraci6n  experimental  del  dtomo  correspondiente. 

Figura 10. Prueba  de  la  periodicidad  de  la  afinidad 
electr6nica  experimental  de  &tomos  neutros  en  la  tabla 
peri6dica. La línea  s6lida  se  cort6  cuando  no  se  disponía  de 
la inf'ormaci6n  experimental  pertinente. 
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Esto  es, p ,  v. I, y A decaen  como 2 y presentan un comportamiento 

peri6dico en 2''3. Cabe sefialar que  hace  algunos aflos, March y Parr"' 

conjeturaron  este  comportamiento. 

-1/3 

Para finalizar  esta  seccibn, a continuacibn se analiza la  influencia  que 

tiene la dependencia en 2 de la posicibn del  mínimo, la cual esta  determinada 

por 6. Como se sefialo anteriormente,  es  de  esperar  que  la  posicibn  del 

mínimo  varíe  entre O y 1, dependiendo  fundamentalmente  del  signo y magnitud 

de  la  afinidad  electrbnica  del  Btomo.  Sin  embargo,  para  que  la  dependencia 

de 6 en Z m afecte al decaimiento  se  espera  que 6 sea  una  funci6n  acotada. 

Para  confirmar  esta  última aseveracih, si se  forma el cociente  entre p 

y r) se  encuentra que 

Esta relacibn  permite  estimar el  valor  de 6 a partir  del conocimiento de 

p y 1). Usando los valores  experimentales  de I y A, y la s  Ecs. (33)-(34) se 

obtienen l a s  estimaciones de 6 que  se muestran en la  Fig. 11 Como se puede 

ver en  esta  figura, 6 resulta  ser  una  funcibn  acotada  con  un  intervalo  de 

variacibn  relativamente  estrecho. A s í  mismo,  la figura  muestra un 

comportadento oscilatorio  de 6 el  cual  ten&&  una  influencia  muy  notable  en 

la prediccibn  de  propiedades  de  &tomos  en la tabla  peri6dica. 
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Figura 11. Oscilaciones  de 6. Valores  calculados  usando 12 
Ec. (61) con los  valores  experimentales  de I y A. Cuando el 
ion  negativo  es  inestable,  la  afinidad  electr6nica  del &torn: 
correspondiente  se  igual6  a  cero. Se han  excluido  los  dtomos 
cuya  afinidad  electr6nica  se  desconoce. 

v.3 OSCILACIONES DE LA EMRGIA DE ATRACCION ELECTRON-NUCLEO.'~ 
Para  mostrar  tanto  la  utilidad  como  para corroborar la  validez  de  las 

Ecs.(44)-(45), en esta  seccibn  se  estudia el comportamiento  de  la  energía  de 

atracci6n  electr6n-núcleo  de  dtoaos  neutros.  Para  ello,  usando  la Ec(44) se 

tiene  que 
m 
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Figura 12. Oscilaciones  de  la  energía  de  atracci6n 
electr6n-núcleo  de  &tomos  neutros. La línea  s6lida 
corresponde a los  valores  obtenidos  con  los  datos 
Hartree-Fock para Vne y la Ec. (63) para . La línea 
punteada  corresponde a los  valores  obtenidos  de la Ec.(62) 
para V y la Ec. (63) para ce. 

ne 

PC 

De 1 s  Ecs. (7) Y (9)  se  puede  ver  que  esta  expresi6n  predice  que v ( 2 , ~ )  

presenta  oscilaciones  peri6dicas  en Z1l3 con  una mplitud proporcional a 

, en  contraste  con las oscilaciones  de la energía  de  amarre  que  tienen 

una  a,mplitud  de 2 . En la Fig. 12 se  presenta  una grwica de  la 

diferencia  entre la energía  de  atraccibn  electr6n-núcleo  de  Hartree-Fock, Y 

ne 

p / 3  

413 163 
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la contribuci6n  suave  que  se  define  colo 

Se puede  ver  que la predicci6n es correcta; las oscilaciones  son  muy 

regulares  con una amplitud  proporcional a 213. En la  figura  tambibn  se 

incluye la gruica del  termino  oscilatorio  de  la  Ec. (62) para probar  que  tan 

fielmente  reproduce las oscilaciones.  El  termino  oscilatorio  est&  definido 

I 

vaOc(2,Z) = 
ne 

Los resultados  son 

v (2,Z) - \P (2.2) . (64 1 
ne ne 

bastante  satisfactorios;  la  Ec.(64)  reproduce  todas l a s  

características  esenciales  de la curva  Hartree-Fock, y la  concordancia  global 

es  bastante  buena. 

Para  comparar las oscilaciones  de Vne con las de  la  energía de amarre, 

en la Fig. 13 se  presentan  las  grhficas  correspondientes a esta  última. En 

este  caso  la  contribuci6n  suave  se  define  como 

E*(z,z) = c ~ z ~ / ~  + c,z2 + c2z 5.13 + c3 o z4/3 + c; 2 ( 6 5 )  

Cabe  sefialar  que  esta  definici6n de Ea es diferente  de  la  utilizada por 

Englert y Schwingerls3 ya que  en  la  Ec. (65) se  incluyen las contribuciones 

suaves  de  los  terminos  con n=3 y 4. Como ya lo  habían  anticipado  estos 

autores, la presencia  de  estos  t6rminos  mejora  la  calidad  de  los  resultados 

cuando  se  comparan  con  los  correspondientes a Hartree-Fock. 

En  la  Tabla VI se muestran  los  val.ores  predichos por las  Ecs. (5) y (62)  

para E y Vne, respectivamente.  Estos  valores  se  comparan  excelentemente  con 

los  correspondientes a Hartree-Fock;  el  error  relativo  promedio  en la energía 

de  amarre  de  &tomos  con 2 S Z S 86 es de tan s610 O. 15 %, mientras  que  para 

la energía  de  atracci6n  electrbn-nkleo es de 0.75 X. La contribucibn m& 
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Figura 13. Oscilaciones  de  la  energía de amarre  de  &tomos 
neutros. La línea  s6lida  corresponde a los  valores  obtenidos 
con  los  datos  Hartree-Fock  para E y la  Ec. (65) para Ea. La 
línea  punteada  corresponde a los valores  obtenidos  de  la 
Ec. (5) para E y la Ec. (65) para  E&. 

importante a estos  errores  proviene  de  los  &tomos  ligeros; si se  consideran 

los  &tomos  neutros  con 11 S Z S 86, los  errores  para E y V De son O .  075 % y 

O. 33 X, respectivamente. 
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TABU VI. Energias de amarre y de atracci6n nficleo-electr6n para 

diversos &tomos de la tabla peribdica (unidades at6micas). 

- 
Atomo 

He 
C 

Ne 

si 
Ar 
Ti 

Fe 

Zn 
se 
Sr 
M0 
Pd 

Sn 

Xe 

Ce 

Sm 

DY 
Yb 

W 
Pt 

Pb 

Rn 
- ~~ 

- 
z 

2 
6 
10 
14 
18 
22 
26 
30 
34 
38 
42 
46 
50 
54 
58 
62 
66 
70 
74 
78 
82 
86 

- 

.~ ~ 

- 
Error 

relativo. 
promedio 
( X )  

P _1_ 

.E (Ec.5) 

2.77 
37.64 
128.30 
287.72 
526.28 
849.38 
1259.76 
1776.15 
2399.55 
3130.39 
3971.21 
4932.37 
6020.53 
7233.37 
857  1.22 
10036.52 
1 1632.49 
13382.27 
15283.64 
17330.33 
19524.82 
21866.02 

O. 15 

-E (HF) 

2.86 
37.66 
128.55 
288.83 
526.82 
848.37 
1262.29 
1777.85 
2399.84 
3131.55 
3975.34 
4937.74 
6022.91 
7232.14 
8566.88 
10034.63 
d. 1641.23 
1339 l. 46 
15287.45 
15330.91 
19523.99 
2 1866.77 

c 

.V (Ec.62) ne 

6.69 
86.37 
311.25 
685.76 
1262.92 
2014.03 
2986.37 
4275.93 
5754.40 
7465.18 
9422.89 
11801.62 
14375.15 
17210.90 
20324.44 
23684.69 
27553.80 
32001.51 
3650 l. 76 
41356.98 
46475,02 
51946.97 

O. 75 

-v (HF) ne 

6.75 
88.06 
311.13 
689.32 
1255.06 
2011.02 
3006.38 
4261.94 
5743.13 
7469.67 
9465.47 
11755.59 
14325.12 
17165.20 
20298.98 
23809.44 
27674.43 
31906.80 
36417.13 
41281.76 
46472:. OO. 

51977.56 

86 
%1 error relativo promedio es  igual a (100/86)~,-,( - Iy,-yyI  )/yy. 
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V.4 COCIENTES ENTRE DIFERENTES  COMPONENTES DE LA ENEF?GIA. 
En esta  secci6n se estudian  algunos  cocientes  entre  diferentes 

componentes  de la energía  usando las expresiones  obtenidas  en las secciones 

anteriores.  Estos  cocientes  sirven  tarnbibn para probar la validez  de  las 

aproximaciones  realizadas hasta el  momento. 

En primer  lugar  se escribe la energía  de  atraccibn  electrbn-núcleo  en 

tbrminos  de las funciones  fn  definidas  en  la  Ec.(4).  El  resultado  es 
m 

P O  
Por otro  lado,  de  acuerdo  con el teorema  viríal, la energía  de  repulsi6n 

electr6n-electr6n  se  puede  expresar  en  la  forma 

V = 2 E - V  (671 
e t  M '  

y, usando las Ecs. (3) y (66) se encuentra  que 
m 

Así, a traves  de  las  Ecs.(3), (66 )  y (67 )  se  puede  estudiar el 

comportamiento  de  los  cocientes  entre  diferentes  componenetes  de  la  energía. 

En  esta  seccibn  se  consideran  los  siguientes:  E/Vne, Vee/E y V ee A'-. 

Es lntere-sante  analizar . .  estos " cocientes  en  los  límites q 4 O y q 4 1. 

En  el  primer  caso,  se  encuentra  que  el  termino  entre  parentesis  cuadrados  en 

las  Ecs. ( 6 6 )  y ( 6 8 )  tiende a un valor  constante para cualquier  valor de n. 

. . . . . . . . ., 

De esta  manera,  se  encuentra  que  cxando q -+ O, V V  1/2, 1' /E + O y 

V /V -+ O, los  cuales  son  iguales a los  resultados  obtenidos  para un 

sistema  hidrogenoide por medio  de  otros  caminos. Es importante  hacer  ver 

ne et? 

ee ne 

que  se  obtienen  los  mismos  resultados  cuando s610 se  conserva  el  termino  con 
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PO , el  cual  corresponde  al  limite  de TF. A s i  , a pesar de  que  las 

componentes  individuales  no  convergen al límite  correcto  cuando q + O ,  sus 

cocientes si lo  hacen. 

Por otro lado,  cuando q + 1 ,  la  Ec. (29) implica  que fA(l) = O para 

n = O ,  1.2.3,  y 4, por lo  que  resulta  posible  escribir las siguientes 

expresiones: 

Y 

m E(Z. 2) 
ne 

3 
7 
- + 9 

49 

- 1 
-3 

(7-n)/3 

1 
3 

(69) 

(70) 

De estas  expresiones  se  ve  que si s610 se  conserva  el  tbrmino  con n=O, 

los  cocientes  se  reducen a los  valores  conocidos  para la teoría  de TF, a 

saber, 3/7, 1/3 y 1/7, respectivamente.  Sin  embargo,  los  cocientes  cambian 

si se  incluyen m& tbrminos  en las sumatorias. A s í ,  mientras  que  el  límite 

q + O es  independiente  del  número  de  tbrminos  considerados  en  la suma, el 

otro  límite, q + 1, si depende  del  número  de  terminos  que  se  conservan. 

Corn una muestra del comportamiento de estos  cocientes para Catornos 

neutros  en la tabla  peri6dica.  en  la  Fig.14 se presenta la grMica del 

cociente  entre E y Vne como  funci6n del número  at6mico. Los valores se 



c 

comparan con los datos  Hartree-Fock y en la figura se muestran los  resultados 

cuando l a s  sumas se truncan en n=2 y en n=4. Se puede  apreciar  que en el 

primer  caso se obtiene una descripci6n  promedio del cociente,  esto  es,  no  se 

observa la estructura  de  capas  que se encuentra  presente en Hartree-Fock, 

20 40 60 00 

0 . 4 2  
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Figura 14. Cociente  entre  la  energía  de  amarre y la  energía 
de  atracci6n  electrbn-núcleo ~. ~ La línea s6lida  corresponde  a 
los  valores  Hartree-Fock. La línea  punteada  corresponde a 
considerar los  tkrminos  hasta (a) n=2 y (b) n=4, en las 
expresiones  para  cada  componente. 

mientras  que en el  segundo  caso,  la  presencia  de  los  tkrminos  que  incorporan 

la cuantizaci6n radial y angular  del  dtomo  de TF reproducen parte  del 

comportamiento  oscilatorio. Los otros cocientes  exhiben un comportmiento 

seme  jante. 
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Por lo tanto,  estos  cocientes se pueden  describir  correctamente por 

medio  de l a s  f6rpulas  para la energia  at6mica  desarrolladas en este  trabajo, 

aun en el  caso  de 2 y N pequefias. 

V.5 I M S  ATOMICOS. 
En  esta  6ltima  secci6n se presenta  la  aplicacibn a  i6nes  at6micos. 

Para poder  utilizar  la  Ec.(3) en el caso N f Z,es necesario  tener  disponibles 

las expresiones  para  los  coeficientes  b  (ver  Tabla VI, a  diferencia de  la 

situaci6n  cuando N=Z, donde l a s  sumas sobre j se  pueden  reemplazar por los 

coeficientes C,. 

jn 

En primer  lugar  se  consideran  los  iones  dentro  del  contexto  de  la  teoria 

de TF. Para  ello,  siguiendo  a Tal y Levy, si la  Ec. (4 )  se  trunca  en j=2, 

se obtiene la siguiente  expresibn  aproximada  para f,(q): 

De las  Ecs. (46)-(47) se puede  ver  que fJq) queda  completamente 

determinada a partir del conocimiento de bo, y C,. 

Por  otro  lado,  como ya se ha  mencionado  varias  veces a lo  largo  de  este 

capitulo, el  modelo  de TF se recupera  cuando  s610  se conserva'el termino n=O 

en la teoria de  perturbaciones 2-l. A s i ,  de  acuerdo con la Ec. (31, la 

energía de  amarre  de TF est& dada por 

Ew(Z.q) = 27/3 fo(q) . (73) 

Dmitrieva y P1ind0v.l~~ y March'79 han  estudiado  en  detalle  la  funci6n 

fu(q). M s  recientemente,  Tal y Levy'= han mostrado  que  al  rearreglar la 

serie de  I3akerlSO es  posible,  en  principio,  obtener una expresi6n  analitica 

para  todos los  coeficientes bju. Sin  embargo,  excepto para el caso de buO y 
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bIO, este  procedimiento  resulta  sumamente  tedioso. A s í ,  Tal y Levy han 

calculado  con  mucha  precisi6n la funcidn  fU(q) a travks  de  integrar 

n&ricamente la ecuaci6n  diferencial  de  TF  para  diferentes  pendientes 

iniciales.  Estos  autores analizan la funci6n  F(q) = q -'I3 fU(q) por medio 

de polinomios  ortogonales  usando  las  expresiones  analiticas  de  boo y bIu, 

para  obtener  una  estimaci6n  de  los  valores  de  bZO,  b30 y bM. 

El  conocimiento  de  fo(q)  permite  probar  la  expresi6n  aproximada  dada por 

la  Ec.(72),  la  cual  para n=O toma  la forma 

expresiones  para  bIO y bzu reportadas  en  la  Tabla V, se obtiene 

(75 1 bzO = 3 CU - 2 boo = O. 495690 , 7 

Y 

bZ0 = - C 3 0  + boo - - - 0.119721 . (76) 

A s í ,  por este  procedimiento  se ha derivado una expresi6n  aproximada  para 

f (q), la cual  permite  calcular  la  energía  de  cualquier  ion  positivo  de TF a 

partir  del  conocimiento  exclusivo  de  boo  (el  cual  se  conoce por la  soluci6n 
U 

del &tomo  hidrogenoide), y CU 

ecuaci6n  -diferencial de-TF para 

Aun  cuando  esta  expresibn 

hasta q , est&  construida  de 2 

(el  cual se conoce por la  soluci6n  de la 

el &tom- neutro 1. . -. - 

aproximada  para f,(q) s6lo  contiene  tCrminos 

tal  forma  que  reproduce  correctamente  los 

- .  



136 

TABLA WI. 

9 

o. 00000 
O. 00402 
O. 00787 
O. 01485 
O. 02675 
O. 040  17 
O. 07364 
O. 12351 
O. 16194 
O. 19120 
O. 22347 
O. 24973 
O. 28773 
O. 34091 
O. 40267 
O. 46  199 
O. 51691 
O. 60628 
O. 72879- 
l. 00000 

Comparaci6n  entre  los  valores nudricos y anallticos de 
f (9). S(q) y x (q) para diferentes  valores  de q. 

I U Y E R I C O  

l. 14471 
l. 14277 
l. 14090 
1.13754 
l. 13182 
l. 12541 
l. 10957 
l. 08642 
l. 06893 
l. 05582 
l. 04158 
l. 03016 
l. 01388 
O. 99162 
O. 96654 
O. 94323 
O. 92234 
O. 88978 
O. 84809 
O. 76875 

Eq. ( 7 4 )  

1.14471 
1.14277 
l. 14082 
l. 13738 
l.  13154 
l. 12500 
1.10886 
l. 08532 
l. 06758 
l. 05431 
l. 03992 
l. 02839 
l. 01200 
O. 98964 
O. 96453 
O. 94126 
O. 92048 
O. 888  19 
O-. 84705 
O. 76875 

+ " 
? O Y E R I C O  

O. 33782 
O. 34367 
O. 34926 
o. 35937 
O. 37657 
O. 39590 
O. 44378 
O. 51421 
O. 56777 
O. 608 15 
O. 65225 
O. 68782 
o. 73879 
O. 80911 
O. 88933 
O. 96492 
l. 03363 
l. 14291 
l. 28765 
l. 58807 
" " 

Eq. (80)  

O. 33782 
O. 3436 1 
O. 34915 
O. 359  18 
O. 37624 
O. 39542 
O. 44295 
O. 5 1296 
O. 56627 
O. 60648 
O. 65044 
O. 68592 
O. 73681 
O. 80707 
O. 88732 
O. 96303 
l. 03190 
1.14153 

.~ l. 28683. 
l. 58807 

r 
I U Y E R I C O  

O. 33782 
O. 33688 
o. 33597 
o. 33433 
O. 33153 
O. 32837 
O. 32043 
O. 30852 
O. 29926 
O. 29216 
O. 28426 
O. 27779 
O. 26835 
O. 25497 
O. 23913 
O. 22358 
O. 20883 
O. 18392 
0.14716 

o. o 

Eq. ( 8 1 )  

O. 33782 
O. 33682 
O. 33587 
O. 33414 
O. 33120 
O. 32788 
O. 31960 
O. 30727 
O. 29777 
O. 29053 
O. 28255 
O. 27605 
O. 26665 
O. 25350 
O. 23823 
O. 22356 
O. 20998 
O. 18787 
O. 15758 

o. o 
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diferencia con los  valores  de  b10 y bzo compensa  parte  del  error  que  se 

comete al truncar la serie en el  tercer  t&rrino, y proporciona  muy  buenas 

estimaciones para valores  intermedios  de  q,  aparte  de  que en los  extremos  la 

teoría  contiene los comportamientos  correctos. En general,  la  concordancia 

es  sumamente  satisfactoria,  sobre  todo si se  recuerda  que los  argumentos 

empleados en la  deducci6n  de  esta  expresibn  para  fo(q)  son,  no  solamente 

sencillos,  sino adem& físicamente  razonables. 

Otro  aspecto  interesante  de  la  Ec. (74) es  que  puede  continuarse 

analíticamente  para  valores  mayores  a q=l y, por lo tanto,  proporcionar 

informacibn  sobre los  iones  negativos.  Esta  continuacibn  refleja el  hecho 

sefialado anteriormente de  que  los  iones  negativos son  inestables  dentro  del 

modelo de TF; la  Ec. (74) tiene un mínimo  en  q=1. 

A partir  de  la  expresi6n (74) para fo(q)  es  posible  obtener 

aproxiutariones a la derivada  de  la  funcibn  de  apantallamiento en el origen, 

S(q), y al radio del  ion,  xo(q).  Es  importante  obtener  expresiones 

analíticas  para  estas  cantidades  en  t6rminos  de  fo(q)  puesto  que  muchos 

valores esperados del  dtomo  de TF se  pueden  escribir en tCrminos  de 

el  los. l c ,  1Bl 

Pam lograr lo anterior, se requiere  de dos  relaciones  independientes 

que  involucren a fo, S y x,. Una  de  ellas  se  obtiene  de  la  expresibn  para 

la  energia  de  amarre,  Ec. (731, la  cual por medio  de  la  Ec. (13) lleva a la 

relacibr. 

La otra relaci6n  se  puede  obtener  del  potencial  electrostatico en el 

n6cleo. De la  Ec. (66) se tiene  que RTF(2,qI est&  dado por 
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Comparando  esta 6ltirna expresi6n  con la Ek. (15) se tiene  que 

Combinando l a s  Ecs.(77) y (79) se  obtienen las siguientes  expresiones 

analíticas  para la derivada  en el origen  de  la  funci6n  de  apantallamiento y 

el radio  del  i6n  de TF: 

Y 

Se puede  verificar  que  cuando  q + 0,entonces  S(q) + booq-2’3/(7A), y 

l/xo(q) --$ - booq-2/3/(7A). Por otro lado,  cuando q + 1, S(q1 + Co/A y 

l/xo(q) + O (el  t6rmino  entre  parentesis  cuadrados  tiende a  cero mas 

rhpidamente  que 1-q).  Así,  los  extremos estb en  acuerdo perfecto con los 

valores  de  la soluci6n  numCrica de  Tal y Levy. ls6 De los  valores  reportados 

en la Tabla VII, se puede  ver  que  las  Ecs. (80)-(81)  dan  una n . ~ y  buena 

aproximaci6n  para  valores  intermedios  de q. 

Usando  estas  expresiones  se  pueden  escribir  diferentes  valores  esperados 

para  el  &tomo  de TF exclusivamente  en  t6rrninos  de 2 y q. A s í ,  por ejemplo, 

el valor  esperado <r-l> se puede  obtener  substituyendo  las  Ecs.  (8C1-(81)  en 

la  Ec. (15). El resultado es 

Se puede  aplicar el mismo procedimiento  para  muchos  otros  valores 

esperados  y las  expresiones  obtenidas serh validas en todo el  intervalo O I 

q S 1. Asi, aun cuando la funci6n de apantallamiento de TF se oSt iene  de 
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manera nerica, no  es  necesario  conocer  explícitamente a #(q,x)  para 

efectuar la integracibn ndrica, pues  muchas  de las integrales  se  pueden 

realizar  analíticamente  para  una  #(q,x)  general que satisface  las  relaciones 

de  TF y los  resultados  se  pueden  expresar  en  terminos  de  S(q) y xo(q). 

Siempre es posible  verificar  el  resultado  en  el  limite q + O, ya que  en 

este  caso las integraciones  se  pueden  efectuar  analíticamente  usando  los 

primeros  tCrminos  del  desarrollo  de  Tal y Levy  para  #(q,  x)  para  valores 

cercanos  al  origen. A s í ,  a partir  de  la  Ec. (82) se puede  ver  que  cuando 

q 4 ,  + - 2b00Z4'3 q2'3, lo  cual  concuerda  con  el  resultado de Tal y 

Bartolott  i. 170 

En  el  caso  general, m& all& del  modelo  de TF, para  describir  iones 

at6micos  se  pueden  usar  las  expresiones  para ban, bln y bZn  reportadas  en  la 

Tabla VI. Con  ellas y la  Ec. (21, es  posible  estinar  cO(N),  cl(N) y c2(N) 

para  cualquier  valor  de  N. En la.  Tabla VII'I se presentan  los  resultados 

para  varios  valores  de N y, para  comparar, se incluyen  los  valores  reportados 

por Tal y Bartolotti. La comparaci6n  es  aceptable,  sobre  todo si se  toma 

en  cuenta  que  los  valores  de  estos  ültimos  autores los obtuvieron de ajustes 

por mínimos  cuadrados a los  datos  de  Hartree-Fock de las  energías de amarre 

E(Z,N) y de  atracci6n  electr6n-núcleo Vne(Z,N). Las formas  propuestas por 

Tal y Bartolotti  son 

175 

E(2.N) = $&;(N) + ZEI(N) + c2(N) + (2-k)Z2-'c,(N) + 

Y 

donde 9.; es la energia  de  amarre  para un sistema  de N electrones 
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independientes  en la  presencia  de un nkleo con carga  nuclear Z tal que el 

llenado  de  orbitales  sigue la regla "a + C" o de  Madelung en lugar  del 

llenado  hidrogenoide, y casi  siempre k y L son los  mismos para un valor dado 

de N y, en general, su valor es mayor a 3. 
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TABLA YIII. Coeficientes  b para valores  seleccionados de N (unidades Jn 
at6micasl. 

N 

2 

10 

18 

26 

34 

42 

50 

58 

66 

74 

82 

86 

Error 
relativoe 
promedio 

- 
- &; 

~ 

1.04 

2.02 

2.44 

2.90 

3.19 

3.43 

3.69 

3.95 

4.12 

4.28 

4.43 

4.52 

O. 24 

P 

Hb - =o 
1.00 

2.00 

2.44 

2.89 

3.19 

3.44 

3.69 

3.94 

4.12 

4.28 

4.44 

4.52 

&; 

O. 80 

9.29 

17.53 

35.79 

47.44 

63.85 

81.05 

107.30 

126.74 

139.68 

160.54 

172.57 

7.14 

HFd 
& I  

O. 62 

8.78 

18.00 

31.41 

46.98 

60.45 

76.48 

90.75 

114.78 

137.00 

154.90 

162.18 

- c ;  

O. 23 

19.15 

52.59 

231.83 

328.87 

600.61 

859.07 

1520.6 

2038.1 

2200.8 

2869.4 

3313.2 

28 - 06 

H F ~  - & A  

o. 11 

15.74 

57.23 

154.72 

305.05 

476.09 

728.12 

986.78 

1495. O 

2024.6 

2501. O 

2710.2 

a 

bLos valores  de cO se calculan  sumando las energías  orbitales de 
De la Ec.(2) con bOn (Osm4) de  la Tabla V. 

orden cero, - n2/2, siguiendo la regla  hidrogenoide. 
De la Ec.(2) con bln y bgn (Osm4) de  la  Tabla V. 

Hartree-Fock  de E y Une, tomados de  la Ref.175. 
Ver  la  nota  de  la Tabla VI. 

H 

C 

“Valores obtenidos por ajustes de  mínimos  cuadrados a los  datos 

e a 
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Con el  prop6sito  de  probar  la u1.ilidad de los  coeficientes  de  la  Tabla V 

para calcular  valores  esperados  de  algunas  propiedades  at6micas,  se 

efectuaron  c&lculos para diferentes  valores de 2 y N siguiendo el 

procedimiento  de  Tal y Bartolotti. Para cada serie  isoelectr6nica con un 

nbero fijo de  electrones, se encontr6 el valor  de  la  carga  nuclear  tal  que 

N/Z=q, donde  q  es un valor  fijo.  Despues,  se  usaron l a s  expresiones de  la 

Tabla V para  calcular la energía  correspondiente  usando  las  Ecs. ( 1 )  y (2). 

En la Tabla IX se  reportan  los  errores  relativos  promedio  obtenidos,  cuando 

se comparan  con los calculados por las Ecs. (83)-(84) y los coeficientes de 

Tal y Bartolotti.  Se  puede  observar  que  los  errores  relativos  promedio  para 

E y V,, son mucho m& pequefios  que  los  correspondientes a los  coeficientes 

TABLA IX. Error relativo  promedio  para  las  energía  de  amarre y de 
atracci6n  electr6n-núcleo para diversos  valores  de  q. 

a Ver Tabla VI para la  definicidn  del  error 
relativo  promedio. 
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En la Fig. 15 se muestran l a s  grsficas  de EZ7’3 contra N pera diferentes 

valores de q. Se puede  ver  que l a s  expresiones  para la  energía  de  amarre 

reproducen prkticamente todas l a s  características del  comportamiento 

Hartree-Fock. Para  complementar la comparaci6n. en las Figs. 16 y 17 se 

presentan los  resultados  para VM/Z y Wne. 7/3 Al i g u a l  que  para la 

energia  de  amarre,  la  concordancia  global es muy satisfactoria  y  mejora 

conforme q tiende a uno. La diferencia m& notable en  todos los casos 

ocurre  en la  regi6n  cercana  a N=60, y 6sta puede  resultar  como  consecuencia 

de  las  diferencias  entre usar  el ordenamiento  hidrogenoide o el  de  Madelung. 
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Figura 15. GrWica de  como  funci6n  de N cuando q=Nn 
es (a) 1.0, (b) 0.75, (c) 0.5 y (dl 0.25. Las cruces 
corresponden  a los  valores  calculados con la  Ec.(83)  usando 
los  coeficientes  de  la Ref.175. La línea  s6lida 
corresponde  a los  valores  calculados  con  la  Ec. (3) usando 
los coeficientes  de la Tabla V. 
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-1.5 1 
20 4 0  60 80 
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Figma 16. Cruica de Vm/27'3 como funci6n de N para 

q=O .SO. 

0.45 

0.44 

I 

20 4 0  60 80 
N 

Figura 17. CrMica del cociente E/Vn, como  funci6n de N 
cuando q=O .SO. 



146 

CONCLUSIONES. 

Como  se  señalo  en  el  pr6logo  de  esta  tesis,  muchas  de las conclusiones 

de  este  trabajo  se  encuentran  diseminadas a lo  largo  del  texto. Con el  afhn 

de  no  ser  tan  reiterativo,  aquí  se  presentan  los  puntos  que  considero  de 

mayor  relieve, y remito al lector al resto  del  texto para una  discusi6n mas 

detal  lada. 

1 )  El haber sido  capaces  de  encontrar  una  reducci6n  de la funci6n  de 

respuesta  lineal  esthtica,  aun  dentro  de  un  esquema  aproximado,  en  t6rminos 

de  otros  coeficientes  de  respuesta  que  son mhs fkiles de  evaluar,  como la 

funci6n  de  Fukui y la blandura  global,  puede  considerarse  como la 

contribuci6n m& importante  del  capítulo 11. En el  camino,  esta  reduccibn 

puso  de  manifiesto  la  necesidad  de  ser  muy  cuidadosos  con la analogía 

termodin&mica  de la TFD, particularmente  con  los  manejos  formales  en  la 

reduccibn  de  derivadas, ya que  en  algunas  de las derivadas  involucradas  en  el 

proceso  de  reducci6n  pueden  estar  implícitas  violaciones  de  los  teoremas 

fundamentales  de la TFD. 

2) La demostraci6n  formal  del  isomorfismo  entre  el  desarrollo  en  series 

de  Taylor  funcional  de la energía y la teoría  de  perturbaciones  es  una 

aportaci6n  interesante, la cual  abre la posibilidad  de  estudiar  una  enorme 

cantidad  de  problemas,  sujeto a tener  disponibles la s  diferentes  derivadas 

funcionales  de la densidad  respecto al potencial  externo. Lo anterior 

enfatiza la importancia  de  tener una expresi6n  manejable  para la funci6n  de 

respuesta  lineal. 

La  aplicaci6n  de la reducci6n  local  del  capítulo I1 a los  problemas 
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tratados en el  capitulo I11 permite  concluir  que la expresi6n para  la funci6n 

de  respuesta  propuesta en este  trabajo no es m u y  adecuada para la predicci6n 

ndrica, pero permite la justificaci6n  formal  de  algunas  relaciones 

empíricas  de la química. A S S ,  por ejemplo, la demostracibn  de la existencia 

de  una  relacibn  lineal  entre la polarizabilidad  dipolar  esthtica y la 

blandura  global  es,  creo,  una  de las contribuciones m& importantes e 

interesantes  de  este  trabajo,  sobre  todo a la luz  del  tiempo  tan  largo  que 

lleva  en la literatura la proposici6n  de la existencia  de  esta  relaci6n. 

Este  resultado  nos  da  una  enorme  confianza para aseverar  que:  todo  Bcido o 

base blanda  es una especie  con  una  gran  susceptibilidad a deformar sc 

distribucibn  de  carga  (polarizabilidad  grande) y ,  por lo  tanto,  ser& una 

especie  que  reacciona  preferentemente  formando  enlaces  covalentes.  Estz 

predicci6n  se  encuentra  ampliamente  demostrada  en la literatura  química. 

La aplicaci6n al problema  de la interaccibn  metal-soporte  lleva a ur. 

resultado  universal  que  apoya  fuertemente al modelo  de  vacancias  de  oxígeno y 

muestra  el  papel  relevante  de  estas  en la interacci6n  de un Btomo  que se 

encuentra en la presencia  de  una  superficie  de un cristal  i6nico. 

Clobalmente,  se  puede  concluir  que la reducci6n  de la funci6n  de 

respuesta  lineal  esttitica  en la aproximaci6n  local  proporcionz 

interpretmiones- muy interesantes--y es una guia  excelente  para  justificar 

te6ricamente  una  serie  de  modelos o relaciones  empíricas.  Sin  embargo,  es 

necesario ir m& all& de  esta  aproximaci6n para disponer  de una teoría  cuyos 

resultados  sean  de  una  calidad  cuantitativa  aceptable. 

31 La  implementaci6n  de  una  metodología  que  permite  el  chlculc 

sistematic0  de parhetros at6micos  para  el  mCtodo  de  HUckel  extendido y todas 
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sus variantes, es el  aspecto  importante  del  trabajo  presentado  en  el 

capítulo IV. La comparaci6n  de  los  resultados  de  este  capítulo  con  los 

valores  que  tradicionalmente  se han utilizado en la literatura  para  describir 

a los  &tomos  en las mlCculas deja  ver  que  el  *todo  propuesto  es  bastante 

confiable. Su empleo  evitara la generaci6n  empírica, y en  ocasiones 

aberrante,  de  parbetros  atbmicos.  Sin  embargo,  el  mejor  juez  de  esta 

propuesta  sera  su uso sistembtico. 

4 )  Respecto  al  material  del  capítulo V se puede  concluir  que  la 

hipbtesis  de  existencia  de un mínimo  en  la  curva  de  energía  de  amarre  de  un 

&tomo  como  funci6n  del  número  de  electrones  tiene las siguientes 

consecuenc i as : 

a)  permite  demostrar  que  el  potencial  químico  de  &tomos  neutros  en el límite 

de  carga  nuclear  infinita  decae  como 2 y presenta  una  periodicidad  en -113 

z”3. La dureza  de  atornos  neutros  en  este  límite  tiene el mismo 

comportamiento  que  el  potencial  químico. 

b) La dependencia  en 2 de  los  coef  icíentes  C3 y C4, cuyo  origen  físico  es  la 

cuantizaci6n  del  momento  angular  en  el  modelo  de  Thomas-Fermi.  no  afecta  al 

decaimiento  del  potencial  químico, pero aparece  un  tCrrnino  peri6dico 

adicional  el  cual  modifica  ligeramente  la  periodicidad,  particularmente  para 

valores  grandes  del  número  atbmico. 

c)  Del  analisis  de  la  dependencia  en Z de 6 ,  que  representa  el  valor  en el 

cual se encuentra  localizado  el  mínimo  de  la  curva E contra N, se desprende 

que,  corn  se  había  conjeturado, 6 es  una  funci6n  acotada  que  varía  entre O y 

1, y tiene un comportamiento  oscilatorio  que  puede  repercutir  notablemente  en 

mejorar la calidad  de  los  resultados nmCricos. 
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La existencia  de  las  oscilaciones  es  una  prueba rds que apoya la  validez  de 

la  teoría. 

e) La aplicaci6n  a  iones  es  tambien muy satisfactoria,  particularmente  para 

grados  de  ionicidad  que se encuentran  en la  vecindad  del  dtomo  neutro. Los 

resultados se deterioran en la  medida  que se aumenta el  grado  de  ionicidad, y 

las discrepancias rn&s notables  se  encuentran,  aproximadamente,  en  la  regi6n 

de 60 electrones. 

La perspectiva  global  de  este  último  capítulo  permite  concluir  que  las 

formas  analíticas  aproximadas  para los tres  primeros  coeficientes  del 

desarrollo 2" son muy  útiles  para  estudiar  los  cambios  de  algunos  valores 

esperados  respecto  a  cambios en el  número  de electrones o el número  at6mico. 



150 

Y DESPUES ... 
Concluyo  esta  tesis  seííalando  algunos  de  los  "problemas  abiertos"  que 

pueden  ser  abordados  en  el  futuro.  Entrecomillar  "problemas  abiertos"  tiene 

por objeto  enfatizar  que la seleccibn  de  &tos  es  no  solamente  arbitraria, 

sino ademe subjetiva,  pues  obedece a las preferencias,  conocimientos y 

deformaciones  intelectuales  del  autor. 

Con  apego  estricto  al  orden  de  presentacibn, y por lo  tanto  sin  ninguna 

implicacibn  jerarquica de interbs,  importancia,  grado  de  dificultad o 

cualquier  otro  posible  esquema  de  ordenamiento,  podemos  sefialar  que  el  primer 

problema a resolver  es  analizar  con  m8s  detalle  el  origen, a nivel del 

funcional  de HK, de  lo  que  hemos  llamado aproximacibn local .  Resxlta  m&s o 

menos  claro  que  hacer  esta  suposicibn  de  localidad  implica a su vez  que todo 

el  funcional  de HK es  local,  lo  cual  suena  muy  mal.  Basta pezsar en  la 

contribucibn  coulbmbica  interelectrbnica al funcional  de  la  energía  para 

aceptar  esta  liltima  af'irmacibn.  Sin  embargo,  esto  tiene  su  lad;  positivo 

pues  nos  proporciona  un  elemento  para  entender  el  origen  de  las  deficiencias 

en  los  resultados  numkricos. 

Una  alternativa,  que me parece  viable e interesante,  para  tratar de 

resolver  este  problema  es  recurrir  al  formalismo  de  la  funcibn de Green  que, 

junto  con  la  reduccibn  exacta  de la funcibn  de  respuesta  lineal  est8tica , " 

puede  proporcionar  informacibn  acerca  de  la  estructura  del  kernel de la 

blandura,  del  cual  no  se  sabe  mucho  hasta  la  fecha.  En  el  momento  que  se 

tenga  una  imagen  física m& clara  de  las  contribuciones  relevantes a este 

kernel,  entonces  ser8  factible  realizar  aproximaciones  razonables y se tendr8 

una de las llaves  para  abrir  la  puerta a una  multitud de posibles 

aplicaciones  de  la  teoria. Digo ' l u n a  de  las  llaves''  pues, pzra muchos 



151 

problemas, la puerta  puede  tener  muchas  chapas. 

Otro  camino  posible para abordar  este  problema  puede  ser  el  recurrir al 

lenguaje  del  pardmetro  de  acoplamiento  como  se  describib  en  el  capitulo I .  

Para ello,  es  necesario  recurrir a la funci6n de correlaci6n  de  pares y 

proponer un desarrollo  perturbativo  en  el parhetro de  acoplamiento.  En 

esta  direcci6n  hay  mucho  trabajo  previo, y la idea  es  usar  los  resultados  de 

estas  teorias  para  rescatar  informacibn  sobre la estructura  del  kernel  de  la 

blandura. 

Sobre  el tema de la parametrizacíon  del  mbtoc3  de  Hückel  extendido  por 

medio  de la TFD, los  caminos a seguir  son  mucho m& claros.  En  primer 

lugar,  implementar un mbtodo  numbrico  que  permita  obtener  los  coeficientes y 

exponentes  de  los  orbitales  tipo  Slater  que  se  emplean  en  los  cdlculos  de EH, 

usando  los  orbitales  de  Kohn-Sham.  Lograr  esto,  lo  cual  se  hace  para la 

versi611  relativista  del  mktodo,  permitir& la genemzi6n no  empírica  de  todos 

los  partmetros  del  mismo.  Otro  aspecto  es  implewntar  el  esquema  propuesto 

en  este  trabajo, pero usando  el  mktodo  de  Dirac-Slater,  con  el  objeto  de 

obtener parhetros at6micos  relativistas  que,  evirkntemente,  son  los  que  se 

requieren  en  el  EH  relativista. Y, por supuestcj.  efectuar  muchos  calculos 

de EH para  validar, o invalidar,  esta  manera  de  parametrizar. 

Finalmente,  en  el---terreno  del  -desarrollo 2:' y las correcciones  lideres 

al modelo  de  Thomas-Fermi, s610 menciono  el  siguieLte  problema. Es deseable 

obtener una expresi6n  analítica para el  desarrollz  asint6tico  de co usando, 

no  el  ordenamiento  hidrogenoide,  s8ino  el  de  la  regla n+C o de  Madelung. 

Pensaaos  que la incorporaci6n  de  este  desarrollo en la teoria  del  capítulo V 

mejorara  los  resultados para &tomos  en  la  tabla  peri6dica 
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