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Introduccion

En el campo de los niimeros reales determinar cuales niimeros son cuadrados es
muy féacil: todo niimero real no negativo es un cuadrado. En C, cualquier niimero
es un cuadrado. Los cuadrados cobran relevancia en un campo con p elementos [F:
aqui determinar cudles niimeros son cuadrados ya no es tan sencillo. Los cuadrados en
este tipo de campos, llamados residuos cuadraticos, han sido ampliamente estudiados
y se cuenta con diversos resultados importantes, destacando la Ley de reciprocidad
cuadrdtica, conjeturada por Legendre y demostrada por Gauss. Entre las propiedades
destacables del conjunto de residuos cuadraticos en [F,, se encuentra el hecho de que son
el tinico subgrupo méximo multiplicativo de I, con todas las ventajas que eso implica.
Sin embargo, la suma de residuos tiene un comportamiento totalmente distinto y
las investigaciones en F) desde el punto de vista algebraico que se encuentran en la
literatura sobre sus propiedades aditivas no son abundantes ([6], [10], [11]). Algunas
investigaciones, guiadas por los resultados de Perron [10], han obtenido resultados
importantes en un campo finito F,» usando caracteres [14].

Cabe destacar que en lo que a distribucién de cuadrados se refiere, el compor-
tamiento es muy distinto para primos de la forma p = 4k + 1 y para primos de
la forma p = 4k — 1. Para el primer tipo de primos, los cuadrados se distribuyen
simétricamente porque a es residuo cuadratico si y solo si —a lo es. Esto deriva en el

—1
hecho de que para un primo de la forma p =4k + 1, entre 1 y pT hay la misma

cantidad de residuos cuadraticos que de no residuos. Sin embargo, para un primo de
la forma p = 4k — 1 la cantidad de cuadrados en este mismo intervalo es mayor que
la cantidad de no cuadrados. Esto se debe a que el nimero de clases de ideales de un
campo de numeros es un entero h > 1 y a la relacién que hay entre h y la cantidad

. . " b — . . .
de residuos y no residuos cuadraticos entre 1 y ——. Dicha relaciéon viene dada por

un resultado que aparece en [4] (teorema 4, pagina 346), y que es parte de la famosa
férmula analitica del nimero de clase de Dirichlet, que asegura que para un primo
de la forma p = 4k — 1 > 3, el ntimero de clase del campo cuadratico imaginario
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Q(y/—p) satisface

h Tp=1 —np1 si p=T (mdd 8),
"] (reer —npr) si p=3 (méd B),

donde rp-1 y np-1 denotan, respectivamente, la cantidad de residuos y no residuos
2 2

entre 1y p% Esta féormula se deduce directamente de la igualdad

1 . [(a
h=—"7s > (—> :
2= (3) =\
De acuerdo a Borevich-Shafarevich, se conoce una prueba de la afirmacion anterior con
argumentos puramente aritméticos para p = 3 (méd 8) [13], quedando sin prueba el
caso p =7 (méd 8). En 1978 aparece una prueba del caso faltante y con argumentos
aritméticos en [9]. Localizar nimeros primos o residuos cuadraticos es un problema
abierto, y en ese orden de ideas se encuentra el Teorema de los Niimeros primos el
cual «solo» hace una estimacion de la cantidad de primos menores o iguales que una
cota dada.

El objetivo de este trabajo es estudiar dos aspectos de los residuos cuadraticos
desde un punto de vista algebraico o aritmético: distribucién y propiedades aditivas.
Nuestro punto de partida es el célebre articulo de Oskar Perron [10]. Para p un
primo impar sea R; el conjunto de residuos cuadraticos médulo p incluyendo al 0, y
N, =TF, \ Rl. Perron determina el niimero de residuos cuadréticos y de no residuos
en los conjuntos R;f, +ay N,+a, donde a € Fj, en particular, si a = 1 sus resultados
dan el nimero de parejas de residuos cuadraticos y no residuos consecutivos; todo
esto se presenta con detalle en el primer capitulo. En el segundo capitulo obtenemos
explicitamente una terna de residuos cuadraticos consecutivos para cierto tipo de
primos y diferente de las unicas dos conocidas [2], [12]. La parte medular del trabajo
se encuentra en el tercer capitulo, en donde siguiendo a Perron nos preguntamos
qué le sucede al numero de residuos cuadraticos cuando trasladamos subconjuntos de
R; o N,: calculamos explicitamente la cantidad de residuos y no residuos en algunos
subconjuntos trasladados de los residuos y los no residuos. Incluimos ejemplos de los
resultados obtenidos. Finalmente, en el cuarto capitulo usamos las sumas de Hua
para obtener algunas estimaciones sobre la suma de cuadrados.



CAPITULO

Preliminares

1.1. Propiedades de los residuos cuadraticos

En el curso de este trabajo p es un nimero primo impar, [F, denota el campo
finito de cardinalidad p y como siempre F; = F, \ {0}. Puesto que F7 es un grupo
multiplicativo de orden p — 1, por el teorema de Lagrange tenemos que para = € [} se
cumple 2771 =1 (mdéd p). Este resultado es el famoso Teorema Pequefio de Fermat.
Si a € F}, diremos que a es un residuo cuadrético en F, si la congruencia 2 =a
(mdd p) es soluble. En caso contrario diremos que a es un no residuo cuadrético. La

funcién (—) :Fy — {1, —1} definida como
p

p) | -1 siz?=a (méd p) no es soluble.

<a> B { 1 siz?=a (mdd p) es soluble,

es un homomorfismo de grupos en donde ker (—) ={a’:ac [7}. De ahora en
p
adelante, al grupo de residuos cuadraticos, ker (—), lo denotaremos como R, y

N, =F; \ R,. La funcién { — ] se conoce como el simbolo de Legendre. En todos los
p
capitulos de este trabajo escribiremos [1,n] = {1,2,--- ,n}. El siguiente resultado

resume en buena medida las propiedades fundamentales del simbolo de Legendre.

Teorema 1.1.1. Sean a,b € Z, p primo impar con mecd(ab, p) = 1. Entonces:
. , a b

1. Sta=0b (mbd p), entonces <—> = (—)

p p

1
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p—1

2. (2) =a 2 (mdd p) (teorema de Euler).
p

Demostracion. Es inmediata. O]
-1
Corolario 1.1.1. Para p un primo impar, se tiene que |R,| = pT
Demostracion. Se sigue de observar que F; /ker (—) ~ {-1,1}. O
p

Notamos que exactamente la mitad de los elementos de F, son un cuadrado.
El niimero —1 no es un cuadrado en los campos Q y R pero en campos finitos de
cardinalidad p, con p un primo, tenemos que:

Teorema 1.1.2. -1 c R, siy solo sip=2o0op=4k+1.

Demostracién. Supongamos que p # 2y p Z 1 (méd 4). Sea x tal que 22 = —1
-1

(méd p). En este caso b es impar y por el Teorema Pequeno de Fermat tenemos

que
p—1
?l=1=(2") 7 =-1 (méd p),
lo cual no es posible pues p # 2 y asi p =1 (mdd 4). Reciprocamente, si p = 4k + 1,
entonces —— es par. El teorema de Wilson nos asegura que (p — 1)1 = —1 (méd p)
p1
—1 2
y y por lo tanto el nimero (—1)p7Hj satisface 22 = —1 (méd p). O
j=1

Corolario 1.1.2. Sea p =1 mod 4 un primo. Entonces (E) = (p — a)‘
p p

Demostracion. La afirmacién se sigue de observar que si b es solucién de 22 = a
(méd p) v x es tal que 22 = —1 (mdéd p), entonces xb es solucién de z° = —a
(méd p). O

El corolario anterior nos permite afirmar que si p = 1 (mdd 4), entonces en el

también la mitad de sus elementos son un cuadrado.

conjunto 1,2, ..., P
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. , . % n
Teorema 1.1.3. Sip =1 mdd 4 es un primo, entonces Z — | =0.
n=1 p
Demostracion. De acuerdo al corolario anterior, la mitad de los residuos cuadréticos
-1
de I, se encuentra entre 1y pT O]

Un hecho conocido es la naturaleza cuadratica de los nimeros 2 y 3.

Teorema 1.1.4. Sea p un primo impar. Entonces
2\ _ 1 sty solo si
p) | —1 siysolo si

3\ _ 1 siysolosip=1,11 (mdd 12),
p) | =1 siysolosip=>5,7 (méd 12).

1,7 (méd 8),
3,5 (mod 8).

Para p # 3,

Un problema no resuelto en la teoria de residuos cuadraticos es la distribucion
de los cuadrados en el campo [, es decir, jen dénde se encuentran localizados los
cuadrados?. Podemos localizar algunos de ellos.

Teorema 1.1.5. St p =2k + 1 es un primo impar, entonces
kY _ 1 siysolosi p=1,
p) | —1 siysolosi p=5,

(méd 8).
. -1 2
Demostracion. Puesto que (—> ( ) (_
p p

(méd 8),

3
7
) ( ), tenemos
(5)- ( )(5)
p p
: k : . -1
Por lo anterior, ]; =1lsiysolosi |- ) = ? . Asi que
2\ _ (-1 _ 1 SlySOlOSl p=1 (mdd ),
p) \Up /) | -1 siysolosi p=3 (mdd 8).
: k . .2 -1
Finalmente observemos que (—> = —1 si y solo si (—) = — <—) Por lo tanto
p p
p
p

AN S A U 1 siy solo si
p) p ) | —1 siy solosi
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Como caso particular, si p = 4k + 1 el resultado anterior tiene la siguiente

p

interpretacion:
Corolario 1.1.3. Sip=1 mdd 4 es un primo, entonces
E _ 1 siysolosi p=1 (mdd ),
—1 siysolosi p=5 (méd 8).
O

Una consecuencia del corolario anterior es que, para esta misma clase de primos,

~1
T (2)
p p
ptl p—1
Corolario 1.1.4. Sip=1 méd 4 es primo, entonces | = | = | 2| .
p p
1 1 2\ [ &t ptl
Demostracion. Como 1 = (—) = <]i) = <—> —2_ ], entonces (_) = | -2
p p p p p p
O

y del comentario anterior se sigue el resultado.

Teorema 1.1.6. Si p =4k + 1 es un nimero primo, entonces

()

k
2. Si k es par, entonces <2> =
p

)-()-
p p p
— ) =1y por tanto para j € Z se

-1
( ) = 1. Para la segunda

Demostracion. Primero notemos que (

afirmacion supongamos p = 8t + 1. Entonces

2J 8-t
tiene <—> = 1. Por lo anterior <—) = 1. Asi que
p p

()-(2)-(=2-() ()
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1.2. Trasladados de R,U{0} en F,

Sabemos que el problema de localizar residuos cuadraticos es un problema abierto
y la teoria analitica de los nimeros ha hecho contribuciones importantes en esta
direccién. Sin embargo, todas esas contribuciones no son explicitas y por tanto, aunque
no podamos localizarlos, intentaremos contarlos. En este orden de ideas, Perron en
[10], hace un estudio exitoso en el campo finito F,. En esta seccién desarrollamos
las ideas principales de Perron, pues estas seran la guia espiritual de los siguientes
capitulos.

En la siguiente discusion p representa un primo impar y R, denota al grupo de
residuos cuadraticos médulo p, en donde |R,| = L

Primero que nada, notemos que R, tiene la siguiente propiedad: si z € R, entonces
zR,=R,, ysiz ¢ R,, con z # 0, entonces xR, reproduce a todos los no residuos
cuadréticos en F). El grupo R, es el tinico subgrupo de F; de indice 2. Con respecto
a la adicién podemos preguntarnos lo siguiente: sea a € F, jpodemos identificar los
residuos cuadraticos en el trasladado R, + a?. La pregunta es dificil de responder
pues tiene que ver con la distribucién de los cuadrados en IF,. El célebre teorema de
Perron calcula explicitamente el nimero de residuos y no residuos en el trasladado
R, + a.

Teorema 1.2.1 (Perron). Sean p = 4k — 1 un primo y RIT, = {ri,re,...,ror} el
congunto de residuos cuadrdticos incluyendo al 0. Si a € F, entonces |(R;r)+a)ﬂR;| =
k. Sean p = 4k + 1 un primo y R;; = {r1,7r9, ..., Tokr1} los residuos cuadrdticos
incluyendo al 0. Si a € R,, entonces |(R} +a) NRI| = k+ 1y sia € N, tenemos

(Rl +a) NRI| = k.

Demostracion. Escribimos r, = s2. Si r, +a € R}, entonces r, +a = 55+ a = {;
(méd p) y médulo p tenemos

sz—tzz—@, Sy —t, = — a , 28, =8y +ty, — .
Sy + ty Sy + ty

1

a
Siu=s,+t,, entonces s, = - —> (méd p). Resumiendo: r, +a € R; si existe
u

—u
) 2
u € I tal que s, = 3 (u — (méd p). La condicién también es suficiente. En efecto,

1 1
si s, = = (u - 2) (méd p) y hacemos t = — (u + g), entonces s, =t — a (méd p)
2 U 2 U u

g1

a
y u =t + s,. Por lo anterior — =t — s,. Asi que
U

a=ul= (t+5,)(t —s,) =t* — s> (méd p),
u
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y por lo tanto s2 +a € R;. Hemos visto que para r, un residuo cuadratico, el niimero
r, + a también es residuo cuadratico si y solo si

. . . a\?
para algin u € F}. Debemos pues contar cuantos residuos de la forma <u — —) son
u

incongruentes entre si. Dado u, la congruencia

(x - 2>2 = <u - 2>2 (méd p) (2)

u

tiene soluciones:
(3)

Notamos que ¢ P 4 (méd p) y u # —u (mdd p). Por lo anterior, (2) admite al
u u

menos dos soluciones incongruentes pero esto tltimo no garantiza que las 4 soluciones
sean incongruentes. Veamos la justificacion de la primera afirmacion del teorema.
Supongamos que p = 4k — 1. En este caso, solo uno de los niimeros a o —a es un
cuadrado. Observemos lo siguiente:

i) Sia € R, yu €T, es tal que v> = a (mdd p), entonces (2) solo tiene dos

. . a ,
soluciones incongruentes. Esto es porque u = — (méd p).
u

) 2
ii) Sia€ R,y u €F,\{+u}, entonces (:L’ - ﬁ) = (u1 - ﬁ) (méd p) tiene
i U1

cuatro soluciones incongruentes.

iii) Si a € N, entonces —a € R, y por lo tanto, la afirmacién en i) también aplica

para —a. En este caso u = —— (méd p).
u

a\? a\?
iv) Puesto que (u — —) = (—u - —) , tenemos que v y —u producen el mismo
U —U

elemento de R,,.

2 2
a a a a a a
v) Puestoque | —— = | =|——-—F tenemos que — y —— producen el
a a | o
u u ¢ u u
u u

mismo elemento de R,,.
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Sea a € R, y u como en i). Para u; € Fy \ {u, —u}, tenemos que cada elemento
de (3) produce el mismo cuadrado. Asi que cada uno de los 4k — 2 — 2 elementos de
>\ {u, —u} produce exactamente el mismo cuadrado de cuatro maneras diferentes,

de modo que hay cuadrados de la forma r, + a, con r, € R;. Pero debemos

anadir un 1 a nuestra cuenta porque falta considerar el cuadrado que se obtiene
con u, que en este caso es 0. Por lo anterior, la cantidad de cuadrados en R;) +a es
4k — 4
1+ 1
son vélidas y se aplican los mismos argumentos para justificar que [(R} +a) N R,| = k.
Ahora demostraremos la segunda afirmacion del teorema. Supongamos que p =
4k + 1. Distinguimos dos casos: @ € N, y a € R,. Si a, —a € N, entonces las cuatro
soluciones (3) de (2) son incongruentes, de modo que cada u € F; produce cuatro

= k. Si a € N,, entonces la congruencia (2) y la afirmacién (3) también

veces el mismo cuadrado. Por lo tanto R;f, + a contiene — = k cuadrados.
Para el caso a € R, consideremos uy, —u; € F) tales que u? = (—uy)? = a (mdd p).
a a
Para este u; notamos que u; = — (méd p) o equivalentemente —u; = —— (mdéd p).
U Uy

1
Asi que (2) solo tiene dos soluciones incongruentes: u; y —u;. Ademés, estas dos

soluciones producen el mismo cuadrado:

Lo mismo sucede con —a. Sean ug, —uy € F} tales que uj = (—up)® = —a (mdd p).

a ) .
Entonces us = —— (méd p) y us, —us producen el mismo cuadrado:
U2

2 2

a\ 2 a 2 a a a a ,
(u— a) = (—u— —) = w @ =7 (méd p),
U

, a a .
asi que para esta u tenemos que u, —u, —, — producen el mismo cuadrado. Ahora
U —u

vamos a calcular cudntos residuos cuadréticos contiene R} + a. Cada u € F*\
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k—4

{#uy, £us} produce 4 veces el mismo cuadrado, con lo cual obtenemos

cuadrados. Pero nos falta considerar dos cuadrados mas, justamente los que producen
4k — 4
=k+1. m

ur y uz. Asf que (Rl +a) N R,| =2+

Corolario 1.2.1. Si p =4k — 1 es un nimero primo, entonces | (Rj7 + a) NNy =k
para a € Fy. Sip =4k +1 ya € Ry, entonces ](R;f,—i—a) NN, =k ysiae N,
entonces | (R} + a) N Ny| = k + 1 no residuos. O

Corolario 1.2.2. Sean p = 4k—1 un nimero primo, a € Fy y N, = {n1,na, ... nap_1}
el conjunto de no residuos cuadrdticos en Fy,. Entonces |(N, + a) N Ri| = k.

Corolario 1.2.3. Sean p = 4k + 1 un nimero primo, a € Fy y N, = {ni,na, ... ng }
el conjunto de no residuos cuadrdticos en Fp. Si a € Ry, entonces |(Np+a) N RI| = k.
Sia € Ny, entonces |(Np, +a) N Rl| = k+1.

Un caso de particular importancia es la cantidad de residuos cuadraticos consecu-
tivos en R, éstos se obtienen de manera sencilla al trasladar R} con a = 1.

Corolario 1.2.4. Si p = 4k — 1 es un numero primo, entonces existen k pares de
residuos cuadrdticos consecutivos (incluyendo el par 0,1) y k — 1 pares de no residuos
cuadrdticos consecutivos.

Demostracion. En R; + 1 observemos que si r; + 1 es residuo, entonces r; y r; + 1
son residuos consecutivos. De la primera afirmacién del teorema 1.2.1 se sigue el
resultado. O

Corolario 1.2.5. Sip =4k + 1 es un numero primo, entonces existen k + 1 pares
de residuos cuadrdticos consecutivos (incluyendo los pares 0,1 yp—1,0) y k pares
de no residuos cuadrdticos consecutivos.

Demostracion. 1déntica al corolario anterior. O]

1.3. Orden

Estamos interesados en estimar el orden multiplicativo de ciertos elementos de F.
Obsérvese que, en general, 0(’%1) = o(—a™'), y como en un grupo multiplicativo se
cumple o(z) = o(z™!) entonces

o(—a) = o((-a)™)

= o((-1) (o))
= 0(—a_1).
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Asi pues, determinar el orden de ;%1 es equivalente a determinar el orden de
o(—a), el cual se puede poner en términos de o(a). En efecto, surgen dos casos, si
—1 € {(a), sea n € N el menor entero tal que —1 = a™, entonces —a = a™*! Tenemos
pues que,

(_a)n+1 — (_1)n+1an+1
a"™ sin esimpar
—a™™ sin es par

—a sin esimpar
a si n es par

Asi, cuando n es impar, se tiene que o(—a) = n. Ademds, como a" = —1, entonces
a’™ = 1. Por lo tanto, o(a) = 2n, es decir, o(a) = 2 - o(—a) cuando n es impar. Por
otro lado, si n es par entonces, o(—a) = o(a) ya que, en este caso,

1 = g°@ — [(_a)n-i-l}o(a) _ (_an-l—l)o(a) _ (_1)0((1)
lo cual significa que o(a) es par, de modo que,
(—a)?@ = (=1)°@ . g°@ =1
y asi, o(—a) = o(a) como habifamos afirmado.

Ahora, si —1 ¢ (a), entonces o(a) debe ser impar, pues de lo contrario, (a)
contendria al subgrupo de orden dos, a saber, (—1). De este modo tenemos que o(—1)
y o(a) son primos relativos y por tanto,

o(—a) = o(—1)o(a) =2 - o(a)

En sintesis, hemos probado
Proposicion 1.3.1. En 7, las siguientes afirmaciones son ciertas:
1. Si—1¢ (a), entonces o(—a) =2 - o(a).
2. Si—1¢€{a), y—1=a", entonces
@ St es impar,

o(—a) =

o(a) sin es par.
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Si a = 4 se presenta una situacién especial, que se establece en el siguiente
resultado.

—1 -1
) es un divisor de ——

Proposicién 1.3.2. Sip =1 (mdéd 4) entonces o(p

Demostracién. Recordemos primero que o(E-%) = o(—4). Si <%> =1, entonces p = 1

(méd 8) asi que b

2 _
es par, ademds, por el criterio de Euler <—> = 9% (méd p),
p

asi
1

()T =(-DT@WT =1)@2)7 =1 (mod p).

—1
Por otro lado, si ( ) = —1, entonces p = 5 (méd 8) asi que b T impar y

por tanto

SRS

p—1 p—1 p—1

()5 = ()T Q)7 =(-1)(-1)=1 (méd p)

En ambos casos o(—4) divide a -

, lo cual da el resultado. O]

Teorema 1.3.1. Sean p = 4k+1 un mimero primo y g # g1 tales que (g) = (g1) = F.
1. Sin,ny € N satisfacen g" = g1*, entonces n = n; (méd 4).
2. (g) =TF; siysolosi(p—g) =T,
3. Siz=g"=(p—9)"™ yx € R,, entonces n =n;.
4. Si g?> = g} (mdd p), entonces g = —g; (méd p).
Demostracion. Para la afirmacién 1 primero observemos que g = ¢g3'™. Entonces

g" =g = gn.

Por lo anterior n(2t+1) =ny (méd p—1). Sin =4a+ry ny = 4b+ry, entonces
Ak | (8at 4+ 4a — 4b) + (2tr +r — r1). Asi que r = r; (mdd 2); es decir, r y r; tienen
la misma paridad y r,r; € {0,1,2,3}. Es claro que si r # 7y, entonces 4 { 2tr + 1 — 1
y por tanto r = r;.

Para la afirmacién 2 notamos que —1 € (g) y como p = 4k + 1, entonces —1 es
un residuo cuadrético y por tanto —1 = g™ con n par, asi que de la proposicion 1.3.1
se concluye que o(g) = o(p — g), por lo que p — g también genera Fy.

Para la tercera afirmacién observe que la hipétesis * € R, implica que n y n; son
ambos pares y sin pérdida de generalidad podemos suponer que n,n; € [1,p — 1].
Asi que

ni
g=p-gm =) (-1)p"g

1=0

(=1)"g™ =g™ (mdd p),
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y por tanto n = n;.
Para la afirmacién 4, sea n € [2,p — 2] tal que g; = ¢". Entonces tenemos
0=gi—¢"= (9"~ 9)(¢" +9) (mddp)
Lo cual se cumple si alguno de los factores es cero. Pero ¢" — g # 0 (méd p) pues

n <p—1=o0(g), por lo tanto debe de ocurrir que ¢" = —¢g (méd p), lo cual da el
resultado. O

Observe que la hipdtesis p = 4k + 1 es imprescindible en la afirmacién 2 del
teorema anterior, pues para p = 4k + 3, —1 € R, asi que la n de la proposicién
1.3.1 es impar y por lo tanto o(—g) = o(g)/2. Por ejemplo, para p = 19 se tiene que
0(2) =18y o(p—2) =0o(17) = 9.

La citada afirmacién establece que para un primo p = 4k + 1, si g es un generador
de ) entonces p — g también lo es. Es decir, si x € F), existen n,n; € [1,p — 1] tales
que £ = g" = (p— g)™. A continuacién establecemos una relacién explicita entre n y
ni.

entonces

Si n es par, es claro que (p — ¢g)" = ¢" = . Si n es impar y n > b

p—g)" 7 =(—9)"(—9) 7 =—¢g"(p—1)""=g¢" (mdd p).

Sin<? , entonces

p_1 n 21 — n n 7
p—9)"7 =(—9)"(—9)T =(-1)g"(p—1)=g¢" (méd p).
Asi, tenemos la siguiente consecuencia

Corolario 1.3.3. Sea p = 4k + 1. Si (g) = F; y x = g" para algin n € [1,p — 1],
entonces

1. Six € Ry, entonces v = g" = (p — g)".

2. St x € N, entonces

S

3
—
—
3

|

o)
SN~—

N

|

IS

W |
»
.
S
v

S
|M||
==

—~
b
|
<

~—

S

+

S
N
V)
&S,
N
A
]






CAPITULO

Parejas y ternas de residuos cuadraticos
consecutivos

2.1. Algunas propiedades

Como ya se dijo, (corolario 1.1.2) para primos de la forma p = 1 mdd 4, el

.

Esto significa que para esta clase de primos los residuos cuadraticos en [1,p — 1]
presentan una especie de simetria: n es residuo cuadrético si y solo si p — n también
lo es. En los sucesivo llamaremos a esta propiedad la simetria elemental . La figura
2.1 muestra una representacién grafica de esta idea.

(L]

i~
o

3

|
i
2

— el ——

Figura 2.1: Simetrfa de los residuos cuadraticos en F,.

Ahora, si para un primo de esta misma forma, consideramos el intervalo discreto
[[17 7%1 , el teorema 1.1.3 nos indica que la propiedad de tener la misma cantidad de
residuos cuadraticos que de no residuos se sigue cumpliendo. Sin embargo, es claro

13
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N

R
1

4 5 6 7 8§ 9 10 11 12 13 14

3
1 |
N N

Figura 2.2: No simetria de los residuos cuadraticos en [1, 251].

que la simetria elemental se pierde. En la figura 2.2 se ilustra un ejemplo para el
primo p = 29.

Si consideramos un intervalo de valores atin mas pequeno, por ejemplo, [[1, ’%1
es natural esperar que se pierdan mas propiedades respecto a la forma en que se
distribuyen los residuos cuadraticos. En efecto, no solo se pierde la simetria que se tenia
en todo ), sino que en dicho intervalo ya no se tiene la misma cantidad de residuos
cuadraticos que de no residuos, como ocurria en los dos intervalos mencionados antes.
Aunque se sabe que en [[1, ;%1]] hay més residuos cuadraticos que no residuos modulo
p = 1 (méd 4) [3], no conocemos una demostraciéon con argumentos puramente
aritméticos. A continuacién veremos una serie de resultados que permiten relacionar
algunos residuos cuadraticos en [F,,.

Proposicién 2.1.1. Sip = 4k + 1 es un numero primo, entonces para n € 7 se

cumple
’%—n _(2) <2n—|—1)
p p p )

g p—1-—2n 2\ (5 o
Demostracion. Tenemos que | ——— | = (| — . Por la simetria ele-
p p p

()00 e

La proposicién anterior puede interpretarse como sigue. Si p =1 modd 8, entonces

O

, p
los nimeros

—n y 2n + 1 son ambos residuos o ambos no residuos cuadraticos

modulo p y si p =5 mdd 8 entonces uno de dichos ntimeros es un residuo y el otro

es un no residuo. Esto da una correspondencia entre los niimeros

—ny?2n+1
que se ilustra en la figura 2.3.
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,_L
Do
CN o .
N
O“ i —
fop)
\l
=
|
iy
|
Sy

Figura 2.3: Correspondencia dada por la proposicién 2.1.1.

Siguiendo las mismas ideas en la demostracién de la proposicién 2.1.1, se obtiene
el siguiente resultado que es muy similar y cuya interpretacion se ilustra en la figura
2.4.

Proposicion 2.1.2. Sip = 4k + 1 es un numero primo, entonces para n € 7, se

tiene que
Eltn _<2> <2n—1)
p p p )

T —
[\
o‘———
.

— ol ==
=]

-3
S
‘.
ok
P

Figura 2.4: Correspondencia dada por la proposicién 2.1.2.

De las dos proposiciones anteriores, se obtiene el siguiente corolario cuya interpre-
tacion se ilustra en la figura 2.5.

Corolario 2.1.3. Sip =4k +1 es un numero primo, entonces para n € Z. se cumple

elin B el (n—1)
p B p '

Observe que el corolario anterior es equivalente a la simetria elemental.
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p—1 —1
L L — 43

Figura 2.5: Correspondencia dada por el corolario 2.1.3.

2.2. Parejas y ternas

Una consecuencia importante del teorema de Perron (teorema 1.2.1) es que
permite obtener el nimero de parejas de residuos cuadraticos consecutivos en IF,,. Mas
generalmente, se conoce el nimero de parejas de residuos cuadraticos consecutivos, el
de parejas de no residuos cuadraticos consecutivos, asi como el ntimero de parejas
de la forma residuo seguido de no residuo y viceversa. También se conoce un valor
aproximado para el nimero de ternas de residuos cuadraticos consecutivos en [F),, ver
[1]. Sin embargo, en la literatura pocos son los trabajos que dan resultados explicitos
acerca de la ocurrencia de parejas y ternas de residuos cuadraticos consecutivos o
de no residuos. En [2], A. A. Bennet demuestra la existencia de cadenas de tres
residuos cuadraticos consecutivos para p = 11 y para cualquier primo p mayor que 17.
Bennet primero muestra que la existencia de tres residuos cuadraticos consecutivos
es equivalente a la existencia de un cuadrado de la forma wv(u + v)(u — v) y luego
construye un cuadrado con dicha forma. H. S. Vandiver hace lo propio en [12], donde
para primos congruentes con ciertos valores médulo 40, exhibe sucesiones de tres
residuos cuadraticos consecutivos, las cuales obtiene haciendo uso del hecho, que él

. . atl —2a
mismo demuestra, de que para un primo p = 5k-+1 se cumple que =|—
p p

a+1 —2a

y para p = bk — 1 se tiene (—) = — (—> para un cierto valor de a. Cabe
p p

destacar que los métodos de Bennet y Vandiver dan origen a cadenas distintas de

tres residuos cuadréticos consecutivos.

En esta seccién obtenemos explicitamente algunos patrones de residuos y no
residuos para cierto tipo de primos haciendo uso de los resultados de la seccién
anterior, en particular, se obtiene una nueva cadena de tres residuos cuadraticos
consecutivos, con una técnica diferente a las usadas en [2] y [12].

Obsérvese que en la proposicién 2.1.1, mientras el parametro n se mantenga en el

intervalo 1 <n < Lp;J, entonces b — n serda mayor que 2n + 1. Si p es de la

forma adecuada, entonces hay dos enteros consecutivos que se corresponden via la
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citada proposiciéon como se ilustra en la figura 2.6. Méas ain tenemos,

—_
bo
o ==
W
L

Figura 2.6: Enteros consecutivos correspondientes via la proposicién 2.1.1.

Lema 2.2.1. Sip es un primo conp =1 mdéd 4 y p=>5 mdd 6, entonces

p=1l _ p=5
2 6 | =_1,
p

g . p+1 3\ (2
Demostracion. Observe primero que | —— | = | — —— ], por lo tanto
p p

(455)-(3)-0) 059+ 6) -

porque las hipotesis sobre p implican que p =5 mdd 12, y para primos de esta forma,
3 es un no residuo cuadratico. O

Proposicion 2.2.2. Sip=1 mdéd 8 y p=5 mdd 6, entonces

p—1 _ p=5 p=l _p5_ 1
2 6 — 2 6 = _1.
p p

2
Demostracion. Como p =1 mod 8 entonces <—> = 1. Ademas, via la proposicién
p

p—1 p-=5

2.1.1, k = corresponde con 2k + 1 = S T 1 lo cual, junto con el

lema anterior, da el resultado. O

p_

Notemos que la proposicién anterior da la posiciéon exacta de dos no residuos
p—2 p+1
3 73

cuadraticos consecutivos médulo un primo p = 17 moéd 24, a saber,
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No residuos

p consecutivos
17 5, 6

41 13, 14
89 29, 30
113 37, 38
1193 397, 398
8369 | 2789, 2790

Tabla 2.1: Dos no residuos consecutivos para p = 17 méd 24.

En la tabla 2.1 se muestran algunos primos y los no residuos cuadraticos consecutivos
modulo p obtenidos via la proposicion 2.2.2.

no es un entero y en este caso la

Por otro lado, si p =1 mdd 6 entonces b

ultima pareja de valores que se corresponden via la proposicién 2.1.1 no son enteros
consecutivos como se ilustra en la figura 2.7. Los dos resultados siguientes muestran
que, con las condiciones adecuadas, esto da tres residuos cuadraticos consecutivos.

—_
bO

O
I

ol == —
=

I

e

|

—_

Figura 2.7: Ultima pareja correspondiente via la proposicién 2.1.1.

Lema 2.2.3. Si p es un primo con p = 1 méd 8 y p = 1 mdd 6, entonces
p—5| p-—7
6 | 6 7
p—l _ p7
2 6 ] =1.
p

1
Demostracion. Si p = 6k + 1, entonces p 5= (k—1)+ 3 ¥ por lo tanto,

P=5| _ 4, 4 _P-T
6 6
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-1 -7 +2 . .,
Ahora, d 7~ b _ P y usando el mismo argumento que en la demostracién

de la proposicién 2.1.1 obtenemos que,
o (5 (%) (ﬂ) _ (2) (%) _1
p p p p p p
O

-1 p-7

. . p
Tenemos entonces que, con las hipdtesis del lema anterior, el entero

siempre es un residuo cuadratico médulo p, pero via la proposicién 2.1.1, este corres-

-7 —1 -7
ponde con 2 pT +1= pT — pT — 2 y por lo tanto, este ltimo también

es un residuo cuadratico. Mds atn, se tiene la siguiente:

Proposicion 2.2.4. Sip=1 méd 8 y p=1 mdd 6, entonces

-1 -7 —1 -7 -1 -7
o) (e (2w
p p p

p—1 p=T7

BB
Demostracion. Solo resta ver que —) = 1. Para ello, observe que
p
p—1 p—=7 —1

— T 5 :Typorlotanto

() (3)-005)- 0 )

La proposicion anterior permite encontrar, para un primo p = 1 mod 24, tres
p—4 p—1 p+2
3 ' 3 7 3

En la tabla 2.2 se muestran algunos primos y la terna de residuos cuadraticos

consecutivos modulo p obtenidos via la proposicion 2.2.4, junto con las ternas obtenidas

por Bennet [2] y Vandiver [12]. Todos los primos mostrados son de la forma p = 1
mod 120.

]

residuos cuadraticos consecutivos que son

Analizamos ahora lo que ocurre en el caso p =5 mdd 8 para el cual la proposicién

2.1.1 dice que,
el—n B (2n+1>
p p )

El anédlogo de la proposicién 2.2.4 establece en este caso:
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P R consecutivos R de Bennet R de Vandiver
3001 | 999, 1000, 1001 2876, 2877, 2878 244, 245, 246
3121 | 1039, 1040, 1041 2991, 2992, 2993 1497, 1498, 1499
4201 | 1399, 1400, 1401 | 4026, 4027, 4028 | 2027, 2028, 2029
17761 | 5919, 5920, 5921 | 17021, 17022, 17023 | 7649, 7650, 7651

Tabla 2.2: Tres residuos cuadraticos consecutivos para p =1 (méd 120).

Proposicion 2.2.5. Sip=5 mdéd 8 y p=1 mdd 6, entonces

glont o0\ (monto1)
p p
p=1 _ p=7
2 6 |- _q
p

Demostracion. Primero notamos que

-1 -7 -1 -7
P _P P _P — 2 se corresponden via la proposicién 2.1.1,

y como

este ultimo debe ser un residuo cuadratico. Finalmente, tenemos que

(=) - ()00 -

lo cual completa la prueba. O

Notemos que en este caso la proposicion anterior nos permite localizar dos residuos
cuadraticos consecutivos en lugar de tres como ocurre cuando p =1 méd 8.

Ahora establecemos el analogo de la proposicién 2.2.2.

Proposiciéon 2.2.6. Sip=5 mdéd 8 y p =5 mdd 6, entonces

p—l _ p=5 p=l _p5_ 1
2 b =1 y — | =1
p

s
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Demostracion. La primera igualdad es cierta pues se tienen las hipétesis del lema
2.2.1 y la segunda se sigue del hecho de que los nimeros involucrados se corresponden
via la proposicion 2.1.1 y por tanto los simbolos difieren en signo. O

Este ultimo resultado da la posicion exacta de un residuo cuadratico seguido de
un no residuo.

A continuacion establecemos un resultado que da una correspondencia similar a
-1
1

la de la proposicién 2.1.1 pero partiendo de P

Proposicion 2.2.7. Sip=1 mdd 4 es un primo, entonces

() - (52) - 2) (2==2)

-1 4k — 1
+k;:p+T

() -(F)-0 -5

Para la segunda igualdad usamos la proposicién 2.1.1
(4k—1)_<2(2k—1)+1)_(2) el (2k—1)
p p p p '

En la figura 2.8 se ilustra la correspondencia dada en la proposiciéon anterior.

Demostracion. Notamos que b , de modo que

Figura 2.8: Correspondencia dada por la proposicién 2.2.7.






CAPITULO

Trasladados de algunos subconjuntos de
Ry y Ny

Como vimos en el primer capitulo, Oskar Perron estudié los trasladados de R,
y N, logrando determinar la cantidad de residuos cuadraticos que contiene cada
trasladado. A continuacion estudiamos conjuntos que se obtienen trasladando ciertos
subconjuntos de R, y de N, buscando generalizar los resultados de Perron para dichos
conjuntos.

3.1. Residuos en R, -1 +a
2

En esta seccién estudiaremos el conjunto R% = {r €eR,:1<r< ;%1} . Bus-
camos establecer un resultado andlogo al teorema 1.2.1 para p = 4k + 1, es decir,

queremos determinar la cantidad de residuos cuadraticos y de no residuos cuadraticos

en el conjunto Ry-1 +a = {r—i—a:reRE}. Los casos a =p — 1y a =1 pueden
2 2

resolverse aprovechando que el nimero de parejas de residuos cuadraticos consecutivos

es un valor conocido. Para cualquier valor de a se puede usar una idea mas general
para contar los residuos cuadraticos en Ry-1 + a, la cual consiste en ordenar los

2
elementos de R, +a en parejas de tal forma que uno de sus elementos esté en Rp-1 +a
2

y el otro no, para luego utilizar el teorema 1.2.1. A continuacién mostramos coémo
puede hacerse esto [8].

Lema 3.1.1. Sip =4k+1 es un primo yr =r;+a € R,+a es un residuo cuadrdtico,
entonces p — r; también es un residuo cuadrdtico y p —r; € R, + a.

Demostracion. Por la simetria elemental r es residuo cuadratico si y solo si p—1r lo es.
Por lo tanto (p—7r)+a € R,+ay como (p—1)+a = p—r; se sigue el resultado. [

23
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A la pareja de residuos cuadraticos en R,+a dada por (r;+a,p—r;) la llamaremos
pareja de residuos correspondiente. Si ademads se cumple que r; + a < p — r; diremos
que (r; + a,p — ;) es una pareja de residuos correspondiente ordenada. Las parejas
correspondientes se ilustran en la figura 3.1.

[
. l
l4a 24a 44+a .-~ 221 ... p—4 p—-2 p—1 0 --. a—1 a
| : |

e g

Figura 3.1: Parejas correspondientes en Rp—1 + a.
2

a
, entonces r; +a

p
Observamos que conforme r; recorre los valores 1 < r; <

—a . . .
recorre los valores 1 +a < r; +a < pT + a y el correspondiente residuo p —r; satis-

face

a
+a < p—r; <p—1. En particular, para que una pareja correspondiente

sea ordenada, se requiere la condicién

m<p;“. (3.1)

En R; + a eventualmente aparecen algunos de los enteros entre 0 y a, pero para

a
estos no estdn en Rp—1 + a. De esta manera, si r; = VTJ es tal que
2

agp

su pareja satisface p —r; > ]?T + a, se tendra que de los residuos que quedan en

R;; + a, una vez que se han eliminado los residuos entre 0 y a (de negro en la figura
3.1), la mitad son elementos de R% + a (los que son de la forma r; + a) y la otra

mitad no son elementos de R% + a (las correspondientes parejas p — r;). Por lo

tanto, dado que el teorema 1.2.1 dice cuantos residuos cuadraticos hay en RIT, + a, se
obtiene el siguiente:

Teorema 3.1.1. Sean p = 4k + 1 un primo, a € [1, ’%1]],
rj:méx{riERp:rig V%J yn—iraERp},
S:{O,l,...,a—l,a}ﬂ(R;—Fa):{i:OSiSa, cona—iER;}
ys=|[9N R;|. Sirj satisface la condicion
p—rj>p%1+a, (3.2)

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
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, k+1-—s
1. Sia € R,, entonces [(Rp=1 +a)N RIT, =—D
2
: k—s
2. Sia € N,, entonces ‘(RL—l +a) OR; =5
2
O
—a
Si b es un entero y ademds es un residuo cuadrético, entonces en el teorema

2
. p—a . .
anterior r; = 5 y cuando esto ocurre r; 4+ a y su correspondiente pareja p — 7,

coinciden. Sin embargo, en este caso el teorema no es aplicable pues la condicién (3.2)
no se cumple.

Cuando una pareja correspondiente satisface r; +a = p — r;, como en la figura 3.2,
la llamaremos traslape. Observemos que la tinica manera de que ocurra un traslape

es que 7; = sea un entero y que tanto r; como r; + a sean residuos cuadraticos.

Bajo esta situacion es posible usar basicamente la misma idea para contar los residuos
cuadraticos en Rp-1 + a con una ligera modificacién: debemos tomar en cuenta el
traslape pues con estas condiciones r; + a esta en el conjunto Rp—1 + a. Asi pues, en
presencia de traslape, en el resultado del teorema 3.1.1 debemos restar 1 antes de
dividir entre 2 y luego sumar 1.

Traslape

l
f t
l+a 24+a ... rj+a P;1+a p—2 p—1 0 ... a—1 a
| ? N

il

Figura 3.2: Traslape en Ry +a.

Ademas del traslape, existe otra situacion que hace que el teorema 3.1.1 no sea
aplicable, a saber, que no se cumpla la condicién (3.2). Esto significa que existe al
menos una pareja correspondiente cuyos elementos estan ambos dentro del conjunto
Rp-1 + a, como se muestra en la figura 3.3. Cuando esto sucede, ambos elementos
de 1a pareja deben ser contados. A una pareja tal la llamaremos pareja interior. La
modificacién que debe hacerse al resultado del teorema 3.1.1 en este caso es clara,
sumamos 1 por cada pareja interior que exista.

En sintesis, para un valor de a dado y un primo p = 4k + 1, si t, es el nimero de
traslapes (este ntiimero solo puede ser 0 0 1) y p, el numero de parejas interiores, se
obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.2. Sean p = 4k + 1 un primo, a € [1,22] y s como en el teorema

2
3.1.1. Las siguientes afirmaciones son ciertas:
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Pareja interior

— |

|
| }
1+ 2+a «..T3+a...p—7; 1%1+a...p—2 p—l 0 sevmg—1 a
|

Figura 3.3: Pareja interior en Rp—1 + a.
2

_ k+1—s—1t,

1. Sia € R,, entonces ‘(R% —i—a)ﬂR]T) = f—i—ta—i-pa.
, k—s—t,

2. Sia € N,, entonces ‘(R%—l —l—a)ﬂR;f, = T+ta+pa.

Para valores particulares de a es posible determinar qué condiciones debe tener
el primo p para que se cumplan las hipotesis del teorema 3.1.1 e incluso determinar
si ocurre traslape y el nimero de parejas interiores. A continuacién mostramos este
proceso para algunos valores de a.

Proposicién 3.1.2. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son cuertas:

1. Sip=1 mdd 8, entonces

(RpT—l—i-l)ﬂRT

P

E ORI~

-1

2. Sip=>5 méd 8, entonces |(Rp=1 +1)N R;f)‘ =

Demostracion. Si a = 1, tenemos S = {0,1}, s = 2 y solo puede ocurrir traslape;

2
este se presenta si b es residuo. Del corolario 1.1.3 esto sucede si y solo si (—) =1
p

Por tanto, del teorema 3.1.2 se sigue el resultado.

Como consecuencia de la proposicién anterior se obtiene, para un primo p = 4k+1,
el nimero de parejas de residuos cuadraticos consecutivos en el intervalo discreto
I1, p%l]] y también el niimero de parejas de un residuo cuadratico seguido de un no
residuo.

Corolario 3.1.3. Sea p = 4k +1 un numero primo. El nimero de parejas de residuos

cuadrdticos consecutivos en el intervalo [1,21] es:

2
k—2
1. —— sip=1 (mdd 8).

2. —— sip=>5 (mdd 8).
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Corolario 3.1.4. Sea p = 4k + 1 un numero primo. El numero de parejas de un

residuo cuadrdtico sequido de un no residuo en el intervalo [1, ’%1]] es:

L. g sip=1 (méd 8).

E+1
2

Proposicion 3.1.5. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:

2. sip=>5 (méd 8).

2
1. Si (]—)):<%):1, entonces‘(RprlnLQ)ﬂR;f, :%
2.5 (2) =1y (2) =1, ent R )Rl =2
.Zg—yz—?——,enonces(p%-k) =
2 -1
3. 5 (5) = —1, entonces (Rz%l +2) QRL‘ = kT

Demostracion. Si a = 2, y en general si a es par, no puede haber traslape porque
p—a

—2
no es un entero. Sin embargo, puede haber una pareja interior si r; = VTJ
-1

y r; + 2 son ambos residuos cuadraticos. Notamos que r; = pT — 1 y por tanto

-1 —1
ri+2= — + 1 corresponde con p — r; = PT Es decir, en este caso la pareja

interior consta de enteros consecutivos. Ademads, de la proposicién 2.1.2 se concluye que

2 3
este caso ocurre si ( — | = | — | = 1. Por otro lado, si 2 € R,, entonces S = {0, 1,2}

p p
y s =3. 512 € N, tenemos S = {1,2} de modo que s = 1. O

En la tabla 3.1, se muestra el resultado anterior en términos de congruencias
modulo 24.

Proposicion 3.1.6. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones

son ciertas:
D
1y | —-)=—1, entonces

5= ()
5 (0= () §) - e

3. Si (%) = (;) (Roo1 +3) N R

k—2

2

(Roos +3) NR}

5"

(Rez1 +3) N R}

P

k1
=

—1, entonces >
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|(Reor +2) 1) Ri| | p (méd 24)
k 1
2
% 5,13
ko i

Tabla 3.1: Nimero de residuos cuadréticos en Rp—1 + 2
2

2
4. Si (—) =1, <§> =-1y <§> =1, entonces ‘(RL—l +3)N R
p p p 2

2
2 3 5) k—2
(2 _ SY_(2) - _ ) (| _ k=2
5. 5 (p)-ly(p)-(p)- 1, entonces‘(Rp%+3)ﬂRp 5
(2 3 k—1
6. Si (5)——1y(5)—1, entonces (Rprl—i-B)ﬂR; =5

., . . D
Demostracion. Supongamos a = 3. Primero notamos que ocurre traslape si y

-3 2 3
—— + 3 son ambos residuos cuadraticos, y esto sucede si y solo si (—) (—) =1.

2 p/) \p
- p—95 p—3 — )
Otra posibilidad es que r; = 5 =5 lyri+3= 5 + 1 sean residuos

cuadraticos, en tal caso, una pareja correspondiente consta de r;+3 y p—r; = r;+5, es

2 5
decir, se trata de una pareja interior. Este caso se presenta cuando (—) = (—) =1.
D p

Observemos que pueden presentarse simultaneamente un traslape y una pareja interior.

2 3 5

Con estas consideraciones si (—) = (—) =1y (—) = —1, entonces S = {0,1,2,3}
p p p

y s =4 en el teorema 3.1.1. En este caso ocurre traslape. Por lo tanto, el niimero de

residuos cuadraticos en el conjunto Rp-1 + 3 es
2

k+1—s—1+ k—2
2 2
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](RpT—l +3)NRI| | p (méd 120)
k—2
- 17,73,97,113
kE—1
— 13,37,61,109
k 1,41, 49, 89
2
k+1
% 29,53, 77,101

Tabla 3.2: Nimero de residuos cuadraticos en Rp—1 + 3.
2

(2 3 ) . .

Por otro lado, si (—) = (—) = (—) =1, el conjunto S es el mismo que en el caso
p p p

anterior, pero aqui ocurre tanto el traslape como la pareja interior, de manera que

Rp%l + 3 contiene
k+1—s—1

k
l+1=2
2 =y

2 3

residuos cuadraticos. Si (—) = (—) = —1, solo se presenta el traslape y S = {2, 3},
p p

asi que s = 0 y por lo tanto hay

k_s_1+1—k+1
2 D)

residuos cuadraticos en Rp-1 + 3. Los casos restantes son similares.
2
O

La proposicion anterior puede replantearse en términos de congruencias médulo
120, como se muestra en la tabla 3.2.

El caso a = 4 es el primero en el que ocurre mas de una pareja interior.

Proposicién 3.1.7. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:
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k
(&%+®0RT:<

P 2
2. 5i (g) = (§) = (é) =1y (z) = —1, entonces
p p p p

-2
= -
‘(RL;+4)QRP - =
2 k+1
3. Si (—) = (§) = <§> = —1, entonces ‘(RL—l +4)NRI| = ik
p p p 2 2
2 k
4. Si (5) =1, (2) =—-1ly (—) = 1, entonces |(Rp +4)NRI| = 3
2
5. 5% (—) = (§) =1, <§> =—1y (—) =1, entonces
p p p
Ros + )N R =22
M et O = —
6. Si (2) =1, (ﬁ) =—1y (Z) = —1, entonces
p p p
k—2
‘(R% + 4N RY| = 5=
2 3 k—3
7. Si (—) =—1, (—) =1, entonces ’(Rp;l +4)NRI| = ——
p p ? 2
2 k—1
8. Si (—) = (§) =-1y (?) =1, entonces ’(RE +4)NRI| = ——
p p p 2 2

5 ()= ()1 () ) - e

k—4

‘(R%+4)QRJ, 5

Demostracion. Para a = 4 no ocurre traslape, sin embargo, puede presentarse més de
una pareja interior. Veamos bajo qué condiciones ocurre esto. En primer lugar, notemos
p—a| _p—1

2 2

que r; = L — 2 ysir; y ri+4 son ambos residuos cuadraticos, el entero
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—-1 -1
ri +4= pT + 2 corresponde con p — r; = pT + 3, es decir, se tiene una pareja

interior formada por enteros consecutivos. Haciendo uso de la proposicion 2.1.1 vemos

que P —2€R,siysolosi (-] = 5 y de la proposicién 2.1.2 concluimos

2
-1 2 3 2 3 5

que p +2 € R, siy solo si (—) = (—) Por tanto, si (—) = (—) = (—>, se
2 p p p p p

tiene una pareja interior.
p—a

-1
— 1 es un residuo cuadratico, entonces r; + 4 = ]?T + 1 corres-

Si?”i:

ponde con p — r; = % + 4, lo cual significa que si r; = P—2_ 3 v r;+4 son ambos

residuos cuadraticos que constituyen una pareja interior. De la proposicion 2.1.1 se
2 7

tiene que r; es un residuo cuadratico si y solo si (—) = (—) y de la proposiciéon
p p

2.1.2 se sigue que r; + 4 es residuo cuadratico si y solo si [ — | = 1. Se concluye que

p
cuando (—) = (—) = 1 se tiene una pareja interior distinta a la antes considerada.
p p

-1
Finalmente, si el r; del teorema 3.1.1 satisface r; < pP—2_ 3, se cumple la

condicién (3.2) y por tanto no hay parejas interiores, de modo que el teorema 3.1.1
se puede aplicar. Por lo anterior, si

0-0)-0)-0)-

entonces se presentan dos parejas interiores y asi p, = 2. Ademas, en este caso

S ={0,1,2,3,4} y s = 5. Por lo tanto, del teorema 3.1.2 se sigue que el nimero de
E+1-5 5 k

residuos cuadraticos en Rp-1 +4e8 —— +2 = 5
2
2 3 5 7
Para la afirmacion 2, si <—> = (—) = <—> =1y <—) = —1, solo se presenta
p p p p
una pareja interior y p, = 1. El conjunto S es el mismo que en el caso ante-

rior, asi que s = 5 y por tanto el nimero de residuos cuadraticos en Rp-1 + 4 es
2

k+1-5 k—2

_ 1 =

2 3 5
Para la afirmacién 3, si (—) = (—) = (—) = —1, entonces S = {0, 3,4} por lo
p p p
que s = 2, ademas, solo hay una pareja interior, es decir p, = 1, y por lo tanto el
k+1-—2 k—+1
nimero de residuos cuadraticos en R;DT—I +4 es +T +1= %

Los casos restantes se obtienen de la misma forma.
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]

La proposicion anterior puede plantearse en términos de congruencias modulo
840, tal como se presenta en la tabla 3.3.

En el teorema 3.1.1 se establece la cantidad de residuos cuadraticos en el conjunto

: p—1 : . :
Ry-1 + a para ciertos valores de a entre 1 y — A continuacién consideramos la
2

-1
posibilidad de trasladar el conjunto Rp2;1 por medio de un valor de @ mayor que b 7

para ello usamos basicamente la misma idea detrds del teorema 3.1.1. Primeramente
notamos que si a =p —b con b € [1, p%l]], entonces

R;—i—a:{p—b,p—(b—l),p—(b—Q),,0,rl+p—b,,p—r,}

y que 0 € R; +asiysolosiac RITJ, lo cual ocurre si y solo si b € R;.
Por otro lado, para un residuo cuadratico r; podemos hacer corresponder al residuo
r;+a con el residuo p—r;, ambos elementos del conjunto R, +a. Si ademas, r; satisface

b
b+1<r; < Z%, entonces la pareja de residuos estd ordenada. Si r; < pT, rit+a

estd en Rp-1 + a y su pareja satisface
2

~1
(35—+b+1)+a§p—n

lo cual significa que p —r; € Rp-1 + a. Por lo tanto, hemos organizado algunos de los
2
elementos de R, 4 a en parejas de manera que uno de sus miembros estd Rp—1 +a'y
2

el otro no. Resta considerar los residuos cuadraticos que quedaron fuera, que son los
residuos en el conjunto

S:{n—i—p—b:riER;, Ogrigb}.
Obsérvese que el conjunto S se puede escribir como sigue
S={-i:0<i<b b—icRl},

de manera que la cardinalidad de |S| coincide con la cardinalidad del conjunto S
definido en el teorema 3.1.1, lo cual significa que el niimero de residuos cuadraticos
en Rp 1 + a que no hemos con81derado aun, el cual estd dado por |S N RT| coincide
con el valor de s dado en el teorema 3.1.1. Del argumento anterior y del teorema
1.2.1 se desprende el siguiente,
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2

\(R% +4)N R]U p (méd 840)
k—4
— 73,97, 313, 433, 577, 817
13,37,61,109, 157, 181,
k-3 229, 253,277,349, 373, 397,
5 421,493,517, 541, 589, 613,

661,709, 733, 757, 781, 829

17,41,89, 193,209, 241,

ke —2 257,337,353, 377, 409, 457,
5 481,521,593, 601, 649, 673,

689,697,713, 761, 769, 793

k-1 29,101, 149, 221, 269, 341,
2 389, 461, 509, 629, 701, 821

1,113,121, 137, 169, 233,

k 281,289, 361,401, 449, 473,
2 529,569, 617, 641, 737, 809
k+1 53,173,197, 293, 317, 437,
5 533,557,653, 677, 773, 797

Tabla 3.3: Ndmero de residuos cuadraticos en Rprl +4.
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Teorema 3.1.3. Sean p = 4k + 1 un ndmero primo y a = p — b, con b € [1, ;%1]]
Definimos

b
rj:méx{riERp:rig V%J yri—bERp},

S:{i:OSiSb, conb—iER;}
ys=|9N R;|. Sirj satisface la condicion
p—1

7’]' S T, (33)

entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

k+1-—
ko oy
k—s
2

Para establecer el resultado andlogo al teorema 3.1.2, notemos primero que si

p+0b : ” .
r; = 5 es un entero y r;,r; + a son residuos cuadraticos modulo p, nuevamente

1. Sibe R,, entonces ‘RpT—l +an R;

2. S1b e N,, entonces ‘Rp;l +an R;Q + s.
2

ocurre un traslape. Sin embargo, en este caso no debe contarse pues sus componentes
estdn fuera del conjunto Rprl + a. Por otro lado, si no se cumple la condicién (3.3),
significa que existe por lo menos una pareja correspondiente cuyas componentes estan
ambas fuera del conjunto R,-1 + a y por lo tanto deben dejarse fuera del conteo.
A una pareja tal la llamaremos pareja exterior. En resumen, si t, es el nimero de
traslapes y p, el nimero de parejas exteriores, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.4. Sean p = 4k + 1 un primo y a = p — b, donde b € [1, jl’%l]] Las
siguientes afirmaciones son ciertas:

E+1—s—t,
1. Sibe R,, entonces ’(Rp;l +a)ﬂR;‘ = %—pa—i—s—l.
2
. k—s—t,
2. S1b e N,, entonces ‘(R%—l —l—a)ﬂR;g = T—pajLs.

en donde s es como en el teorema 3.1.3.

A continuacién veremos que para un primo p = 4k + 1, las cantidades t, y p, de
los teoremas 3.1.1 y 3.1.3 coinciden para a y p — a. Es decir, el nimero de traslapes
es el mismo para a y para p — a y el nimero de parejas interiores para a coincide con
el nimero de parejas exteriores para p — a.

Proposicién 3.1.8. Sea p = 4k + 1 un primo y a € [1, 251]. Entonces,
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1. El numero de traslapes es el mismo para a y para p — a.

2. El numero de parejas interiores para a es igual al nimero de parejas exteriores
para p — a.

., . p—a
Demostracion. Para que ocurra un traslape para a se requiere que r; = B yrit+a

sean residuos cuadraticos. Por otro lado, para p — a, la condicién para que haya un
p+a . -
traslape es que r; = y i + p — a sean ambos residuos. Ambas condiciones se

2 a

presentan si y solo si (—) (—) = 1. Por lo tanto, el nimero de traslapes coincide.
p p

Ahora, dada una pareja interior (1; +a,p — ;) se obtiene la pareja exterior (r; +p —

a,p —rj), donde r; = r; + a. En efecto, como
-1
p—r; < pT + a,

entonces 1
p J—
rj > —.
J 2

Reciprocamente, dada una pareja exterior (r; +p — a,p — r;), se obtiene la pareja
interior (r; +a,p—r;), donde r; = r; —a. Por lo tanto, el nimero de parajes interiores
coincide con el nimero de parejas exteriores. O

De la proposicién anterior se sigue que existe una relacion entre el niimero de
residuos cuadraticos en el conjunto Rpy-1 + a y el nimero de residuos cuadraticos en
2

Rprl + (p—a).

Corolario 3.1.9. Sip =4k + 1 es un primo y a € [1, p%l]], entonces existe m € 7
tal que
kE—m k+m
(Rprl -I—a)ﬁR}T7 == ¥ (RpQ;l—f-(p—a))ﬂR;ﬂ =—
Mas aiin, sia € Ry, entonces m = 2p,+t,—s+1y sia € Ny, entonces m = 2p,+t,—s
donde t, es el numero de traslapes, p, es numero de parejas interiores y s es como
en el teorema 3.1.1.

Demostracion. Es inmediata de la proposicion anterior y los teoremas 3.1.2 y 3.1.4.
O

Como consecuencia del corolario anterior, obtenemos el ntimero de residuos
cuadréaticos en el conjunto Ry-1 + (p — a), para a = 1,2,3,4 a partir los valores
de la Proposicion 3.1.2 y los valores mostrados en las tablas 3.1, 3.2 y 3.3. Los
correspondientes resultados se muestran en las tablas 3.4 a la 3.7.
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(Ros + (p— 1)) N R | p (méd 8)

k
- 1
2

kE+1

— 5
2

Tabla 3.4: Niimero de residuos cuadréticos en Rp—1 + (p — 1).
2

(R% +(p—2))NRI| | p (ndd 24)
u |
2
% 5,13
b2 17

Tabla 3.5: Ntimero de residuos cuadréticos en Rp-1 + (p — 2).
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((Recs 4+ (p—3)) N R]| | p (mdd 120)
2
k% 17,73,97,113
1
k% 13,37,61,109
k 1,41,48,89
2
—1
kT 29,53,77,101

Tabla 3.6: Ntimero de residuos cuadréticos en Rya +(p—3).
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(Rp%l +(p—4)NRY p (méd 840)
4
k% 73.97. 313,433, 577, 817
13,3761, 109, 157, 181,
k3 229,953, 277,349, 373, 397,
5 421,493, 517, 541, 589, 613,
661,709,733, 757, 781, 829
17, 41,89, 193, 209, 241,
k9 957,337,353, 377, 409, 457,
5 481,521,593, 601, 649, 673,
689, 697, 713, 761, 769, 793
k1 29101, 149, 221,269, 341,
—5 389, 461, 509, 629, 701, 821
, 1,113,121, 137, 169, 233,
k 281,989, 361, 401, 449, 473,
2 529, 569, 617, 641, 737, 809
k1 53,173, 197, 293, 317, 437,
—5 533, 557,653, 677, 773,797

Tabla 3.7: Ntmero de residuos cuadréticos en Ry +(p—4).
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3.2. Residuos en N,-1 +a
2

En esta seccion estudiaremos el conjunto Np-1 = {n €eN,:1<n< p%l} Vamos
2
a establecer un resultado analogo al teorema 1.2.1 para el conjunto Np-1 + a con
2

p =4k + 1 [7]. De la misma forma en que se hizo en el lema 3.1.1, se puede ver que si
n; + a es un no residuo cuadratico en el conjunto N, + a, entonces p — n; también lo
es y llamaremos a la pareja (n; + a, p — n;) una pareja correspondiente de no residuos
cuadraticos. Si ademas n; + a < p — n;, diremos que la pareja estda ordenada. La
condicién para que una pareja de no residuos correspondiente sea ordenada es que

p—a

(3.4)

Al igual que antes, puede ocurrir que una pareja correspondiente tenga entradas

iguales y nuevamente la llamamos traslape. El traslape ocurre si

es un entero y

un no residuo cuadratico. Finalmente, si

nj:méx{niENp:niS \‘]%J yni—i-aGNp}

no cumple la condicion

p—nj>pT+a, (35)

significa que hay por lo menos una pareja correspondiente de no residuos cuadraticos
cuyas entradas son ambos elementos del conjunto Ny-1 + a y por lo tanto deben
contarse. Al igual que antes, a una pareja tal la llamaremos pareja interior.

Siguiendo el mismo razonamiento que se uso para contar residuos en RL;l +a, se
obtiene el siguiente,

Teorema 3.2.1. Sean p = 4k + 1 un primo, a € [[1,’%1]],
S={0,1,...,a—1,a}N(Ny,+a)={i:0<i<a, cona—i€c N,}

y s =|SNN,|. Entonces se cumple que:

k—s—t,
1. Sia € R,, entonces |(N, +a) N N,| = ST + 1ty + Pa-
_ Ek—1—s—1,
2. Sia € N,, entonces |(N, +a) N N,| = — + 14 + Da-

donde t, es el numero de traslapes y p, el nimero de parejas interiores que ocurren
para estos valores de a y p.
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A continuacién veremos la aplicacién del teorema anterior a los casos a = 1,2, 3, 4.

Proposicion 3.2.1. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:

1. Sip=1 mdd 8, entonces )(NPT—I +1)N N,

> N

+1

2. Sip=>5 mdd 8, entonces )(Np%l +1)N N, 5

Demostracion. Sia = 1, tenemos S = ) asf que s = 0 y solo puede ocurrir traslape, el

-1 2
€ N,. Del corolario 1.1.3 esto sucede si y solo si (—) =-1
p

. D
cual se presenta si

y del teorema 3.2.1 se sigue el resultado.

Como consecuencia de la proposicién anterior, para un primo p = 4k+1, obtenemos
el numero de parejas de no residuos cuadraticos consecutivos en el intervalo discreto
[1, ’%1]], asi como el nimero de parejas de un no residuo seguido por un residuo.

Corolario 3.2.2. Sea p = 4k + 1 un niumero primo. El nimero de parejas de no

. L. . . —1 . . ,
residuos cuadrdticos consecutivos en el intervalo [1, 5] coincide con el nimero de
parejas de un no residuo cuadrdatico sequido de un residuo y esta dado por:

1. g sip=1 (méd 8).

k—1
2

sip="5 (méd 8).

Proposicion 3.2.3. Sea p = 4k + 1 un nimero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:

2
I (—) =1, entonces ‘(Np%l +2)NN,| = =.
p
2 3 k—1
2. S0 (—) = (—) = —1, entonces ‘(Nu +2)NNy| = ——
p p 2 2
2 3 k+1
3. 51 (—) =—1y (—) =1, entonces ‘(ND +2)NN,| = L
p p 2 2

Demostracion. Para este valor de a no ocurre traslape, asi que t, = 0. Para la

2
primera afirmacion tenemos que si <—) = 1, entonces S = 0, luego s = 0, y no
p
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2

—-s k
hay parejas interiores. Del teorema 3.2.1 se sigue que hay —— = — no residuos en

Np-1 + 2. La segunda y tercera afirmaciones son consecuencia del hecho de que si

-2 -1 -1
n; = V 5 J _P 5~ lyn,+2= pT -+ 1 son ambos no residuos, entonces hay

2
una pareja interior dada por (n; + 2,p — n;), que ocurre si y solo si (—) =—-1y
p

Q) :

Proposicion 3.2.4. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:

2
1. Si (—) =1, entonces
p

5= ()15 (0) 100 ()= ()19 ()1 e

(NpT_l +3)N N,

k+1
ces ’(Np;l +3)NN,| = %
2 3 5 kE—1
3. 51 (—) = (—) = (—) = —1, entonces ‘(NL—I +3)NNy| = ——
p p p 2 2
2 3 5 k+3
4. Si (—) =—1y (—) = (—) =1, entonces ‘(NE +3)NN,| = ;
p p p 2 2

Demostracion. Observe que en todos los casos s = 0. Si P

€ N,, entonces hay
(2 3 . p—1
traslape, y esto pasa si | — | # | — |. Por otro lado, si n; = 5~ 2yn;+3=
p p
-1
]?T + 1 son ambos no residuos, se obtiene la pareja interior (n; + 3,p — n;). Esto
2 5
ocurre cuando (—) =—1ly (—) = 1. Analizando cada caso y usando el teorema
p

b
3.2.1 se obtiene el resultado. O

Proposicién 3.2.5. Sea p = 4k + 1 un numero primo. Las siguientes afirmaciones
son ciertas:

() () - () )

((N% +4)NN,
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Q)10 (0) = e

[\
n
.
VRS
h=R N\
~_
I
VR
E=REEN|
~
I
|
—_

kE—1
‘(N% +4) t
2 7 3 )
3. Si (—) =—1, (—) =1y [(—) =—1o (—) = —11, entonces
p p p p
k+1
)(NPT_I +4) ==
2 7 3 d
4. S (—) = (—) =—1y (—) = (—) =1, entonces
p p p p
k+1
)(ND + 4) L
P 2
2 3 5 k+ 2
5. Si (—) =1y (—) = <—) = —1, entonces ‘(Np 1 +4)NN,| = a .
p p 2
2 3 5
6. Si (—) =—1y ( ) (—) = ( ) =1, entonces
p p p
k+3
)(Np%l +4) ===
Demostracion. Como a = 4 es par, no hay traslape asi que t, = 0. Pero si n; =
4 _
{p 5 J _P 5~ 2 y n; + 4 son ambos no residuos, se obtiene la pareja interior
. (2 5 2 3 ) )
(n; +4,p —n;). Esto ocurre si ysolosi (= | # (-] vy (-] #(—| Siademsés,
p p p p
p—4 p—1
n; = 5|~ 1= 5 3 v n; + 4 son ambos no residuos, entonces nuevamente
. . . . (2 7
(n; + 4,p — n;) es una pareja interior, la cual ocurre si y solosi (= | # (-] ¥y
p p
2
(—) = —1. Finalmente, el conjunto S contiene un no residuo si y solo si 2 € N,,. Por
p

lo tanto, en el primer caso se tiene s = 0 y p, = 0; en el segundo, s =1y p, = 0;
en el tercer y cuarto casos, s =1y p, = 1; en el quinto caso, s =0y p, =1 y en el
sexto caso, s = 1y p, = 2. El resultado se sigue usando el teorema 3.2.1. O
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2

. . -1
Para contar la cantidad de no residuos en Np-1 +a paraa = p—>bcon b € [1, 75-]
2
usamos exactamente la misma idea que se usd para contar residuos en Ry-1 + a,

notando que ahora interesa tomar en cuenta todos los no residuos del conjun2to Sy
que en este caso pueden presentarse parejas cuyas componentes estén ambas fuera del
conjunto que interesa, las cuales llamamos parejas exteriores, se obtiene el siguiente
andlogo del teorema 3.1.4

Teorema 3.2.2. Sean p =4k + 1 un primo y a =p —b, donde b € [1, ’%1]]

k—s—t,
1. Sibe R,, entonces |(N, + a) N N,| :+—pa+s.
, k—1—s—t,
2. Sibe N, entonces |(N, +a) N N,| = f—paqhs.

donde t, es el numero de traslapes, p, es el numero de parejas exteriores y s es como
en el teorema 3.2.1.

Al igual que antes, se puede probar que el nimero de traslapes es el mismo para
ay p—ay que el nimero de parejas interiores para a coincide con el niimero de
parejas exteriores para p — a, con lo cual, se obtiene un anélogo del corolario 3.1.9
que establece la relacion entre la cantidad de no residuos cuadraticos en N el tay

en No_s + (p — a).
Corolario 3.2.6. Sip = 4k+1 es un primo y a € [1, ’%1]] El nimero m = 2p,+t,—s
satisface las siguientes afirmaciones:

1. Sia € Ry, entonces

k+m E—m
‘(N’”%+“>”Np == ‘(N%Hp—a))ﬂNp =5
2. Sia € N,, entonces
kE—1+ E—1—
’(N%”JFG)QNP —— ’(N%Jr(p—a))ﬂNp -

donde t, es el numero de traslapes, p, es numero de parejas exteriores y s es como
en el teorema 3.2.1.

Como consecuencia del corolario anterior, se obtiene inmediatamente el nimero
de no residuos cuadraticos que hay en Nprl + (p—a) para a = 1,2, 3,4 a partir de
las proposiciones 3.2.1-3.2.5. En las tablas 3.8 a la 3.11 se muestra una sintesis de los
resultados de esta seccion.
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(Nezt + 1) AN | [(Nezs + (0~ 1)) AN, | p (mbd 8)

k41 k—1 .
2 2
ki 3
- - 1
2 2

Tabla 3.8: Niimero de no residuos cuadraticos en Np-1 +a, a = 1,p — 1.
2

(Neet +2) AN | [(Neot + (0= 2)) A N,| | p (mbd 24)
k k
— — 1,1
2 2 17
k—1 k—1
2 2 g
k—+1 k—3 13
2 2

Tabla 3.9: Nimero de no residuos cuadraticos en Np-1 +a, a = 2,p — 2.
2
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p (méd 120)

p (méd 120)

k+1

2

k+3
2

53,77

1,17,41, 49,
73,89,97,113

13,29,37,101

61,109

13,37,53,77

1,49,73,97

17,41,89,113

29,61, 101, 109

Tabla 3.10: Nimero de no residuos cuadréticos en Npoy+a,a=3,p-3.
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(Noot + (0~ 4)) N 1|

p (mod 840)

NN

E+1

k+2

k+3

E+1

NN

13,101, 157, 173, 269, 293,
341,397, 437, 461, 493, 509,
517,629, 677,733,773, 797

1,41,73,89,97, 121

169, 193,209, 241, 281, 289,
313,337, 361, 401, 409, 433,
449, 457,481, 521, 529, 569,
577,601, 641, 649, 673, 639,
697,761,769, 793,809, 817

29,37,53,61, 149, 181,

197,221,229, 253, 277, 317,
349,373, 389, 533, 557, 613,
653,661, 701, 757,821, 829

17,113,137, 233, 257, 353,
377,473,593, 617,713, 737

109,421, 541, 589, 709, 781

Tabla 3.11: Ntimero de no residuos cuadraticos en Npoy+a,a=4,p-4.
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3.3. Intersecciones de trasladados

El teorema 1.2.1 puede reinterpretarse en términos del niimero de elementos que
tienen en comun los conjuntos trasladados RIT? + a. En efecto, para un primo impar
p considérense los conjuntos R;f, +ay R]TD + (a + n). Observe que = € (RZT, + a) N
(RL + (a+mn)) siy solo si z satisface

r=r;+a y z=r;+(a+n),

donde r;,7; € R;. Esto es, si existen residuos cuadraticos r; y r; que cumplan la
relacién:
T =71;+n,

es decir, que el nimero de elementos en la interseccién es el niimero de veces
que la expresiéon r; + n con r; corriendo en el conjunto RIT, da como resultado
un residuo cuadratico. Esto significa que la cardinalidad de la interseccion de dos
conjuntos trasladados solo depende de n, la diferencia entre los valores de a con que
se estd trasladando, y es igual a |RY N (RY + n)|. De lo anterior y el teorema de 1.2.1
se obtiene el siguiente:

Teorema 3.3.1. Sea p un primo impar y a,n € 7. Las siguientes afirmaciones son
ciertas:

1. Sip=4k — 1, entonces | (R} + a) N (R} + (a +n))| = k.
2. Sip=4k+1 yn € R,, entonces }(RI,jL&) N (Rj,—i—(a—l—n))‘ =k+1.
3. Sip=4k+1 yn € N,, entonces ‘(R;,+a) N (R;—i—(a%—n))‘ =k.
Por ejemplo, para n =1 y n = 2 en el teorema anterior se obtiene,
Corolario 3.3.1. Para un primo p = 4k + 1 se tiene
|(Rf +a)N (Rl 4+ (a+1))| = k+1.
Ysip=1 modd 8, ademds
(Rl +a)N (Rl + (a+2)|=k+1.

Observe que cuando p = 4k — 1, la interseccion de cualesquiera dos trasladados
de R; tiene siempre la misma cardinalidad, pero si p = 4k + 1 dicha cardinalidad
depende de si la diferencia entre los valores con que se esta trasladando es o no un
residuo cuadratico modulo p.

Anélogamente podemos usar los resultados de la seccion 3.1 para estudiar las

intersecciones de conjuntos trasladados Rp-1 + a para un primo p. Observe que
2



48 Trasladados de algunos subconjuntos de R, y N,

para determinar el nimero de elementos en (Rprl + a) N (R% + (a+ n)) basta

considerar |Rp-1 N (Rp-1 4+ n)|, esto es, debemos determinar el nimero de veces que
2 2
la expresiéon r; + n, con r; un residuo en Rp-1, da como resultado un residuo que
2

y , p—1 . . :
también esté en Rp—1. Paran < —5 hacemos esto restandole al niimero de residuos
2

cuadraticos en Rp—1 + n, dado en la seccién 3.1, el nimero de residuos en el conjunto
2

—1
P:{:UERp;—l—n:x>pT}.
Peroxz =r;+n € P si
p—1 p—1
Tzrj>T—n,
debemos pues contar, para j = 1,2,...,n, los residuos r; = p% —n + j tales que

p—1 . . » .
ri+n= — + 7 también sea un residuo cuadratico, esto es, contamos el nimero

E)-@eH
(#52)- () (=)

para j =1,2,...,n.
Observe que |(RL51 +a)N (R% +a+n)| = |(R% +a)N (Rp%l +a+ (p—n)),

de veces que

. En las

, . . . P —
asi que es suficiente considerar valores de n menores o iguales que
siguientes proposiciones ilustramos los casos n =1y n = 2.

Proposicion 3.3.2. Para un primo p =4k +1 y a € F,, considérense los conjuntos
Ry +ay Res + (a +1). Entonces

k—2

2

1. Sip=1 (mdd 8),

(R%yHOﬂ(R%y+@+1»‘

2. Sip=5 (méd 8), <R1721+a>ﬂ(R;721+(a+1)>‘:%.

Demostracion. De la proposiciéon 3.1.2, sabemos que el nimero de residuos cuadraticos
en Ry-1 + 1 depende de p (mdd 8) y en este caso tenemos n = 1y j solo puede valer
2

TE00- (2)-00-
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siysolosip=1 (méd 8). Se concluye que si p=1 (méd 8),
(Rer +a) 0 (R + 0+ 1) [ =5 -1
ysip=5 (mdd 8),
(Re +0) 0 (R + (a4 1)) | = ==

como se queria. O

Proposicion 3.3.3. Para un primo p =4k +1 y a € F,, considérense los conjuntos
Ry +ayRes+ (a+2). Entonces

1. Sip=1 (méd 24),

<Rp%1+a>ﬂ<Rp;1+(a+2)>‘:—.

2

2. Sip=17 (mdd 24),

(R%—{—CL)ﬂ(R%—G—(a—FQ))‘:—.

k
3. Sip=5,13 (méd 24), ’

(RPT—l—ira) (Rp 1+ a+2)

Demostracion. Tenemos n =2y j=1,2. Sip=1 (mdd 24), tenemos las hipdtesis

de la afirmacién 1 en la proposicién 3.1.5, es decir, <—> ( ) =1 Paraj=1

tenemos
22)- ()1 (27)-0)0)-
p p p p) \»
y para j = 2
p—1 p—1
542 2 3 p—1 92
2200 (2)-0
b b p p D
asi que
k
‘(R%—Fa) N (R%+(a+2)>‘ =2-2
Las afirmaciones 2 y 3 se justifican de manera similar. 0

Con estas mismas ideas podemos determinar la cardinalidad de intersecciones
de dos trasladados de Np-1: solo debemos cambiar el 1 en el lado derecho de las
igualdades 3.6 por -1. Por ejemplo, para n = 1 y n = 2 obtenemos los siguientes
resultados.
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*
p’

Proposicion 3.3.4. Para un primop =4k +1ya €T
Nos+ay Nps + (a+1). Entonces

considérense los conjuntos

1. Sip=1 (mdd 8),

(N%+a>ﬂ(]\7p%1+(a+l)>‘:

> N

-1

2. Sip=5 (méd 8), (N%—Fa)ﬂ(Np%le(a—l—l))‘:T.

*
p’

Proposicién 3.3.5. Para un primop=4k+1ya €T
Nos+ay Nps + (a+2). Entonces

considérense los conjuntos

1. Sip=1,17 (méd 24),

(N%‘FG)Q(NPQ;I‘F(Q/‘FQ))‘

(NPT_l +a>m<Np51+(a+2))’:u.

2. Sip="5 (mdd 24), 5

<N1721+a)ﬂ<Nle+(a+2)>‘:E.

3. Sip=13 (mdd 24), 5

3.4. Residuos en R,-1 +a
4

Consideremos el conjunto Ry-1 = {r €ER,: 1< < p%l} . Queremos determinar
4

el niamero de residuos en Rp-1 +a = {7’ +a:r€ Ry } . Para ello vamos a considerar
4 4
los elementos de I, + a en los siguientes cuatro bloques:

B, = {m—i—aERp—l—a:lgrigT},
-1 -1
By, = {Ti+a€Rp+a3p—4 <m<p—2 },

1
By = {Ti+a€Rp+a:])T<ri§—

3(p—1
B, = {Ti+a€Rp+a:%

<71, <p-— 1} .

Hasta ahora hemos estudiado la cantidad de residuos cuadraticos que hay en total
en los primeros dos bloques. El interés es ahora contar cuantos residuos cuadraticos
hay en el primer bloque.

Recordemos que en R, + a hemos formado las parejas de residuos cuadréticos

. ) a
correspondientes (r; + a,p — 1;) de manera que si 1 <r; < d ,entonces 1 +a <
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—Qa

rit+a < ]%—I—a y el residuo correspondiente p—r; satisface b 4+a <p-—r; <p—1.
Con estas condiciones la pareja estd ordenada.

Consideramos primero el caso a = 1. Notemos que existe una relacién entre la
cantidad de residuos que hay en el primer bloque y la cantidad de residuos en el
cuarto bloque y también entre la cantidad de residuos en el segundo y tercer bloques.
Esto es porque, en general, dado un residuo en el primer bloque, su pareja esta en

el cuarto y la pareja de un residuo en el segundo bloque, en general, estd en el

tercero. En efecto, si r; +a € R, +a es tal que r; < pT, entonces su pareja cumple

3(p—1)
4

p—T; > + 1, lo cual, significa que la pareja de un residuo en el primer bloque

esta en el cuarto, excepto si el iltimo elemento en el primer bloque es b

3(p—1)
4

+1,

en cuyo caso su pareja, + 1, esté en el tercer bloque. Para que ocurra esta

+ 1 sea un residuo cuadratico y para que esto ocurra

3 -1
se debe cumplir que (—) = 1. Por otro lado, si r; +a € R, +a es tal que r; < pT’
p

excepcion, se requiere que

entonces su pareja cumple p — r; > p% + 1. Esto significa que la pareja de un

residuo en el segundo bloque esta en el tercero excepto cuando hay traslape, pues
en ese caso el residuo que da el traslape tiene a su pareja (él mismo) en el segundo
bloque. De la discusién anterior se obtiene la siguiente,

Proposicién 3.4.1. Sean a =1 y By, By, Bs y By los bloques en R, + a definidos
antes. Si x es el numero de residuos en By y y es el numero de residuos en B,
entonces en Bs y By hay, respectivamente,

1. y y x+ 1 residuos cuadrdticos si p =75 (méd 24).

2. y+ 1 y x residuos cuadrdticos si p =13 (méd 24).

3. y—1yax+1 residuos cuadrdticos si p =17 (mdéd 24).
4. y y x residuos cuadrdticos si p =1 (mdd 24)

Demostracion. Notemos primero que 0 = (p — 1) + 1 es un residuo que esté en el
cuarto bloque pero que no tiene pareja, asi que debe ser contado por separado. Sip =5
(méd 24) no hay traslape asi que en este caso todos los residuos del primer bloque
tienen a su pareja en el cuarto y los del segundo en el tercero y como 0 = (p — 1) + 1
estd en el cuarto bloque, se tiene el resultado de la afirmacién 1. Si p = 13 (mdd 24),

no hay traslape pero b 4+ 1 es un residuo cuadratico, esto significa que cada
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residuo en el segundo bloque tiene su pareja en el tercero, pero hay un residuo en el
primer bloque cuya pareja esta también en el tercero, con lo cual, se tiene el resultado

de la afirmacién 2. Si p = 17 (méd 24), hay traslape y b no es un residuo asi que

cada residuo del primer bloque tiene a su pareja en el cuarto pero hay una pareja del
segundo cuya pareja también estd en el segundo (el traslape), esto da el resultado de

la afirmacién 3. Finalmente, sip = 1 (mdd 24) hay traslape y p% + 1 es un residuo,

luego, todos los residuos del primer bloque tienen su pareja en el cuarto, excepto el
ultimo cuya pareja esta en el tercero y todos los residuos del segundo bloque tiene
su pareja en el tercero, excepto el traslape, con lo cual se obtiene el resultado de la
afirmacion 4. 0

Recordemos que en R, + (p — a) también formamos parejas de residuos con
propiedades similares a las que tienen las parejas en R, + a. De esta manera, usando
un argumento similar se obtiene la siguiente

Proposicién 3.4.2. Sean a = p —1 y By, By, By y By los bloques en R, + a
definidos antes. Si x es el niumero de residuos en By y y es el niumero de residuos en
Bsy, entonces en Bs y By hay, respectivamente,

1. y y x — 1 residuos cuadrdticos si p =5 (mod 24).

2. y—1 y x residuos cuadrdticos si p =13 (mdd 24).

3. y+ 1 yx—1 residuos cuadrdticos si p =17 (méd 24).
4. y y x residuos cuadrdticos si p =1 (mod 24)

Demostracion. Considerando que ahora 0 = 14 (p — 1) estd en el primer bloque y no
se le asigna pareja, que el resto de los residuos del primer bloque tienen a su pareja

en el cuarto, que los residuos del segundo bloque tienen a su pareja en el tercero,
-1 —1
+ 1 es un residuo entonces b

3(p—1)

traslape, cuando ocurre, esta en el tercer bloque, se obtiene el resultado. O

salvo posiblemente uno de ellos, que si p es un

residuo en el segundo bloque cuya pareja, + 1, esta en el cuarto y que el

Corolario 3.4.3. Sean a =1 y n el numero de residuos cuadrdticos que hay en el
conjunto R%l + a. Entonces:

1. Sip=1,13 mdd 24 en RpT—l + (p — a) también hay n residuos cuadrdticos.

2. Sip=5,17 mod 24 en Rp%l + (p— a) hay n+ 1 residuos cuadrdticos.
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Demostracion. Notemos que si 7; 4+ a es un residuo cuadratico en R, + a entonces

ri=(ri+a)+ (p—a) esunresiduoenRp+(p—a).Ysilgri§p

, entonces

—1
2§ri+a§pT+a, es decir, sirH—aER% +aentoncesri€R%+(p—a)

p—1 : . .
excepto cuando r; + 1 = 1 + 1 es un residuo cuadratico. Ya vimos que esto ocurre

sip=1,13 mdd 24, esto significa que para este tipo de primos hemos asociado cada
+1

cuya pareja no esta en el conjunto de interés, pero como 0 € R% +(p—a)ya

. . p
uno de los residuos en Rp-1 4+ a con un residuo en Rp-1 + (p — a) excepto a
4 4

este no le hemos asignado pareja, se sigue la primera afirmacion. Para la segunda

.y . ‘ p .
afirmacién, vemos que si p = 5,17 mdd 24 entonces 4+ 1 no es un residuo

cuadratico asi que la asociacion dada incluye a todos los residuos cuadraticos de
Ry-1 +ay como 0 € Rp-1 + (p — a), este dltimo conjunto tiene un residuo mas. [
4 4






|CAPiTULO 4

Estimaciones

4.1. Sumas de Hua

La conocida férmula analitica para el nimero de clase de Dirichlet establece que
en una extension cuadratica real con discriminante d el nimero de clase estd dado

por
Vi N1 (d

o= (1) |

2loge n)

n
n=1

d
donde ¢ es la unidad fundamental del anillo de enteros algebraicos y (—) es el
m) g
simbolo de Kronecker. En su célebre articulo [5], Hua demuestra que

=1 /d 1
Z—(—) < —logd+1.
—n\n/g 2

n a d
Para ello, define la suma S(n) = Z Z (—) y reescribe la serie en la siguiente
mJk

a=1 m=1
forma:

g% (%)K - gn(n fﬁg?ﬁ T+2)

Llamaremos a S(n) suma de Hua. En particular si d es un discriminante positivo
y A > d'/?, la suma de Hua satisface

1S(A)] < %Adm.

55
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Esta propiedad permite acotar la serie al considerar la igualdad

“—n( n—l—l +2) nzln(n+1 n+2)
con A = |d"/?] +1 y notar que
< n(n+1)
EOED Sy BEa)
a=1 m=1

Cuando el discriminante d es un primo p =1 mdd 4, el simbolo de Kronecker y
de Legendre coinciden y en este caso la suma de Hua se convierte en:

ZZ( ) (4.1)

a=1 m=1

En este capitulo estudiaremos las sumas de Hua y algunas sumas relacionadas
con ellas. Mostraremos que S(n) tiene ciertas propiedades que podriamos llamar
«simetrias». A menos que se especifique lo contrario, p es un primo de la forma 4k + 1.
Comenzaremos encontrando algunos valores en los cuales la suma S(n) se anula.

Proposicién 4.1.1. Sip = 4k + 1 es un primo y S(n Z Z < ), entonces
a=1 m=1
S(p—2)=5S(p—1)=5(p)=0.

Demostracion. Notemos que

s01=r(p) -0 G) e w2 (57)+ (5)

Del corolario 1.1.2 y el teorema 1.1.3 se tiene

Sp) = (p+2)<%)+(p—1+3)(%)+...+<1%1+1%1+1) (%)

- <p+2>j§;(]§)o

Por otro lado,
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y
S0-10=5p-2+ 3 (%) =502
asi que S(p—2)=S(p—1)=S(p) =0 O

Proposicién 4.1.2. Sin € [1,21 — 1], entonces S(n) = S(p—2 —n) .

- —1
Demostracion. Sea T'(a) = Z (T) La hipotesis n < pT — 1 implica que p —
p

m=1

—1
2-n>T" 2 As
2
p—2—n

Sp—2-n) = 3 T(a)

a=1

= [PQ) 4+ T+ [T+ 1)+ +T(p—2—n)]

St (p—2—2n) K%) +...+(n;1)}

+@—2—2n—n(”;2)+,”+2<g:3%£:£)
)

Puesto que p =4k + 1, entre n + 2 y p — 2 — n hay un nimero par de enteros. Por el

2 —2—
corolario 1.1.2 los simbolos (&) e ,(u) de la suma anterior aparecen

(5]

por parejas de iguales. Por lo tanto,

Sp—2-n) = s<n>+(p—2_2n)[(1)+...+

P
2
+@—2—2n—1+n(”+ >
P
n+3
+@—2—2n—2+m< ; ) T+

+..
p—2n—1 p—-2n-1 n+41-+ =23
-1
L S e ) )
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De acuerdo al teorema 1.1.3 concluimos que

S(p—z—n):5(n)+(p—2—2n>2(3) _ S(n).

i=1
[

Las sumas T'(a) definidas en la demostracién de la proposicién anterior también
presentan cierta simetria.

Proposicién 4.1.3. Sea T'(a) = Z <@> Sia € [1,21], entonces
D

T(a)=-T(p— (a+1)).

Demostracion. Tenemos,

oo - X (5)-E (3£ (5)-5 (%)

1 m=1 m=p—a m=p—a

-S()-5 ()
() (55 (522 ()
() (5 (5 -+ ()]

Notemos que T'(n) = n siy solo si T'(j) = j para j < n.
Estamos interesados en estimar T (%) Del teorema 1.1.3 se tiene que

p—1

(- £,0)

=241

Si el primo p es de la forma p =5 mdéd 8 y p =1 mdd 6, la correspondencia
dada en la proposicion 2.2.7 permite cancelar algunos términos en esta suma. Para



4.1 Sumas de Hua 59

ver cual es el primer término que no se cancela de esta manera, notamos que en este
caso el ultimo par que se corresponde consta de niimeros consecutivos y esto ocurre

cuando . |
<3i—+4y+1:3%——«m_1y

. . .. D T .
lo cual es cierto si y solo sii = —{g v dueesun entero dadas las hipdtesis mencionadas

antes. Asi,

+<77>, (4.2)

esto es,

pt5 ~ p+5 .
4200 —2 B +20—1
Lo (=) (HE 2
p p
. p—1 . : :
donde © = ———. Notemos que la expresion anterior consta de 7 sumandos y por lo
p—1 p—1
T < . 4.3
()= =

—1
Observe que el «numerador» en cada simbolo que aparece en —1T (]?T) tiene la

+5

tanto tenemos:

forma 2 + 2k. De la igualdad

5 1
£§—+2k:2<£g—+k+l>
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P 4ok —1)\  [2(E%+k)
p B p '

Lema 4.1.4. Sip=1 méd 4 yp=1 mdd 6, entonces para cualquier entero k se

cumple y
(2(Tp+k)> _ (6]{2?—1).

Demostracion. La justificacion se sigue directamente de observar que
2 (Bt + k) _(2) (6) (p+6k—1>_(6k—1)
p p) \p p p )

Como consecuencia del resultado anterior tenemos la siguiente proposicion que da
una nueva correspondencia que se ilustra en la figura 4.1.

se sigue que

]

Proposicion 4.1.5. Sip=5 mdéd 8 yp =1 modd 6, entonces para cualquier entero
k se cumple

<1%1_<?1_2k)) :(6k:p—1):_<’%1—fk—1)>.

2
Demostracion. La prueba es directa pues (];) =—1ly
(6k—1) B (2(3k—1)+1) B (2) el (3k—1)
p p p p '

Esta tltima proposicién permite cancelar mas términos en la expresién (4.2) pero
para que esto ocurra se necesita que 3k — 1 sea par, pues los términos en esta suma

]

p . .,
son de la forma —n con n par, es decir, para tener una nueva cancelacion se

requiere que k sea un entero impar. Ademds, se necesita que

p—1
2

p—1 p—1
— -2k <——@3k—1
E— -2 < B —k-1)
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i
i

+
o |

Figura 4.1: Correspondencia dada por la proposicién 4.1.5

) . +5 .
lo cual es equivalente a la condicion k < P02 por 1o tanto, en la expresion de

— 5
=T (pT) se cancelan L%J términos adicionales !. Asi, tenemos el siguiente

Teorema 4.1.1. Sip=5 moéd 8 y p=1 mdd 6, entonces

()<t 131

Demostracion. La afirmacion es consecuencia de la discusion previa al teorema y de

la observacion de que la condicion de que p sea un primo con p =1 mdd 6, implica
we |22 | &
4 T30 30"

]

A continuacién se presentan otro par de propiedades que tienen las sumas 7'(a).

Proposicién 4.1.6. Si k € [1, ;%1 + 1], entonces

T(p%l—k) :-(%) T2k — 1)+ T(k - 1).

'En realidad, se cancelan | 22

=5~ ] términos si esta cantidad es par, lo cual ocurre cuando p = 1,13
méd 15. Cuando p = 4,7 méd 15, entonces | 222

o~ es impar y en este caso hay LPTJBE’J +1 cancelaciones.
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Demostracion. Del teorema 1.1.3 y la proposicién 2.1.1 tenemos

B . k—1 p—1
(520) - ()5 (%
2 2 =0 p
1

- (%)
p) =\ »p
2\ o= [2i—1
- _(5);( p )
r k—1
2 21
= —(2) |r@k-1) - ad
() [re-n-5(5)]
r k=1 , .
2 2 1
= (=) |rek-1)—(= L
() e 0)]
_ -(E)T(%—1)+T(k;—1>
p
O]
Proposicién 4.1.7. Si k € [1, 2+ — 1], entonces
p—1 p—1\ <L /4i+1
() £ ()
el
Demostracion. Puesto que ( 4 ) = (4k+ 1) tenemos
p p
k—1 —1 . k—1 .
p—1 B p—1 it AN p—1\ 4i+1
()= () 2 () = () 2 (),
O]

1+ a
p

Consideramos ahora la suma T,(n) = Z (

i=1

)dondeaé[[l,p—l]]ynGN.

+a

. . p ? . .
Obsérvese que i + a podria ser cero en cuyo caso ( ) = 0, si lo consideramos

como el simbolo de Kronecker.
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Podemos determinar el valor de T,(n) para n = p — 1, usando los resultados del
los teorema 1.2.1 y corolario 1.2.3 de la siguiente manera

p—1 i+a
> (%)
Pl riva\ P2 /ita
(52 (57
i€Rp

iEN,

[(k = 1) = k] + [k — &]
[k = k] + [k = (k= 1)]

L

sia € R,
sia € N,
sia € R,
sia €N,

Para obtener el valor de las sumas en la expresién anterior usamos los resultados
de los citados teoremas, tomando en cuenta que en algunas aparece i + a = 0 que
es contado como residuo pero que no aporta a las sumas pues el valor del simbolo

correspondiente es también 0.

—1
Anélogamente, podemos determinar el valor de T,(n) para n = i y algunos

valores de a usando los resultados de las secciones 3.1 y 3.2. Para ello escribimos

()

p—1

1+

-
I
—

()

i
L

[+

@
M
EZJUH

iEN,

La obtencion de los valores de estas sumas para a = 1,2, 3,4 asi como para p — a
para los mismos valores de a se muestra en las tablas 4.1 a 4.8.
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Conclusiones

En este trabajo se estudiaron dos aspectos importantes de los residuos cuadrati-
cos en [F, con p = 4k + 1: distribucién y propiedades aditivas de algunos de sus
subconjuntos.

Haciendo uso de la simetria de los residuos cuadraticos para un primo p = 1
(méd 4), relacionamos algunos enteros entre 1 y p — 1 de manera que ambos son
residuos, ambos no residuos o bien si uno es residuo el otro no. Esta relacion permitio la
obtencién de algunos patrones de residuos y no residuos, en particular, se obtuvo
para cierto tipo de primos una terna de residuos cuadraticos consecutivos.

Muchos de los trabajos que se encuentran en la literatura que retoman el teorema
de Perron, buscan generalizarlo a campos [Fj» y estudian propiedades aditivas de los
residuos cuadraticos ahi. Sin embargo, nosotros decidimos trabajar con un enfoque
distinto y estudiar subconjuntos de los residuos cuadréticos y sus trasladados en [,
logrando, a pesar de la manera aleatoria en que parecen presentarse, determinar la
cantidad de residuos cuadraticos que hay dichos trasladados. Como consecuencia de
lo anterior, obtuvimos el niimero de parejas de residuos cuadraticos consecutivos,
el de parejas de no residuos cuadraticos consecutivos y el niimero de parejas de un
residuo seguido de un no residuo y viceversa que hay en RpTﬂ y en N p1y algunos
resultados acerca de la cantidad de elementos que hay en la interseccién de dos
trasladados de este par de conjuntos. Un propodsito inmediato es continuar esta parte
de la investigacién buscando nuevas relaciones como las descritas anteriormente que
permitan avanzar en el estudio de trasladados de Rp% y N pot.

En la parte final del trabajo, estudiamos las sumas de Hua y obtuvimos propiedades
que podriamos llamar de simetria. La importancia de estas sumas radica en que estan
relacionadas con el nimero de clase en extensiones cuadraticas reales. También usamos
la teoria desarrollada en el capitulo 3 para obtener valores explicitos de algunas sumas
de simbolos de Legendre. Dichas sumas parecen frias a primera vista, pero tienen
una interpretacion til para nuestro proposito futuro y es que ellas nos revelan la
cantidad de residuos cuadraticos versus la cantidad de residuos no cuadraticos que
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hay en ciertos subconjuntos de IF,. Lo anterior debe tener impacto en la suma
()
n=1 n p

oo
1 /n
la cual, puede ser una clave importante en el estudio de la serie g — (—), pues de
n

n=1
k i p! k
et () = (252 s g e $ (2) =5 (52 por
p— p—1
1/n 1 n+k
S (t) s X ()
“—~n \p —~mn + kp P
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