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~[ , , , l i~ l i t e  un estudio detallado del comportamiento de un gas ideal de Fermi en d > 0 

c,imensiones mostramos que en el potencial químico, ei calor específico y la velocidad 

isotérmica del sonido, existe una estructura anómala si d < 2. Lo  anterior contrasta con 

,,I comportamiento del ::as ideal de Bose donde la e3tmctura se encuentra ::I d ;> 2 y 

un cambio de fase. 

Resolvemos el problema de un gas de Bose o (le Fermi en d > O atrapado por b 5 d 

de oscilador armónico mutuaniente peqxwliculares para simular una trampa 

lIlagneto-óptica. Partiendo del potencial termodinániico. o gran potencial, asociado al en- 

semble estadíst,ico del gran canónico se calculan la funciones termodinámicas del sistema. 

encuentra que el gas de Bose exhibe una condensación de Bose-Einstein (BEC por slls 

siglas en inglés), representada por una cúspide en el ca!or específico si y sólo si d + 6 > 2, 

y tin salto discontinuo si y sólo si d + b  > 4. Los calores específicos de ambos tipos de Sases 

(Bose y de Fermi) coinciden si d + b = 2. Para d = 3 y 6 = 3, se calculan las temperaturas . 

1.ríticas T, de varios gases monatómicos atrapados utilizando los parámetros (frecuencias 

v riúniero de partículas) de los experimentos con nubes de átomos atrapados para los 

, : I&S se han encontrado un condensado de Bow-Einstein. Las T, calculadas concuerdan 

-.ir kfactoriamente con los resultados exper inirnt alps. 

I '  , 1 iiiuclelar los superconductores orgiiiiico.? (ir cupratos casi-bidimen~ionules, se 

, ,,1;5;,{. i I 1111 gas confinado dentro de un conjiinto infinito de planos paralelos entre sí 

',' +,iiriidistantes, perpendiculares a la direcci(in : y con una separación c entre planos 

!~i\.~i(~~li tes .  Extendernos el problema para ronsklwx hosones. con una relación de dis- 

W s i h  generalizada E~ = Cgk3! s > O, donde k FXS lii magnitud del vector de onda, en 

' ' W r  & la relación de dispersión cliadrática fi'k'. 2ni común, donde m es la masa del 

1 
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b&n, Generalizamos aún más estudiando un espectro de energías que corresponde a un 

conjurito infinito de alambres con una separación c entre alambres adyacentes para así 

modelar a 10s superconductores OrgániCC-metálicos casi-unidimensionales. 

.Finalmente, con:;ideramos un modelo estadíst,ico simple de una mezcla d,e fei.mi- 

Ones no apareados junto con pares de Cooper bosónicos que satisfacen una relaci6n c l i  

dispersión lineal, que permite una condensación de Bcse-Einstein (BE) en dir;:eilsionc< 

*lavores que la unidad, en vez de d > ’2 como ocurre en el caso donde la relación de 

dispeisión es cuadrática. Usando el modelo de interacción de Bardeen-Cooper-Schrieffer 

(BcS), calculamos la T, de una BEC para la mezcla y encontramos que es mayor que la 

T, calculada con la teoría estadística familiar BCS. Calcularnos también T, considerando 

densidades de estado (DOS, por Sus Siglas en inglés), que reflejan la estructura de bandas 

electrónicas de 16s planos de cobre-oxígeno características de los cupratos superconduc- 

tores. Las DOS consideradas aquí son la del escenario de Van Hove, que contiene una 

singularidad logarítmica, y la DOS con una singularidad de potencia asociada con un 

punto silla extendido (extended saddle point) en la curva de energía us. momento. 

2 



Capítulo 1 

Introducción 

krdidas energéticas asociadas a ia resistencia del material. LOS superconductores de aka 

r, abren una nueva perspectiva de aplicación casi ilimitada para la creación y ilso de 

nilevos dispositivos con aplicaciones técnicas insospechadas, ya que al conducir la elect- 

+idad sin pérdida de energía pueden utilizarse en lugar de los conductores para ahorrar 

rnergia. Por debajo de T, el superconductor se vuelve completamente diamagnético, es 

(lwir, todo campo magnético aplicado extermmente es expulsado de su interior. Este 

!t.:it'mipno es conocido como el efecto Meissner, en honor de quien lo descubrió en 1933 

I Otra propiedad interesante de los superconductores es el efecto Josephson el cual 

' ...; 11 d o  el efecto túnel entre dos superconductores unidos por una delgada barrera de 

'..id ' 1 1  P-fecto puede emplearse en circuitos de computadoras, y para detectar campos 

. .  

::. ::rit!ticos muy débiles. 

r*ldas estas propiedades de los superconductores abren muchas puertas al desarrollo 

"' r lo ' tk iCO~ Ya clue 10s dispositivos actuales puede;l ser mejorados en eficiencia, sensibili- 

!':¡I y iapiciez. 

3 



Dwpués de 15 años de estancamiento a T, de 23K, 'en Los superconductorw conoci, 

<w a entonces, en 1986 se dio UD sake >lotable con el descubrimiento realizado por dos h. t 
Bedporz y Müller [3] quienes reportarm e. primer superconductor de alta T,, basdo  en 

el cuprato con lantana y bario (LaBaCuO). con una teperatura crítica de 30K. En 198'7 el 

pq,,ipo de C.W. Chu [4] corroboró el hallazgo de Bednorz y Müller y encontraron un nuevo 

cuya T, es de 92K; este es el YBa~Cii.307. En 1993 se llegó a la 7; récord 

,le 163 K en un determinado Cuprat0 con mercurio bajo presih.  La estructura laminar de 

superconductores puede ser considerada como casi-bidimensional (casi-2D) ya que, 

las anisotropías encontrad- eii la resistividad, pc/p0t,,. donde c se refiere a la dirección 

perpendicular a los planos mientras que ab es la dirección de los planos paralelos, pueden 

ser tan grandes como 10' en Biz+~Srz-ycUOs+s [5], aunque en YBa&u307-6 es de tan 

sólo IO*. Los materiales superco~iductores a temperatura ambiente podrían llegar a sig- 

nificar una revolución tecnológica comparable a la Revolución Industrial o a la invención 

del transistor que transformó la sociedad industrial en la sociedad informática en que. 

vivimos. 

. .  

Por ot,ro lado, en 1980 se descubre por primera vez un superconductor orgánico que 

p i d e  ser considerado como casi-unidimensional (casi-1D) este es el (ThlTSF)zPFe uno 

1 1 ~  los llamados organ*metálicos o sales dc Bechgaard [SI, cuya T, es de 0.9K. Más tarde 

.+ f w w n t r ó  una nueva serie de supercoi1,dUctores de la familia de los (ET)zX cuyas T, 

!lc,.ul I!: lw 12.8K [7]-[9] que ademLL mu-st,:ai: propiedades electrónicas casi-2D. 

. -  _- Esta  temperaturas críticas estin 3í1ii iniir por debajo de la temperatura ambiente 

*le No K ,  pese a íos enormes y proloi.gadcj c.sfiierzos de investigación y búsqueda por 

Parte de físicos, químicos y metalúrgiccs. Sill c.ula alguna esto se debe a que aún DO hay 

' Ina  teoría microscópica predictiva (:.uE exp1iq:ie el fenómeno de la superconductividad. 



erconductores encontrados, han sido descubiertos en el laboratorio sin ,,hora 10s sup 

,lna tc'oria. 

En 1957, J. %deen, L.N. Cooper Y J.R. Schrieffer(BCS) presentaron una teoría de 

la ,uperconductividad [lo]-[ 121, basada en que la interacción entre electrones, resultarite 

,lei 
virtual de fon:ines, es atractiva cuando la diferencia e2tm 138 ?st,a<los 

+lzctrónicoc invoIucrados es menor que la energía fonónica fiw, lo que favoie(:cl 1~ fDr- 

,,,:&u de pnres de electrones llamados pares de Cooper, cuando esta interacción atrae- 

, i,;, ,lanliiia la interacción repulsiva Coulomhiana. Estos pares pueden ser considerados 

, partícills bosónics que, cuando S u  número es apreciable desde el punto de vista 

II,Jcroscópico, dan lugar a una transición de fase llamada condensación de Bose-Einsten 

BEC), la cual surge al &friar el sistema por debajo de una temperatura crítica en la 

, . l J ~  el potencial químico bosónico p(T) se hace cero, y los bosones empiezan a ocupar 

.irpferentemente el estado base del sistema dando lugar a una fase superconductora. En 

jJ teoría BCS se consideran sólo pares de Cooper con un momento total nulo de centro 

I 

,it, niasa. U n a  limitación a la teoría BCS es que el valor máximo predicho de T, es de 30K 

!o i p e  se conoce como la "barrera fonónica". 

En 1!)98, hl. Casas, etal. [13], extienden la t,eoría BCS al considerar pares de elec- 

. .  ::"s i ' i i i i  un momento del ceiitro de masa distinto de cero encontrando que la relación 

:.. i , - i w 4 i i n  del par de e)eqt,rnnc. 3,  bajo lit aproximación de acoplamiento débil, es lineal 

. ,  r ' '5 dimensiones. . .  

1 ' ' ~  otro lado, la BEC de u11 tas de partíciilai hosónicas sin interacción constituye 

: l l ~ ~ ~ a  fase de la materia (or ;  propiedades de coherencia muy especial. El fenómeno 

i ) r d i J O  teóricamente :I41 En 1925 para iin gas ideal de bosones. Sin embargo, 

detectado experinierita:mt?nte en forma convincente sino hasta 1995 en un 

; 1  . 2itC 
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8sRb [lg], :He [20] y f$ [21]. La BEC ha sido observada también en bajas tH [l", 37 

Burger [24] estudian las transiciones de fase en una nube de átomos de 3;Rb en 

c.i-2~ Esto representa la evidencia real de lo que durante 70 años se consideró como 

interpretaciones académicas de modelos teóricos de átomos y de partículas 

Teóricamente es bien conocido que el fenómeno de la BEC para un gas ideal de 

i,,,sones no confinado puede ocurrir sólo en sistemas con dimensión espacial d > 2; Por 

hso la superconductividad en 10s siperconductores orgánicos de estructura casi-lD, no 

puede ser interpretada como una BEC de un gas ideal de bosones no confinado, El efecto 

del confinamiento de un gas de bosones/fermiones debe ser tomado en cuenta si uno quiere 

explicar la superconductividad en los nuevos materiales orgánicos superconductores de alta 

r,, vía la BEC. Los avances tecnológicos en el confinamiento de partículas nos permiten 

considerar experimentalmente sistemas en dos, una y cero dimensiones [25]. 

El objetivo de esta tesis es explorar bajo que condiciones la teoría BCS vista cono 

nna BEC puede extenderse para obtener una concordancia con los datos experimentales re- 

I)oi tados d~ materiales superconductores tales como como los organc+metálicos, los cuales 

;io(irrnos consideras como casi-1D y 1 s  cuprátos superconductores , considerados éstos 

" I I : ,  ::mi i&ructiirir que podemos considerar casi-2D. Para llevar a cabo nuestro estudio, 

. , I ,  . I  . i ~ I t w  el efecto de la dimensionalidad y del confinamiento en los pares de Cooper. 

(~''in10 hipótesis d,? trabajo supocemos que la terrriodinámica se cumple en espacios de di- 

liicxnsión no necesariamente entera, encont,rando que el comportamiento de de las variables 

rerrnodinámicas de los sis tema estudiados són congruentes con ésta propuesta. 

. .  

Comenzamos en el capítulo 2 con el estudio estudio de la propiedades termodinámicas 

6 



c.apacid& calorifica y se determina !a velocidad del sonido tanto isotérmica 

seas de las variables termodinámicas para fermiones en dimen- ,diabátiCa. Las 
no necesariamente enteras, muestran que existe una estructura en el potencial 

,n el calor específico, como función de la temperatura, si y sólo si d < 2, Este 

il, o cont rs ta  con el del gas ideal de bosones donde existe estructura para d > 2 [261 

quíniii'o, S u  ~ 

, , , , iiiiiCO Y 1. 

y - l l l t  1 

,, ,l,intie tariibién existe un cambio de fase. 

En el Capítulo 3 se incluye el efecto de confinar un gas cuántico, ai atraparlo con 

.,, ,ipnciales externos de osciladores armónicos mútuamente perpendiculares, ésto nos per- 

siniiilar sistemas con una dimensionalidad menor a la dimensión del gas no atrapado. 

particular nos interesa el estudio teórico de las T, de gases cuánticos atrapados ya que 

, l e  c3ta forma simulamos los experimentos realizados en trampas opto-magnéticas. Nos in- 

',yea también el caso de fermiones en tres dimensiones los cuales se encuentran atrapados 

,.n i;i dirección z e interactúan entre ellos para formar pares de Cooper en las direcciones 

I. y: on esta forma restringimos ia dimensión de los pares para formar estructuras casi-2D 

;w piimien simular las estructuras de los cupratos. 

1 

[.:I; Capítulo 4 se investiga un modelo más realista de los superconductores cupratos 

::.i:i~!irnenuionales. Se considera un gas confinado dentro de un conjunto infinito de 

.,, ~ . . i ! ~ h  perpendiculares a una dirección z y con una separación entre planos ady- 

1 L fimiula para la temperatura de transición REC, para un gas de bosones en 

: ;!:-w) cxlculada por Wen y Kan [27] se generaliza para considerar bosones como pares 

' '. /, P'r 10s m&s han sido formados a partir de fermiones y por lo tanto tienen una 

: .  ..I, !<ill < I , >  P p .r.~ $' mn ' lineal. Además, para simular t i  los superconductores orgánicos casi- 
.... ..i. '"'"'ri.'ioridffs wieraiizamos aún m&j el espectrc. de energía para simular un conjunto . .  

7 
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infinito de cadenas de átomos separados por una distancia c. 

E,, el Capítulo 5 se revisa un modelo estadístico simple de mezcla de fermion- 

desapareadm m h  pares de Cooper que satisfacen una relación de dispersión lined y 

que les permite llevar a cabo una BEC en dimensiones mayores.que ia unidad. Se 

calculan las temperaturas superconductoras críticas T, en un gas de fermiciii,,. en donde 

al menos algunos de ellos han formado pares de Cooper. Considerainos pi.r:rittri> cm3 

ideal en donde la densidad de estados es la superficie de Fermi esférica. Luego se usan 

densidades de estado e~ectrónicos Procedentes del gaa5 ideal de fermiones sumergido en 

una red cristalina que se manifiesta como densidades de estado con singularidades tipo 

van Hove (logarítmicas) o de Abrikosov (de potencia). 

En el Capítulo 6 damos nuestras conclusiones. 
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1 Capítulo 2 

En capítulo se revisa el gas ideal de Fermi para cualquier dimensión espacia] 

, 0, ~1 interés en ei comportamiento cuántico del gas ideal de Fermi (IFC, 
:,, ,sit ¡va. 

siglas en inglés) en cualquier dimensión a temperaturas suiicientemente bp,@, se .>, G U S  

/ I ,  iricr;rnentado en estos sistemas ya que son considerados como posibles precursores de 

; , , l ~ ~ ~  
Cooper que a su vez forman condensado: de Bose-Einstein. Esto ha sido estudi- 

,~ erimelitalmente en nubes ultra-enfriadas de átomos neutros fermiónicos como el 

: ,,[, trarripas optemagnéticas [28]-[31], en recient,es experimentos en gases diluídos de 

l I i , I ~ , o y  fprmiónicos de 40K y moléculas de 6Liz Ref. [32], se ha observado un condensado 

. ~,,.iliii;iiico 10 cuál representa la evidencia experimental de la formación en el laboratorio 

:,> de átomos fermiónico capaces de condensarse. Teóricamente ya ha sido discutido 

,::~i~iiarnente por viLrios autores [33]-[34], sin embargo, un análisis más profundo del papel 

:Y,, jiiega la dimensión en el sistema no se ha realizado. 

i "  

. .  

x!$J t.. p 

c'(!iiio hipótesis de trabajo suponemos que la termodinámica se cumple en espacios 

iimsirin no necesariamente entera, consideramos la dimensión como una variable 

I Ihtenida por una interpolación entre los familiares espacios Euclidianos para d 

' .  : 1 I-, :,i.iiiirntalmente, las anisotropías encont,radm en la resistividad en los sii.per- 

IiPratos de hasta 5 ordenes de magnitud, [5] y [36]-(38J sugieren la conve- 

, i o  I ~ e r  una descripción en dimensiones intermedias entre d = 2 y d = 3. Se 

.'"'. ' ! " !~ l ' J~ tm que una razón grande pero finita en la resistividad observada se puede 

'Ir iJnr 1ina.situaciÓn de dimensionalidad (2 + OD, o "casi-2B". Por otro lado, en 

W1 se ha sugerido un valor teórico de d 2 2.03 para YBCO como más 

.. . . .  

' .  

.. !{..is. '.>-! 
. - ' ;  
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-- dV(d) -- 2 7 ~ ~ ~ ~  rd-l 
dr r (d/2)  

t,s una función analítica de la varia:& d, donde T(s) es la función Gamma de Euler. La 

implícita, en las diferentes aplicaciones en mecánica cuántica y o t r a  á rea ,  es 

que la misma expresión es válida con legitimidad matemática para d no entera. 

ES importante distinguir entre estos espacios con d general obtenidos por interpo- 

lación para d entera de los llamados conjuntos fractales a los cuales se asocia una di- 

rnensión generalmente no entera de Hausdroff [48]. Los últimos son normalmente vistos 

como un conjunto de puntos contenidos en un espacio Euclidian0 huésped, éstos no tienen 

iina invariancia rotacional ni traslacional 'con respecto al origen siendo por lo thnto, no- 

iwtrópicos y no-uniformes y así, no son espacios Euclidianos. 

En este capítulo, calculamos las propiedades termodinámicas de un gas ideal de N 

h i iones  dentro de una caja de volumen V = Ld, tal que en el límite termodinámico 

.Y -1  .' y C' --+ w, la densidad de número n .V/V permanece constante. El cálculo 

-<' r+ en d > O con d continua. A partir del putencia1 termodinámico (o gran PO- 

. + i i ( A )  describirnos el sistema en cualquier diniensien. Calculamos las propiedades ter- 

l r l ~ ~ h h i c a s  y particularizamos los resultados p a n  t,i potencia.1 químico, la capacidad 

>+ 
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2 . 1  ~1 potencial termodinámico 

Cur~ideremos un gas ideal de fermiones en una caja de d > O dimensiones, de masa 

.n ,,,, p;/2m, mientras que 

.,* eigendores se encuentran haciendo una generalización a d > O de la ecuación (A, 9) 

,.'tin dados por 

vacío. El hamiltoniano que describe al sistema es H = 

<jiinde L es el tamaño de la caja y donde n, = O, *l, *2, .... Como ICi 2 (2~/L)n, (ver 

.\;Vndice A), (2. 2) puede ser escrita como 

L;ts propiedades termodinámicas de este si.itema se encuentran calculando el poten- 

-i:.ttlinámico O(T, L d , p )  = U - TS ,- , .V, donde U es la energía interna, T la . .. 

- 3  .. . 
:'WA absoluta, S la entropía, p el po tx . i a l  químico, y N el número de partículas. 

l! 



~ l i ( k B ~ ) ,  y ICB la Constante de BoltzmLm. Usando la expansión logarítmica, 
con 1 

In( l  + r) = - X l ( - z )  1 1 , válida s i  t < 1, (2. 4) se puede escribir como 

m ... X /, dkd e -31(h2/2mjkd 

Integrando, la ecuación (2. 7) resu1t.a ser 

La suma infinita se puede expresar en t,érminos de las llamadas funciones de Fermi 

: (ver Apéndice D de Ref. [33]), 

' I  l i i i r  i ~ ~ l o  : s eJfi la fugacidad, (2. 8) torna la forma 

R = - (2s + 1) = -Ad fd/2+1 (z) (2. 10) 
Bd/2+1 ' 

' " l x i h  que define Ad. Partiendo de la Ec. 10) es posible encontrar todas 18s 

i,r'iPiedades termodinámicas de un gas monoatómico usando la relación d o  = -sdT - 

12 
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(2 .  11) 
an s=-(%) , P=-(g) - fl 

V>P i-.P --- V y N = - ( & )  T, V 

2.2 potencial químico y densidad de estados 

, ~1 potencial químico p(T) como función de la temperatura absoluta i para 

, l i d  Iquier dimensión espacial d > O está dado implícitamente por la ecuación de número, 

I ,  i.iisl se encuentra sustituyendo (2 .  10) en la ecuación correspondiente de (2 .  11) 

(2. 12) 

,,lie en forma integral es igual a 

'!ii!i<ie n(z)  =ej''-",+l es la distribución de Fermi-Dirac y g(E) es la densidad de estados 

.,tr,d. DP esta expresión se identifica g(5) como 

(2. 14) 

'I.,( j . '  if& con la reportada por varios autores (50, 261. 

: :Nwih escalón y p(T = O) = EF,  donde EF 3 h 2 k F / 2 m  .2 

1 , .  . ,  
!..:I I z~ ' 1  I:i ;unción de distribución de Fermi-Dirac n ( ~ )  = [eJ(c-P) + 11- = ~ ( E F - E )  es 

es la energía de Fermi donde 

' .* '.% 1'1 mhiero de onda de Fermi; en este cas.], la ecuación (2 .  13) se puede escribir como 

13 

(2. 15) 



(2. 16) 

en I50, 51) para la densidad de número 

(2 .  17) 

(2 .  18) 

[,,,finiendo la temperatura de Fermi por la relación EF E ~ B T F ,  el potencial químico 

,!!TI se obtiene numéricamente de la Eq. (2 .  18), que puede rexpresarse también en la 

.iqiieiite forma 

- 

TdI2r(d/2)  fd,z(eJP) = (2/d) Til2.  (2 .  19) 

1..i fiinrión de Fermi-Dirac [33] se puede escribir, para propósitos de cálculo numerico, en 

iiiiiiiiis de la función "polilogaritmo" [.52] como 

(2 .  20) 

14 



fl(z) = ln(1 + z) = Tp/T, (2. 22) 

(2. 24) 

. , : ; *  !I!(.; u tia sido reportado en [55] en tres dimensiones y en [50] para cualquier 

. >  .. 

I'r"w;n ;*nalitica para T grande o el bien conocido límite clásico. I "Y I. . 
(2. 25) 

1.5 



~ 25, vemos que el potencial químico para temperaturas grandes siempre es negativo. 

do las ecuai.CiOneS (2. 24) Y (2. 23), Y ya que la primera corrección a la unidad 

en la ecuación (2. 24) es positiva para toda d 5 2, encontramos que existe 

De í-  
(-onip"'"I1 

de p(T) /EF  

un m 

L,?s 

áumo en el p0tencia.l químico como función de la temperatura si d < - 2. 

de ~ ( T ) / E F  para T intermedia, se obtienen resolviendo numéricamente la 

(2, 20). Esto se realizó con el programa AIATHEhL4TICA encontrando para 

el valor correspon(iiente de P(T)/EF, esto es {T/TF. p ( T ) / E F } .  Los 

.., .< iiitatios se encuentran en la Figura.2.1 para varios valores de d. La gráfica en d = 2 Y 3 

,5tra que p ( ~ )  es una función monótona decreciente de la temperatura, (decrece) en T 

, I,,5de 1% energía de Fermi EF (la cual sólo depende de la densidad de número y de la n1-a) 

,, = o, hasta el valor clásico que diverge bgarítmicamente a -co cuando T + CO. Sin 

,.rrihargo, para d < 2, encontramos un comportamiento novedoso y anómalo que comiste 

<pie p(r)  no es monótona decreciente. Primero se incrementa cuadráticamente cuando 

T se incrementa, después cambia de curvatura, adquiere un máximo y finalmente decrece 

:imotónicamente hacia el valor clásico. Este inesperado incremento en p(T) para d < 2 

, A I  crecer 7. representa una estmctura reportada en [34] para un gas ideal unidimensional 

.' i tisando una estadística intermedia entre la de Bose-E,instein y la de Fermi-Dirac, 

piiraestadística. Sin embargo no se ha hecho un análisis completo del significado 

iwwrtamiento el cual podría dar origen a tina transición de fase. Siguiendo un 
, 

t[It.o al aquí propuesto para d = 1, en la Ref. [56] p. 192 se encuentra y grafica 

químico para temperaturas bajas pero sin conientarios. 

::!ll,. 

! 

:' . . - f i '  

" 

,. .. . 
' ~ . !  f i w a  2.1 se grafica el potencial químico obtenido resolviendo numéricamente la 

" ' l x%~n  (2. 20) como función dt. 15 temperatura para un gas ideal de Fermi para d = 

16 
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h i r a  2.1 Potencial químico resolviendo niiniéricamente la ecuación ( 2. 20) 

i . I !nc:jn de la temperatura para un gas ideal de Fermi en d = 3,2,1,1/2 



2.3 Entropía y presión 

De la relación Para la entropía s = - (") , y de la Ec. (2. 10) obtenemos la K!J 

expresión para S 

(2. 26) 

~1 límite T -+ O se obtiene usando la expansión asintótica en fd,2(;:l par?, .? grande, 

, ,t,teniendo 

S/;VkB % d- 7r2 ( y  .- + ... o, 
6 E F  

(2. 27) 

claramente cumple con la tercera. ley de la termodinámica, ya que cuando T -f O, la 

i.iitr«pía tiende a cero como se muestra en la Figura 2.2 

Figura 2.2 Entropía en unidades de . y k ~ .  ~'omo función de la temperatura, 

i)m un gas ideal de Fermi. 

L i  figura 2 2 muestra el comportamiento de la entropía como función de la temper- 

' I ' M ~  diferentes dimensiomnes, el potencial químico se calcula resolviendo numéricamente 

18 



lita 0 = -pV, de donde resulta 
i I l ~ ~  ¡nip 

(2. 29) 

Figura 2.3 Presión termodinámica en unidades de !VksTp/V, como función 

' L tmperatura, para un gas ideal de Fermi. 

2 . 4  Energía interna 

[ - , I  rriergía interna del sistema se puede encontrar s i  calculamos [33] 

(2. 30) 
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(2. 31) 

(a. 32) 

" 
(2. 33) 

(2. 34) 

r;,,,ro qllr para altas temperaturas, en el límite clásico T -+ m, la fugacidad z << 1 y 

:,, fiirici(in f e ( z )  2 z,  de (2. 32) obtenemos 

(2. 35) 

:. , ~ ~ m d a n c i a  cog elteorema de equipartición de la energía. En la ecuación (2. 34), la 

: : : : i ~ i  corrección del valor de la energía para T = O, es positiva para toda d. Por otra 

., ...,, 97 , ~ rd . T gande, la ecuación (2. 33) corresponde al valor clásico. 

-..) 1 -  .rhr específico 

... 
( ' h r  específico a volumen constante SP puede obtener de la energía interna (2. 32) 

."" (-'( I :, T )  = (X'/aT), , quedándonos 
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(2. 37) 

(2. 38) 

L , ~ , ~ , ~ L :  para 2 o orande, y z pequeña, se obtienen derivando las ecuaciones (2 .  34) v (2. . . , . L  

. , (lcjar el calor específico CoIllo 

C"/NkB - T-10 
(2. 39) 

(2. 40) 

I;,  Figma 2.4 se muestra la gráfica del calor específico como función de la tem- 

~ k.,ir, ,  iin gas ideal de Fermi para d = 3 , 2 , 1 , 1 / 2  y 114. Se observa que si d < 2, el 

,, , , . p r r i t i ~ ~  como función de T se aproxinia al límite clásico por arriba, consecuente- 

.:.. :,, , irrva de C, us T presenta un niáximo que no observamos cuando d > 2 donde 

.:.;.'miiriiento es monótono crecient.e hacia el valor clásico. E.n l a  gráfica abajo a 

x i i 'e muestran los valores de los máximos en el calor específico corno función 

: : : w i i h  d. De aquí podemos ohservar que los máxinios tienen un valor máximo 

,i 2 0.4 donde retornan al valor clásico confornie d -t O, y que no se van a 

' .  i)lidiInos suponer. En la gráfica inferior derecha se muestran los valores de 

'I :"ir~i ~ , D , x  en unidades de SF que corresponden a estos máximos en el calor 

' :'"' iiiifir resultado para el gas ideal de Fermi en d < 2 dimensiones, en donde se 

-. 1 .',' ' ' t r ~ c t u m  en forma de un comportamiento no-monotónico en el potencial 
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químico y en el calor eSpeCífiC0, contrasta con el que se ootiene en el gas ideal de Bose 

donde la rstructuru aparece para toda d > 2, (ver Fig. 2.5 de Ref. [26] para d entero, Y 

~ i ~ ,  2 de Ref 1581 para toda d > 2). Como veremos en el siguiente capítulo, en este último 

i 1 ;  
f 

i caso, la estructura observada es la condensación de Bose-Einstein en doride aparece una 

en el calor específico a la temperatura crítica de transición para t>da 2 .:: .1 Is 4, 

un salto en SU valor para toda 4 < d < rx>. El comportamiento en 'p  y (',, bta, s,do 

reportado por ,souza Vieira [34] para un gas ideal cn &dimensiones usando estadísticas 

internedias a las de Bose-Einstein y Fermi-Dirac, (5 1a.s llamadas paraestadística, ut,iIizan 

un parámetro p que representa el máximo número de partículas permitidas por estado. 

Para p = 1 se reproduce la estadística de Fermi-Dirac mientras que para p + ~0 la de 

Base-Einstein. Encuentran el potencial químico y el calor específico como función de 

la temperatura analizando su comportamiento al variar el parámetro p, sin' embargo no 

realizan un estudio del comportamiento termodinémico del sistema con la dimensión d. 
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d = 1/4 
- 

1/2 

- 1 

- 

O 2 4 
T/TF 

10, . , . , . , . , . jl 

d d 

Figlira 2.4 Calor específico us temperatura absoluta, en un gas ideal de Fermi 
, .  

.: I : =: . I .? .  I .  l/2 y 114. 

~ \'+alocidades del sonido 

rr.tiriirnto anómalo en el calor específico se refleja en la velocidad del sonido 

. . . ' * . ! LL~ .  Eira exhibirlo hemos calculado ias velocidades del sonido adiabática 
... , . ... 8 * ,'.. T .  en (1 > O dimensiones para el prr. ideal de Fermi. 

.. . ". - Prf:sibn es una función tanto de densidad p como de la temperatura 

' '. 'i'!tr'y (fe que llegue la onda sonora existe un equilibrio a una presión PO 
. .. 
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I 

v una densidad correspondiente PO. En el sonido, las variaciones de presión respeto al 

valor de equilibrio son extremadamente pequeñas, la velocidad del sonido en un gas se 

puede definir como los cambios de la presión con la densidad, 

= (&) 3P 1 

(2. 41) 

siendo esencial saber cómo se lleva a cabo este proceso. En la Ref. [35] Feyr ~ I E ~ I I  &,j,l,:e 

la ecuación .de onda del sonido encontrando la conección de la velocidad de la onda con la 

rapidez de variación de la presión con la densidad, menciona que Newton fue el primero 

en calcular la velocidad del sonido en un gas suponiendo una compresión isotérmica de 
- 

manera que 

mcT 2 = (E) 
T 

(2. 42) 

donde n =- pjm es la densidad de número y m la masa de cada partícula, en el sire a 

O O C, obtuvo un valor teórico de CT = 290 m/seg, el cual no coincide con la velocidad del 

sonido medida experimentalmente en la atmósfera. Lapface más adelante propone que la 

presión y la densidad cambian adiabáticaniente en una onda sonora. El íiujo de calor de 

la región comprimida a la enrarecida es despreciable mientras que la longitud de onda sea 

larga respecto al camino libre medio, de esta forma, la velocidad del sonido adiabática se 

define como 

mci  = (') 
S 

(2. 43) 

obteniesdo un valor teórico de cs = 331 rniseg el cual está en concordancia ron el 

reportado experimentalmente en la atmbsfera. encuentra que, la velocidad de las ondas 

sonoras en la atmósfera se transmiten adiahiticamerite. La determinación experimental 

de la velocidad del sonido en gases rarificados es un importante método para obtener 

valores del calor específico, En est,a sección calciilaremos la velocidad del sonido isotérmica 



I ~ i d d  del sonido adiabática cs y la relación que exsiste entre el calor específico 

~~~ y cs en un gas ideal de Fermi en d dimensiones. 

L ' ~ ,  lil '. I2 0' 

~, Cr. 

V;locidad del sonido isotérmica 
?.6.1 

L~ velocidad del sonido isotérniica se encuentra sustituyendo (2. 28) en (2. 4s) 

,!,, la última igualdad se obtiene de la ecuación de número (2. 12), usando este resultado 

4-1) obtenemos una expresión para la velocidad del sonido isotérmica en d > 0 

i!:iirnsiones 

Xorrnalizando con EF m4/2 = k B i i .  (2. 46) tenemos 

(2. 46) 

(2. 47) 

L continuación encontraremos las expresiones asintóticas para la velocidad isotérmica. 
' y m s i ó n  asintótica [33] para fd,'l(z) cuando T + O encontramos 

: ! 0. Ii. = EF obtenemos de (2. 48) 
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,,te en (2. 471, obtenemos 
;.,:> 1 ' ' 

(2. 50) 

2 ,. .. 
(2. 52) + kBT/ni, 

' .T/T+--a 

, , . < I  t.,,rresponde ai caso límite del gas ideal cksico. Usando en (2. 42) la ecuación de 
: a  

L., , ! , , ,] i . l  giw ideal P 5 nksT, se sigue (2. 51). 

I~,Lj asintótiw para CTP) (2.  45) Y (2. 51) muestran q ~ e  para T pequeña 

:::iJ,uaja con TF, [cr(T)/c~(O)]~ parte de 1 con pendiente negativa s i  d < 2. Al aumentar 

;' i : i i ~ i i ~  SU curvatura, adquiere un mínimo, y finalmente se incrementa iineaimente como 

; ::,Lqa iibtener su valor clásico. En la Figura 2.5 graficamos c$(T)/c$(O) como función 

: I  :viiiperatura T/TF para d = 1/4, 1/2, 1, 2 y 3. Notemos que c~ desarrolla un 

: .:::' ;i;trit d < 2 el cual se profundiza cundo d decrece. Esto se ve más claramente 

::.i!i~i de abajo a la izquierda donde mostramos los valores de los mínimos en la 

i 5 1 1  ,l+4 sonido isotérmica CT(T~¡"), coniparndos con rr(O), como función de Log d, 

-"n los valores de la temperatura que corresponde a los mínimos en la gráfica 

... 
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
T /T, 

Figura 2.5 c$(T)/c$(O) donde cr(T) es la velocidad del sonido isotérmica en 

.in IFG como función de la temperatura TITF. para d = 1/4, 1/2, 1, 2 y 3. 

En la gráfica de abajo a la izquierda niostranios los valores de los mínimos en 

: ' . ' I i . t (  idad del sonido isotérniica coniparados con cr(0) como función de Log 

4. Y en la gráfica de abajo a la derecha los valores de la temperatura T,i, que 

i orresponden con los mínimos en la gráfica principal. 
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del sonido adiabática 
I .  '7 e.? 

P = n'B, (2. 51) 

, ., ~ ;y/v la densidad de número. La velocidad del sonido adiabática cs está 

1, ['or !a ecuación (2. 23) la cual usamos junto con la ecuación (2. 54) para 

. , p i  ir rpie 

,. . ..:~.tw!o -, y (2. 54) en (2. 55), llegarnos a que 

(2 55) 

(2. 56) 

:- '!I, utilizar en el Último pasa la ecuación (2. 28). Normalizando rnci con la 

. 5, Fmni EF = m17:/2, siendo UF la velocidad de Fermi, la última ecuación se 

:r wrno 

(2. 57)  

. . , ! / I  p.upansión asintótica para fd,z(c) cuando i / T p  + O encontramos 
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Para T = O. p = EF y obtenemos 

cs(0) = ?lF/vG, (2. 59) 

la cual coincide con (2.  49). Tal y como se esperaba, a T = O las velocidades isotérniica 

y adiabática coinciden. Usando este resultado en ( 2 .  57), obtenemos 

En el límite clásico T > 1, 2 es pequc 

puede cortar en el segundo término obtclniendo 

=n este caso la serie f&) 2 z - z2/20 + . . .se 

La ecuaciones ( 2 .  58) y ( 2 .  61) muestran para ic;(T)/v~]’ una pendiente positiva en 

cualquier dimensión y para los dos casos límite de T/Tp. La,función [ C S ( T ) / V F ) ~  requiere 

de un análisis numérico en todo el intervalo de temperaturas. En la Figura 2.6 graficamos. 

cs(T)/c,(O) como función de la temperatura T/TF, para d = 1/4, 1/2, 1, 2 y 3. Notemos 

que las curva  para d < 1, al incrementar !a temperatura, se cruzan con las curvas para 

tl = 1.2 y 3 y más adelante t,ienen un nuevo cruce hasta alcanzar su límite clásico; en el 

reclmdro se ‘muestra este comportamiento. 

29 

. _ _  __ 



F 
O 
%1.4 
o 

T 
I I I I 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
TI& 

Figura 2.6 Velocidad del sonido adiabática para un gas ideal de Fermi como 

función de la temperatura T/TF en d = 114, 1/2,  1, 2 y 3. En el recuadro se 

muestra la gráfica para TIT, muy grande 

2.6.3 Relación entre CV, CT y cs 

La rieterrninación experimental de la veloridsd de sonido en gases de baja densidad 

. ' 
' ., ti &do importante para obtener el CLX'CJr I=: peiífico CV. A continuación mostrainos 

I mamos la relación entre CV, cr Y ( 5  ,)ata iin gas ideal de fermiones. Reescri- 

las  wuaciones para ei calor especí ic,) (.!. :IS I 

: :ih-idad del sonido isotérmica (2. 46) 

n O 



,, ,&.to llegar a la siguiente relación . ,::rllt 1 

..,le propiedades térmicas Y mecánicas del sistema 

2.7 Conclusiones 

(2. 62) 

E" este capítulo hemos calculado, el gran potencial termodinámico en d dimensiones 

. . .  9r;1 iin ideal de fermiones encontrando a partir de él sus propiedades termodinámicas. 

1 1 . .  resultados enconrrados podemos concluir que en el gas de Fermi en d dimensiones 

. ,  ,.:+ luna estructura-i.e.; el comportamiento anómalo en la forma (no-monotónico) en el 

.. ricial químico, el máximo en el calor específico y el mínimo en la velacidad del sonido 

',rr:iica- si se reduce la dimensión desde d = 2. Se encuentra que est,a estmcturu 

--wspnta una inestabilidad en el sistenia. sin embargo, el estudio general de estas 

.' 1114 pas ideal de fermiones en diferentrs Idiniensiones es relevante ya que estos 

- Y  considerados como posibles precursores de pares de Cooper. Se obtiene, a 

:Y 10s resultados encontrados, la relación que existe entre C,,, cs y CS. 
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.. ,. .o[.,- .,, >,irt;imiento de los gases cuánticos atrapados por potenciales exterms de 05- 

.., ,',r,iiTi> (ox) es de nuestro interés porque reproduce el comportam:z,iito de 

, , , .I i r l .  i(:()s reales atrapados Y ultra-enfriados por trampas optc-magnkticas la 

;,, ] > + . I [  ,,i1firL9 oscilaciones. La coridensacián de Bose-Einstein ha sido observada en- 

. .  ; ,:iirlli,j bosÓnicoS neutros en i;Rb 1151, ::Sa [X), jLi [17], :H [18], f:Rb 1191, :He 

J., (tonde los superíndices corresponden al niimero de nucleones en el isótopo 

.,,,> . . I  subíndice es el número de protones G de electrones atómicos. La BEC ha 

. .  ..... 

. .  

. _  -- t 

.. r.,.:u\:i ,.n bajas dimensiones. Gorlitz et. al. [22] reportan BEC de átomos de :;Na 

. -  'u. i; hreck et al. [23] la observan con átomos de 3Li en 1D; y Burger et al. 124) 

::. :.L. :: iiisiciones de fase en una nube de átomos de !;Rb en casi-2D. 

. I L.l,~ ciiiiriticos han sido discutidos en general por varios autores 1541-[71]. El 

... !:,I (le las propiedades de un gas de B o x  en una trampa armónica isotrbpica 

' . p~ lie Groot et al. [54]; Kleppner et al. [59] reportaron resultados teóricos 

: ., :,,,!&s termodinámicas de un gas de Bose confinado por una potencial 

' , >  wn iiiia ley de potencias generim (relación de dispersión) usando la 

!i.iMica; Ketterie et  al. [60] y Pat,hria et al. [68] consideraron BEC de 

r ..'Y partículas confinado con potenciales de oscilador armónico en tres 

. ;ij, P m J v  et al. [69) y ['io] discutixn BEC en gases atrapados casi-2D y 

'.* j'' 'Pif'dades de coherencia en 3D. h l f C J V 0  e t  al. 1631 hacen una revisión 

' '  - L-'s 'le diluidos atrapados, Grether et  al. [67) consideran gases de 

- 



F+,rnli en d dimensiones atrapados por 6 osciladom. El estudio teórico de los gases Base. 
de ferrii,,ines atrapados ha ganado interés Como Posibles Precursores de un 

de pares de fermiona a bajas temperatwas [72]-[76]. Estos han sido estudiados también 

esperimentalmente en Lubes fermiónicas ultraenfriadas de átomos de ;;K en trampas 

,,pt,magnétic~ j28j-1311. 

I 

por otra parte, el descubrimiento de las estructuras casi-2D tales como los cupratos 

'J! o 1s estructura Casi-lD tales como los superconductores organo-metálicos (sales 

[7]-[9] nos ha motivado a investigar ei confinamiento de los gases cuánt,iros 

~ la sensibilidad de éstos a la dimensionalidad ?spacial como elementos fundamentales en 

I<\ teoría. 

.I;, I 

En este capítulo se encuentra una solución exacta y completa para un gas cuáiitiw 

eIl &dimensiones sin interacción atrapado por 6 5 d potenciales de oscilador-armónico 

Iiifituamente perpendiculares, mientras que el gas se mueve libremente en las ( d  - 6) 

ilireCciones restantes. Se encuentra que este sistema se puede mapear a un gas con una 

ciirnensionalidad más alta en donde SU comportamiento es el de un gas libre, cuya masa 

iin sido renormalizada. 

El confinamiento con un potencial de oscilador en 1D colapsa al sistema tridimen- 

1 a una "lámina" en 2D que simula una pared ciiintica, el cual podría describir sis- 

'i>cr.ines/ferniiories altamente corrrlaciiiniulos en casi-2D, tales como los cuprat.os 

,. : ,s -','i.l.r,.iiiidiictores orgánicos. El confinamirnto en dos direcciones (6 = 2,'d = 3) sim- 

' 2 i  tin sistema L.asi-1D al que Ilamarenios "alimbre," mientras que un confinamiento en 

h.5 :res direcciones (6 = 3, .d = 3) nos produce un gas casi OD el cual llamaremos "punto 

<;liántico." Estos tres sistemas atrapados se pueden mapear a gases de partículas libres 

"I' -ID, 5D y 6D, respectivamente, con uria masa renormalizada. 

._ 

, ! ,  



. . ' . . 
.. 

i:iniaño de la caja asociada a las partículas libres y donde ni = O, fl, f2, ,;. 
: e '  :'. = O. 1, 2, ..... Como k, =.(2.ir/L)r~, y 1, (w/v)vj, v siendo una veloci- 

. .1 2 1  puede ser escrita como 

!'::i [liie ei sistema tiene una relación de dispersión combinada donde la 

. . r .I i i í m  mientras que la parte que corresponde al confinamiento es lineal. 

. I  . ' I !  *,i!wnhle gran canónico, el potencial termodinámico R(T, V, p)  de un 

' 
das sin interacción er, &dimensiones atrapadas por 6 osciladores con 

, .  
.'' ":it'Yh es t i  dado por (ver p. 13 1 de [33]) 
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(3. 7) 

se puede e-:presar en t h i i n o s  de la función PolyLog & ( t )  [52] 
. , . .  .. , ,::finita 

(3. 10) 

.:: 1 = O y (I = C1, la Ec. [:1. !>) se reduce a la Ec. (2. 10) del gas de 

, . , ' . I , /  ....." wiones. L . t  ecuacijri í : 3 .  0 )  representa el potencial termodinamicu de 

..!! 1hrns:or.es atrapado por Li osciladores mútliamente perpendiculares. 

. . : I ! , \ ,  ILLS imqL?d idt,s lerniotiin¿íniicas del sistema se calculan usando las 

En L j  :.ig iieites secc.ior1i.s consirieraremos solamente los estados 

. . .. 
. ,  
- . I  

!I !, ! i>;isC. Para ur gs tlí. bosones será tratado como un caso especial ,. 

3 o 



Prop iedades termodinámicas 
3.2 

(3. 12) 

. !,, .? ~ I , I  usado (3. 12) y la relaci6n 

1 4  queda como 

'.* riii:i interna se obtiene de la relación (SPP p. 159 of Ref. [33]) 

I I 13. 9) en (3. 17), encontramos que 

d + 6 
Q, U(T,  V )  = .Y- - ~ 

2 2 

-PV entonces .1' !! = 

(L .  - .\-hI.6/2) 
2 PV =-  

ti + b 
37 

(3. 15) 

(3. 16) 

(3. 17) 

(3. 18) 

(3. 19) 



(3. 20) 

(3. 21) 

(3. 23) 

.,. : obtener de la derivada con respecto T de la ecuación de número (3. 12). El 

ohtiene cuando t l  = eJ("-ahi!2) _t O. Sustituyendo los dos primeros . .  ..I , I  

. :.. :.! wie  (3. 8), es decir, z1 + ( - a z ~ ) ~  /2" en la Ec. (3.22), se encuentra que 

T-CC 

(3. 24) 

!:A c i c h  a la unidad en i3.21) para d + b < 2 es claramente negativa para 

- 1 positiva para ferniiones ( a  = -1). Notamos que se llega al valor del 

'...'" "ii+o d + 6/2 en forma diferente; para bosones por debajo de este valor 

... L ' ' ~  P I r  miha  de él, riiientras que para d + b > 2 se obtiene precisamente lo 

. 
~ I' se recuperan los resultados conocidos para gases ideales mostrados en '. $ . 

1 .  :""' t'nsones, Y en la Ref. [SO] para fermiones). 
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(3. 23) 

. . .  I,, , , , 1 1 1 ~  antes V se definió justamente abajo de (3. 4), .Z~B = eP(p8-bis/2) y zI E 

son las fugacidades con I . ~B  y 1.1 los potenciales químicos para bosones y fermi- 

-. .-pritivamente. Usando las relaciones de Landen [80] las funciones polilogarítmicm 

-,:rkf:icen Li,(s) = -LZl(y) y Li?(z)  = -Li2(y) - 1/2[Lil(y)]', donde I y y sa- 

":: : L' transformación de Euler y = -sí( l - z) con I real < l. Sustituyendo estas 

'-> 

::'< +n I,$. E), se obtiene 

(3. 27) 



? 

, - \,' ! t'S la CIlergía de un gas de Fermi y SP ha siistituido (3. 25) en (3, 28) :  Así, 

, , l i i l i u  del miembro derecho de (3. -8) es proporcional a n e independiente 

r . , I  '1 ,le 1 s  energías de 10s gases de Base Y de Fermi difieren solamente por 

. . .  , , . < .  . . I  .,,,~,.~eiidiente i de T. Usando (3. 28) en (3. 21) llegamos a que los calores 

. ,  

, .  

. .  

, ,. . p.ws de bosones y ferniiones coinciden precisamente cuando d + 2 ,  

... ....!,,!,, P I  caso especial d = 2 y b = O se recupera el resultado obtenido en [79] 

-::,% ,L it\ iientidad del calor específico como una función de T de los gases ideales 

. . i l b  Fwri i  en dos dimensiones. 

'.I:tpeo a una dimensión d mayor y masa equivalente 

; w i i  s = .3c y ( 3  I I ) .  I? r<.iinc,itin (3. 12) se puede escribir como 

1 .  

(3. 30) .\ i : ) n  c ) .  
- .  

. . :-* ? -1 
+ ( I !  J es 1: dist,:ibución de BE (a = -1) o de FD (a = +l), y 



,e recupera la DOS Para un gas lzbre confinado en una "caja" de lados L .~l=o' 
2 d'2 Ed/2-1 

g(E) = (2s  + 1) (%) (3. 3;:) 
27h l- ( d l 2 1  ' 

(3. 33) 

(3. 35) 

:. _, ritlral. hemos encontrado que un gas ideal cuántico atrapado con un potencial externo 

vihdor armónico, ..puede ser considerado como un gas cuántico libre en donde la 

:..:~.~ri se ha incrementado por el núnirto de osciladores d + d + 6 J: en donde se 

:. ,rr:i;ilizado la masa de las r1artículas m -+ rn* de acuerdo con (3. 34). Este 

:iiiiy importante ya qu ? ros ptmiite analizar sistemas atrapados utilizando 

. '  7 ya obtenidos ptr?, l is  gases cudnticos libres en d dimensiones [58, 501, 

+ m* y aun.enta:id ) 1;. d'menzión en d+b. Si rescribimos la masa efectiva 

: : h i n o s  de la ioiigitui (artcteristica del potencial armónico 20 3 (hlmw) 1/2 , 

:'i<.,!;i 

(3. 36) 
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odemos hacer 10s siguientes comentarios. Si L = a z o ,  independientemente 
i, 1, ,& v 

e Para que el 
:., i '  
' l,do (3, 32) se siga satisfaciendo. En este caso L = 6 x 0 ,  implicaría que 5o tamb,ién 

.I Aquí habría que suponer que L es suficientemente @and $, ITt* s rn. 

,.-':! L 

aande 0,  en otras palabras, w muy pequeiía. En el límite termodinámico donde 

L -f CO implicaría que w -+ O que es otra manera de expresar el limite 

En 10s sistemas reales, o de laboratorio, ni w =y O ni L -t ~ 0 .  E,., estos 

lenios considerar que la expresión (3. 32) es correcta cuando tlw << kBT que 

,,,~rriiite aproximar sumas sobre las energías por integrales. Cuando L # fix, el 

se absorbe en la masa del sistema ideal en la caja de longiud L. Dada una 

.., , ';,~Ilc,ia L' + 0 la L, se fija y la masa equivalente de las partículas ideales se va 3 cero 

->> mu. 0 

,.,) exacta, 
I _  

, . ,, ... , ,,1iLlirnico. 

., 1 pi" 

. ,  

, .. I 

.,: ,IIIIP L -+ 33. 

.$.-I Límite termodinámico 

1 1  L,tii ahora hemos considerado un sistema físico compuesto de N partículas con- 

;: ,-< +'TI iin espacio de volumen V, donde N es un número extremadamente grande. 

: Gistemas es importante encontrar el limite tenodindmico esto es, que cuando 

. . i '  2 x, la razón iI/V la cual representa la densidad de partículas n, permanece 

' .::.a En este límite, las propiedades extensivas del sistema son directamente prc- 

. : i I  taniaiio del sistema! inieritiiis que las propiedades intensivas del sistema 

. .  !:ii kpendkntes. Así, la densictiid tie partículas permanece como un p a r h e t r o  

. .  .:>'v e ' : ]  ted;-s !as propiedades físicas del sistema (ver pág. 9 de [33]). 

" ,: ! "'1~0nirLw el lím?t,e termodinániico adecuado a nuestro sistema, sustituimos el 



de (3. 10) en (3. 30) encontrando 
.4dt6  

.>z!V 

.Y:V = l'd L~-' = constante (3 38) . I  

'1 \ .  j Gas de fermiones en d-dimensiones atrapado por 6 osciladores 

armónicos (6 5 d )  

!.::I wta sección consideramos un sistema de .V fermiones sin interacción en d dimen- 

irrqxido por 6 (5  d )  osciladores :armónicos niútiiamente perpendiculares y libres 

: ' - 8 '  direcciories restantes, en este ('iisi) - L i n ( - z )  = f . ( z )  es la función de Fermi 
. .  

' j  = + l .  De esta forma encontramos de (3 .  30) qiie 
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.. . I  ,i,riIno hemos despreciado fiu,.6/2 comparado con EF. ,! 
, . . .  

(3. 40) 

i~hi de 

. 
(3. 41) 

.:.< : ,i ,liiiniico p(T) se encuentra resolviendo numéricamente la ecuación (3. 421, 

. .; .;e grafican en la figura 3.1, para d = 3 con 6 = 1 , 2  y 3, potenciales de 

: I!. la gráfica se observa un comportamiento equivalente ai de un gas ideal de 

. ' :I ,i = 4. .5.6 dimensiones. 

I 



O 1 TIT: 3 

Figura 3.1 Potencial químico como función de la temperatura para un gas de 

fermiones en 3D atrapados por 6 = 1 , 2 , 3  potenciales de oscilador armónico, 

O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

T/TF 
Figura 3.2 Energía interna en un gas de fermiones atrapados por 6 = 1 , 2 , 3  

tisciladores armónicos. . 



! el número de osciladores la energía interna aumenta para un temper- 

~, &te comP ortamiento corresponde a 10 esperado ya que por cada potencial de 

Se aumenta un grado de libertad 10 que corresponde a un aumento en la 

. *  m ~ i e n t a  
$¡!I? 

,!i11,1 i I J ,  

: :finamiento 

. . , . p i J .  . , .  7 

, ,, r, c d c r  
específico a volumen constante se encuentra de (3. 23) toman!) - n =: I 

.. , . , lall~o T -+ 0 tiene el siguiente compor; ;riiiipiito 

(3. 46) 

. . .  I,, Figura 3.3 se muestra el comportamiento del calor específico si d = 3 con 6 = I ,  2 , 3  

:.dores. 

mtropía se encuentra sustituyendo a = 1 en la ecuación (3. 47) y al normalizarla 

. I energía de Fermi, nos queda 

T -L O usando S = $dT Cv(:T) ,T  v 4 46). se encuentra immediatamente la 

! I  la entropía en este líniite 

(3. 18) 

?'' ;\i'PrCa a 2' = O como función lineal ( 1 1 ,  7' E i i  la Figura 3.4 se grafica la entropía 

.' ' ! ' i : w i h  de la temperatura para d = 3 c m  6 = 1.2.3  osciladores. Se puede observar 
" T -j 0, s -t O tal como esperabamos según la tercera ley de la termodinámica. 
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6= 1 

3 1. 

.A 
I 

2 3 O 
O 

k/TF 

o 0.5 1.5 TIT, 



3.5.1 Casos particulares: fermiones en d = 3 atrapados por 6 = i , 2  y 3 os- 

ciladores armónicos 

La Tabla 3.1 resume los resultados obtenidos para un gas de Fermi en 3D con 6 = 1, 2 

y 3 osciladores armónicos. Estos son interesantes ya que consideran un gas de Fermi en 3D 

confinado o atrapado a lo largo de una, dos y tres direcciones mútuarnente perpecdiculares, 

este permanece libre a lo largo de l ; is  direcciones restantes y son sistemas arii!.ogos a un 

'punto". un dumbre" o un ‘>azo" cuánticos. Para el PISO 8 = 3, recuperanm los 

resultados obtenidos por ([63])- ([73]). 

I '7 3 I 

~. 
I 
1 
I 

1 

Tabla 3.1 Cantidades termodinámicas, como se definen en el texto, para un 

gas de fermiones en 3D, atrapado por 8 = 1. 2 ,  3 osciladores armónicos. 

3.6  Bosones atrapados 

En esta sección estudiaremos un sistema de .V bosones sin interacción en d dimen- 

;ioriPs atrapado por 6 ( 5  d)  osciladores niiitiianiente perpendiculares, y por otro lacio 

libres en las restantes d - 6 direcciones. Sea el Iiiírnero de bosones 

(3. 19) 



3.5.1 Casos particulares: fermiones en d = 3 atrapados por 6 = 1,2 y 3 os- 

ciladores armónicos 

La Tabla 3.1 resume los resultados obtenidos para un gas de Fermi en 3D con 6 = 1, 2 

Tabla 3.1 Cantidades termodinámicas. corno se definen en el texto, para un 

gas de fermiones en 3D, atrapado por i = 1. 2. 3 osciladores armónicos. 

3.6 Bocones atrapados 

E:i e s a  sección estudiaremos un sistema de .Y hosones sin interacción en d dimen- 

siones atrapado por 6 ( 5  d)  osciladores niiítiianiente perpendiculares, y por Dtrq lado 

libres en 1 s  restantes d - 6 direcciones. Sea el uliniero de bosones 



cr i t ica  y fracción del condensado 
! t i .  

: ,  . .. .. , T > r,, .Vo(T) es despreciable comparada con iV, mientras que para 7 < T,, 

;. ,,5 I l l la  fracción apreciable de .V. En T = TC, ZI = 1, .V,(T,) 2 O: la temperntiira 

. . , .,, rrlcuentra de la ecuación de riúniero (3. 50) evaluada en T, 

. . . miu TC de la ecuación (3. si) encontramos 

(3. 51) 

(3. 52) 

:<I  serie infinita ~ ~ ( 1 )  diverge piiii n 5 1 Apéndice D de Ref. 1331, io que 

: I .  .':. j 3  clue BEC puede o c i ~ r r i I  i . i i i i  iiiia temperatura crítica T, # O si y sólo 

1 ,uíl BEC es posible  PI^ >D -:c>ii:pre qiie b 2 1. Para b = O y d = 3 con 

7 2 )  se reduce a la fórmrils f m l i l h  T, 2 3.31h 2 n 213 /mkB de BEC conocida, 

, [ ;  = < ( . 3 ~  . ' '9 4 )  2 2.612. Por otra p x ~ ~ .  iiistitiiyendo b = 3 y d = 3 en (3. 52) y 

: ' ' lP t '~~~mos  el resultado chtetiiiic. r i l  i ; t  Ref. .63] 

(3.  .53) 



(3 .  5.5) 

. (le (3.  51) en (3 .  55) obtenemos 

'. 
- .  =. I y se encuentra que . .  

. ! V,TJ  = - + -- x-ST KL" d + 6  2 

' 
t l i n  rspecífico Cv para T 5 T,. se sigue directamente de ( 3 .  21) y de 

(3 .  58) 



t 

.. , E., = 1, se encuentra que 
. .  

, , , , i ,p le  ... con la tercera ley de la termodinámica. 

,, .1 casos particulares: bosones en 3D atrapados por 1, 2 O 3 OA 

. . . :Illjnl~s nuestros resultados para bosones atrapados en 3D por 1, 2 o 3 osciladores 

. . . , I  G t'n la Tabla 3.2. Ya que para EI = 1 y u > 1 la serie go(zl) coincide con (.(u), 

. . , , < I . .  ,.. siguientes ' valores: ((3/2) 5 2.612, C(2) = n2/6 2 1.645, ((5/2) 2 1.341, 

i ,2. ;(7/2) 5 1.127, y ((4) = ~ " 9 0  zz 1.082. 
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r,i,la J,? Propiedades termodinámicas para un gas de bosones en 3D atra  

> = 1. 2, 3 osciladores armónicos donde se ha definido el parámetro . -; 
-L:iid del oscilador como 10 z ( f i / m ~ ) " ~ .  

' . :.-.:jr.uios ya han sido reportados por Sevilla [78],se puede observar de las 

.., -1 I .,:&vites, el comporatmiento de las propiedades termodnámicas en estos 

- .  j -imR que el calor específico muestra un salto sólo para d + 6 > 4 lo que 

'~ ; rmltados encontrados en la ecuación (3. 60). 
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Experimentos con gases de basones diluidos confinados en potenciales de confinamiento 

de trampas opto-magnéticas en la región de pequeñas oscilaciones donde BEC se ha 

observado, pueden ser visualizadas como un gas de Bose en 3D con IS = 3. La Tabla 

3.3 muestra algunos parámetros en zistemas de vapores bosónicos donde la BEC ya ha 

sido obseri-ada. La razón en el ú1t:mo renglón muestra un buen acuerdo entre la T, 

experimental y la To calculada con la Ec. (3 .  53) donde el buen acuerdo encontrado por 

Ensher et d. [77] para 3:Rb también SE obtiene en esta tesis pero además para jLi,  ;$b, 

:He y t$K. Sin embargo, para ::Na y f H  encontramos sóIo un moderado acuerdo. 

j 

I 

Tabla 3.3 Algunos parámetros experimentales asociados con los cinco gases 

bosónicos atrapados en los cuales la BEC ha sido observada. Aquí, N y 

representan el número de átomos en la nube inicial y en el condensado 

respectivaniernte, T, es la temperatura de transicion, n la densidad bosónica 

de número, ü el promedio de las frecuencias reportadas en los experimentos 

y To la temperatura crítica BEC calculada con (3 .  53) para un gas ideal de 

í 
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i r  

ie construir el potencial termodinámico se determinaron las propidade ter- 

la densidades de estados de un gas ideal de bosones y fermiones en 

por 6 potenciales de oscilados mútuamente perpendicular-. se 
1 confinamiento con un potencial externo de oscilador, mapea al sistema a 

con una nueva dimensionalidad incrementada por el número de potenciales, 

d -+ d + 6, y renormaliza las masas rh + m' de acuerdo a (3. 34). Se 

,~ +,I limite termodinámico del sistema y en particular, detallamos cómo el g a  de 

~ nt?i remiones en 3 D  'atrapado por 1, 2 O 3 osciledores armonicos mútuamente per- 

. . . .. . Llilares+ se mapea a un gas libre en 4, 5 y 6 dimensiones, respectivamente. También 

nlranlm que en un gas de bosones atrapado, la condensación de Bose-Einstein con 

, emperatura crítica Te # O ocurre si y sólo si d + 6 > 2. Así, para 6 2 1, d no se 

. restringir a d > 2 para obtener una BEC como en el caso de un gss de bosones 

. 
Ei i i  ontramos que el salto en el calor específico a T, es diferente de cero si y sólo 

. .,- < 

así 

:,:r,l que e 

.* 

,. .niamente, 

" .  

- ' > 4 existiendo una discontinuidad en el calor específico en 3 D  siempre y cuando 

1 En este caso, la transición de fase asociada a la BEC, es diferente a la del gas 

-'inps en 3D sin confinamiento armónico en donde la discontinuidad se da en la 

1 7  '1 f- v. Para d = 6 = 3 las expresioiies de la temperatura crítica reproducen los 

' "YPerirnentales de !:Rb, :Li, t:Rb, :He y jAK realmente bien pero sólo en forma 

'"A Par.a ::Pia Y :H, éstos han sido reportados en la Tabla 3.3. 
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Capitulo 4 

de los s,perconductores cupratos de alta T, como lo son los planos de CuOz, 

,derada cercanamente laminar,O casi-2D, mientras que los superconductores 

estructura en forma de cadenas que puede ser considerada como 
. . , ,. psentan una 

, , F:, superconductor orgánicc., (T1\1TSF)ZPF6 fue descubierto en 1980 

<,,. ibMrd et. al. uno de 10s llamados organc-metálicos o sales de Bechgmrd [6] 

,v,,iperatura crítica T, de 0.9K a 12:Kbar de presión. Vi' I as tarde se encontró una 

de superconductores orgánicos de la familia de los (ET)ZX los que llegan a 

...;, !lira . .  

- , . I  ,YllISl 

. .  

;., 11 1" 

..:. 1 t 

! 

: . .  rr,.il ,361 encontró experimentalmente que en un cristal de ( f lzB~CaCuzO,)  con 

.+r,l, t i I a  laminar, existe una anisotropía en la masa efectiva en la dirección per- 

Li 1% láminas del superconductor'y que es de casi cinco órdenes de magnitiud 

I ,;I],> 10s valores observados en las direcciones paralelas a dichas láminas. Por otro 

... .l.riisotropías encontradas experimeqtalmente en la resistividad, pe/pd, en donde 

':,'Y :L la dirección perpendicular a ab ci a los planos CuO/BaO/SrO, pueden ser tan 

' '$1 10' en Bi~+~siz-~CU06+6 [5], aunque en YBa2Cu307-6 es de tan solo io2. 
le resistividad de Drude de 1900 ;97], para el cual se tiene que p = m/ne2r,  

"5 1:) carga de los portadores de corriente, m es la masa efectiva, n es la densidad 

,:. ?[medio del lapso entre una colisi6n y.otra, podemos decir que el sistema está 

*: 4 '?ab = m,/m,* es infinita ya que si la resistividad en los pianos es muy pEqueña 

.' "h con la resistividad perpendicular a ellos, los partador& de carga se mueven 

.. 
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,- }?, /. =m loí . io4 1 o3 1 o2 10 L 
1.. ....... ... 1 ' ' ' . ,. I I.~. ~ . . . .,.I.. . * .... 

BCCO I 

,D 

! cura 4.1 Equivalencia de la razón pc/p* con la dimensión d que varía 

. .. : mirnte de 2 a 3. El punto BSCO se refiere al valor experimental 

* -  d.1 '>n la resistividad de Bi2+tSr2-yCuOe+6 [5]. 

I 

:i 4 Gipítulo 3 se demostró que un gas de bosones confinado por poten- 

' -+ Piiede mupear a un gas de boso:iei. libr.5 en una dimensión mayor 

- ' :'::*malizada. En este capítulo mvstraremm cómo el resultado anterior 

i J t rO tipo diferente de potencia!= de cc>nfinamiento los cuales acotan 

coordensdas. Estos resuittad IS seián utilizados en el estudio de los 

' ''prates 10s Cuales se han modelado cori1o una pila de láminas imagi- 

. .  :: '. .'T 

.'I' 
. . .  . . *,, .~ 

. .  
.h 
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I 
,. ,. . . I , prO~lerna fue estudiado inicialmente por Wen y Kan [27] al analizar los mecanisrpos 

, .:lpPrconductividad en el modelo RVB (Ligadura de Valencia Resonante) [99]. En 

_.,< l l l ~ , ~ &  hay tres clases importantes de excitaciones, los espinones que corresponden 

. <  :. r!iiir)ne neutros, los agujeros'que son bosones cargados y los electrones. En un super- 

: . , ~ : ~ , . t ~ r  RVB el número de agujeros se conserva siendo capaz de presentar una BEC. 

: Y : : '  ,riiniento de los agujeros está constreñido a moverse en capas de Cu separadas una 

.xi,\ r ,  comportándose en cada capa como un gas de bosones casi-bidimensional. Los 

: '.. I!O pueden brincar entre capas y para que se lleve a cabo una transición entre 

'.,,iiiiPre que se acoplen con un espinón, dando lugar a una cuasi-partz'cula de 

::IIY grande en la dirección z perpendicular a las capas. Para las temperaturas 

:. L- a la 7, se satisface que ft2/!\~B~* << k B ~ .  

::~,&+J RVB [27] el espectro de energía por partícula es 
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X/V con N el número total de agujeros, v ( t )  es una función de orden 

. h2/MsC2ksT. Como el confinamiento mapea al sistema a un 

.. . I re con una nueva dimensionalidad incremeíitada, Wen y Kan proponen que la T, 

- gr,ziia en (4.2) debe ser equivalente a la Tc obtenida en un gas ideal de bosones en 

. - . hnen5iones donde se cumple que 

:* 11g-lD =z 

t << 1, siendo t 

.. , , : - , z )  la función de Bose, n ~ - ( 2 + ~ )  E N/(eL2) es la densidad de un gas ideal 

., :..s ITI (2 + e) D. Si comparamos la ecuación (4.3) con la ecuación (4.2) ambas 

.: :~.iii iguales si se satisface que 

9. .-e,,? (1) <(l + c/2) diverge (ver pag.507 de [SI) cuando E -+ O Y SU 

:* Wmto está dado por 



esperaría. 

Superconductividad en nanoestructuras en 2D 
11 

! 

. .#..,e.:! 
, . . I. ... . .,?, 

d. 

..,, generalizamos los resultados encontrados por X:G. Wen y R. Kan, 

, , _ I  ,-> . <  .,I considerar un gas de bosones con una relación de dispersión'general propuesta 

. 3s,L,!ilera al. [58], &k = C3ks. Calculamos ia temperatura crítica de transición BEC 

.: , .!,> inisma aproximación de W-Ií donde h2/hfBC2 << kBT. El espectro de energía 

P... 

i,.r;& simula un conjunto infinito de planos separados una distancia c 

h2 
.\I"C2 (4.7) = C,(kS +"y) 2 $1'2 + -[1 - COS~,C],  

: h o n e s  ordinarios de masa rn, .s = 2. Cj = í í 2 / 2 m ~  se recupera el mode1o.de 

. . -.' :wieraiiza a pares de Cooper tom;inrio 5 = 1 y ci = a (d ) f i v~  con VF f fikF/m 

, 4 a d  y el número de onda de Fwiii. siendo a(d) = (7/2 - 6/rj + (8/r  - 

&--2/'~)d' una constante que deperi(lr (le la dimensión ver apéndice B. Cuando 

. . ware de energía toma la forina 

(1.8) 

, . , ! ,  
: A +*mando s = 2, se obtiene el espectro de energía para un gas libre en 3Q 

plano. Otro caso límite se encuentra ' '  '' ' 'lifrrente en la dirección perpendicular 

3 9 

..- 



-. . 

efectiva en la dirección z satisfxe que hí,& -t 00 en cuyo cBso 

. i 

(4.9) 

un sistema de partículas libres con una relación de dispersión 
,rresPonde a 

' * S  , I  I - = [/ksTc, no kBTin[l - e'"] corresponde 'a la contribución del estado base 

termodinámico. Expandiendo el logaritmo ln(1 t az) = - ~ ~ l ( - a ~ ) ~ / ~  en 
.. , 

ti>niando el límite del continuo donde . .  

1 --+ V / ( 2 ~ ) ~ / d ~ k , ,  
k, 

(4.11) 

. ' riiiieras integrales se pueden realizar llevando a la expresión 
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(4.17) 

.. ::,I,,.rtt.k~a.de transición crítica Tc es tal que p ( Z )  = O y No(T',) = O, así que.(4.17) 

..#.:-:I .lue 

(4.18) 

.= .\.,'V Is densidad de bosones en 3D. 

x rwiltado original de este trabajo y fue reportado sin llevar a cabo el análisis 

.-l-srirclistico en [98]. Como prinier p : ~ ,  I?" rit,ilizaremos para recuperar los resul- 

.', K. ronsiderando que si s = 2 ,  C, = h 1 / 2 m ~ ,  y ya que gl(z) = -ln[l - 21, se 

i 15) 

(4.20) 



- Claramente, v(t) -+ 1 si t + O y satisface las condiciones 
.:,' : 5 t C / P  

n' K por lo que podemos reescribir (4.20) como 
CU W- , ,i,d h* 

(4.21) 

ice la ecuación (4.2). Es !niportante señalar que en esta tesis hemos encontrado 

,rite la forma de la función v(t),  consistente con que ME es muy grande. 

_.  V , ~ . I l  t 

~' . , ! I lC  

I 

:, ji'h (4.18) es una ecuación implícita en Tc para tcda s > O. Norma2izando (4.18) 

Fermi EF = ~ B T F ,  considerando que la densidad de bosones es ne = n/L 

. . I  

i . yr!, ,is 
. . , ,it,nJ,dad de número de ferniiones en 2D n = kg/27r, encontramos que 
. .  

(4.22) 

,,, 1. 

. 
(mB/:\fs)/(CkF) 2 depende de valores experimentales. De este modo, si 

y Y = O ,  el sistema Está en 2D mientras que si por ei contrario, mB/MB = 1 ,  

. :, ::;*,$ +i caso perfectamente isotrópico en 3D. 

. : T e m p e r a t u r a  crítica para un gas de bosones librea en (2 + E )  

8 I iriensiones 

:q'h imnparamos el toniportamiento de un gas de bosones al confinarlo en 

k- uria distancia c, cun el del un gas ideal libre moviéndose en (2 + e)D. 

i ; ) m e  calcularnús !a teiuperztura crítica para un gas ideal de bosones de 

!. ! 8iiniwsiones y con uria relación de dispersión generalizada. El espectro de 
- <  

: :rriuila en este~sist<,m,a Es 

(4.23) 



con k, E (2a/L)n,, donde L ea el tamaño de la caja y donde = O, fí, 62, ...., > 0. 

-te caso, el potencial termodrnámicri es 

marrollando el logaritmo ln(1 + az)  = - xzl(z)'/l eii (4.24), se obtiene 

(4.24) 

(4.25) 

con no = kBTln[l - e@] la contribución del estado base al potencial termodinámico. 

Sustituyendo (4.23) en (4.25) y tomando el límite del continuo (4.11), se obtiene después 

de integrar 

o, en términos de las funciones de Bose go(z), 

(4.27) 

Ya que iV = -aR/&, se encuentra que la dpnsidad de bosones excitados n~ - no = 
--$a(R L - Ro)/ó'jL está dada por 

(4.28) 

donde no corresponde a la densidad de bisme; en rl estado base. La temperatura crítica T, 

se encuentra cuando el número de partí:ulas en PI estado base es despreciable comparado 

con N ,  por lo que la densidad c n c1 es1 ado hace se piiede tomar como no = O, mientras 

que el potencial químico p = O, asi 
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,> n 3  = . v/bd es la densidad de número del gas. 

. .!: ,ritlo d = 2 + e se encuentra una expresión para T,/TF en 2 + E dimensiones 

(4.32) 

,!im de T,/TF para el gas de bosones libres, Ec. (4.32) y para el del gas de bosones 

ido Ec. (4.22), coinciden si 

i. wiueiia toma la forma: 

(4.35) 



4 2 se ha graficado rnB/hIs como una función de la dimensión d=(2+<), los 
L r.- 
;,. .e han calculado sustituyendo Tc de la ecuación (4.22) con los valores de = 6 A 

,iJ .i, y kF = 0.5 A-' tal como son reportados en la Ref. (821, para s = 2,  en (4.351, 

1 '4, q r 3  se observa que conforme la asimetría de las masas aumenta (ME > ms), el 

:" rr,imiento del sistema se acerca más al bidimensional como era de esperarse. 

d=2+& 
Figura 4.2 Razón rnB/hfB como función de la dime ión d que varía coni 
.. 
.lamente de 2.0 a 2.3. LOS valores de c = 6A y 30A son los experimentales 

. pGrtados para los materiales superronductores orgánicos 1821 con k+ = OSA. - _  
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*- ' " ' 4 

4.3 Superconductividad en nanoestructuras en 1D 

LOS sistemas casi-1D pueden ser modelados por un conjunto infinito de cadenas de 

átomos paraleis entre sí e igualmente espaciadas. En esta sección generalizamm aún 

m& los resultados de [27] al considerar un gas de bosones con una relaciGn de dispersión 

general &k = C,k", confinado a moverse en un conjunto infinito de caden:'l; s:l;;ariitla5 

una distancia c. Caicuiamos la temperatura crkica de t.ransiciÓn T, dentro de la niisma 

aproximación h2/h.fBc2 << kaT. El espectro de enevgíii de este sistema cuando 1s cadenas 

están alineadas a l o  largo de de eje I ,  s~ describe como 

(4.36) 

donde hemos supuesto que están igualmente espaciadas en las direcciones y y Z. 

El potencial termodinámico en este sistema, se encuentra sustituyendo la expresión (4.36) 

en (4.10), realizando una expansión en serie del logaritmo, en el límite del continuo (4.11) 

se encuentra que en 3D 

* I  

Definiendo oCslkz E I y ya qtie T ( r )  = j,'di rr-leZ, la primer integral resulta ser 

r( l/s)/ (BC,¿)'/a y (4.37) se p e d e  reescrbir AS¡ 

dk,exp[--,!?h21(1 - cosk,c),'.ilBc'] rc (4.38) 
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i 

.' ,&Ón (4.40) se puede escribir como 

le g g ( ~ )  es la función de Bose. De las expresiones para el número total de bosones 

. - - ( m / d p ) , ,  y para el número de bosones con momento cero No = -dR0/dpi, con 

:Al) se encuentra la densidad de bosones n (T) E ni/V en los estados excitados 

'.I 

, -  

(4.42) 

,tmperatura de transición crítica BEC T, es tal que p(TJ = O y No(T,) = O ,  así que 

.:::&ando con la energía de Fermi EF = ICBT'F = h2ki/2m y tomando la densidad de 

.:o n g - 3 ~ ~ '  = ~ I B - ~ D ,  considerando que la densidad de bosones es n~ = n/2 siendo 

.4hd de número de fermiones que en 1D es n = 2kF/7r, de (4.18) se encuentra 

- '%o antes, Y = (mg/hfB)/ ( c ~ F ) ?  . Comparando la ecuación (4.44) con (4.30) 

' ' =  1 + F con E 4 O ,  encontramos que 

_i -' 
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(4.46) 

O 707 ' J 
2 2M)4 

Figura 4.3 Se grafica TJTF del gas libre de bosones como función de 13. 

:i::prisih para s = 1 y s = 2 de acuerdo a la fórmula (4.32), las áreas 

..,ri:\,r~¿~las se refieren a 10s datos empíricos de la Ref. [loo]. A la derecha se 

::::,3rra una ampliación de la figura donde los punto se refieren a los resultados 

i t ,  ~ 422). 

I :. : , L  Figiira 1.3 se muestra la temperatura crítica BEC T, en unidades de la temper- 

!.. Fmni. como función de la dimensión d,  para el gas ideal de bosones, de acuerdo 

:I :'in (1.32) cuando s = 1 y s = 2. En Iris recuadros a la derecha, se muestra una 

' ,  /;I figura en donde se grafican conio puntos los resultados de (4.22) para 

rmos  de .\fB/rnB = io2 y io3 si .5 = 1 y para s = 2. Se observa qur estos 

'. ::.'!y Poco de los resultados para bosones libres con s = 2 o s = 1, en d = 2 + 6 

..''s. si E es pequeña. Estos resultados se o5tienen directamente de (4.32) que es 

Vil tr& d > 0. 

. .  
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2 lo4 0.25062 17 

30 lo2 0.29639 18 
r , 

: I siiiiestra los valores.de E y de la temperatura crítica calculados con s = 2 y 

valores extremos de espaciarnientos c entre planos reportados. y para dos 

U 9 : m ~ .  En la última columna se muestra que la diferencia porcentual de 

~. ,!& de lápidas con el gas ideal.en (2  c c)D,es mucho menor si el gas confinado 

. '  : ' ! I )  rm pares de Cooper con relación de dispersión lineal (s = 1)  en vez de la 

- : , '= 2 ) .  

j 
k 
i 
~ 

i , 
! 1  
I -  

G9 

lo4 0.18335 15 

6 lo2 0.01271 -0.71 

104 0.00020 -0.01 - 
30 10' 0.00072 -0.04 

lo4 0.00001 ~ -0.001 



1 , l  7 I IO2 I I I 

io4 0 . 2 3 3  19 

4.2 Modelo de un infinito número de cadenas en (1 + c)D Tabla 

4.5 Conclusiones. 

:. 

, ,:(id 

.1 p,u,d~ entre sí por una distancia c. Estas contienen electrones interactuando entre sí  I 

!,>ride el potencial efectivo entre los electrones que proviene de la interacción electrón- 

ni& la electrón-fonón, genera pares de electrones cuyas energías dejan de ser una 

NI cuadrática del momento para ser lined. Calculamos la temperatura crítica de 

'-nsxiÓn Bose-Einstein de los pares de electrones consideradm como h o n e s .  Encon- 

I rl*ga;s de bwnes estratificado se comporta termodinámicamente equidente 

iral de bosones en dimensión (2+ E ) ,  donde O < E < 1, y con una masa renormal- 

' depende de E. Encontramos que el parámetro e se puede asociar con 10s valores 

''r,aental@ reportados c, la separación entre capas, ó entre cadenas, k.c el número 

" F*'rmi .lfB/mB pudiendo encontrar valores dc c que reproducen los valores W f i m @ n -  

nuevos compuestos organc-metáIicm (ThfTSF)ZX cuya mnductividad es C a s i  

capitulo, se han modelado a los cupratm superconductores de alta T, cuya COMUC- 

casi bidimensiond, como una pila de láminas imaginarias, de espesor variable Y 

. 

" 

- 
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un ideal de bosones en una dimensión (1 + e). 
.'. .2,y,!ente a 

71 



estructura 

--.tu partículas compuestas o cuasi-partículas, las cuales tienen magnitud de la carga 

:,liden ser consideradas como bosones ya que aunque sus operadores de creación y 

;:!món no satisfacen las reglas de conmutación de Bose, en el límite termodinámico, 

'Ibedecen la distribución de BE ya que podemos encontrar un número indefinido de 

..i mismo valor del momento tot,al del par, aunque tengan distintos valores del 

... ,', !:-:.it,ivo, garantizando que el principio de Pauli se cumple. Así, a diferencia de 

i.-::Iiimes, los pares de Cooper pueden ocupar el estado base sin ninguna limitación 

.-:lero pudiendo forma un condensado de BE. La energía de amarre de los pares 

'. ;"Ieie obtener analíticamente en cualquier número de dimensiones lo que nos permite 

""'ierar esta teoría en meterial- que pueden se descritos como casi-bidimensionala 

. .  

.. . ... 

! 
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-- 
cuenta que la atradón entre ektrones es extremadamente d&l, la tran- 

superconductora ocurre cuando 10s electrones tienen una energia cercana a 

h2k$/2m' de 10s N-2 electrones del fondo. A la vez que emiten 

un fonón de energía máxima LD, Pueden sentir una atracción neta que, en 
., ,r 
,I., ,proxima&n, puede describir el estado superconductor como. el de un gas de 

, . ~ ~  con una interacción débil capaz &? formar.un condensado de BE. 

:, . , )ma~os  en 

.D de fase 
, ;'~' 

de Fermi E F  
:.t o 

,;;, 

.. . 1 . -  

, :,.!&nenO de condensación de BE se predijo teóricamente en 1925 para un gas de 

no interactuantes de masa m. Éste fue detectado experimentalmente en forma 

....ic;iente . / .  ... hasta 1995 [IS]. Por otro lado, bien conocido que la condensación &.BE 

; b :in o ideal de bosones PUede Ocurrir sólo en sistemas con dimensión espacial d > 2 

, ,;,p matemáticamente se predice que la temperatura crítica de transición T, está &da 

, .. . 
* 

c 

(5.1) 

..I IPS la masa del bosón, n la densidad de número de bosones, d > O la dimen- 

. :- 1 del espacio, A y kB las constantes de Planck y de Boltzmann, respectivamente, 

- ..i la función zeta de Riemann <(cT) la cual diverge si u 5 1; de aquí que T, = O si 

.:: :#.lo excluye a los superconductores orgánicos casi-unidimensionales [SI [7]-[9] 

."ms en los años 1980, de considerar su supercondactividad como una BEC. En la 
~ I;, 'S consideran sólo pare de electrones ligados de momento lineal con momento 

..'.Io de masa cero, sin embargo, Schrieffer [Ill cita sin mayores detalles que la 

"ntre la energía de exitación Ek y el momento AK es lineal cuando K + O. De 

. .  

._. . 
_ "  
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,,z para scoplamiento dhbil vale 1, 2 / ~  Y 1/2 en d = 1, d = 2 y d = 3 respectivamente, 

. la velocidad de Fermi de un electrón y AK es el momento del centro de masa del 

< ’  

ii bmónico. Así, Ek + a(d)vFfiK, cuando K -i O en v a  de = h2kiE:/2m = p2/2m 

.e lleva a la fórmula (5.1) para T,, encuentran que, la relación de dispersión entre la 

‘-46 y el momento, es lineal pudiendo sufrir una condensación de BE en dos y tres 

. .*:r&iones, ver apéndice B. 

I ‘ro lado, para temperaturas por debajo de la temperatura de transición, la teorfa de 

!w la existencia de una brecha “gap”energética A(T) la cual se se hace cero en 

’ L. onforme la temperatura decrece. La ecuación para el gap de energía, con una 

,.“ai de estados general g(E) es 

J(E - EF)’ + Az(T) 
2 k ~ T  

. (5.3) G!E 

d ( ~  - EF)* + A2(T) 
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O, suponiendo una DOS evaluada en la superficie de Fermi esférica 

do la ecuación anterior encontramos el resultado bien conocido de la fórmula 
lvien 

,. res) 
s .  

predicha por la teoría BCS, 
1t3L .ta para 

T, I) 1 . 1 3 8 ~  
X-rO (5.4) 

- LD/kB es la temperatura característica de Debye de tin CI stal ,,jnico 

la frecuencia fonónica de Debye, X = g(EF)V es una constante de 

ento rtdimensional (e I), g(EF)  es I DOS en la superficie de Fermi con energía 

v es la fuerza atractiva del modelo de interacción BCS, la cual representa el efecto 

tracción. De éste resultado se encuentra una limitación a la teoría BCS ya que 

que ser mucho más grande que la maxima frecuencia fonónica de Debye UD para 

?deck temperaturas críticas de transición superconductora más grandes que 30K que 

~ máximo BCS predicho y algunas veces conocido como la "barrera fonónica". 

2J hecho es muy notorio en un época en la que la T, de los superconductores de alta 

m-atura crítica es del orden de 125K. 

0D 

. ;I)oK), km es 

, pi" 

T: s 

,.(,I de a 

.. 

::h teoría BCS los efectos de la red cristalina sobre la T, no se han tomado en cuenta ya 

h WC es una superficie de Fermi esférica, estos pueden ser considerados al modificar 

-1 DOS más allá de estas superficies de Fermi. Por otro lado, van Hove [lo91 muestra 

I fwna de la función de distribución de frecuencias de vibraciones elásticas g(v), en 

' % n u i n a  una parte importante de sus propiedades termodinámicas. Encuen- 

' !e en un cristal bidimensional, dicha función de distribpción tiene singularidades 

'fa con picos infinitos que divergen logiarítmicamente. En el caso tridimensional, 

.Lción de distribución misma es continua mientras que su primera derivada exhibe 

'"""dedes infinitas. 

.- 

X '  
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En 1997, Markiewin [llO] muestra la importancia que tienen las singularidads en la den- 

sidad de estados electrónicos en las propiedades termodinámicas de los supercmductores 

cupratos. Demuestra el papel que la singuiaridad predicha por van Hove tiene en la física 

de los superconductores cupretos de alta T,. La razón de ello es que estos superconductores 

tienen una estructura de capas bidimensionales donde ocurre el fenómeno superconductor, 

por lo que en este caso no es válido sustituir g ( ~ )  por g(EF) ,  como se hace en la teoría de 

BCS, sino que debe considerarse que g(E)  presenta una singularidad logarítmica en TF, 

además ofrece un estudio sobre la evidencia experimend de las superficies de Fermi de 

los cupratos y compuestos relacionados. 

- 

En este capítulo se estudia un modelo que considera una mezcla de fermiones desapareados 

más pares de Cooper que satisfacen una relación de dispersión lineal que les permite una 

BEC en dimensiones mayores que la unidad. Calculiunos las temperatures críticas T, de 

BEC considerando una superficie de Fermi esférica en d > O dimensiones y analizamos 

los resultados de T, en 2D y 3D, estos restiltados son para electrones con una densidad 

de estados igual a la de un gas ideal. Los resultados se comparan y contrastan con la T, 

i 
1 
I 

calculada a partir de la ecuación para la brecha energética (5.4) de la teoría BCS. 

Para tomar en cuenta los efectos de la red cristalina hemos calculado la T, dentro de 

estos dos modelos al modificar la densidad de estados más allá de las superficies de Fermi 

esféricas en un sistema cuántico de fermiones capaces de formar pares de Cooper en un 

modelo en 2D en donde i) las densidades de estado presentan singularidades tipo van 

Hove que contiene una singularidad logarítmica (VHS) y 2) DOS con una singularidad 

potencial asociada a un punto silla extendido (ESP por sus siglas en inglés). 
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[lo91 demuestra We psra un C r a ,  bajo la suposición de armonicidad 
ED 19531 van 

fuerzas atómicas y como una consecuencia de la estructura periódica, la función de 
.,ga 
’ ,,,bución de frxuencias de vibraciones elásticas tiene singularidades analíticas. En el 

úeneral, la naturaleza de las singularidades depende sólo del número de diii:ensiones 

tal para un cristal bidimensional, la función de distribución tiene picos infinitos 

logarítmicamente. En el caso tridimensional, la función de disq ribución 

,-ontinu8 mientras que SU Primera derivada exhibe discontinuidades infinitas. - - .ma es 
f2.C I a son consecuencias del teorema de Morse acerca de la existencia de puntos 

a funciones definidas en un toro. La discusih presentada por van Hove se aplica .;!la Pa 
I .a I teoría de Bloch de electrones en redes cristalinas, donde la energía de los electrones 

I r  el lugar del cuadrado de las frecuencias de vibración, que es una función periódica 

.. .- 

L.ci 3 

. i i r w  

~ 

I ’  

,=tor de onda y tiene al menos el número m’nimo de los puntos críticos predichos 

p el teorema de Morse. 

15 densidad de estados. propuesta por van Hove (VHS) en un cristal bidimensional tiene 

forma 

:!lip g( E p )  es la densidad de estados de un gas ideal en 2D evaluada en la energía de 

. 
r~.~, ésta muestra una singdaridad logarítmica cuando la energfa E se aproxima a 

-. 
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sidades de estado con singularidades de potencia a& . '  ' 

a un punto silla extendido ESP 

ente Abrikmv [lo81 observa que el espectro de energía del ' Y B ~ C U ~ O ~ , ~  

resentan una singularidad la cual puede set asociada a un pu,~to silla 

1, lo (ESP por sus siglas en inglés), en el cálculo de la T,, la estructure cri?::talim 

5..+mentalm 

. .  :,,I  BU&^^ 
,'<,!I< IC 

en cuenta con un DOS que refleje estos resultados. 
,.!e ser 

la función adimenciongl f(s) definida pos 

d e f l g )  = osi y < O, = 1 si y > O y = i/Z si y = O. 

' tr ,-\ma !(I) crece linealmente desde cero en 2 = O y diverge en x = I con una 

-&ridad de potencia u. Este incremento se interrumpe en x = 1 - zo pus ser 

I ,mistante de altura fo y anchura 20.  El valor de fo está determinado por 

I !  ''4 una condición de normalización que asegura que el número total de fermiones 

. -  ~Y = JFck g(e) B(EF -E) .  De (3.8), fo puede ser expresada en términos de 

. ' a.;.*cíficamente 

fo = "O' - [x;-' 1- xo(1 - u) + (o - 2)] /(2 - 30 + u*)zo"-'. (5.9) 
. * I  ' ')) Je encuentra que cuando 

'ni' 

+ 00 Y z0 -+ í se recupera el caso del g@ idea 

Sin embargo, cuando U -+ O encontramos que existe un valor mínimo 
1. - :.. 
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i o 4  
a 5.1 m o s t r a m  la DOS de van HOW, de ESP y del GIF, normalizadas a la 

Figs 
as ideal de fermiones como función de EIEF, donde v t w ~ / E p  = n , ) ~  de un g 

fi w 
n 

w” 
\ 

u 
t3 
w 

4 -  

2- 

0.4 0.8 1 
E/& 

Figura 5.1 Densidad de estados g(E)  normalizada a la DOS de un gas ideal 

tie fermiones como función de E / E F  para v = 0.05 que representa un &or 

-¡pico de los cupratos. 

1.3 Imperatura crítica T, BEC 

En e t a  sección se calculan las temperaturas críticas T, de transición BEC en un (GIF) 

“--‘iImemiones con interacciones atractivas entre fermiones y donde al menos algunos de 

‘ fprrnio~les forman pares de Cooper. La teoría BCS de muchos fermiones interacturndo 

. I  

i 
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electrones absorbe O emite un fonón con energía máxima hD. Así podemos 

ue tenemos una mezcla de fermiones desapareados más pares de Cooper 10s ,..&U .r 9 

~!~ 
una relación de dispersión lineal que les permite una condensación BEC 

iinlensiones mayores que la unidad. A cualquier temperatura T, el número total de 

,,, es R.' = Ni + N2 donde Ni es el número de fermiones no apareables y N;1 es el 

A,.3er0 de fermiones apareables en Pares de Cooper. Los fermiones no apareados obedecen 

n r  dktica de Fermi-Diw mientras que los NZ fermiones apareablcs son aquellns que 

..'< 21 par de 

.. I. 

" 6 l  . .. 

. 11  

+tin e !a capa de energía de interacción de anchura hwD, esto es 

(5.10) 

1 
y r = O, [&-") + 11- = B(EF - E )  es la función escalón y p(T = O) = Ep, donde 

Si z hzkt/2m es la energa de Fermi con kF el número de onda de Fermi. Considerando 

.,)E) 2 g ( E p )  es la densidad de estados de un gas ideai y es una constante en esta 

. II del espectro, encontramos que 

.:::*' ¡It pares formados a T = O es :Vz(0)/2 = NB,o(O) que se forman por la 

2% ' u w h  BCS es precisamente g ( E f ) b D ,  con g(E) dada en la ecuación (2. 14), 

_. *la de estada del gas ideal y representa el número de estados de fermiones 
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. .  
bosone. La ecuación (5.11) ea exacta en 2D. . , .  

La densidad de número de pares de Cooper ng,o es entonces ng = ~ ~ , ~ ( o ) / ~ d  = 

= 112, sin ~ ( E F ) ~ D /  Ld y si todos los fermiones estuvieran apareados entonces 

,,&=go ya que n -- kf/2d-2nd/ad r(d/2) y de (2.  14) se muestra que 

ng/n = d ñ u ~ / q E ~  = vd/4, (5.12) 

donde como antes, u E ñuD/EF = @D/TF, siendo QD ia temperatura r!e Debye y TF la 

temperatura de Fermi. Como típicamente << EF, lo cual implica que el número 

de fermiones que se aparean es mucho menor que el número total de fermiones, entonces 

na/n es una fracción mucho menor que 112. La ecuación general para T, en un gas libre i 

d 
4 stti dada por la ecuación (4.30). En un sistema formados por pares de Cooper, la relwión 

de dispersión para acoplamiento débil es lineal s = 1 [?] y Ci = a(d)livF. Normalizando 

(4.30) con respecto a la energía de Fermi EF, podemos reescribirla como s 
! 
: 

I (5.13) 
TCCIF a(d)hvF -= 
TF EF 

o, en términos de nB/n 

En particular, para d = 2 a(2) = 2/n y nB/n = u/2, para d = 3, a(3) = 112 y nB/n = 

3u/4, (5.14) resulta ser 



, .  
.. 

05 y 0.001 respectivamente. 
8: j D p a a V = '  

Temperatura critica BEC en el escenario de van Hove 
j.4 

En e t a  sección calculamos la temperatura crítica BEC en 2D coiis:deraii&, que la 

a cristalina modifica la densidad de estados y suponemos que esta prescrita una 

tipo van Hove. Suponemos que el mar de fermiones presenta una DOS de la 
zi . t ruct~ 

iw 

(5.16) 

' O  

(5.17) 

(5.18) 

introduciendo la nueva variable de interacción y E/EF - 1, encontrarnos que 

Cuando Z' -+ O, p + w Y p-+ EF Y como antes v = ¡WD/EF así que (5.19) tiende a 
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ente, i~ densidad de bosones se encuentra que es 

mEF U n~/n=-(u-v inv)=-( i - inu) .  
ti k$ 2 

(5.22) 

(5.23) 

donde tomando u = .O5 que corresponde a un vaior típico de los cupratos, encontramos 

iue 
TcGIF 

- i 2 - .  (5.24) 
TEVH 

( j  2.1) encontramos que, ai stponer una derísidad de estados de van Hove, un incre- 

mnto en la 'temperatura crítica T, de aproximadamente 2 con respecto a la T, calculada 

+n ID gas ideal. Esto refleja la importancia de considerar la estructura cristalina de lm 

. prconductores cupratos que modifica la densidad de estados. 

TF TF 

- v  
1.3  Temperatura crítica BEC con una densidad de estados ESP 

. . 

' AJY ESP proveliiente de una ley de potencias. La T, se calcula sustituyendo 

-i':ldacMI una DOS ESP en 2D coIno en la Ec. (5.12), en la Eq. (5.15). COmenZaremO.9 

-' ' i ' d O  el número de fermiones apareables 

wión se calcula la temperatura crítica T, BEC al considerar una densidad de 

'1 

(5.25) 
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la constante fo dentro del ir.tervalo de intq&ión. Sustituyendo g(E) 

(5.26) 

&e(EF -E) = - f o  I" d E = N feu, (5.27) 
EF EF-LJD 

(5.29) 

cdituyendo (5.29) en el primer miembro de la Eq. (5.15), se encuentra que en 2D para 

:., > u 

T ~ ~ ~ / T F  = &(4A/x2)~;; = J ~ O ~ I F / T ~ ,  (5.30) 

al modificar la DOS . !wde la temperatura crítica T, se incrementa por un factor 

. :u ideal de Fermi por una que contiene una singularidad potencial asociada a un 

.:'o - 3  ' 1  Iwtendido. El valor de f o ,  el cual depende del exponente u, se obtiene de la 

:h.ión de normalización dada en la Ec. (5.8). 

r "tm lado, si zo < v, g(E) consta de dos partes, sustituyendo (5.6) junto con (5.7) en 

b) p d e l r ~ ,  caicuiar N~(T), que para T = O se encuentra que es 

i- 

f. 
(5.31) 

84 



4 - 

Así, (5.28) y (5.31) no dejan 

X 
nB/n = NB(O)/N = - + f O ~ O 1 2 ~  

Finalmente, de (5.30) 

(5.32) 

con un factor de acrecentamiento de ,/(2/v)(n~(O)/n), donde nB(O)/n.se debe calcular 

con la Ec. (5.33). 

En la Tabla 5.1 enlistamos algunos valores de 20 y fo para diferentes valores de u. En l a  

ÚItima columna incluimos también la razón TFsp/T,'Fc, el factor de incremento para el 

DOS del ESP. Esto es graficado en la Figura 5.2 para varioci valores del exponente o. 

Tabla 5.1 Valores encontrados de 50, fo en (5.7) para algunos valores de 

u. En la última columna s'? da el factor de incremento para el DOS del ESP 

ESP TIFG Tc I C  ' 
i. 
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0.1 1 10 loo 1O00 
o 

exponente Q en (5.7). El valor de de o = 1/2 es el sugerido en la Ref. [loa]. 

5.6 Fórmula exacta T, BCS en el escenario de van Hove 

En esta sección evaluamos la temperatura crítica T, exacta BCS al suponer una DOS de 

('S (le la superconductividad con una densidad de estados general g(e) es 

! 

'.do i' una constante de acoplamiento que representa la interacción electrón-fonh y 

x '5 diferente de cero sólo en un cascarón de anchura 2 t w ~  centrado sobre la esfera de 

'.'%de Fermi. Si suponemos una singularidad de van Hove de la forma dada en (5.16), 

3'pmPeratura crítica se encuentra al sustitiiir A(T,) = O y (5.16) en (5.34). Definiendo 

1 

-4 

i 



tanhx W 
1/g(EF)v = I'dz- In -. 

O X 2 
(5.35) 

o por partes se obtiene 
yegrand 

w 1  
1/g(EF)V = tanh Zin Z in -- + - tanh Z in2 z - D(Z ;  w),  

z 2  (5.36) 

(5.37) - 

:e ir cual, resolviehdo para T', se encuentra una fórmula implícita exacta pera T, dada 

?x 

1 1 + D  -,- 2 ~ 0 t h - + I n ' ~  eD I"'}. (5.39) 
' rc/TF = - 2 exp { -. [ ( g(EF)V (:: 2)) 2Tc e D  

' ,Figura 5.3 muestra una gráfica de la ecuación (5.39) la cual se ha resuelto numéricamente. 

-9 5a tomado A g(EF)v = 1/2. La curva señalada con VH muestra un incremento de 

-3 de un orden de magnitud sobre los resultados obtenidos en BCS con el GIF. Se 

-%a timbien que s i  X -t O ,  ambos valores de la Te BCS, con GIF y VHS DOS se 

-' Intr 6 1 1  con diferentes razones. 
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.I 

F i y a  6.3 Temperatura crítica REC T, en unidades de TF como función de 

@D/TF, para un modelo simple de bosón-fermión en 2D y 3D discutido en la 

ecuación (5.15). Se muestra también el resultado BCS bien conocido T, z 1.13 

0~ aií como el resultado encontrado usando (5.39) para una DOS de 

VH y X = 1/2. Ambos valores de T, BCS, con una DOS del GIF y VH, se 

desvanecen cuando X -+ O. El rectángulo muestra los datos empíricos para los 

superconductores cupratos en casi-2D [loo]. 

5.7 Fómula exacta T, con una singularidad ESP 

En esta sección se calcula la temperatura crítica T, BCS al considerar el gap de 

energía A(T) (5.34) con una DOS EPS de la forma g(E) = (N/2E~)f (z ) ,  donde la función 

adimensicnalizada f(s) satisface (5.7) y (5.28). En la Los calculos se realizan con una 
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E ~ p  p a  el caso u = 1/2. La ecuación para e1 gap queda de la forma 

hecho el cambio de variable z E/EF y como antes v = f iwD/EF, corno en 
donde se ha 

r, J(TJ = entonces de (5.40) se obtiene 

(5.41) 

LJ  dens idad de estados ESP crece desde energía cero, volviéndose una meseta en = 

1 - JW Esta meseta para O = 1/2 , toamndo el c a z o  > u, f ( x )  = fo, la constante dada 

oI (5.28). Si introducimos la nueva variable z = (z-i) WCITF encontramos que P 
UTFIZC tanhz . 

dZ -, (5.42) 
z 

,%que la integral es par. Integrando por partes encontramos 

(5.43) 

$pmiendo que TF >> T,, el límite superior puede ser reemplazado por infinito pudiéndose 

- Ter la integral exactamente. En este caso se encuentra 

(5.44) 

:: '. ~. Q.577216 la constante Gamma de Euler. Ya que en 2D gclF(Ef) = L2m/27rñ, 

= : , ; j ~ ( E p ) ,  EF = ñ2kg/2m y n = .VIL2 = ki/2a ,  se obtiene Enalmente la ecuaci6n 

J3 r, 

- 7  

(5.45) 
2ve7 - Tc - e i/Afo 1.13ve-&. 
7r 

i 

, .  

(5.45) revela sólo un pequeño incremento en T, para la ESP sobre la encon- 
.. 
' Para la DOS del GIF, ya que fo 2 1 con la igualdad en el caso del GIF. 

I .  

a9 
i 
! 



iderar una condensación de Bme-Einstein BEC en el modelo simple bodn-fermión 

con uns DOS del gas ideal, hemos encontrado factores de =recentanliento 
u cow 

en - XI Y 3* 
la temperatura de transición superconductora T,, que pueden alcanzar miores 

para 
, incialmente mas altos para acoplamiento fuerte (X = 1/2), sobre el modelo de interwción 

,r la teoría familiar BCS. Para acoplamiento débil (X + O), este acrecentamiento diverge 

que BEC puede existir aún para pares de Cooper con acoplamiento Mbi- 

ente débil. Al comparar con b s  valores empíricos de T, de los cupratos, mostrados 

del rectángulo de la Fig. 5.3, las Tc’$ predichas’ por BEC son demasiado altas. 

que 

.,slam 

Hemos ,-onsiderado densidades de estado rriáS realistas, características de las estructuras 

de banda dectrónicas de 10s sistemas casi-2D como la de los superconductores cupratos 

,,bteniendo, con una DOS de van Hove (VHS) en IS imagen BEC de nuestro modelo, un 

incremento en T, del orden de 2 . Al considerar una DOS ESP con una divergencia de 

potencia, encontramos un resultado similar al de van Hove. En el modelo de interaccón 

?ie BCS con una DOS de van Hove tomando X = 1/2, Ec. (5.4), encontramos un factor 

!e cerca de 10 sobre el resultado familiar BCS. Utilizando una DOS (ESP), encontramos 

in incremento mucho más moderado. 

?demos concluir que, madiicar las DOS considerando la estructura crisatlina de los 

,:)+I( iiiluctores en los 2 modelos BCS y BEC estudiados, las temperaturas críticas se 

TPI1.1 [Itan muy moderadamente, para obtener T, más realistas, se tienen que incluir 

Pimetros asociados con el confinamiento del gas así como la interacción entre L- 

?alrones. 



Capltulo 6 

Conclusiones 

trabajo, hemos supuesto que la superconductividad puede mtenderse como 

decsación de Bose-Einstein (BEC). Modelamos a los superconductc les C L I X C ~ C  
.3 con 

ita 
un gas de Bose diluido, en e! límite termodinámico, de pares de electrones. 

, otenciaies periódicos en la direcciCn 2. Se ha encontrado que la temperatura crítica 

-Ec depende tmto de la relación ene.rgía momento (o de dispersión) de las partículas 

-,mo de la forma del confinamiento. Éste se refleja en las dimensionalidades en las que 

.e ha obsert& experimentalmente la superconductividad, desde los superconductores 

emetáliccs$ de Bechgaard en (1 +E) dimensiones, pasando por los orgánicos que como .:gin 

,u6 cupratos son materiales en (2 + E) dimensiones, y acabando con los superconductores 

.,,n,.enciodes en 3 dimensiones. 

En este . 

3 .~ 
.n r’ 

.. 
Y 

El cofiportamiento de un gas ideal de Fermi en d dimensiones ha sido uno de nuestros 

,ijetos de investigación ya que en la teoría BCS, la formación de los pares de Cooper 

i +tir del mar de Fermi es el elemento fundamental en la explicación de la supercon- 

: :&idad. Encontramos que el potencial químico, el calor específico y la velocidad del 

:,:do isotérmica, como funciones de la temperatura, muestran una estructum si d < 2 
’ 

. : iste con el gas ideal de Bose donde se’debe incrementar d desde el mismo valor 

.’ . r m  obtener la “estructura” comiinrnente conocida como “condemación de Bose- 

.. (BEC) cuya característica es una -ciíspide” en el caior específico que aparece 

remPeratura crítica de,transición para roda 2 < d < 4 y ‘u “salto” en estos valores 
.... 

J < d < 00 [26], [58]. 

.Ai resolver el problema general de un gas cuántico en d > O dimensiones atrapado con 
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externos de oscilador, se han modelado particularmente sistemas atrapados: 

‘ I  

I. 

dimensión q ue recuerdan 10s POZOS o “wells”; dos dimensiones (alambres 0 “&es1>); 

siones (puntos o “dot.S”), dados los avances tecnológicos en el confinamiento 

tíciilas! los sistemas en dos, una o cero dimensiones son objeto? reales tales como 

.cidos puntos cuánticos (e!ectrmes confinados) que se comportan como átomos 

Encontramos que la densidad de estados en este sistema es idéntica 21 DOS 

ideal cuántico en d -t 6 dimensiones pero con una masa revestida, de tal forma 

Ee puede realizar un mapeo We traslada el problema de un gas atrapado al problema 

le y más entendido de un gas .libre pero en una dimensión mayor y con una 

revestida m* = (2rfi/uL2)26’(d+s) m(d-6)’(d+6), w es la frecuencia del potencial 

de oscilador, L es el hmaiio de la caja Y ‘M es la masa original de la partícula. 

tn 0 

,, (res dimen 

.e ?a‘ 

,> run 

. 3 : ! d e s ,  

:,? ‘in 0 

.‘;e . 

..+ simp 
j 

Y 
1 

. I .  

! +s 

Gta transformación nos da la posibilidad de describir bosones o femiones atrapados con j 

J 
1 

? 

! 
1 

;4 re&ados ya obtenidos para gases de bosones/fermiones libres. Es importante señalar 

we el efecto de confinamiento de 1 0 s  gases cuánticos reduce las dimensiones sobre las 

:lie éstos se pueden mover pero; al mismo tiempo, sus propiedades son idénticas a las de 

.n gas cuántico libre en una dimensión mayor. Resaltamos también que el atrapmiento 

i 4 

I 

.* Swunes posibilita que la temperatura crítica de transición T, se puede obtener para 

7wsiunes d < 2. 

1 :wiltados reportados fueron obtenidos en el límite termodinámico suponiendo ? 

a mero N de partículas es muy grande y que están confinadas en un volumen 
. .  
* ’ambién muy grande, pero la densidad n = N / V  es finita. Esto corresponde a 

x Y iJ -+ O, L -t OO. Sin embargo, en los experimentos en donde se ha observado _ -  
i 

j 
3 

aa condensación de &se-Einstein, el número de átomos en una muestra típica es del 

“en de 1oJ - 106,ios cuales se encuentran en trampas opto-magnéticas con frecuencias 
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rango de - lo3%. Esto está lejos del límite requerido para que er 

ea tratado comc ' 'bdto". Sin embargo, al comparar las curvas experimentales 

,~~ del condensado con las curvas teóricas, se observa una buena concoidancia 

uede concluir que la aproximación bajo la cuál se han realizado los cálc&s 

da, El c á l c . ~ ~  puede realizarse en forma más exacta efectuando las S;maS 

a pbiema ' 
z 

,+ la iracci 

;e y0nde p 

ri ,dzriia 

te para .,,men 
número muy grande de partículas. 

_. 
arte, y con el objeto de modelar superconductores más realistas CUYO 

,t3miento se puede interpretar como casi bidimensional o casi unidimensional, 

los superconductores cupratos 0 10s 10s nievos compuestos organo-metálicos .un curno 

ri,75F)2,y, considera un'gas de pares de Cooper confinado a moverse en potenciales 

fl:udirm en las &reccioiies z, y libres en las dirección 2: y y en el modelo casi-2D 6 con- 

e;do a ,,,,-,=rse libremente d o  en la dirección L en el modelo casi-1D. Se ha calculado la 

.mpcratura crítica T, BEC, y encontramos que estos sistemas se comportan como un gas 

rhna Libres en (2+.5)D O (l+c)D, respectivamente. El valor de e se puede determinar 

iur \&om experimentales de los superconductores orgánicos casi-2D ó casi-lD, lo que 

pur utra P 

SpJ 

i 

. a  @te conectar así los resultados teóricos con los valores experimentales. 

Finalmente, comparamos y contrastamos los. resultados para T, obtenidos al consid- 

ma BEC en un modelo simple bosón-fermión en 2D y 3D, con la teoría de BCS, 

- d o  un factor de acrecentamiento en la temperatura de transición T,, al suponer 

" ' ;&re la teoría familiar BCS. Este puede ser tan alto como como un factor de 

. '*'a aruphiento fuerte (A = 1/2) p sin embargo, para acoplamiento débil (A 3 O) 

".Ye*ahento diverge. lo que significa que BEC puede surgir aún para pares de 

.~ 

. 

I ... 
"* acoplamiento arbitranamente débil. 

I 
stmcturas de banda electrónicas de los sistemas casi-2D se han considerado al 
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1 4  fizer la densidad de estados a partir de las superficies de Fermi esféricas (o circularas, 

En -te C-, obtenemos un incremento mucho más moderado en la imágen BCS O 

la de B~~ ,-urndo consideramos densidades de estado electrónicas carscterísticas de las 

85 de banda electrónicas de los sistemas casi-2D como son los superconductores 

L~~ DOS que hemos analizado son las del escenario de Van Hove '\Ti.;) roll 

daridad logarítmica así como también la del ESP con una divergericiri de ptlten- 

Encontramos que las temperatliras críticas se incrementan muy moderadamente al 

cuenta la estructura cristdiria de la manera propuesta por este trabajo, no ex- 

,-uantitativamente las temperaturas encontradas en los superconductores de alta 
P ,.- podemos concluir quepara predecir valores de T, más realistas en este modelo, mecan- 

tales como el confinamiento del gas, la dimensión y la interacción entre partículas 

Inoh 

en zD)' 

en 

,,trUctur 

,pa to  

.pa 

,'I 

. ,nar en 

!,enen que ser consideradas. 

En este trabajo hemos encontrado que el confinamiento de las cargas móviles puede 

alterar el comportamiento físico del gas de electrones inicialmente libre. El estudio del 

comportamiento físico, en estructuras reales, por medio de modelos en donde solamente 

~lgunos parámetros son suficientes para determinar las propiedades estadísticas relevantes 

de una gran clase de sistemas, es fundamental. Hemos considerado la dimensión y el 

-unfinamiento como parámetros relevantes que caracterizan el comportamiento colectivo 

.e rliaiqwer sistema físico, encontrando que los sistemas confinados anisotrópicamente en 

'1 esl>"ri,i i+sal D-dimensional, pueden ser tratados curno no confinados en una dimensión 

';pCtlVa que constituye una medida de la anisotrupía del sistema físico real. Hemos des- 

'!'h la estructura en capas de los superconductores de alta T. tri-dimensionales, como un 

casi-bidimensionai en donde la dimensión tiel espectro de energía tiene valores en 

''-c)D encontrando que es no entera, se ha calcul'ido la T, considerando una BEC del gas 
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formado por pares de Cooper y encontramos valores de la dimensión 

,ados a los parhet ios  experimentales reportados, se extendió el trabajo al considerar 

onductores orgánicos de dimensioniilidad mas baja o los casi-ir) superconductores 

en (1+€)D. Podemos concluir que, la dimensión del espacio real y la del espectro 

encontrada a partir del confinamirnto, son parámetros fundamentales que 

.nm el valor de la temperatura crítica. Surge entonces, la posibilidad., dados IOS 

r o ~ ~ ~ s  en la tecnoloda, de construir sistemas que consistan de capas delgadas 

dp biP”Je’ 

jFdCI 

gJperc 

.,re , án iC@ 

ir energía 

;?termi 

+ente5 P 

ie rsP isor controlado, eri cimde las T;se puedan predecir. 

La irnportandia de la dimensión en sistemas anisotrópicos o en sistemas confinados 

-3 <”brado una grán relevancia recientemente, ésta ha sido estudiada en otros sistemas, 

cnkFei He [I151 estudia exitones en sólidos anisotrópicos así como las propiedades ópticas 

Hiadas transiciones electrónicas entre bandas en un sólido anisotrópico en donde pro- 

m modelo de espacio de dimensión fracciona1 que dencribe estas anisotropías, por 

,:p., lado. Matos-Abiague [116] estudia polarones confinados en paredes cuánticas rectap 

;:ara y parabólicas dentro la aproximación del espacio de dimensión fraccional mientras 

, .e rwientemente, Z. Bak realiza un estudio de la superconductividad dentro del esquema 

: ,iimensión espectral fraccional [I 171. 

Es importante señalar que existe una nueva área de investigación de iog gases cuánticas 

.. . 1. ’ !.<menta en una generalización a la meciinica estadística de Ebltzmann-Gibbs, 

.A ‘ . I  ~ - ~ ~ r  Tsallis [118], la cual está bas::dn eii una nueva definición de entropía inspi- 

SiStemaS con estuctura fractal 

1 -- S, = kB --- , 
q - -  1 -. 

‘8 es la cunstante de Boltzmann y p ,  e un vorjulito de probabilidades normal- 
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< I  iz&. Se puede demostrar que S, tiene todas las propiedades de entropía de Shannon 

S 9 -  - -kgCp,,lnp, excepto por la aditividad. De aquí que la mecánica estadística de 

Tsailis es una mecánica estadfstica no-extensiva que proporciona un sistema de trabajo 

que trata con las propiedades de no extensividad de ciertos sistema físicos. El parámietrn 

real q es llamado el índice de no-extensividad, la estadística convencional de Bc,itzTna,!r.. 

Gibbs se recupera en el límite q + 1. Esta estadística generalizada ha sido .isada pala 

discutir sistemas de dos niveles, el iodelo de Ising en una dimensión, los gases de Fermi 

y de'Bose [119]. Sin embargo, de estos trabajos surgen varias preguntas: 'cuál e5 la 

interpretación de q?, Len qué clase de sistemas físicos podría ser adecuado presentar 

esta generalización?, ¿que conexión existe entre el parámetro q y la dimensión?, éstas son 

preguntas abiertas que nos invitan a explorar nuevos horizontes. 
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elación de dispersi'n de una partícula en 
una caja de longitud L con condiciones 

periódicas de Bohr 

p. 

se revisa el problema de una partícula en &dimensiones sin interacción confixiada a 

,vrse eo una caja de longitud L. Se resuelve el problema con las condiciones periódicas 

de ~ ~ b ,  Se encuentra la relación entre Ia energía y el momento, esto es, la relación de 

dispersión. 

~1 Hditoniano se pu& escribir como H = p2/2m = (h/i)2~,¿?a/Bx~ siendo m la 

de las pertic& y p la magnitud del momento lineal en d dimensiones p2 = xi p:, 
(a = 1, 2, ... > 4. 

La ecuación de Schrodinger en este caso es 

a la cual proponernos una soIucíÓn separando la dependencia en la vsrisble ternpard de 

la dependencia espacial, ea decir, proponemos 

Sustihiycndo (A. 3) en (A. 2), se encuentra una ;olución temporal dada por T ( t )  = e-i" 

mientras que le ecuación en la parte espacial está dada por 

prop on em^ 'p (p) = xl (xl) x2 (z2) ...& (x,), ;a cud sustituimos en (A. 4) y dividiendo 

entre ~ ( f ) ,  se obtiene una ecuación con lai var abies ~ e p ~ ~ a d m  

- 
9 '  



i: 

ada término es independiente, (A. 5) se reduce al siguiente sistema de ecuaciones 
CODO 

iOnde los eigenvalom ki deben satisfacer E = & E, kl. 

la.! caiidiciones Periódicas a la frontera de Bohr, esto es, se pide que la función 

y SU derivada sean iguales en las fronteras, 

\y(x = L/2) = 3 ( x  = -L/2) y *'(x = L/2) = @'(x = -L/2) (A. 7) 

que se cumplen si tenemos soluciones del tipo 

Xi = A cos k,zi + B sin kizi. (A. 8) 

ya que Xi (xi = L/2) = Xi (xi = -L/2), B = O y de la igualdad de las derivadas se 

encuentra que sin (k&/2) = O por lo que k,L/2 = (O, fl, f 2 ,  ...) A o, kL/2 = %A, de qd 

La conocida solución al problema de ima partícula en una caja de longitud L en d > O es 

;m e j w p b  en donde la relación de disp-rsión es cuadrática. 
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Apéndice B 
Relación de dispersión de pares de Cooper 

En este apéndice, se revisa el trabajo reaiizado por M. Casas et al. en la Ref. [13] en 

donde se obtiene la energía de amarre de un par de Cooper formado por fermiones de 

momentos iaki y iak2, y de momento total (o de centro de masas) (CMM) hK # O. La 

energía de amarre del modelo se puede obtener analíticamente en cualquier número de 

dimensiones. Además de la energía efl reposo, la energía total EK de un par de Cooper 

[12] de fenniones de momentos hkl y Ak2, y de momento total (o de centro de masas) 

(CMM) iaK interactuando por parejas e inmersas en un fondo inerte de N - 2 fermiones en 

una superficie esférica de Fermi de radio ICF se obtiene como sigue. Sean las coordenadas 

relativas y de centro de masa r = (rl - r2) y R = (q + r2) respectivamente. Los 

corespondientes vectores de onda estan relacionados 

Se definen los operadores de energía cinética 

! 

con m* la masa fermiónica efectiva. La ecuación de eigenvalofes para la energía total EK 

es entonces 



. 

,-on VK(r,r‘) una interacción general no-locai entre pares. Si se expande $ ( r ’~  en un 

completo de estados de ondas planas, 

(6. 7) $(r) = Cke”’ 
k 

con 

Ck=o paratoda k l , k z < k ~  O ( k f i K I < k F .  (B. 8) 

ata r.estíicción es la que distingue a la ecuación de Cooper de la ecuación de Schrodinger, 

la cual ea para dos partículas en el vado mientras que el problema de Cooper se refiere a 

partí culm en un medio de N - 2 fermiones que satisfacen el Principio de Exclusión i 
i 

4 de Pauli. Combinando (B. 3) con (B. 7) se encuentra que 

{ (‘“lk2 + K K 2 )  e1k.r + J dr‘VK(r, r’)eakr‘ - &eik”} CkelK = O . (B. 9) 
k m* 4m’ 

Tomando et = ñzP/2rn’, multiplicando (B. 9) por e-’Vr, integrando sobre r, usand 

jdrexp(iQ . r),= Ldó,,0 donde Ld es el volumen del sistema en &dimensiones, y cance 

hdo  elK R, se encuentra que 

(2ek’ f $eK)Ck’ f r k  v&,cI< = E&h!, 

‘lile 

V&, s - 1 J dr / di-’e-’k’ Y&(r, r‘)ei”‘ , 
L d  

’ la doble transformada espacial de Foiirier de la interacción del par de fermion-. 

wb de rntemción BCS usado, supone que 

1 do 



- V 6 ( 2 4 m  - K) si k~ < Ik f tK1, Ik' f iKI < (m 
O de otra forma . 

(B. 12) 

Con v > 0 la constante de acoplamiento la cual representa el efecto neto de interxción 

electrón-fonÓn la cud apantda a la interacción repulsiva de Coulomb, trwD z h2k$/2m* 

es la energis máxima de un fonón de la red Y @ ( 2 4 m 2 -  K) es la función escalón que 

el hecho de que la interacción opera sólo si O 5 K < - 2\/k$ + ki. Esto significa 

dm fermions interactúan con una atracción constante -v cuando el extremo de SUS que 

vectores de onda relativos k apunta a cualquier lugar dentro del volumen de traslape en 

el espacio k de las dos capas esféricas. 

Usando (B. 12), (B. 10) se simplifica a 

donde la prima en el signo de suma denota la restricción sobre k en (B. 12). Resolviendo 

para Ck Se encuentra que 

- A K  

2~ - EK + ñ2K2/4m* 
C k  = (B. 14) 

.\íultiplicando por V O ( 2 4 m  - K)  y sumando sobre k, con la restricción como en 

B 12), 56' encuentra que 

1 = V6(24=  - K ) C '  (2ék - EK + h2K2/4rn')-' . (B. 15) 
k 

Tomsndo el eigenvalor total de la energía como EK = ~ E F  - AK, la energía del par est4 

Xotada si AK > O y (B. 15) se convierte en una ecuación de eigenvalores pari3 la '2nergfa 

lie -re (positiva) &I par A ~ .  
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E) la densidsd de estados del sistema. Considerando que la densidad de estados 

e la m d a  EF Y EF + LD difícilmente cambia, podemos aproximar g(&) a g(EF). 

do la ecuación (B. 16) Y resolviendola para la energía de amarre del par A,, se 

d 

integran 
btiene el resuitado familiar 

81 

(B. 17) 

, = g ( ~ F ) ~  es una constante de acoplamiento adimensionai, 2 h ~  = ñ*kD/m es la 

Jnc6ua alrededor de la esfera de Fermi en la cual la interacción de apareamiento es 

, - -  

u m t e  de cero y g(EF) es la densidad de estados fermiónica para cada superñcie de 

~~d mduada. La igualdad en (B. 17) es exacta en 2D para todo acoplamiento, ya que 

dE) es constante en 2D, mientras que para 1D o 3D lo es mientras LD < EF io que 

permite aproximar g(E) = g(&) a una constarite que se puede sacar de la integral en (B. 

16). 

Pua K # 0 ya que EK f ~EF-AK,  ia ecuación (B. 15) se puede escribir en d-dimensiones 

ni0 

(B. 18) 

' ride la prima en la integral denota nuevamente la restricción en (B. 12). Estas restric- 

. ,* 
son idénticas en dos y tres dimensiones, y se pueden escribir como 

kF 2 < Ik - $K12 = k2 - k K c 0 ~ 4  + -Kz 1 

k i  + k; > Ik + 1KI' = k2 + k K c o s 4  + -K2 1 
4 

4 

(B. 19) 

(B. 20) 
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el kng& entre k y K, t-1 cual está limitado a valores entre 0 y =12 deb 
Menipuhthdo (B. 19) y (B. 20) obtenemos 

,ioietr18. 

1 k2 + kK COS 4 + 4 - K2.- k$ - k; < O. (R. 27) 

Estas condiciones pueden ser estudiadas separadamente pero se tieben satisfaf-er s i ~ ~ ~ , l .  

tanemate. 

La expresión para d = 2 con las restricciones (B. 21) y (B. 22), se obtieric finalmente de 

(B. 18) 

donde g(EF)  r.L2m'/27rh2 la densidad de estador en 2D; < k/kp; K K/2(k$ + 

k$)'/*; 

de (B. 23) 

E AKIEF; y v = ~ W D / E F  = kL/k$. Para K pequeña se obtiene analíticamente 

(B. 24) 

la cual, para acoplamiento débi X -t O se reduce a 

2 
AK + A0 - - ~ J F K  + O(Kz) . 

K-O x 
(B. 25) 

ron 111.' - la velocidad de Fermi. 

En tro Y *limensiones, suponiendo que v << 1 y ya que la densidad de estados 

~ " r * h ~ )  I \/m'R."./2 = g ( E F ) ,  (B. 15) se encuentra que 

g ( ~ )  = 

(B. 26) 
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K pequer-a, y suponiendo de (B: 17) la expresión para acoplami 

-z/x la cual es muy aproximada para los rangos típicos de valore 

l-) se reduce al resultado citado en [lo] 
- 6  

1 AK + A0 - -ti~.cK + O(K2) .  
K-bO 2 (B. 28) 

*,&ando una interpelación a d continua, se puede demostrar que la relación de dis- 

ión en acoplamiento débil, (AK - Ao) se comporta como P 

DII 

CK = (AK - Ao) a(d)trvFK(, (B. 29) 

a(d) = (712 - 6 / ~ )  + (8/x - 13/4)d + (314 - 2/n)d. (B. 30) 

Exontramos la enerpía de amarre de los pares de Cooper en el modelo BCS con interacción 

-3ue pnra de fermiones, ésta decrece casi linealmente a cero con el (CMM) del par como 

.e d+.~miinado numéricamente para todo acoplamiento desde la ecuación de eigmmlores 

.* !a pares de Cooper en dos y tres dimensiones. Este comportamiento lineal contrasta 

ala relación de dispersión quadratic de una partícula compuesta moviéndw en el W f O ,  

'4%id.a a moverse en una caja de longitud L e.g., un deuterón. 
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Apéndice C 

Temperaturas de transición estimadas 

eratwa de transición BEC de un gas ideal de bosones en d-dirnensioiies se piiede La temp 

estimar si se asocia una longitud de onda X a las partículas del gas J, l,g,s,;:iec kL:7:ir2jo 

la = h/p donde h es la constante de Planck y p el momento 

usoci&~ a cada partícula de masa mB. 

L~ 

de de'Brqglie 

se puede determinar de dos formis, una usando el teorema de equipartición de la 

enerpía en d dimensiones el cual nos dice que U,, = p 2 / 2 m ~  = d(k~T)/2 es la enerda 

,-hética por bosh, con 7128 la masa bosónica, así se encuentra que el momento se puede 

expresar como p = J s x  de donde la longitud de onda térmica Ah&) asociada al 

Por otro lado, en [33] pag. 157, se define una longitud de onda térmica asociada al sistema 

de partículas 

donde QC se refiere ai gas cuántico de bosones. Si la distancia entre particnlee, ro = 

(V/.V)l'd en el sistema es del ordm 8) menor que la longitud de onda térmica A, siendo V 

el volumen en d-dimensiones asociado, los efectos cuánticos se manifiestan. Así podemos 

definir una temperatra de transición pans del sistema si X = 2rO = 2/nT donde n~ = 

.v/v es la densidad de particulas 

L ~ s  temperaturas de transici6n se comparan con la temperatura crítica BEC Teenacta 

m a  un gas ideal de bosones (3. 52) cún S = O. El cálculo del volumen se rediza tanto en 

.. 
.i 

'! 

, 

i 
! 

i 
-1 



. .  

cartesianas, con una longitud de onda térmica 
,. . 

En coordenadas cartesianas V = r t  mientras que en coordenadas es esféricas V = 

d con cd = 2,  x, 4*/3 Para d = 1,2 ,3 .  En coordenada cartesianas se encuentra que: 
cdrO 

(C. 3) 

niieitrm que en coordenada esféricas, el volumen v = cd(ro/2)d 

€1 cálculo se realiza de igual forma con la longitud de onda de de Broglie &&(T) = 

h / d m .  

28Ma C.1 Temperaturas de transición en d dimensiones en coordenadas 

esféricas y en coordenadas cartesianas. q?” es la temperatura de transición 

calculada a partir de de la bngitud onda de transición A%-, es la 

temperatura de transición calculada a partir de de la longitud onda de de 

llrogiie h a .  



- 

BEG 2 0 Tc(*=2) 

3 0.89 TE"" 

2 1.57 4.93 ll.lTc(s=lT BEC 0.86 0.56 

3 3.31Tc(s=2) 0.52 0.006 

BEC de un gas de ideal de bosones cuya relación de dispersión es E~ = C,ka 

con s = 1 6 2. 

3 1.02 2.14 3.31 0.69 0.35 

Tabla C.3 Cálculo de las temperaturas de transición pSrn y !@g en 

tinidades de (h2 /mk~)ns ld  para d = 1 , 2  y 3 dimensiones en coordenadas 

3- esféricas. Los resultados se comparan con las temperaturas de trancición BEC 

de un gas de ideal de bosones cuya relación de dispersión es &k = C.k' con 

3 = 1 6 2 .  
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. .. ... 
ura 2.1 Potencial químico resolviendo numéricaniente la ecuación (2. 20) corno Fig 

función de la temperatura para UL. gas ideal de Fermi en d = 3 , 2 , 1 ,  i/2 y 1/4. 

Figura 2.2 Entropía en unidades de h ICs, como función de la temperatura pmn iin gas 

ideal de Fermi. 

Figura 2.3 Presión termodinámica en unidades de .VkBTF/V, como función de la tern- 

peratura para, un gas ideal de Fermi. 

Figura 2.4 caior específico us temperatura absoluta, en un gas ideal de Fermi para 

d = 3,2,1,1/2 y 114, 

Figura 2.5 c$(T)/&(O) donde ~ ( 2 " )  es la velocidad del sonido isotérmica en un IFG 

como función de la temperatura T/TF. para d = 114, 112, 1, 2 y 3. En la gráfica de 

abajo a la izquierda mostramos las valores de los mínimos en la velocidad del sonido 

isotérmica comparados con ~ ( 0 )  como función de Log d, y en la gráfica de abajo a 

la derecha los valores de la temperatura T,,, qu corresponden con 106 mínimos en 

la g&ca principal. 

Ffgura 2.6 Velocidad del sonido adiabhtica para un gas ideal de Fermi como fiinciónde 

la temperatura T/TF en d = 1/4, 112, 1, 2 y 3. En el recuadro se muestra la gráfica 

para T/TF muy grande. 

Figura 3.1 Potenciai químico corno función de la tempratura para un gas de fermiones 

en 3D atrapadas por 6 = 1, 2, 3, potenciales de oscilador armónico. 

b a  3.2 Energía en un gas de fermioni?s atrapado por b = 1,2,3 osciladores um6nicos. 
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1 

ra 3.3 Calor especifico a volumen constante para un gas de fermiones atrapado por 

6 = 1 , 2 , 3  osciladores armónicos. . 
Figu 

a 3.4 Entropía para un gas de fermiones atrapado por 6 = 1 ,2 ,3  osciladores 

armónicos. 

FiW 

Figma 4.1 Equivalencia de la razón pc/pd con la dimensión d que varía continuaniente 

, de 2 a 3. El punto BSCO se refiere al valor experimental encontrado en la resistividad 

de Biz+zSrz-vc~06+s [SI. 

Fisura 4.2 Razón rnB/MB como función de la dimensión d que varía continuamente de 

2.0 a 2.3. Los valores de c = 6k y 30 kson los experimentales reportados para 10s 

materiales superconductores orgánicos [82] con k~ = 0.5 A. 

F@a 4.3 Se grafica T,/TF del gas libre de bosonea como función de la dimensidn para 

s = 1 y s = 2 de acuerdo a la fórmula (4.32), las áreas sombreadas se refieren a 

los datos empíricos de la Ref. [loo]. A la derecha se muestra una ampliación de la 

figura donde los punto se refieren a los resultados de (4.22). 

Figura 5.1 Densidad de estados g ( E )  normalizada a la DOS de un gas idea1 de fermiones 

como función de E/EF para v = 0.05 que representa un valor típico de loe cupratoe. 

Figura 5.2 Incremento de la T, BEC usando una DOS ESP normalizada ron respecto a 

la DOS de un gas ideal de fermiones para varios valores del exponente o en (5.7). 

El valor de de o = 112 es el sugerido en la Ref. [los]. 

. 

Figura 5.3 Temperatura crítica BEC T, en unidades de TF como funcibn de ~ D / T F ,  para 

un modelo simple de bosón-fermión en 2D y 3D discutido en la ecuación (5.15). Se 

muestra también el resultado BCS bien conocido T, 2 1.13 8~ así como el ' 
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encontrado usando (5.39) para una DOS de VH y X = 112. Ambos val 

de T, BCS, con una DOS del GIF y VH, se desvanxen cuando ,A -t O. El rectángulo 

mmtra los datos empíricos para los superconductores cupratos en casi-2D (iOo]. 
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