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Resumen

Las limitaciones de la relatividad general clésica para tener una descripcién
aceptable de regiones con campos gravitacionales intensos como la vecindad de la
gran explosién cosmica o el interior de agujeros negros, y las divergencias de la
teoria cuantica de campos a escalas de longitud pequenas, sugieren la idea de que
una teoria de gravitacion cudntica podria contribuir a resolver estas problemati-
cas. En la Gravedad Cudntica por Lazos (GCL) [1], por ejemplo, la estructura del
espacio a la escala de Planck: [, = \/g ~ 10733¢m, corresponde a una discre-
ta. El espacio-tiempo continuo es s6lo una aproximacion a escalas de longitud muy
grandes comparadas con [,. En efecto, las singularidades clasicas mencionadas antes
desaparecen en este esquema, en los modelos homogéneos [2, 3]. La teoria cuanti-
ca de campos en este esquema ciertamente es muy distinta a escala de longitudes
pequenas pero su estudio ain estd en desarrollof4], [5].

La mecanica cudntica polimérica [0, [7] ofrece un esquema de cuantizacién ba-
sado en técnicas usadas en GCL. Ya que este esquema de cuantizacion es construido
para sistemas con un nimero finito de grados de libertad, permite explorar aspectos
técnicos e ideas de GCL en un contexto mas simple.

En esta tesis utilizamos la mecanica cuantica polimérica para estudiar siste-
mas mecanicos no relativistas con un potencial semirestringido, especificamente un
potencial cuadratico inverso en la posicion, que presenta algunas dificultades técni-
cas similares a las que se encuentran en las funciones de particion usadas en la

termodindmica de agujeros negros [8, [9]. Tales dificultades se resuelven cuando la

IT



aproximacion semiclasica de la funcién de particion se modifica.

Especificamente, para que la aproximacién semiclasica de la funcién de parti-
cién esté bien definida ésta tiene que cumplir dos requerimientos: primero, que la
acciéon del sistema evaluada en la trayectoria clasica sea finita y, segundo, que la pri-
mera variacion de la accién evaluada en esta misma trayectoria se anule para todas
las configuraciones del sistema que preservan las condiciones de frontera. Ninguno
de estos requerimientos se cumple para el caso de la particula en el potencial semi-
restringido, cuando se adopta la integral de trayectoria que esta en correspondencia
con la cuantizacion usual de Schrodinger, y es necesario hacer uso del formalismo
de Hamilton-Jacobi para cumplir los requerimientos [10]. Sin embargo, en esta tesis
mostramos que cuando se aplica a este sistema mecanico el esquema de cuantiza-
cién polimérico, los requerimientos se cumplen y el formalismo de Hamilton-Jacobi
es innecesario.

Por completez consideramos la modificacion que los términos de Hamilton-
Jacobi producen en la accién efectiva polimérica. Aunque tales modificaciones no son
requeridas, es de interés explorar los efectos que inducen en la accién. El resultado
es que el caracter finito de la accién evaluada en la trayectoria clasica se mantiene
y su primera variacién continua anuldandose.

A futuro serd importante estudiar las consecuencias del tratamiento polimérico

aqui considerado para el caso de agujeros negros.
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Capitulo 1

Introduccion

Dos paradigmas actuales en la fisica son la relatividad general y la teoria
cuantica de campos. A pesar de que ambas son teorias solidas, presentan problemas
importantes. Por ejemplo, cuando se estudia en el contexto de la relatividad gene-
ral, ya sea agujeros negros o modelos cosmolégicos, se encuentran singularidades
[11] . La teorfa de la relatividad general permite describir un modelo de universo
en expansién que sin embargo no puede continuar su dindmica mas alla del tiempo
correspondiente al big bang [12]; alli, ademds, la densidad de energia y la curvatura
del espacio-tiempo divergen. Lo mismo ocurre para la curvatura del espacio-tiempo
en el interior de un agujero negro. Por otro lado, en la teoria cuantica de campos
aparecen cantidades fisicas, tales como la energia del vacio o amplitudes de pro-
babilidad, que divergen en el régimen de distancias muy cortas. Para resolver este
problema se implementa un procedimiento llamado renormalizaciéon que permite
descartar divergencias de manera sistematica y hacer predicciones fisicas. En ambos
casos, singularidades gravitacionales y divergencias en teoria cuantica de campos,
la naturaleza del espacio-tiempo juega un papel preponderante. De aqui se puede
suponer que si ésto cambia ello pueda modificar nuestro entendimiento de estas pro-
blematicas. La presencia de una singularidad indica que la teoria ha sido llevada mas

alla de su dominio de aplicabilidad. Cerca de las singularidades es evidente que no se



pueden usar las teorias establecidas hasta ahora. Debido a esto es sensato suponer
que una teoria que unifique la teoria cuantica de campos y la relatividad general
pueda dar una mejor perspectiva y ayude a eliminar las divergencias mencionadas.

Una propuesta de teoria cuantica de la gravedad es la gravedad cuantica por
lazos (GCL) [I]. La caracteristica principal de GCL es el hecho de que modifica
la nocién de espacio-tiempo continuo para dar lugar a uno de naturaleza discreta.
Entre los resultados mas notables de GCL estan el remover la singularidad encon-
trada en relatividad general para el caso de los modelos cosmolégicos homogéneos
[12] y el célculo de la entropia del agujero negro de Schwarzschild. En el esquema
de GCL existen varias situaciones por resolver, una de ellas es el tratar de cubrir
la brecha entre los regimenes de altas energias descritos por GCL y los de bajas
energias descritos por las teorias de campos habituales. Una linea de investigacion
ampliamente motivada por este punto es la llamada cuantizacién polimérica [6], la
cual toma su forma mas simple cuando se aplica a una particula no relativista. Es-
ta cuantizacién puede ser 1util para entender diferencias esenciales entre el enfoque
independiente de fondo de GCL y el enfoque habitual usado en teorias de campo
perturbativas. En el modelo de particula no relativista la representaciéon usual de
Schrodinger juega el papel de la representacion de Fock de la teoria cuantica de
campos. Por otro lado se construye una representacion unitariamente inequivalente
a la de Schrodinger, llamada representacion polimérica, en la cual los estados son
andlogos a las excitaciones elementales de GCL. La estructura matematica de es-
ta representacién imita varias caracteristicas de GCL. Estas dos descripciones son
bastante diferentes, sin embargo, se puede adoptar el punto de vista de que la re-
presentacion polimérica es la descripcién fundamental, y la representacion estandar
de Schrodinger corresponde a un sector efectivo, via una aproximacion continua .
Este modelo ilustra porqué un punto de vista analogo puede ser viable en la teoria
completa: aunque la teoria estandar de bajas energias parece muy diferente a GCL,
ésta puede constituir una aproximacion de GCL. Este trabajo de tesis esta basado

en la cuantizacién polimérica.



Por otro lado, el formalismo de la integral de trayectoria [13|, 14, [15] pro-
porciona una perspectiva del cardcter cuantico de algunos sistemas en términos de
fluctuaciones cuanticas, que modifican las leyes clasicas. En ciertas situaciones, las
modificaciones pueden ser pequenas. Por ejemplo, si un electrén en un dtomo estéd
altamente excitado su paquete de ondas rodea el niicleo en casi la misma manera que
una particula clésica. Entonces es relativamente simple calcular con precision, am-
plitudes de transicién al desarrollarlas alrededor de expresiones clasicas en potencias
de las fluctuaciones cuanticas [14].

Notablemente, la perspectiva anterior se puede utilizar en la mecanica de agu-
jeros negros, que implica el estudio de sus propiedades termodindmicas [16]. Esto
se hace a través de la funcién de particién, la cual puede ser expresada usando una
integral de trayectoria, ver apéndice [B|y [16]. Ahora bien, en algunos modelos de
agujeros negros como son los dilaténicos[9], la aproximacién semiclésica de la funcién
de particién no esta bien definida. Esto sucede porque la accién evaluada en la tra-
yectoria clasica diverge, ademas de que la primera variacién de la acciéon no se anula
para todas las variaciones que preservan las condiciones de frontera. Ambos proble-
mas pueden ser resueltos anadiendo un término de frontera de Hamilton-Jacobi en
la accién [10] Q).

Los modelos dilaténicos de agujeros negros en dos dimensiones [8, 9] [17], son

descritos por una accion de la forma
I =1(9,X)+ Bau(g), (1.1)

donde g es la métrica del espacio-tiempo y X es un campo dilaténico. El término
Beay es el término de frontera de Gibbons-Hawking para estos casos, que permite
tener un principio variacional bien definido.

Para estudiar la termodindmica de estos modelos se usa la integral de trayec-

toria euclidiana en la funcién de particién

z- /DgDX exp (—%][Q,X]) | (12)
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Se puede llevar a cabo la aproximacién semiclasica de la accién euclidiana en ((1.2)) de
la siguiente manera, siendo g4 v X, las soluciones a las correspondientes ecuaciones
) Y

de movimiento clésicas,

1 [gcl + 6g7Xcl +5X] = I[gclaxcl] + 6[[gcl>Xcl;5g76X] +

1
§5QI[QCI7XCI;5975X]+"‘7 (13)

en donde el término lineal §1[gy, Xu; dg,0.X| deberia ser cero en virtud de las ecua-
ciones de movimiento. Si la contribucién principal es finita y la parte cuadrética 621

es positiva, la aproximacion semiclasica de la integral de trayectoria queda como

1 1
Z =~ exp (—?_L][gd,Xcl]) /D(SngX exp (—%52][gd,Xd;5g,5X]) . (1.4)

La ecuacién (|1.4]) se interpreta como la aproximacién semiclasica de la funcién de
particién en el ensamble candnico. Sin embargo, para que (|1.4)) esté bien definida se

debe cumplir

m eXp (_%I[gclaXcl]) <0y

w §1[gq, Xe;09,0X] =0.

Estos problemas se pueden resolver usando una accion mejorada la cual esta rela-
cionada con la primera acciéon a través de un término de frontera obtenido usando
la teoria de Hamilton-Jacobi [9] [17].

Curiosamente existen ciertos sistemas mecanicos, denominados semirestringi-
dos, cuya dinamica corresponde a la de una particula en la semirecta real, sujeta
a un potencial y con una parte asintotica libre, que reproducen de manera analoga
las problemaéticas técnicas mencionadas relacionadas a los modelos dilaténicos de
agujeros negros [10]. En el presente trabajo nos avocamos al estudio de uno de estos
modelos sujeto a la cuantizacién polimérica.

Dado que una caracteristica del esquema de cuantizacion polimérico es que

ha llevado en varios casos a regularizar divergencias, en este trabajo proponemos
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cuantizar de manera polimérica un modelo mecanico con la intencién de estudiar
si las dificultades descritas de la aproximacién semiclasica se resuelven sin tener
que recurrir a los términos de Hamilton-Jacobi. Eventualmente este estudio podria
sugerir modificaciones fisicas en los agujeros negros.

Nuestro estudio se desarrolla como sigue. Primero nos enfocamos en la aproxi-
macién semiclasica de la funcién de particion para un sistema mecanico con un po-
tencial semirestringido dentro del esquema de cuantizacion habitual. Se trata de una
particula no relativista en un potencial repulsivo ubicado en el origen y asintotica-
mente libre: esto se logra con un potencial cuadratico inverso en la posicion. Entonces
se analiza el comportamiento de la accién que es el argumento de la exponencial en
la funcién de particién, alrededor de la trayectoria clasica. Se encuentra que el orden
dominante, que consiste de la accion evaluada en la trayectoria clasica, diverge. Por
otro lado, en el caso de la primera variacién de la accion evaluada en la trayectoria
clasica, no se anula, debido a que variaciones finitas son permitidas para tiempos y
posiciones muy grandes, de hecho infinitos.

Una vez establecido el modelo mecanico en la perspectiva de la cuantizacién
de Schrodinger se considera una accion efectiva polimérica. Dado que usamos la
representaciéon de momentos, el potencial cuadratico inverso en la posicion resul-
ta modificado en la accion efectiva. El potencial original tiene la caracteristica de
que a posiciones muy grandes se comporta como libre. Sin embargo, en el modelo
polimérico hay una diferencia notable en relaciéon a este punto ya que el potencial
polimerizado, tiene como caracteristica que el punto ¢ andlogo al que corresponderia
a infinito en el potencial original, en este caso corresponde a una posiciéon de valor
finito, es decir, en este sentido, regulariza la divergencia que aparece en el modelo
original. Esta caracteristica hace que la accion efectiva polimérica evaluada en la
trayectoria clasica no diverja. Por otro lado, el problema asociado a la primera va-
riacién de la accién, no existe en el potencial polimerizado, pues el punto frontera
final ahora estd a una distancia finita por lo cual las variaciones arbitrarias permi-

tidas son unicamente las usuales dq |; ;= 0. Por lo tanto, la primera variacién de la
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accion se anula para todas las trayectorias que preservan las condiciones de frontera,
lo que nos lleva a concluir que en el modelo mecanico polimerizado no hay necesidad
de introducir términos de frontera en la accion para tener un desarrollo semiclasico
adecuado.

Por completez analizamos cémo el método de Hamilton-Jacobi permite obtener
una accién mejorada del modelo cuantizado a la Schrodinger. Asimismo el modelo
polimérico es tratado similarmente.

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se des-
cribirdn aspectos generales de la integral de trayectoria de sistemas mecéanicos ele-
mentales, su aproximaciéon semiclasica y su relacion con la funciéon de particion. En
el capitulo 3 se describiran aspectos bésicos necesarios de la mecanica cuantica po-
limérica y la forma que adquiere la polimerizacion en el formalismo de la integral de
trayectoria. En el capitulo 4 se estudiard en detalle el problema que surge en la apro-
ximacion semiclasica de la funcién de particion para potenciales semirestringidos en
el esquema polimérico. El capitulo 5 discute el modelo con la acciéon modificada
tanto en la cuantizacion de Schrodinger como en la polimérica. Por tltimo, en el
capitulo 6, se presentaran nuestras conclusiones asi como posibles lineas de trabajo

futuro.



Capitulo 2

Integral de trayectoria y funciéon

de particion de sistemas mecanicos

2.1. Propagador e integral de trayectoria

En esta seccion se describe la prescripcion de la integral de trayectoria de
Feynman para el cdlculo del propagador de una particula en un potencial [13, [15].

La formulacién de integral de trayectoria de la mecanica cuantica esta basada
en la nocién de un propagador K(qrty, ¢it;). Dada una funcién de onda v (g;, t;) en
un tiempo t;, el propagador da la funciéon de onda correspondiente a un tiempo

posterior ¢ estd dado de la siguiente manera

Yrin(qr, tr) = / K(qsty; qiti)Yin(qs, ti)dgs, qr,¢ € R, ty>t,. (2.1)
R

El propagador K (gsty, ¢;t;) contiene la informacion de la dindmica del sistema. Aho-
ra, de acuerdo a la interpretacién usual de la mecénica cudntica, 1 (gr, ts) es la am-
plitud de probabilidad de que la particula esté en el punto ¢y al tiempo ¢¢. Entonces
K(qsty; giti) es la amplitud de probabilidad de que la particula pase de una posicién
en ¢; al tiempo t; a otra posicion ¢y al tiempo t¢. La correspondiente probabilidad

es
Plqsts; qiti) = | K(qptgs qiti) |, (2.2)
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Para continuar con el andlisis dividamos el intervalo temporal ¢ — ¢; en dos

partes, con t como tiempo intermedio, y ¢ como punto intermedio en el espacio. La

aplicacion repetida de (2.1]) da

wfin@fatf):/IR/RK<thf§qt)K(thQiti)w(%ati)d(ﬁdq, (2.3)

de lo cual se sigue que

K(qstg; qiti) = / K (qstg; qt) K (gt; qit;)dg. (2.4)
R

Asi, la transicién de (g;,t;) a (gf,ty) puede ser considerada como el resultado de
la transicién de (g;,t;) por todos los puntos intermedios disponibles ¢, que pueden
ocurrir al tiempo ¢, seguidos por la transicién de (q,t) a (gr, ty).

Ahora mostraremos que el propagador K (gsty, g;t;) puede escribirse como la
amplitud de transicién (gsts | ¢;t;). Para ver esto hay que resaltar el hecho de que

la funcién de onda (g, t) es

V(g,t) =(q|vt)g, dlo)=qlg) (2.5)

donde [it)g se refiere al vector de estado en el esquema de Schrédinger y estd

relacionado al vector de estado en el esquema de Heinsenberg |1) porE|

—iHt

[Wt)g =e [P)y - (2.6)

Dentro del esquema de Heisenberg se tiene que los operadores son dependientes del

tiempo. Por lo tanto, el eigenvector de posicién evoluciona de la forma

lqt) = e |q) . (2.7)

de tal manera que

(g, t) = (at | )y - (2.8)

!Esta solucién es obtenida resolviendo la ecuacién de Schrodinger dependiente del tiempo

ih% (q|yYt)g = H(p,q) (q | Yt) g de la manera ih [ %% = fﬁat, lo que deja como re-
sultado (g | ) = e~ /" (g | $(0)) 5.




Por la relacién de completitud, 1 = Jrdala) (ql, se puede escribir

sty 19) = [ asty ) ats | ) da 29)

que con la ayuda de la ecuacién (2.8)) es
U(qy.ty) = / (grty | qiti) (g, ti)dg;. (2.10)

Comparando con vemos que
(grty | giti) = K(qrts; qiti)- (2.11)

El propagador K (gsts,q;t;) resume la mecanica cudntica del sistema. En la
formulacién usual de la mecanica cuantica, dada una funcion de onda inicial, se puede
encontrar la funciéon de onda final al resolver la ecuacion de Schrodinger dependiente
del tiempo. En el formalismo de Feynman, el propagador determina la solucién
directamente. Ademas es posible, para sistemas sencillos, resolver el problema de
valores propios y llegar a la féormula espectral. La idea ahora es expresar (gsty | ¢;t;)
como una integral de trayectoria.

Realicemos en el intervalo temporal una particion que por simplicidad tendra

asignados puntos separados uniformemente dados por
tn :t0+ne, tz :to, tf :tN, (212)

en donde ty — t; = Ne. Explotando la propiedad de composicién (2.3)) o, equivalen-
temente, insertando en cada uno de los puntos de la particion n =1,...,N — 1, un

conjunto completo de estados base |q,, t,,) se obtiene:

<thf ‘ qit z /dQN 1/ dgn_2 . /dQ1X (2.13)

X A{qpty | gn-1tn-1) (gn_1tn—1 | gn—atn—2) .. . (¢1t1 | qits) -

Recordemos que los puntos espacio-temporales inicial y final son fijos (g;, ;) v
(gf,tr). Para cada subintervalo, entre ¢,y y t,, se debe considerar la amplitud de

transicion correspondiente, es decir, integramos sobre q1, ¢2,qs, - - ., ¢v—_1. Lo anterior



significa que se debe sumar sobre todas las trayectorias posibles en el plano ¢ — ¢
con los puntos extremos fijos.

Bajo la perspectiva de este esquema, la diferencia bésica entre la mecdanica
clasica y la mecanica cuantica radica en el hecho de que en la primera, una sola
trayectoria definida en el plano ¢ — t estd asociada con el movimiento de la particu-
la. En cambio en la mecanica cuantica todas las trayectorias posibles contribuyen,
incluyendo aquellas que no son relevantes en la mecanica clasica.

De acuerdo con cada uno de los elementos de matriz bajo la integral

puede ser escrito como

il (p,d)e

<Qn+17tn+1 | Qnatn> = <Qn+1| e h

In) - (2.14)

La descomposicion ([2.14)) se puede calcular explicitamente si las amplitudes (¢, 11, tni1 | Gn, tn)
se pueden evaluar, lo cual es el caso para ciertos sistemas. Como ¢ — 0 es pequeno
entonces el operador de evolucion temporal puede ser aproximado por los dos pri-

meros términos de su desarrollo en serie de Taylor

1€ ~ . .
<Qn+17tn+1 | dn, tn) = <Qn+1| 1 - %H(pa Q) |Qn> + 0(62)‘ (215)

Para evaluar los elementos de matriz del hamiltoniano en ([2.15)) insertamos un con-

junto completo de estados de momento, esto es

dpn,

(@l BG.0)la) = [ 5% (@ |90 Gl HGD ). (210

Como p y ¢ pueden actuar hacia la izquierda o hacia la derecha en sus respectivos
estados propios, los elementos de matriz del operador hamiltoniano son reducidos a

la funcion hamiltoniana cldsica

(pul H(,0) |gn) = (Pn | @n) H (P, @n). (2.17)

Este ultimo paso puede presentar ambigiiedades: tiene problemas en general
si H contiene productos mixtos de operadores p y ¢, pues estos no conmutan. En-

tonces ([2.17]) supone un cierto ordenamiento: los operadores de momento yacen a la
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izquierda de los de posicion. Esto es arbitrario y podria convenir una prescripcion
mas simétrica, por ejemplo, el ordenamiento de Weyl, que promedia sobre todos los
posibles ordenamientos con igual peso.

La eleccién (2.17)) para el operador hamiltoniano implica el reemplazo

al F G2 ) 100) — | @) H ( o M + qn>) | (2.18)

2

Usando 3(gni1 + qn) = Gy, y considerando (g | p) = e, se encuentra que la

amplitud de transicion infinitesimal se convierte en

_ dpn . (qn-i-l - qn) . _\ €
<Qn+17tn+1 | qTL7tTL> - /ﬁexp {ZPHT <1 - ZH(]%an)ﬁ) . (219)

Ahora el paso esencial, y matematicamente no trivial, es hacer la particion cada vez
mas pequena y tomar al limite € — 0, N — oo. Con esto la amplitud de transicion

se convierte en

N—-1 d
(a5, t7 | girts) = lim /Hd p” (2.20)

N—00,e—0
ie N-1 . N-1 _
X exp (ﬁ an—qn+1€ %) H <6%H(p""7")>
n=0 n=0

lo que lleva a

N-1
iV =]
<qf7tf ‘ sz 1 N—><1>£2—>0/ H

. N-1
L€ Gn+1 — dn
e n— H nsy 4n .
p (h ; P (Pns 4 ))
(2.21)
En el limite N — ooy € — 0 los puntos de la particién ¢, y p, estan arbitraria-
mente cercanos entre si, asi como los p,correspondientes. Consideremos la siguiente

notacion

N-1
dp
/ n
11_{% 1\}151 /nlzl1 dg, — /Dq hII(l) ]\}5%0/ | | —> /Dp, (2.22)
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donde la prima en la medida de la posicién nos recuerda que hay una integracion
menos en ¢, con respecto a la del momento p,,. Realizando la sustitucion apropiada

para el limite continuo
J— N- t'
BD ) ed St [ drfio) (229
t

€

[y

n=0

llegamos a
(ar.tr | @irti) = /Dq’Dpe“f dr(pi—H(p.0)) (2.24)
La ecuacién ([2.24)) es conocida como formula de Feynman en el espacio fase. Cuando

es viable realizar la integracién en momentos (2.24)) se convierte en

iS[q]
(qr:ts | aiti) Z/qu R (2.25)

2.2. Ejemplo: Propagador de particula libre

A continuacion se describe un ejemplo simple de aplicacién del esquema de la
integral de trayectoria. Se calcula el propagador de la particula libre con el método
de Feynman. De hecho, mas que reproducir la formula de Feynman aqui obtenemos
el propagador de forma explicita. En este sistema se tiene un potencial W (q) nulo,

entonces se tiene que

sty Lt = (Z22) 2H [/ dqnexp[ Nzéwnﬂ—qn)?]. (2.26)

Lo anterior considerando que se llevaron a cabo las integrales en la variable de mo-

mento, las cuales sélo pueden ser realizadas si el hamiltoniano tiene la forma estandar
2 . . .
H = = +V [13]. Para evaluar ([2.26) es necesario integrar sucesivamente sobre las

variables qi, ..., qn_1, por ello es conveniente hacer uso de la integral siguiente

/ dgnexp [—a(qn — ¢u-1)?] exp [=b(gns1 — @)*] =

—00

—

o aGni1 + bgn_1\” ab
/ dg,, exp —(a + b) (qn - %) - m(qn+1 - Qn—1)2] =
ab 9 T
————(Gnt1 — Gn— . 2.2
exp[ a+b(q+1 q 1)} a+b ( 7)
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Para la primer integracién en n = 1 de (2.27)) donde sélo entran los factores depen-

_im

dientes de ¢; se tiene que las constantes a y b son ambas iguales a a = b = —4.

Esto lleva a que la integral (2.27)) para n = 1 esté dada por

m *° m m m m
d 2 e — )2 = \/ —a0)%[2.2
2mihe J_ R |:27"_L€ (01 = q) } exp |:2h€ (2 — 1) } 2mih2e exp [262h(q2 %) } 8)

La expresién (2.28)) tiene la misma forma que ([2.26)) excepto que se reemplaza € — 2e.
El procedimiento se puede repetir para (2.27)) con n = 2

- m_ [ M )? moo el
\/27Tih26\/27rih6 / _daexp {27126(‘12 qo)}exp {%6(% QQ>:| =

[ m m Y
2mih3e *xp Lﬁ3,2(qg %) } ' (2:29)

Estudiando la recurrencia de las iltimas dos integrales se puede observar que cuando

el nimero de integrales es n el factor que va multiplicado a € es n + 1. Entonces

después de N — 1 integraciones se tiene que

m im 2
4\ = I / Near (N —q0) 2.
<thf | qltl> NI_>II(1>O 27TihN€€N 2h ) ( 30)

m T (ar—)?
t th = —e(tf tl)2h .
(asts | @its) Dmih(t; — 1)

Este es el propagador de la particula libre no relativista. En general, es conveniente

que es igual a

(2.31)

usar un esquema de aproximacion para el calculo de los propagadores, en particular
para sistemas méas complicados. En la siguiente secciéon consideramos unas de estas

aproximaciones.

2.3. Relacién de la funcion de particion con la in-
tegral de trayectoria de un sistema mecanico

En mecanica estadistica cudntica, se tiene que la funcién de particiéon Z(7T)

esta dada por:

~

Z(T)=Tr <exp (— KZT» , H = H(§,p), (2.32)
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donde H es el hamiltoniano del sistema, K la constante de Boltzmann y T la
temperatura.

La funcién de particion cudntica, Zgp(ts, ta), esta relacionada de manera muy
sencilla con el operador de evolucion de la mecanica cuantica. Para entender mejor
esta relacion se define a la traza de este operador como la funciéon de particion de

mecanica cuantica:

. _i(tp—ta)H

Zom(te, te) :=Tr <U(tb,ta)) =Tr (e 0 ) = /dq (g,ty | ¢.ta) . (2.33)
La funcién de particién estadistica-cuantica Z(T') puede ser obtenida de la mecénico-

cuantica al continuar analiticamente el intervalo t;, — ¢, de la siguiente manera

—ih
ty —t, = ——= =: —ihp. 2.34
b a KBT 5 ( )
Esta simple relacién formal muestra que la traza del operador de evolucién contiene
toda la informacién de las propiedades termodinamicas en equilibrio de un sistema
cuantico. Evaluando la traza en los vectores propios de la energia |n) se encuentra
Z(ty—t;) =Y e wltr=tbn (2.35)
n

Ahora, evaluando la traza en los vectores propios de la posicién |¢) obtenemos

2= [ @l 0a 0= [ dik@aiy -0, (23)

[e.9] [e.9]

Esto significa que ahora en la ecuacién discretizada para la amplitud de
transicion, el numero de integrales en el momento y en la posicién son el mismo. Por
otro lado, esto mismo significa que en el limite continuo se estd integrando no en
todas las trayectorias, sino en todas las trayectorias cerradas en ¢q. De esta manera

tenemos entonces que la funcion de particién puede ser expresada como

Z(ty t;) = / DgerSldl, (2.37)
alty)=q(t:)
En el capitulo 4 haremos uso de la aproximacién semiclasica, que expondremos
en el siguiente capitulo, en la funcién de particion (2.37)) para el caso de una particula
en un potencial cuadratico inverso en la posicién. Esto tanto en la cuantizacién de

Schrodinger como en la polimérica.

14



2.4. Aproximacién semiclasica

En esta seccién se describira la aproximacion semiclasica de un propagador en
la perspectiva de la integral de trayectoria de Feynman.

Consideramos la amplitud de transicion

iS(q.9)

(asty | aits) = / Dy et (2.38)

St

y que la constante de Planck A es un pardmetro muy pequeno comparado con los
valores tipicos de la accién. Con h apareciendo en el denominador del argumento de
una exponente imaginaria se ve que en el limite A — 0, la integral de trayectoria
se convierte en una suma de términos que oscilan rapidamente y en esta aproxima-
cién se cancelaran muchos, unos con otros. Este fenémeno es conocido de integrales

ordinarias

/OO dq_ e (2.39)
o Vi
las cuales se sabe que convergen a cero para h — 0. El comportamiento preciso de
(2.39) en este limite estd determinado por la aproximacion semiclésica.

En el limite A — 0, la integral es dominada por el extremo de la funcién
a(q), especificamente, por el valor absoluto mas pequeno al que se etiqueta como g,

donde
a'(ga) = 0. (2.40)

En la integral de trayectoria, el punto ¢, corresponde a la érbita clasica para la
cual la derivada funcional se anula. Para ¢ cerca del extremo, las oscilaciones del

integrando son muy débiles. El comportamiento oscilatorio dominante esta dado por

< d ia(q) ia(gep)
d W~ const x e n (2.41)

lim

——e
=0 J_ o vV 2mih

con una constante de proporcionalidad independiente de h. Esto puede ser calculado

desarrollando a(q) alrededor de su extremo

CL(:L’) = a(ch) + a/(QCZ)éq + %a//(QCZ)(éq)Q + %a(g)((kl)((SQ)s +.. (242)

15



donde dq = g — g4 es la desviacién respecto a gy y 0q se puede ver como una
fluctuacion cuantica . Por la ecuacion el termino lineal dq no contribuye al
desarrollo . Si a”(qq) # 0y las derivadas de orden superior son despreciables,
la integral es una integral de tipo Fresnel y puede ser llevada a cabo dando

ia(gq)

00 . ia o0 ia!! 2
/ dq. eméw —e (Zm / d5q. e% _ " ) (2.43)
—oo V2mih —o V2mih a”(get)

El lado derecho de la ecuacion es la aproximacién punto silla de la integral (2.39)).
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Capitulo 3

Mecanica cuantica polimérica

3.1. Algebra de Weyl y representaciéon polimérica

En este capitulo revisamos la cuantizacién polimérica [6, [7] que mimifica al-
gunos aspectos de la cuantizacién por lazos de la relatividad general. En la primera
seccién introducimos los elementos béasicos necesarios en el esquema hamiltoniano,
mientras que en la segunda extendemos las ideas al esquema de integral de trayec-
toria .

Una manera de entender como surge la representacion polimérica, es trabajan-

do con las versiones exponenciadas de los operadores de posicion y momento, § y

b,

~

U, = et Vi = e, (3.1)
donde \ y p son parametros reales. En el esquema de Schrodinger la accién de los

operadores Uu y V4 en un estado ¥(q) estéa dada por

Uab(q) = e"(q)  Vab(q) = ¥(g+ N). (3.2)

A diferencia de ¢ y p, Uu y Vi son operadores bien definidos en todo el espacio
de Hilbert de la representacién de Schrodinger Hge, = L%(dg, IR), al actuar sobre
cualquier funcion de cuadrado integrable y dando lugar a otra funcion de cuadrado

integrable.
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Actuando en un estado arbitrario se puede ver que U Wy V, satisfacen las reglas

de composicién:

~ A~ ~

UM UMQ = Uu1+u2 ‘A/)\I‘A/)\Q = ‘7)\14_)\2 UNV)\ = e_i“’\‘A/A(A]M, (33)
y las condiciones de realidad
ul=v., Vi=v, (3.4)

En la representaciéon de Schrédinger, estas relaciones son equivalentes a las rela-
ciones candnicas de conmutacion, y definen el dlgebra de Weyl. De acuerdo con el
teorema de Stone-Von Neuman [I§] todas las representaciones que cumplen ciertas
condiciones de regularidad e irreducibilidad son unitariamente equivalentes.

Sin embargo, motivados por la gravedad cuéntica por lazos [1], se puede optar
por relajar uno o méas de los requerimientos del teorema de unicidad de Stone-Von
Neuman y aun asi contar con un espacio de Hilbert. Esto es justo lo que sucede en
la descripciéon polimérica.

La representacién polimérica del algebra de Weyl no es equivalente a la re-
presentacion de Schrodinger ya que viola una de las condiciones del teorema de
Stone-von Neumann. Especificamente el operador Vi no es débilmente continuo en
A, como se muestra mas adelante, debido a la estructura discreta del espacio de confi-
guracion. Lo anterior implica que no existe un operador auto-adjunto p que cumpla
VA = e Bs decir, el operador ‘A/,\ no esta relacionado con un operador hermi-
tiano como un generador infinitesimal en la representacion polimérica. Esta iltima
relacién es valida solo en un espacio de configuracién continuo con p = —ihd%.

En la representacién polimérica el espacio de Hilbert H,y, no es separable.
Este es un espacio con bases ortonormales no numerables caracterizadas por kets
abstractos |¢;), etiquetados por nimeros reales g; y tal que su producto interno esta

definido como ,
s

5 1 _T ’ dp: e #Pi(@i—1) 35
. A e .e R\ J
<qz ‘ CIJ> qi,q;5 T1—I>Iolo orh o pi€ . ( . )
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Los operadores bésicos U, Wy V, actdan en los vectores base como:
Uulgj) = €™ |g;) Valai) = la; = A)-

Usando ([3.6) podemos ver que

lim (g | Vi [g) =lim (g |g—A)=limd,er=0.

Pero, por otro lado, tenemos que

‘7)\:0: 1 — <q | VA:O | Q> :5(1»(1: L,

y comparando (3.8)) con (3.7 vemos la falta de continuidad del operador Vi

(3.6)

(3.7)

(3.8)

En analogia con (3.2)), U Wy V son operadores unitarios bien definidos en todo

Hpoii y de hecho satisfacen (3.3)). El operador de posicién ¢ actia por multiplicacién

como en el caso de Schrédinger. Sin embargo, como ya se mencioné anteriormente,

una diferencia sensible es el hecho de que en el espacio de Hilbert polimérico H,o;

no existe un operador hermitiano p tal que (3.1]) sea satisfecha, es decir, el operador

de momento p no esta definido en H ;.

Para definir un operador que se asemeje al generador de traslaciones en la

representacion polimérica uno se puede apoyar en la descripcion clasica del sistema.

Clésicamente Vy = en*?, y considerando %p << 1 se propone

_ho [ Ap N
kx .—Asm(f_L) p+0O@®°),

y de esta manera se define un operador como de momento

o= BT

TN 2
Ahora, considerando que
, . 2,2
eMTp + e_MTp ~ 92— A p

h? "’
el reemplazo del operador de momento al cuadrado esta dado por
h2

_m:ﬁ@_m_ﬁg.
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Para completar nuestra discusién consideremos el caso de la particula libre.

Mientras que en la cuantizacién de Schrodinger el hamiltoniano es

Hy=— 3.13
0 2ﬂl7 ( )
en el caso polimérico tenemos
oo = 1 2-V, f/)-—lf( (3.14)
poli,0 — 22 A ) = om A .
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo
(a5 | Hyotio | ) = EW(qj) (3.15)
toma la forma de una ecuacion en diferencias
h2
52 29(@) = (g + A) = ¥lg = A)] = Evlg;). (3.16)

Esta ultima ecuacion sugiere una descomposicion del espacio de Hilbert polimérico

en sectores superselectos

Hpoti = €D M., (3.17)

0<r<i

donde H, esta formado por los vectores base correspondientes a una red regular
con paso Lo y que pasa por el punto situado a una distancia r desde el origen. La
presencia del parametro continuo 7 hace manifiesta la no separabilidad de H,;, no
obstante cada H, es separable, pues tiene asociada una base numerable.

Nos restringimos ahora al caso Hy que corresponde a r = 0, y que contiene
como uno de sus elementos al origen, |¢ = 0). La ecuacién estd ahora definida

sobre una red regular y esta dada por

2muiE
72

2(j) =0 -1 =9 +1) = O IVASA (3.18)

donde ¢(j) := ¥(q; = jpo). La solucién de esta ecuacién fue estudiada en [7]. A
saber, el espectro y soluciones respectivas son

h2

FE =
mA2

[1 — cos (k)] (3.19)
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20 =m0 0 po 2p0 3po 4po

Figura 3.1: Representacién del espacio de Hilbert polimérico {|¢;) = |jpo),j € Z}.

VE(j) = a1€'9* + age™ ", (3.20)

En este punto conviene considerar la relacién de completez asociada con el espacio
de Hilbert Hy. Esta sera tutil mas adelante también para implementar la integral de
trayectoria polimérica.

Recordemos que por el cardcter completo de la base se cumple lo siguiente

V) = Zak lqk) - (3.21)

kez
Usando la condicién de ortonormalidad de la base

(@ | ) = Z a (@ | qx) Z akO = Q. (3.22)

keZ kez

Insertando (3.22)) en (3.21]) vemos que

v) =Y la) ax | ¥) (3.23)

keZ

de donde obtenemos la relacion de completez polimérica en base de coordenadas

Z lar) (qr| = 1. (3.24)

keZ
Es natural ahora plantearse la forma de la relaciéon de completez en el analogo de la

base de momentos, es decir, aquella donde

IAp

Valp) =€ |p). (3.25)

Para tal fin notamos que proyectando (3.21]) en (p| se llega a

() =0p) =D apla) =Y axde(p). (3.26)

keZ keZ

21



Para obtener ¢x(p) usamos el siguiente argumento,

(@ |1 p) = &% (g | p) (3.27)
(@ —Ap) = T (q|p) (3.28)
tr—1(p) = 61'%@(1?)- (3.29)

La solucién de (3.29) toma la forma

- qpP

Pr(p) = Ae™" 1, (3.30)
con A una constante de normalizacién. Las funciones (3.30) tienen periodo 22 y

asi entonces los estados 1(p) como podemos ver de (3.26). Elegiremos el intervalo
—”7’1 <p< ’TTE, de modo que para normalizar (3.30]) requerimos que

wh wh

By By . 21h
Su = (ax L) = [ dpoio)onte) = AP [ dpet 0 4P 05, 3a)
5y -5

[ A
A=/ 32
2mh (3:32)
A la luz de (3.21)) y (3.26]) tenemos que

mh

Esto nos permite definir

v = [ v b)), (3.33)
b(p) = | ¥). (3.34)

Entonces o
W)= [ dolph (o), (3.35)

y de esta manera la relacién de completez en base de momentos es

mh

[ ol =1 (3.36)

Tenemos pues que el sector separable de H,,; o la representaciéon de coordenadas

tiene las siguientes caracteristicas:
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= la accion del operador de posicion esta dada por multiplicacion U, lg;) =
quj |Qj>>
= el operador V) actda por traslaciones como Vi lg;) = |g; — A\) y no existe p tal

que Vy := P,

= se tiene un producto interno definido por (g; | ¢;) = dg, ;-

» la posicién estd discretizada, ¢; = jA, j € Z.

= la variable tipo momento esté acotada: si Vy Ip) = €¥/" |p), —th <p< %ﬁ

Bajo un analisis similar al anterior , se puede ver que en la representacién polimérica

de momentos se tiene que:
= el operador V3 actiia por multiplicacién V) Ip;) = €7 |p;),
» la accién del operador Upo esta dado por Upo Ip;) = |pj — po) ¥ no existe q.

= se tiene un producto interno definido por (p; | p;) = 0y, p, -

En este caso
» el momento esta discretizado, p; = jpo, J € Z

= la variable andloga a la posicién estd acotada: si U, |q) = €09/ |q), —g—g <

<

7> Ppo
Cabe mencionar que a diferencia del esquema de cuantizacion de Schrodinger,
donde la formulacion de momentos y posiciones estan relacionadas de manera sencilla

por una transformacién de Fourier, en el esquema de cuantizacion polimérico, las

formulaciones de posiciones y momentos no son equivalentes [19].
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3.2. Integral de trayectoria polimérica para la particu-

la libre

Pasamos ahora a formular el esquema de cuantizaciéon polimérico en la integral
de trayectoria, usaremos por simplicidad el caso de la particula libre. Consideraremos
una particién del intervalo ¢y — ¢; e introduciremos entre cada punto comun entre
subintervalos, [t,,t, 1] un relacién de completez 3" |g,) (¢, = 1. La amplitud de
transicion para la particula libre polimérica en representacion de coordenadas toma

la forma

N-1 N
<Qf7 tf|q“ t2> = N—}})gle—m (H Z) (H <Qn7 tn‘qn—la tn—l>> ) (337)

n=1 gqn n=1
donde
<qna tlen—lu tn—1> - <Qn| e%ld;[pomo |qn—1> (338)
Yy
~ h2 N N
Hpoli,o = 2m1u% (2 - VMO - Vu0> . (339)

Haciendo uso de la cinematica polimérica se obtiene

mh

o Ko %pn(Qn_Qn—l)_LegSirﬁ[%]
ns tn|Qn— 7tn— i — d n e !
(s taltn-rta-1) = 5 | dpne 0 (3.40)
1o
La amplitud ([3.37) se convierte en
N-1 N =k . .
(ap-trlasst) = lim ( ) ( oo | ) R T L
N—00,e—0 nel o oo 27h —Trgh
= /D'qu enses (3.41)

Aqui para llegar a la accién efectiva hay algunas sutilezas debido a la naturaleza

no se

discreta de ¢. La primera, es que en el limite de N — oo el término %
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puede interpretar como una derivada de la posicién respecto al tiempo pues los g,

son discretos, para esto reescribamos la suma que aparece en (|3.41|)

N N

<Z Pnn — an%z1>
n;l ;ill

(Z Prndn — me—i-l%n)
n=1 m=0

N

an Qn _EQn—l _

n=1

o |

|

1 N-1 N-1
=~ [ D Putn T PNOY = D Pt — Q1QO]
| n=1 m=1
1 N—1 N-1
= E Z:lpnqn - Z:lpn-i-IQn +pNQN _pIQO] 5 (342)

con esto (3.41) queda como

wh

n=1 qn ©o

(3.43)
Para poder pasar de una variable discreta ¢; a una variable continua g en la integral

de trayectoria, usamos la identidad [14 20]

Z/Ozﬂ dpf(p, Qj>€iqu = /_Z dq /_Z dpf(p,q)e"®. (3.44)

La ecuacion (3.44)) es valida para cualquier funcién continua f(p,q) con un periodo

27 y convierte la suma discreta sobre j a una integral continua en ¢. Con lo anterior

(13.43) queda como
mh

N1l oo
(g7 tflgi, ti) = lim ( / d%) ( / dPN/ dpn) X3.45)
N—00,e—0 1/-

((Pnt1—Pn)an]+PN N — plqo—mﬁn “O,f’”

e v . (3.46)

\g|
iz
mw

De esta manera tenemos una integral de trayectoria habitual y en el limite continuo

obtenemos la accién efectiva

h2
S.p = / dt <pq' = S sin? [Z%D . (3.47)
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Si se compara (3.47) con la accién clésica

_ P

se tiene que la integral de trayectoria polimérica conlleva al cambio
h . [PHo
p— o sin [T} : (3.49)
en la accién efectiva, donde pi es el parametro asociado con el cardcter discreto de
la cuantizacién polimérica.

Si se lleva a cabo un procedimiento similar en la formulaciéon de momentos para
un hamiltoniano, por ejemplo, del tipo armédnico ﬁpoli = % - k%@ — Upo — U_po),
sucedera algo andlogo en la accién efectiva salvo que esta vez la variable fundamental
que se modifica es evidentemente la posicion, es decir,

h . Tqpo
q— o sin [?} . (3.50)
Donde pg es el parametro asociado a la discretez del momento. Entonces el hamil-

toniano efectivo sera

2 2
p* | kh* . 5 rqpo
Hef = % —+ p—gSln2 <—) . (351)

Tendremos oportunidad en el siguiente capitulo de explorar un sistema similar a

este.
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Capitulo 4

Funcién de particiéon semiclasica
de una particula en un potencial

cuadratico inverso en la posicion

En este capitulo abordamos primero las dificultades de la implementaciéon de
las condiciones de frontera para el potencial cuadratico inverso en la posicién en
el marco de la aproximacién semiclasica de la correspondiente funcion de parti-
cion. Enseguida proponemos una construccién de la accion efectiva para finalmente

reanalizar las dificultades mencionadas, ahora en el contexto polimerico.

4.1. Condiciones de frontera y aproximacién se-
miclasica

En esta seccion describimos la aproximacion semiclasica de la funcién de par-
ticién de una particula sujeta a un potencial cuadratico inverso en la posicién cuan-

tizado a la Schrodinger [10]. Consideremos el hamiltoniano,
P’ k

H(g,p) = 5~ +Wl(q), Wi(q) = Z (4.1)
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Vi(q)

Figura 4.1: Potencial semirestringido W =

alt)

donde q esta restringida a valores positivos y k es una constante. Para ¢ pequena el

hamiltoniano crece indefinidamente. Si g es grande, el potencial es despreciable y la

dindmica asintdtica basicamente es propagacién libre. Dado el hamiltoniano (4.1]) la

funcién de particién (2.37)) toma la forma

Z= / DgetSla/n

S[q]:/t;fdt<%2—§).

Haciendo una rotacién de wick de la forma

siendo S la accion

t — —it,

tenemos que

ty <2 k
— EA
S[q]—z/ti dt<2+q2).

Entonces la funcién de particion euclidiana se ve como

Zp = /qu;bl[q],
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siendo I[q] la accién euclidiana del sistema, dada por

Tlg = /t;f dt (mTqQ + %) | (4.6)

El caso de interés en el presente trabajo es el que considera el limite t; — oo, el
cual implica que ¢ |4 ;— o0 es la condicion de frontera asintética apropiada. Para
el tiempo inicial se usa el valor cero sin pérdida de generalidad, es decir, ¢; = 0.

La funcién de particién euclidiana involucra contribuciones de todas las
trayectorias consistentes con las condiciones de frontera. Pasamos ahora a la apro-
ximacién semiclasica de . Para esto se considera el desarrollo semiclésico de

(14.6))
I[ga + 6q) = I[gu) + I'[galdg + O(6¢°), (4.7)

que lleva, con I'[g4] =0, a

Zp & exp (_%J[qdo / Dégexp (_%0(5(12)) . (4.8)

La aproximacién semiclésica estd bien definida sdlo si la accion evaluada
en las soluciones cldsicas es acotada I[gy] < oo y si la primera variacién de la
accién se anula al ser evaluada en las soluciones clasicas, dI[qy| = 0, para todas
las configuraciones que preservan las condiciones de frontera. Ninguna de estas dos
condiciones se cumplen para como se vera ahora.

La accion evaluada en las soluciones clasicas diverge porque asintéticamente
la propagacion es libre, es decir, cuando ¢y — oo. Desarrollando explicitamente la

accién (4.6)) evaluada en las soluciones clésicas se obtiene

tf~>oo m. th)OO k
I[ch] = / EQCIQCldt + / _gdtv (49)
t;=0 t;=0 QCZ
que implica
m | m [ . <k
I[ch] = = 4qc4cl - 5 QCZQCldt + / _th (410)
2 0 2 Jo 0 cl

Considerando el cambio de signo generado por la rotacién de Wick la ecuacién de
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movimiento correspondiente queda como

. ow
mj = —
q Bq
2k
= —— (4.11)
q
el segundo y tercer términos de (4.10]) se suman de modo que el remanente toma la
forma
m o0 > 2k
I[ch] = _QCZQCZ +/ —-dt. (412)
2 0 0 4z

Es claro que la ecuacion (4.12) diverge ya que ty — oo implica qu(t;) — ooy

Go = cte., mientras que el segundo término

¢
tr 1 v/mArcTanh [%] !
/ —dt = — < 0. (4.13)
t; 4 vV 2k

ti

En cuanto al segundo problema, se tiene que la primera variacion de la accién

evaluada en las soluciones clasicas estda dada por

0
& oL oL oL | e oL d oL
= dt | —dqg+ —d0¢| = —9 +/ dt[————}5
/0 {&Jq Jq q] 0qqo 0 og dtog) "
oL |~ *° ) )
= 8—q5q +/ dt(EDM)bq = (mdq),, o — (mGdq),_o.  (4.14)
0 0

El segundo término de la ecuacién (4.14]) no contribuye porque la trayectoria clasica
satisface las ecuaciones de movimiento. El dltimo término en estard sujeto a
0q |1,—0= 0, i.e variaciones nulas y es aceptable.

El caso de interés surge con 0q |;; 7 0. Esencialmente, como dq = ¢ — qu,
ambas, ¢ y g, crecen sin limite en ¢y — 0o pero su diferencia puede ser finita; un
reminiscente de la indeterminacion a = oo — 0o, a < co. Esta es obviamente una

condicién de frontera admisible. Por esta razén tenemos que

01(qat] = (MGadq) |t;=c0 # 0. (4.15)

Esto muestra que la primera variacion de la accién en la aproximacion semiclasica

de la funcién de particién para el potencial semirestringido W (q) = q% no se anula.
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qlt)

6q=0

Figura 4.2: En la integral de trayectoria usual las condiciones de frontera estandares

implican la misma variacién final e inicial, dq |;,= dq |;,= 0.

4.2. Deduccién de la accién efectiva polimérica

Antes de llevar a cabo un estudio del modelo mecanico presentado desde la
perspectiva de la cuantizacién polimérica, veamos cémo se puede obtener la accién
efectiva polimérica de este modelo.

Aqui llevaremos a cabo el desarrollo de la férmula de Feynman, en la repre-

sentacion polimérica de momentos. En este caso los operadores bésicos son

Vi lps) i= € |p)) Upo I5) = Ipj — Do) - (4.16)

De acuerdo con nuestra discusion en la seccién 3.1, el momento esta discretizado
en pasos de pg, con p; = jpo, j € Z, mientras que la posicion estd acotada —’;—? <
q < g—?. Como el operador de posiciéon no existe en esta representacion, construimos
el andlogo polimérico del operador de posicién al cuadrado, al que llamamos R,

basdndonos en la descripcién clasica donde U, := e9/" Usamos la expresién

iPod _ P4 p%qQ
e r +e R o~ —

h
F, q << p—o, (417)
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qlt)==

5q#0
t=w

Figura 4.3: Para el potencial semirestringido W = q%, en ty — 00, g5 — o0 las
variaciones finitas, dq | f_m;é 0, son admisibles.
para despejar ¢? y cuantizar directamente

A ﬁ2 o

Ri= = (2= Oy = O) (4.18)

po

Ahora procedemos a calcular la accién del operador R en el ket lg) en la polarizacién

de momentos polimérica. Usando la relacién de completez 3 |p,) (p,| = 1 vemos

que
Po ipn
Z [po) (pn | @) = (/5= Z pa) et (4.19)
donde (p, | ¢) = 2];35 et = ’ye . Realizando un corrimiento en (4.19))

= |pn+p0) (pn+p0 | @) = \/%Z Ipn + po) e Bl R (4.20)
y, analogamente,

= o —p0) (pn —po | q) = \/%Z p; — po) e Fr e, (4.21)
Usando combinada con y llegamos a

A hQ ipn 747 q ipn —Po4q
Rlg) = 2 <2!q po’YZ\pn+p0 et Ufpo’yZ\pn poye e h0>,
0
(4/22)
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que implica

> h2 ipng P04 ng —iP4q
Rlg) = (2|q 72|pn et —VZ\pn e h“) (4.23)

rearreglando términos en (4.23))

~ ﬁQ —ipgq
Rlg) = 5 (210 = lo) ¥ —la) ™)
h* . 5 [Pod
= Esm [?] lq) - (4.24)

La propuesta de operador inverso es entonces

R lq) = w2 csc” [7] ) - (4.25)

Ahora pasamos al formalismo de integral de trayectoria. Tenemos que la am-

plitud de transicion puede escribirse como

(@t q,t) = (1:[ /dqn) (H (@ tn | qn_l,tn_1)>. (4.26)

Ahora calculemos la amplitud de transicién en un subintervalo de la particion

(Gn>tn | Gno1,tn-1) = (qn | € Mg Gn-1) ; (4.27)
con I:Ipolz- = % + %. De (4.27) podemos desarrollar
(an | & F 0 | gt} & (a0 | 1= pelpny + O(@) [ g}, (428)
de esto se sigue
(g | €7 | g 1) ~ (4.29)
ARSI SUATATATSY L,

2
e 2 HGn—1
- z]: (@n | pj) (D | Gn-1) 1 OSC [ = ] ,
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que implica

_%Eﬁpoly ~ . . _ 2_6 p_j ’u_ 2 [ Hdn-1
<Qn | € | Qn—1> ~ Z <Qn | p]> <p] | Qn—1> (1 A {2m + h2 e8¢ [ h }})

J

y por lo tanto

i

(qn | e n

EHpoli

o) = 2 YR ), (4.31)
J

con Hep = % + %jCSCQ[M};l]. Sustituyendo lo anterior en (4.26) y llevando un
analisis similar al de (3.44]) obtenemos

N—-1 N—-1 00 PN dn—dn 1
(@t ] qt) = (H /dqn) (72 H/ dpn> e T c(mBTEE ) (g g9
n=1 n=1Y ~>

que es la formula de Feynman a partir de la cual se puede leer la accién efectiva
una vez llevados a cabo los limites N — oo y € — 0o. De interés para nosotros es la

accion efectiva polimérica

S.p = /dt {pq . (% + Z—zcs& [%D} . (4.33)

La ecuacién (4.33) sugiere que, en el esquema de cuantizacién polimérico en su

formulacién de momentos, la accién efectiva para una potencial W (q) = q% sufre un

cambio del tipo

(4.34)

4.3. Funcién de particion semiclasica polimérica
para una particula en el potencial cuadratico
inverso en la posicion

En esta seccion se estudiara el modelo mecanico usando la integral de trayec-

toria polimérica.
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V(q)

qatt)

Figura 4.4: Potencial Wy, (4.36).

El analisis sera llevado a cabo en la representacion polimérica de momentos

siguiendo la regla heuristica

- (4.35)

h2
q2 N _2Sin2 |:qp0i| 7
Po

inferida del estudio de la integral de trayectoria polimérica del capitulo|3|y la seccién

[1.2] Usando ([4.35)) la accién efectiva (4.6) toma la forma

Ipoi = /t;f dt {mTqQ + kh_];% csc? <Q_§0> — k]hj—é] ) (4.36)
Aqui hemos agregado una fase, el ultimo término en (4.36)), para que el minimo del
potencial coincida con el valor cero. Vemos de inmediato que hemos reemplazado
el punto en infinito del problema original por uno a una distancia finita. Hacemos
notar que en el modelo efectivo, a diferencia del original, el potencial llega a ser
nulo aunque no asintéticamente. Por esta razén el limite temporal superior ¢; no es
infinito. Es decir, el minimo del potencial polimérico , qs pory, = %, corresponde al
punto gy — oo en el modelo . El tiempo t¢ poy que corresponde a ty — 00 en

el modelo original, puede determinarse como sigue. La energia total en el modelo

polimérico esta dada por

2 2 2
p="49 4 (k& csc? [poq} — k&) , (4.37)

h h?



que implica

. ]2 P2, [Pod p2 2K
q—\/m (— 75 CSC [h]+kh2 +— (4.38)

ty
dq - / dt. (4.39)
t;

[
i \/% k:pocsc?[p°q]+k >+%

h2

y lleva a

Para estimar el valor de ¢; en la integral (4.39) se puede hacer un desarrollo en serie

del integrando. Considerando Y := 24 << 1 se tiene que (4.39) queda como

/ dt = / ————— + O[Y? | dg, (4.40)

2k
mq
y llevando a cabo la integracion se obtiene
_ 2 |9/
e

qi
Evaluando (4.41) en ¢ = q¢ poiy = % y truncando al orden dominante en pio tenemos

que
m2h2m B m2h2m 1
8Ep: 8E py

(4.42)

Evidentemente, si la escala de red en el espacio de momentos es pequena, py — 0,
con energia finita F, recuperamos el tiempo final infinito del modelo original.
Ahora discutiremos el efecto del modelo polimérico sobre los problemas de
la aproximacién semiclésica para el potencial semirestringido. Para facilidad del
analisis consideramos sélo un desarrollo en pg y truncamos al primer orden no trivial.

Empecemos por determinar si la accién (4.36) es finita o no. Su desarrollo da

b mg ko kpy o 2kpg
Iposilaa] = dt | — + — 0 0 Lo . 4.43
pali ~ [ e e - T 00m).

Realizando una integracién por partes en el primer término de (4.43)) tenemos que

t b Yok k 2kpi At
I -2 qu(jcldt‘l‘/ —th+/ L 2t — 020 (g 44)
ti t; t; el t;

5 qelqcl

]poli [QCZ] ~

2 15pa 1™ T3p2
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considerando los mismos argumentos que en la seccién [£.1] tenemos la ecuacién

mq = 8W8—’;"”, por lo tanto (4.44)) se convierte en

m ty bk 2kp2 At
Lot [et) & = Gge 2 [ —dt——2—. 4.45
poti (el 2QlQlti+ /t e 352 (4.45)

Dado que la integral

t

trq __t+C Vishimc, | |7
—dt = — /2 ArcTan |e Ve YO TV < (4.46)

w @ 2k A3

%
la accion es finita en virtud de que la posicién g.(tf) < oo y la velocidad estd
acotada para una energia finita ya que el subradical en debe ser positivo y el
ultimo término es evidentemente finito. Concluimos entonces que la accién poliméri-
ca evaluada en la trayectoria clasica g es finita, es decir, el caracter polimérico
del modelo resuelve el correspondiente problema de la aproximacién semiclésica del
potencial cuadratico inverso en la cuantizacién de Schrodinger semirestringido.

El segundo problema en el modelo original consiste en que la primera variacién
de la accion alrededor de la trayectoria clésica no se anula para todas las configu-
raciones consistentes con las condiciones de frontera. La primera variacion de I,q;

lleva a

Y mg® ko kpd 2kp?
§Loi[qal =6 — 4+ — L p—— 4.47
p ly[q l] /t, [ 9 + e + 15h4q 352 ( )
que implica
8 Lpotylger) = madq ;) +EDM. (4.48)

Ya que se esta evaluando alrededor de la trayectoria clasica, el término FDM repre-

senta las ecuaciones de Euler-Lagrange y por lo tanto se anula. De este modo:

5Ipoly[QCl] = chl5q |Z . (449)

Como efectivamente hemos recorrido el punto que en el modelo original aparecia en

infinito a una distancia finita del origen las Uinicas variaciones admisibles en ambos
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extremos son dq¢ = 0. Por lo tanto, la primera variacién de la acciéon polimérica

evaluada en la trayectoria clasica es cero
(Slpoly[qcl] =0. (450)

Una vez hecho el anélisis anterior es posible ver que el esquema de cuantizacién
polimérico en su formulaciéon de momentos hace finita la acciéon evaluada en la
trayectoria clasica. En cuanto al segundo problema tenemos que este esquema de
cuantizacion provoca que el modelo mecanico sea tal que la primera variacién de la

accion evaluada en la trayectoria clasica sea cero.
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Capitulo 5

Accion mejorada de una particula
con un potencial cuadratico

inverso en la posicion

Es de relevancia ver como la teoria de Hamilton Jacobi ayuda a resolver los
problemas descritos para el modelo cuantizado en el esquema de Schrodinger. Por
otro lado, también es de interés ver como este método es consistente con el modelo
polimérico, ya que es esta técnica la que se utiliza en modelos de agujeros negros
para resolver la dificultad de dar sentido a un desarrollo semicléasico de la funcién

de particion.

5.1. Modelo cuantizado en el esquema de Schrodin-
ger

En esta secciéon se describe como la formulacién de Hamilton-Jacobi de la
mecanica ayuda a resolver los problemas ya descritos para la funcién de particion
de sistemas mecanicos semirestringidos. Aqui seguimos esencialmente la referencia

IT0].
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Se tiene que se puede construir una accién distinta o mejorada, anadiendo un
termino de frontera a la accién (4.6]), asociado a una transformacién canénica, de la

manera siguiente

ty mq‘2 k ¢
I'lq] =/ dt <—2 +—2) - Glg, t)|d" - (5.1)
0 q
La variacion de (5.1)) toma la forma
oG\ . | oG
NI (mq' — —) oq| = (mq — —) oq 5.2
] 5. )01 i), (52)
. L y . 0G| ity
La primera variacién de la accién se anula, si —| se comporta como mgq |, i.e
41

como el momento p. Por otro lado, la funcién principal de Hamilton es una funcién
oG

con la propiedad o = p. Por lo tanto es natural conjeturar que G en (j5.1)) es
q

solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi,

oG G
H — — =0. 5.3
Para resolver la ecuacién (5.3 se hace lo siguiente. Se tiene el hamiltoniano eucli-
deano
)
q k

con p = %, la ecuacién (5.3) se lee como

1 (0G\*® k oG

— (=) =4+ == —0. 5.5

2m <8q) q> N ot (5:5)
Ya que la dependencia explicita de G en t esta presente sélo en el tltimo término, la

ecuacion (|A.18]) puede ser usada para eliminar el tiempo de la ecuacién de Hamilton-

Jacobi (5.5 y se obtiene
1 [ow\® &k

La constante de integracion es entonces identificada con la energia total E. La ecua-

cion (5.6 puede ser integrada de la manera

1
:\/QE/ dgy /1 + —, 5.7
w L B (5.7)
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donde por simplicidad se fija m = k = 1. Esto junto a la ecuacién (A.18) lleva

inmediatamente a:
G(q,t) = co — Bt + V2y/1+ E@® + V2loglg] — V2log[l + /1 + E¢?.  (5.8)

Ya que G(gq,t) es parte de la accién mejorada y por lo tanto no puede depender
de las constantes de movimiento, se construye la soluciéon envolvente, es decir, la
{ ida de 1 i6n (5.8 Iviendo 2% =0 E. L
energfa es removida de la ecuacién (5.8) resolviendo 5z = 0 para E. La constante
co es puesta a mano en cero de manera arbitraria aunque se pueden hacer otras

elecciones. Se tiene entonces

2 2 2
—ﬂwl+Ef+1+Ef}+%§1+v1+£m%+%;0/L+Ef+1+Efy—§§:0
(5.9)
De ([5.9) obtenemos E que tiene la forma

P 4q + ¢* — 2V 2¢%t
4 —42qt + 2¢22

Haciendo un desarrollo asintético en ¢ en ([5.8)) y para ello primero en ([5.10)) llegamos

(5.10)

a

q2

~ o (5.11)

luego, con el desarrollo asintotico ya llevado a cabo, tenemos que la funcién principal

esta dada por

q2
Gr . 5.12
57 (5.12)

Una vez calculada la funcién principal G(g, t) se obtiene la accién mejorada evaluada

en la trayectoria clasica alrededor del tiempo final, y esta dada por

2 ty ty k 2 |tr
F[qd] = 5 dt+/ ?— %
0 t; t;
ty k,
t; q

que es finita.
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Por otro lado, para la primera variacion de la accién mejorada tenemos

oG
oL [ga] = ( - 8_) 0q (5.14)
q t=ty
La derivada respecto de ¢ de la funcion principal esta dada por
2 2qF + ¢*F'
0G _ V2 _p an 4 (5.15)

g ¢ V2y/1+ ¢®E <1+ 1+q2E>
Ahora, evaluando asintéticamente y considerando £’ = 0, ya que la energia cinética

s . . 2
es un maximo y el potencial evaluado en ese punto es nulo, y £ |; j—00= 5, obtenemos

oG

— ~ Nl
9 D, (5.16)

tf—>oo

por lo tanto, tenemos que la primera variacion de la accién mejorada I' se anula

5F[qcl] = 0. (517)

5.2. Accién mejorada polimérica

La accién mejorada en el modelo polimérico esta dada por

mqg?

ty
Lpoti :/ dt [—2 + Wpolz’(Q):| - Spozi(q,t)m’ (5.18)
t;

donde Spey(q,t) es la funcién principal de Hamilton polimérica. Variando ({5.18))

alrededor de la trayectoria clasica se obtiene

. O0Spai\ < |
5Fpoly [Qd] - (mq - Pol ) 5(]

, (5.19)

t;

dq

de igual manera que en el modelo original, se procede a calcular la funcién principal
de Hamilton, entonces

— — Woui(q) = E, (5.20)

que implica

2
—aq ) - Wpoli(Q) + ot =0. (521)



Si se considera la ecuacién (A.18) se ve que

1 a”poli 2
Pt _Wo(g) = E .22
9 ( aq ) polz(q) 9 (5 )
que lleva a
Woti = /dq\/2mE + 2mWoai(q). (5.23)

Teniendo en cuenta y (A.18) se obtiene

Spoti(q,t) = —Et — %ZLS [ ] <G\/_p BLog [\/_BCOS [ h} +AD

(5.24)

donde

206 [P4]° 4 2
A= \/h2(kp kpCsc[h} —i—hE),

B = +\/kp*+ h?E,
bq
H = \/h2 (kp — kp?Csc [ h} + h2E>,
Pq
G = ArcTanh %] ,

F = Log [\/_BCos[h} +A}

De acuerdo al método presentado en el modelo original ahora se debe calcular

la solucion envolvente, lo que implica resolver la ecuacién

aSpoly(qat) _
e =0, (5.25)

para E, para luego sustituir £ en ([5.24)). Haciendo esto la funcién principal de

Hamilton debe de cumplir

aSpoly(Q7t) : (526)



ya que esta propiedad de Sy, (g, %) es la que permite solucionar el problema rela-
cionado a la primera variacion de la accién. Una vez determinada la solucién envol-
vente, se encuentra que la energia queda como funcién de la posicién y el tiempo,
E = E(q,t). Esto implica que uno puede escribir la energia total de la siguiente

manera

E<q?t) = K(Q?ﬂ + Wpoli(Q)? (527)

en sus partes cinética y potencial respectivamente. Ahora se procede a derivar

%ﬁ:—m—i@fsm [p }E'—ﬁc [h] (G\/E —BF)

h
A[:[nh (G\/—p BF) Sin [%} (2kp Cot [ ] Csc [ h} +h2E’>

~ S (VB - ) sin [21] (appsin | 24 sin [54] " £')

h
o Hsin [32] (~ 3225 (3] + 5 Cos 3] £ L TE el R )

A?p + /2ABpCos [%}

2B2p51n[%]

\[pCos[p?] < f_BZE/-‘r?#COS[qu]E >

4H*Vkph?Sin [22]* | ¥2E22giy [24]

(5.28)
Una vez obtenida la derivada, se evalia cada elemento de ésta en tf,,; y no es

demasiado dificil convencerse de que, en efecto, ésta va como el momento, es decir,

aSpoli(Qa t) _ mq (529)
aq t—tf,polz
lo cual implica
6L poti[qer] = 0. (5.30)
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Con lo anterior se puede observar que los problemas ya descritos pueden ser
resueltos, y por lo tanto el desarrollo semiclasico de la funcién de particion puede

ser llevado a cabo, aun en el caso polimérico.
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Capitulo 6

Conclusiones, discusion y

perspectivas

Una propuesta de teoria de gravedad cuédntica desarrollada recientemente es
la denominada Gravedad Cuéntica por Lazos (GCL) [I]. Esta es de interés pues ha
generado evidencia de que en situaciones donde el campo gravitacional es extrema-
damente intenso, como la gran explosién en modelos césmicos [12) 21] y el interior
del agujero negro de Schwarzschild [22], se elimina la singularidad clésica.

GCL es un tratamiento hamiltoniano de la relatividad general en el que a nivel
cuantico los estados gravitacionales resultan estar etiquetados por graficas formadas
por nodos y aristas. La llamada mecanica cudntica polimérica es un esquema de
cuantizacion para sistemas con un nimero finito de grados de libertad inspirado en
GCL, el cual es 1til para estudiar de forma mas sencilla situaciones de interés fisico.
En este caso los graficos son conjuntos numerables de puntos en la recta real.

Una alternativa al tratamiento hamiltoniano de la gravedad cuantica, son los
modelos inspirados en la integral de trayectoria de Feynman. Uno de los objetos de
estudio de esta tesis, es el como se modifica la integral de trayectoria cuando se hace
uso de la representacion singular polimérica del algebra de Weyl, dando lugar a una

accién efectiva polimérica que aparece en la llamada férmula de Feynman. Esto se
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ha mostrado para sistemas como la particula libre y el oscilador arménico [23], sin
embargo, para potenciales singulares este analisis esta abierto. Lo anterior puede
entenderse estudiando la relacion
_ieH _ie(T+W)
e h o =e R (6.1)
con T' el término cinético y W el término asociado al potencial en el hamiltoniano.
Este operador de evolucion puede ser factorizado a través de la formula de Baker-

Campbell-Hausdorff de la manera

715(T+‘A/) ieV ieT ie2 X
h

—e he he K , (62)

e

donde el operador X es el desarrollo

X = %[V,T} -5 (é[v, 7)) — %[[V,T],T]) + o). (6.3)

Para un potencial no singular, como por ejemplo el del oscilador armoénico, uno
puede despreciar el término e_%, sin embargo, para potenciales singulares esto no
puede llevarse a cabo debido a que los conmutadores se hacen singulares. Esta
problematica llevé a Kleinert [14] a desarrollar un método para obtener una férmula
de Feynman para algunos de estos potenciales, sin embargo, este método no fue
explorado en nuestro trabajo. Nuestra hipdtesis de trabajo aqui es que atin en estos
casos la accién efectiva puede obtenerse al reemplazar la variable de configuracion
por el seno trigonométrico de la misma: ¢ — sin (q%), donde p, es el paso de una
red regular en el espacio de momentos discreto.

Por otro lado, la descripcion de la termodindmica de agujeros negros hace
uso de la aproximacion semiclasica de la funcion de particién correspondiente. Esta
aproximacion sufre de varios problemas. Dos de ellos son, primero que la accion
evaluada en la trayectoria clasica diverge y, segundo, que la primera variacién de la
accién evaluada en ésta trayectoria no se anula para todas las condiciones de frontera

admisibles. Estos problemas pueden resolverse introduciendo un término de frontera

en la accién basado en la teorfa de Hamilton-Jacobi. Notablemente, Grumiller [10]
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mostré que estos problemas surgen igualmente en el estudio de sistemas con un
potencial cuadratico inverso en la posicién y su solucién se basa igualmente en la
teoria de Hamilton-Jacobi.

Con esta motivacion, en el capitulo 4, estudiamos la aproximacion semiclasica
de la funcion de particion, ec. , para un sistema mecanico con un potencial
cuadratico inverso en la posicién bajo el esquema de cuantizacion de Schrodinger.
Planteamos la funciéon de particion de tal sistema y estudiamos el desarrollo se-
miclasico de ésta, ec. . Procedimos a analizar la accién y su primera variacion
evaluada en la trayectoria clasica. En el caso de la accién, uno puede apreciar que
debido al limite temporal que es tomado en la integral respecto al tiempo del lagran-
giano, la accion diverge cuando es evaluada en la trayectoria clasica, ec. . Por
otro lado, en el caso de la primera variacién de la accion evaluada en la trayectoria
clasica uno ve que ésta no se anula, ec. , debido a que variaciones finitas son
permitidas para tiempo infinito. Posteriormente implementamos la cuantizacién po-
limérica para el potencial cuadratico inverso en la posiciéon y obtuvimos una accién
efectiva. Con esta analizamos nuevamente la aproximacion semiclasica. Finalmente,
en el capitulo 5, estudiamos el método de Grumiller [I0] para el modelo cuantizado
de ambas maneras. En ambos casos se verifica la viabilidad del método, aunque en
el dltimo caso no es necesario aplicarla para resolver la problematica de la aproxi-
macion semicldsica de la funcién de particién del modelo de una particula en un
potencial cuadratico inverso en la posicion.

Las conclusiones de este trabajo son las siguientes. Para el sistema de una
particula en un potencial cuadrético inverso en la posicién el esquema de cuantiza-
cién polimérico da lugar a una accién finita cuando es evaluada en la trayectoria
clasica y por tanto regulariza la divergencia que aparece en la aproximacion se-
miclasica de la funcién de particiéon en la cuantizacion a la Schrodinger. En este
caso la primera variacion se anula para variaciones consistentes con las condiciones
de frontera. En resumen el desarrollo semicldsico polimérico de la funciéon de par-

ticion esta bien definido sin necesidad de agregar términos de frontera. Cabe hacer
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notar que el modelo polimérico contiene al modelo original, en el limite en que la
escala de discretez de momento pg es pequena. La posicién y el tiempo van a infinito
en este limite . Es importante subrayar que el modelo original es considerado por-
que reproduce ciertas caracteristicas problematicas encontradas en el tratamiento
de agujeros negros, sin embargo, al polimerizarlo estas ya no aparecen.

El modelo polimérico contiene la condicion en infinito del modelo original sélo
en forma de limite. Por esta razén la condicién de variaciones finitas no nulas en
la frontera no son admisibles en el caso polimérico. Puede ser de interés explorar
variaciones nulas en frontera y posicién finita que se hacen finitas en posicion infinita.

Entre las perspectivas de este trabajo esta realizar un anélisis similar al presen-
tado aqui para el caso de agujeros negros [9, [I7] . Es de esperarse que polimerizar
agujeros negros en el mismo sentido que se hizo en esta tesis, llevaria a que la
termodindmica de éstos contengan correcciones poliméricas, esto debido a que el
término de frontera agregado en la accion estd directamente relacionado con la ter-
modindmica de estos sistemas [16]. En relacién con el modelo polimerizado, es de
interés analizarlo en dos direcciones adicionales. Por un lado se le puede aplicar la
técnica desarrollada en [I4] para potenciales singulares. Por otro, es posible conside-
rar la polarizacion de coordenadas polimérica donde la coordenada no esta acotada.
En este caso el potencial singular [24] permite un tratamiento inspirado en lazos [I]

y el andlisis tipo Hamilton-Jacobi tendria que aplicarse.
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Apéndice A
Teoria de Hamilton-Jacobi

En este apéndice se revisa la formulaciéon de Hamilton-Jacobi de la mecanica
clasica. Esto, con el fin de resolver los problemas encontrados en la aproximacién
semiclasica de la funcion de particién del sistema semirestringido.

Una manera de describir las propiedades de un sistema mecéanico esta basada
en la teoria de Hamilton-Jacobi. En ella uno busca una transformacién candnica de
las coordenadas y momentos (g, p), al tiempo ¢, a un nuevo conjunto de cantidades
constantes, las cuales pueden ser los 2n valores iniciales, (qo,po), a tiempo ¢t = 0.
Con tal transformacién, las ecuaciones que relacionan las viejas y nuevas variables

candnicas son exactamente la solucion deseada al problema mecanico

q = q(qo, po, t) p = p(qo, Pos t). (A1)

Estas dan las coordenadas y momentos como funcién de sus valores iniciales y el
tiempo.

Se puede asegurar autométicamente que las nuevas variables sean constantes
en el tiempo al exigir que el hamiltoniano transformado, K, sea idénticamente cero,

por lo que las ecuaciones de movimiento son

oK . oK
or, =" g,

Ya que @); y P; son variables candnicas estas, permiten preservar el principio variacio-

=P, =0. (A.2)
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nal. Dado esto, es posible ver que K debe de estar relacionado al viejo hamiltoniano

a través de una funcion generadora F' por la ecuacion

oF
K=H+ — A3
y es cero si F' satisface la ecuacion
F

Es conveniente tomar a F' como funcién de las coordenadas viejas ¢;, el nuevo mo-
mento constante P;, y el tiempo, F'(q, P,t). Para escribir el hamiltoniano de la ecua-
cién anterior como funcién de la mismas variables, se puede hacer uso de las ecua-

ciones de transformacion

OF
= A.
pl 0(]17 ( 5)
tal que
oF  OF oF
H (ql,....qn,a—%,...,a—%,t> +E =0. (A6)

Esta ecuacién, es conocida como ecuacion de Hamilton-Jacobi y constituye una ecua-
ci6én diferencial parcial en (n + 1) variables, ¢i, ..., ¢,; t, para la funcién generadora
deseada. Se denotara la funcion F', como S, tal y como se denomina a la funcion
principal de Hamilton.

La ecuacién (|A.6]) sélo proporciona la dependencia en las viejas coordenadas y
el tiempo; no parece decir como el nuevo momento esta contenido en S. De hecho,
el nuevo momento no ha sido especificado aun, excepto que sabemos que debe de
ser constante. Sin embargo, la naturaleza de la solucién indica cémo los nuevos P,
deben ser seleccionados.

Matemaéaticamente la ecuacién tiene la forma de un ecuacién diferencial
parcial de primer orden en n + 1 variables. Hay una solucion a la ecuacion de
la forma

S = S(q1y ey G 1y ooey Qs ), (A.7)

donde las cantidades oy, ..., a1 son n + 1 constantes independientes de integra-

ciéon. Una de las constantes de integracién, sin embargo, es de hecho irrelevante en
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solucion. Esto se ve porque S no aparece en la ecuacion , solo sus derivadas
parciales respecto a ¢q o t estan involucradas. Por lo tanto, si S es alguna solucién
de la ecuacion diferencial, entonces S + «, sonde « es cualquier constante debe de
ser solucién también. Una de las n 4 1 constantes de integracién en debe por
lo tanto aparecer solo como una constante aditiva sumada a S. Pero una constante
aditiva no tiene importancia en una funcién generadora ya que solo derivadas par-
ciales de la funcién generadora ocurren en las ecuaciones de transformacién. Por lo
tanto, para nuestros propositos una solucién completa a la ecuacién puede ser

escrita en la forma

S = S(q1y ey Gn; 1y oevy Qi ), (A.8)

donde ninguna de las constantes es unicamente aditiva. En , S corresponde
exactamente a la forma deseada para una funcién generadora del tipo F' = F(q, P, t),
para la ecuacién se presenta S como funcién de n coordenadas, el tiempo t,
y n cantidades independientes «;. Por lo tanto se esta en libertad de tomar las n

constantes de integracion como los nuevos (constantes) momentos

Tal eleccion no contradice la afirmacién original de que el nuevo momento esta conec-
tado con los valores iniciales de g y p al tiempo ty. Las n ecuaciones de transformacién
para esta funcion generadora , p; = 3—5, pueden ser ahora escritas como

1

_08(gq, 1)
L P

donde ¢, « representan el conjunto completo de cantidades. Al tiempo t,, estas

(A.10)

constituyen las n ecuaciones relacionando las n a’s con los valores iniciales ¢ y p,
lo que permite evaluar las constantes de integracién en términos de las condiciones

iniciales especificas del problema. La otra mitad de las ecuaciones de transformacién

para la funcién generadora del tipo F' = F(q, P,t); Q; = %, que proporcionan las
nuevas coordenadas constantes, aparecen como
0S(q, a, t)
=B = ————. A1l
Q=== (A11)
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Las constantes 3 pueden ser obtenidas de forma similar de las condiciones iniciales,
simplemente por calcular el valor del lado derecho de la ecuacion (A.11) a tiempo
t = ty con los valores iniciales conocidos de ¢;. Las ecuaciones (A.11]) pueden ser

invertidas para representar ¢; en términos de o, 3, y t

q; = Qj(a7ﬁ7t)a (A]_Q)

lo cual resuelve el problema de dar las coordenadas como funciones del tiempo y las
condiciones iniciales. Después de que la diferenciacién en las ecuaciones (A.10) ha
sido llevada a cabo, la ecuaciones ([A.12)) pueden ser sustituidas por las ¢s, dando

por lo tanto el momento p; como funciones de «, 3, y t:

pi = pi(a, B, ). (A.13)

Las ecuaciones y (A.13)) por lo tanto constituyen la solucién deseada completa
de las ecuaciones de movimiento de Hamilton.

La funcién principal de Hamilton es por lo tanto el generador de una trans-
formacion canodnica a coordenadas y momentos constantes; cuando se resuelve la
ecuacion de Hamiton-Jacobi, se estda al mismo tiempo obteniendo una solucion al
problema mecanico. Hasta cierto punto, la eleccion de las a’s como nuevo momen-
to es arbitraria. Se puede también escoger cualesquiera n cantidades, ;, que sean

funciones independientes de las constantes de integracion «;:

Vi = Vi (s ooy ) - (A.14)

La funcién principal de Hamilton puede ser escrita como una funcién de g;, v;, v t,
y el resto de la derivacién no se modifica.
Una mayor comprension del significado fisico de la funcion principal de Hamil-

ton se obtiene por examinar su derivada total respecto del tiempo

as oS oS
=g+ == Al
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ya que los P; son constantes en el tiempo. Por las ecuaciones (A.10) y (A.6) esta

relacién también puede ser escrita como

dS
di biq H L (A )

tal que la funcién principal de Hamilton difiere de la integral del lagrangiano en el

tiempo a lo mas en una constante
S = / Ldit + . (A7)

Cuando el hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo la funciéon prin-

cipal de Hamilton puede ser escrita de la forma
S(q,a,t) = W(q, ) — o, (A.18)

donde W (g, @) es llamada funcién caracteristica de Hamilton. El significado fisico

de W puede ser entendido por escribir su derivada temporal total

dw oW,
7 8_%% (A.19)

Comparando esta expresién a los resultados de sustituir (A.18]) en (A.10]) es claro

que
by = %Z (A.20)
y por lo tanto,
CZ—T = Pidi (A.21)

esto puede ser integrado para dar

que se puede interpretar como un trabajo generalizado.
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Apéndice B

Funcién de particiéon semiclasica
de un agujero negro de

Schwarzschild

En la perspectiva de la integral de trayectoria para la cuantizacion de un campo
¢ [16], se expresa la amplitud para ir de una configuracién del campo ¢; a un tiempo

t1 a otra configuracién ¢, en un tiempo ty como

(P, t2 | P1,t1) = /D¢€U[¢]’ (B.1)

donde la integral de trayectoria es sobre todas las configuraciones del campo ¢ que

toman los valores ¢, a un tiempo t; y ¢9 a un tiempo t,. Pero tenemos

(Pa,ta | Pr.t1) = (o | e BT | g)) (B.2)

donde H es el hamiltoniano. Si uno hace la continuaciéon analitica to —t; = —i8 y

¢1 = ¢9, v las sumas tinicamente sobre ¢; se obtiene
Tre PH = / Depetll?l, (B.3)

donde la integral de trayectoria ahora es tomada sobre todos los campos que son

periédicos con un periodo [ en un tiempo imaginario. El lado izquierdo de (B.3)) es
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la funcion de particion Z para el ensemble candnico, que consiste de un campo ¢ a
una temperatura 7' = 37!. Por lo tanto, se puede expresar la funcién de particién
del sistema en términos de una integral de trayectoria sobre campos periddicos.

También se pueden considerar ensembles gran candnicos en donde se tienen
potenciales quimicos p; asociados con cantidades conservadas C;. En este caso la
funcién de particion es

Z = Tre P(H-ZimCi) (B.4)

Por ejemplo, se puede considerar un sistema a una temperatura 7' = 3~! con un
momento angular J dado y una carga eléctrica (). Los correspondientes potenciales
quimicos son en este caso la velocidad angular €) y el potencial electrostatico ®.
La contribuciéon dominante a la integral de trayectoria viene de las métricas
g v campos de materia ¢ que estan alrededor de un campo de fondo gg y ¢¢ que
hacen extrema la accion, esto es, que son las soluciones de las ecuaciones de campo

clasicas. Uno puede expresar g y ¢ como
g=9 +g (B.5)

¢ = o+ ¢ (B.6)

, vy desarrollar la accién en una serie de Taylor respecto los campos clasico, esto es

I1q, 9] = I[go, po) + L2[g] + L2]P] + - - -, (B.7)

donde I son términos cuadraticos en las fluctuaciones g y ¢. Si uno desprecia térmi-

nos de orden superior la funcién de particion esta dada por
log Z = il[go, ¢o] + log/DgeiIQ[g] + log/queuz[‘ﬂ. (B.8)
Ahora, se tiene la relacién termodinamica
logZ = -WT™, (B.9)

donde W = M — TS — Y. 1;C; es el potencial termodinamico del sistema. Por lo

tanto, se puede considerar iI[go, ¢o] como la contribucién principal a —WT~! y el
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segundo y tercer términos en (B.§]) como contribuciones cuénticas que no tomaremos
en cuenta ahora.
Se puede aplicar el analisis hecho hasta ahora, por ejemplo, para un agujero
. . . k .-, . ey .
negro estacionario con temperatura 7' = 5=. La funcion de particién de un agujero

negro de Schwarzschild estd dada por la expresion [16]

M

I ~im— B.10
T = ( )
ahora considerando las relaciones
log(Z) ~ il (B.11)
y
log(Z) = -W/T (B.12)
obtenemos
1
pero
W=M-TS (B.14)
por lo tanto,
1
§M =TS. (B.15)

Por la formula de Smarr, que consiste en lo siguiente,
1 —1
§M = k(8m) A, (B.16)

se puede deducir

S=-A (B.17)

Donde S es la entropia del sistema.
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