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RESUMEN 
 

 

La incorporación de la hidrodinámica en el modelo de un reactor de lecho empacado con 

enfriamiento en la pared es esencial para describir el comportamiento de reacciones de oxidación 

altamente exotérmicas. La ecuación de Navier Stokes acoplado a los términos de Darcy y 

Forchheimer es el modelo hidrodinámico convencional utilizado para predecir los perfiles de 

velocidad en este tipo de reactores, sin embargo, este modelo presenta algunas inconsistencias de 

carácter fenomenológico y numérico al ser empleado en el modelo del reactor. Por lo tanto, la 

investigación descrita en esta tesis se centró en el desarrollo y validación de un modelo aproximado 

para describir la hidrodinámica en un reactor industrial de lecho empacado con baja relación de 

dt/dp empleado para llevar a cabo la deshidrogenación oxidativa de etano a etileno, utilizando un 

oxido mixto multimetalico (MoVTeNbO) como catalizador. 

 

En este modelo aproximado, los perfiles de velocidad se describieron en dos regiones del lecho 

empacado; la región central y la región cercana a la pared. Las interacciones entre el sólido y el 

fluido fueron los fenómenos dominantes considerados en la región central descritos mediante los 

términos de Darcy y Forchheimer, mientras tanto, en la región cercana a la pared se utilizó la 

ecuación de Navier Stokes empleando una viscosidad efectiva para tomar en cuenta los fenómenos 

de turbulencia generados en esta región. Los perfiles de velocidad evaluados con el modelo 

hidrodinámico aproximado fueron similares a los obtenidos con el modelo hidrodinámico 

convencional para lechos empacados con diferentes relaciones de dt/dp (3, 5 y 6) y diferentes 

condiciones de flujo. Además, el modelo hidrodinámico aproximado fue validado con 

observaciones experimentales de velocidad, resultando en una apropiada predicción de los perfiles 

de velocidad. Para la obtención de estos resultados, fue necesario la estimación de algunos 

parámetros, los términos viscoso e inercial de la ecuación de Darcy y Forchheimer (α y β) en ambos 

modelos hidrodinámicos y la viscosidad turbulenta (μt) para el modelo aproximado.  



 

[b] 
 

En cuanto al transporte de calor en un lecho empacado en ausencia de reacción con una relación 

de dt/dp=3, ambos modelos hidrodinámicos fueron considerados para incluir el efecto de la 

hidrodinámica en la estimación de los parámetros de transporte de calor (keffz, keffr y hw) bajo el 

concepto de no isotropía y así describir observaciones experimentales de temperatura en la 

dirección axial y radial para dos condiciones de flujo diferentes. Los resultados muestran una 

mínima diferencia entre los parámetros estimados con ambos modelos aproximados y los perfiles 

de temperatura obtenidos, sin embargo la diferencia radica en los tiempos de cómputo utilizados 

en las simulaciones, donde es notable la reducción del tiempo con el modelo hidrodinámico 

aproximado. 

 

Finalmente, la información obtenida con ambos modelos hidrodinámicos y los parámetros de 

transporte de calor fueron transferidos a un modelo pseudo heterogéneo para simular el 

comportamiento de un reactor de lecho empacado con enfriamiento en la pared a escala industrial 

para llevar la deshidrogenación oxidativa de etano a etileno utilizando un catalizador novedoso de 

óxido mixto multimetalico (MoVTeNbO). Los resultados de la simulación indican que la 

temperatura del baño de enfriamiento y el régimen de flujo tienen un efecto importante en el 

rendimiento del reactor, específicamente se presenta un aumento en la conversión del etano a una 

temperatura de 480 °C y un número de Reynolds de partícula de 1400, sin embargo, a estas 

condiciones el incremento de la temperatura en el interior del reactor es considerable, generando 

la aparición de un punto caliente que puede causar daño en la estructura del catalizador y provocar 

una disminución considerable en la selectividad hacia etileno. Cabe señalar, que este estudio en 

uno de los primeros en considerar el efecto de la hidrodinámica en la reacción de deshidrogenación 

oxidativa de etano en un lecho empacado a nivel industrial. 
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Letras Romanas 

sa  área interfacial por unidad de volumen de catalizador, ms
-1 


iA  logaritmo natural del factor pre-exponencial, mmol (gcat h)-1 

nC  concentración molar del componente n en la fase fluida, kmol mf-3 

,n ssC  concentración molar del componente n en la fase fluida en el estado 

estacionario, kmol mf-3 

0nC  concentración molar de alimentación del componente n, kmol mf-3 

nsC  concentración molar del componente n en la fase sólida, kmol ms-3 

,ns ssC  concentración molar del componente n en la fase sólida en el estado 

estacionario, kmol ms-3 

fCp  calor especifico del fluido, kJ (kgf K)-1 

sCp  calor especifico del sólido, kJ (kgs K)-1 

pd  diámetro de partícula, ms 

td  
diámetro de reactor, mr 

4e hdt R  
diámetro de tubo efectivo, mr 

2Da K Rt  
número de Darcy 

effrD  
coeficiente de dispersión radial en el lecho, mr

2 h-1 

effzD  coeficiente de dispersión axial en el lecho, mr
2 h-1 

bf  
factor de fricción en el lecho 

,k nF  n experimentos 
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,k nF  respuestas predichas para las k observaciones 

AE  
energía de activación, kJ mol-1 

zg  
componente axial de la gravedad, mr h-2 

gh   coeficiente de transferencia de calor entre la partícula y el fluido, kJ ms
-2 (h 

K)-1 

wh  
coeficiente de transferencia de calor en la pared, kJ mr

-2 (h K)-1 

K  permeabilidad en el lecho, mr
2  

ik  
constante cinética de reacción, mmol (gcat h)-1 

effrk  conductividad térmica efectiva radial, kJ (mr h K)-1 

effzk  conductividad térmica efectiva axial, kJ (mr h K)-1 

gk  coeficiente de transferencia de masa entre la partícula y el fluido, mf
3 ms

-2 h-1 

nK  
constante de equilibrio de adsorción del componente n, Pa-1 

zK  
pseudo-permeabilidad en el lecho, mr
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L  longitud del reactor, mr 

m  orden de reacción para el oxigeno 

N  número de especies en la reacción 

expn  número de experimentos independientes 

respn  número de respuestas 

ip  
presión parcial del componente n, Pa 

zp  
componente axial de presión, kg mr

-1 h-2 

r  distancia en la dirección radial del lecho, mr 

ir  
velocidad de reacción especifica de la reacción i, mmol (gcat h)-1 

R  constante universal de los gases, kJ (mol K)-1 

0Re h e f z fdt v   número de Reynolds hidráulico 

0Re p p f z fd v   número de Reynolds de partícula 
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hR  
radio hidráulico, mr 

Rt  radio del tubo, mr 

2R  coeficiente de determinación 

t   tiempo, h 

T  temperatura, K 
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temperatura de alimentación, K 

bT  
temperatura del baño de sal, K 

sT  
temperatura del sólido, K 

,s ssT  temperatura del sólido en el estado estacionario, K 

ssT  
temperatura del fluido en el estado estacionario, K 
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z zU v v  
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velocidad superficial, mr h-1 

maxzv  
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,z ssv  velocidad intersticial axial del fluido en el estado estacionario, mr h-1 

CR
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velocidad intersticial axial del fluido en la región central, mr h-1 
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zv  
velocidad intersticial axial del fluido en la región cercana a la pared, mr h-1  

nw  
factor peso asignado a las n respuestas 
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nX  
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rendimiento de los productos (C2H4, CO2, CO y H2O) 
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Letras Griegas 

,   parámetros de la ecuación de Ergun 
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vector de parámetros optimo 

  espesor de la capa límite, mr 

0 nH  
entalpía estándar de adsorción para el componente n, kJ (mol K)-1 

 iH  
entalpía de reacción, kJ mol-1  
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w  
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INTRODUCCIÓN  

 

 

 

 

1.1 Motivación 

 

Desde los primeros años del siglo XX, con el descubrimiento de los catalizadores sólidos y su 

aplicación en los procesos químicos empleados en la industria química básica, la industria 

petroquímica y la refinación, algunos de los estudios teórico-experimentales en reactores de lecho 

empacado se han dirigido a aquéllos que operan en forma no-isotérmica y no-adiabática, algunos 

de los cuales operan reacciones altamente exotérmicas, como lo es la oxidación selectiva de 

hidrocarburos [1-14]. Los reactores de lecho empacado multitubulares son utilizados para llevar a 

cabo este tipo de reacciones ya que presentan una mayor superficie de contacto entre el empaque 

y el medio de enfriamiento. Sin embargo, estos reactores presentan gradientes de temperatura y 

concentración apreciables, y una alta sensibilidad a cambios pequeños en las condiciones de 

operación [3,11,15,16]. Además, debido a la alta exotermicidad de estas reacciones, la relación de 

diámetro de tubo a partícula (dt/dp) empleada en este tipo de reactores es menor a 8. El manejo de 

valores bajos de dt/dp favorece la transferencia del calor generado por la oxidación selectiva pero 

esencialmente las oxidaciones totales, sin embargo, esto también genera perfiles de fracción vacía 

apreciables y como consecuencia perfiles de velocidad en el interior del lecho empacado, que 

tienen una influencia importante en el transporte de calor y masa [4,9]. Por lo tanto, la 

consideración de la hidrodinámica en el modelado de un reactor de lecho empacado a nivel 

industrial es esencial para describir observaciones en presencia [12,17,18] y en ausencia de 

reacción [19,20].      
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En los últimos 66 años, diversas publicaciones han evaluado la incorporación de la hidrodinámica 

en los estudios de transferencia de calor y reacción en lechos empacados con baja relación de dt/dp 

a diferentes escalas [4,8,9,12,17,21-24]. Por un lado, la dinámica de fluidos computacional (CFD, 

siglas en inglés) se utiliza como una herramienta para describir en dos o tres dimensiones la 

distribución espacial del campo de velocidad, temperatura y concentración a lo largo de un lecho 

empacado [22,23], sin embargo, las longitudes de los reactores de lecho empacado descritos con 

CFD, no alcanzan las dimensiones industriales, ya que estas dimensiones exigen mayor tiempo de 

computo [20,22,25,26]. Por otro lado, esta situación requiere del uso de modelos aproximados 

efectivos [27-33], que se basan en datos experimentales y en los trabajos de Darcy [34], 

Forchheimer [35] y Brinkman [36], para evaluar los perfiles de velocidad de un lecho empacado. 

El modelo aproximado normalmente utilizado es la ecuación de Navier Stokes acoplando los 

términos de Darcy y Forchheimer (NSDF), que consideran las interacciones entre el fluido y el 

sólido [9,12,19]. Este modelo hidrodinámico considera el medio como pseudo-continuo y los 

términos promediados de velocidad y de presión son remplazados por términos locales, y la 

distribución de la fracción vacía debido a la baja relación de dt/dp se considera por medio de una 

ecuación empírica [27,37]. A la fecha, este modelo es capaz de predecir adecuadamente 

observaciones de velocidad en lechos empacados finitos con una relación de dt/dp menor a 8, sin 

embargo, estas ecuaciones solo han sido capaces de describir el sistema donde sus parámetros 

fueron determinados [28,30], y cuando este modelo es acoplado a un modelo pseudo heterogéneo 

para describir perfiles de temperatura y concentración en un reactor de lecho empacado industrial, 

la solución numérica requiere un tiempo de computo considerable [9,12,14]. 

 

Por otro lado, el etileno se considera como uno de los compuestos químicos más importantes en la 

industria petroquímica, ya que se utiliza como materia prima para la producción de polietileno, 

dicloruro de etileno, óxido de etileno, etilbenceno, alcohol etílico y acetato de vinilo [39]. En 2014, 

la capacidad mundial de producción de etileno fue de más de 146 millones de toneladas por año, y 

de acuerdo a la revista “Oil & Gas Journal” los suministros de etileno deben ser superiores a 160 

millones de toneladas en 2020. Estados Unidos y China tienen la mayor infraestructura de 

producción de etileno, con una capacidad de 28.12 millones de ton/año y 13.78 millones de ton/año, 

respectivamente. Según el anuario estadístico de PEMEX, en 2014 la producción de etileno fue 

0.99 millones de toneladas en ese mismo año [40,41]. La deshidrogenación oxidativa (DHO) de 
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etano es una de las alternativas más prometedoras para la producción de etileno desde el punto de 

vista ambiental y económico debido a que este proceso catalítico además de ser exotérmico y de 

no estar limitado termodinámicamente ofrece, con el uso de un catalizador adecuado, un 

funcionamiento a temperaturas moderadas por debajo de los 500°C, con lo cual el ahorro energético 

es apreciable, a diferencia de los procesos actuales de producción de etileno, tales como el craqueo 

térmico con vapor (pirolisis) de diversas corrientes de hidrocarburos, particularmente de gasóleo, 

nafta, gas licuado de petróleo y gas natural, que se lleva a cabo a altas temperaturas (entre 800 y 

900 °C) y el craqueo catalítico de fluidos a partir de gasóleos [42]. Aunque, a nivel mundial no 

existe una planta piloto para la producción de etileno vía DHO de etano, esta tecnología ha sido 

considerada por varios grupos de investigación como una tecnología prometedora para producir 

etileno [43,44]. No obstante, aún existen algunos retos que superar con la finalidad de comercializar 

el proceso catalítico de DHO a etano. Los principales retos son: por un lado, diseñar un catalizador 

activo y selectivo a la formación de etileno minimizando los productos de oxidación y, por otro 

lado, diseñar una tecnología óptima para este proceso cuyo componente esencial es el reactor [42]. 

En este sentido, uno de los catalizadores más prometedores para la DHO de etano es el óxido mixto 

multimetalico con base en Mo, V, Te y Nb (MoVTeNbO) en vista de su alta conversión de etano 

y selectividad hacia etileno [45,46]. Debido a la exotermicidad de la reacción de DHO, el reactor 

catalítico de lecho empacado con enfriamiento en la pared con una baja relación de dt/dp es 

propuesto como una opción comercial viable. Algunos investigadores han considerado este reactor 

para simular el posible comportamiento de la DHO en diferentes sistemas catalíticos, incluyendo 

la formulación de MoVTeNbO [14,39,47]. Sin embargo, estos estudios son cuestionables, ya que 

en el modelado utilizan cinéticas poco confiables y desprecian el efecto de la baja relación de dt/dp 

en el campo de velocidad y por lo tanto en el transporte de calor y masa. 

 

1.2 Planteamiento del problema 
 

Actualmente es claro que el proponer un modelo adecuado, que considere los distintos fenómenos 

catalíticos y de transporte de momento, calor y masa, es clave para llevar a cabo el diseño eficiente 

de un reactor de lecho empacado con enfriamiento en la pared utilizado para llevar a cabo 

reacciones altamente exotérmicas. Además, si el modelo es capaz de describir observaciones 

experimentales, la aplicación de este en los procesos de optimización o sistemas de control es 
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factible en unidades ya existentes. Particularmente, la incorporación de la hidrodinámica en los 

estudios de transferencia de calor y reacción es importante en el modelado de esta clase de reactores 

como se ha descrito anteriormente. Los modelos aproximados se consideran como una alternativa 

viable, con respecto a los estudios realizados con CFD, para describir los perfiles de velocidad 

desarrollados en el interior de un lecho empacado, sin embargo estos modelos, que se basan en la 

ecuación de Navier Stokes acoplada a los términos de Darcy y Forchheimer, aun presentan algunas 

incertidumbres relacionadas con la estructura del modelo y sus predicciones. Primero, la magnitud 

de la velocidad axial intersticial en la región cercana a la pared, donde la fracción vacía es cercana 

a la unidad, ha sido generalmente sobrestimada [29,31]. Dos aproximaciones han sido propuestas 

para resolver este problema: la inclusión de una viscosidad efectiva en lugar de la viscosidad del 

fluido en el término viscoso de la ecuación de Navier Stokes, siguiendo la aproximación de 

Brinkman [36] y la reestimación de los parámetros hidrodinámicos, considerados en los términos 

de Darcy y Forchheimer, que consideran el efecto de la estructura del lecho como una resistencia 

al flujo ocasionada por los fenómenos viscosos e inerciales relacionados con los esfuerzos de corte 

presentes en la superficie sólida de las partículas [33]. Segundo, el papel de la ecuación de Navier 

Stokes y los términos de Darcy y Forchheimer en el modelo hidrodinámico cuando describen los 

perfiles de velocidad en un reactor de lecho empacado no han sido analizados con mayor 

profundidad, y por lo tanto no se tiene claro cuáles son los términos que deberían utilizarse para 

describir los perfiles de velocidad en las diferentes regiones del lecho, es decir cuáles son los 

fenómenos que son predominantes a partir de las características propias de cada región del lecho, 

i.e. la fracción vacía, la caída de presión, etc.     

 

Con base en lo expuesto anteriormente, en esta propuesta de investigación doctoral se utiliza el 

modelado como herramienta para describir el efecto de la hidrodinámica en los estudios de 

transferencia de calor y en el modelo de un reactor de lecho empacado con enfriamiento en la pared 

con baja relación de dt/dp para reacciones altamente exotérmicas a escala industrial, que opera de 

manera no isotérmica y no adiabática. Para esto, se propone el desarrollo de un modelo 

hidrodinámico aproximado que considere los distintos mecanismos de transporte y que sea capaz 

de describir los perfiles de velocidad en lechos empacados con baja relación de dt/dp. Este modelo 

se acopla al modelo de transporte de calor junto con observaciones experimentales en ausencia de 

reacción para estimar los parámetros de transporte de calor correspondientes. Finalmente, el 
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modelo hidrodinámico propuesto y los parámetros estimados serán acoplados al modelo del reactor 

que considera los distintos fenómenos de transferencia de momento, calor y masa en el estado 

estacionario para la deshidrogenación oxidativa de etano a etileno en un catalizador multimetalico 

de óxido mixto (MoVTeNbO). 

 

1.3 Hipótesis 

 

Un modelo hidrodinámico aproximado, que considere los distintos fenómenos viscosos e inerciales 

en cada región del lecho, permitirá describir los perfiles de velocidad axiales desarrollados en el 

interior de un lecho empacado y evaluar el efecto de la hidrodinámica en los distintos fenómenos 

de transferencia de calor en ausencia y presencia de reacción en un reactor industrial, con 

enfriamiento en la pared con baja relación de dt/dp que opera de manera no isotérmica y no 

adiabática, para la deshidrogenación oxidativa de etano a etileno sobre un catalizador multimetalico 

(MoVTeNbO). 

 

1.4 Objetivos 

 

1.4.1 General 

 

Evaluar el comportamiento de la deshidrogenación oxidativa de etano a etileno sobre un catalizador 

multimetalico en un reactor industrial de lecho empacado con calentamiento en la pared 

considerando el efecto de la hidrodinámica mediante un modelo aproximado. 

 

1.4.2 Particulares 

 

 Desarrollar un modelo hidrodinámico aproximado para describir los perfiles de velocidad 

en dos regiones del lecho empacado; la región central descrita por los términos de Darcy y 

Forchheimer y la región cercana a la pared descrita por la ecuación de Navier Stokes basada 

en una viscosidad efectiva. 
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 Caracterizar la transferencia de calor en ausencia de reacción estimando los parámetros de 

transporte de calor, keffz, keffr y hw en un reactor de lecho empacado con una relación de 

dt/dp=3.0, considerando la hidrodinámica. 

 Estudiar el comportamiento del reactor de lecho empacado en estado estacionario 

considerando el efecto de la hidrodinámica, los fenómenos cinéticos y el transporte de calor 

y masa tanto en la conversión de etano como en la producción de etileno. 

 

1.5 Organización de la tesis 

 

La tesis se estructura en cinco capítulos, a continuación se presenta una breve descripción de 

su contenido. 

 

 Capítulo 1: En este capítulo se presenta una introducción general, en la que se destaca la 

importancia de considerar el efecto de la hidrodinámica en el modelado de un reactor de 

lecho empacado con baja relación de dt/dp, las diferentes metodologías para incorporar este 

fenómeno en el modelo del reactor y la problemática asociada. A su vez, también se 

presenta la DHO de etano como una alternativa para producir etileno. Como resultado de 

lo anterior, se establece la hipótesis y los objetivos de este trabajo. 

 Capítulo 2: Este capítulo trata acerca del desarrollo de un modelo hidrodinámico propuesto 

basado en el análisis de los fenómenos involucrados en dos regiones del lecho; la región 

central y la región cercana a la pared. Se comparan los perfiles de velocidad obtenidos con 

el modelo propuesto y con el modelo de Navier Stokes para tres sistemas que presentan 

bajas relaciones de dt/dp. Además estas predicciones se comparan con datos experimentales 

de velocidad para dos sistemas. 

 Capítulo 3: En este capítulo se desarrolla un estudio del transporte de calor en un lecho 

empacado a nivel industrial en ausencia de reacción. Este estudio permitió estimar los 

parámetros de transporte de calor, keffz, keffr y hw considerando el efecto de la hidrodinámica 

mediante ambos modelos hidrodinámicos; el modelo convencional y el modelo aproximado 

propuesto, los cuales son utilizados en la simulación del reactor industrial.  

 Capítulo 4: Este capítulo trata sobre el modelado de un reactor de lecho empacado a nivel 

industrial con baja relación de dt/dp para investigar la reacción de DHO de etano a etileno. 
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Se realiza un análisis de sensibilidad paramétrica poniendo especial atención en la 

formación de puntos calientes debido a la exotermicidad de las reacciones involucradas, 

especialmente las reacciones de oxidación total. 

 Capítulo 5: En este capítulo se presentan las conclusiones, destacando lo que se ha logrado 

en este trabajo y se presentan recomendaciones para el trabajo futuro con la finalidad de 

ampliar el alcance de este trabajo. 
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Capítulo 2 
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HIDRODINÁMICA  

 

 

 

 

2.1 Introducción 

 

Los reactores catalíticos de lecho fijo se consideran como una de las tecnologías con mayor 

aplicación en la síntesis a gran escala de compuestos químicos básicos e intermediarios, por 

ejemplo, en la industria química básica se utilizan en la síntesis de amonio, ácido sulfúrico, etileno 

y metanol, entre otros, y en la industria petroquímica se utilizan en la síntesis del óxido de etileno, 

butadieno, anhidro aftalico, entre otros compuestos [13]. La mayoría de las reacciones de oxidación 

selectiva que tienen lugar en los reactores catalíticos de lecho fijo se caracterizan por ser altamente 

exotérmicas, por lo tanto estos sistemas se operan en forma no isotérmica y no adiabática. Un gran 

número de publicaciones han considerado en el modelado de este tipo de reactores que la velocidad 

del fluido es uniforme a lo largo del radio del lecho empacado (flujo pistón) [2,39,50-52]. No 

obstante, en los últimos años se ha visto la necesidad de incluir el efecto de la hidrodinámica en el 

modelo reactor [4,9,12,14], debido a que estos reactores manejan una relación de dt/dp<8, 

generando variaciones en la fracción vacía dentro del lecho y perfiles de velocidad, que a su vez 

son esenciales para describir el comportamiento del reactor. Por lo tanto, desde mediados del siglo 

pasado, en diversos trabajos teóricos y experimentales se han desarrollado modelos que consideran 

la hidrodinámica en reactores de lecho fijo. Por ello, el objetivo de este capítulo es describir la 

hidrodinámica presente en un reactor de lecho empacado con baja relación de dt/dp<8 mediante el 

desarrollo de un modelo hidrodinámico aproximado basado en el desacoplamiento de los 

fenómenos que ocurren en dos regiones del lecho empacado. 
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En la sección 2.2 se presentan los antecedentes sobre los principales estudios hidrodinámicos en 

lechos empacados que manejan una relación de dt/dp menor a 8. En la sección 2.3 se describe el 

modelo hidrodinámico convencional mayormente utilizado en la descripción de los perfiles de 

velocidad en un lecho empacado, la ecuación de Navier Stokes acoplada los términos de Darcy y 

Forchheimer. En la sección 2.4 se presenta el modelo hidrodinámico aproximado propuesto en este 

trabajo, donde se describe la base teórica para el desarrollo del mismo y el algoritmo de solución. 

En la sección 2.5 se presentan los resultados de este capítulo, incluyendo la comparación de las 

predicciones de los modelos hidrodinámicos y las observaciones experimentales reportadas en la 

literatura. Por ultimo en la sección 2.6 se describen las principales conclusiones sobre el estudio 

hidrodinámico en un lecho empacado con una baja relación de dt/dp. 

 

2.2 Antecedentes hidrodinámicos 

 

En la Figura 2.1 se muestra una recopilación de los principales trabajos reportados en la literatura 

desde los últimos 60 años acerca de los diferentes enfoques de estudiar la hidrodinámica en lechos 

empacados y su incorporación en el estudio de la transferencia de calor y en el modelado del 

reactor. Los primeros estudios [53,54] trataron sobre la determinación experimental de los perfiles 

de velocidad, y desarrollar los primeros modelos para describir estos perfiles, conocidos como 

modelos aproximados [56-60]. En los siguientes años, surgieron trabajos que consideraban el 

efecto de la hidrodinámica en los estudios de la transferencia de calor en ausencia de reacción 

[19,28,92] y cuando se considera la reacción en el modelo del reactor [4,12,14,62]. A partir de los 

años 80s, en correspondencia con el avance tecnológico del potencial de las computadoras, surgió 

la posibilidad de esquematizar en 2D y 3D un lecho empacado de manera digital y así resolver de 

manera simultánea las ecuaciones de movimiento, calor y masa, obteniendo perfiles locales de 

velocidad, temperatura y concentración con la finalidad de mejorar la descripción de los diferentes 

fenómenos involucrados en este tipo de sistemas [22,24,25,70]. 
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Figura 2.1 Esquema que muestra la evolución de los estudios acerca de los diferentes enfoques de 

estudiar la hidrodinámica en lechos empacados y su incorporación en el estudio de la transferencia 

de calor y en el modelado del reactor en los últimos 60 años. 

 

 

Morales y col., en 1951 [21] realizaron uno de los primeros estudios en determinar 

experimentalmente la distribución radial de los perfiles de velocidad en un lecho empacado con 

esferas utilizando un anemómetro. A pesar de los problemas propios del método experimental, los 

resultados muestran oscilaciones en el perfil de velocidad en la zona central y cercana a la pared 

del lecho empacado. Además, estos perfiles se incorporan en un modelo homogéneo de 

transferencia de calor para determinar la conductividad efectiva radial. Los autores resaltan la 

importancia de considerar la hidrodinámica en los estudios de transferencia de calor en un lecho 

empacado con esferas. Schwartz y Smith en 1953 [55] propusieron un modelo para determinar el 

perfil de velocidad en el interior de este lecho. Para ello consideran al lecho como un conjunto de 

tubos, el modelo se validó con datos experimentales, sin embargo, los resultados muestran 

únicamente un pico de velocidad a un diámetro de partícula de distancia de la pared como resultado 

de considerar una fracción vacía constante hasta una distancia mínima de dos diámetros de partícula 

de la pared. Los autores concluyen que al disminuir el valor de la relación de dt/dp, la velocidad 

máxima se incrementa hasta un 100% con respecto a la velocidad de entrada del lecho. 
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Por otro lado, algunos trabajos desarrollaron modelos aproximados a partir del concepto de dividir 

radialmente en dos o tres regiones al lecho empacado. Por ejemplo, Cohen y Metzner en 1981 [56] 

propusieron un modelo que divide al lecho empacado en tres regiones, la región de la pared que se 

extiende a un diámetro de partícula de distancia de la pared, la región de transición donde se ubican 

las mayores oscilaciones de los valores de la fracción vacía y la región del centro del lecho donde 

la fracción vacía es constante. A pesar de considerar el efecto de pared en el modelo propuesto y a 

su vez validarlo con datos experimentales de flux de masa a diferentes valores de dt/dp, algunos 

parámetros son arbitrariamente seleccionados sin considerar una base teórica sólida. Nield en 1983 

[57] propuso un modelo que divide al lecho empacado en tres regiones, la región de la pared, la 

región de transición y la región del centro del lecho. A pesar de que la solución del modelo 

propuesto es analítica, el modelo está en función de algunos parámetros que no se definen, aunado 

al hecho de que no se muestra alguna comparación de los resultados de este modelo con 

experimentos o con perfiles de velocidad obtenidos con otros modelos.  

 

McGreavy y col., en 1986 [58] proponen un modelo hidrodinámico que divide al lecho empacado 

en dos regiones, la región de la pared y la región del centro del lecho. El modelo propuesto 

considera el efecto de la presión y los efectos de arrastre debidos a las superficies de las partículas 

en la región cercana a la pared. A pesar de que los autores presentan datos experimentales de 

velocidad obtenidos con un anemómetro, el estudio no precisa el espesor de la región cercana a la 

pared, y el modelo contiene algunos parámetros que están en función de este valor; solo se 

menciona que este parámetro se encuentra entre dos a tres diámetros de partícula de distancia a la 

pared. Ziolkowska y Ziolkowski en 1993 y 2007 [59,60] proponen un modelo hidrodinámico que 

divide al lecho empacado en dos regiones, la región de la pared y la región del centro del lecho. El 

modelo está basado en considerar un perfil de la viscosidad efectiva en la región cercana a la pared. 

Presentan datos experimentales de la fracción vacía y de velocidad a diferentes Rep y relaciones de 

dt/dp. A pesar de las buenas predicciones, la obtención del perfil de la viscosidad efectiva depende 

de la estimación de varias constantes a partir de los datos experimentales. Además, los autores 

consideran que el dominio de la región cercana a la pared es de cinco diámetros de partícula, es 

decir, el modelo se desarrolla a partir de experimentos con una relación de dt/dp>10, sin mencionar 

que el modelo puede ser factible para sistemas con una dt/dp<10. Subagyo y col., en 1998 [32] 

proponen un modelo hidrodinámico que divide al lecho empacado en dos regiones, la región de la 
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pared y la región del centro del lecho, el punto radial que divide a estas regiones es donde se ubica 

un valor de la fracción vacía de 0.5. El modelo se basa en considerar al sistema en continuo y 

semicontinuo. Las predicciones del modelo se comparan con datos experimentales y otras 

aproximaciones hidrodinámicas, sin embargo el modelo que describe la región cercana a la pared 

no considera la caída de presión y una viscosidad efectiva propias de esa región.  

 

Otros estudios se enfocaron únicamente en analizar los fenómenos que ocurren en la zona cercana 

a la pared. Uno de ellos fue el realizado por Tobis y Ziolkowski en 1988 [28], cuyo objetivo fue 

analizar los mecanismos de transferencia de calor que ocurren dentro de una pequeña película 

adherida a la pared de un lecho empacado. Para ello, los autores desarrollaron un modelo 

hidrodinámico que considera el efecto de los esfuerzos generados por las superficies de las 

partículas que se encuentran en esa región así como los esfuerzos generados por la pared del tubo 

en la caída de presión, basados en el concepto de viscosidad efectiva, obteniendo una expresión 

para evaluar el perfil de velocidad y el espesor de la película. A pesar de que el modelo es sencillo 

de evaluar, el estudio no precisa la obtención de algunos parámetros como la fracción vacía 

promedio en esta región, así como la viscosidad turbulenta. Otro trabajo fue el desarrollado por 

Cheng y Yuan en 1997 [30], los autores propusieron un modelo hidrodinámico a partir de 

considerar al lecho como un conjunto de tubos con propiedades diferentes. Estos autores analizaron 

los mecanismos de transporte de momento que ocurren en la región cercana a la pared, el 

incremento del flujo debido a la mínima resistencia de las superficies de las partículas así como los 

esfuerzos generados por la pared del tubo, señalando que el efecto de la pared se extiende a lo largo 

del radio del tubo mediante el concepto del diámetro de tubo efectivo. A pesar de que la solución 

del modelo es simple, las predicciones del modelo propuesto al compararse con las predicciones 

obtenidas con Navier Stokes Brinkman resultan en una diferencia notable, indicando que el modelo 

presenta algunas inconsistencias en su concepción. 

 

En varios trabajos de Vortmeyer y col. (1979, 1982, 1983) [61,62,63] se utiliza la ecuación de 

Navier Stokes-Brinkman para determinar los perfiles de velocidad tomando en cuenta una 

variación de la fracción vacía en la zona cercana a la pared. Otros autores han acoplado este modelo 

hidrodinámico en estudios con reacción [4,62] y sin reacción [64,65,66]. Sin embargo son pocos 

los estudios que incluyen alguna comparación con observaciones experimentales [29,31,64,67]. 
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La Dinámica de fluidos computacional (CFD) es un campo de rápido crecimiento enfocado 

esencialmente en el estudio del flujo de fluidos, la transferencia de calor y masa en diferentes ramas 

de la ingeniería. Harris y col., en 1996 [68] publicó una revisión acerca de las capacidades de CFD 

en el campo de la ingeniería de reacciones químicas. Los primeros estudios que utilizan CFD en el 

análisis de la transferencia de calor en lechos empacados fueron hechos por Lloyd y Boehm (1994) 

[69] y Dalman y col. (1984a,b, 1986a,b) [70,71,72,73]. Sin embargo, estos estudios fueron 

limitados a geometrías simplificadas en dos dimensiones. La descripción en tres dimensiones de la 

hidrodinámica y la transferencia de calor en lechos empacados con dt/dp<8 fue a partir de los 

trabajos realizados por Logtenberg y Dixon (1998) [25]. Algunos autores han modelado 

únicamente la hidrodinámica y la transferencia de calor en ausencia de reacción [20,22], sin 

embargo son pocos los estudios que incluyen alguna reacción catalítica en el modelado [24,74]. A 

pesar de las ventajas que conlleva el uso de CFD, como una herramienta para entender los 

diferentes mecanismos de transporte que se presentan en un lecho empacado, existen algunas 

limitaciones cuando se utiliza en sistemas a nivel industrial, que consideran reacciones altamente 

exotérmicas. El problema radica esencialmente en el tiempo de cómputo requerido cuando el 

objetivo es diseñar, controlar u optimizar este tipo de reactores a este nivel. Como se comentó, son 

pocos los trabajos que han utilizado CFD para modelar reacciones catalíticas en lechos empacados 

[24,74]. Por ejemplo, Mouzadeh y col., (2013) [74] estudio la oxidación de etileno en un reactor 

descrito en dos dimensiones mediante CFD. Este estudio incorpora todos los mecanismos de 

transporte y la reacción, sin embargo el sistema modelado maneja una longitud de un metro y se 

ha reportado que a nivel industrial para esta reacción la longitud del reactor es alrededor de diez 

metros. Además, la simulación fue resuelta evitando los puntos de contacto entre las partículas. En 

este sentido, existen algunos trabajos que reportan diferentes métodos para resolver los puntos de 

contacto y así evitar problemas de convergencia. Estos métodos son: reducción global del tamaño 

de esferas, la inserción de puentes entre las partículas y la pared del tubo y entre las mismas 

partículas. Wehinger y col., (2016) [24] es uno de los trabajos en CFD que incluye diferentes casos 

a resolver como son: la hidrodinámica, la transferencia de calor sin reacción y el reformado seco 

de metano en un reactor catalítico de lecho empacado. En ese estudio se aplicaron los métodos de 

tratamiento de puntos de contacto mostrando buenos resultados, sin embargo los autores identifican 

que a mayores flujos el método de reducción global de las partículas sobreestima los resultados de 
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la transferencia de calor por convección. Además, la principal limitación del método de los puentes 

se relaciona con el uso de una conductividad térmica para los puentes y que a su vez actúa como 

un factor de ajuste. Por otro lado, los trabajos de Dixon y col., [20,22,25,26] se han enfocado en 

elucidar el impacto de la hidrodinámica en el transporte de calor mediante la descripción en tres 

dimensiones del lecho empacado con CFD, incluyendo el desarrollo de algunas metodologías para 

resolver el problema de la convergencia de la solución debido a los puntos de contacto entre las 

partículas, sin embargo la mayoría de sus resultados fueron obtenidos para lechos empacados con 

longitudes menores a las utilizadas en la industria. 

 

En conclusión, CFD es una herramienta con un sin número de aplicaciones en el campo de la 

ingeniería química que permite entender de manera detallada algunos de los fenómenos que 

ocurren en algunos sistemas, sin embargo, aún no se ha logrado aplicar al modelado de reactores 

de lecho empacado a nivel industrial debido a los esfuerzos de computo requeridos para resolver 

tales sistemas. 

 

2.3 La ecuación de Navier-Stokes-Darcy-Forchheimer. 

 

La mayoría de los estudios que se enfocan en describir los perfiles de velocidad que se tienen en el 

interior de un lecho empacado con baja relación de dt/dp que se opera a un Rep que se utiliza en la 

industria, hacen uso de las ecuaciones de Navier-Stokes acopladas a los términos de Darcy y 

Forchheimer (NSDF). NSDF considera al lecho empacado como un medio pseudo continuo aunque 

el sistema experimental contiene dos fases: un sólido y un fluido. El fluido es newtoniano e 

incompresible y la condición de no deslizamiento se aplica en la pared del tubo. La componente de 

velocidad radial se desprecia en este modelo hidrodinámico debido a la incertidumbre que hay 

sobre el valor de la caída de presión radial en un lecho empacado, que aparente ser un valor 

insignificante. En este sentido, las ecuaciones de Navier Stokes acopladas a los términos de Darcy 

y Forchheimer se definen de la siguiente forma: 

 

 
2 2 2 2z z z f f

f z eff z z z f z

z

v v p
v v v v g

t z z K K

      
                     

                                        (2.1) 
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Las correspondientes condiciones de frontera y la condición inicial son: 

z zsst 0 v v                                                                                                                   (2.2) 

zv
r 0 0

r


 


                                                                                                                   (2.3) 

zr Rt v 0                                                                                                                      (2.4) 

z z0z 0 v v                                                                                                                    (2.5) 

zv
z L 0

z


 


                                                                                                                     (2.6) 

 

donde vz es la velocidad axial intersticial, r y z son las variables relacionadas con la posición radial 

y axial en el lecho, respectivamente; ε es la fracción vacía pseudo local; pz es la presión axial; μeff 

es la viscosidad efectiva; gz es la componente axial de la gravedad; v0 es la velocidad promedio a 

la entrada del reactor; vzss es la componente axial de la velocidad en estado estacionario. El lado 

izquierdo de la Ecuación (2.1) contiene el término convectivo que consideran las resistencias 

inerciales debido a las interacciones fluido-fluido. El primer término del lado derecho considera el 

cambio en la caída de presión dentro del lecho, un término normalmente obtenido 

experimentalmente o calculado con una correlación específica para la caída de presión [33,49,61]; 

el segundo término considera esencialmente la disipación viscosa debido a las interacciones fluido-

fluido y se expresa por medio de la modificación de Brinkman [36] en el término viscoso de la 

ecuación de Navier-Stokes con la finalidad de incluir el efecto del sólido en la región cercana a la 

pared, este efecto se incluye en la viscosidad efectiva (μeff) que reemplaza la viscosidad dinámica 

del fluido y se estima a partir de datos experimentales de velocidad [36]. El tercer y cuarto termino 

corresponden a los términos de Darcy (viscoso) y Forchheimer (inercial), respectivamente, estos 

términos consideran las interacciones sólido-fluido en el centro del lecho empacado. Es importante 

señalar que los términos de Darcy y Forchheimer están contenidos en la ecuación de Ergun [48]. 

Por lo tanto, los parámetros de permeabilidad en el lecho empacado, K y Kz, son definidos como: 
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                                                                                                                                      (2.7) 
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d
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                                                                                                                                         (2.8) 

Los parámetros α y β se relacionan con las contribuciones viscosas e inerciales entre el sólido y el 

fluido, respectivamente. Ergun [48] propuso los valores originales (α=150 y β=1.75) y han sido 

empleados en lechos empacados infinitos, dt/dp,>>8. Sin embargo, estos valores quizá no sean 

adecuados para lechos empacados finitos donde, dt/dp < 8 [33,49], por lo tanto, estas constantes α 

y β normalmente se estiman mediante datos experimentales de caída de presión o de velocidad 

intersticial.  

 

2.3.1 Perfil de fracción vacía. 

 

El perfil de fracción vacía radial se determina por la ecuación reportada por De Klerk [37], que 

considera dos regiones a lo largo del radio del tubo: una cerca de la pared del tubo, y la otra cercana 

al centro del lecho, estas regiones se describe con las siguientes ecuaciones: 

Región cercana a la pared: 

  2

WR
2.14 2.53 1                         para  κ 0.637                                                            (2.9) 

Región central del lecho: 

    0.6 0.9

CR
0.36 0.29e cos 2.3 0.16 0.15e                   para   κ > 0.637                    (2.10) 

donde: 

t

p

R r

d


                                                                                                                                     (2.11) 

 

2.4 Modelo hidrodinámico aproximado 

 

El modelo hidrodinámico aproximado (MHA) describe los perfiles de velocidad en dos zonas 

radiales del lecho empacado: la región central y la región cercana a la pared, como se observa en 

la Figura 2.2. La región central se extiende en dirección radial desde el centro del lecho hasta un 
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punto donde la velocidad máxima intersticial se ubica, denotado por el símbolo η, en esta región,  

se supone que los mecanismos viscosos e inerciales se deben a la interacción entre el fluido y el 

sólido empacado en el lecho (ε < 0.8). La distancia radial remanente que parte desde η hasta la 

pared del lecho corresponde a lo que es denominado en el modelo como la región cercana a la 

pared. Esta región coincide con una capa límite aproximada donde se presenta una compleja 

interacción entre los esfuerzos de corte, las fuerzas inerciales y los mecanismos de turbulencia (ε 

> 0.8). Las ecuaciones que describen estas dos zonas se presentan en las siguientes secciones, y un 

análisis fenomenológico desde el punto de vista matemático que justifica las suposiciones del MHA 

se presentan en los Apéndices A y B.  

 

Figura 2.2 Esquema de las dos zonas radiales del lecho empacado: la región central y la región 

cercana a la pared.  

 

2.4.1 Región Central 

 

Para desarrollar el modelo que describe los perfiles de velocidad en la región central del lecho es 

necesario analizar la contribución en el transporte de cantidad de movimiento de los diferentes 

mecanismos viscosos e inerciales que ocurren en esta región. En el Apéndice A se presenta un 

análisis fenomenológico de los distintos términos que se consideran en la ecuación de NSDF, donde 

se identifica que el transporte de cantidad de movimiento convectivo y el transporte de cantidad de 
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movimiento viscoso debidos a las interacciones fluido-fluido tienen una menor contribución con 

respecto a las fuerzas inerciales y viscosas debidas a las interacciones sólido-fluido que se 

consideran en el modelo con los términos de Darcy y Forchheimer. Por lo tanto, el modelo en la 

región central del lecho está dada por la siguiente ecuación, en lugar de la Ecuación (2.1):   

 
2

CR 2 CRz f f
z z f z

z

p
0 v v g

z K K

   
        

  
                 para  (0 < r < η)                                   (2.12) 

En esta ecuación solo se consideran los términos que están relacionados con las interacciones 

solido-fluido, caída de presión y términos de Darcy y Forchheimer. Los términos de Darcy y 

Forchheimer se basan en la consideración de las pérdidas de energía por fricción del fluido debido 

a las partículas sólidas presentes en el lecho. Estas pérdidas friccionales se relacionan con las 

resistencias viscosas a flujos bajos caracterizadas por una dependencia lineal de la velocidad 

(ecuación de Blake-Kozeny o efecto Darcy) y las resistencias inerciales a flujos altos caracterizados 

por la dependencia cuadrática de la velocidad (ecuación de Burke-Plummer o efecto Forchheimer). 

Es importante comentar que los términos de Darcy y Forchheimer son aquéllos incluidos en la 

ecuación de Ergun (1952) [48] para determinar la caída de presión en lechos empacados en un 

amplio intervalo de Rep. Si bien esta ecuación ha sido aceptada como una buena aproximación para 

considerar mecanismos viscosos e inerciales en lechos infinitos se han detectado fallas en lechos 

finitos donde se tienen perfiles de fracción vacía como los que se tienen en el tipo de lechos 

empacados que se estudian en esta investigación, que se caracterizan por presentar una baja 

relación de dt/dp [49,75,76].  De esta forma, una correcta consideración de los términos de Darcy 

y Forchheimer ha sido esencial para predecir adecuadamente el campo de velocidad en un lecho 

empacado mediante la ecuación de NSDF en lechos empacados finitos [33,49].  

 

En el MHA, la magnitud de las resistencias viscosas e inerciales se capturan en los factores de 

permeabilidad (K y Kz) mediante la reestimación de los parámetros hidrodinámicos α y β, que 

implícitamente toman en cuenta los parámetros geométricos del sistema estudiado: la tortuosidad 

del lecho empacado, el área superficial específica, las constantes de expansión y contracción, un 

factor de fricción y otros aspectos. Todos estos parámetros son esencialmente dominantes en la 

región central, una zona donde el efecto de la pared del lecho en el transporte de cantidad de 

movimiento se puede considerar como despreciable, ver Apéndice A. Por lo tanto, la Ecuación que 
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describe el perfil de velocidad en la región central del lecho, después de resolver la Ecuación (2.12) 

es: 

CR

z

1 1
v

   



                                                                    para  (0 < r < η)                                  (2.13) 

donde: 

2

f z
f z2

f z

pK
4 g

K L

   
     

   
                                                                                                    (2.14) 

f

f z

K
2

K

 
    

  
                                                                                                                                  (2.15) 

donde L es la longitud del lecho empacado; Δpz es la caída de presión axial total; μf y ρf son la 

viscosidad dinámica y la densidad de algún fluido en específico, respectivamente; ε es la fracción 

vacía pseudo local y dp es el diámetro de partícula. La caída de presión es una función de la 

permeabilidad del lecho empacado, la velocidad y las propiedades físicas del fluido, y Δpz/L se 

obtiene mediante observaciones experimentales o utilizando una correlación para evaluar la caída 

de presión reportada en la literatura [48]. K y Kz, dadas por las ecuaciones (2.7) y (2.8), capturan 

todas las características físicas observadas en un lecho empacado finito. Como se mencionó 

anteriormente, α y β en K y Kz son estimados utilizando observaciones experimentales. En este 

modelo, se considera que la fracción vacía radial es únicamente una función de la posición radial 

y se determina por medio de la expresión reportada por De Klerk [37], presentada en la sección 

2.3.1. 

 

2.4.2 Región cercana a la pared 

 

Los perfiles de velocidad desarrollados en la región cercana a la pared son descritos a partir de 

una aproximación de la capa límite. En esta región, las partículas sólidas ofrecen una menor 

resistencia al paso del fluido (ε > 0.8), formando canales de flujo mayores que en la región 

central; sin embargo, existe una compleja interacción entre las fuerzas viscosas generadas por 

la presencia de la pared del tubo y las partículas en esta región, y los posibles fenómenos 

inerciales debidos a interacciones fluido-fluido. Además, los fenómenos de turbulencia, 
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causados por la velocidad local en la interegion (r = η) y las superficies solidas contenidas en 

esta región, son importantes. Por lo tanto, el modelo hidrodinámico que incluye los fenómenos 

descritos anteriormente es el siguiente: 

WR WR
2 WR z z z

f z eff

v p v1
v r

z z r r r

   
      

    
                  para  (η < r < Rt)                                   (2.16) 

La magnitud de la componente radial de la velocidad se considera como despreciable debido a los 

bajos valores de la caída de presión radial [9,19,77]. Si el fenómeno inercial ocasionado por las 

interacciones fluido-fluido ha sido identificado como despreciable [9,19,29,31,33,49], ver 

Apéndices A y B, y la curvatura de la superficie del tubo se desprecia debido al pequeño espesor 

de la región cercana a la pared [78], ver Apéndice C, la Ecuación (2.16) resulta en: 

 WR

z z
eff2

v p1

x x z

   
   

     
                                            para  (η < r < Rt)                                          (2.17) 

Una distancia adimensional se utiliza en la Ecuación (2.17) y se define como x = (Rt-r)/δ, donde δ 

es el espesor efectivo de la capa límite aproximada. El término derecho de la Ecuación (2.17) 

considera la caída de presión axial que toma en cuenta las resistencias friccionales causadas por 

los esfuerzos de corte generados por las superficies en esta región. La viscosidad efectiva, considera 

los fenómenos de turbulencia producidos por la presencia de los sólidos empacados en esta región. 

Debido a la relación entre la disipación de la energía cinética inducida por las pérdidas friccionales 

en las superficies y los esfuerzos de corte causados por la pared del tubo y los sólidos empacados 

en la región cercana a la pared, la viscosidad efectiva aumenta desde la pared del tubo hasta un 

punto radial donde se ubica la velocidad máxima [20,33,36,79]. Por lo tanto, como una primera 

aproximación para describir este parámetro, una relación lineal se utiliza [28]: 

 eff f t1 x                                                                                                                                          (2.18) 

donde θt=μt/μf es un parámetro que relaciona la viscosidad de fluido con la viscosidad turbulenta. 

La Ecuación (2.18) describe la dependencia radial de la viscosidad efectiva en la región cercana 

a la pared y es lineal, este comportamiento es similar al reportado por Ziolkowska y Ziolkowski 
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en 1993 y 2007 [59,60]. Al sustituir la Ecuación (2.18) en la Ecuación (2.17) se obtiene la 

siguiente expresión, donde se ha utilizado la siguiente variable adimensional (UWR
z=vWR

z/us):   

 
 WR 2

z z
t

f s

U p
1 x

x x u z

    
     

     
                                                                                                  (2.19) 

Cabe mencionar que la velocidad en esta región es adimensionalizada con una velocidad promedio 

y es definida como us=vz0, donde  es un factor que indica el grado de aumento de la velocidad 

en esta región. En algunos estudios teóricos y experimentales se han reportado valores de 2-9 [28, 

60], esto genera cierta incertidumbre; sin embargo el valor de este factor se evalúa a partir de las 

características propias del sistema, como se explicara más adelante.  

 

En la mayoría de los estudios sobre la caída de presión en lechos empacados [80,90,108,121] se 

ha reportado que la velocidad promedio, la fracción vacía y los parámetros hidrodinámicos ( y 

), caracterizan la magnitud de la caída de presión axial; sin embargo, en sistemas con una 

relación de dt/dp menores a 8, las correlaciones utilizadas para evaluar esta caída de presión han 

sufrido algunas modificaciones, particularmente en la predicción de los parámetros 

hidrodinámicos o en la forma de incluir el efecto de la fracción vacía [80,91,119,120]. En este 

sentido una de las propuestas de este trabajo es evaluar la caída de presión axial en la región 

cercana a la pared a partir de las condiciones geométricas del sistema (dt y dp) y la fracción vacía 

bajo el concepto del diámetro de tubo efectivo que está relacionado con el término de radio 

hidráulico como dte=4Rh, que se define como la relación entre el volumen disponible para el 

flujo del fluido y el área superficial externa de las partículas y el área superficial de la pared del 

tubo [30]. Por lo tanto la caída de presión axial en esta región, que es función de la velocidad 

promedio (us) y del diámetro de tubo efectivo (dte), se define como: 

 

2 3

f sz
b

e

up 4 1 2
f

z 3 dt 2 1

  
  

  
                                                                                                           (2.20) 

donde fb es el factor de fricción, L es la longitud del lecho empacado, ρf es la densidad del fluido, 

us es la velocidad promedio en la región cercana a la pared y ε es la fracción vacía pseudo local. El 

factor de fricción específico para esta región se define como: 
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b 2

h

1 2
f

2 3 Re

   
  

  
                                                                                                                         (2.21) 

Los parámetros α y β se relacionan con las contribuciones viscosas e inerciales entre el sólido y el 

gas, respectivamente. Reh es el número de Reynolds basado en el diámetro de tubo efectivo 

(Reh=dteusρf/μf). El efecto de la pared se considera a través del diámetro de tubo efectivo que 

incluye las características geométricas en esta región y se expresa como [30]: 
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e Rt
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4 r r dr
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                                                                                                          (2.22) 

donde Rt es el radio del tubo y dp es el diámetro de partícula. Sustituyendo la Ecuación (2.21) en 

la Ecuación (2.20), la siguiente expresión es obtenida: 

Rt

2z f f
s s2

e e

p 4 2
u u

z 9 dt 3 dt

  
   


                                                                                                       (2.23) 

Por lo tanto, sustituyendo la Ecuación (2.23) en (2.19) se obtiene: 

 
 WR 2

z

t h2

e

d Ud 4 3
1 x Re

dx dx 9 dt 2

    
        

   
                                                                                      (2.24) 

En el Apéndice A se demostró que se genera un error mínimo al no considerar la dependencia 

radial de la fracción vacía en el término viscoso de la ecuación de NSDF. En este sentido, en el 

Apéndice B se realizó un tratamiento similar a la Ecuación (2.24), donde se demuestra que al 

considerar constante la fracción vacía en el término diferencial se produce un error promedio 

pequeño (5%), por lo tanto es razonable hacer esta consideración para facilitar la solución analítica, 

de manera que la Ecuación (2.24) resulta en: 

 
WR 2

z
t h2

e

dUd 4 3
1 x Re

dx dx 9 dt 2

    
        

  
                                                                                       (2.25) 

Antes de resolver la Ecuación (2.25) cabe mencionar que la variable independiente de esta ecuación 

está en función del espesor de la pseudo capa límite, por lo tanto es necesario plantear tres 
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condiciones de frontera para resolver esta ecuación. Las dos primeras condiciones están 

relacionadas con la velocidad en la pared del tubo y donde se presenta un máximo de la velocidad 

ubicado a una distancia especifica de la pared del tubo, por lo tanto es posible formular las 

siguientes condiciones de frontera para la Ecuación (2.25): 

WR

zx 0 U 0                                                                                                                     (2.26) 

WR

zdU
x 1 0

dx
                                                                                                                      (2.27) 

Primero, para integrar la Ecuación (2.25), el lado derecho de esta ecuación se agrupa en un 

parámetro σ, obteniendo: 

   

WR

z 1

t t

dU Cx

dx 1 x 1 x
  

 
                                                                                                           (2.28) 

Donde C1 es una constante de integración, que se obtiene al aplicar la Ecuación (2.27) en (2.28), 

resultando: 

2

1 h2

e

4 3
C Re

9 dt 2

  
      

 
                                                                                                            (2.29)      

Nuevamente se integra la Ecuación (2.28), obteniendo: 

 
     

 t t tWR 1
z t t 22

t t t

1 x ln 1 x 1 x Cx
U ln 1 x ln 1 x C

       
         

   
                        (2.30) 

Donde C2 es otra constante de integración que se evalúa a partir de la Ecuación (2.26), resultando: 

2

2 h2 2 2

t e t

4 3 1
C Re

9 dt 2

   
     
  

                                                                                                               (2.31) 

Como se puede observar, C1 y C2 están en función de δ, por lo tanto, esta relación se elimina cuando 

se formula la tercera condición de frontera a partir de la igualdad de las velocidades en el punto de 

intersección de las dos regiones, resultando en: 

CR WR

z zx 1 U U                                                                                                                                   (2.32) 
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Donde las velocidades axiales adimensionales UWR
z y UCR

z se definen como vWR
z/us y vCR

z/us, 

respectivamente. Para facilitar la solución de la Ecuación (2.30), Tobis y Ziolkowsky [28] 

relacionan UWR
z evaluada en x=1 con la velocidad máxima mediante la siguiente expresión: 

WR CR max zmax
z z zx 1 x 1

s m

v 1
U U U

u 
   


                                                                                                                     (2.33) 

El parámetro εm es la fracción vacía evaluada a una distancia dp/2 desde la pared del tubo y se 

mantiene constante; sin embargo está relacionada con la velocidad máxima mediante la velocidad 

promedio us. Por lo tanto si se sustituye la Ecuación (2.33) en (2.30) y se utilizan las ecuaciones 

(2.29) y (2.31), se obtiene: 

   

2

t
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m t t t

C
1 ln 1



       

                                                                                                                          (2.34) 

El espesor de la pseudo capa límite se puede evaluar a partir de relacionar la Ecuación (2.34) con 

(2.29), obteniendo: 

   t t t

m h2

e t

1 ln 11 1 4 3
Re

dt 9 2

     
     

    
                                                                                   (2.35) 

A partir de las definiciones de C1 y C2 utilizadas en la Ecuación (2.30), se obtiene lo siguiente: 

   

   
t t tWR

z

m t t t

1 ln 1 x x
U

1 ln 1

    

       

                                                                                                     (2.36) 

Pero al sustituir la variable adimensional UWR
z=vWR

z/us y la Ecuación (2.33) en (2.36) se obtiene 

el modelo hidrodinámico que describe la distribución radial de la velocidad axial en la región 

cercana, a la pared descrita como: 

   

   
t t tWR

z zmax

t t t

1 ln 1 x x
v v

1 ln 1

  


  
                                                                                                                         (2.37) 

donde la dependencia radial de la velocidad axial en la Ecuación (2.37) se observa en la coordenada 

adimensional, x = (Rt-r)/δ, y η es el punto de intersección entre la región central y la región cercana 
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a la pared, ver Figura 2.2. El espesor efectivo en esta pseudo capa límite se relaciona con η y el 

radio del tubo Rt, por medio de η = Rt-δ. La velocidad máxima se puede evaluar a partir del modelo 

de la región central mediante la Ecuación (2.33). 

 

2.4.3 Algoritmo de solución para resolver el MHA 

 

Para resolver el modelo hidrodinámico aproximado, ecuaciones (2.13) y (2.37), se necesita la 

descripción de un algoritmo de solución, donde se explican, las etapas necesarias para describir los 

perfiles de velocidad intersticiales en la región central y en la región cercana a la pared del tubo 

para los tres sistemas estudiados en este trabajo. El algoritmo de solución se basa en lo siguiente: 

 

 Se propone un valor inicial de la viscosidad turbulenta, esta puede ser la viscosidad 

dinámica del fluido que se está estudiando. 

 La expresión para evaluar el diámetro de tubo efectivo, Ecuación (2.22), se sustituye en la 

Ecuación (2.35) para evaluar el espesor efectivo de la pseudo capa límite mediante un 

método iterativo, obteniendo: 

 

 

   
 

 

Rt Rt

p pt t t z0 f
mRt Rt2

t f

6 6
Rt r 1 r dr Rt r 1 r dr

d d1 ln 11 4 3 v

9 2
4 r r dr 4 r r dr

 

 

    
                

            
                  
        

 

 
                         (2.38) 

 

 El valor del diámetro de tubo efectivo calculado se utiliza para evaluar el punto de 

intersección entre la región central y la región cercana a la pared, mediante la expresión η= 

Rt-δ, ver la Figura 2.2. 

 Con el valor calculado del punto de intersección se puede evaluar el perfil de velocidad en 

la región central, mediante las ecuaciones (2.13)-(2.15). Sin embargo, para ello es necesario 

evaluar el término de Δpz/L, mediante una correlación [80] o datos experimentales de caída 

de presión. Además, se debe proponer valores iniciales de α y β, estos pueden ser los 

reportados por Ergun, y la fracción vacía en cada posición radial se evalúa con las 

ecuaciones (2.9)-(2.11). El perfil de velocidad en esta región es obtenido desde el centro 

del lecho hasta η.      
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 A partir del valor de η, la velocidad máxima puede calcularse (vz
CR en x = 1). Por lo tanto, 

esta velocidad puede utilizarse para evaluar el perfil de velocidad en la región cercana a la 

pared mediante la Ecuación (2.37). Las ecuaciones (2.9)-(2.11) son utilizadas para calcular 

la fracción vacía en cada punto radial. 

 Finalmente, los perfiles de velocidad predichos en ambas regiones se comparan con 

observaciones experimentales con la finalidad de estimar los valores de α, β y μt mediante 

el método de Levenverg Marquard [81]. 

 

El modelo de Navier Stokes Darcy y Forchheimer se resolvió numéricamente por el método de 

colocación ortogonal utilizando 30 y 50 puntos de colocación interiores en las coordenadas radial 

y axial, respectivamente, empleando polinomios de Legendre [82]. El conjunto reducido de 

ecuaciones diferenciales ordinarias fue resuelto con el método de Runge Kutta [59]. Por otro lado, 

la Ecuación (2.35) es una función no lineal, donde la variable es η, para resolver esta ecuación es 

necesario emplear un método de Newton Raphson para encontrar la raíz de la función utilizando 

como valor inicial η0=0.9 (valor adimensional) obtenido de datos experimentales. Para 

complementar la solución de la Ecuación (2.35), se utiliza el método de Simpson 3/8 para resolver 

la integral que tiene como límites de integración, Rt y η.  

 

La estimación de los parámetros hidrodinámicos (α, β y μt.) se llevó a cabo mediante el método de 

Levenberg Marquardt [81] mediante la minimización de la siguiente función objetivo: 

resp exp

1 2 n

n n

, ,...,2

n k,n k,n

n 1 k 1

ˆRSS( ) w (F F ) min
  

 

                                                                                (2.39) 

donde β es un vector de parámetros óptimos, nexp es el número de experimentos independientes, 

nresp es el número de respuestas, Fk,n y
 
F̂

k,n
son los n experimentos y respuestas predichas para las k 

observaciones, respectivamente; y wn es el factor peso asignado a las n respuestas. Para tener un 

grado de confianza y precisión en la determinación de los parámetros hidrodinámicos, la 

minimización inicial de la función objetivo en la regresión fue llevada a cabo mediante el método 

de Rosenbrock [83]. Después, la subrutina ODRPACK se utilizó para ajustar los valores calculados 

a los puntos experimentales correspondientes [84]. Este conjunto de subrutinas resuelve un 

problema de regresión por pesos ortogonales o un problema de mínimos cuadrados no lineal para 
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modelos explícitos e implícitos utilizando datos de múltiples respuestas con una implementación 

del método de Levenberg Marquardt, obteniendo una estimación con el 95% de intervalo de 

confianza. Los criterios que fueron utilizados para evaluar la confiabilidad del ajuste son: el 

significado estadístico individual de los parámetros fue evaluado por medio de la prueba t o el 

intervalo de confianza mientras que el significado global de la regresión se evaluó por el coeficiente 

de determinación. Aparte de este análisis, la correlación de parámetros es determinada mediante el 

cálculo de los coeficientes de correlación lineal binarios utilizado cuando se estiman pares de 

parámetros. Si los valores de estos coeficientes se acercan a ±1, sugiere una relación lineal fuerte 

entre los parámetros estimados. Todos los métodos numéricos empleados en la solución de la 

ecuación de NSDF y el MHA fueron desarrollados en código FORTRAN, incluyendo el método 

de estimación. 

 

2.5 Hidrodinámica de los sistemas de estudio: resultados y discusión 

 

En este trabajo, el estudio hidrodinámico consideró tres diferentes lechos empacados que presentan 

una relación de dt/dp menores a ocho. El primer lecho empacado es un solo tubo con una longitud 

de 0.5 m y un diámetro interno de 5 cm. Este tubo fue empacado con esferas con un diámetro de 

9.8 mm, obteniendo una relación de dt/dp=5.1. Bey y Eigenberger (1997) reportaron mediciones de 

velocidad para este sistema a un Rep de 618 [29]. Estas observaciones fueron tomadas justamente 

por debajo de un monolito que soporta el lecho empacado, utilizado para asegurar un perfil de 

velocidad a la salida del lecho. Debido a la turbulencia observada, 50 mediciones fueron 

promediadas en cada sección. Los valores promediados obtenidos en la dirección radial se 

utilizaron para evaluar el modelo aproximado propuesto en este trabajo. El segundo lecho 

empacado es un solo tubo con 1 m de longitud y un diámetro interno de 5 cm. El tubo fue empacado 

con esferas con un diámetro de 8.2 mm, obteniendo una relación de dt/dp=6.1. Krischke (2001) [85] 

reportó mediciones de velocidad para este sistema a un Rep de 516. Estas observaciones fueron 

obtenidas con una técnica no intrusiva llamada Anemometría de laser Doppler. Por último, el tercer 

sistema es un solo tubo a escala industrial con una longitud de 2.6 m y un diámetro interno de 2.5 

cm. El tubo se empacó con partículas esféricas no porosas que tienen depositados en la superficie 

externa un catalizador de óxido de vanadio soportado en TiO2 con un diámetro de 0.82 cm, 

obteniendo una relación de dt/dp=3.1. El sistema de enfriamiento consistió de un baño de sal 
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fundida. En este sistema no se presentaron observaciones experimentales de velocidad, pero si se 

tienen observaciones de temperaturas axiales y radiales, los cuales fueron utilizados para estimar 

los parámetros de transporte de calor. Para los dos primeros sistemas, los perfiles de velocidad 

serán evaluados con ambos modelos hidrodinámicos; la ecuación de Navier Stokes Darcy-

Forchheimer y el modelo aproximado propuesto en este trabajo. Además estos resultados serán 

comparados con datos experimentales reportados por Bey y Eigenberger (1997) [29] y Krischhe 

(2001) [85]. Sin embargo, para el último sistema solo se comparan los perfiles de velocidad 

obtenidas con ambos modelos hidrodinámicos. 

 

2.5.1 Caída de presión, fracción vacía y el número de Darcy  

 

Uno de los aspectos fundamentales para describir los perfiles de velocidad en un lecho empacado 

con baja relación de dt/dp, es la adecuada consideración de la caída de presión, que prácticamente 

toma en cuenta las pérdidas de energía friccionales del fluido causadas por las superficies sólidas 

presentes en el lecho. Como se mencionó anteriormente, la caída de presión en lechos empacados 

infinitos ha sido apropiadamente descrita [48,86], sin embargo, esto no ha sido posible para lechos 

empacados finitos que presentan una relación de dt/dp menor a 8. Por lo tanto, la descripción de las 

velocidades intersticiales en lechos finitos requiere una expresión para evaluar la caída de presión, 

con una apropiada consideración de los efectos geométricos en las resistencias al flujo, lo que 

normalmente se ha realizado mediante el concepto del diámetro de tubo efectivo. En este trabajo, 

la caída de presión se determinó por la Ecuación (2.23) y se utilizó para evaluar los perfiles de 

velocidad en ambas regiones del lecho; la central y la cercana a la pared. La Figura 2.3, muestra 

las caídas de presión promedio evaluadas con la Ecuación (2.23) en un intervalo de Rep de 700-

1400 para el lecho empacado con un dt/dp=3.1. Los resultados muestran una buena predicción de 

los datos experimentales a Rep menores de 1000, sin embargo para un Rep de 1400, el error es del 

10%. En la misma Figura 2.3 se muestran las caídas de presión evaluadas con las correlaciones 

reportadas por Eisfeld y Schnitzlein (2001) [80] y Freund y col. (2003) [87], desarrolladas para 

lechos empacados finitos, donde los valores son similares a los obtenidos con la Ecuación (2.23). 

Por otro lado, diversos estudios [33,88] han utilizado la fracción vacía y el número de Darcy para 

caracterizar las fuerzas viscosas e inerciales presentes en un lecho empacado. En el caso de un 

reactor de lecho empacado a escala industrial, estas variables implícitamente dan una idea de la 
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importancia de considerar el perfil de velocidad en el transporte convectivo de calor y masa 

[9,12,14,19,89]. Los perfiles de fracción vacía y los perfiles del número de Darcy (Da=K/Rt2) para 

los tres lechos empacados estudiados en este trabajo se muestran en las figura 2.4 a diferentes 

relaciones de dt/dp, 3.1, 5.1 y 6.1. Como se observa en la Figura 2.4a, existen dos regiones con 

fracciones vacías mayores al promedio, una región está ubicada a una distancia aproximada de dp/2 

desde la pared del tubo, mientras que la otra región se encuentra a un diámetro de partícula de 

distancia desde la pared. 

 

Figura 2.3 Resultados experimentales comparados con predicciones obtenidas con 

correlaciones para la caída de presión axial a diferentes Rep. 

 

Un comportamiento similar se observa en los lechos empacados que presentan una relación de dt/dp 

de 5.1 y 6.1, pero en estos casos se identifican tres y cuatro regiones con fracciones vacías mayores 

al promedio, respectivamente. En estas regiones, se espera que la velocidad intersticial sea alta, por 

lo tanto la hidrodinámica se considera cuando se estudia este tipo de sistemas [12]. Por otro lado, 

la magnitud del número de Darcy proporciona información acerca de los términos que deben 

considerarse en el modelo hidrodinámico en un lecho empacado. En las figuras 2.4a, 2.4b y 2.4c, 

también se muestran los perfiles del número de Darcy para los tres lechos empacados. Como se 

observa en las figuras, Da varia a lo largo del radio del tubo debido a la relación de dt/dp de los tres 
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sistemas, notando un comportamiento no Darcyano en zonas con mayor fracción vacía Da > 10-4 

[33,88]. Estos valores de Da, indican que todos estos sistemas están fuertemente influenciados por 

las interacciones, viscosas e inerciales [34], entre el fluido y las superficies del sólido contenidos 

en los lechos empacados [35], por lo tanto, estos mecanismos son considerados en los modelos 

hidrodinámicos correspondientes.  
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Figura 2.4 Perfil de fracción vacía radial (-) y la distribución radial del número de Darcy (o): (a) 

dt/dp=3.1; (b) dt/dp=5.1; (c) dt/dp=6.1. 

 

2.5.2 Perfiles de Velocidad 
 

La Figura 2.5a muestra una comparación de los perfiles de velocidad axiales para el lecho 

empacado con una relación de dt/dp=3.1, evaluados con el modelo de NSDF, ecuaciones (2.1)-

(2.8), y el modelo hidrodinámico aproximado que considera dos zonas: la región central, 

ecuaciones (2.13)-(2.15) y la región cercana a la pared, Ecuación (2.37). Estos perfiles de velocidad 

se obtienen a diferentes Rep, en un intervalo de 700-1400, valores normalmente utilizados en la 

operación de este lecho empacado como reactor catalítico a nivel industrial [3,9,12]. El MHA 

presenta resultados similares a los obtenidos con NSDF, por ejemplo, las fracciones vacías mayores 

corresponden a las mayores velocidades axiales intersticiales a lo largo de la dirección radial del 

lecho empacado. Además, existen posiciones radiales donde la velocidad intersticial pseudo local 

es hasta siete veces mayor que la velocidad de entrada, elucidando la importancia de tomar en 

cuenta la hidrodinámica cuando se modela este tipo de sistemas que presentan una baja relación 

dt/dp.  
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Figura 2.5 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el MHA y NSDF para un lecho empacado con 

dt/dp=3.1 a diferentes Rep: (a) dos regiones; (b) región central; (c) región cercana a la pared. 

 

De los resultados obtenidos con el MHA, se puede elucidar que los términos de Darcy y 

Forchheimer contenidos en el modelo hidrodinámico, ecuaciones (2.13)-(2.15), son suficientes 

para capturar los fenómenos viscosos e inerciales en la región central (0 < r < η), ver Figura 2.5b, 

esto coincide con lo reportado en diversos trabajos [80,90,91], donde se menciona que las partículas 

empacadas tienen una mayor influencia al paso del fluido que la pared del tubo en esta región. Por 

otro lado, en la zona cercana a la pared (η < r < Rt), para describir los perfiles de velocidad no son 

necesarios los términos de Darcy y Forchheimer, Ecuación (2.37), sin embargo se debe considerar 

una viscosidad efectiva relacionada con la turbulencia causada por la interacción entre las 

superficies sólidas y el fluido encontradas en esta región, ver Figura 2.5c. El MHA es finalmente 

evaluado con datos experimentales de velocidad para dos lechos empacados diferentes. Uno tiene 

una relación de dt/dp=5.1 y operado a un Rep=618, ver Figura 2.6a, y el otro presenta una relación 

de dt/dp=6.1 y fue operado a una Rep=516, ver Figura 2.6b. 
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Figura 2.6 Resultados experimentales comparados con los perfiles de velocidad evaluados con el 

MHA y NSDF para un lecho empacado a diferentes Rep: (a) dt/dp=5.1; (b) dt/dp=6.1. 
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La Figura 2.6 presenta una comparación entre NSDF, MHA y datos experimentales de velocidad. 

Ambos modelos son capaces de ajustarse a las observaciones experimentales, validando el grado 

de confianza de ambas aproximaciones. La Tabla 2.1 muestra las viscosidades efectivas, las 

viscosidades turbulentas, las velocidades máximas locales y los parámetros hidrodinámicos (α y 

β), para cada uno de los sistemas estudiados. La confianza del ajuste y el significado estadístico de 

la regresión es observado a partir del coeficiente de determinación (R2), que presentan valores 

mayores a 0.95. Las constantes α y β, así como las viscosidades turbulentas son estadísticamente 

significativos considerando su reducido intervalo de confianza. 

 

Tabla 2.1 Parámetros estimados (α, β y μt) y sus correspondientes coeficientes de determinación 

utilizando el MHA para los tres sistemas estudiados. 

Parámetro     

 Valor 

estimado 

Límite 

inferior 

Límite 

superior 

Valor 

estimado 

Límite 

inferior 

Límite 

superior 

t pd d 5.1  

pRe 618  5.74 4.12 7.36 2.513 2.22 2.805 

t pd d 6.1  

pRe 516  522.56 105.11 940.02 3.256 1.75 4.763 

t pd d 3.1  

 pRe 702,1056,1400  1083.2 1040.38 1126.03 1.105 1.09 1.12 

Parámetro  1 1

t kgm s    1 1

eff kgm s    1

zmazxv ms  

 Valor 

estimado 

Límite 

inferior 

Límite 

superior 

R2  

t pd d 5.1  

pRe 618  1.68x10-3 1.41x10-3 1.95x10-3 0.916 1.7x10-3 1.59 

t pd d 6.1  

pRe 516  3.32x10-4 1.88x10-4 5.21x10-4 0.883 3.5x10-4 2.519 

t pd d 3.1  

pRe 702  0.46x10-4 0.38x10-4 0.53x10-4 0.994 0.64x10-4 10.23 

pRe 1056  0.37x10-4 0.32x10-4 0.42x10-4 0.996 0.55x10-4 15.53 

pRe 1400  0.4x10-4 0.34x10-4 0.45x10-4 0.995 0.58x10-4 20.56 
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Como se observa en la Tabla 2.1, la velocidad máxima intersticial se incrementa conforme aumenta 

el Rep debido a que los fenómenos inerciales presentes en esta región son dominantes para un 

dt/dp=3.1 [33,49]. Los valores estimados de α y β se encuentran en el orden de magnitud que los 

reportados en la literatura para lechos empacados con dt/dp menores a 8. La magnitud de las 

viscosidades turbulentas obtenidas con el MHA es similar a la reportada en otros trabajos donde 

emplean CFD, utilizando las ecuaciones promediadas de Navier Stokes acoplada a los modelos de 

κ-ε, por ejemplo, la viscosidad turbulenta vía CFD (modelo de κ-ε) fue de 5.0x10-5 kg (m s)-1, 

mientras que en este trabajo bajo las mismas condiciones geométricas y de operación, la viscosidad 

turbulenta fue de 4.6x10-5 kg (m s)-1. Por otro lado, en la Tabla 2.2, se presentan los puntos de 

intersección (η), las caídas de presión y los diámetros de tubo efectivos, calculados mediante el 

MHA para todos los lechos empacados analizados en este trabajo.   

 

Tabla 2.2 Valores calculados con el MHA de los puntos de intersección, la caída de presión axial y los 

espesores de la capa límite para los lechos empacados estudiados. 

Parámetro  2

zp Nm   mm   mm  

t pd d 5.1  

pRe 618  0.0227x104 23.05 1.95 

t pd d 6.1  

pRe 516  0.111x104 24.27 0.73 

t pd d 3.1  

pRe 702  9.8x103 11.96 0.54 

pRe 1056  1.85x104 12.02 0.48 

pRe 1400  2.93x104 12.06 0.44 

 

Es importante señalar que un incremento en el valor de Rep causa un incremento en el valor de η, 

como se observa en la Tabla 2.2, esto se debe a que los efectos inerciales son favorecidos en la 

región cercana a la pared, a pesar de las resistencias causadas por las superficies de las partículas 

y de la misma pared del tubo, sin embargo, los valores del espesor de la capa límite disminuyen de 

acuerdo a la teoría de la capa límite [78]. 
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2.6 Conclusiones 

 

La hidrodinámica en un reactor de lecho empacado a nivel industrial con una relación de diámetro 

de tubo a partícula menor (dt/dp< 8) es esencial debido a que la distribución de la fracción vacía 

tiene un efecto considerable en los perfiles de velocidad y como se observará en los siguientes 

capítulos tendrá un efecto en los perfiles de temperatura y concentración desarrollados en el interior 

del lecho. Sin embargo, en diversos trabajos se ha despreciado el efecto de la hidrodinámica cuando 

se modela un reactor industrial debido a la complejidad de la ecuación de Navier Stokes Darcy-

Forchheimer utilizada para describir observaciones de velocidad. En este estudio, un modelo 

hidrodinámico aproximado se ha propuesto para describir perfiles de velocidad en reactores de 

lecho empacado con baja relación de dt/dp. 

 

El modelo hidrodinámico aproximado desacopla en dos regiones los diferentes fenómenos que 

ocurren al paso del fluido en el interior del lecho empacado; la región central, donde se ha 

verificado que las interacciones entre el sólido y el fluido son predominantes y la región cercana a 

la pared, donde los efectos inerciales son mayores y se caracteriza mediante una viscosidad 

turbulenta que se estima a partir de datos experimentales de velocidad para dos sistemas con 

relaciones de dt/dp diferentes. 

 

Al comparar los perfiles de velocidad obtenidos con el modelo hidrodinámico aproximado y con 

el modelo de Navier Stokes Darcy-Forchheimer para todos los casos, el mayor error (10%) es 

observado en la región cercana a la pared, específicamente en la zona donde se ubica la velocidad 

axial máxima, esto es debido a la compleja interacción que existe entre las fuerzas viscosas e 

inerciales, pero también turbulentas, causadas por la pared del tubo y las partículas contenidas en 

esta región. 
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Capítulo 3 
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TRANSFERENCIA DE CALOR  

EN AUSENCIA DE REACCIÓN  

 

 

 

 

3.1 Introducción 

 

Para lograr una adecuada predicción del comportamiento que se observa en un reactor catalítico de 

lecho fijo a nivel industrial, considerando que se tiene un modelo cinético adecuado, se necesita 

tener valores apropiados de los parámetros de transporte de calor y de masa que intervienen en el 

modelo del reactor. Diversas correlaciones se han reportado en la literatura para calcular los 

parámetros de transporte de masa y éstas permiten describir el comportamiento observado en 

reactores que manejan una relación de dt/dp≤8 [12,13,92]. No obstante, esto no sucede con los 

parámetros de transferencia de calor, particularmente con la conductividad efectiva radial (keffr) y 

el coeficiente de transferencia de calor en la pared del tubo (hw) [12,13,19,92]. La mayoría de los 

estudios de transporte de calor en ausencia de reacción se han llevado a cabo en lechos empacados 

que operan de forma no-isotérmica no-adiabática [12,13,19,93]. Los perfiles de temperatura que se 

observan en estos sistemas se ajustan normalmente con un modelo pseudo-homogéneo en dos 

dimensiones espaciales. No obstante, pocos son los estudios de transporte de calor en ausencia de 

reacción que consideran un modelo hidrodinámico para considerar el efecto de los perfiles de 

velocidad en la transferencia de calor durante la estimación de hw y keffr [12,19], lo que es esencial 

cuando se tiene un lecho empacado con una relación de dt/dp≤8 [12,13,19,92]. Por lo tanto en este 

capítulo se estudia la transferencia de calor en ausencia de reacción para un sistema a escala piloto 

y se persiguen esencialmente dos objetivos: el primero es evaluar el modelo hidrodinámico 

aproximado, acoplando esta aproximación a un modelo de transferencia de calor y así describir los 
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perfiles de temperatura en un lecho empacado con una relación de dt/dp=3.1. El otro objetivo es 

estimar los parámetros de transferencia de calor, keffz, keffr y hw, considerando el efecto de la 

hidrodinámica en la transferencia de calor en un lecho empacado mediante el uso de los dos 

modelos hidrodinámicos analizados en el capítulo 2. Además, en este análisis, se exponen las 

ventajas computacionales de utilizar el MHA en lugar del modelo de NSDF. 

 

En la sección 3.2 se presentan los antecedentes sobre estudios de transferencia de calor en lechos 

empacados que manejan una relación de dt/dp menor a 8. En la sección 3.3 se describe el sistema 

experimental utilizado para obtener los datos experimentales de temperatura utilizados en la 

estimación de los parámetros. En la sección 3.4 se muestra el modelo de transporte de calor que se 

utiliza en este estudio para predecir los perfiles de temperatura. En la sección 3.5 se muestran los 

perfiles de temperatura obtenidos al acoplar los modelos hidrodinámicos, NSDF y MHA, con el 

modelo de transporte de calor así como un análisis de los parámetros de transporte de calor 

estimados con ambas aproximaciones. Por ultimo en la sección 3.6 se describen las principales 

conclusiones sobre el estudio de transferencia de calor en un lecho empacado en ausencia de 

reacción con una baja relación de dt/dp. 

 

3.2 Transferencia de calor en ausencia de reacción 

 

Los reactores de lecho empacado que operan en forma no isotérmica y no adiabática se distinguen 

por presentar una alta sensibilidad a cambios pequeños en las condiciones de operación, pero sobre 

todo, en algunas ocasiones surgen puntos calientes en el interior del reactor que tienen un efecto 

no favorable en su comportamiento [3,13,94]. La mayoría de los estudios sobre esta clase de 

reactores han tenido por objetivo desarrollar modelos para describir su comportamiento en estado 

estacionario y transitorio [3,12,13,89]. Algunos de los cuales han tenido como principal interés 

prevenir la presencia de puntos calientes proponiendo diferentes criterios que den como resultado 

una operación segura del sistema de reacción [13,94], ya que normalmente en su operación existe 

una temperatura en la que el reactor opera óptimamente en términos de selectividad al hidrocarburo 

de interés, conversión del hidrocarburo de alimentación y desactivación reversible e irreversible 

del catalizador [12,95]. Debido a lo anterior, es crucial un estudio de la transferencia de calor en 

lechos empacados, principalmente los que operan a relaciones de dt/dp<8. En un gran número de 
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publicaciones se ha estudiado la transferencia de calor de lechos empacados, sin embargo son pocos 

los que han logrado una descripción satisfactoria entre la temperatura predicha y la observada. La 

falla en la predicción se ha relacionado con una no adecuada consideración de la hidrodinámica en 

los procesos de transferencia de calor y masa que tienen lugar en el interior del reactor [9,12,89]. 

Desde los años 80s surgen los primeros estudios de transferencia de calor en lechos empacados, 

como se observa en la Figura 2.1 del capítulo 2, sin embargo son pocos los que han considerado el 

efecto de la hidrodinámica en estos estudios.  

 

Delmas y Froment (1988) [4] demostraron que existen considerables diferencias entre los perfiles 

de temperatura y concentración evaluados con, un modelo que considera flujo pistón y un modelo 

pseudo homogéneo en dos dimensiones para la oxidación parcial de orto xileno en un reactor de 

lecho empacado con esferas. Las diferencias radican en la consideración de la fracción vacía radial 

del lecho en la contribución dinámica de las correlaciones para evaluar los coeficientes de 

transferencia de calor efectivos hw y keffr. Además estas diferencias se agudizan cuando la relación 

dt/dp es menor. Papageorgiou y Froment (1995) [9], extendieron el estudio anterior al incorporar el 

campo de velocidad en las ecuaciones de transporte de masa y calor con reacción. En ambos 

trabajos utilizaron las ecuaciones de Navier-Stokes que acoplan los términos de Darcy y 

Forchheimer para describir los perfiles de velocidad. Los resultados muestran diferencias 

importantes en los perfiles de temperatura obtenidos con dos diferentes correlaciones para los 

coeficientes de transferencia de calor que consideran los perfiles de fracción vacía y de velocidad. 

En estos trabajos no se consideró el efecto de la hidrodinámica en la transferencia de masa y calor 

interfacial, vía los coeficientes interfaciales. Si bien los resultados muestran el efecto de la 

hidrodinámica en el comportamiento de un reactor industrial, las simulaciones no se compararon 

con observaciones industriales.  

 

Daszkowshi y Eigenberger (1992) [89], Castillo-Araiza y col. (2007 y 2010) [12,19], y Koning y 

col. (2003) [17] realizaron estudios hidrodinámicos y de transferencia de calor para las reacciones 

de oxidación de propano, orto xileno y monóxido de carbono, respectivamente, comparando sus 

modelos con observaciones experimentales. Daszkowshi y Eigenberger (1992) [89] demostraron 

que un modelo con flujo pistón no es capaz de describir los experimentos de transferencia de calor 

con reacción, a diferencia del modelo que considera los perfiles de velocidad, mediante la inclusión 
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de las ecuaciones de Navier-Stokes-Darcy-Forchheimer. Koning y col. (2003) [17] reportaron que 

al considerar la distribución radial de la fracción vacía en el modelo de transferencia de calor sin 

reacción, se mejoran las estimaciones de los coeficientes de transferencia de calor, resultando en 

una mejor descripción de los perfiles de temperatura y de concentración en el interior del reactor 

cuando tiene lugar la reacción. Por ultimo en los trabajos de Castillo-Araiza y col. (2007 y 2010) 

[12,19] consideraron estudios independientes sobre la hidrodinámica y el transporte de calor con y 

en ausencia de reacción química. Ellos encontraron que el modelo de Navier-Stokes Darcy-

Forchheimer, utilizando una ecuación empírica para describir los perfiles de fracción vacía y 

estimando la magnitud de los efectos viscosos e inerciales de datos experimentales de caída de 

presión, aparenta ser la aproximación más adecuada para predecir los perfiles de velocidad en el 

lecho de estudio. Además para el estudio de transporte de calor sin reacción se estimó el coeficiente 

de transporte de calor en la pared (hw) y la conductividad térmica efectiva radial (keffr). Los ajustes 

de temperatura que se obtienen con la aproximación clásica, que modela el transporte de calor al 

considerar flujo uniforme en el lecho, se compararon cuando se consideran los campos de velocidad 

y el perfil de fracción vacía en el lecho, así como su aproximación de capa límite. Los perfiles de 

temperatura observados en el lecho empacado sin reacción se ajustan bien con el modelo que 

considera los coeficientes de transferencia de calor estimados con la aproximación de capa límite 

en los balances de masa y energía. Sin embargo al incluir el modelo hidrodinámico y los 

coeficientes estimados con la aproximación de capa límite, en la ecuación del reactor, se presentan 

predicciones no adecuadas. De este estudio se destaca que las observaciones bajo condiciones de 

reacción se predijeron satisfactoriamente sin considerar la hidrodinámica pero utilizando los 

coeficientes estimados con la aproximación de capa límite.  

 

En los últimos años, se han propuesto varias técnicas experimentales así como diferentes métodos 

de estimación para determinar los coeficientes de transferencia de calor (hw y keff) bajo diferentes 

condiciones [19,93]. Sin embargo, la mayoría de estos trabajos presentan algunas incertidumbres 

debido a la complejidad experimental que presentan este tipo de sistemas, por ejemplo: (i) un 

control experimental inadecuado en las fronteras del lecho, e.g. un inadecuado control en la 

temperatura de entrada conduce a valores incorrectos que provocan una fuente de incertidumbre; 

(ii) el empleo de técnicas invasivas en la medición de los perfiles de temperatura axiales y radiales 

genera perturbaciones en las condiciones del lecho, e.g. la ubicación de sensores axiales/radiales 
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de temperatura en el interior de lecho empacado pueden tener un efecto importante, ya sea como 

fuente de incertidumbre de la medición o como una variable decisiva en la determinación de los 

puntos de ubicación de los sensores para obtener las mejores mediciones; y (iii) los efectos 

fenomenológicos que no se consideran en el modelo, e.g. efectos hidrodinámicos debido a las 

características del lecho que ocasionan una no idealidad en el fluido (flujo pistón). Por lo tanto, es 

evidente que al considerar un buen diseño de experimentos, la obtención de datos experimentales 

con la menor incertidumbre posible y plantear un modelo que considere todos los fenómenos que 

ocurren en el interior del lecho, es posible modelar adecuadamente la transferencia de calor en un 

lecho empacado con baja relación de dt/dp. Para ello, es necesario que en la estimación de los 

parámetros de transferencia de calor se considere un análisis estadístico y fenomenológico que 

respalde la confiablidad de los parámetros estimados. 

 

Con base a lo anterior, en esta investigación se llevará a cabo la estimación de hw, keffz y keffr 

utilizando una base datos experimentales de transferencia de calor en ausencia de reacción 

obtenidos por Lopez-Isunza (1983) [3] y Mongkhonsi y col. (1992) [7]. Estas observaciones se 

realizaron en un reactor a escala piloto, las condiciones de operación se describen en la sección 3.3. 

Estas observaciones se ajustarán utilizando un modelo de transferencia de calor pseudo homogéneo 

en dos dimensiones considerando el efecto de la hidrodinámica al acoplar este modelo con los 

modelos MHA y NSDF que describen los perfiles de velocidad.  

 

3.3 Sistema experimental 

 

Los datos experimentales utilizados en este estudio fueron tomados de los trabajos previos 

reportados por Lopez-Isunza (1983) [3] y Mongkhonsi y col. (1992) [7]. El sistema fue un reactor 

empacado tubular con una longitud del tubo de 2.6 m, un diámetro interno de 2.5 cm y un espesor 

de pared de 0.25 cm, el cual está inmerso en un baño de sal de fundida (una mezcla de 59% en peso 

de nitrato de potasio y 41% en peso de nitrito de sodio) que actúa como medio de transferencia de 

calor. Como material de empaque se utilizaron esferas de V/TiO2 proporcionadas por von Heyden, 

con un diámetro de partícula de 8mm, lo cual conduce a una relación de dt/dp=3.1. En la Tabla 3.1 

se muestran las condiciones de operación que se utilizaron en el estudio de transferencia de calor 

en ausencia de reacción. 
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Tabla 3.1 Condiciones de operación para el estudio de transferencia de calor en ausencia de reacción 

 Valor 

Temperatura del baño de sal, °C 396 

Velocidad de flujo de aire, Nm3 h-1 2 y 4 

Presión de entrada, atm 1.38 

Temperatura de entrada, °C 105 

 

 

Figura 3.1 Diagrama esquemático del sistema de lecho empacado experimental que muestra la 

colocación de los termopares durante la operación. 

 

La Figura 3.1 muestra el sistema experimental donde se observa el arreglo de termpozos que 

permitió monitorear la temperatura a lo largo de la posición axial y radial en el lecho. El baño de 

sal fundida se calentó con resistencias eléctricas de tres etapas el cual se manejó mediante un 

controlador de temperatura. El baño de sal se mantuvo en ±0.5°C a partir del set-point en la mayor 

parte del baño debido a la inyección de aire para asegurar un buen mezclado. Las mediciones de 

temperatura se realizaron con termómetros de resistencias de platino de 3 mm y termopares de 

cromo-aluminio de 1.5 mm los cuales tenían la capacidad de ubicarse en cualquier punto radial 
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dentro del reactor. Los datos que son utilizados para la estimación de los parámetros de transporte 

de calor, se dividen en dos conjuntos de experimentos bajo las condiciones presentadas en la Tabla 

3.1. En el primer conjunto se tienen perfiles axiales de temperatura mientras que para el segundo 

conjunto de experimentos se cuenta con perfiles radiales de temperatura a diferentes posiciones del 

lecho. Para más detalles sobre el sistema experimental de los estudios de transferencia de calor en 

ausencia de reacción se pueden consultar en los trabajos de López-Isunza (1983) [3] y Mongkhonsi 

y col. (1992) [7] donde se pueden encontrar el conjunto completo de los perfiles de temperatura. 

 

3.4 Modelo de transporte de calor 

 

El sistema estudiado es un lecho empacado que opera de forma no-isotérmica y no-adiabática, 

donde el perfil de temperatura se describe con un modelo pseudo-homogéneo de dos dimensiones 

espaciales, que considera despreciable la diferencia entre la temperatura del fluido y la de la fase 

sólida. El transporte radial de calor a través del lecho se representa por la conductividad térmica 

radial efectiva (keffr), la conductividad térmica axial efectiva (keffz) y, en la interfaz, entre el lecho 

y la pared del tubo se utiliza un coeficiente de transferencia de calor de pared (hw) para describir la 

transferencia de calor en esta zona. El modelo se basa en las siguientes suposiciones: el fluido es 

newtoniano, los parámetros físicos y de transporte no cambian con la temperatura, la distribución 

de la temperatura del baño a lo largo del lecho es uniforme y el modelo hidrodinámico considera 

únicamente la componente de velocidad axial, como una función del radio y la longitud del lecho. 

La componente de velocidad radial se considera despreciable [19,33]. Por lo tanto el modelo de 

transferencia de calor está dado por: 

 
2 2

f f B s f f z effr effz2 2

T T T 1 T T
Cp Cp Cp v k k

t z r r r z

     
       

     
                                                  (3.1) 

La condición inicial es: 

  0t 0 T 0,r,z T                                                                                                         (3.2) 

Las condiciones de frontera son: 
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donde T0 y Tb son la temperatura de entrada y la temperatura del baño de sal, respectivamente; vz 

es la velocidad axial intersticial; r y z son las posiciones radiales y axiales en el lecho empacado 

respectivamente; ε es la fracción vacía pseudo local; Cpf y Cps son las capacidades caloríficas del 

fluido y del sólido, respectivamente; ρf y ρB son las densidades del fluido y del lecho, 

respectivamente; keffr y keffz son las conductividades térmicas efectivas radial y axial, 

respectivamente, y hw es el coeficiente de transporte de calor en la pared. 

 

El MHA, dado por las ecuaciones (2.13) y (2.37), y el modelo de NSDF, ecuaciones (2.1)-(2.8), de 

manera independiente, se acoplan al modelo de transferencia de calor, ecuaciones (3.1)-(3.6) para 

describir los datos experimentales y se utilizan en la estimación de los parámetros de transporte de 

calor. El método utilizado para la estimación de los parámetros de transporte de calor es similar al 

empleado para estimar los parámetros hidrodinámicos, ver sección 2.4.3. Además, en este estudio 

de transferencia de calor, la estimación de los parámetros se lleva a cabo en estado transitorio a 

diferencia de otros trabajos que normalmente lo resuelven en estado estacionario [19,89]. También, 

es importante señalar que el mecanismo de conducción axial se considera en el modelo de 

transporte de calor sin considerar isotropía entre los mecanismos conductivos axial y radial [19]. 

Sin embargo, con el objetivo de evitar alguna correlación estadística de keffz con los otros dos 

parámetros de transporte de calor, la conductividad térmica axial efectiva se estima de datos 

experimentales independientes obtenidos de un lecho adiabático donde la conducción axial es el 

mecanismo dominante [19].   

 

3.5 Resultados y discusión 

 

La estimación de keffr y hw se llevó a cabo utilizando como valores iniciales de estimación, los 

valores reportados Castillo-Araiza y col., (2007) [19]. Estos valores, hw=1052.6 kJ m-2 (hr K)-1 y 

keffr= 9.72 kJ (m hr K)-1, se estimaron bajo la consideración de isotropía (keffz=keffr), que al parecer 
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es insuficiente considerando que los gradientes de temperatura observados en los primeros 30 

centímetros del lecho empacados son significativos, ver Figura 3.2. El ajuste de los perfiles de 

temperatura en el lecho empacado, considerando que la velocidad intersticial se evalua con alguno 

de los modelos hidrodinámicos, el modelo de NSDF o el MHA, se realizó utilizando el modelo de 

transporte de calor en estado transitorio bajo el régimen de no isotropía en la conductividad 

(keffz≠keffr), dado por las ecuaciones (3.1)-(3.6), junto con el conjunto de datos experimentales 

reportados por López-Isunza (1983) [3]. La Figura 3.2 presenta el ajuste de los datos 

experimentales, para los perfiles de temperatura axial a un Rep de 700 y 1400, ver Figura 3.2a, y 

los perfiles de temperatura radiales a una posición axial de 10 cm, ver Figura 3.2b. La descripción 

de los perfiles de temperatura a estos dos Rep es adecuada considerando la distorsión de los perfiles 

de temperatura normalmente observados en este tipo de experimentos [3,7] debido al termopozo 

que esta adherido a la pared del tubo. La precisión del ajuste y el significado estadístico de la 

regresión se evalúan por medio del coeficiente de determinación (R2), que presenta valores mayores 

que 0.9; R2 y los valores estimados de hw y keffr se observan en la Tabla 3.2. Ambos parámetros de 

transferencia de calor son estadísticamente significativos considerando su reducido intervalo de 

confianza. 

 

Tabla 3.2 Valores estimados de los parámetros de transporte de calor y los coeficientes de 

determinación correspondientes del modelo de transferencia de calor utilizando NSDF y MHA para 

un lecho empacado con dt/dp=3.1. 

Parámetro Valor estimado Límite  

inferior 

Límite superior R2 

Rep=702 

 
1

effr rk kJ m h K


 
2.911a 2.447a 3.374a  

0.9206 

  
12

w rh kJ m h K


 
300.234a 287.94a 312.529a 

 
1

effr rk kJ m h K


 
2.939b 2.472b 3.406b  

0.9206 

 
12

w rh kJ m h K


 
322.853b 309.746b 335.96b 

Rep=1400 

 
1

effr rk kJ m h K


 
2.901a 2.684a 3.118a  

0.9789 

 
12

w rh kJ m h K


 
418.47a 402.657a 434.284a 

 
1

effr rk kJ m h K


 
2.902b 2.684b 3.121b  

0.9789 

 
12

w rh kJ m h K


 
432.672b 416.364b 448.98b 

a Estimados con NSDF,b Estimados con MHA 
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Figura 3. 2 Ajuste de los datos experimentales con los perfiles de temperatura utilizando el MHA 

y NSDF para un lecho empacado con dt/dp=3.1 a dos diferentes Rep (700 y 1400): (a) perfiles de 

temperatura axiales; (b) perfiles de temperatura radiales a una posición axial de 10 cm. 
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Como se puede observar en la Tabla 3.2, los valores de los parámetros de transporte de calor 

estimados y sus intervalos de confianza, ambos modelos hidrodinámicos, MHA y NSDF, conducen 

a valores de hw y keffr estadísticamente significativos, sin embargo, la diferencia radica en los 

tiempos de computo utilizados para evaluar el algoritmo de estimación debido a que el modelo de 

NSDF requirió 60 horas de tiempo de computo mientras que para el MHA solo fueron necesarios 

60 minutos, siendo evidente el rendimiento del modelo propuesto. 

 

Los resultados anteriores elucidan dos características del MHA, una certidumbre fenomenológica 

y sus ventajas computacionales comparadas con el modelo convencional, NSDF, aspectos que son 

importantes en señalar debido a su futura aplicabilidad cuando se modela o se optimizan este tipo 

de sistemas bajo condiciones de reacción. Además, los valores estimados de hw y keffr son diferentes 

a los valores utilizados como puntos iniciales y a los obtenidos con correlaciones reportadas en la 

literatura. Por ejemplo, para un Rep de 1400, el valor estimado de hw con MHA es 418.47 kJ m-2 (h 

K)-1, y el valor inicial fue de 1052.6 kJ m-2 (hr K)-1, la diferencia radica en no considerar isotropía 

debido a que en este trabajo se estimó la keffz a partir de datos experimentales independientes. Así 

mismo, al comparar los resultados obtenidos a las mismas condiciones que se manejaron en este 

trabajo, ver Tabla 3.2, con los parámetros de transferencia de calor evaluados con las correlaciones 

reportadas por Dixon (1997) [96] (hw =982.6 kJ m-2 (h K)-1; keffr =7.85  kJ (m h K)-1) y Bey y 

Eigenberger (2001) [92] (hw =901.1 kJ m-2 (h K)-1 y keffr =14.5  kJ (m h K)-1), se observa una 

diferencia notable, en este caso el efecto de incluir un modelo hidrodinámico en el modelo de 

transferencia de calor es observado. Por último los parámetros de transferencia de calor estimados 

en este estudio pueden ser considerados con cierta confianza debido a las características 

mencionadas anteriormente y puedan ser utilizados en el modelado de reactores industriales que 

presentan las mismas características [12,14,97]. Además, es importante señalar que el problema 

del transporte de calor relacionado con la alta correlación estadística de hw y keffr aún no se ha 

resuelto completamente y por lo tanto nuevas aproximaciones deben ser propuestas en futuros 

estudios. 
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3.6 Conclusiones 

 

El estudio de transporte de calor en un lecho empacado con baja relación de dt/dp en ausencia de 

reacción se realizó con la finalidad de conseguir dos objetivos importantes. El primero fue predecir 

datos experimentales de los perfiles de temperatura axiales y radiales para un lecho empacado a 

escala piloto con un relación de dt/dp=3.1, mediante un modelo pseudo homogéneo de transferencia 

de calor donde el efecto de la hidrodinámica es facilitado por los modelos hidrodinámicos 

expuestos en el capítulo anterior, el modelo de Navier Stokes acoplado a los términos de Darcy y 

Forchheimer y el modelo hidrodinámico propuesto. El segundo fue estimar parámetros efectivos 

de transporte de calor, hw, keffr y keffz, con la menor incertidumbre estadística y que serán utilizados 

en el modelado de un reactor catalítico parar llevar a cabo la reacción de deshidrogenación 

oxidativa de etano a etileno a las mismas condiciones del estudio de transferencia de calor en 

ausencia de reacción. 

 

Otro punto importante que resulta de la comparación de los resultados obtenidos con los dos 

modelos hidrodinámicos fue la reducción del tiempo de cómputo utilizado para la estimación de 

los parámetros de transporte de calor, esta reducción fue del 98 % en tiempo de cómputo al utilizar 

el modelo hidrodinámico aproximado para obtener valores estimados similares a los obtenidos con 

el modelo de Navier Stokes. Este aspecto es importante en señalar debido a su futura aplicabilidad 

cuando se modela o se optimizan este tipo de sistemas bajo condiciones de reacción. 
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Capítulo 4 
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MODELADO DE UN REACTOR DE LECHO 

 EMPACADO PARA LA DESHIDROGENACIÓN 

OXIDATIVA DE ETANO  

 

 

 

4.1 Introducción 

 

El etileno es uno de los químicos más importantes en la industria utilizado como materia prima 

para la producción de polietileno, dicloruro de etileno, óxido de etileno, etilbenceno, alcohol etílico 

y acetato de vinilo. La producción convencional de etileno ha sido a través del craqueo térmico con 

vapor, donde los hidrocarburos y el vapor son calentados a temperaturas altas (entre 800 y 900 °C) 

y a presión atmosférica [112]. La deshidrogenación catalítica de parafinas es una alternativa del 

craqueo térmico y por un largo tiempo ha sido un proceso comercializado. Sin embargo, la 

restricción del equilibrio termodinámico, la desactivación catalítica irreversible y la rápida 

formación de coque son las principales limitaciones de tales procesos [113]. Además, las 

condiciones de reacción son más severas con hidrocarburos que presentan cadenas de carbono 

pequeñas, por lo tanto para la deshidrogenación de etano, la limitación termodinámica es mayor 

[39]. Como se ha mencionado anteriormente un proceso alternativo para la producción de etileno 

es la deshidrogenación oxidativa de etano (DHO), un proceso que ha sido estudiado con mayor 

interés en los últimos años. El diseño del reactor es esencial para implementar esta reacción a nivel 

industrial, debido a la naturaleza exotérmica de las reacciones de oxidación, donde el control de la 

temperatura de reacción aparenta ser el factor clave para mantener una selectividad alta hacia el 

etileno. Particularmente en procesos exotérmicos, los reactores multitubulares de lecho empacado 

son utilizados para remover el calor generado del lecho empacado. Hasta 30,000 tubos con una 

relación de dt/dp menores a 10 son empleados para minimizar los gradientes radiales de temperatura 
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y enriquecer la relación entre el área de transferencia de calor y el volumen de reacción. El conjunto 

de tubos son inmersos en una coraza donde fluye un medio de enfriamiento apropiado. A pesar de 

que la reacción de deshidrogenacion oxidativa de etano se ha estudiado ampliamente en un amplio 

intervalo de catalizadores, son pocos los grupos de investigación que abordan los aspectos de 

ingeniería de la reacción para implementarla a nivel industrial. La mayoría de las publicaciones 

reportan estudios de la deshidrogenacion oxidativa de alcanos con cadenas grandes, como el 

propano y el butano, mientras que los trabajos sobre el etano son escasos [47].  Por lo tanto en este 

capítulo, se estudia el comportamiento de un reactor de lecho empacado, con una relación de 

dt/dp=3.1, para llevar a cabo la deshidrogenacion oxidativa de etano a etileno sobre un catalizador 

de óxido mixto multimetalico (MoVTeNbO/TiO2). La información obtenida con la hidrodinámica, 

a través de los perfiles de velocidad evaluados con los modelos analizados en el capítulo 2 (NSDF 

y MHA), y la transferencia de calor, por medio de los parámetros de transporte estimados en el 

capítulo 3, son transferidas a un modelo del reactor pseudo heterogéneo de dos dimensiones para 

elucidar el comportamiento del reactor industrial.  

 

En la sección 4.2 se presentan las generalidades y los antecedentes sobre el modelado de reactores 

catalíticos de lecho empacado con una relación de dt/dp menor a 10, particularmente los utilizados 

para llevar a cabo la DHO de etano a etileno. En la sección 4.3 se presenta el modelo utilizado para 

describir el comportamiento de un reactor de lecho empacado a nivel industrial. Además de 

especificar las condiciones de operación del reactor, el modelo cinético utilizado en las 

simulaciones es descrito en esta sección. En la sección 4.4 se presentan los resultados de este 

capítulo, incluyendo la comparación de las predicciones obtenidas con el modelo del reactor 

cuando se utilizan los modelos hidrodinámicos descritos en el capítulo 2, NSDF y MHA. Por ultimo 

en la sección 4.5 se describen las principales conclusiones sobre el modelado de un reactor 

catalítico de lecho empacado a nivel industrial con una baja relación de dt/dp. 

 

4.2 Generalidades y antecedentes 
 

Los reactores multitubulares de lecho empacado se han utilizado en una amplia gama de reacciones 

exotérmicas, por ejemplo la oxidación de SO2, la síntesis de amoniaco, procesos de transformación 

de hidrocarburos que van desde reacciones de craqueo de la industria petroquímica hasta reacciones 

de oxidación parcial importantes; tales como la fabricación de anhídrido ftálico a partir de o-xileno 
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o naftaleno así como la producción de óxido de etileno a partir de etileno [13]. Es común que este 

tipo de reactores sean sensible a las condiciones de operación, donde cualquier perturbación en el 

sistema pueda causar un comportamiento inseguro que resulte en daños físicos del reactor, así como 

el catalizador y con ello aumente el riesgo al personal que opera estos sistemas si cualquiera de los 

reactivos o productos sean explosivos. Por estas razones, la simulación a través de un modelo 

matemático ofrece beneficios considerables para el estudio de este tipo de sistemas. A este respecto, 

el papel del modelo es el de una herramienta adicional para interpretar los resultados y para 

determinar las condiciones de operación no deseadas de modo que puedan evitarse o bien se puedan 

abordarse con cuidado. Los primeros estudios acerca de los reactores de lecho empacado donde se 

llevan a cabo reacciones exotérmicas se presentan a principios del siglo XX con el trabajo de Taylor 

en 1919 [114], sin embargo es a partir de los años 70s cuando se consideran las primeras 

aproximaciones que conllevan el efecto de la fracción vacía y la variación de la velocidad del fluido 

en los modelos de transferencia de calor y en el modelo del reactor con una relación de dt/dp menor 

a 10 [12,74,115-117].  

 

Ya que el modelo del reactor es un punto clave para el diseño de un nuevo proceso, y en vista de 

que la producción de etileno a través de la DHO de etano a escala comercial sigue siendo un reto 

importante. La industria y la academia han centrado su investigación en la reacción catalítica de 

DHO de etano para producir etileno [98,99,100] con la finalidad de hacer frente a su creciente 

demanda y también, como un esfuerzo a reducir el impacto ambiental y el consumo de energía de 

los procesos comerciales convencionales. Desde los años 90s surgen los primeros estudios teóricos 

de la DHO de etano en diferentes configuraciones del reactor a escala piloto, sin embargo hasta el 

momento, en ningún estudio se ha considerado en el modelo del reactor el efecto de la 

hidrodinámica a pesar de la configuración del reactor (dt/dp<10) y las condiciones de flujo que se 

manejan en estos estudios. Por ejemplo, Al-Sherenhy y col. (1998) [118] estudiaron el efecto de la 

distribución controlada de oxígeno a lo largo de un reactor de lecho fijo con una longitud de 20 m 

y una relación de dt/dp=4, con la finalidad de evitar puntos calientes y así lograr un incremento en 

la conversión de etano del 30% con 2000 puntos de inyección, sin embargo, el modelo pseudo 

homogéneo utilizado no considera ningún termino de transporte de masa o calor, a pesar de las 

condiciones de operación utilizadas y la relación de dt/dp manejada, y solo fue utilizado el término 

de reacción expresado mediante una cinética obtenida para un catalizador de MoVNb en un 
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intervalo de temperaturas de 275 a 325 °C. Por otro lado, López y col. (2008) [47] extendieron el 

estudio anterior al modelar un reactor multitubular de lecho empacado con 10,000 tubos con una 

longitud de 4 m y manejando la misma relación de dt/dp. Este estudio se centra en el efecto de la 

variación de diferentes parámetros como son: la presión de alimentación, las condiciones del medio 

de enfriamiento, la geometría del catalizador y la inyección de oxígeno en un sistema de reactores 

en serie, obteniendo resultados prometedores, sin embargo, el modelo homogéneo utilizado no 

considera ningún fenómeno de dispersión de masa o calor en ninguna dirección. A pesar de ello, 

los autores sugieren que en futuros trabajos, se deben considerar los fenómenos de dispersión y los 

gradientes radiales de temperatura, manteniendo la línea de la distribución de oxígeno en el reactor. 

En 2011, Rodríguez y col [106], realizan una comparación entre un reactor de lecho fijo y un 

reactor con distribución controlada de oxigeno mediante una membrana. Ellos concluyen que las 

tasas de reacción y la velocidad de generación de calor pueden ser controladas por medio del flujo 

de permeación del oxígeno a través de la membrana conduciendo a un mejor control de temperatura 

en el interior del reactor, sin embargo el modelo utilizado en las simulaciones es similar a los 

trabajos anteriores. Por último, Fattahi y col. (2013) [39] analizaron el efecto de instalar 5 puntos 

de inyección de oxígeno en un reactor de lecho empacado con una longitud de 20 m y a las mismas 

condiciones utilizadas en el estudio de López y col. (2008) [47]. Los resultados muestran 

selectividades mayores y un mejor control de la temperatura en el interior del reactor, sin embargo 

en el modelo se persiste en disminuir los efectos de transporte.   

 

En los estudios anteriores, los fenómenos de dispersión de masa y calor y las resistencias externas 

se consideran despreciables debido al diámetro de tubo y los flujos altos que se manejan, por lo 

tanto los perfiles radiales de temperatura y concentración son planos. Como se mencionó 

anteriormente, el manejo de una relación de dt/dp menor a 10 conlleva a considerar el impacto en 

el comportamiento del reactor (conversión y selectividad) de los huecos formados a lo largo del 

lecho empacado y a su vez en los perfiles de velocidad y temperatura en el interior del lecho, como 

lo han señalado otros estudios [12,89,115,117]. 

 

Una gran variedad de formulaciones catalíticas se han reportado en la literatura para llevar la DHO 

de etano a etileno [45,99,107,110]. A este respecto, el óxido mixto multimetalico con base en Mo, 

V, Te y Nb es, sin lugar a dudas, es uno de los materiales más eficientes y eficaces para la DHO 
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de etano, ya que presenta una destacada actividad y selectividad hacia etileno [45,46,101,102]. Por 

lo que, previendo una posible aplicación futura de este material catalítico para la DHO de etano a 

escala comercial requiere, como primer paso, el diseño conceptual del reactor catalítico. Sin 

embargo debido a la exotermicidad de las reacciones involucradas en la DHO de etano, 

principalmente relacionadas con el calor liberado durante la formación COx (CO y CO2) a partir de 

etano y etileno, el diseño del reactor se vuelve una compleja tarea para la ingeniería química. Como 

se mencionó anteriormente, un reactor catalítico de lecho empacado con baja relación de diámetro 

tubo partícula (dt/dp<10) parece ser una opción adecuada para llevar a cabo la DHO de etano 

utilizando como catalizador el óxido multimetalico (MoVTeNbO) [13,103], ya que esta 

configuración promueve la eliminación rápida del calor generado, maximiza el rendimiento del 

producto deseable, y evita la fuerte desactivación del catalizador mediante el proceso de 

sinterización [12,92,104,105], como se ha observado para otras reacciones exotérmicas de 

oxidación parcial. Che-Galicia y col. (2015) [14] es el primer estudio que considera de manera 

indirecta el efecto de la hidrodinámica en el modelo de un reactor de lecho empacado con una 

relación de dt/dp=3 para llevar a cabo la DHO de etano, utilizando como catalizador el óxido 

multimetalico (MoVTeNbO), mediante los coeficientes de transferencia de calor, siguiendo la 

metodología propuesta por Castillo-Araiza y col. (2007) [19]. Entre sus principales resultados, los 

autores confirman la diferencia que existe entre los perfiles de temperatura evaluados con 

diferentes conjuntos de parámetros, que incluyen o no la hidrodinámica, observando puntos 

calientes en las simulaciones obtenidas con la aproximación clásica (flujo pistón). Otros estudios 

han reportado resultados similares para otros sistemas de reacción, donde concluyen que las 

mejores predicciones de observaciones experimentales se logran con coeficientes de transferencia 

de calor que toman en cuenta el efecto de la hidrodinámica [12,17,89,115]. Adicionalmente, un 

estudio de sensibilidad paramétrica es propuesto, variando la temperatura del medio de 

enfriamiento y la concentración de alimentación de los reactivos, sin embargo, no se considera otro 

flujo de entrada y los perfiles de velocidad no se incluyen directamente en el modelo del reactor 

debido al esfuerzo computacional requerido. Por lo tanto, este trabajo predice el comportamiento 

de un reactor de lecho empacado a escala industrial operado de manera no isotérmica y no 

adiabática para llevar a cabo la DHO de etano sobre un catalizador de óxido mixto multimetalico 

(MoVTeNbO/TiO2). En el modelo se considera el efecto de la hidrodinámica por medio de los 

coeficientes de transporte de calor estimados en el capítulo 3 y directamente en el modelo del 
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reactor mediante las aproximaciones hidrodinámicas analizadas en el capítulo 2 a diferentes flujos 

de entrada. 

 

4.3 Modelo del reactor de lecho empacado a escala industrial 

 

Normalmente, el comportamiento de un reactor catalítico multitubular de lecho empacado se 

predice mediante el modelado de un solo tubo, suponiendo, con cierta certidumbre, que todos los 

tubos se comportan prácticamente de la misma manera [13,16]. Debido a esto en este trabajo se 

elucida la aplicación del modelo hidrodinámico propuesto (MHA) al acoplarlo a un modelo del 

reactor y comparar las simulaciones con las evaluadas al utilizar el modelo convencional (NSDF) 

en el mismo modelo del reactor a las mismas condiciones de operación. La fiabilidad de las 

simulaciones se basa en el enfoque de modelado propuesto por nuestro grupo de trabajo 

[12,14,19,104], el cual permite la predicción del comportamiento observado de un reactor catalítico 

de lecho empacado con baja relación de dt/dp.  

 

En la Tabla 4.1 se presentan las condiciones de operación y los parámetros utilizados en las 

simulaciones que se realizan en este estudio mediante el modelo del reactor de lecho empacado a 

nivel industrial. Es importante señalar que las dimensiones del reactor y del catalizador son las 

mismas que fueron utilizadas en el estudio de transferencia de calor en ausencia de reacción [3,7]. 

La densidad del catalizador activo calculada es ca. 75 kg/m, este valor corresponde a la fase activa 

del catalizador MoVTeNbO impregnada sobre la superficie externa de los pellets de TiO2 

empacados en el reactor. La capa activa del catalizador se considera de un espesor de 0.15 mm 

dado que las limitaciones al transporte de masa y calor intrapartícula son despreciables a estas 

condiciones. Asimismo, la alimentación al reactor consiste en una mezcla de etano, oxígeno y un 

gas inerte con composición definida. Por lo tanto, la relación a la entrada de O2/C2H6 se seleccionó 

estratégicamente para estar fuera de la región explosiva. 
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Tabla 4.1 Dimensiones del reactor, dimensiones del catalizador, los parámetros y las condiciones de 

operación utilizada en el modelo del reactor. 

 Valor Referencias 

Dimensiones del reactor y del 

catalizador 

  

rL, m  2.6  [3] 

rdt, m  0.025  [12,3] 

sdp, m  0.0082  [12,3] 
3 3

r r, m m  0.5  [3] 
3

B cat r, kg m  75  [14] 

Condiciones de operación   
P, atm  1  [14] 

bT , C  400 480  [14] 

0T , C  200  [14] 

pRe  702 1400  [14] 

3 1Flujo, Nm h  2 4  [3] 

Concentración de alimentación 

de etano 
9  [14] 

Concentración de alimentación 

de oxigeno 
7  [14] 

Propiedades del fluido y 

parámetros 

       

3

f r, kgm  0.52 0.46  Calculada 
1 1

fCp , kJkg K   1.142  Calculada 
1 1

sCp , kJkg K   0.689  [14] 

 
1

effz rk , kJ m h K


 190.5  Calculada 

2 1

effr rD , m h  32  [3] 
2 1

effz rD , m h  53  [3] 
3 2 1

g r sk , m m h   576  [3] 

 
12

g sh , kJm h K
  928.8  [3] 

 

El modelo pseudo heterogéneo en dos dimensiones se basa en las relaciones generales de 

conservación promediadas de masa y energía pero considerando parámetros de transporte 

efectivos. Este modelo utiliza los modelos hidrodinámicos, MHA y NSDF, para describir los 

perfiles de velocidad y los parámetros de transferencia de calor estimados de los estudios en 

ausencia de reacción (ver, Capitulo 3). Por lo tanto, el modelo del reactor de lecho empacado está 

dado por: 

Fase Gas: 
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2 2

n n n n n
z effr effz g s ns n2 2

C C C C C1 1
v D D k a C C

t z r r r z

        
        

       
                               (4.1) 

   
2 2

f f z f f effr effz g s s2 2

T T T 1 T T
Cp v Cp k k 1 h a T T

t z r r r z

     
           

     
                           (4.2) 

Fase Sólida: 

     
N

ns
g s n ns B ni i

i 1

C
1 1 k a C C r

t 


       


                                                                                  (4.3) 

     
N

s
s s g s s B i i

i 1

T
Cp 1 h a T T H r

t 


     


                                                                                (4.4) 

Las condiciones iniciales son: 

       n n ns nsss ss
t 0; C 0, r, z C 0, r, z ;C 0 C 0                                                                       (4.5) 

       s sss ss
t 0; T 0,r,z T 0,r,z ;T 0 T 0                                                                                       (4.6) 

Las condiciones de frontera son: 

n
z0 n0 z0 n effz z0 f f 0 z0 f f effz

C T
z 0; v C v C D ; v Cp T v Cp T k

z z

 
      

 
                             (4.7) 

nC T
z L; 0 ; 0

z z

 
  

 
                                                                                                                       (4.8) 

nC T
r 0; 0 ; 0

r r

 
  

 
                                                                                                                     (4.9) 

 n
effr w b

C T
r Rt; 0 ; k h T T

r r

 
    

 
                                                                                       (4.10) 

donde Cn es la concentración molar del componente n en la fase gas, Deffr es el coeficiente de 

dispersión de masa radial, Deffz es el coeficiente de dispersión de masa axial, ρB es la densidad de 

lecho empacado, ρf es la densidad del fluido, Cpf es la capacidad de calor especifica del fluido, Cps 

es la capacidad calorífica del sólido, keffr es la conductividad térmica efectiva radial, keffz es la 

conductividad térmica efectiva axial y hw es el coeficiente de transferencia de calor en la pared. 
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El comportamiento del reactor se evalúa mediante la conversión de los reactivos, así como por el 

rendimiento del producto. La conversión se define como: 

n 2 6 2

número de moles de n que reaccionaron
X n C H o O

número de moles de n a limentados
                                                              (4.11) 

mientras que el rendimiento del producto n se define como: 

n 2 4 2 2

número de moles de producto n formados
Y n C H ,CO ,CO y H O

número de moles de e tan o a limentados
                                         

(4.12) 

El modelo cinético para la DHO de etano sobre un catalizador de óxido mixto multimetalico, 

utilizado en este trabajo fue el reportado por Che-Galicia y col. en 2015 [14]. Los autores reportaron 

que el modelo de Eley-Rideal presento una buena predicción de los datos experimentales, a partir 

de una comparación entre diferentes modelos cinéticos. El mecanismo de reacción considera 

reacciones paralelas y consecutivas y está basado en lo siguiente: 

 

- El etileno es producido de la deshidrogenacion oxidativa de etano (r1): 

 
C

2
H

6
+ 0.5O

2
®C

2
H

4
+ H

2
O 

- El etano también puede ser oxidado para formar CO2 (r2) y/o CO (r3): 

 
C

2
H

6
+ 3.5O

2
® 2CO

2
+ 3H

2
O 

 
C

2
H

6
+ 2.5O

2
® 2CO+ 3H

2
O 

- El etileno producido también puede ser reaccionar para para formar CO2 (r4) y/o CO (r5): 

 
C

2
H

4
+ 3O

2
® 2CO

2
+ 2H

2
O 

 
C

2
H

4
+ 2O

2
® 2CO + 2H

2
O  

Las ecuaciones que describen las velocidades de reacción para la deshidrogenación oxidativa de 

etano sobre el catalizador de MoVTeNbO están en función de las presiones parciales de los 

componentes en fase gas y están dadas por las siguientes expresiones: 

2 61 1 C H Or k p                                                                                                                                             (4.13) 

2

2 6

m

2 2 C H Or k p                                                                                                                                             (4.14) 
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3

2 6

m

3 3 C H Or k p                                                                                                                                               (4.15) 

4

2 4

m

4 4 C H Or k p                                                                                                                                              (4.16) 

5

2 4

m

5 5 C H Or k p                                                                                                                                                 (4.17) 

El cálculo de ri incluye un coeficiente de velocidad denotado por ki, un coeficiente de adsorción en 

equilibrio para el componente n representado por Kn, la presión parcial del reactante n es 

representado por pn, la fracción de sitios ocupados por el oxígeno es denotado por θO, la fracción 

de sitios activos θ* y el orden de reacción relaciona a la presión parcial de la fase gas es representada 

por mí. La fracción de sitios ocupados por el oxígeno, la fracción de sitios activos y los parámetros 

cinéticos son determinados como sigue: 

 
2 2

1

2
O O O *K p                                                                                                                                           (4.18) 

 
2 2 2 2

* 1

2
O O H O H O

1

1 K p K p

 

 

                                                                                                      (4.19) 

A,i

i i *

E 1 1
k exp A

R T T

  
    

  
                                                                                                                    (4.20) 

n n
n *

S H 1 1
K exp

R R T T

     
    

  
                                                                                                                  (4.21) 

donde Ai´ es el logaritmo natural del factor pre-exponencial de la reacción i, EA,i es el factor de 

energía de activación para la reacción i, T es la temperatura de reacción, T* es la temperatura 

promedio de reacción (450°C), ΔS°n es la entropía de adsorción estándar del componente n, ΔH°n 

es la entalpía de adsorción estándar del componente n y R es la constante universal de los gases.  

 

En la Tabla 4.2 se presentan los parámetros cinéticos estimados a partir de datos experimentales 

para el catalizador de MoVTeNbO, reportado por Che-Galicia y col. en 2015 [14]. El modelo 

resultante, ecuaciones (4.1)-(4.21), está dado en términos de un conjunto de ecuaciones 

diferenciales parciales parabólicas, el cual se resuelve numéricamente por el método de colocación 

ortogonal empleando 10 y 50 puntos de colocación interiores en las coordenadas radiales y axiales, 

respectivamente, utilizando polinomios de Legendre [82]. Posteriormente, el conjunto resultante 

de ecuaciones diferenciales ordinarias se resuelve por un método de Runge-Kutta [109]. 



 

 
64 

 

Tabla 4.2 Parámetros cinéticos utilizados en las simulaciones reportadas por Che-Galicia y col. (2015). 

Parámetro Valor 

estimado 

Límite 

inferior 

Límite 

superior 

 
1

1 catA , mmol g h


  
5.50E 00  5.49E 00  5.52E 00  

 
1

2 catA , mmol g h


  
6.86E 01  6.84E 01  6.88E 01  

 
1

3 catA , mmol g h


  
1.58E 00  1.57E 00  1.58E 00  

 
1

4 catA , mmol g h


  
2.60E 00  2.59E 00  2.61E 00  

 
1

5 catA , mmol g h


  
7.87E 01  7.84E 01  7.90E 01  

1

A,1E , kJ mol  
9.05E 01  9.02E 01  9.07E 01  

1

A,2E , kJ mol  
1.65E 02  1.64E 02  1.66E 02  

1

A,3E , kJ mol  
1.50E 02  1.49E 02  1.50E 02  

1

A,4E , kJ mol  
1.39E 02  1.38E 02  1.39E 02  

1

A,5E , kJ mol  
1.32E 02  1.31E 02  1.32E 02  

 
2

10

OS , J molK


  2.15E 02  2.14E 02  2.16E 02  

 
2

10

H OS , J molK


  4.20E 01  4.19E 01  4.21E 01  

2

0 1

OH , kJmol  4.56E 01  4.55E 01  4.57E 01  

2

0 1

H OH , kJmol  1.28E 02  1.28E 02  1.28E 02  

2m  9.22E 01  9.19E 01  9.24E 01  

3m  9.06E 01  9.03E 01  9.08E 01  

4m  1.23E 00  1.22E 00  1.23E 00  

5m  9.05E 01  9.02E 01  9.08E 01  

 

 

4.4 Resultados y discusión 

 

A pesar de que hasta el momento no hay una planta piloto a nivel mundial para la producción de 

etileno mediante la DHO de etano, esta tecnología aparente ser una de las alternativas más 

prometedoras para producir etileno y así evitar los principales problemas relacionados con las 

limitaciones termodinámicas y de energía que presentan los procesos convencionales [14,100]. Con 

respecto a ello, el catalizador de óxido mixto multimetalico MoVTeNbO ha mostrado ser uno de 

los materiales con mayor efectividad y eficiencia para llevar a cabo la DHO de etano a escala 
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laboratorio [110,111]. Para prever la posibilidad de la futura aplicación de este material a escala 

comercial, se requiere del diseño conceptual de este reactor catalítico. Debido a la exotermicidad 

de la reacción de DHO, el reactor catalítico de lecho empacado con enfriamiento en la pared con 

una baja relación de diámetro de tubo a partícula (dt/dp = 3.1) es propuesto en este trabajo como 

una opción comercial adecuada [103]. Varios investigadores han considerado el reactor catalítico 

de lecho empacado con baja relación de dt/dp para simular el posible comportamiento de la DHO 

de etano sobre diferentes sistemas catalíticos, incluyendo la formulación MoVTeNbO [14,39,47], 

sin embargo estos estudios son cuestionables debido al uso de modelos cinéticos no confiables y 

despreciando el efecto de la baja relación de dt/dp en el campo de velocidad y, por lo tanto, en el 

transporte de calor y masa.  

 

Esta sección presenta un estudio de sensibilidad paramétrica para evaluar el comportamiento de 

MoVTeNbO externamente depositado en TiO2 durante la DHO de etano en un reactor de lecho 

empacado a nivel industrial. Particularmente, las simulaciones con cambios en la temperatura del 

baño de enfriamiento (400 °C y 480°C) y el número de Reynolds de partícula (700 y 1400) son 

analizadas y discutidas. Las simulaciones se llevaron a cabo mediante un modelo pseudo 

heterogéneo en dos dimensiones, ecuaciones (4.1)-(4.21), acoplado con los modelos 

hidrodinámicos, NSDF y MHA, y utilizando los parámetros de transferencia de calor, hw, keffr y 

keffz estimados para el sistema estudiado. El modelo cinético utilizado en estas simulaciones, 

ecuaciones (4.13)-(4.21), es específico para el catalizador utilizado en este estudio y fue 

desarrollado en previos estudios por nuestro grupo de investigación [14,110]. 
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Figura 4.1 Predicciones con el modelo del reactor utilizando el MHA y NSDF a dos diferentes 

temperatura de enfriamiento (440°C y 480°C) y a un Rep=700 con una relación molar de entrada de 

C2H6/O2/N2=9/7/84: (a) Perfiles de temperatura; (b) Perfiles de conversión y rendimiento a 

Tb=440°C; (c) Perfiles de conversión y rendimiento a Tb=480°C. 

 

En la Figura 4.1 se muestra la comparación de las simulaciones en estado estacionario de los 

perfiles de la temperatura, la conversión de etano y el rendimiento de los diferentes productos de 

la reacción (etileno, monóxido de carbono, dióxido de carbono y agua) a lo largo del reactor, 

evaluadas, ya sea con el modelo de NSDF o con el MHA a dos diferentes temperaturas de 

enfriamiento (440 °C y 480 °C) y a un Rep=700. Todas las demás condiciones de operación y 

geométricas del reactor y el catalizador se mantiene fijas, ver tabla 4.1. Como se puede observar 

en la Figura 4.1a, el valor mayor del punto caliente corresponde a la temperatura de enfriamiento 

superior, a una Tb de 440 °C se observa un punto caliente ligero de 451 °C, mientras que a una Tb 

de 480 °C resulta un punto caliente pronunciado con un incremento en la temperatura de 53 °C por 

arriba de la temperatura de enfriamiento. Las Figuras 4.1b y 4.1c muestran el efecto de la 

temperatura de enfriamiento sobre la conversión y el rendimiento. Un incremento de Tb favorece 

la conversión de etano pero también conduce a una mayor producción de óxidos de carbono, las 

reacciones no selectivas que son, esencialmente las responsables de la formación de los puntos 

calientes. Por otro lado, la Figura 4.2 presenta la comparación de las simulaciones en estado 

estacionario de los perfiles de la temperatura, la conversión de etano y el rendimiento de los 
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diferentes productos de la reacción (etileno, monóxido de carbono, dióxido de carbono y agua) a 

lo largo del reactor, evaluadas, ya sea con el modelo de NSDF y el MHA a dos diferentes números 

de Reynolds de partícula (700 y 1400) y a un Tb=480 °C. En este caso, un valor bajo del Rep mejora 

la transferencia de calor del sistema causando un punto caliente suave, ver Figura 4.2a, a un Rep de 

700 se produce una punto caliente de 530 °C, mientras que a un Rep de 1400 resulta un punto 

caliente importante de 541 °C, esta temperatura puede provocar un daño irreversible de las 

propiedades fisicoquímicas del catalizador utilizado (MoVTeNbO) [14,111]. El análisis de este 

tipo de resultados puede definir condiciones seguras que son esenciales para mantener un balance 

activo, aumentar la selectividad y disminuir la desactivación del catalizador. Las Figuras 4.1b y 

4.2b muestran el efecto del Rep en la conversión y el rendimiento. Como ya se mencionó 

anteriormente, una disminución del Rep favorece la conversión de etano pero también conduce a 

producciones de óxidos de carbono grandes. El comportamiento observado en las figuras 4.1 y 4.2, 

muestran tendencias similares a las observadas experimentalmente un típico reactor de lecho 

empacado a escala industrial utilizado para llevar a cabo reacciones altamente exotérmicas 

[12,23,74]. 
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Figura 4.2 Predicciones con el modelo del reactor utilizando el MHA y NSDF a dos diferentes Rep 

(700 y 1400) y a una Tb=480°C con una relación molar de entrada de C2H6/O2/N2=9/7/84: (a) 

Perfiles de temperatura; (b) Perfiles de conversión y rendimiento a un Rep=1400 y una Tb=480°C. 

 

Cabe señalar, que ambos modelos hidrodinámicos, MHA y NSDF, conducen a predicciones 

similares del reactor y con ello se puede validar el modelo aproximado propuesto en este trabajo. 

Además, el tiempo requerido para resolver el modelo del reactor acoplado al MHA (156 horas) es 

menor al utilizado al acoplarlo con el modelo de NSDF (373 horas), demostrando las ventajas del 

modelo aproximado que fue resuelto analíticamente en lugar de numéricamente. 

 

Aunado a todo lo anterior, este es el primer estudio en la literatura en modelar la DHO de etano en 

un reactor de lecho empacado que considera la hidrodinámica a través de los coeficientes de 

transporte de calor y directamente en el modelo del reactor, las simulaciones obtenidas en este 

trabajo se compararon con las reportadas en la literatura donde la hidrodinámica ha sido 

despreciada de manera directa en el modelo del reactor [14]. Las simulaciones que desprecian a 

hidrodinámica conducen a amplitudes pequeñas de los perfiles de temperaturas alrededor de la 

zona donde se ubica el punto caliente, por ejemplo, a un Rep de 1400 y Tb de 480 °C, el modelo 

reportado en la literatura [14] predice una posición y magnitud del punto caliente a 65 cm desde la 
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entrada del reactor y 535 °C, respectivamente, mientras que los resultados de este trabajo, donde si 

se considera la hidrodinámica, muestran un punto caliente de 540 °C, ubicado a 95 cm desde la 

entrada del reactor. Estos resultados elucidan el efecto de la hidrodinámica en ambos fenómenos, 

la transferencia de calor y la transferencia de masa, sugiriendo su importancia en el diseño 

conceptual de este tipo de reactores catalíticos, como lo han remarcado otros autores con otras 

reacciones altamente exotérmicas [12]. Aunque, este análisis proporciona información relevante 

del papel de la hidrodinámica cuando se lleva a cabo el diseño conceptual de una nueva tecnología, 

estudios futuros para otras tecnologías donde las observaciones industriales bajo condiciones de 

reacción sean disponibles deberían llevarse a cabo para llegar a conclusiones con mayor solidez. 

 

4.5 Conclusiones 

 

Para la implementación de una nueva tecnología, en este caso la deshidrogenacion oxidativa de 

etano a etileno sobre un catalizador de óxido mixto multimetalico (MoVTeNbO/TiO2) que se lleva 

a cabo en un reactor catalítico de lecho fijo con baja relación de dt/dp, se requiere de un adecuado 

diseño conceptual del reactor, y el modelado ha sido una de las herramientas de ingeniería más 

confiable para obtener un diseño preliminar del reactor. Para tener confianza en las simulaciones 

del modelo, debe llevarse a cabo una adecuada determinación tanto de los parámetros cinéticos 

como de los parámetros de transporte de calor a partir de experimentos independientes. 

 

Las simulaciones desarrolladas a partir del modelo pseudo heterogéneo del reactor bajo diferentes 

condiciones de operación sugieren que la hidrodinámica es un aspecto esencial que debe tomarse 

en cuenta durante el modelado de este tipo de sistemas de reacción los cuales presentan una baja 

relación de dt/dp. Además, es posible elucidar que el modelo hidrodinámico aproximado, propuesto 

en este trabajo, fue capaz de predecir un comportamiento del reactor similar al obtenido con el 

modelo de Navier Stokes Darcy-Forchheimer, particularmente se obtuvo un error no mayor al 1% 

en la temperatura del punto caliente a un Rep de 1400 y una Tb de 480°C. Además en los perfiles 

de conversión y rendimiento se observa un comportamiento completamente similar con ambos 

modelos hidrodinámicos. 
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La aplicación directa del modelo hidrodinámico aproximado en el modelo de un reactor catalítico 

de lecho empacado resulto en la disminución del tiempo de cómputo requerido para obtener las 

simulaciones, con respecto al modelo de Navier Stokes Darcy-Forchheimer. Esta característica es 

importante en mencionar debido a su futura aplicabilidad en sistemas de control y de optimización 

de este tipo de sistemas a escala industrial. 
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Capítulo 5 
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CONCLUSIONES Y TRABAJO A FUTURO  

 

 

 

 

 

5.1 Conclusiones 

 

La creciente demanda del etileno en los últimos años ha motivado a la industria y la academia para 

el desarrollo de un nuevo proceso. A este respecto, la deshidrogenacion oxidativa (DHO) de etano 

es una de las alternativas más prometedoras debido a sus ventajas intrínsecas. La propuesta de 

llevar a cabo esta reacción en un reactor catalítico de lecho empacado con baja relación de dt/dp ha 

sido estudiada por algunos grupos de investigación. Sin embargo, hasta el momento, no se ha 

considerado el efecto de la hidrodinámica en el modelado del reactor, que es de vital importancia 

para la predicción de observaciones experimentales. Por lo que en este trabajo se planteó el 

desarrollo y la aplicación de un modelo hidrodinámico aproximado para elucidar su efecto y 

demostrar las ventajas que conllevan esta aproximación. Esto se refleja en las siguientes 

conclusiones: 

 

 Se desarrolló un modelo hidrodinámico aproximado a partir del análisis de los fenómenos 

que dominan en dos regiones del lecho empacado. En la región central se demostró que las 

interacciones entre el fluido y el sólido son importantes y como resultado un modelo basado 

en los términos de Darcy y Forchheimer son suficientes para predecir los perfiles de 

velocidad axial en esta región. Por otro lado, en la región cercana a la pared, existe una 

compleja interacción entre el fluido y las superficies sólidas presentes, como son las 

partículas y la pared del tubo. Sin embargo, mediante un balance de fuerza viscosas, que 
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incluye una viscosidad efectiva, y el concepto de diámetro de tubo efectivo, basado en las 

características geométricas del lecho, fue posible predecir el punto máximo de velocidad, 

la viscosidad turbulenta y el espesor de la capa de fluido adherida a la pared en función del 

flujo de entrada del lecho. Además esta aproximación se validó con datos experimentales 

de velocidad, que sustenta su aplicación directa en estudios de transferencia de calor y de 

reacción. 

 Se realizó un estudio de transporte de calor en ausencia de reacción para estimar los 

parámetros de transporte de calor, keffr, keffz y hw. Para la estimación de estos parámetros de 

transferencia de calor se utilizó el modelo hidrodinámico propuesto con la finalidad de que 

estos parámetros representen de manera implícita el efecto de la hidrodinámica en la 

transferencia de calor. También se utilizó el modelo de Navier Stokes acoplado a los 

términos de Darcy y Forchheimer para comparar los parámetros estimados y los perfiles de 

temperatura axial y radial con ambos modelos, resultando en un error mínimo en ambos 

resultados. Aunado a ello, el tiempo de cómputo requerido para obtener los resultados con 

el modelo hidrodinámico aproximado fue considerablemente menor al utilizado con el 

modelo de Navier Stokes Darcy-Forchheimer. Otro resultado importante fue considerar la 

no isotropía en la estimación de los coeficientes de transferencia de calor, a diferencia de 

otros trabajos, resultando en una buena predicción de los datos experimentales de 

transferencia de calor en ausencia de reacción. 

 Se investigó mediante un análisis de sensibilidad paramétrica la viabilidad del proceso de 

la DHO de etano a escala industrial para la producción de etileno tomando en cuenta el 

efecto cinético y el impacto de los fenómenos hidrodinámicos, mediante la inclusión del 

modelo hidrodinámico aproximado en el modelo del reactor. Se encontró que las 

diferencias en los perfiles de temperatura, conversión y rendimiento son mínimas con 

respecto a los resultados obtenidos con el modelo de Navier Stokes Darcy-Forchheimer. 

Asimismo, en este estudio la reducción del tiempo de cómputo fue logrado con la inclusión 

del modelo hidrodinámico aproximado en el modelo del reactor en lugar del modelo de 

Navier Stokes. 
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Por último, cabe destacar que el modelo hidrodinámico aproximado desarrollado en este trabajo, 

es una potencial herramienta para ser utilizada en futuras aplicaciones, como son la optimización 

y control de modelos ya existentes que requieran el efecto de la hidrodinámica. También es posible 

que este modelo propuesto sea utilizado en otros procesos, por ejemplo; sistemas biológicos y 

yacimientos de hidrocarburos. 

 

5.2 Trabajo a fututo 

 

A continuación se presentan algunas sugerencias para futuros trabajos de investigación: 

 

 Ampliar el estudio del modelo hidrodinámico aproximado con el desarrollo de un modelo 

en estado transitorio con la finalidad de comprender la dinámica del sistema y así ser 

aplicable en sistemas de control. 

 Complementar el modelo hidrodinámico aproximado con la inclusión de la velocidad radial 

en el modelo para explicar y describir su efecto en los fenómenos de transferencia de calor 

y reacción. 

 Considerar experimentos de transporte de calor que sean generados con algún método no 

invasivo a diferentes condiciones geométricas (e.g., diámetro de partícula, diámetro de 

tubo, geometría de la partícula) para mejorar la estimación de los parámetros de transporte 

de calor mediante un modelo de transferencia de calor que considere la hidrodinámica con 

el modelo aproximado. 

 Comparar las predicciones del modelo del reactor de lecho empacado donde se lleva a cabo 

la deshidrogenación oxidativa de etano que incluye el efecto de la hidrodinámica mediante 

el modelo aproximado con observaciones experimentales que sean reportados en la 

literatura o implementar una metodología experimental para obtenerlos. 

 Aplicar el modelo hidrodinámico aproximado en algún estudio de control o de optimización 

con la finalidad de verificar las ventajas computaciones que conlleva el utilizar este modelo. 
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APÉNDICE A 

 

ESTUDIO DE LOS DISTINTOS FENÓMENOS QUE DESCRIBE LA ECUACIÓN DE 

NAVIER STOKES DARCY-FORCHHEIMER 

 

La ecuación de Navier Stokes acoplada a los términos de Darcy-Forchheimer (NSDF), es el modelo 

convencional utilizado para describir los perfiles de velocidad en lechos empacados que presentan 

relaciones de dt/dp menores a 10. Algunos estudios [29,31,33,108] han mostrado la contribución de 

algunos de los fenómenos que describe esta ecuación con la finalidad de identificar cuáles son los 

que tienen un mayor efecto en el perfil de velocidad. En este apéndice se realiza un análisis de 

orden de magnitud de la ecuación de NSDF, similar al utilizado para derivar las soluciones 

aproximadas de la teoría de la capa limite [77,78]. El objetivo de este análisis es conocer de una 

manera aproximada la contribución de algunos de los fenómenos involucrados e identificar las 

zonas donde estos fenómenos tienen un mayor efecto. Además, se evalúa la contribución de cada 

uno de los términos que constituyen la ecuación de NSDF para verificar los resultados derivados 

del análisis de orden de magnitud, y se resuelve de manera numérica la ecuación de NSDF bajo las 

condiciones de algunos casos de estudio propuestos, esto con la finalidad de fortalecer todas las 

suposiciones planteadas en este análisis.     

 

En el capítulo 2, sección 2.3, se describió las características principales de la ecuación de Navier 

Stokes acoplada a los términos de Darcy y Forchheimer. Si el término viscoso se desarrolla 

considerando la variación radial de la fracción vacía, surgen seis sub-términos viscosos y la 

ecuación de NSDF toma la siguiente forma:  

2 22
2z z z z z z z

f z f z z2 2 2

2 2f f
z z f z

z

v v p v v v v1
v 2 v v

t z z r r r r r r r r z

v v g
K K

            
                           

  
      
 

      (A.1) 
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En el primer análisis se evalúa el orden de magnitud de algunos de los componentes de esta 

ecuación. Para ello se utilizan tres cantidades como referencia: la velocidad máxima (vzmax), el 

radio (Rt) y la longitud del tubo (L). En este tipo de sistemas, la suposición de que Rt << L es 

razonable y por ello se pueden realizar varios cálculos aproximados de órdenes de magnitud. 

Debido a que vz varía desde cero en la superficie de la pared del tubo hasta vzmax en la interegión 

(r=η), entonces podemos afirmar que: 

zmaxz
vv

O
r Rt

  
  

  
                 (A.2) 

Donde O significa “orden de magnitud de”. De manera semejante, la máxima variación en vz sobre 

la magnitud L del tubo será vzmax, de modo que: 

zmaxz
vv

O
z L

  
  

  
                 (A.3) 

Ahora es posible calcular el orden de magnitud del término convectivo y los sub-términos viscosos 

1 y 6, de manera que: 

 
2 2 2

zmax zmax zmaxz z z
z 2 2 2 2

v v vv v v
v O ; O ; O

z L r Rt z L

      
       

       
           (A.4) 

Esto sugiere que: 

2 2 2

z z z z

2 2 2

v v v v
;

r r z r

   
 

   
                            (A.5) 

De modo que los sub-términos viscosos 2 y 3 y el sub-término viscoso axial de la Ecuación (A.1) 

se pueden despreciar, sin embargo, este análisis no considera el efecto de la fracción vacía y las 

propiedades físicas del fluido. Además, los otros sub-términos viscosos de la ecuación requieren la 

primera y segunda derivada de la fracción vacía, sin mencionar que calcular el orden de magnitud 

de las constantes de permeabilidad (K y Kz) sería complicado. Por lo tanto, la propuesta es calcular 

de manera explícita cada uno de los términos y sub-términos de la Ecuación (A.1) considerando el 

análisis de orden de magnitud anterior y las siguientes condiciones: los términos fuente como son 

la presión y la gravedad se consideran en este análisis, pero el termino de acumulación no es 
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considerado, los demás términos y sub-términos viscosos de la ecuación se evalúan a diferentes 

puntos radiales, la fracción vacía y sus respectivas derivadas, se evalúa mediante la correlación de 

Bey y Eigenberger [29] y el sistema propuesto para evaluar será el que maneja una relación de 

dt/dp=6 bajo un Rep=516. 

 

En la Tabla A.1 se muestra los valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la 

Ecuación (A.1). La velocidad máxima fue evaluada con la ecuación de NSDF bajo ninguna 

restricción, es decir considerando todos los términos de la ecuación de NSDF y a las condiciones 

del sistema con dt/dp=6. La selección de los puntos radiales fue bajo la consideración de los puntos 

bajos y altos de la fracción vacía en la región central del lecho, como se muestra en la Figura 2.4c, 

ver sección 2.5.1, que corresponden al perfil de fracción vacía para el lecho empacado con una 

relación de dt/dp=6. También en la Tabla A.1 se pueden observar el porcentaje de contribución de 

cada uno de los términos con respecto al término de Forchheimer que en este caso es el de mayor 

contribución. 

Tabla A.1 Valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la Ecuación (A.1) en 

diferentes puntos radiales para un lecho empacado con una relación de dt/dp=6 y Rep=516. 
r [ m ] 0.00075 0.00475 0.00875 0.0126 0.0166 

2
2 zmax

f

v

L

 
   

 
 

 

1.251 

 

0.06% 

 

 

0.416 

 

0.008% 

 

1.35 

 

0.07% 

 

0.357 

 

0.006% 

 

1.426 

 

0.078% 

zmax
f 2

v

Rt

 
  

 
 

 

0.119 

 

0.005% 

 

0.068 

 

0.001% 

 

0.123 

 

0.006% 

 

0.063 

 

0.001% 

 

0.127 

 

0.006% 

zmax
f

v

Rt r

 
  
 

 
 

3.972 

 

0.19% 

 

0.361 

 

0.007% 

 

0.354 

 

0.018% 

 

0.126 

 

0.002% 

 

0.191 

 

0.01% 

zmax
f

v
2

Rt r

 
  

 
 

 

0.057 

 

0.002% 

 

-0.014 

 

0.0002% 

 

-0.037 

 

0.001% 

 

-0.025 

 

0.0004% 

 

-0.033 

 

0.001% 

2

f zmax 2
v

r

 



 

 

-9.54 
 

 

0.45% 
 

 

10.45 

 

0.204% 

 

-11.44 

 

0.59% 

 

12.454 

 

0.219% 

 

-13.18 

 

0.721% 

f zmax

1
v

r r





 

 

0.956 

 

0.045% 

 

-0.03 

 

0.0007% 

 

-0.05 

 

0.002% 

 

-0.025 

 

0.0004% 

 

-0.025 

 

0.001% 

zmax
f 2

v

L

 
  

 
 

 
7.4x10-5 

 
3x10-6% 

 
4.2x10-5 

 
8x10-7% 

 
7.7x10-5 

 
4x10-6% 

 
3.9x10-5 

 
7x10-7% 

 
7.9x10-5 

 
4.3x10-6% 

f
zmaxv

K


  

 

308.08 

 

14.7% 
 

1848.19 

 
36.11% 

 

262.52 
 

13.61% 

 
2282.3 

 
40.13% 

 
235.79 

 
12.9% 

2 2f
zmax

z

v
K


  

 
2089.11 

 
100% 

 
5116.82 

 
100% 

 
1928.46 

 
100% 

 
5686.0 

 
100% 

 
1827.6 

 
100% 

z
g z

p
g

z

 
  

 
 

 
554.33 

 
26.5% 

 
319.8 

 
6.25% 

 
576.77 

 
29.9% 

 
296.24 

 
5.2% 

 
591.81 

 
32.38% 

 

Como se observa en la Tabla A.1, los sub-términos viscosos 3 y 6 (la contribución viscosa axial) 

son menores al primer sub-término viscoso, esto verifica el resultado del análisis de orden de 

magnitud, Ecuación (A.5), sin embargo, el sub-término viscoso 2 es mayor al primer sub-termino 
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viscoso lo cual no coincide con el análisis de orden de magnitud. También se observa que los 

términos de Darcy y Forchheimer son mayores a los otros términos de la ecuación, esto fortalece 

la hipótesis propuesta en este trabajo y bajo la cual se basa el modelo en la región central. Por 

último, la contribución del término inercial es mayor con respecto a todos los sub-términos viscosos 

pero aun así el término de Forchheimer es el dominante de acuerdo a los porcentajes de 

contribución calculados.  

 

Para verificar algunos de los resultados obtenidos con el análisis anterior, se resuelve de forma 

numérica la Ecuación (A.1), para ello es necesario adimensionalizar las variables r y z, resultando 

en: 

2 2 22

z z z f z z z f z
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2 2f f z
z z f z
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v v v v v v v1
2 v v

t L Rt L
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v v g
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             (A.6) 

La ecuación (A.6) se resuelve bajo las mismas condiciones del sistema con una relación de dt/dp=6 

y un Rep=516, considerando los siguientes casos; 

 Caso A: En este caso se consideran todos los términos de la Ecuación (A.1), este caso se 

considera como el de referencia 

 Caso B: En este caso no se incluye el término inercial de la Ecuación (A.1). 

 Caso C: En este caso solo se incluyen los términos de Darcy y Forchheimer y el término 

fuente. 

 Caso D: En este caso no se incluyen los sub-términos 3, 4 y 5. 

 

En la Figura A.1 se muestra la comparación entre los perfiles de velocidad obtenidos con los casos 

A y B. Como se observa, los perfiles de velocidad obtenidos con ambos casos son completamente 

similares, por lo tanto las interacciones fluido-fluido tiene una contribución menor con respecto a 

las interacciones viscosas entre las partículas y el fluido o las interacciones entre la pared y el 

fluido, con esto es posible considerar despreciable el término inercial en el modelo de NSDF, como 

lo han reportado algunos estudios [29,31,108].  
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Figura A.1 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el Caso A (Referencia) y el Caso B para un 

lecho empacado con dt/dp=6 a un Rep de 516. 

 

 

Figura A.2 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el Caso A (Referencia) y el Caso C para un 

lecho empacado con dt/dp=6 a un Rep de 516. 

 



 

 
91 

Por otro lado, las interacciones sólido-fluido, que son descritas por los términos de Darcy y 

Forchheimer, tienen una mayor contribución en la región central hasta un punto donde los efectos 

viscosos provocados por la pared son importantes, como se muestra en la Figura A.2, donde se 

comparan los perfiles de velocidad obtenidos con los casos A y C. Esto reafirma la hipótesis 

planteada para desarrollar el modelo hidrodinámico aproximado en la región central del lecho, 

donde se consideran dominantes las interacciones sólido-fluido y que son determinadas por los 

términos de Darcy y Forchheimer. En la Figura A.3 se presenta una comparación entre los perfiles 

de velocidad obtenidos con los casos A y D. El efecto de despreciar la contribución de la primera 

y segunda derivada de la fracción vacía en el modelo no es evidente en la región central, como se 

muestra en la Figura A.3a, sin embargo si se hace un acercamiento en la región cercana a la pared, 

es apreciable un efecto mínimo, es decir existe una pequeña diferencia entre los perfiles de 

velocidad obtenidos, pero no mayor al 6%, ver Figura A.3b. Este es un resultado importante de 

señalar, debido a que en varios trabajos [33,66,89] sobre el estudio de la hidrodinámica en lechos 

empacados esta suposición es considerada, es decir no se toma en cuenta la dependencia radial de 

la fracción vacía en el término viscoso de la ecuación de Navier Stokes acoplada a los términos de 

Darcy y Forchheimer. Por lo tanto esta suposición puede ser considerada en la ecuación de Navier 

Stokes acoplada a los términos de Darcy y Forchheimer y en el modelo hidrodinámico aproximado. 
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Figura A.3 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el Caso A (Referencia) y el Caso D para un 

lecho empacado con dt/dp=6 a un Rep=516: (a) región central; (b) región cercana a la pared. 
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APÉNDICE B 

 

ESTUDIO DE LOS DISTINTOS FENÓMENOS QUE DESCRIBE EL MODELO 

HIDRODINÁMICO APROXIMADO EN LA REGIÓN CERCANA A LA PARED 

 

El modelo hidrodinámico aproximado para describir los perfiles de velocidad en la región cercana 

a la pared, en lechos empacados que presentan relaciones de dt/dp menores a 10, fue desarrollado a 

partir de algunas suposiciones que se describieron en la sección 2.4.2. Con la finalidad de validar 

estas suposiciones, en este apéndice se realiza un análisis de orden de magnitud del modelo 

hidrodinámico aproximado propuesto (Ecuación 2.16), similar al utilizado para derivar las 

soluciones aproximadas de la teoría de la capa limite [77,78]. El objetivo de este análisis es conocer 

de una manera aproximada la contribución de algunos de los fenómenos involucrados. Además se 

evalúan de manera directa cada uno de los términos que constituyen la ecuación del modelo 

hidrodinámico aproximado para verificar los resultados derivados del análisis de orden de 

magnitud y por último se resuelve de manera numérica la ecuación del modelo hidrodinámico 

aproximado bajo las condiciones de algunos casos de estudio propuestos con la finalidad de 

fortalecer todas las suposiciones planteadas en este análisis.     

 

Figura B.1 Esquema de la región cercana a la pared del lecho empacado donde se muestra 

el perfil general de la velocidad y la fracción vacía. 
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En el capítulo 2, sección 2.4.2, se describió las características principales del modelo 

hidrodinámico aproximado en la región cercana a la pared. En este modelo se utilizó la variable 

x=(Rt-r)/ para adimensionalizar cada punto radial en la región cercana a la pared, sin embargo en 

este análisis el dominio en la dirección radial se cambia con la finalidad de que el espesor de la 

pseudo capa límite sea la longitud característica, por lo tanto esta región está limitada desde y=0 

hasta y=, con esto surge una variable equivalente y está definida como: 

Rt r y
x


 

 
                           (B.1) 

Por lo tanto la ecuación para evaluar la viscosidad efectiva es modificada, resultando en: 

eff f t

y
1
 

    
 

                           (B.2) 

En la Figura B.1 se muestra el cambio del dominio radial, los valores limitantes y los perfiles de 

velocidad y de la fracción vacía de forma general. Por lo tanto, la Ecuación (2.16) de la sección 

2.4.2 que representa el modelo hidrodinámico aproximado en esta región toma la siguiente forma, 

considerando que la curvatura de la superficie del tubo se desprecia debido al pequeño espesor de 

la región cercana a la pared [78]: 

 WRWR
z2 WR z z

f z eff

vv p
v

z z y y

    
      

     
               para (0 < y < )                                       (B.3) 

Sustituyendo la Ecuación (B.2) y la variable adimensional (UWR
z=vWR

z/us) para la velocidad en la 

Ecuación (B.3) se obtiene lo siguiente: 

 WRWR
z2 2 WR z z

f s z f s t

UU p y
u U u 1

z z y y

      
       

       
                     (B.4) 

Si el término viscoso se desarrolla, considerando la variación radial de la fracción vacía, surgen 

cinco sub-términos viscosos y la Ecuación (B.4) toma la siguiente forma:  
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WR
2 2 WR z z

f s z

2 WR WR WR 2
WR WRz z z

f s z z2 2

U p
u U

z z

d U dU dUy y d y d d
u 1 2 1 U 1 U

dy dy dy dydy dy

 
   

 

              
                      

              

                   (B.5) 

Algunos de los términos y sub-términos viscosos que aparecen en esta ecuación pueden descartarse 

con base en argumentos de orden de magnitud. Para ello se utilizan tres cantidades como 

“referencias”: Uz
max que está relacionada con la velocidad máxima (vzmax), el espesor de la pseudo 

capa limite () y la longitud del tubo (L). En este tipo de sistemas, la suposición de que  << L es 

razonable y por ello se pueden realizar varios cálculos aproximados de órdenes de magnitud. 

 

Debido a que Uz
WR varía desde cero en la superficie de la pared del tubo hasta Uz

max en y=, 

entonces podemos afirmar que: 

WR max

z zU U
O

y

 
  

  
                             (B.6) 

Donde O significa “orden de magnitud de”. De manera semejante, la máxima variación en Uz
WR 

sobre la magnitud L del tubo será Uz
max, de modo que: 

WR max

z zU U
O

z L

 
  

  
                           (B.7) 

Ahora es posible calcular el orden de magnitud del término convectivo y el primer sub-términos 

viscoso, de manera que: 

 
2

maxWR 2 WR max
zWR z z z

z 2 2

UU U U
U O ; O

z L y

 
      

    
 

                                (B.8) 

Esto sugiere que: 

WR 2 WR

z z

2

U U

y

 


 
                                     (B.9) 
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De modo que los sub-términos viscosos 2 y 3 se pueden despreciar con respecto al primer sub-

termino viscoso, sin embargo, este análisis no considera el efecto de la fracción vacía y las 

propiedades físicas del fluido. Además, los otros sub-términos viscosos de la ecuación requieren la 

primera y segunda derivada de la fracción vacía. Por lo tanto, la propuesta es calcular de manera 

explícita cada uno de los términos y sub-términos de la Ecuación (B.5) considerando el análisis de 

orden de magnitud anterior y las siguientes condiciones: la presión se considera en este análisis, 

mediante la Ecuación (2.23) de la sección 2.4.2, los demás términos y sub-términos viscosos de la 

ecuación se evalúan a diferentes puntos radiales cercanos a la pared del tubo, la fracción vacía y 

sus respectivas derivadas, se evalúa mediante la correlación de De Klerk [37], definida en la 

sección 2.3.1 y el sistema propuesto para evaluar será el que maneja una relación de dt/dp=3 bajo 

un Rep=1400. 

 

En la Tabla B.1 se muestra los valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la 

Ecuación (B.5). Los términos Uz
max, t, y  fueron evaluados con el modelo hidrodinámico 

aproximado bajo ninguna restricción, es decir considerando todos los términos del modelo y a las 

condiciones del sistema con dt/dp=3. También en la Tabla B.1 se pueden observar el porcentaje de 

contribución de cada uno de los términos con respecto al primer sub-término viscoso que en este 

caso es el de mayor contribución. 

 

Tabla B.1 Valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la Ecuación (B.5) en 

diferentes puntos radiales para un lecho empacado con una relación de dt/dp=3 y un Rep=1400. 
y [ m ] 0.0001 0.0002 0.003 0.0004 0.00042 

 
2

max

z2 2

f s

U
u

L

 
  
 
 

 
 

173.36 

 

3.633% 

 

 

162.83 

 

2.205% 

 

152.84 

 

1.555% 

 

143.38 

 

1.184% 

 

140.6 

 

1.102% 

max

z
f s 2

Uy
u 1

  
      

   
 

 

4.7x103 

 

100% 

 

7.3x103 

 

100% 

 

9.8x103 

 

100% 

 

1.2x104 

 

100% 

 

1.2x104 

 

100% 

max

z
f s

U
u

  
    

   
 

 

1.21x104 

 

254.8% 

 

1.17x104 

 

159.6% 

 

1.14x104 

 

116.2% 

 

1.1x104 

 

91.38% 

 

1.1x104 

 

85.87% 

max

z
f s

Uy d
2 u 1

dy

  
     

    
 

 

1.2x103 

 

26.64% 

 

1.9x103 

 

26.91% 

 

2.6x103 

 

27.17% 

 

3.3x103 

 

27.44% 

 

3.5x103 

 

27.52% 

2
max

f s z 2

y d
u U 1

dy

 
   

 
  

57.22 

 

 

1.199% 

 

 

91.35 

 

1.237% 

 

125.48 

 

1.277% 

 

159.61 

 

1.318% 

 

169.85 

 

1.331% 

max

f s z

d
u U

dy

  
  

 
  

1.62x103 
 
33.95% 

 
1.58x103 

 
21.48% 

 
1.55x103 

 
15.79% 

 
1.51x103 

 
12.54% 

 
1.5x103 

 
11.81% 

2f f
s s2

e e

4 2
u u

9 dt 3 dt

  
    
 

 
 

9.7x103 

 

204.2% 
 

9.4x103 
 

127.9% 
 

9.1x103 
 

93.12% 
 

8.8x103 
 

73.2% 
 

8.7x103 
 

68.8% 
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Como se observa en la Tabla B.1, la contribución del término inercial es mínima con respecto a 

todos los demás términos de la ecuación (2% en promedio), por lo tanto este término se puede 

despreciar en la ecuación B.5. Por otro lado, la contribución del tercer sub-término viscoso es de 

un 27% en promedio con respecto al primer sub-termino viscoso lo cual indica un menor efecto, 

este resultado coincide con el análisis de orden de magnitud, sin embargo el segundo sub-término 

viscoso presenta una mayor contribución en algunos puntos radiales (más del 100% en los tres 

primeros puntos radiales). Además, el último sub-termino viscoso, que tiene la segunda derivada 

de la fracción vacía, tiene una contribución mínima con respecto al primer y segundo sub-término 

viscoso. Con base a los resultados anteriores, al parecer la contribución de la primera y segunda 

derivada de la fracción vacía es despreciable con respecto al término de la presión y los sub-

términos viscosos 1 y 2.  

 

Para verificar algunos de los resultados obtenidos con el análisis anterior, se resuelve de forma 

numérica la Ecuación (B.5), sin considerar el término inercial, ya que su contribución es mínima, 

acoplada al modelo hidrodinámico aproximado en la región central (Ecuación 2.13 de la sección 

2.4.1). El conjunto de ecuaciones se resuelven bajo las mismas condiciones del sistema con una 

relación de dt/dp=3 y un Rep=1400, considerando los siguientes casos; 

 Caso A: En este caso se consideran todos los términos de la Ecuación (B.5) a excepción del 

termino inercial, este caso se considera como el de referencia 

 Caso B: En este caso no se incluyen los sub-términos 3, 4 y 5. 

 

En la Figura B.2 se presenta una comparación entre los perfiles de velocidad obtenidos con los 

casos A y B. El efecto de despreciar los sub-términos viscosos que tienen la primera y segunda 

derivada de la fracción vacía en el modelo es mínimo, es decir existe una pequeña diferencia entre 

los perfiles de velocidad obtenidos, pero no mayor al 5%, ver Figura B.2b. Este es un resultado 

importante de señalar, debido a que en varios trabajos [33,66,89] sobre el estudio de la 

hidrodinámica en lechos empacados esta suposición es considerada, es decir no se toma en cuenta 

la dependencia radial de la fracción vacía en el término viscoso de la ecuación de Navier Stokes 

acoplada a los términos de Darcy y Forchheimer, como se demostró en el Apendice A. Por lo tanto 

esta suposición puede ser considerada en el modelo hidrodinámico aproximado en la región cercana 

a la pared. 
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Figura B.2 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el Caso A (Referencia) y el Caso B para 

un lecho empacado con dt/dp=3.1 a un Rep de 1400: (a) región central; (b) región cercana a 

la pared. 
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APÉNDICE C 
 

ANÁLISIS DEL EFECTO DE LA CURVATURA DE LA SUPERFICIE DEL TUBO  

EN EL MODELO APROXIMADO 

 

El modelo hidrodinámico aproximado para describir los perfiles de velocidad en la región cercana 

a la pared, en lechos empacados que presentan relaciones de dt/dp menores a 10, fue desarrollado a 

partir de algunas suposiciones que se describieron en la sección 2.4.2. Una de ellas fue considerar 

despreciable la curvatura de la superficie del tubo debido al pequeño espesor de la pseudo capa 

límite con respecto al diámetro del tubo. Con la finalidad de validar esta suposición, en este 

apéndice se evalúan de manera directa cada uno de los términos que constituyen la ecuación del 

modelo hidrodinámico aproximado, considerando el análisis de orden de magnitud desarrollado en 

el apéndice B. Además, el modelo aproximado se resuelve de manera numérica bajo las 

condiciones de algunos casos de estudio propuestos con la finalidad de fortalecer las suposiciones 

planteadas en este análisis.     

 

 

Figura C.1 Esquema de la región cercana a la pared del lecho empacado donde se muestra 

el perfil general de la velocidad y la fracción vacía. 
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En el capítulo 2, sección 2.4.2, se describió las características principales del modelo 

hidrodinámico aproximado en la región cercana a la pared. En este modelo se utilizó la variable 

x=(Rt-r)/ para adimensionalizar cada punto radial en la región cercana a la pared, sin embargo en 

este análisis el dominio en la dirección radial se cambia con la finalidad de que el espesor de la 

pseudo capa límite sea la longitud característica, por lo tanto esta región está limitada desde y=0 

hasta y=, con esto surge una variable equivalente y está definida como: 

Rt r y
x


 

 
                           (C.1) 

Por lo tanto la ecuación para evaluar la viscosidad efectiva es modificada, resultando en: 

eff f t

y
1
 

    
 

                           (C.2) 

En la Figura C.1 se muestra el cambio del dominio radial, los valores limitantes y los perfiles de 

velocidad y de la fracción vacía de forma general. Por lo tanto, la Ecuación (2.16) de la sección 

2.4.2 que representa el modelo hidrodinámico aproximado en esta región toma la siguiente forma, 

considerando que la curvatura de la superficie del tubo no es despreciable: 

 
 

WR WR
2 WR z z z

f z eff

v p v1
v Rt y

z z Rt y y y

   
       

     
          para       (0 < y < )                   (C.3) 

Sustituyendo la Ecuación (C.2) y la variable adimensional (UWR
z=vWR

z/us) para la velocidad en la 

Ecuación (C.3) se obtiene lo siguiente: 

 
 

 WRWR
z2 2 WR f sz z

f s z t

UuU p y
u U 1 Rt y

z z Rt y y y

      
        

        
          (C.4) 

Si el término viscoso se desarrolla, considerando que la fracción vacía es contante, surgen tres sub-

términos viscosos y la Ecuación (C.4) toma la siguiente forma:  

 

WR 2 WR WR WR
2 WR tz z z z z

f s z f s t t2

U p U U Uy y 1
u U u 1 1

z z y Rt y y y

        
            

            
     

(C.5) 
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En la Tabla C.1 se muestra los valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la 

Ecuación (C.5). Los términos Uz
max, t, y  fueron evaluados con el modelo hidrodinámico 

aproximado bajo ninguna restricción, es decir considerando todos los términos del modelo y a las 

condiciones del sistema con dt/dp=3. También en la Tabla C.1 se pueden observar el porcentaje de 

contribución de cada uno de los términos con respecto al tercer sub-término viscoso que en este 

caso es el de mayor contribución. 

 

Tabla C.1 Valores calculados de los términos y sub-términos viscosos de la Ecuación (C.5) en 

diferentes puntos radiales para un lecho empacado con una relación de dt/dp=3 y un Rep=1400. 
y [ m ] 0.0001 0.0002 0.003 0.00035 0.0004 

 
2

max

z2

f s

U
u

L

 
  
 
 

 
 

224.52 

 

1.197% 

 

 

217.6 

 

1.16% 

 

210.83 

 

1.12% 

 

207.49 

 

1.1% 

 

206.17 

 

1.109% 

max

z
f s 2

Uy
u 1

  
     

   
 

 
8.0x103 

 
42.86% 

 
1.3x104 

 
69.88% 

 
1.8x104 

 
96.91% 

 
2.0x104 

 
110% 

 
2.1x104 

 
115% 

 

max

f s z
u Uy

1
Rt y

   
    

    
 

 
239.89 

 

 
1.27% 

 

 
394.33 

 
2.1% 

 
551.31 

 
2.93% 

 
630.76 

 
3.36% 

 
662.73 

 
3.53% 

max

z
f s

U
u

  
   

   
 

 
1.8x104 

 
100% 

 
1.8x104 

 
100% 

 
1.8x104 

 
100% 

 
1.8x104 

 
100% 

 
1.8x104 

 
100% 

2f f
s s2

e e

4 2
u u

9 dt 3 dt

  
   

 
 

 
1.3x104 

 
74.53% 

 
1.3x104 

 
74.53% 

 
1.3x104 

 
74.53% 

 
1.3x104 

 
74.53% 

 
1.3x104 

 
74.53% 

 

Como se observa en la Tabla C.1, la contribución del término inercial es mínima con respecto a 

todos los demás términos de la ecuación (1.1% en promedio), por lo tanto este término se puede 

despreciar en la Ecuación (C.5). Por otro lado, la contribución del segundo sub-término viscoso es 

de un 2.5% en promedio con respecto al cuarto sub-termino viscoso, este resultado indica que la 

contribución de este sub-termino es mínimo y por lo tanto se puede despreciar la curvatura de la 

superficie del tubo al no considerar este sub-termino viscoso en el modelo aproximado.  

 

Para verificar el resultado obtenido con el análisis anterior, se resuelve de forma numérica la 

Ecuación (C.5), sin considerar el término inercial, ya que su contribución es mínima, acoplada al 

modelo hidrodinámico aproximado en la región central (Ecuación 2.13 de la sección 2.4.1). El 

conjunto de ecuaciones se resuelven bajo las mismas condiciones del sistema con una relación de 

dt/dp=3 y un Rep=1400, considerando los siguientes casos; 

 Caso A: En este caso se consideran todos los términos de la Ecuación (C.5) a excepción del 

termino inercial, este caso se considera como el de referencia 
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 Caso B: En este caso no se incluye el sub-término 3 (para despreciar la curvatura de la 

superficie del fluido). 

 

En la Figura C.2 se presenta una comparación entre los perfiles de velocidad obtenidos con los 

casos A y B. El efecto de despreciar el segundo sub-término viscoso es mínimo, es decir existe una 

pequeña diferencia entre los perfiles de velocidad obtenidos, pero no mayor al 7%, ver Figura C.2b. 

Este es un resultado importante de señalar, debido a que en varios trabajos [28,59,60] sobre el 

estudio de la hidrodinámica en lechos empacados esta suposición es considerada, es decir no se 

toma en cuenta la curvatura de la superficie del tubo en el modelo aproximado. Por lo tanto esta 

suposición puede ser considerada en el modelo hidrodinámico aproximado en la región cercana a 

la pared. 
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Figura C.2 Perfiles de velocidad axial obtenidos con el Caso A (Referencia) y el Caso B para un 

lecho empacado con dt/dp=3.1 a un Rep de 1400: (a) región central; (b) región cercana a la pared. 
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