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CAPITULO ].

Introduccion

Innegablemente, la teoria de relatividad general (RG) y la Mecénica Cuantica (MC)
son los pilares de la fisica moderna. Y no es extrano que los esfuerzos de la fisica
teodrica, experimental y numérica se enfoquen en generalizar ramas o teorias exis-
tentes, o por otro lado explorar o descubrir nuevas aplicaciones y tecnologias que

ayuden a entender el universo que habitamos.

Muchas de las preguntas fundamentales de la fisica siguen sin respuesta, ya sea
porque la tecnologia actual no es suficiente para poner en marcha todo el mecanismo
tedrico que se ha creado, o bien, la teoria sigue en un estado de incertidumbre y

necesita nuevas formas de responder a dichas preguntas.

No es necesario buscar muy lejos para darnos cuenta de que el estado de una teoria
no es suficiente para aclarar completamente lo que busca explicar. La MC deja
muchas preguntas abiertas sobre los fundamentos de la misma teoria, asi como la
interpretacién de varias de las entidades utilizadas en la teoria. Por ejemplo, el uso
de la teoria de probabilidad en la mecanica cuantica es fundamental para muchas
aplicaciones y fenémenos que ésta describe, pero ha sido tema de debate la con-
cepcion de este concepto a partir de una teoria fundamental. Independientemente
de la interpretacién que se tome, se han realizado varios esfuerzos en entender los
fenémenos cuanticos, y la maquinaria tedrica es suficiente para explicarlos, pero no

se responde a la pregunta de por qué funciona.
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Extendiendo la linea de pensamiento un poco mas, es increible darnos cuenta de
que la relatividad general ha explicado muchas de las preguntas de la cosmogonia,
asi como los componentes mas exéticos del universo, y nos ha acercado mucho a
entender aquellos que parecian inexistentes hasta hace unos anos. La materia y la
energia oscura se han presentado como un reto importante para los cientificos, dado
que las evidencias y mediciones muestran su influencia en la dindmica césmica; sin
embargo, no hemos sido capaces de responder qué son. Y no es la falta de teoria
lo que nos aleja del entendimiento de la naturaleza del universo oscuro; méas bien,
hacia falta ver hacia otras teorias que nos han ayudado a entender otros entes que

escapaban a nuestros ojos.

Siguiendo esta filosofia, encontramos en la literatura cientifica otra corriente tedrica
de la mecénica cudntica, conocida como mecénica cudntica estocdstica (SQM por
sus siglas en inglés), cuyo propésito es tratar de entender o interpretar la MC desde
un punto de vista de la teoria de procesos estocdsticos. En esta linea de investi-
gacién, cabe destacar el trabajo pionero del fisico hingaro Imre Fényes, sobre la
deduccién de la ecuacién de Schrodinger usando conceptos de la teoria de los pro-
cesos estocasticos [? ]. Sin embargo, la teoria de la mecédnica cudntica estocastica
se atribuye a Edward Nelson, quien descubrié de forma independiente una deri-
vacién de la ecuacién de Schrodinger mediante una generalizacién de la segunda
ley de Newton, conocida como ecuacién diferencial estocastica tipo Langevin del
movimiento browniano; mostrando con ello el concepto probabilistico de la teoria
cudntica [I3]. El trabajo de Nelson dio inicio a otras investigaciones relacionadas
con el desarrollo del método de cuantificacién estocéastica (SQ por sus siglas en
inglés), como por ejemplo el enfoque estocastico del espacio-tiempo de Frederic en
1976 y el método de SQ de Parisi y Wu en 1981 para cuantificar teorias de campos
mediante un tiempo ficticio. También la SQM ha contribuido al desarrollo de la
electrodindmica estocastica como otra herramienta tedrica para el entendimiento e
interpretacién de la MC [9]. La hipétesis esencial de la electrodindmica estocéstica

es suponer que el sistema cuantico estd inmerso en un campo fluctuante de radia-
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ci6n del punto cero (zero-point radiation field, ZPF por sus siglas en inglés), y como
consecuencia de la interaccién, se pretende obtener las ecuaciones que gobiernan el

comportamiento cuantico del sistema.

Otro de los problemas de extraordinaria importancia que ain contintia abierto es
la unificacién de la MC con la relatividad general (GR, por su siglas en inglés). Hoy
en dia existen notables esfuerzos por lograr este objetivo; sin embargo, hasta ahora
no hay pruebas observacionales de que estas propuestas sean realistas. Mientras
tanto, la comunidad cientifica continia trabajando y explorando otras alternativas
que se complementan entre si hasta alcanzar el objetivo propuesto. Por ejemplo, en
un trabajo relativamente reciente [12], se ha propuesto otra forma alternativa de
interpretar la MC en la que se ha logrado establecer la ecuaciéon de Klein-Gordon
(KG) en su forma hidrodindmica en espacio-tiempo curvos, permitiendo encontrar
un balance de energias e identificar las diferentes contribuciones cuanticas, gravita-
cionales e incluso electromagnéticas. Bajo esta premisa, surge la idea de generalizar
la mecanica cudntica estocastica a espacio-tiempos curvos. Vale la pena comentar
que la SQM de Nelson ha podido extender sus alcances a la relatividad especial, en
los trabajos reportados por Zastawniak [19] y Lehr [10], en los cuales se logra obte-
ner la ecuacién de Klein-Gordon en el espacio de Minkowski a partir de ecuaciones
diferenciales estocésticas. Més aun, en uno de sus trabajos [14], Nelson lanza uno
de los retos, entre otros, respecto a la posible extensién de su teoria al régimen de

la relatividad general.

Hoy en dia, las investigaciones sobre SQM contintian su desarrollo en el estudio de
sistemas cuanticos abiertos, desarrollando conceptos como las trayectorias cuanti-
cas y las ecuaciones diferenciales estocdsticas cuanticas; sin embargo, hasta donde
hemos podido investigar, la conexién de la SQM con la relatividad general no ha
sido reportada en la literatura actual. El objetivo principal de esta tesis consiste en
mostrar que dicha conexién es posible, y nuestra propuesta es la siguiente: como
es bien conocido, las ondas gravitacionales o las fluctuaciones del espacio-tiempo

permean en todo el universo y han sido producidas desde su inicio. El big-bang, la
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inflacion, la produccién de hoyos negros primordiales, el choque de hoyos negros e
incluso el movimiento de los planetas alrededor del sol, de las estrellas alrededor
de las galaxias y de las galaxias en la expansion del universo, todo eso produce
una enorme cantidad de ondas gravitacionales con diferentes frecuencias y ampli-
tudes. En general, estas son muy pequefias, pero son capaces de mover pulsares
con una masa mayor que la del sol, mas de 20 metros, como lo ha medido ya el
laboratorio NANOGrav [[1]]. Entonces, se puede decir que existe un Fondo de On-
das Gravitacionales (GWB, por sus siglas en inglés) en el universo que puede ser

medido.

Dicho fondo gravitacional afectara a todas las particulas que vivan en él, pero en
particular afecta a aquellas cuyas masas sean pequenias, haciendo que cada una de
ellas realice un movimiento de forma irregular tipo movimiento browniano, cuya
dindamica puede ser descrita por una ecuacién diferencial estocastica. Es importante
destacar que la relatividad general fue formulada sobre una variedad diferenciable
suave, es decir, sobre un espacio topolégico que localmente es R*, se puede pensar
que es plano localmente, como una hoja de papel. Sin embargo, si vivimos en un
GWRB esto ya no es cierto, habrd que tomar en cuenta la perturbaciéon local del
espacio-tiempo, y de esta manera pensarlo como una variedad similar a un lago. A
este nivel, como los pulsares en la galaxia, las particulas ya no siguen geodésicas,
pues estas son alteradas por el movimiento de las oscilaciones que juegan el papel
de las fluctuaciones estocésticas. Bajo estas consideraciones, hemos mostrado que
es plausible tomar en cuenta las ideas propuestas por Nelson, basadas en una for-
ma alternativa de escribir la ecuacion tipo Langevin del movimiento browniano y
proponer que las trayectorias de estas particulas tienen la componente geodésica
mas una componente estocastica. Tomando en cuenta la metodologia de la SQM
asi como los estudios reportados en [12], hemos sido capaces de obtener la ecuacién
de Klein-Gordon en espacio-tiempo curvos; y por lo consiguiente, damos respuesta
a la pregunta formulada por Nelson, sobre la posible extensién de la SQM a la

relatividad general. En este esquema mostramos que la ecuaciéon de campo asocia-
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da a las particulas brownianas es precisamente la ecuacién de Klein-Gordon [6].
Creemos que entre las consecuencias que pueden surgir de nuestra contribucion,
una de las més relevantes seria la siguiente: en el limite no relativista, la ecua-
ciéon de KG se reduce a la ecuacién de Schrodinger; luego entonces la mecénica
cudntica puede ser consecuencia de las fluctuaciones del espacio-tiempo, dejando
expuesta nuevamente la intrinseca relacion entre la MC y los procesos estocasticos,
con implicaciones fundamentales que podrian incluso permitir una reinterpretacion

distinta de la MC.

El contenido de la tesis esta estructurado de la siguiente manera: en el capitulo 2
exploramos los preliminares necesarios para comprender la teoria de la Mecénica
de Nelson. En el capitulo 3 realizamos una descripcién de la mecanica cudntica
estocastica en el régimen no-relativista. El capitulo 4 explora la descripcion de la
mecanica cudntica estocastica en espacio-tiempos curvos y, finalmente, en el capi-

tulo 5 hablamos sobre la interpretacion y aplicaciones del formalismo desarrollado.




CAPITULO 2

Preliminares

En este capitulo, vamos a explorar las principales caracteristicas de los procesos
estocasticos, las generalizaciones realizadas y aquellas conexiones que existen con la
mecanica cuantica, las cuales en los siguientes capitulos nos serviran para describir

el tema central.

Los procesos estocésticos son fendmenos que presentan un comportamiento no de-
terminista. El origen del movimiento erratico de las particulas Brownianas (PB) se
debe al ruido, el cual puede tener diferentes fuentes, por ejemplo, un bano térmico,
un gas enrarecido, un factor ambiental, o bien, a la aleatoriedad en la que se en-
cuentra el sistema. Por ejemplo, el Proceso de Galton-Watson, modela la evolucién
de la poblacién donde el ntimero de descendientes de una generacién a otra se da

de manera aleatoria.

La teoria de los procesos estocasticos nace a partir del estudio del movimiento
Browniano. El movimiento Browniano (MB) es un fenémeno fisico reportado por
el bidlogo Robert Brown en 1826, quien observé el movimiento erratico de parti-
culas suspendidas en un liquido. Fue hasta 1905 cuando Einstein pudo explicar el
movimiento browniano como un proceso de difusion a nivel microscopico, es de-
cir, su idea era obtener la ecuacién de difusién para la densidad de probabilidad
P(x,t), siendo z la posicién y t el tiempo. Einstein pudo obtener la expresién para

el desplazamiento cuadratico promedio (DCP), esto es, {(z — x¢)?) = 2Dt, donde
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D es el coeficiente de difusién.

Por otra parte, en 1908, el fisico francés Paul Langevin propuso un método alterna-
tivo méas simple para describir el MB basado en la segunda ley de Newton. Debido
a que el conglomerado de particulas estd inmerso en un fluido, Langevin sugirié que
la aceleracién que experimenta una séla PB se debe a dos fuerzas: una es la fuerza
de friccién de Stokes y la otra es de naturaleza aleatoria o fluctuante en el tiempo,
también conocida como ruido estocéastico o fuerza estocastica, o simplemente ruido.
El origen de las fluctuaciones estocasticas proviene de las constantes colisiones que
experimenta la PB con los atomos o moléculas del fluido en el que estd inmersa.
Por esta razén, la ecuacién de Langevin se conoce como una ecuacién diferencial
estocastica. Mediante un método audaz, Langevin pudo obtener la misma expresién
para DCP que habia obtenido Einstein en 1905. La ecuaciéon de Langevin describe
la dindmica estocéstica de la PB: sin embargo, su soluciéon explicita no es posible
de obtener, solo la solucién promedio de las cantidades fisicas relevantes, siempre
y cuando se conozcan las propiedades estadisticas del ruido. En 1930, Ornstein y
Uhlenbeck, mostraron que los métodos de Einstein y Langevin son equivalentes;
porque lograron demostrar que, dada una ecuacién de Langevin es posible obtener
la ecuacion de Fokker-Planck correspondiente para la densidad de probabilidad.
La teoria del MB impulsé el desarrollo de la teoria de los procesos estocaticos, en
los que intervinieron destacados mateméaticos como: N. Wiener, A. Kolmogorov, P.
Lévy, J. Doob, Ito Kiyoshi, etc. quienes contribuyeron significativamente al desa-
rrollo de dicha teoria con aplicaciones hoy en dia, en diversas dreas como la fisica,
la quimica, la biologia, medicina e incluso en finanzas, donde destaca la ecuacién

de Black-Scholes y la modelacion de mercados, entre otras.

En la inmensa variedad de los trabajos teéricos publicados en la literatura cientifica
relacionados con el MB, es notoria una descripciéon en términos de ecuaciones de
Langevin o tipo Langevin y de sus correspondientes ecuaciones de Fokker-Planck
(EFP) asociadas a la densidad de probabilidad y sus posibles generalizaciones. Y

muchos otros sélo en el contexto de ecuaciones diferenciales estocasticas de Lan-
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gevin o tipo Langevin. Hoy en dia, dichas técnicas se aplican a una variedad de
fenémenos en los que las fluctuaciones estocasticas juegan un papel muy relevan-
te. Su incursién en la astrofisica y la cosmologia es cada vez mas relevante. En la
siguiente seccién, mostraremos de forma didactica y sin mucha dlgebra que, dada
una ecuaciéon de Langevin no relativista, lo mas general posible, es posible obtener

la EFP para la densidad de probabilidad.

2.1. Ecuacion diferencial estocastica y la ecuacién de

Fokker-Planck

Como hemos mencionado, la ecuaciéon de Langevin es una ecuacién diferencial
estocdstica propuesta como un método alternativo a la metodologia desarrollada
por Einstein en 1905, para describir la dindmica irregular o azarosa de particulas
microscépicas suspendidas en un fluido. Por otro lado, la ecuacién diferencial esto-
céstica més general para el caso de una variable estocastica y(t) se puede escribir

de la siguiente manera

dy _
dt

Ay, t) + By, 1)§(t), (2.1)
donde la funcién A(y,t) representa el término de arrastre o término determinista,
B(y,t) es el término de difusién y £(¢) corresponde al término estocastico, también
conocido como ruido estocastico o simplemente ruido. Si B(y,t) es constante, en-
tonces se dice que el ruido £(¢) es aditivo, y si B(y,t) no es constante, entonces el
ruido es multiplicativo. Es importante comentar que en el caso del MB, el ruido
da cuenta de la interaccién de la PB con sus alrededores, mediante las constantes
colisiones que la PB experimenta con las moléculas del fluido (bafio térmico) en la
que estd inmersa. Debido al ntimero enorme de grados de libertad de la PB, hasta
el momento no se conoce la forma explicita del ruido como funcién del tiempo y
por lo tanto no es posible resolver explicitamente la EDE para todo tiempo.

En el mejor de los casos es posible resolverla estadisticamente si se conocen las pro-

piedades estadisticas del ruido £(t). Las propiedades estadisticas mas simples del
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ruido fueron establecidas por Ornstein y Uhlenbeck en 1930 [], cuando abordaron

el problema en términos de la ecuacién de Lngevin para la velocidad de la PB.

Para poder obtener informacion estadistica de la ec. (2.1)), es necesario conocer
las propiedades estadisticas del ruido £(¢). En el caso méas simple satisface las

propiedades estadisticas de un ruido blanco Gaussiano, es decir,

@) = o, (2.2)
(€@EE) = 2xa(t—t). (2.3)

En este caso se dice que el proceso estocéstico y(t) es Markoviano debido a que la
funcién de correlacién es una delta de Dirac, esto significa que para t # t' la
funcién de correlacion (£(¢)€(t')) = 0, y por tanto el ruido no tiene memoria. El
ruido Gaussiano, o blanco, es de vital importancia dado que por el teorema de limite
central una cantidad grande de realizaciones tiende a una distribucién Gaussiana.
Para el caso particular del Movimiento Browniano, se tiene un nimero muy grande
de choques de las moléculas del bano térmico con la particula Browniana, es por

eso que parece adecuado modelar dicha interaccién de tal forma.

En principio, a toda EDE le corresponde una Ecuacién de Fokker-Planck (EFP)
asociada a la densidad de probabilidad condicional (DPC) P(y,t|, yo,to), donde yo
representa el valor inicial de la variable estocéastica y al tiempo inicial tg, y sin

perder generalidad consideramos tg = 0.

Sin entrar en los detalles matemaéticos, es posible mostrar que a partir de la ec.(2.1)),
se puede obtener la EFP para la densidad de probabilidad condicional P(y,t|yo),

la cual se puede escribir como

OP(y,tlyo) _ _ 9 ) 190 o

sujeto a la condicién inicial P(y,0|yo) = 6(y — yo). El término DM (y, t) se conoce
como coeficiente de arrastre, mientras que D) (y, t) se define como el coeficiente de
difusién. La solucién de la ec.(2.4) sujeta a la condicién inicial anterior se le conoce

como soluciéon fundamental de la EFP. Los coeficientes de arrastre y difusién se
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relacionan con la ec. (2.1)) de la forma

0B(x,t)
or

D@ (z,t) = 2XB%(x,t). (2.6)

DD (z,t) = A(x,t)+ AB(x,1) (2.5)

Luego entonces, dada una ecuacién diferencial estocastica de la forma (2.1]), pode-
mos calcular los coeficientes de arrastre (2.5)) y difusion (2.6]), para después construir

su correspondiente EFP dada por la ec. (2.4)).

2.1.1. El caso multivariable

La ecuacién diferencial estocastica para el vector y = (y1,...,y, ) se puede escribir

de la siguiente manera

Wi~ Ay 1) + Byly 05 (1), 27)

donde A; son las componentes de un vector, B;; los elementos de una matriz y
&;(t) las componentes de un ruido vectorial con propiedades estadisticas de un

ruido blanco gaussiano tal que:
&) = 0
GEE)) = 208,60t —t'), (2.8)

siendo A la intensidad del ruido. La EFP correspondiente para la densidad de

probabilidad conjunta P(y,t|yo) en el caso multivariable estd dada por

OP(y,tlyo) _ pW(y
o = Z 3 )P(y, tlyo)]
= t 2.
+ Z My] (v, )Py tlyo)]. (2.9)
sujeto a la condicién inicial
P(y,0lyo) = d(y — yo)- (2.10)

10
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También es posible mostrar que los coeficientes de arrastre y difusiéon estan dados
por

8.’Bj ’

DY (y,t) = 2\Bix(y, t)Bjx(yt). (2.12)

DI (y,t) = Aiy,t)+ ABj(y.t) (2.11)

Por lo tanto, dada el conjunto de ecs. (2.7) podemos construir la EFP tal como lo

requiere la ec. (2.9))

2.1.2. Ecuacion de continuidad para una y varias variables

La EFP también se puede escribir como una ecuacién de continuidad para la den-

sidad de probabilidad, en el caso de una y varias variables.

Se define una corriente probabilidad dada por

S DA 0P ), (213

la cual indica la tasa a la cual esta fluyendo la probabilidad en un punto y al tiempo

t. Usando la definicién anterior, podemos escribir la EFP, (2.4)), como

OP(y,tlyo) . 9 _
— 8yJ(y,t) =0, (2.14)

la cual es una ecuacion de continuidad.

El caso de varias variables se puede generalizar considerando el vector de corriente
de probabilidad J = (J1,J2,...,Jn), donde en cada punto se define el flujo de

probabilidad como

19
Jilyt) = Dy P tlyo) = 5 32 5 DY 3 0P tlyo). - (215)
=1 %Y
Quedando la EFP multivariable, (2.9 como
y tlyo a
’ —0. (2.16)

11
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2]

En adelante usaremos unicamente D; y D;; para las cantidades Dz[l] y Dz[-J

respec-

tivamente.

Algunos Ejemplos

Veamos ahora algunos ejemplos muy sencillos de como construir una EFP a partir

de una EDE.

Consideremos la ecuacion de Langevin para la variable v dada por
mo = —av + () (2.17)

o bien

b= —yv+ %g(t) (2.18)

,con v = a/m. De acuerdo con las ecs. (2.5)) y (2.6]), podemos verificar que A(v,t) =
—yv y B(v,t) = 1/m, de modo que D) = —yv y D@ = 2)\/m?2. De esta manera
concluimos que la EFP para la densidad de probabilidad condicional sera

OP(v,tlvg) 0 A 02
— o =75 [vP(v,tfvo)] + 2 o2

at 8U P('U,t|'UO), (219)

sujeta a la condicion inicial P(v,0[vg) = d(v — vp).

Si queremos obtener la EFP para la densidad de probabilidad condicional del es-
pacio fase P(z,v,t|zo,vp) para la particula browniana (PB), debemos construir la

ecuacién de Langevin en el espacio fase de la siguiente manera

b= ot €, (2.20)

En este caso debemos usar la formulaciéon multivariable anterior, y siguiendo los

pasos similares podemos mostrar que la EFP tiene la siguiente forma

oP 9P D A O°P
— =yvP+

— = —_—— 2.21
ot Tt or ' ow m2 Ov?’ ( )

sujeta a la condicién inicial P(x,v,0]xg,v9) = d(z — 20)0(v — vo).

12
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2.2. La relacion entre el proceso de Wiener y el ruido

blanco gaussiano

Desde el punto de vista de la teoria de los procesos estocésticos, el proceso de
Wiener fue propuesto para describir el movimiento browniano como un proceso
estocastico de tiempo continuo y valor real. En mateméticas aplicadas, se utiliza
para representar la integral de un Ruido Blanco Gaussiano (RBG), por lo que
resulta 1til como modelo de ruido en diferentes campos de la ciencia. En fisica,
se emplea para estudiar el movimiento browniano y otros tipos de procesos de

difusion.
El proceso de Wiener, definido como W (t), es una funcién continua de t > 0,

caracterizada por las siguientes propiedades:

(i) W(0) = 0.
(15)  Todos los incrementos W (t1) — W (to),..., W(tn) — W(tn—1)
para 0 =ty <t; < ... <tp_1 < t, son independientes.
(7i7) Cada incremento esta distribuido normalmente con valor medio

E[W (tix1) — W(t;)] = 0, y varianza Var[W (tix1) — W(t;)] = tit1 — t;.

Ademés, W(t) puede definirse como la integral definida de un RBG £(t), de la

siguiente forma
W(r) = / £(t) dr, (2.22)
0

o de manera equivalente, el RBG es la derivada temporal del proceso de Wiener,

tal que
dW (t
PO e, aw =gy, (2.23)
donde &(t) es un RBG con valor medio E[{(t)] = 0 y una funcién de correlacién

E[&(t1)&(t2)] = 6(t2 — t1). Como puede verse, la derivada del proceso de Wiener es
igual a £(t), por lo que se espera que W' (t) también satisfaga las mismas propieda-

des estadisticas que £(t). Para entender por qué esta relacién es cierta, definamos

13



2.2. La relacion entre el proceso de Wiener y el ruido blanco gaussiano

primero la derivada de un proceso estocéstico. Asi, un proceso estocastico X (t) se

dice que es diferenciable en media cuadrética con derivada X' = dX/dt, si

2
XU X0 El(X(H_hZ_X(t)X’)]%O, (2.24)

cuando h — 0. Puede verse que la definicién es basicamente la misma que en el
calculo regular, excepto que se requiere que la esperanza tienda a cero con una
convergencia cuadratica. Puede demostrarse que el valor medio de la derivada es
igual a cero, porque

B = p i XEER - XO) o BIX @R - X ()

h—0 h h—0 h
— B[X(t -
= lim E[X(t+h)] [X(®)] = lim —O 0 =0, (2.25)
h—0 h h—0 h

De manera similar, la funcién de correlacién de la derivada de un proceso estocastico

se define como Cx/(t1,t2) = E[X'(t1)X'(t2)], tal que

Cxi(t1,to) = E [hm X+ k) = X(0) (o

X(ta+h)— X(h)}
k—0 k h—0 h

= lim lim F {

(X (01 + k) — X(1))(X(t2 + h) — X(tz))]
h—0k—0

k

~ lm (Cx[tl + k,to + h) — Cx(tl,tg +h) B Cx[t1 +k‘,t2) — Cx(tl,t2)>
© hk—0 k k

~ lim l (OCX(tl,tQ +h) B 6CX(t1,t2)) _ 820X(t1,t2)‘ (2.26)

h—0 h 8t1 8t1 61528751
Asi, se ha demostrado que la funcién de correlacion temporal de la derivada de un
proceso estocastico es la derivada parcial mixta de segundo orden. En el caso de

X(t) = W(t), es facil verificar que E[W'(t)] = 0 y que la funcién de correlacion es
Cw(tl,tg) = E[W(tl)W(tg))] = min(tl,tg), si t1 <tg o tg <tq, (2.27)
de donde concluimos que

8min(t1,t2) _ 1 sit; <to

ot1 B )
0 sitao<ty

14



2.3. Calculo de Ito

= H(ty—t1), (2.28)

en todas partes excepto en t; = tg, siendo H(z) la funcién escaléon de Heaviside.
Pero sabemos que la derivada de esta funcion escalén es precisamente la delta de

Dirac, y por tanto

- 62min(t1,t2) o aH(tQ - tl) o
Chyr(t1, t2) = g - o 8ty — t1). (2.29)

Por lo tanto, debido a que el valor medio E[W'(¢)] = 0 y la funcién de correlacién
E[W'(t1)W'(t2))] = 0(ta — t1), puede concluirse que la derivada del proceso de
Wiener también satisface las mismas propiedades estadisticas que el ruido blanco.
Ahora solo falta mostrar que también estéd distribuida normalmente. Por definicién,
el proceso estocastico de Wiener tiene derivada dd—v‘tﬂ = limy,_,g w, pero
como cada incremento del proceso de Wiener esta distribuido normalmente e inde-
pendiente, su derivada también estd distribuida normalmente, ya que la diferencia
de dos normales independientes es una normal. Esto implica que la derivada del

proceso de Wiener es un proceso gaussiano con media cero y correlaciéon temporal

delta, que es precisamente la definicion estandar de ruido blanco gaussiano.

2.3. Calculo de Ito

Una caracteristica importante de los procesos con los que estamos trabajando es
que las graficas son funciones continuas pero no diferenciables, como se puede ver
en la figura Esto representa un reto importante dado que el cdlculo usual deja

de ser adecuado para dichos procesos.

En otras palabras, la derivada
dW (t)
dt

(2.30)

no existe. Sin embargo, al estudiar el movimiento browniano o al usarlo como
modelo, con frecuencia debemos estimar el cambio de una funcién del tipo f(WW(t))

en un intervalo infinitesimal de tiempo.
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2.3. Calculo de Ito

Figura 2.1: Trajectorias del proceso dz(t) = — cos(t)dt +v/'1 + 2:2dW, con condicién
inicial z(0) = 1.

Si la derivada dvgt(t) existiera, podriamos aplicar la regla de la cadena:
dw(t)
af =S F ). (2.31)

Aunque esta expresién formalmente no tiene sentido, sugiere que podria ser posible

describir el cambio df en términos de dW (t), de tal forma que tenemos

df = f'(W(t))dW (¢), (2.32)

dicha expresién tiene mas sentido dado que podemos expresar df en términos de
los incrementos infinitesimales del proceso de Wiener. A esto se le conoce como

Célculo de Ito.

El desarrollo de Ito parte de analizar qué ocurre al expandir f(W/ (¢)) en una serie

de Taylor
fla+Az) — f(@) = /() Az + 5 /() (B0) + f@) AP+ (23

Si sustituimos x = W (t), obtenemos

(AW(t))*

Af = AW () (W () + =

"W @)+ ... (2.34)
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2.3. Calculo de Ito

Dado que para un movimiento browniano ((AW (t))?) = At, el segundo término
ya no puede ignorarse, pues es del mismo orden que el incremento temporal. La

idea esencial del cdlculo de Ito es que podemos sustituir:
(AW () ~ At, (2.35)
y despreciar los términos de orden superior. Asi, en forma diferencial,

df (W (t)) = f'(W(t) dW () + %f”(W(t)) dt. (2.36)

Esta es la formula de Ito o lema de Ito, el resultado fundamental del calculo

estocastico.

Es decir, de manera general podemos ver que si f(¢,x) es una funcién suave que
depende de t y W(t), de tal forma que f(t,W(t)), entonces, aplicando el mismo

razonamiento,

g{ at+ 2L awwy + L2 w2 (2.37)

df(t, Wt)) = ox 2 02

Como (dW (t))? = dt, tenemos finalmente:

df(t, W (t)) = (g’;+ 8f> dt+gde() (2.38)

De igual forma se puede generalizar para una funcién que depende de la variable
estocastica X (¢, W (t)), es decir f(¢t, X (t,W)), donde X () es un proceso estocastico
que satisface

dX; = A(t)dt + B(t) dW (1), (2.39)
donde W (t) es el proceso de Wiener. Entonces:

df (t, X;) = <af + A(t )—f+ B( t)? g?;) dt + B(t) gf

5t o W (t). (2.40)

Este es un resultado directo al sustituir dX (t) = dX; = A(t)dt + B(t)dW (t) en la

expansion de Ito truncada a segundo orden

of of 19%f
Bt dt+7dXt+28 3

(dX)2. (2.41)

17



2.3. Calculo de Ito

Como (dX;)? = B(t)?(dW(t))?> = B(t)?dt y se ignoran los términos dtdW (t) y
(dt)?, se obtiene la ecuacién ([2.40)).

Por otro lado es posible definir la integral de Ito como el proceso inverso a la

diferenciacién. Decimos que

F(t, W (1)) = / FOEW () dW (1) + / gt W (1)) dt (2.42)

si y solo si

dF = f(t, W(t)) dW (t) + g(t, W (1)) dt. (2.43)

Donde podemos considerar la integral como una suma de variables aleatorias lo

cual resulta en una variable aleatoria.

Ejemplo:

Consideremos un caso muy simple para reflejar las diferencias entre el calculo usual
y el cdlculo de Ito. Consideremos f(z(t)) = x(t)?, y calculamos la relacién entre

los incrementos de f y los incrementos de z(t)

df = f(t+dt) — f(t) = x(t + dt)* — z(t)? (2.44)
= (z +dz)? — 2% = 2% + 2zdx + (dx)? — 2°
= 2zdx + (dz)>.
Si consideraos el caso del calculo usual el segundo término en la tltima linea es
despreciable, sin embargo cuando z(t) sigue una ecuacién diferencial estocastica de

la forma

da(t) = Adt + BdW(t), (2.45)

entonces tenemos
df = 2xdx + (dz)? = 22 (Adt + BdW (t)) + B*(dW)?, (2.46)
utilizando el lema de Ito tenemos que (dW)? = dt, quedando

df = (24 + B?) dt + 2BzdW (2.47)
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2.4. Mecdnica Cudntica

por lo que al integrar

T T
/ df = 2AxT + B*T + / 2BxdW (2.48)
0 0

Este resultado muestra que el teorema fundamental del calculo no se cumple lite-

ralmente en el contexto estocastico.

El calculo de Ito proporciona el marco fundamental para manejar procesos con
trayectorias no diferenciables. Permite definir integrales, diferenciales y ecuaciones
estocasticas de una forma coherente con la teoria de martingalas y los modelos de
difusién.

Formalizar el calculo de Ito requiere un conocimiento sélido de teoria de la medida,
pero sus resultados son esenciales en fisica, biologia, finanzas y cualquier campo

donde los sistemas sean impulsados por ruido gaussiano.

2.4. Mecanica Cuantica

A un siglo del nacimiento y desarrollo de la mecénica cudntica es incuestionable el
gran éxito que ha tenido, desde la parte cientifica, tecnolégica, e incluso econémica.
La descripcion de las escalas que corresponden a sus dominios son tan acertadas
como complejas, sin embargo es indiscutible la exactitud de sus predicciones y
resultados. Dichos resultados en su mayoria se obtienen a partir de la ecuaciéon de

Schrodinger.

A pesar de su éxito y de amplia gama de aplicaciones, la ecuaciéon de Schrodinger fue
derivada més que postulada desde primeros principios. En 1926, Erwin Schrédinger
después de una serie de articulos logré establecer practicamente toda la estructura
de la mecanica cudntica no relativista, combinando las relaciones de Broglie y la
ecuacién de onda. También la podemos obtener a partir del proceso de equivalencia,
donde los operadores ihd; y —ihV son reemplazados para las variables E y p,
respectivamente, en la expresién para la energia de una particula E = % + mao

que actiia para una funcién de onda ¥
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2.4. Mecdnica Cudntica

oy h—2v2+v o (2.49)
ot 2m ’

Schrédinger probé la equivalencia entre su mecanica de ondas con la mecanica

cuantica desarrollada por Heisenberg Y Born.

La interpretacion fisica de la ecuaciéon de Schrodinger ha sido un tema central
en la construccién conceptual de la mecénica cuantica desde sus inicios. En su
formulacion original, Schrodinger introdujo la funciéon de onda ¥ como un objeto
ondulatorio con significado fisico directo. A partir de esta funcién, definié una

densidad

plr,t) = [¢(r, 1), (2.50)

y una corriente asociada, mostrando que ambas satisfacen una ecuacién local de
continuidad. En esta vision, [1|? no representa una probabilidad, sino una densidad
distribuida que describe la presencia del electrén en el espacio. Es decir, bajo esta
interpretacion, la particula no es un objeto localizado, sino una entidad extendida

que se distribuye en proporcién a [|? [IT; [18].

Por otro lado, la interpretacién estadistica propuesta por Born [3]. Born argumenté
que la funcién de onda no describe la distribucion fisica de una particula extendida,
sino la probabilidad de localizarla en un punto del espacio-tiempo. De acuerdo con
esta propuesta | (r,t)|? representa la probabilidad de encontrar la particula en un
espacio determinado. Esta reinterpretacién marco un giro fundamental en la teoria

cuéntica: la naturaleza probabilistica del formalismo juega un papel importante.

La aceptaciéon de esta interpretacién probabilistica no fue universal. Para la es-
cuela de Copenhague, encabezada por Bohr [? 7 ], la teoria cudntica es completa
vy no requiere la introduccién de variables ocultas ni estructuras subyacentes mas
fundamentales. La funcién de onda proporciona una descripciéon exhaustiva del sis-
tema fisico, pero iinicamente en términos de probabilidades asociadas a resultados

experimentales.
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2.4. Mecdnica Cudntica

Einstein, en contraste, rechazaba esta perspectiva. Consideraba que la teoria cuan-
tica, aunque correcta en sus predicciones, es incompleta. Para él, la funcién de onda
no podia constituir una descripcién total del estado fisico; debia existir una dina-
mica subyacente que determinara el comportamiento individual de cada particula,
incluso si la teoria observable solo proporciona distribuciones probabilisticas. Esta
postura dio origen a la llamada escuela estadistica. Segin esta visién, la mecani-
ca cuantica debe ser entendida como una teoria estadistica emergente derivada de

procesos mas fundamentales.

Estas dos visiones antagénicas produjeron un debate filoséfico y cientifico profun-
do: Bohr defendia que la funciéon de onda constituye el estado fisico completo de
un sistema cuantico, mientras que Einstein sostenia que tal estado debe incluir
variables adicionales que determinen el comportamiento individual del sistema.
Entonces surgen teorias que proponen una funcién efectiva que permita interpretar

la mecanica cuantica bajo diferentes condiciones.

Por ejemplo, utilizando la relacion entre la funcién de onda y la accion compleja S
U= S/ (2.51)

es posible llegar a la ecuacién de Hamilton-Jacobi en el limite semi-clasico, es decir,
cuando i — 0. A esto se le conoce como aproximacién WKB, por Wentzel, Brillouin

y Kramers, y permite estudiar un sistema cudntico en el régimen semiclésico.

Madelung, propone una transformacién similar

U (x,t) = \/n (x, 1) S0/ (2.52)

sustituyendo en la ecuaciéon de Schrédinger compleja y lineal , se transforma
en un par de ecuaciones reales y no lineales para las variables n (x,t) (la densidad
de probabilidad de la posicién de una particula) y S (x,t) (la accién de la parti-
cula). Dicha forma es conocida como la versién hidrodindmica de la ecuacién de
Schrédinger, donde las ecuaciones corresponden a la ecuacion de continuidad y una

ecuacion de Euler.
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2.4. Mecdnica Cudntica

De ([2.52)) se puede obtener las siguientes relaciones

n=|U?, (2.53)

ih v

junto con el campo de velocidades, definido como

_vs
_vs

Sustituyendo (2.52) en la ec. de Schrodinger (2.49) y utilizando (2.55), tenemos

para la parte imaginaria

\% (2.55)

% + V- (nv) =0, (2.56)
para la parte real
s 1 9 n? v%/n
T - =0. 2.
B + 2m(VS) +V om 0 (2.57)

La ec. (2.56) es similar a la ecuacién de continuidad en hidrodindmica, donde el flujo
es j = nv. La parte real (2.57) puede considerarse como la ecuacién de Hamilton-
Jacobi, o bien, la ecuacién de Bernoulli de la hidrodindmica, méas un término extra

que corresponde a un potencial cudntico de Bohm, definido por

Vo (2.58)

C2m | n 2n2

R Vi (Vn)?| R VEn

S 2m n
Esto permite entender la ecuacion de Schréodinger, en su versién hidrodindmica,
como un fluido perfecto, irrotacional, compresible, con un potencial cuintico. De
Broglie interpretaba este potencial asociado a una fuerza cudntica que corresponde

a la tensién interna entre las moléculas.

También es bien sabido que tomando el gradiente de la ec. (2.57), obtenemos la
ecuacion de Euler, en este caso se puede ver que la fuerza cuantica corresponde al

gradiente del potencial cuantico

FQ = VVQ. (2.59)
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2.4. Mecdnica Cudntica

Utilizando la propiedad vectorial

(u-V)u=V(u?/2) —ux (Vxu), (2.60)
dado que v es un campo irrotacional, v = %, entonces se reduce la propiedad

vectorial a (v - V)v = V(v?/2). Entonces la ecuacién de Euler queda como

g: +(v-V)v=Fy+ Fg, (2.61)

con Fy una fuerza externa debido al potencial V.
Finalmente y para consideraciones de la presente tesis consideramos la versién

hidrodindmica de la ecuacién de Schrodinger como la misma ecuacién escrita en

variables hidrodinamicas.
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CAPITULO 3

Mecanica Cuantica Estocastica

En este capitulo se explora las diferentes teorias que conducen a la mecdnica cuan-
tica, en particular se explora la mecanica cudntica estocéastica (SQM, por sus siglas
en inglés ’Stochastic Quantum Mechanics), la Electrodindmica Estocastica (SED,
por Stochastic Electrodynamics) y Relatividad de Escala (SCR, por ’Scale Rela-
tivity’). Aunque el objetivo de las diferentes teorias es reproducir la ecuacién de
Schrédinger, podemos encontrar tanto puntos de conexién asi como diferencias en-
tre las diferentes vertientes mismas que desembocan en ecuaciones generalizadas de
Schrédinger. Es importante presentar estos resultados porque buscamos generalizar
dichos resultados en un espacio-tiempo curvo donde la ecuacién de Klein-Gordon
generalizada servird como aquella ecuacién de campo obtenida a partir de forma-

lismos estocasticos.

Aunque histéricamente la electrodindmica estocédstica nacié primero, fue en 1966
cuando E. Nelson presenta la mecanica cudntica estocdstica, y parece conveniente
explorar dicha teoria primero dado que las definiciones usadas pueden reinterpre-

tarse en las otras teorias.

Se consideran las siguientes suposiciones:

= La trayectoria de la particula cudntica se rige por un movimiento erratico, el
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3. Mecdanica Cuantica Estocdstica

cual se representa mediante la ecuacion diferencial estocastica:

dX (t) = bp(X(t), t)dt + odW(t). (3.1)

Donde X (t) es la posicién de la particula a cada tiempo t, by es una funcién
de arrastre (forward), o = v/2D es la raiz cuadrada del coeficiente de difusién

y dWy es el proceso de Wiener hacia adelante.

Al ser un proceso reversible en el tiempo se considera la transformacién tem-
poral T, tal que T'f(t) = f(—t), es decir considera el paso del tiempo en
direccién contraria. Con esto es natural pensar que existe una ecuacién dife-

rencial estocdstica en direccién contraria (backward)

dX () = by(X (), t)dt + cdWi(t). (3.2)

El coeficiente de difusién, o debe desvanecerse para fenémenos macroscépicos
dado que trabajamos con particulas cuanticas. Se considera inversamente
proporcional a la masa de las particulas y proporcional a h. Expresamos el

coeficiente como o2 = h/m.

Por otro lado, para establecer la relacion entre el proceso de Wiener forward

y backward, tenemos que

AWy (t) = —dW(t) (3.3)

Se parte de la posiciéon de las particulas cuanticas y se va construyendo la
trayectoria en pasos infinitesimales del tiempo dt. Sin embargo, para conocer
la velocidad y aceleracién de las particulas es necesario definir una derivada
para este tipo de trayectorias que son continuas pero no diferenciables. Se
considera la siguiente propuesta, donde el promedio de la trayectoria tiene

un papel fundamental

) X(t+ At) — X(t)
DpX(t) = lim E e
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3. Mecdanica Cuantica Estocdstica

o, [X(0) = X (= A

Dy X(t) =1
b () At—0 At

(3.5)

Para curvas diferenciables podemos identificar Dy X (t) = Dy X (t) = &(t) =

v(t), la velocidad de la particula.

Para el caso de nuestro interés se tiene que las derivadas estocasticas aplicadas a
la posicién de la particula resultan en las funciones de arrastre de las ecuaciones

diferenciales estocasticas

DyX(8) = by(X(0), 8 DyX(t) = by(X(1),1). (3.6)

Con dichos operadores diferenciales parece razonable definir la velocidad como los

promedio de ambos operadores, es decir

bf(:c, t) + bb(m, t)

v(x,t) = 5 , (3.7)
pero también se debe considerar
b t) — bp(x,t
u(w, 1) = @D = bol@:t), (3.8)

2

La diferencia entre una velocidad y otra tienen repercusiones fuertes en la teoria
presentada, sin embargo por el momento las definiremos como velocidad sistematica
(o de corriente o hidrodindmica) y velocidad estocastica (o cadtica u osmoética)

respectivamente, dichos nombres seran clarificados méas adelante.

Para el caso de las aceleraciones ahora se pueden considerar diferentes combina-
ciones, dado que al tener diferentes operadores diferenciales podriamos considerar
diferentes formas de derivar en segundo orden una funcién. Esto puede verse con

mayor detalle en la parte dinamica.

Como se presentd en el capitulo anterior, las ecuaciones diferenciales estocésticas
tienen asociadas ecuaciones de Fokker-Planck, las cuales nos permiten establecer

ecuaciones diferenciales para la funcién de distribucién de probabilidad p(z, t). Para
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3. Mecdanica Cuantica Estocdstica

las ecuacionesd diferenciales estocésticas consideradas en este formalismo (3.1]) y

(3.2)) tenemos respectivamente

xT ? i
apé{ t) = _i_[bf(x7 t)ﬁ(‘rv t)] + ;nag(x;t)’ (39)
y 2
D — e, o, 0] — 52D, (310)

Entre las diferentes ventajas que podria presentar estudiar estas ecuaciones, dos
resultados sorprendentes son de interés. El primero se da cuando sumamos las

ecuaciones (3.9) y (3.10), y sustituyendo las velocidades (3.7)) y (3.8)), obtenemos

la ecuacion de continuidad

op(xz,t) 0 B
5 + E (v(z,t)p(z,t)) = 0. (3.11)

Para el caso donde se restan ambas ecuaciones de Fokker-Planck, obtenemos la ley

de difusion de Fick,

w(@,t) = 20 (o). (3.12)

Estos resultados resultan de bastante utilidad, en primer lugar se establece una
ecuacion de continuidad asociada a la velocidad de corriente v, y por otro lado una
forma analitica para la velocidad estocastica se obtiene en términos de la funcién

de densidad de probabilidad.

Podemos expresar las ecuaciones ([3.1]) y (3.2) en términos de las velocidades v(x, t)

y u(z,t),

dX(t) = (v(z,t) + u(z,t))dt + cdWy(t). (3.13)

dX(t) = (v(z,t) —u(z,t))dt — odWy(t). (3.14)

27



3.0.1. Operadores diferenciales

Con estas ecuaciones podemos determinar expresiones para by y b, de manera
explicita, solo falta definir la velocidad de corriente v(z,t). Sin embargo primero es
necesario explorar la forma de los operadores diferenciales que se ocuparan en esta

teoria.

3.0.1. Operadores diferenciales

3.0.1.1. Calculo de Ito y cambio de variable

Para estudio de la teoria de ecuaciones diferenciales estocasticas se utiliza el calculo
de Ito, el cual extiende el calculo diferencial tradicional para manejar derivadas e

integrales que involucran variables aleatorias.

Una de las caracteristicas clave del cdlculo de Ito es que la regla de la cadena
tradicional no se aplica de manera directa debido a la naturaleza aleatoria de los
procesos. En su lugar, se utiliza la férmula de Ito para llevar a cabo la diferenciacién

v la integracién de manera coherente en el contexto estocastico.

Para esto consideremos una ecuacién diferencial estocdstica escrita de forma general
dx = fdt + gdW, (3.15)

con f = f(x,t) y g = g(x,t) funciones cualesquiera, la primera determina el com-
portamiento determinista de la variable x, mientras que la segunda actia como
el coeficiente de difusion para la parte aleatoria. Consideramos dW incrementos

Gaussianos, donde es importante el resultado, conocido como la regla de Ito

(dW)? = dt. (3.16)

Dicho resultado tiene implicaciones fuertes al momento de realizar un cambio de
variable. Para ejemplificar lo anterior consideremos una funcién y = h(x), en una
dimension, el caso a dimensiones extra es directo, y realizamos un desarrollo en

series de Taylor hasta segundo orden

dy = W (z)dz + %h”(:v)(d:v)Q, (3.17)
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3.0.1.2. Derivada sistemdtica y estocdstica

donde h/(x) = %. Sustituyendo la ec. l) tenemos

dy = I(z) (fdt + gdW) + %h”(m) (Fdt + gdWV')? (3.18)
= 1(a) (Fdt + gdTV) + L () (9" (3.19)
= (h'(x)f + ;h”(aﬁ)g2> dt + gh'(x)dW. (3.20)

Donde en la segunda linea diferenciales de segundo orden son anulados y en la tercer
linea se usa la regla de Ito. Podemos entonces determinar una ecuacién diferencial

estocastica para la variable y

dy = (h'(x)f + ;h"(:):)QQ) dt + gh'(z)dW. (3.21)

3.0.1.2. Derivada sistematica y estocastica

Si aplicamos esta regla de cambio de variable con las ecuaciones diferenciales (3.1)

y (3.2) tenemos el siguiente resultado para la ecuaciéon Forward

2
dg(z) = | (v +u)g' () + %g”(z‘) dt + og'(z)dW;, (3.22)
y para el caso Backward
] P ]
dg(z) = | (v —u)g'(z) + 39"(90) dt — og'(x)dWy, (3.23)

cualquier funcién g(x). El caso en varias dimensiones resulta en las siguiente ex-

presién, dependiendo de si es el proceso Forward o backward entonces tenemos

dg(z) =

2
viu) V+ ZV2| gdt £ oVgdW. 3.24
2

Donde usamos la ec. (3.3) y definimos dW = dW;, = —dW/. Si consideramos
solamente las diferenciales promedio, y tomando en cuenta que (dW) = 0, tenemos

entonces que en promedio el diferencial de una funcién estocéstica es

Dg(z) =

(vitu) -V + U;VQ] g. (3.25)
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3.0.1.2. Derivada sistemdtica y estocdstica

Considerando que la funcién g(z, t) también puede tener dependencia temporal, en-
tonces definimos una diferencial hacia delante (caso Forward) D y una diferencial

hacia atras (caso Backward) Dy, definidas respectivamente como

d 2,

Drgle) = | 5+ (v+u)-V+ %v2 gz, t). (3.26)
y - -
0 0% _,

Dyg(x) = n +(v—u)-V-— ?V g(x,t). (3.27)

Dichas expresiones resultan de gran utilidad, dado que muestran los operadores
diferenciales completos de una funcién g(x,t). Sin embargo, la diferencia de signos
resultan de considerar el sentido temporal en una direccién u otra. Par tener ope-
radores independientes de los cambios temporales consideraremos los operadores

diferenciales sistemé&tico
_ Dy + Dy

D, 5

(3.28)

y estocastico
_ Dy Dy

Dy
2

(3.29)

Con esto los operadores diferenciales se mantienen invariantes antes transformadas

temporales, quedando para la derivada sistematica

0
y para la derivada estocastica
o2

Es notable el resultado anterior, dado que el operador diferencial sistemético coinci-
de con la derivada hidrodindmica, entonces si se aplica a la posicion de la particula

recuperamos la velocidad hidrodindmica, o sistemética, es decir
Dx =v. (3.32)

Por otro lado, cuando aplicamos la derivada estocéstica a la posicion de la particula

obtenemos la velocidad cadtica, o estocastica
Dyx = u. (3.33)

Con esto ya quedan definidas las velocidades, jqué pasa con las aceleraciones?
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3.0.2. Ecuaciones dindmicas

3.0.2. Ecuaciones dinamicas

Una vez mas, al tener diferentes tipos de derivadas resulta en diferentes acelera-
ciones debido a las diferentes formas en las que tenemos una segunda derivada, es

decir

a.. = D.D.x (3.34)
a.s = D,D.x (3.35)
a.s = DcDsx (3.36)
as. = DsDex. (3.37)

Podemos considerar una aceleracién total como la combinacién lineal de todas las
aceleraciones

a = a1acc + agags + a3acs + agage, (338)
donde los coeficientes quedaran determinados més adelante.

Ahora, si partimos de la segunda ley de Newton
f =ma (3.39)

donde la fuerza neta podemos descomponerla de la forma f =f, +f_| donde f; y
f_ son tales que cambian o no cambian de signo respectivamente ante el operador
temporal T. Es decir

Tf=T(f, +f)=—f; +f_, (3.40)

dicha consideracién resulta importante porque de manera general existen fuerzas
invariantes ante transformaciones temporales, debido a que v cambia de signo mien-

tras que u se mantiene invariante.

Entonces podemos separar la ec. (3.39) en la parte que se mantiene invariante ante

transformaciones temporales y aquellas que cambian su signo, quedando

fi = a1ae + asags (3.41)

f_ = azacs + aga,. (3.42)
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3.0.2. Ecuaciones dindmicas

De acuerdo a lo reportado en diferentes analisis, inicamente un parametro es sufi-
ciente para las ecuaciones anteriores A = —ay/ag, y ag = ag = 1, de tal forma que

coinciden con los resultados que se presentan més adelante. Por lo tanto tenemos

f, = D.v — ADgu, (3.43)

f =D.u+ Dgv. (3.44)

O bien, definiendo el pardametro x = v/—A\, es posible escribir ambas ecuaciones en

una sola, con las siguientes cantidades

Px = Mwy = m(V + ku), (3.45)
£, =f, +wf_, (3.46)
D, = D, + rD;. (3.47)

Quedando la segunda ley de Newton como
D.py = f. (3.48)

Para recuperar las ecuaciones anteriores se considera A\ = —1, entonces Kk = —i y
separando las cantidades imaginarias, correspondientes a la parte invariante ante
transformaciones temporales, y la parte real, correspondiente a aquellas cantidades

que cambian de signo.

Escrito de esta forma se ve claramente ver la relacién entre aceleraciones y fuerzas,
separadas en la parte real

m(Dcv — Dsu) = fy (3.49)

y parte imaginaria

m(Deu+ Dgv) = f_. (3.50)

O bien, escritas en términos de los operadores diferenciales (3.30) y (3.31) tenemos

2
m (3\7 +v-Vv—u-Vu- UV2u> = fy (3.51)
ot 2
y
Ou o? 5
m E—l—v-Vu%—u-Vv—F?Vv = f_ (3.52)
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3.0.2. Ecuaciones dindmicas

Para determinar la velocidad sistemética v, se considera una descomposiciéon vec-
torial general dada por

v =AVS+b, (3.53)

con A una constante, S(x,t) una funcién real y el vector b que contiene cualquier

contribucién rotacional de v. Si A = 20 y b = —-= A es el vector del potencial

electromagnético tenemos

v=20VS+——A. (3.54)
mc

Utilizando la definicién anterior, y la propiedad vectorial para cualquier vector V,
1
(V-V)V = §VV2 ~V x(VxV), (3.55)

entonces la ec. (3.51) queda como

DCV:g‘tf—f—v-Vv:V(Qa%f—i—;vQ)—keaA—vx(VXA), (3.56)

donde se puede identificar los ultimos dos términos como la fuerza de Lorentz

e OA

Por lo tanto,
ov oS 1 4
D.v = YRS Vv =V (20(975 +gv ) —Feun. (3.58)

Para el siguiente término, utilizando la definicién de la velocidad estocéastica (3.12

se obtiene
2 1 2 v2
D= (u-Vyut Tvtu=v i+ Tvu) = v (202X Y2 (359
2 2 2 NG

podemos identificar el término dentro del paréntesis en la ultima igualdad como el

potencial cuantico de Bohm,

V2
Vo = 2052V VP (3.60)
VP

Por lo tanto, la ec. (3.51) queda como

05 1
m(Dev — Dsu) =V <208t + 2v2> —Fpm +VVg =1, (3.61)
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3.0.2. Ecuaciones dindmicas

si se considera la fuerza de manera general, como f;y = F + VV, donde V es
un potencial arbitrario, y F es una fuerza externa. Si consideramos la fuerza de

Lorentz, F = Fg)/, entonces tenemos

05 1
v (20 +vi4 Vo + V) =0, (3.62)
at 2
o bien,
oS 1
2055+ 5v2 +Vo+V =C, (3.63)

con C una constante te integracion. Esta ecuacién corresponde a la ecuacion de

Hamilton-Jacobi asociada al sistema.

Para la ecuacion se realiza un procedimiento similar, utilizamos la identidad
Va-v)=u-V)v+(v-Vju+ux (Vxv)+vx(Vxu), (3.64)
junto con la definicién de (3.12) obtenemos la ecuacién

mDV [[1) (gf +V- pv)] =f_+mux (Vxv)+mDuV x (Vxwv), (3.65)

donde podemos reconocer el lado izquierdo de la ecuaciéon como la ecuacién de conti-
nuidad. Para determinar f_, utilizando (3.7)), y la norma de Coulomb (V cdotA =
0), obtenemos

f = Zu x (V x A) + %VZA, (3.66)

interpretada como aquellas fuerzas que no son invariantes ante inversiones tempo-

rales.

Los resultados mas importantes de esta seccién es que a partir de un formalismo
estocastico es posible establecer un par de ecuaciones de interés: la ecuacion de
continuidad y una ecuacién de Hamilton-Jacobi (3.63). En la siguiente sec-
ciéon podemos ver que estdn asociadas a la forma hidrodindmica de la ecuaciéon de

Schrédinger.
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CAPITULO 4

Mecanica Cuantica Estocastica en

espacios tiempos curvos

4.1. Ecuacion de Klein-Gordon en espacio-tiempo

curvo

En el ambito de la fisica tedrica y la mecanica cuantica relativista, la ecuacion de
Klein-Gordon emerge como una piedra angular en la descripcion de particulas esca-
lares. Esta ecuacién, formulada inicialmente por Oskar Klein y Walter Gordon en
la década de 1920, representa una extensién natural de la ecuacién de Schrédinger,

adaptada para incorporar los principios de la relatividad especial de Einstein.

La necesidad de una ecuaciéon como la de Klein-Gordon surge al intentar conci-
liar la mecénica cuantica con la relatividad especial. La ecuacion de Schrédinger,
fundamental en la mecdnica cuantica no relativista, no es invariante bajo trans-
formaciones de Lorentz, lo que limita su aplicabilidad a velocidades cercanas a la
velocidad de la luz. En contraste, la ecuacion de Klein-Gordon satisface esta in-
variancia, ofreciendo una descripcién més adecuada para particulas relativistas sin

espin.

En la seccion anterior, exploramos dos teorias no relativistas que conducen a la

ecuacion de Schrodinger, la caracteristica importante es que, dada una transforma-
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4.1.1. FEcuaciones de campo

cién de Madelung para la funciéon de onda, es posible obtener las mismas ecuaciones
que las que comienzan a partir de un formalismo estocéastico. Con esto en mente,
presentamos el formalismo publicado en [12], en el que una versién hidrodinami-
ca de la ecuacién de KG se introduce mediante los efectos de una transformacién

generalizada de Madelung.

4.1.1. Ecuaciones de campo

En el contexto de la relatividad general, la descripcion de campos cudnticos requie-
re una reformulacién de las ecuaciones de campo que incorporen la curvatura del
espacio-tiempo. La ecuacion de Klein-Gordon, inicialmente formulada en el espacio-
tiempo plano, puede ser generalizada para describir campos escalares en un marco
de espacio-tiempo curvo. Esta extension es esencial para estudiar fenémenos cuan-
ticos en presencia de campos gravitacionales intensos, como los que se encuentran

cerca de agujeros negros o en el universo primordial.

La versién de la ecuacién de Klein-Gordon en espacio-tiempo curvo se deriva me-
diante la sustitucién del operador de onda clasico con el operador de d’Alembert
generalizado, adaptado para un espacio-tiempo descrito por una métrica arbitraria
9w Esta formulacion asegura que la ecuacion respete la invariancia bajo transforma-
ciones generales de coordenadas, una caracteristica fundamental de la relatividad

general.

La base para una generalizacion relativista es la ecuacion de Klein-Gordon que rige

el campo escalar complejo ® y su conjugado ®T:

dv
Op® — 0z =0, (4.1)

donde el operador de d’Alembert es Op = D, D! = (V, +ieA,) (V* +ieA").
Consideramos el campo electromagnético minimamente acoplado, entonces e de-
nota la carga de la particula, A, denota el tetra potencial electromagnético, y V#

representa la derivada covariante asociada a la métrica g*”
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Para la descripcién del espacio-tiempo se considerard la métrica dada por el for-
malismo ADM 3+1 (propuesto por R. Arnowitt, S. Deser and C. W. Misner). El
formalismo propone que el espacio-tiempo se compone de foliaciones de hipersu-
perficies espaciales tridimensionales y un parametro de evolucién ¢. El elemento de

linea correspondiente a la métrica es
ds? = —N2d(ct)? + (dxi + N’d(ct)) (d:nj + de(ct)> , (4.2)

donde ;; representa la métrica espacial tres-dimensional, N* refiere a los desplaza-
mientos relativos entre hipersuperficies espaciales, es decir, como cambian las lineas
coordenadas, y dr = N (t,x")dt expresa la evolucién temporal entre hipersuperfi-

cies.

Este formalismo permite expresar las ecuaciones de campo como un conjunto de
ecuaciones de evolucién para la métrica en cada hipersuperficie y un conjunto de
ecuaciones de restricciéon que deben satisfacerse en cada punto de cada hipersuper-

ficie [2].

La formulacién hidrodindmica de la ecuacion de Klein-Gordon parte de suponer un
gas de bosones en un espacio-tiempo curvo, donde a pesar de que el espacio-tiempo
permanece estatico el campo escalar es no-estatico. Para permitir soluciones tipo

solitén se propone una descomposicién armonica del campo escalar de la forma
®(2") = exp (—iwoz?) ¥ (z#), (4.3)

con wp un parametro que representa la masa o la frecuencia de una particula, z°
representa el parametro de evolucién asociado a la métrica, en el caso ADM-3+1
2% = ct. La representacién hidrodindmica para la ecuacién de Schrodinger fue

introducida por Madelung [11], mostrando la equivalencia con las ecuaciones de

Euler de un fluido no rotacional con un potencial cuantico.

Dicha transformacién descompone la amplitud en densidad de particulas n(z*), y

una fase S(z*) que contiene la geometria y la evolucién de la solucién de onda,

quedando ¥(z#) = \/n(at)exp (1S (x")).
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Bajo las consideraciones anterirores podemos escribir la funcién de onda como

® (2t) = /nellS—wot), (4.4)

Esta descomposiciéon permite la definicién de la velocidad generalizada, 7, expre-
sada como

o= L (T ear) = op — “Ogny, (4.5)
m m

Donde v* = % (VHS + eAH) representa la velocidad de la particula, y se ha acopla-
do el campo electromagnético minimamente a través del cuatrovector de potencial

electromagnético A*.

Utilizando la transformacién de Madelung no estacionaria (4.4), y la velocidad
generalizada (4.5)) en la ecuacién de Klein-Gordon (4.1)) obtenemos una expresién
con parte real y con parte imaginaria. La parte imaginaria resulta en una ecuacién

de continuidad generalizada
V. (nvh) i (V n+ nl]t) =0, (4.6)

mientras que la parte real se entiende como una ecuacién de Hamilton-Jacobi

Ov/n
2 — =
m2N2 +24 m2y/n

2
wo w

v ot — 20 — 0
m

0, (4.7)

donde V@ = 52‘{/7%, es el potencial cuantico generalizado(ver el apéndice A para
ver la deduccién completa).Estas dos ecuaciones junto con la ecuacién de Bernoulli
representan la version hidrodinamica de Klein-Gordon escrita en las variables de

Madelung (o hidrodindmicas) n y v*.

Finalmenta para introducir el formalismo estocéstico las ecuaciones (4.6|) y (4.7) pue-

den ser escritas en términos de la velocidad generalizada 7 y n, quedando:
Va(nm®) =0 (4.8)

para la ecuacion de continuidad, y




4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

para la ecuacién de Hamilton-Jacobi. Podemos concluir esta seccién mencionando
que estas dos ecuaciones representan la ecuacion de Klein-Gordon, escrita en su

versién hidrodindmica en espacio-tiempo curvado.

4.2. Mecanica Cuantica Estocastica relativista

Para generalizar el formalismo propuesto por Nelson tenemos que considerar un
fondo estocastico que actiie como bano térmico para las particulas cudnticas que
describiran trayectorias estocésticas. Consideramos las siguientes hipotesis que nos
permitiran llevar acabo la descripcion relativista de la mecanica cuantica estocas-

tica en espacio-tiempo curvado.

1) Las particulas cudnticas tienen interaccién con un fondo estocéstico de espacio-
tiempo, analogo al movimiento Browniano en mecanica clasica, dicho fondo estocas-
tico puede deberse a las ondas gravitacionales de diferentes fuentes. La interaccién
no se describe como una perturbacion, afecta a las trayectorias que a su vez jue-
gan un papel importante para el comportamiento cudntico. Se entiende un fondo
de espacio-tiempo causante de la estocasticidad en las particulas debido a que es
aplicable universalmente a todas las particulas y campos, a diferencia de la elec-
trodindmica estocdastica por ejemplo, donde la aplicacién se ve limitada. El espacio
tiempo lo describimos con una métrica determinista, de tal forma que el forma-
lismo es compatible con los principios relativistas, mientras que la estocasticidad
se establece a nivel particula. Describimos las particulas en dicho fondo, siendo
solamente las particulas suficientemente pequeiias aquellas que se ven afectadas
por las pequenas perturbaciones que tiene la métrica. Dichas consideraciones evi-
tan complicaciones matemaéticas como resolver las ecuaciones de Einten-Langevin

propuestas cuando se trabaja con una métrica estocastica.

2) Debido a la complejidad del fondo estocastico, la interaccién entre la parti-
cula cuantica y el fondo de ondas gravitacionales es desconocido. Se realiza una

descripcién estadistica similar a las de movimiento Browniano, por lo que las con-
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

sideraciones aunque son generales parecen suficientes para describir la dindmica de

las particulas, y en consecuencia la manifestacién del fenémeno cuédntico.

La propuesta comienza con la definicién de la cuatro-velocidad U*, pero conside-

ramos un término estocastico sumado a la definicién.

% = UM + V20 (1), (4.10)

donde x* es la cuatro-posicion de la particula, 7 es el tiempo propio, y el segundo
término es el término estocastico representado como una variable aleatoria don-
de o es la intensidad del ruido y &#(7) es una variable aleatoria con propiedades
estadisticas del ruido blanco Gaussiano. Dichas porpiedades basicamente se resu-
men a tener un valor medio igual a cero (¢#(7)) = 0, y una funcién de correlacién
(EM(11)E" (12)) = 6" (12 —11). The stochastic term causes particles to deviate from

classical deterministic paths, resulting in erratic (Brownian-like) motion.

En el contexto de la teoria de procesos estocasticos es comin encontrar ecuaciones
diferenciales como ecuaciones en diferenciales[8], por lo que la ecuaciéon Eq. (4.10)

en la notacion de diferenciales queda como
dz" = UrdT + V20 dWH(7), (4.11)
donde WH (1) es el proceso de Wiener, y esté definido de tal forma que
AWH(T) & EM(1 + dr) — E*(7) = &*(7)dr, (4.12)

por lo que cumple las mismas propiedades estadisticas de ruido blanco Gaussiano
que cumple la variable aleatoria £#(7) (en el apéndice B se deduce la definicién
del proceso de Wiener en relacién con el ruido blanco Gaussiano). Las propiedades

estadisticas escritas para las formas en diferenciales generalizadas son las siguientes
(dWH(T)) =0, (4.13)
para el promedio, y para la varianza

(dWH(TYdW" (7)) = M6 (T — 1')drdr'. (4.14)
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La funcién §(r — 7') representa la propiedad Markoviana, la cual establece que
procesos a diferentes tiempo son independientes, es decir que el presente forma-
lismo no tiene memoria. Sin embargo para el caso en el que 7 = 7' la varianza
queda como((dWH(7))dW" (1)) = 6*dr, es decir que bajo dichas consideraciones
el proceso de Wiener es un proceso estocastico Markoviano y Gaussiano, por lo
que las variables dindmicas z*(7) dada por la ecuacién , heredan las mismas
propiedades estocésticas. Es importante mencionar que en el marco de referencia
de la particula podemos establencer la relacién del tiempo propio de tal forma que,

dr = N(t,2%)dt, donde N(t, %) estd dada segun la métrica considerada de la forma
2.

Anélogo al modelo de Nelson, la simetria temporal es tratada como dos procesos
Markovianos: uno representando la evolucién temporal hacia adelante (forward),
dado por el proceso WJ’f(T), y el otro proceso representa la evolucion temporal
hacia atras (backward) W*(7). Dicha formulacién matemética nos permite hacer
predicciones en estados futuros o pasados a partir del estado actual, por lo cual es
necesario definir dos ecuaciones diferenciales estocasticas generalizadas, les llama-

remos forward y backward, y parten de la ecuacion (4.11), de tal forma que ahora

tenemos
da!y = Z/l}‘dT +V ZUdWﬁ(T), (4.15)
dz" = Ul'dr 4+ v 20dW* (7). (4.16)

Donde dWJ’:(T) y dW"(7) siguen satisfaciendo las propiedades del ruido Gaussiano
de ruido blanco descritas anteriormente, de tal forma que se tiene un valor medio
cero

(dWH (1)) = (dWH (7)) = 0, (4.17)

y la funcién de correlacion

(dWH(TYdWY (7)) = tdrdr' (1 — 7)o" . (4.18)

La parte determinista de las ecuaciones (4.15) y (4.16]) representan funciones de

arrastre dada por la cuatro-velocidad forward y backward, similar al movimiento
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

Browniano es el arrastre de la particula dentro del bafio térmico. Sin embargo,
al tener velocidades en ambas direcciones es importante determinar una velocidad
generalizada que englobe ambas contribuciones. Definimos la velocidad de corriente
generalizada como el promedio "forward" de ambos arrastres dado por

:u;+u5

s 5 ,

(4.19)

y adicionalmente definimos la velocidad estocéstica (o cadtica) que corresponde al
promedio "backward" del arrastre, obteniendo

I p
—

ut =

(4.20)

Dichas velocidades deben de ser determinadas y estar asociadas a la funcién de
onda, solucién no-estatica a la ecuacién de Klein-Gordon. Para obtener la forma
explicita de ambas velocidades comenzamos con la transformacion de Madelung

considerada anteriormente (con las unidades apropiadas),

i

B(t,x) = /et (520 (4.21)

donde considerando la coordenada temporal 20 = ct, la transformacién coincide
con la propuesta en sin embargo ya no se consideraran unidades naturales.
Bajo esta propuesta la interpretacién que toma la funcién de onda es diferente a la
mecanica cuantica convencional, no representa un particula Bosénica o un campo
escalar, ® reprensenta una funcién de onda solucién al espacio tiempo en el que
estemos trabajando. En la siguiente seccién podemos ver como se puede entender

este formalismo aplicado a un agujero negro, utilizando la métrica de Schwarzschild.

Si consideramos la funcién de onda en su forma WKB, tenemos
P =S/, (4.22)

con § una accién compleja. Dado que la accion puede escribirse en términos de la
funcion de onda de la forma & = —ihln @, entonces podemos definir el momento
complejo como P = mw*, y el campo de velocidad complejo w* = VT”S. En ter-

minos de la funcién de onda en su forma WKB (4.22) tenemos el momento de la
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

forma
P = —ihVF¥In P, (4.23)
y para la velocidad
F= _ih G In® 4.24
w mV (In ®). (4.24)

Ahora, para la representaciéon de Madelung (4.21), tenemos lo siguiente

(I)(t,X) — \/ﬁe%(s_wghxo) _ e%(S—u.;oht—%lnn)7 (4.25)

por lo que la acciéon compleja la podemos asociar a la fase y la densidad de proba-

bilidad de la transformacién de Madelung de tal forma que
ih
S=8—woht — % Inn, (4.26)

quedando la velocidad generalizada en términos de las variables de Madelung

_ves 1

m m

w™

(v#s — wohVH — %V“(ln n)> . (4.27)

Podemos identificar las velocidades como aquellas que dependen de la fase, y la

asociamos a la velocidad de corriente

i v (4.28)

mientras que la segunda velocidad, dependiente de la amplitud, la asociamos a la

velocidad estocéstica definida por

W = (). (4.29)

2m

Con esto logramos escribir las velocidades m y u# en términos de las variables de
Madelung, asociadas a la funcién de onda solucién a Klein-Gordon. Si consideramos
el campo electromagnético minimamente acoplado, podemos agregar el vector de
norma, asociado al cuatro-potencial de Maxwell, a la velocidad 7#, de tal forma

que recuperamos

2 AP
VES el ol yn Ol (4.30)
m m m m

Tt =

43



4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

donde v* = % (VHS 4+ eAH) es igual a la utilizada en la seccién anterior para
escribir la ecuacién de Klein-Gordon en su forma hidrodindmica. Finalmente la

velocidad total generalizada (4.27)) puede ser reescrita como
wh = h —dut, (4.31)

dicha velocidad ha sido reportada por [5] bajo el formalismo de relatividad de

escala, y por [19] en el caso del formalismo de Nelson relativista en espacios planos.

Otro resultado de relevancia es que bajo esta deduccién podemos establecer la

forma de la constante de difusién

= — 4.32
o= (432)

dado que u* = oV¥#(Inn). Vale la pena senalar que esta constante es propuesta de
tal forma que obtengamos la ecuaciénd e Klein-Gordon. Sin embargo, es consistente
dado que dada las ecuaciones y (4.16)), el ruido solamente lo afecta a las
particulas suficientemente pequenas por lo que debe ser inversamente proporcional

a la masa de la particula y proporcional a .

De igual forma resulta util escribir las ecuaciones diferenciales estocasticas(forward
and backward) en términos de las velocidades 7# y u*, dado que contienen infor-

macién de la funcién de onda, y se pueden establecer utilizando las relaciones dadas

en (4.19) y (4.20), de tal forma que

M}L:W“+u“, y U =zt —ut, (4.33)

quendado las ecuaciones (4.15) y (4.16]) de la forma

dzt = (7t + ut)dr + V20dWH (1), (4.34)
dzt = (7" — ) dr + V20dWH (7). (4.35)

Estas representaciones resultan ttiles para ontener simulaciones numéricas simila-
res a las reportadas en [4], pero en espacio-tiempo curvado, mismas que se utilizaran

en el siguiente capitulo.

44



4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

Por otro lado, dadas las ecuaciones diferenciales estocasticas es directo establecer
la ecuaciéon de Fokker-Planck para la densidad de probabilidad n. En el caso de
las ecuaciones diferenciales estocasticas (4.34) y (4.35]), las ecuaciones de Fokker-

Planck correspondientes estan dadas por

V(@ +ut)n) — oV, VFn =0, (4.36)

V@t —u)n] + 0V, VHn =0, (4.37)

de tal forma que ambos procesos refieren a la misma densidad de probabilidad,

dado que ®®t = n.

La equivalencia entre formulacién dada por la ecuacién de Fokker-Planck y la ecua-

cién diferencial estocédstica queda en evidencia cuando consideramos las resta de

las ecuaciones (4.36) y (4.37), de tal forma que tenemos
2V, [(u*)n] — 20V, VHn =0, (4.38)
integrando esta tltima ecuacion recuperamos la velocidad estocastica (4.29
W=0oc—no 4.39
w=o (4.39)

relacionando la velocidad estocastica con la densidad de particulas o con la densidad
de probabilidad n. Por otra parte, cuando las ecuaciones son sumadas recuperamos

una expresiéon tnicamente para la velocidad de corriente (o sistemética)
2V, (mtn) =0, (4.40)
sustituyendo (4.30) obtenemos la ecuacién de continuidad (4.6)
By - — =
Vu(not) - (V n+nDt) 0, (4.41)

sin embargo ahora fue obtenida a partir de formalismos estocésticos.

Para recuperar tanto la ecuacién de Bernoulli y la ecuacién de Hamilton-Jacobi, es

necesario establecer la dindmica estocéstica de las particulas, es decir, necesitamos

45



4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

obtener las fuerzas y aceleraciones responsables del movimiento erratico de dichas
particulas. Esto representa un reto importante, dado que a partir de la velocidad
generalizada es posible encontrar la ecuacién de movimiento para las particulas

estocasticas estableciendo la aceleracién total de tal forma que

"
mat' = mdl = fr (4.42)
dr

donde la contribucion electromagnética a través de la velocidad 7# es considerada,
y fH* es una fuerza generalizada. Sin embargo, al tratar con trayectorias estocas-
ticas donde se cumple con continuidad, pero no es derivable tenemos que definir
operadores diferenciales adecuados que nos permitan obtener la aceleracién de las
particulas. Dado que las trayectorias cumplen una ecuacion diferencual estocastica

necesitamos considerar el célculo de Ito, y la regla de Ito [g].

Para obtener los operadores diferenciales apropiados para este tipo de trayectorias
consideramos una expansién en series de Taylor de una funcién g(z) truncada a
segundo orden

1
dg(z) = V,g(x)dz" + ivuvyg(a:)dx“dx” (4.43)

donde V, es la derivada total, es decir la derivada covariante. Para la aproximacion

anterior consideramos la ecuacion diferencial estocéstica dada por (4.15) obteniendo

dyg(a") = Vyug(ah) |(x# + ut)dr + V20d W ()] (4.44)

+ %vuvyg(m [(W“ +ut)dr + J%dWﬁ(T)] [(wv +u¥)dr + @dm(ﬂ} :

Es aqui donde toman relevancia os resultados de procesos estocasticos, usualmen-
te todos los incrementos infinitesimales a segundo orden son considerados nu-
los, sin embargo dada la regla de Ito para procesos de Wiener independientes,
((dWH(1))dW¥ (1)) = 6" dr; debemos conservar el término dW (r)dW¥(r) (el

resto de los términos si pueden ser considerados nulos deWJ’: and (dr)?). Enton-
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

ces tenemos

dyg(zh) = (7" 4+ w*)V ,g(x")d7) + V20V g (") dWH (1)

+ 0V, V(") dW (1)dWY (1) (4.45)

Una vez mas, dado que trabajamos con la ecuacion diferencial forward, tenemos
que definir un operador diferencial forward dado por el valor esperado sobre todas
las posibles realizaciones o eventos [13] del fondo aleatorio caracterizado por el tér-
mino de ruido £*(7). En consecuencia, utilizando el promedio sobre el ensamble de
particulas que reproducen todas las posibles trayectorias, ademés de las propieda-
des estadisticas previamente mencionadas para el proceso de Wiener y la regla de

Ito, tenemos

Digh) = (Folan)) (4.46)
= [(T" +u)V, + oV, V] g(ah). (4.47)

Cuando se considera el proceso estocastico backward (4.16), el operador diferencial
backward es definido de manera similar, utilizando las propiedades estadisticas del
proceso de Wiener backward, obteniendo

Do) = (o) (4.48)

= (" =)V, = oV, V] g(ah), (4.49)

Es util establecer operadores diferenciales en términos inicamente de 7 o u#, esto

se logra promediando ambos operadores obteniendo la derivada sistemética

. Dy+D_
D. = % =71V, (4.50)

y la derivada estocastica de manera similar dada por

. D,—-D_
Dy = % = ul'V, + V'V, (4.51)
Dado que estamos trabajando con el movimiento de particulas cuanticas, o sufi-

cientemente pequenas, hay una regién en la vecindad en el espacio-tiempo de la
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

particula que es localmente plana, de tal forma que V,z# = ¥, por lo que es

directo ver que

A

Dzt = 7#, (4.52)

Dzt = ut, (4.53)

quedando fundamentada la relacion entre velocidad y posicién a través de los ope-
radores diferenciales obtenidos.
Es posible establecer un operador diferencial general, para lo cual consideramos

una combinacion lineal de los operadores diferenciales obteniendo
D = D, + kD, (4.54)

donde k es un valor arbitrario por determinar. Si aplicamos D a la posicion z#,
recuperamos una velocidad total w# dada por

A

Dat = (D, — iDy)a" = 7 — iuf = wh. (4.55)
Comparando la ecuaciéon (4.55)) con la obtenida previamente (4.31), se observa que

para que ambas velocidades sean iguales es necesario fijar kK = —i.

Con los operadores diferenciales obtenidos es posible establecer la aceleracién total

dada por
a* = Du* = (D, — iD,) (7" — iu") = Den* — Dgut — i(Deut + Do), (4.56)

donde podemos reconocer diferentes aceleraciones, definidas como la combinacién
de los diferentes operadores diferenciales aplicadas tanto a las velocidades estocés-

ticas y sistemaéticas, de tal forma que

agc = ﬁcﬁcxu = Dcﬂ-u7 aé"s = DSDSLUM = DsuM’ (457)
a*, = D Dzt = Do, o, = DDex! = Dyt (4.58)

La forma explicita de dichas aceleraciones pueden ser obtenidas utilizando la si-
guiente identidad

Vot = Vi, + %Folj, (4.59)
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con el tensor de Maxwell definido por
Fl =VHFA, — VAR (4.60)

Entonces podemos escribir las aceleraciones en t

at, = Dot = %V“(waw“) + %Fﬂ%a, (4.61)
at, =Dt = o (V“Vaﬂ'a + Vf;nvuwa>
+ % (FFuy + 0V o FF) (4.62)
y de la misma forma
a’, = D" = omyV® <V;:n) (4.63)
at, = Daut = 2%V (D\/\/ﬁﬁ> . (4.64)

Identificar las aceleraciones como estocédsticas o sistematicas resultardn relevante
en los siguientes resultados, ya que podremos identificar cada fuerza causante de

la dindmica estocéastica y determinar si es de origen estocastico o determinista.

La ecuacién contiene toda la informaciéon que causa la dindmica de las par-
ticulas, incluyendo las fuerzas responsables de las trayectorias estocédsticas. Dado
que la aceleracién total contiene términos imaginarioes, es necesario descomponer
la fuerza total neta f* de tal forma que f* = fﬁ + if*. Tomando en cuenta la
linealidad entre el las fuerzas y las aceleraciones podemos separar la parte real y la

parte imaginaria quedando dos ecuaciones dadas por
m(Dcﬂ'u - bsuu) = I+ (465)
—m(Dout + Dynt) = f_. (4.66)

Para la primer ecuacién (4.65)), tenemos la contribucién de la aceleraciéon comple-

tamente determinista a.. = D.m* y la contribucién puramente estocastica ass =

Dgut, usando las definiciones correspondientes, 1} y 1j respectivamente,

tenemos

1 € D\/ﬁ 1
o « [%e} 271 1
B VE(mam®) + —FF7, — 20°V <\/ﬁ ) = —f". (4.67)
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

Podemos identificar f; como fuerzas externas que actuan sobre la particula, es
decir f1 = FF+ F, donde Fli = eF*'r, se refiere a la fuerza de Lorentz debido a
un potencial electromagnético externo A, y F* = —mV*A(n) es una fuerza que
mide las variaciones de la densidad del campo escalar, dado que esta asociado a un

potencial arbitrario de la forma V = 2m?An.

Es importante notar que si omitimos cualquier fuerza externa f = 0, incluyendo
la contribucién electromagnética a través de la velocidad 7, y la contribucién

estocdstica en la ecuacién (4.65) entonces tenemos

A

Dot =g Vet =V, 7t =0 (4.68)

recuperando la definicién del vector 7% cuya curva integral es una geodésica. Esto
es adecuado para el formalismo propuesto dado que tenemos trayectorias, que sin
considerar el comportamiento estocastico, se mueven en las geodésicas. Mientras

que si tenemos contribucion estocastica se mueven alrededor de las geodésicas.

Desarrollando el lado izquierdo, debido a la identidad (4.59) la fuerza de Lorentz

queda de ambos lados de la ecuacién (4.67), por lo que se cancela y tenemos

e (OvAY L ]
\Y [2(7ra7r)—202<\/ﬁ>+.4]—0, (4.69)

Integrando la ecuacién (4.69) obtenemos

1 O
iwra +A+C - 2027\/5 =0 (4.70)

\/ﬁ
la cual podemos identificar como la ecuacién de Hamilton-Jacobi , con una
constante de integracion C. Esta ecuacion junto con la ecuacién de continuidad
son la representacion hidrodinamica de Klein-Gordon en espacio-tiempo curvo, solo

falta encontrar la ecuacién de continuidad.

Para la parte imaginaria (4.66), utilizando (4.63) y (4.62), tenemos la siguiente
expresion

=

- (4.71)

VH[oVar® + uqm®] + < (FF%g + oV o FHY) =
m

50



4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

Para el término dentro de los brackets utilizando la definicién de la velocidad
estocéstica (4.29) y de la velocidad sistemética (4.30,) recuperamos la ecuacién de

continuidad
oVaT® + uem® = onVom® + on*Von = gVOL(mTO‘) =0. (4.72)
n

Entonces podemos determinar la fuerza f_ de la forma f_ = e(o Vo F**+uo FFY) =
£Va(nF"), en el caso no relativista esta fuerza se asocia a aquellas que no son
invarintes ante la inversiéon temporal, podemos identificar la fuerza de Lorentz
actuando sobre la velocidad estocastica y otro término que podria entenderse como
un término de norma. En el caso en que el término electromagnético sea cero,

entonces f_ =0, y la ecuacién (4.66) solo representa la ecuacién de continuidad.

Con esto queda evidente que las ecuaciones de campo de una particula cuantica in-
mersa en un espacio-tiempo curvado fluctuante es precisamente la de Klein-Gordon.
Con esto logramos recuperar la forma hidrodindmica de Klein-Gordon a partir de
un formalismo estocastico, mostrando que los procesos estocasticos juegan un papel

fundamental en la naturaleza cudntica.

Para obtener la ecuacién de Euler partimos de la fuerza fi = F* + FJ, y escribi-

mos la ecuacién (4.67) en términos de la velocidad v#, utilizando una vez maés la

propiedad (4.59)) tenemos

h 2h2 1 K2 O
0, VH 0, — &Vova _ Woiva (> -V, 7‘/5
m 2m? N2 2m? vn (4.73)
e woh

Dicha ecuacién coincide con la ecuacién reportada en [12], sin embargo en el presen-
te trabajo no utilizamos unidades naturales. Una vez que integramos y utilizamos
la propiedad de Leibniz recuperamos la ecuacin de Hamilton-Jacobi (4.7)). Por lo
que todas las ecuaciones de la versién hidrodindmica de Klein-Gordon son obteni-
das a partir de procesos estocésticos, concluyendo que la dindmica estocastica es

inherente a las particulas cudnticas.
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4.2. Mecdnica Cudntica Estocdstica relativista

La ecuacién de Euler (4.73)) resulta de gran importancia, dado que podemos reesc-

cribirla como una relacién entre aceleraciones y fuerzas de la forma

h
0V 0 = 21V, = FE + FQ + FS + Y, (4.74)

donde el lado izquierdo representa la aceleracion y el lado derecho las fuerzas res-
ponsables de la dinamica aleatoria de las particulas. Dichas fuerzas contienen con-
tribuciones gravitacionales dadas por

232
G _ wyh
F) =V, <2m2N2) , (4.75)

contiene una fuerza cudntica, dada por el gradiente de el potencial cuantico de

Bohm generalizado

F9 = ;Z;va (%) , (4.76)

si se considera un campo electromagnético, entonces la fuerza de Lorentz también

contribuye a la dindmica estocéstica
) e
Fy =—— (VFA, =V AM) 7y, (4.77)
m

y finalmente, también se encuentra una fuerza que se debe al gradiente de un
potencial de auto-interacciéon A, asociado al potencial V(®, ®') de la ecuacién de
Klein-Gordon

F!=—-V,A. (4.78)

Debemos entender a A como una parametrizaciéon del potencial V, dicha considera-
cién resulta 1til para poder medir las variaciones espaciales y temporales de n debi-
do al potencial de auto-interaccién que queramos considerar. Por ejemplo, cuando
se considera el potencial para una particula con masa de una particula escalar, de
tal forma que se considera el término cuadréatico del potencial V(®) = m?®®,
entonces la parametrizacién correspondiente estd dada por A = 1, y la fuerza
asociada es nula F) = 0. En el articulo [12] el potencial presentado considera la
auto-interaccién escalar utilizando un potencial cuartico (Mexican-hat) dado por

2
V =m2eddt + % <<I><I>T> , para este caso la parametrizacion correspondiente estd
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An

dada por A =1+ ﬁn, y la fuerza es de la forma F} = -V, 575,

misma que es

reportada en el articulo en cuestion.

El hecho de que las fuerzas descritas surgen tinicamente de las aceleraciones genera-
lizadas, sin necesidad de considerarlas o colocarlas a mano como en la formulacién
no-relativista, sustenta la presente teoria de acuerdo a relatividad general, donde
las fuerzas actian modificando el espacio-tiempo. Dichas modificaciones son ob-
tenidas de la funcién ¢ y heredadas a las ecuaciones diferenciales estocasticas a

través de las velocidades 7# y u*.

Naturalmente al trabajar con un espacio-tiempo arbitrario podemos considerar
aquel correspondiente a bajas energias y campo gravitacional débil, de tal forma
que la misma teoria contiene la ecuacién de Schrodinger. Para probarlo partimos
de la transformacion

d = Welne®’ (4.79)

sustituyendo en la ecuacién de Klein-Gordon, donde ¥ = ¥(z*) es una funcién
compleja y 2 = ct es el pardmetro de evolucién correspondiente en la métrica
ADM, consideramos el térmico electromagnético nulo, de tal forma que el operador
D’Alembertiano queda simplificado a [0 = V,V#. Con esta transformacion es ficil

ver que la ecuacién de Klein-Gordon (4.1)) queda como

h ic? m m 1

. o0

VW — — O+ —[tV + —AV — — | — | U = 4.
ic 5 + 5 v + hA o (NQ) 0, (4.80)

esta ecuacién es una generalizacién de la ecuacién de Gross-Pitaevskii en espacio-

tiempo curvado.

En el limite Newtoniano la funcién N? = 1 contenida en la métrica ADM, e iden-
tificamos V¥ = —1/cd/0t de tal forma que el operado D’Alembertiano se reduce al
operado Lapaciano en espacio plano V2, y dado que la derivada temporal contiene
un término 1/c?; es decir, 1/c¢29% /0t% ~ 0, entonces [Jt = 0. En tal caso, la ecuacién

anterior se reduce a

N7 Y 1
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Se puede porbar que la parametrizacién correspondiente al potencial de auto-
interaccién en este limite es de la forma A4 = V + 1/2, donde V es un potencial
arbitrario. Con esto, la ecuacién anterior queda exactamente como la ecuacién de
Schrodinger usual [7]. Es decir, que la ecuacién de Klein-Gordon en los limites
adecuados se reduce a Schrodinger, y como se estudié previamente, también existe

una relacién directa con los procesos estocasticos.

Este capitulo mostré el formalismo necesario para probar que hay una equivalencia
entre porcesos estocdsticos y mecanica cuantica, dejando en claro que si las parti-
culas describen trayectorias errdticas, que pudieran deberse a un fondo de ondas

gravitacionales, entonces el fenémeno cudntico nace de manera inherente.
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CAPITULO 5

Aplicaciones

Después de haber presentado la teoria dedicamos este capitulo para dar una inter-
pretacion de acuerdo a la mecanica cudntica en espaciotiempos curvados, ademaés

de dar un par de aplicaciones de amplio interés.

5.1. Interpretacion

Como se mencioné en la introduccién el enfoque que sigue esta teoria estd mas
apegado a la interpretacion estadistica de la mecanica cuantica. De hecho compar-
te similitudes con la Mecanica Bohmiana, una teoria determinista con trayectorias
guiadas por la funciéon de onda. En la presente propuesta las trayectorias de las
particulas emergen de un fondo estocastico asociado a fluctuaciones gravitaciona-
les. Se discuten similitudes formales, divergencias conceptuales y las implicaciones

fundamentales de ambas propuestas.

5.1.1. Interpretacion de la funcién de onda
En la mecanica bohmiana

La funcién de onda es un campo real definido sobre el espacio de configuracion. Es

un ente fisico fundamental que guia a las particulas. No sufre colapso y conserva
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su evolucién bajo la ecuacion de Schrodinger, o en su defecto de la ecuaciéon de

Klein-Gordon.

En el modelo estocastico

La funcién de onda ® se introduce como una representacién estadistica del com-
portamiento colectivo de las trayectorias estocasticas, la ecuaciéon de Klein-Gordon,
bajo el operador [J = V,V# establece como evoluciona la funcién de onda bajo de-
terminada geometria del espaciotiempo dada por la métrica g,,. Una vez que se
establece la ecuacion de onda, se resuleve y se identifican las funciones n y S del
kernel ® = \/ne*/". Ambas teorfas utilizan la funcién de onda como medio para

derivar las velocidades y la densidad.

5.1.2. Potencial cuantico y ecuaciones de movimiento

Mecanica Bohmiana

A partir de la descomposicién polar de la funcién de onda, se obtiene el potencial

cudntico:

- VR (5.1)

el cual modifica la ecuacién de Hamilton-Jacobi y determina la dindmica no clasica.

Modelo Estocastico

Mediante una transformacion de Madelung sobre la ecuaciéon de Klein-Gordon en

espaciotiempo curvo, se obtiene un potencial cuantico generalizado:

Vo = Oy/n (5.2)

 m2y/n’

donde [J es el operador de d’Alembert en una métrica curva. De la misma forma,

dicho potencial emerge de la aceleracién estocastica es decir ass = Dsu*, dejando en
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evidencia que dicho potencial es un resultado de la estocasticidad del espaciotiempo,

mismo que se manifiesta en las trayectorias estocasticas de las particulas.

Ambos potenciales cumplen un papel andlogo, pero su origen difiere: en Bohm, @
se deduce de la funcién de onda; en la presente teoria Vg surge del acoplamiento

con la geometria fluctuante del espaciotiempo en las trayectorias de las particulas.

5.1.3. Determinismo

= Mecanica Bohmiana: Completamente determinista. Toda aleatoriedad pro-
viene de condiciones iniciales desconocidas, sin embargo, las particulas tienen
posiciones definidas y siguen trayectorias determinadas por la ecuacion guia

para la k—esima particula:

dxp 1

— = —V;S 5.3

= S, (53)
donde S es la fase de la funcién de onda 1) = Re™/". Esta dindmica es

completamente determinista: dados los datos iniciales, el sistema evoluciona

sin ambigiiedad.

= Modelo Estocéastico: Intrinsecamente probabilista. La aleatoriedad es una
caracteristica fundamental del modelo. Las particulas siguen trayectorias tipo

Brownianas, perturbadas por un término aleatorio:
dzt = UMdr + V20 dWH(T), (5.4)

donde WH(7) es un proceso de Wiener y o es la intensidad del ruido, fi-
nalmente el primer término del lado derecho contiene la informacién de la
ecuacion de onda, dado que U* = 7 £+ u#, y las velocidades estdan dadas por

_ VHS woh 0 _ - Vkn 0 ¢
T = 2 — #VHY y ukt = 0", donde n, S, y 27 estdn dadas por la

‘s i(g_woh o
funcién de onda ® = /nei (5~ %),

Este ruido modela una interaccién fisica con un fondo gravitacional estocas-

tico.
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5.2. Trayectorias estocdsticas en métrica de Swarszchild

Ambos modelos postulan trayectorias para las particulas y derivan ecuaciones de

continuidad e hidrodindmica cudntica. La diferencia esencial radica en que las tra-

yectorias bohmianas son deterministas, mientras que en el modelo estocastico son

probabilisticas debido a la presencia de ruido gaussiano.

5.2.

Trayectorias estocasticas en métrica de

Swarszchild

El esquema para poder graficar las trayectorias es el siguiente

. La geometria del espaciotiempo queda determinada por la métrica y el ele-

mento de linea ds?. Dicha geometria se manifiesta en la ecuacién de Klein-
Gordon en el operador diferencial D’Alembertiano dado por

0= jfgau (V=39",), (5.5)

. La ecuacion de Klein-Gordon se resuelve para ®, evidentemente este paso no

es trivial y solo algunas geometrias tienen soluciones analiticas.

Una vez resuelto que se obtenga ® como soluciéon de la ecuacién de Klein-
Gordon, se escriben las variables de Madelung S y n. Esto se logra utilizando

i woh
la transformacién de Madelung ® = /ne# _%IO), de donde:

n=oaf, §="0 (5.6)
C

)
Voot

Se calculan las velocidades 7t = Y55 — @ohigug0 v i — VIR o5 importante
m m n

notar que las velocidades son vectores con cuatro componentes dadas por

x0 2! x?

3 . . .
= (7%, 7%, 1, 1), por ejemplo cuando se trabaja en un espacio plano

t

tenemos 7* = (7", 7%, ¥, w¥). De manera similar se calcula u*.

. Finalmente se pueden escribir las ecuaciones diferenciales estocasticas dadas

por

dzt = (7 + u")dr + V20 dWH (1), (5.7)
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5.2. Trayectorias estocdsticas en métrica de Swarszchild

estas ecuaciones pueden ser graficadas utilizando métodos numéricos como
Euler-Maruyama, Runge-Kutta estocastico; o bien, utilizando software de

graficaciéon como Mathematica Wolfram.

Aplicaremos la metodologia presentada al caso particular de la métrica de Schwarzs-
child. El objetivo es encontrar las trayectorias estocasticas de particulas cuanticas
y estudiar cémo éstas son influenciadas por un agujero negro. Para ello, comenza-
mos resolviendo la ecuacion de Klein—Gordon para un campo escalar sin masa en
dicha métrica. A partir de estas soluciones derivamos trayectorias estocésticas y
analizamos el impacto de pardmetros como el momento angular, la frecuencia de

la particula y las condiciones iniciales.

Campo escalar sin masa con métrica de Schwarzschild

El objetivo principal de esta seccién es establecer la ecuacién de Klein-Gordon uti-
lizando la métrica de un agujero negro de Schwarzschild. Consideramos un campo
escalar ® sin masa, sin autointeraccién y acoplado minimamente a la geometria.
Su dinamica esta regida por la ecuacion de Klein—-Gordon

1

O (ct,r) =
—-g

I (V99" 0,2) =0, (5-8)

ﬁ

donde g es el determinante de la métrica de Schwarzschild, dada por

-1
ds® = <1 - 1"3> d(ct)? — <1 - 7“S> dr? — r2d6? — r%sin? 0dy?, (5.9)
r r

con 75 = 2GM/c? el radio de Schwarzschild.
Es importante mencionar que al trabajar con particulas pequenas entonces consi-
deramos que la energia del campo escalar es pequena comparada con la masa del

agujero negro, por lo que no modifica la geometria.

Al expandir la ecuacién de Klein-Gordon (5.8]) se obtiene
10°0 1 oD 1 1 9%
AT Y SYRRAT .
T

r ) 2 o2 r ) Or r2siné

(5.10)

99

r2sin?0 0p2

0.



5.2. Trayectorias estocdsticas en métrica de Swarszchild

Dada la simetria esferica, se propone una solucion modal, utilizando separacién de

variables de la forma

Uy(ct,r)

q)(Ct7 T, 67 90) = r

Y™ (0, ), (5.11)

con Y™ (0, ¢) los armoénicos esféricos. Para la parte radial tenemos la ecuacion

1 920 rs\2 020 1y rs\ OU

donde el potencial efectivo estd dado por

Vi(r) = (1 _ TS) (T‘S s U) . (5.13)

r r3 r2

Dicho potencial presenta una barrera cuyo comportamiento depende de [. Es cero
en el horizonte r = 2GM/c? y decae en el infinito. Para [ = 0, la barrera es mas
baja que para | = 1,2,..., debido a la curvatura del espaciotiempo. También es
importante mencionar que la ecuacion radial presenta singularidades en r = rg y
en 7 = 0, correspondientes al horizonte de eventos y al centro del agujero negro

correspondientemente.

Coordenadas de Eddington-Finkelstein

La singuaridad en r = r, es una singularidad removible, es decir, podemos tener
informacién de lo que pasa cuando cruzamos el horizonte de eventos. Para evitar la
singularidad coordinada en el horizonte r = 7, usamos coordenadas de Eddington-
Finkelstein entrantes que implican un transformar las coordenadas (ct, ) — (cv,u),
dadas por

r
— =1
Ts

cv=ct+r+rsln

: (5.14)

u = ’["7 (515)

mientras que la parte angular se mantiene invariantes, dado que la simetria esférica

se mantiene.
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5.2. Trayectorias estocdsticas en métrica de Swarszchild

En estas coordenadas, la ecuacion radial se transforma en:

s 2020 s 2y s s v
(1-2) 23 +2(1-2) 2L+ 2 (1-2) 2 vigw =0, (19

r Or? r ) Ordev ' r2 r) or

Para la solucién se propone un anzast de la forma
U(cv,r) = e “URy,(r), (5.17)

que permite separar las variables obteniendo una ecuacién diferencial para R, (r),

dada por

d’Ry; s — 2iwr? dRy,; B I(1+1) N Ts
dr? r(r—rs) dr r(r—rs)  (r—rs)

R = 0. (5.18)

Soluciones tipo Heun confluente

La ecuacién anterior presenta singularidades regulares en 7 = 0 y r = 75, y una
singularidad irregular en r = oo. A partir de esta seccién es conveniente utilizar
unidades naturales, G = C' = 1, para estudiar el comportamiento radial de la
solucién en el horizonte de eventos » = 1, se propone el cambio de variable dado
por

Rwl(r) = Tywl(r)a (519)

con esto obtenemos una ecuacion perteneciente a la familia de ecuaciones diferen-

ciales tipo Heun de la forma

¥y+ 1+1—2m

d’y dy [2iw+I({+1) I(I+1)
r?  [r  r-—1

— 2w | — — = 0. 2
zw} ar [ P , y=20 (5 O)

Esta es precisamente la forma canodnica de la ecuacién de Heun confluente, con

parametros

vy=1,0=1-2iw, f=2iw, a=1, ¢g=-I(l+1).
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5.83. Trayectorias Estocdsticas con la Métrica de Schwarzschild

Dos soluciones linealmente independientes en r = 1 se expresan con funciones de

Heun:
RI(T) =Tr- yo{zl =Tr: HeunC[—q + O[ﬁ,Oé,B, 5777/87 1-—- T'], (521)
RI(ry=r yll =r(r - 1)1_6 -HeunC[—q + aff + (8 — v)(1 = 9), (5.22)
a6+6(1_5)72_5771671_r]' (523)

La primera solucion es regular en el horizonte, mientras que la segunda presenta
oscilaciones complejas con fase indefinida. En el apéndice podemos encontrar la

funcién de Heun.

5.3. Trayectorias Estocasticas con la Métrica de

Schwarzschild

La seccion anterior exploramos la solucién para una particula sin masa en el ho-
rizonte de eventos de un agujero negro de Schwarzschild. Ahora podemos acoplar
la métrica entrante de Eddington-Finkelstein a las velocidades sistemética y esto-
castica para resolver las ecuaciones diferenciales estocédsticas correspondientes para

las coordenadas x* = (v,7,0,¢), y asi obtener las trayectorias de las particulas.

Para particulas sin masa, proponemos u = m = wyg, donde wy es la frecuencia de la
particula. A partir de la ecuacién (4.8), vemos que en general la funcién de accién

S estd dada por:

S = wor® —iln (%) , (5.24)

donde ® es la solucién de la ecuacién de Klein—Gordon. Esta funcién, junto a
n = ®P* sirven para determinar la trayectoria estocastica bajo la influencia del

entorno gravitacional. Usando la solucién (5.4), expresamos:

i HeunC
= — —In|{—— 2
S =(wyg—w)v+ 5 10 (HeunC*) + mao, (5.25)
donde HeunC representa la funcién de Heun confluyente, y m = —I, —=l+1,...,1—1,1

se asocia a los armoénicos esféricos.
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5.83. Trayectorias Estocdsticas con la Métrica de Schwarzschild

La velocidad v#* de una particula se construye a partir de S, utilizando (4.5)), que

en el caso sin campo electromagnético tenemos

w_ —Lal HeunC \ (wo —w) i 1_1 0.1 HeunC 0 m
v { 2wo " HeunC* ) wo 2w r )\ HeunCF )77 72 gin? Owo |

(5.26)

A partir de aqui, construimos 7# (parte sistemética) y u* (parte estocédstica) de la

siguiente manera:

1 HeunC 1 HeunC 2m
e~ |—ign (o )i (1= )0 In s ) — 2w, 0, —— |, (5.27
m 2w [ o (HeunC > Z< r> . (HeunC ) e 511129} (5:27)

1 1 1
ut = — [&(HeunC - HeunC™), (1 - > Or(HeunC - HeunC™), 289(Ylm)270} . (5.28)
2w T r

Para realizar las simulaciones numéricas para las trayectorias estocasticas utiliza-
mos las ecuacién diferencial estocastica , entonces la velocidad forward es
UH* = 7 + u*. Dado que las funciones estan en términos de la funcién confluente
de Heun HeunC, utilizamos el software de Mathematica 14.1, donde la funcién de
Heun esté disponible, implementando el proceso estocastico mediante ItoProcess y

RandomFunction. Se resolvieron ecuaciones acopladas para (1) y v(7).

La simulacién numérica es muy similar a una integraciéon numérica tales como Euler
o Runge-Kutta, sin embargo se anade una componente estocastica proporcional a
At. Es decir, a cada paso temporal existe una contribucién determinista (similar a
la solucién a una ecuacion diferencial usual), y anade una contribucién estocéstica.
Por lo que lo que necesitamos una condicién inicial para la posicion inicial, y la

informacién de la particula estd dada por la intensidad del ruido o = h/wy

A continuacién, se muestran graficas de las trayectorias para diferentes condiciones

iniciales de 7(0), | y wp, incluyendo:

» Trayectorias radiales y temporales para r(0) = 1,05r5 y r(0) = 1,5r5. Con r

el radio de Schwarzschild del agujero negro
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5.83. Trayectorias Estocdsticas con la Métrica de Schwarzschild

» Comparacién paramétrica de r(7) y v(7) vs 7. Al seguir considerando coorde-
nadas de Eddington-Finkelstein estas graficas corresponden a la evolucién de

las coordenadas de cada trayectoria respecto al tiempo propio de la particula

» Por otro lado, se muestran gréificas paramétricas de r(7) vs v(7), que co-
rresponden a las trayectorias de las particulas en tiempo propio. Es decir
corresponden a trayectorias que muestran como las particulas entran en el

agujero negro en el tiempo propio de la particula.

» Por ultimo, se muestra la grafica que corresponde a las trayectorias r(7) vs t.
Es decir, en el tiempo de un observador externo se observan las trayectorias

de las particulas conforme llegan al agujero negro.

Para la figura ([5.1), podemos observar en la fila superior que a mayor momento
angular las particulas tardan mas en llegar al agujero negro. Respecto a las graficas
mostradas en la figura podemos observar que las grificas con o més grande
se tiene una menor estocasticidad, esto se debe a que dado que la intensidad del
ruido es inversamente proporcional a la frecuencia de la particula o = h/wp, por lo
que para frecuencias grandes corresponden a particulas no cuanticas y gobierna la
parte determinista. Para todas las particulas mostradas es evidente que conforma
avanza el tiempo propio se distingue un proceso de difusién, debido que a tiempos

mayores se tiene que gobierna las contribuciones estocasticas [8; [16].

Las graficas que observamos en la parte inferior en ambos bloques corresponden al
cambio entre el tiempo propio 7 y el tiempo de laboratorio ¢ (observador externo).
Se tiene un comportamiento de acuerdo a lo esperado en relatividad general, lo
que podemos ver es que todas las particulas tienen un comportamiento asintético
al horizonte de eventos y que tardan un tiempo suficientemente largo para en-
trar al horizonte de eventos. Con lo cual podemos deducir que el formalismo es

suficientemente consistente con relatividad general.

Por otro lado, es interesante la relacién entre la segunda fila y la tdltima. La fila

intermedia corresponde a trayectorias en el tiempo de la particula, mientras que

64



5.8. Trayectorias Estocdsticas con la Métrica de Schwarzschild

n(t), v(t) Vs t: =1 r(t), v(t) Vs T: =2 r(t), v(t) Vs T: =3

\~l~_,(7 .

o0 1=0280 £=0330 1=0.440
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

T T T
At) Vs v(T): =2 nt) Vs v(t): =3

15

0.45 0.60 0.75 0.90 1.05 0.45 0.60 0.75 0.90 0.6 0.7 0.8 0.9
v(T)

rVst: =3

0.6

03 !

—— Radial Trajectory r(t) ® First Horizon Crossing ~ —— Tra(t) —— Tra(t) —— Trg(T)
==+ Temporal Trajectory v(t) —— Tri(1) — Tr3(t) —— Trs(r) —— Try(7)
—— Event Horizon

Figura 5.1: Visualizacién multipanel de siete realizaciones de trayectorias estocasti-
cas correspondientes a diferente momento angular [ = 1, 2, 3. En todas las graficas
podemos identificar el horizonte de eventos en r = 1. Fila superior: Coordenada
r(7) (roja) y coordenada v(7) (azul) en funcién del tiempo propio 7. Fila inter-
media: Trayectorias paramétricas r(7) vs v(7). Fila inferior: Coordenada radial
rvs i

la dltima son aquellas trayectorias que ven observadores externos a la particula en
un tiempo diferente al de la trayectoria. Al ser siente trayectorias lo que podemos
interpretar es que son diferentes particulas en la misma condicién inicial y sus
correspondientes trayectorias estocasticas. Sin embargo, al ser una teoria a nivel
de particula podemos pensar que es una sola particula y las diferentes trayectorias
son posibles trayectorias y son diferentes debido a la naturaleza cuantica. Lo que
veriamos en la fila inferior de los bloques es como todas las posibles trayectorias
van cayendo a una sola, que es lo que mide un observador externo, esto podria ser

una explicaciéon del colapso de onda debido a campos gravitacionales fuertes.
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1), v(T) Vs T: w=1000 nt), v(t) Vs T: w=35 A7), (T) Vs T: w=1

e c

< < PR\ G
N ‘ane;‘,_ Rl S

= = R AR

= = L g D

T os Tos

4
T 723 75
ES0
’c:;%m
05 ~A, -~
NN,
00 1=0.470 00 1=0.370 0.0 £=0.200
0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0 0.00 005 010 015 020 025 0.30
T T T
AT) Vs v(T): w=35 A7) Vs v(T): w=1

0.780 0.795 0.810 0.825
V(1)

rvVst: w=1000

. 15
1.25 12
0.0 15 3.0 45 6.0
t

0.6

0.3

—— Radial Trajectory r(t) ® First Horizon Crossing ~ —— Tra(t) —— Tra(t) —— Trg(T)
==+ Temporal Trajectory v(t) —— Tri(1) — Tr3(t) —— Trs(r) —— Try(7)
—— Event Horizon

Figura 5.2: Visualizacién multipanel de siete realizaciones de trayectorias estocés-
ticas correspondientes a diferentes frecuencias para las particulas wy = 100035 1.
Fila superior: Coordenada r(7) (roja) y coordenada v(7) (azul) en funcién del
tiempo propio 7.Fila intermedia: Trayectorias paramétricas r(7) vs v(7). Fila
inferior: Coordenada radial r vs ¢

Se concluye que las trayectorias estocédsticas en la métrica de Schwarzschild, guia-
das por funciones de Heun, reflejan adecuadamente la interaccién entre campos

cuanticos y gravedad, y ofrecen una representacién rica y consistente del colapso

hacia un agujero negro.
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CAPITULO 6

Conclusiones

A pesar del éxito de la mecdnica cuantica quedan algunos conceptos sin tener una
explicaciéon universalmente aceptada. El presente trabajo constituye un esfuerzo
por fundamentar la mecanica cuantica desde un proceso fisico fundamental, como

lo son los procesos estocasticos.

El trabajo original de Nelson de la mecanica cuantica estocdstica representa un
hito desde el punto de vista fundamental [I3], debido a que al utilizar un proceso
estadistico hereda de manera natural a la mecanica cudntica sus caracteristicas
probabilisticas. Y durante la investigacion subsecuente se plantea como uno de los
mayores retos llevar su extensiéon a un formalismo covariante [15]. Este objetivo
se ve completado en la presente tesis, dado que logramos reproducir el formalismo
presentado por Nelson en el régimen de relatividad general, y se recuperan los

resultados previamente obtenidos en relatividad especial [10} [19].

La importancia de tener un formalismo como el presentado en la tesis radica en la
posibilidad de explicar la naturaleza de la mecdnica cudntica a partir de un feno-
meno completamente gravitacional. Es decir, dado que tanto particulas relativistas
como no-relativistas se ven afectadas por un fondo gravitacional que como hipotesis
nosotros consideramos fluctuante, entonces las ecuaciones de campo que gobiernan
la mecanica cuantica se pueden obtener desde trayectorias estocédsticas de particu-

las. Aunque en el presente trabajo se presenta el caso Markoviano y considera ruido
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blanco Gaussiano, es suficiente para poder deducir las ecuaciones que gobiernan la

mecénica cuantica desde un proceso fisico.

Como aplicacién del presente formalismo se presentan las trayectorias de las parti-
culas cuanticas cerca de una agujero negro, dejando en evidencia que el formalismo
es consistente con los resultados de relatividad general, permitiendo que las particu-
las entren al horizonte de eventos en un tiempo largo para observadores externos.
Sin embargo, podemos notar que las trayectorias en su tiempo propio entran al
horizonte de eventos. Esto representa el mayor resultado de la presente tesis, es
posible estudiar fenémenos cuanticos en sistemas astrofisicos o gravitacionales a

nivel particulas.

A manera de conclusién global podemos decir que el hecho de que las particulas
se encuentran en un fondo estocdstico da nacimiento a los fenémenos cuanticos,
y dichos efectos se dan desde la universalidad de la gravedad. Y la relacién entre
procesos estocasticos y mecdnica cuantica queda en evidencia en un formalismo

covariante.
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Apéndice. Ecuaciones de Heun y Funciones de Heun

Las ecuaciones de Heun constituyen una familia de ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden con singularidades regulares e irregulares, que generalizan
a la ecuacion hipergeométrica. Su importancia radica en que aparecen de forma
natural al resolver problemas de fisica en geometrias curvas o con potenciales com-
plejos, como en el caso de la ecuacion de Klein—Gordon o de Dirac en métricas de

agujero negro.

La ecuaciéon de Heun general presenta cuatro singularidades regulares y puede

escribirse en la forma:

d?y v ) e \ dy afz—q
dz? <z+z—1+z—a>dz+z(z—1)(z—a)

y=0, (1)

donde a # 0,1 es un pardmetro complejo, y «, 3,7, 6, €,q son parametros que de-
terminan el comportamiento de la solucién. Estos pardmetros satisfacen la relacién
de Fuchs:

Yy+d+te=a+5+1. (2)

Ecuacion de Heun Confluente

Cuando dos de las singularidades regulares de la ecuaciéon de Heun general conflu-
yen, se obtiene la ecuacion de Heun infimamente confluyente o simplemente Heun
confluente. Esta presenta dos singularidades regulares (en z = 0y z = 1) y una

singularidad irregular en el infinito:

d*y B+1 41\ dy " v
[ - = =0. 3
dz2+<a+ z +z—1>dz+<z+z—1>y (3)

En notacién estandar, tal como se implementa en software como Mathematica, la

ecuacién de Heun confluente se expresa como:

d?y B+1 ~+1\ dy n £
dzz—i—(a—i— 2 +z—1>dz+<z+z—1>y , (4)

donde la relacién entre (n,€) vy («, 3,7, q) depende de la forma de parametrizacién

adoptada.
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Soluciones y Propiedades

La solucién general de la ecuacion de Heun confluente se denota como:

y(z) = HeunC(e, 3,7, 96,1, 2), (5)
la cual estd normalizada de forma que y(0) = 1.

Algunas propiedades importantes son:

= Presenta un desarrollo en serie alrededor de z = 0 dado por:

HeunC(aa 67 Vs 57 n, Z) = Z anna (6)
n=0

donde los coeficientes ¢, satisfacen una relacion de recurrencia de tres térmi-

nos.

= Para ciertos valores de los parametros, la serie se trunca, obteniéndose poli-

nomios de Heun.

» En limites especiales (por ejemplo, &« — 0 y con ajuste de los pardmetros),
la ecuaciéon de Heun confluente se reduce a la ecuaciéon hipergeométrica con-

fluente, cuyas soluciones son las funciones de Kummer M y U.

= Las soluciones pueden presentar comportamiento oscilatorio o exponencial
dependiendo de la parte imaginaria de los pardmetros y de la regiéon del

plano complejo.

Las funciones de Heun aparecen en numerosos problemas de fisica tedrica, inclu-
yendo: Ondas escalares y espinoriales en fondos de agujeros negros (Schwarzschild,
Kerr, Reissner—Nordstrom, en sistemas atémicos en campos gravitacionales exter-

nos intensos.

En particular, en el contexto de esta tesis, las funciones de Heun confluentes surgen
de la separacion de variables de la ecuaciéon de Klein—-Gordon en coordenadas de
Eddington—Finkelstein para la métrica de Schwarzschild, proporcionando la base

analitica para el cdlculo de trayectorias estocésticas.
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