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INTRODUCCION

Introduccion

Esta tesis trata de sistemas dinamicos, que pueden ser cualquier proceso fisico,
quimico o biolégico que evoluciona en el tiempo. Su finalidad es predecir el
comportamiento futuro del sistema del mejor modo posible. La gran mayoria de los
meétodos analiticos han sido desarrollados para estudiar sistemas dinamicos lineales,
en tanto que para sistemas no-lineales solamente el analisis numérico y las técnicas
aproximadas permiten tener un entendimiento parcial del comportamiento a largo
plazo del sistema. Uno de los mayores descubrimientos en el estudio de los sistemas
dinamicos es que las soluciones numéricas pueden tener un comportamiento
erratico. Esto significa que el mas pequeno error al caracterizar el estado inicial del
sistema es magnificado en el curso de la evolucién de tal manera que la prediccion a
largo plazo es completamente errénea, fendbmeno conocido como caos determinista.
Asi, estos sistemas aunque son deterministas son completamente impredecibles.

En este trabajo hacemos un analisis estadistico de los sistemas dinamicos utilizando
diferentes ideas y conceptos de la mecanica estadistica de procesos irreversibles. En
particular, en esta tesis nos restringimos al estudio de un modelo de tres estados que
bien pudiera representar la cinética de apertura y cierre de los canales idnicos de las
membranas celulares por los que pasa una corriente determinada. El estudio de los
canales ionicos normalmente se ha hecho mediante modelos estocasticos basados
en procesos markovianos. Sin embargo, aqui se presenta un mapeo cadtico
determinista con el objetivo de complementar los estudios sobre este tan importante
fenémeno bioldgico. En particular, este mapeo da como resultado una distribucién de
probabilidad exponencial de los tiempos de estancia para los estados abierto y
cerrado de los canales idnicos, que también se obtiene al estudiar un modelo de
Markov de dos estados (cerrado<=abierto).

La estructura de la tesis se describe a continuacion.
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En el primer capitulo se presentan algunos resultados basicos necesarios para el
estudio de los sistemas dinamicos, continuos y discretos. Se precisan términos tales
como: sistema dinamico, 6rbita, estabilidad, entre otros que son de suma importancia
para el estudio y comprensién de los Sistemas Dinamicos Cadticos. Al mismo
tiempo, se ofrecen algunos ejemplos ilustrativos de cada tema.

En el capitulo 2 se da la definicion matematica de un Sistema Dinamico Cadtico. Esta
involucra tres propiedades: la sensibilidad ante condiciones iniciales, la transitividad
topoldgica y la existencia de un conjunto denso de puntos periddicos. Se introduce el
concepto de O&rbita generada por un mapeo, se analiza la sensibilidad ante
condiciones iniciales y se aborda el tema del exponente de Liapunov. Cuando este
exponente es positivo, dos orbitas del mapeo eventualmente se separan y cuando es
negativo se juntan, dando lugar a Oorbitas periddicas. Los Sistemas Dinamicos
Cadticos al presentar la sensibilidad ante condiciones iniciales tienen un exponente
de Lyapunov positivo.

En el capitulo 3, analizamos los teoremas ergddicos de Birkhoff, los cuales se aplican
a los Sistemas Dinamicos Cadticos debido a su propiedad de transitividad topoldgica.
El primer teorema asegura la existencia del promedio de funciones fase tomadas
sobre la orbita generada por un Sistema Dinamico Cadtico para casi todas las
condiciones iniciales, en tanto que el segundo teorema afirma que tal promedio no
depende de la condicion inicial y que es igual al promedio tomado sobre la
distribucion estacionaria asociada al Sistema Dinamico Cadtico. La importancia de
estos teoremas radica en que nos permiten caracterizar el comportamiento a largo
plazo del sistema dinamico cadtico por su distribucion estacionaria que es una
propiedad estadistica, olvidandonos del comportamiento altamente irregular de las
orbitas. También se introduce la propiedad de “mixing” y se demuestra como a partir
de ella se obtiene la ergodicidad de los sistemas dinamicos cadticos. Debido a la
sensibilidad ante condiciones iniciales y a la transitividad topoldgica, es posible
describir estadisticamente la evolucion de los sistemas dinamicos caéticos aplicando

iterativamente el mapeo a una distribucion inicial. Cuando el mapeo es aplicado
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muchas veces la funcién de distribucidn resultante tiende a la distribucion
estacionaria. La propiedad de mixing es mas general que la propiedad ergddica, ya
que garantiza que dada una distribucion inicial arbitraria al aplicar el mapeo un
numero grande de veces se obtiene como limite la distribucién estacionaria.

A lo largo del capitulo 4 se discute como los procesos de Markov pueden ser
aplicados al estudio tedrico y modelado de canales idnicos presentes en la
membrana celular. Finalmente se detalla el modelo mas simple de dos estados para
un canal iénico. Desde luego, esto da pie a tratar el sistema mediante un mapeo
cadtico determinista y que se plantea en el quinto capitulo.

En el capitulo 5 se estudia un modelo cadtico determinista propuesto por Liebovitch y
Toth con la intencién de reproducir el comportamiento de la cinética irregular de
apertura y cerradura de un canal idnico. El mapeo consta de tres regiones: dos de
ellas representan al canal en su estado cerrado o abierto, y una tercera region
intermedia llamada “regién de switcheo” que permite la transicion entre los dos
estados anteriores. También se estudia la evolucién temporal de un ensemble de
canales ionicos con ayuda de la ecuacion de Perron-Frobenius asociada al mapeo.
Se encuentran ademas las condiciones bajo las cuales la evolucion esta gobernada
por la ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Posteriormente se halla el proceso de
Markov generado por el mapeo de Liebovitch y Toth y se calcula su matriz de
transicion. Finalmente se encuentra la distribucién invariante del sistema dinamico y
se calculan las distribuciones de los tiempos de estancia en los estados cerrado y
abierto del canal.

En el Capitulo 6 se obtienen los valores de los parametros de un mapeo de
Liebovitch y Toth en especifico. Con ellos se lleva a cabo un estudio detallado del
sistema y haciendo uso de la herramientas descritas en los capitulos anteriores se
describen los resultados obtenidos para este mapeo.

Por dltimo, en el séptimo capitulo se plantean las conclusiones principales del
trabajo. De igual manera, se discute acerca de las vicisitudes y aciertos que se

tuvieron durante el analisis y estudio del mapeo de Liebovitch y Toth.
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Capitulo 1 SISTEMAS DINAMICOS

1.Sistemas Dinamicos

En el presente capitulo se definen formalmente los elementos sobre los cuales se desarrolla
la teoria del Caos Determinista. Se precisan términos tales como Sistema Dinamico, 6rbita,
estabilidad, entre otros. Del mismo modo se proporcionan algunos ejemplos con la idea de

introducir el tema sujeto de estudio de esta tesis.

1.1.Definicion de un Sistema Dinamico

Un Sistema Dinamico (SD) es cualquier proceso fisico, quimico o biolégico que evoluciona
en el tiempo. Si se conoce la ley que gobierna su evolucion y su estado inicial, se puede
predecir cualquier estado futuro del sistema. Todos los posibles estados del sistema se

pueden representar por puntos en algin conjunto X llamado espacio de estados, de esta
forma X = {x :x esun estado del SD}. La evolucion del SD supone un cambio de estado en

un tiempo t €T, donde T es un conjunto ordenado. Dependiendo de la naturaleza de T,
se pueden clasificar los SD en dos grupos:

» SD de tiempo continuo, si T =R

» SD de tiempo discreto, si T =Z..
Existen muchas aplicaciones que se pueden estudiar dentro del esquema de un SD, ya sea
en el estado continuo o en el discreto, por ejemplo:

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)
Tiempo Continuo+ Ecuacion de difusién
Ecuaciones Diferenciales Estocasticas
Meétodos iterativos

Tiempo Discreto L
Iteracién de mapeos

En las siguientes secciones abordaremos con mayor detalle cada uno de estos SD.
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1.2.Sistemas Dinamicos Continuos

Los SD que aparecen en la biologia, la economia o la fisica, pueden ser modelados por
sistemas de ecuaciones diferenciales. Si x es el vector de estado del SD, su evolucién

temporal queda descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

x = f(x.1) (1.2.1)
donde f:DCR"xR—R". De acuerdo con estos modelos x representa el vector de

estados del sistema, el cual la dinamica del sistema hace variar en el tiempo, dentro de un
espacio euclidiano n-dimensional que constituye el espacio de estados del SD.

Por ejemplo, en un sistema mecanico x podria representar el vector de posiciones y
velocidades de los cuerpos que constituyen al sistema. En cambio, en un sistema ecologico
X pude representar la cantidad de individuos de cada especie en un cierto tiempo.

Para el estudio subsecuente consideraremos SD modelados por ecuaciones diferenciales

cuyas soluciones cumplen las condiciones de existencia y unicidad en el dominio D CR . Si

(XO,tO)ED, denotaremos como (p(t;to,xo) a la solucion QD(I) de la ecuacion tal que

‘p<to)=xo-

Ejemplo 1:

Como ejemplo de un SD en tiempo continuo citaremos a la ecuacién diferencial

dx .
escalar d—=ax con xER y donde a €R es un parametro. Si x, € R, entonces
t

(p(t) =e“x, es la solucién que satisface (P(to = 0) =X,.H

Un sistema lineal de dos dimensiones puede escribirse de la siguiente forma

).c =ax+by
(1.2.2)

y=cx+dy

donde a,b,cyd son parametros. También podemos escribir este sistema de forma matricial

como se indica a continuacion
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x=Ax, (1.2.3)

donde

A=| @ b) y 5c=(x). (1.2.4)
c d y

Este sistema es lineal en el sentido de que si x; y x, son soluciones, entonces la

combinacién lineal 7,x, +1,x, también es solucion. En los puntos donde x=0 o hay flujo;

tales puntos son llamados puntos fijos (los cuales denotaremos como x ). Se puede
encontrar dos tipos de puntos fijos: puntos fijos estables (también llamados atractores o
sumideros, porque el flujo esta dirigido hacia ellos) y puntos fijos inestables (también
llamados repulsores o fuentes).

para cualquier matriz A

La soluciéon de x = Ax puede representarse como trayectorias moviéndose sobre el plano

(x,y), llamado espacio fase.
Ejemplo 2:

Resolver el sistema lineal ;C=A;c‘ donde A=( g 01 )

El sistema es

asi
X=ax
y=-y
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lo cual muestra que las dos ecuaciones estan desacopladas. En este caso, cada

ecuacion debe resolverse por separado. La solucion es la siguiente
x(t)=x,e”
.
-t
y(@) = y,e

El ejemplo 2 tiene la particular caracteristica de que dos de los elementos de la matriz A son

cero. Por ello, queremos estudiar el caso general de una matriz arbitraria de tamafio 2%2 .

En concreto, nos gustaria encontrar trayectorias de la siguiente forma

x(t)=€"v (1.2.5)

)

donde V*0 es un vector fijo a determinar, y A es una razén de crecimiento que también

debe ser determinado.

. . 3 . . — A’ta _v_ -
Para encontrar las condiciones sobre V y A | substituimos x([)—e Voen X=Ax vy

A Mo At
obtenemos A€”'V=€"AV Cancelando el factor escalar diferente de cero € se obtiene

Av=Av (1.2.6)

lo cual nos indica que las soluciones de lineas rectas existen si ¥V es un eigenvector de A

con su correspondiente eigenvalor A . En este caso, se dice que la solucién (1-2.5) es una

eigensolucion.
En general, los eigenvalores de una matriz A estan dados por la ecuacion caracteristica

det(A—)LI) =0 gonde ! es la matriz identidad. Para una matriz 2 x2

a0

la ecuacion caracteristica es
det| 47 A b =0,

c d-A
A —=TA+A=0

donde

(1.2.7)
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7=Traza(A)=a+d,
A=det(A)=ad-bc

Entonces
(1.2.8)
a,=T" 77 —4A

2
son las soluciones de la ecuacion cuadratica. Es decir, los eigenvalores dependen

Unicamente de la traza y el determinante de la matriz A

El caso mas comin es cuando 4 =4, cuyos eigenvectores V1 y Y2 son linealmente
independientes. En particular, existe alguna condicién inicial X0 que puede escribirse como
una combinacién lineal de eigenvectores, es decir Yo =71Vi +%V, . Esta observacion nos

permite escribir la solucién general para x(t)

x(t)=ce™v + ey, (1.2.9)

esta solucion, es una combinacion lineal de soluciones para x=Ax y por lo tanto es una

solucion de si misma, también es importante notar que x(O) =Xy y empleando el teorema de

existencia y unicidad nos indica que la solucién (1.2.9) es unica.

1.2.1. Estabilidad
Para el analisis de los SD es importante saber como responden las soluciones de las
ecuaciones que lo gobiernan a perturbaciones de las condiciones iniciales. Para tal fin nos

basaremos en la siguiente definicion.

Una solucién (P<l;lo,xo) de (1.2.1) definida para tER se llama estable si para cada
€(t0)>0 existe >0 tal que si todas las soluciones <p(t;t0,y) de (1.2.1) con |y—x0|<(5

estan definidas para t€ Ry ademas |(p(t;t0,y)—(p(t;t0,x0)|<£ para t ER (ver Fig. 1). Si la
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€ no depende de f,, entonces decimos que la solucion (p(t;to,xo) es uniformemente

estable. Si ademas lim qa(t;to,y)—(p(l‘;to,xo)|=0 para |y—xo|<5 entonces se dice que

(P(f; fg,xo) es asintoticamente estable.

Si el sistema de ecuaciones describe la evolucion de un proceso natural o un mecanismo, las

soluciones estables tienen una importancia especial para el estudio del mismo. La solucién
X=§0(l) es asintéticamente estable si es estable y ademas toda soluciéon con valores

iniciales suficientemente proximos tiende a ella cuando # —> %0, En el ultimo caso la solucion

es un atractor (o un repulsor si este comportamiento ocurre cuando  — —%),

Figura 1. Ilustracion de una solucion estable.

10
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1.3.Sistemas Dinamicos Discretos.

Muchos de los conceptos y tipos de soluciones mencionados para las ecuaciones
diferenciales tienen su equivalente para las ecuaciones en diferencias. Simplemente al
discretizar una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) para resolverla por métodos numéricos
aparecen ecuaciones en diferencias que hay que resolver recursivamente.

Otra forma de estudiar un SD es mediante la iteracion de funciones. Esto es de especial
utilidad para modelar Sistemas Dinamicos Discretos (SDD), en tal caso nos apoyaremos de

la siguiente definicion.

Sig es una funcion real de una variable real, la correspondiente ecuacion en diferencias o
sistema dinamico a tiempo discreto es

X, =@(x,), paran=0,1,2,3,... (1.3.1)

n+l

ER

Dada una condicion inicial %o , una solucion consistira generalmente de una sucesion de

XgsXps Xy (1.3.1). En otras

puntos * que puede construirse iterando a partir de la ecuacion

palabras:

Sea X un conjunto cualquiera y @:X —X tal que:

i.Denotamos a (poch...qa(x) (n veces) como (p”(X). Si @ es invertible, denotamos a
@l og 0...0§0_'(x) (n veces) como ¢ " (x)

i.Para cada x, €D definimos al conjunto 0+(x0)={x0,xl,...}, donde x, =¢" (xo)
como la semiérbita positiva de x,, .

iii.Si @ es biyectiva, para x, € X definimos 0_(x0)={x0,x_1,...}, como la semiérbita
negativa de x,, donde x_, =@ " (xo) .

iv.Si Q@ es biyectiva, definimos la orbita de x, €X como

O(xo) = 0+(xO)UO' (xo) ={...,x_z,x_],xo,xl,xz,...} )

Ejemplo 3:

11
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f(x)=0.5x y X, =2

Para ilustrar las definicién anterior usamos la funcién , al iterar

la funcién obtenemos la sucesion de nameros 1:0-5.0.25.0.125,0.0625,... g

A diferencia de los SD continuos tenemos en vez de una curva un conjunto discreto de
puntos que puede ser finito. El caso finito es equivalente al hecho de que en general las
soluciones de una ecuacion diferencial dada no tienen por qué estar definidas para todo
IER.

Ejemplo 4:

Un caso extremo de esta situacién es por ejemplo la funcién g(x) = —\/;, que esta
definida soélo para x=0 y toma valores no positivos. Si partimos de un x,>0
entonces x1=—\/g<0 y ya no podemos calcular el segundo iterado X, . Si

tomamos la condicién inicial x, = 0, todos los iterados existen y son nulos. &

1.3.1. Teoria de iteraciones

Se llama iteracion de una funcion (p(x) de la variable x, a la aplicacion repetida de la
funcion. La funcion (p(x) se itera al usar su valor como nuevo argumento de la misma
funcion. A partir de x,, , se obtiene la sucesion de iterados

X% =9(X) %, =@ (x,). 5, =9(x,),..0x, =9 (x,.,). (1.3.1.1)
Llamamos ¢" (x) a la aplicacion sucesiva n-veces de la funcion ¢, por ejemplo:

X =@ (x,)=@op(x). %= ¢’ (x)) = popog(x,),.... (1.3.1.2)
La funcién (p"(x) tiene la propiedad

@"" (x)=@" 0" (x)=¢" 0 @"(x), (1.3.1.3)

donde n y m son enteros positivos.

12
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La sucesion de iteraciones se representa graficamente por una linea quebrada que se dobla

90° al tocar la grafica de la funcién y=<p(x), o de la recta y=x, segun se muestra en la

Fig.2. Esta representacion muestra con claridad la posibilidad de la convergencia de la

iteracion, esto es, cuando se cumple que
7 n 3 *
ling" (x,) =x"=(x’).

(1.3.1.4)

Para la definicion del limite de la ecuacion (1.3.1.4), se dice que x* es punto fijo de ¢ . De

ahi resulta la ultima igualdad.

1.3.2. Definicion de punto fijo

Llamamos punto fijo de la funcion de iteracion (p(x) a la solucion de la ecuacion

x*=(p(x*). (1.3.2.1)
El punto fijo es invariante de la iteracion, es decir

Q" (x*) = x", Y n entero positivo. (1.3.2.2)
Un punto fijo de ¢" (x) genera un ciclo de orden 7, a pesar de que puede no ser un punto
fijo de @(x"), aunque lo contrario sea cierto.

Pero si x* es punto fijo de ¢" (x) entonces x* es punto fijo de <p"p(x*), donde np es

cualquier multiplo entero de n .

*

En el supuesto que x* sea punto fijo de ¢",

" (x")=x", (1.3.2.3)

pero x* no es punto fijo de ningun q;’(x) para j menor que 71, entonces
x*,qa(x*),(pz (x*),...,(p"’l (x*), (1.3.2.4)

son también puntos fijos de ¢", debido a la propiedad fundamental (1.3.1.3).

13
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Xn+1

10

0.8
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Figura 2. Representacion de iteraciones del mapeo logistico x,,, =2x, (1 - xn) .

Lo anterior amerita la siguiente demostracion.

.. n . n _ . . . (pj (X) .
Sea a punto fijo de ¢", es decir ¢ (a)—a , pero a no es punto fijo de ningan para j
menor que n , entonces tenemos el siguiente ciclo: a,(p(a),(02(a),...,(p"_'(a) . Ahora,
evaluemos (,0(61) ; (p"((p(a)) =¢"op(a)=¢"" (a)=@o@"(a)= (p(cp” (a)) =¢(a), es decir,
Q" ((p(d)) = (p(a) . Si repetimos la evaluacion para todos los ¢’ (X) El resultado sera:
¢"oq’(a)=¢ o@"(a)=¢'(a) paraj=12,...n-1.
Al conjunto de n valores (1.3.2.4) se le llama ciclo de orden n de la funcién @ . Este ciclo

es invariante ante la funcién @ . Se tiene una representacion no lineal del grupo ciclico de

orden n.
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1.3.2.1. Estabilidad en puntos fijos

Consideramos la convergencia de ¢ . Sea E, la desviacion del iterado x, respecto a su

punto fijo x*:
x,=x"+E, . (1.3.2.1.1)

Tenemos entonces, por la serie de Taylor de @,

xoa=g(x,) =0 +En)=w(x*)+En¢’(x*)+§—’§¢”(xy‘)+--- (1.32.1.2)
pero como

Ey= %=X =X, -0 (x") (1.3.2.1.3)
la ecuacion (1.3.2.1.2) se transforma en

E¢”=<p(x)+2—!(p (x)+...

n

, (1.3.2.1.4)

y la condicion para la convergencia de la sucesion x, es entonces

()

Cuando se cumple esta condicién, el punto fijo x*

<1

(1.3.2.1.5)
actua como un atractor de la sucesiéon y
se dice que es estable. Por el contrario, cuando la magnitud de la derivada es mayor que uno

en el punto fijo, éste es un punto fijo inestable que repele los iterados de la funcién.

El caso ‘qu'(x*)‘ =1 puede conducir a diferentes resultados.

1.3.3. Cuenca de atraccion.

En algunos casos, al iterar una funcion (p(x) se obtiene como limite un ciclo de orden 7.
Esta situacién corresponde al caso anterior cuando ¢" (x) es la funcion de iteracidén con un

punto fijo x":

lim@™ (x,)=x" (1.3.3.1)

p—>x

Los puntos (1.3.2.4) son también limites de ¢" con diferente condicion inicial, y se llaman por

eso ciclo limite.
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Si x* esun punto fijo atractor, definimos la cuenca de atraccién de X, A(x*), como

A(x*)={xE X:iz;qup”(x)=x*}

(1.3.3.2)

Observaciones:

i. x,yEO*(x"):O*(x)CO*(y) 60" (y)CO*(x).

i. O'(x)N0*(y)=D<xE0°(y) 6yEO(x).

1.3.4. Construccion geométrica del conjunto de Cantor

Hay objetos que son completamente autosimilares, estos consisten de copias muy pequefnas
de si mismos. Una de las formas mas simples de autosimilaridad es el conjunto de Cantor. El
conjunto de Cantor consiste de dos copias pequefias de si mismo, y la longitud de cada
copia es una tercera parte de la longitud del conjunto completo, separadas por una region
vacia cuya longitud también es una tercera parte de la longitud del conjunto completo.

Tomamos el intervalo unitario [0,1] de la recta real. Dividimos este intervalo en tres

subintervalos iguales. De esta manera obtenemos los siguiente intervalos
(1 2)|2
07_ L] Bt R £ _’1
3]\3 3/)13 ]
El primer paso para la construccion del conjunto de Cantor consiste en quitar el subintervalo

. : . - 12 . . .
abierto intermedio, es decir quitamos a (55) Sea el conjunto C, la union de los intervalos

restantes, o sea C, = {0,%]U[%,1}.

El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a cada uno de intervalos que

componen a C,. En otras palabras, a cada intervalo que componen C, lo dividimos en tres

partes iguales generandose los siguientes subintervalos

ol 3l

quitamos ahora los subintervalos abiertos intermedios. Asi formamos el siguiente conjunto

16
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b

Repetimos el proceso a cada uno de los intervalos que componen a C,, los dividimos en

tres partes iguales y quitamos los intervalos abiertos. Con esto obtenemos el tercer paso de

la construccidon que consiste en el conjunto

el Llu[2 210l 208 0 ]u[18 19] [20 21] [24 25 f26 |
27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 |-

Este proceso se sigue indefinidamente. Es decir, C

m+l1

se construye dividiendo en tres partes
iguales a los intervalos que componen a C,, y quitando los intervalos abiertos intermedios.
Finalmente en conjunto de Cantor se define como la interseccion de todos los conjuntos C,, .

Es decir

c=n{C,:mEN}

1.3.5. Estabilidad en ciclos
A continuacion mencionaremos dos criterios importantes para considerar la

estabilidad en los ciclos.

1. Si ‘qu’(x*)‘d entonces la Oorbita O(x*) es asintéticamente estable. En este caso,
O(x*) L . .
se llama atractor periédico exponencial (ver Fig. 3).

La condicién de convergencia de (1.3.3.1) es ahora

()

y por la regla de la cadena se encuentra que

<1 (1.3.5.1)

¢'(x")= i (@ (x))- (1.3.5.2)

1
Jj=0

17
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Resulta entonces que la derivada de la funcién q)"(x) es la misma en todos los

puntos de un ciclo de orden n, por ser igual al producto de las derivadas en los

puntos del ciclo. Y por otra parte observamos que

¢'{x")= (rp”(x*))p : (1.35.3)

Xn+1

06}

04;

02

Xn

Figura 3. Grafica de la funcién f (x) =x +§ la cual tiene un punto fijo estable en x =0 .

2. Si ‘(p/(x*)‘ﬂ, entonces existe una vecindad U de x* tal que si x* €U, x=x",

entonces existe 7 tal que ¢” (x)GEU Vp=n. En este caso, x* se llama repulsor

periodico exponencial (ver Fig. 4).
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Xn+1
A
057 7/
; Xn
-04 -0.2 02 04
=05

3x
Figura 4. Grafica de la funcion f(x) =x+ 7 la cual tiene un punto fijo inestableen x =0 .

1.3.6. Funciones invertibles
Es importante observar en estas ecuaciones que si x* es punto fijo de (P(X), también es
raiz de la funcién X—(p(x) ,

X —g(x)=0. (1.3.6.1)
Dado un iterado se puede preguntar uno por el valor del argumento de la funcion @ igual al

iterado. El argumento se llama el antecedente del iterado y se denota por (p" (x) @' esla
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funcién inversa de ¢ y @™" es la iterada enésima de la misma. Por ejemplo, de las

ecuaciones (1.3.1.1) deducimos

¢ (x) =597 (x,) =x.07 (x,) = A (1.3.6.2)

En algunos casos este inverso no es uUnico, sino que existen varios antecedentes que

pueden dar el mismo resultado. Si el inverso de la funcion es Unico, entonces se dice que es

invertible.
Ejemplo 5:
Consideremos la iteracion del mapeo logistico:
(p(x) = 4x(1—x)
entonces
1 1
-1
X)=—=%=—+1-x
g7 (x)=2=2
con doble antecedente. Este es un claro ejemplo de una funcién sin inverso
. 3 ’ - 1
unico. x = Z Es punto fijo del mapeo logistico, pero x = Z es otro antecedente
3 . . I
de Z Como consecuencia, existe la posibilidad de que el antecedente de un
punto fijo no sea punto fijo. &
1.3.7. Bifurcaciones.

Consideremos ahora un SDD que depende de una serie de parametros, y que puede

representarse como: <P(X,k), donde xE R y k€ R son las variables y los parametros del

sistema respectivamente. Los puntos fijos X gependeran del valor de los parametros X .
Cuando éstos varian, tanto el nimero de puntos fijos como su naturaleza (estables,
inestables,...) pueden variar. Cuando esto sucede se dice que el sistema sufre una

bifurcacion.
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Ejemplo 6:

Una de las iteraciones mas estudiadas es la iteracion cuadratica o logistica

(p(x,k)=kx(1—x), donde x varia en el intervalo (0,1) y donde k es un
parametro ajustable que puede variar entre (1,4) para asegurar que el resultado

(P(X,-,k) esta entre (0,1), y puede servir nuevamente de argumento de la

funcion de iteracién. Esta funcion de iteracion es convexa y tiene un maximo
unico en el intervalo unitario, ver Fig. 5.

En un subintervalo de aquel donde k puede tomar valores, se encuentra un
punto fijo, Unico y estable. Al alcanzar cierto valor de k, éste se vuelve inestable
y nace un ciclo limite de periodo doble, estable en otro subintervalo adyacente al
anterior. Este a su vez se vuelve inestable en otro valor de k y surge otro ciclo
limite estable de periodo 4. Las bifurcaciones de periodo continuan sin parar,
pero los subintervalos en que son estables disminuyen de tamafo, y las
bifurcaciones se acumulan en cierto valor de k, donde se tiene un ciclo limite de
periodo infinito, o lo que es idéntico, en un ciclo limite aperiédico.

A continuacion aparecen ciclos estables de cualquier periodo, ordenados en
forma complicada pero conocida. Cada uno de estos ciclos estables aparecen

para cierto valor de k, junto con otro ciclo del mismo periodo pero inestable.

Este ultimo se mantiene inestable para todo k& en (1,4).
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3414 (1 — x,) x,
2710041 — %, ik,

Xn+1
1.0}
&
AN
N
0.8} \\
N
~ ~ = s
NS
0.6 [ = - R N
5 = ’ N <
N N
- N
)
=
04} ~
0.2
; ; ; ; Xn
02 04 0.6 0.8 1.0
Figura 5. Grafica descrita por el mapeo logistico con los siguiente pardmetros:
a. k=2.707, para este caso su pendiente es menor a 45° y el punto fijo es estable.

b. k=3414 su pendiente es mayor a 45° y el punto fijo es inestable.

El ciclo de periodo dado arbitrario es estable en un subintervalo dentro de (1,4).

Al extremo del subintervalo el sistema se vuelve inestable, y aparece por
bifurcacion un ciclo estable de periodo doble. Surge entonces una cascada de
bifurcaciones que continla hasta acumularse en cierto valor de k, en un ciclo
limite aperiédico semejante al que se mencion6 antes (ver Fig. 6).

La iteracion logistica tiene como puntos fijos a
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y las derivadas en ellos valen
(p’(xl* =O)=k
o 1
Q@ x2=1—% =2-k-
La primera bifurcacién se encuentra en los puntos fijos de la funcién ¢* dada
por @ (x)=k x(l—x)[l—kx(l—x)]. Los puntos x; 'y X, yuelven a ser puntos
fijos de ¢2(x). El polinomio caracteristico de la funcion (p2(x) tiene también

otra solucion doble estable cuando k ggts en el intervalo (3,1+\/8)_

Los ciclos de periodo 3 vienen del estudio de los puntos fijos de la funcion
@* (%) = Kx(1=x)[ 1=k (1= x) [{1 = K (1= x)[ 1= ke (1- x) ]}

que nos lleva a la igualdad 2°=8. Los puntos x; y x, son soluciones de
esta ecuacioén y las otras 6 raices se dividen en dos ciclos de periodo 3, uno
estable y otro inestable cuando k> 1+ \/g

Los ciclos de periodo 4 resultan del estudio de los puntos fijos de ¢* que son
soluciones de una ecuacién de grado 2* = 16. Los cuatro puntos fijos de ¢° son
también puntos fijos de ¢*. Esta funcién tiene otros doce puntos fijos que
forman tres ciclos de periodo 4. Uno de ellos existe y es estable a partir de

k =1+\/€ , que es el armonico por bifurcacion del ciclo 2. Los otros dos ciclos

de periodo 4 nacen, uno estable y el otro inestable en k=39 .1
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Xn+1 =k xXn (1 — xn)
10¢ ' ' '

08¢
0.6
04

02

0.0¢

26 28 3.0 32 3.4 3.6 38

k

Figura 6. Diagrama de bifurcacion para la aplicacion logistica. La constante k ,;menta

horizontalmente desde 2.5 hasta 3.6. La coordenada vertical es el estado X .

1.3.8. Cuenca de atraccion y fractalidad
Muchos de los sistemas dinamicos que se han estudiado tienen mas de un resultado
final, dependiendo de su condicién inicial. Algunas veces las condiciones iniciales que
conducen a diferentes estados asintoticos estan perfectamente definidas y algunos
casos como el del mapeo cuadratico, las diferentes cuencas de atraccién son
intercaladas de forma complicada. En el caso del mapeo logistico, Unicamente hay un

conjunto de condiciones iniciales que eventualmente te conducen al punto fijo

k-1
inestable en el origen o al punto ( )k . Equivalentemente, existe un conjunto de
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puntos que también conducen a los ciclos periddicos inestables (ver ejemplo 6).

Finalmente, para el resto de las condiciones iniciales, el resultado diverge a —®.

Ejemplo 7:

Consideremos la siguiente ecuacion de diferencia finita, no lineal

X, =X, +a+bsin(2zx,) (mod1).

a y b son constantes reales, y (mod 1) significa que consideramos solo la
parte fraccional de la expresion. Como se ha venido haciendo, al evaluar una
condicion inicial x, se genera una secuencia de numeros entre 0 y 1. El estudio
de la dinamica de esta ecuacion es muy complejo, ya que depende de los

parametros a y b. Nos interesa observar la dinamica de esta ecuacién cuando
aplicamos diferentes condiciones iniciales y después de evaluar iterativamente

nos fijamos en el limite asintético cuando  —> 00,

Para el caso en el cual a=0.53 y b=0.62 se muestra la grafica en Fig. 7. Para

este caso en particular existen dos ciclos periddicos estables: para el ciclo de
periodo 2 sus puntos son x; =0.667 y x, ~0.651 y para el ciclo de periodo 4
X =0399, x;" =0.298, x;” =0420 y x;’ =0.248 . Iniciando a partir de
cualquier condicion inicial (0 <x, <1), la dinamica se inclina por cualquiera de

los dos comportamientos estables antes mencionados, es decir, existe

multiestabilidad, como se muestra en la Fig. 7.
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10F " 1.0 " "
\ \
0.8 0.8
E 0.6 E 061 x0=0.07
{ x 04 x 041} }
02 " 02l
0.0 LA 0.0 LA \ / ]
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 038 10
Xn Xﬂ

Figura 7. Dindmica descrita por la ecuacion del ejemplo 7. Se muestra que para la condicién inicial

X, =0.06 su iteracion conduce a un ciclo de periodo 2 y andlogamente la iteracion de x, = 0.07

conduce a un ciclo de periodo 4.

Nos interesa saber el comportamiento de este mapeo cuando iniciamos a partir
de todas las posibles condiciones iniciales. La Fig. 8 muestra cuales son las
condiciones que conducen a los ciclos de periodo 2 y de periodo 4; las
condiciones que tienden al ciclo de periodo 2 esta sombreadas de negro, y las
que se aproximan al otro periodo estan en blanco. Si se hace una ampliacion
dentro de los subintervalos del intervalo unitario se puede apreciar que hay mas
intervalos de los que aparentaba a simple vista, es decir, ya no es continuo. En
otras palabras, cada vez que se pretende definir de una forma mas precisa el
limite entre el blanco y el negro, se observa una frontera fracturada. Esto
significa que no se puede dibujar una sola linea como frontera entre estos dos
ciclos. Las cuencas de atraccion para los ciclos de periodo 2 y de periodo 4 son

fractales (son un tipo de conjunto de Cantor). &
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m’" l T T || ||
0 04 0.6

02

0.8 1.0

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

T
0.02 0.022 0.024 0.026 0.028 0.03

Figura 8. Arriba, diagrama de la dindmica descrita por el mapeo de la figura 7, donde las condiciones

iniciales 0 = x,, =1 estan distribuidas uniformemente, este muestra como eventualmente estas

iteraciones conducen a el ciclo de periodo 2 marcado en color negro, mientras las ventanas en blanco
indican que estos puntos se encuentran en el ciclo de periodo 4. Para visualizar un intervalo menor que
el unitario, nos fijamos en condiciones iniciales entre el 0 y 0.1, los resultados (diagrama de en medio)

se muestran de la misma manera que en la parte superior. Y anadlogamente se exponen los resultados

abajo para las condiciones iniciales 0.02 = x, =0.03
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1.3.9. Conjugacion topolégica
Vamos a considerar ahora la operacién de conjugacion de alguna funcion de iteracion, la

cual corresponde a un cambio de variable.
Dos mapeos (P(X) y ¢(y) se dice que son topologicamente conjugados si pueden

transformarse uno en otro por medio de la llamada funcién de conjugacion 7. Esto nos lleva

a las coordenadas x como una funcién de y

x=f(y) (1.3.8.1)

Supongamos que f_1 (x) existe y es unico. Si el mapeo X, =(/7(X,1) se transforma en su

mapeo conjugado topolégicamente

yn+l =¢(yn), (1382)
en las variables x tenemos la nueva iteracion
xn+1 =f(yn+l)=(p(f(yn)>. (1383)

Es decir,

S ) =F(0()=0(f(3.))

z

(o)

(1.3.8.4)
6(v.)=1"(e(f ()
La nueva funcion de iteracion
p=f"opof (1.3.8.5)

es la conjugada (bajo f) de la funcion @.

Ejemplo 8:

Denotemos por ¢, y T, dos transformaciones continuas, definidas en el

intervalo I=[0,1] de la siguiente manera:
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2x six€|0,

g
o el

la funcién T' es conocida como la funcion tienda, por la forma de su grafica. ¢,

N | —

es un miembro de la familia logistica para k=4.

La funcion f(x)=%[1—cos(mc)] es una conjugacion entre T y ¢, . Para
verificar que f conjuga Ty ¢, basta probar que fOT(X)=¢?4 Of(x). Para
todo xE[O,l]_ Supongamos que xE[O,ﬂ, calculemos la parte derecha de la

igualdad anterior:
@uof(x)=4f (x)[1-f (x)]

=2[1—cos(ﬂx)](1—%[l—cos(mc)])

[i-cos(mo[iecos(ma]

=1-cos’ (mwx)=sen (frx)

Ahora la parte izquierda:
1
foT(x)= 5[1 - cos(ﬂrT(x))]
1
= E[l—cos(2ﬂx)]
=sen’ (7x)

Por lo tanto, fOT(X)=(/74 Of(x), si xE[O,H. La demostracién es analoga

para el intervalo x € B,l] .1
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Xn+1

10f 10F - ‘ '

08¢ 08¢ i

06F 06F

04¢ 04t

02F j;[ 02¢f

0.0k - \ - \ 0.0k s : . ‘ :
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Xn Yn

Figura 9. Transformacion del mapeo tienda al mapeo logistico de acuerdo al cambio de
1 T
coordenadas dado por f (x) = 5[1 - Cos(nx)] = sen’ (E x) . Las iteraciones son igualmente

transformadas, por lo que las dos orbitas son equivalentes.
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2.Caos Determinista

Asi como en el capitulo anterior se dieron las definiciones elementales del tema de los
SD, en éste nos enfocamos a las concernientes con el caos determinista propiamente
dicho.

2.1. La definicion del caos determinista

En la literatura encontramos consignadas las siguientes definiciones de caos:

1) La materia desordenada y sin forma que se supone que existid antes del universo
ordenado.
2) Desorden completo, confusion absoluta.

3) Comportamiento estocastico que ocurre en un sistema determinista.

Desde luego nos quedaremos con ésta ultima definicion técnica. Aqui aparecen dos
palabras, “estocastico” y “determinista”. “Estocastico” significa aleatorio. Esto significa
que para comprender el fendmeno del caos tendremos que analizar su significado con
mas detalle, ya que en su forma presente la definicion es una paradoja, veamos. Por una
parte, el comportamiento determinista esta gobernado por leyes exactas e inamovibles.
Por otra, el comportamiento estocastico es el opuesto: sin ley e irregular, gobernado por

el azar. Asi, el caos es el comportamiento sin ley gobernado completamente por la ley.

En el estudio de los sistemas no-lineales se ha encontrado que las soluciones numéricas
pueden carecer completamente de sentido, esto es, que tienen un comportamiento
erratico de manera que el mas pequefio error al caracterizar el estado inicial del sistema,
es magnificado en el curso de la evolucion de tal manera que la prediccion a largo plazo
es completamente erronea. Este fendmeno es conocido como caos determinista. Estos

sistemas, aunque son deterministas, son impredecibles.

31



Capitulo 2 CAOS DETERMINISTA

2.2. Definicion de un Sistema Dinamico Caético (SDC)
Desde el punto de vista matematico hay varias definiciones posibles de un sistema
dinamico cadtico (SDC), en este trabajo adoptaremos la definicién de caos propuesta por

R. Devaney.

Sea ¢: X — X . Decimos que ¢ es cadtica en X si se cumplen las siguientes tres
condiciones:

i.  El conjunto de puntos periédicos de % forma un conjunto denso en X .

i. % estransitivaen X .

jii. ¥ es sensible a las condiciones iniciales en X .

Por tanto, si un SD es cadtico, tiene una componente de impredicibilidad, una
componente de irreducibilidad pero aun asi tiene una tercera componente de regularidad

(puntos periédicos densos).

2.2.1. Puntos periédicos densos en X

Para explicar este tema, partiremos de la siguiente definicion:

Sean J y K dos conjuntos tales que J C K . Decimos que J es denso en K si para todo

punto x €K y para todo ¢>0, existe yE J tal que la distancia de x a y es menor que

e, d(xy)<e.

Observacion:
i. Si JCKCR, entonces J es denso en K si para todo intervalo (a.b)
con la propiedad de que (a,b)NK =& se tiene que (a,b)NJ =D .
ii. Si K es un intervalo, entonces J es denso en K si para todo intervalo

(a.b)CK, a<b, se tiene que (a,b)NJ =D .
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Figura 10. Graficas de la evolucion de las iteraciones del mapeo logistico. Se observa que hay
puntos periddicos repulsivos de todos los periodos posibles y que ademas éstos son densos, es
decir, sea cual sea el subintervalo que escojamos siempre existe un punto periddico en ese

intervalo.

De aqui en adelante denotaremos con la letra 1 el intervalo [0,1]. Las funciones cuya

dindmica méas nos interesa estudiar son de la forma ¢:1—1. Veremos que en este

conjunto de funciones se presentan propiedades dinamicas muy interesantes.

Sea ¢:1—1. Dos o6rbitas periédicas, digamos O(x*) y O(y) de periodo distinfo son

ajenas. Por tanto, la presencia de una cantidad infinita de orbitas periédicas bajo ¢ tal
que cada par de ellas tiene periodo distinto nos dice que el SDD generado por ¢ tiene

una infinidad de comportamientos distintos posibles. Si, ademas, los puntos periédicos

forman un conjunto denso en 1, entonces la dinamica de ¢ :1—1 es realmente muy rica.

Tal es el caso de la funcion tienda, T (x) (véase Fig. 11).

Sea ¢p:1—=1 y x€l. Si la O(x) es un conjunto denso en 1, entonces el conjunto de

puntos en 1 tales que tienen orbita densa forman un conjunto, a su vez, densoen 1.
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08} y a\ _ |

06} P4 R ]

Xn+1

02}

00 02 04 06 08 10

Xn
Figura 11. Sistema dinamico denominado “tienda”, T(x) . Puede verse que la iteracion de un

punto arbitrario racional siempre es periodica.

2.2.2. Transitividad topoldgica.

El concepto de transitividad topoldgica, que definiremos a continuacién, trata de reflejar
la siguiente caracteristica (presente en algunos SD): Dadas dos zonas cualesquiera del
espacio donde esta definida la funcién, existe un punto en la primera zona cuya orbita
visita, en algun momento, la segunda. Asi, una funcion transitiva, aseguraria la existencia
de puntos cuya 6rbita viaja de una parte arbitraria del espacio a otra parte igualmente

arbitraria del mismo.

Sea ¢:X — X. Decimos que ¢ es topolégicamente transitiva (o transitivo)
en X si para cualquier pareja de subconjuntos abiertos de X, A y B,

distintos del vacio, existen a€ A y n=1 tales que ¢"(a)EB.
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Observacion:

i. Sea ¢:1—1y x€I. Sila O(x) es un conjunto denso en I, entonces

@ es transitiva.

08F

06}

Xn+1

04}

02}

00t g o o . — o
.o .

00 [ 02 04 0.6 0.8 J 10

Xn
Figura 12. La iteracion de una condicion inicial tomada dentro del intervalo I, recorre todo el
intervalo unitario. Para cualquier vecindad J hay una condicion inicial en I cuya orbita pasa por
J . En esta figura se muestra que 3 iteraciones de la funcion logistica son suficientes parairde I a

J.

2.2.3. Sensibilidad a las condiciones iniciales

Usaremos la siguiente definicion:

Sea @:1—1. Decimos que @ es sensible a las condiciones iniciales en 1 si
existe €>0 tal que para toda x€1 y para toda 6>0, existen

yE(x=8,x+8)N1 y n>0 tales que zp”(y)—qo”(x)|2£.
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Observacioén:
i. Si @ es sensible, entonces todas sus orbitas sin inestables.
ii. Una pequefia desviacion en la condicion inicial se incrementa

sustancialmente en cada iteracion.

08}
06}
{0.4 I ,
02}
0 10

10¢ 10

08} 0.8

06 0.6

04} r 04 }
02} 0.2

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Figura 13. Series de tiempo generadas por q)(x) = 4x(1 - x) (parte inferior) para dos condiciones

iniciales que difieren por 107, En la parte de arriba se muestra la diferencia de las dos series de

tiempo.

2.2.3.1. Exponente de Lyapunov.
Una cantidad directamente relacionada con la predictibilidad es el exponente de
Lyapunov, el cual da una medida promedio (para tiempos largos) de como se van

alejando las orbitas del SD que partieron con condiciones iniciales muy cercanas.
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Consideremos la ¢rbita generada por el punto x, + &, muy cercano a Xx,:

O(x,+¢)= {xo +&,¢(x,+€).0° (X, +€).. 0" (x, +£),...} (2.2.3.1.1)

la diferencia entre los n-iterados de las series O(x,) y O(x, +¢) esta dada por:

d n
@"(x,+€)-9"(x,)=¢ (pd)EX) =e¢'(x,,)9'(x,,)-..¢'(x) (2.2.3.1.2)

Xo

expresando (2.2.3.1.2) de la siguiente manera

Swoe
9" (30 +£) =" (x| =Jele™  =[ele"™")

(2.2.3.1.3)

n-1

con A, (x,) =%21n|(p’(xi)|. Para cuantificar la diferencia entre los iterados a largo plazo
i=0

se define el exponente de Lyapunov como

A(xo)=[l’mlln|(pn(x”+£)_(pn(x°)|=lz’mln211n|(p’(xl.)|. (2.2.3.1.4)
n—=p £ | = gy
Si A <0, la diferencia entre las dos trayectorias desaparece exponencialmente a lo largo
del tiempo y el sistema presenta un atractor. En este caso el tiempo caracteristico opera
como un tiempo de relajamiento. Si A >0, las orbitas cercanas se alejan
exponencialmente, se presenta la sensibilidad a condiciones iniciales, las incertidumbres
iniciales divergen para tiempos largos y se tiene una dindmica cadtica. En estas
condiciones, el exponente de Lyapunov es una medida del tiempo caracteristico que se
requiere para que las dos orbitas estén descorrelacionadas, o sea, es una medida del
horizonte de predictibilidad. Cuanto mayor sea el caos, mayor ser& A y menor el
horizonte de predictibilidad. El caso A =0 es marginal, no hay tiempo caracteristico,

pues el inverso de A tiende a infinito.
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08+ 1

06+ 1

Xn+1

04} -

0.0'l N 1 1 1 hil
0.0 02 04 0.6 0.8 10

Xn

Figura 14. Grafica del SD “tienda”. Para cualquier x, €1 se satisface que |T'(x0 )| =2, entonces

el exponente de Lyapunov es el mismo para todos los puntos, A = ln(2) . Por lo tanto, es

imposible predecir el comportamiento de la 6rbita a largo plazo, donde se observa un

comportamiento caotico.
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3.Caracterizacion Estadistica de un Sistema

Dinamico Caotico

El punto de vista que adoptaremos en este trabajo consiste en hacer un andlisis
estadistico de los SD utilizando las diferentes ideas y conceptos de la mecanica
estadistica de procesos irreversibles.

Se dice que un SD es caotico, cuando conociendo las leyes que gobiernan su evolucion
temporal, somos incapaces de predecir su comportamiento a tiempos grandes, y

solamente podemos hacer predicciones de caracter estadistico.

3.1.Teorema ergédico de Birkhoff
Hemos visto que un SD requiere satisfacer tres condiciones para tener un
comportamiento cadtico:
l. La existencia de puntos periodicos densos,

II.  Que sea topolégicamente transitivo, y

lll.  Dependencia sensitiva ante las condiciones iniciales.
La segunda propiedad garantiza que el mapeo es ergodico, por lo que es posible aplicar
los teoremas de Birkhoff a los SDC, lo que permite hacer una descripcion estadistica de
los SDC.
El hecho de que un SDC sea ergddico nos permite describir estadisticamente su

comportamiento a largo plazo.

Empezaremos por definir M(A) la medida estadistica de un conjunto A, que consiste en

asociar al conjunto A un numero positivo entre cero y uno, con la propiedad de que si A

y B son disconexos (ANB=J) entonces u(AUB)=u(A)+u(B), y ademas que la
medida del conjunto de definicion X del mapeo tenga una medida igual a uno, es decir
M(X) =1.

La medida del intervalo diferencial (x,x+dx) que sera denotada por u(dx) es entonces

u(dx)=p(x)dx (3.1.1)
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donde p(x) es la densidad de probabilidad, que satisface:
=f,u(x)dx={p(x)dx. (3.1.2)
A

Dado un mapeo (p(x), se dice que la medida es invariante ante el mapeo si cumple lo
siguiente:
(3.1.3)
donde ¢"(A)={x‘(p(x)EA}, la medida invariante del intervalo (x,x+dx) ante el mapeo
sera denotada por:

u, (dx) =p, (x)dx . (3.1.4)
Consideremos ahora una funcién dinamica b(x) que es integrable sobre el espacio fase
X, es decir,

{‘b(x) w,, (dx ﬂb

El promedio de b(x) sobre la érbita O(x,) se define como:

Py (x)dx <o (3.1.5)

n-1

Ty g 1 i
b(x0)=£zi?i;§b((p (%)) - (3.1.6)

Observaciones:
i El primer teorema de Birkhoff asegura la existencia de este promedio para
casi todas las condiciones iniciales, excepto un conjunto de medida cero.
ii. El segundo teorema de Birkhoff establece que cuando el mapeo es
topolégicamente transitivo el promedio sobre la 6rbita tiene las siguientes

propiedades:
a. b(xo) es independiente de x,, de manera que este promedio es

constante casi en cualquier punto del espacio fase.
b. El promedio sobre la érbita es igual al promedio sobre el espacio

fase, es decir,
xO < > fb x) u,, (dx) =fb(x)p”(x)dx. (3.1.7)
X

Este es el célebre teorema ergodico de Birkhoff, cuya importancia radica en lo siguiente:
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Cuando se requiere calcular promedios sobre Orbitas de funciones dinamicas, uno se

enfrenta con el problema de evaluar exactamente los puntos que conforman la O(xo).

Como un SDC presenta dependencia sensitiva ante sus condiciones iniciales, la
evaluacion de O(xo) para todo propdsito practico desafia cualquier calculo numérico, ya
que sin importar que tan aproximado se haga, a largo plazo la ¢rbita calculada no tendra
nada que ver con la 6rbita real. Sin embargo, podemos calcular este promedio utilizando
el teorema ergoddico de Birkhoff, reduciendo el problema al calculo de la medida
invariante p, .
Para determinar la medida invariante, dividimos el espacio fase X en K celdas o
regiones A; tales que:
K
ANA paraj=ky|JA =X. (3.1.8)
j=1
Consideremos una funcién fase, que toma un valor constante b, sobre la celda Al
K
b(x)= 2 b1, (x) (3.1.9)
j=1

donde hemos utilizado la funcion caracteristica de la celda A;:

/ 1 sixEA, (3.1.10)

X)= . .

=1 six A,

El promedio sobre la orbita de la funcion fase es:

=£’erEl§ (o) (3.1.11)

n

Denotando por O, (xo) los primeros n puntos de la orbita:

0, (%) = {02 (%)@ (o)™ (o)} (3.1.12)

y por n; el numero de puntos de la orbita que se encuentran en la celda j, obtenemos:

K n-1

> bil,, (@' (%)= X 2 bids (@' ()= Sbjnj , (3.1.13)

1 j=1i=0

n-1

Ma

=0

.
i

de manera que el promedio sobre la érbita de la funcién fase esta dado por:

AN
b(x(,)=£ﬂ;E;bj= Pb, (3.1.14)

Jj=1 J

>
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donde P, =lim—~ es la frecuencia con que la orbita pasa por la celda A;. Por otra parte,

n—o p

el promedio sobre el espacio fase de la funcién b(x) es:

(b(x))= { (21;,.1& (x))uﬂ (dx)= ibjuﬂ (4). (3.1.15)

j=1
El teorema ergddico de Birkhoff asegura que el promedio sobre orbita (3.1.14) es igual al
promedio sobre el espacio fase (3.1.15), de manera que la medida invariante de la celda
Aj , €s:
n.
u,(A;)=1lim=L=P, (3.1.16)
)= T

por lo que la medida invariante de cualquier regién del espacio fase corresponde a la
frecuencia con que la orbita visita esa regiéon. Este resultado nos permite encontrar la

densidad de probabilidad invariante, ya que si denotamos por N(x,Ax) la frecuencia de
visita del intervalo (x,Ax) obtenemos que:

N(x,Ax
pst(x)Ax=lz’mg. (3.1.17)
-
Asi el teorema ergddico de Birkhoff nos permite encontrar un método para encontrar la
distribucién estacionaria asociada con un SDC, que consiste en construir un histograma
que muestre la frecuencia con la cual la érbita visita las diferentes regiones del espacio
fase. Para ello se divide el espacio fase en K regiones ajenas, se toma un estado inicial

x, al azar y se calcula una orbita O,(x,) suficientemente grande con n>>K, se
determina la fraccion P, de puntos de la orbita que se encuentran en la region A; y se

construye el histograma. Cuando se repite este proceso para otras condiciones iniciales
en general se encuentra el mismo histograma. De manera que a pesar de la sensibilidad
de las trayectorias a las condiciones iniciales, este hecho no se refleja en general en el
calculo de la densidad de probabilidad estacionaria. Sin embargo, para ciertos valores
iniciales que conforman un conjunto de medida cero, pueden ocurrir otros

comportamientos, por ejemplo cuando el punto inicial se encuentra en la cuenca de
atraccion de un punto fijo de w”'(x*)=x*, existe un entero ¢ tal que ¢’(x,)=x" de forma
que después de un numero finito de iteraciones O(xo) llega a x*. Este comportamiento

se debe a que los SDC tienen puntos periddicos que son densos en X. La peor parte de
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este comportamiento excepcional es que no tenemos una forma de predecir cuales

estados iniciales tienen este comportamiento.

3.1.1. Mapeo métricamente transitivo

La condicién necesaria y suficiente para que sea valido el teorema de Birkhoff es que
ante el mapeo q)(x) el espacio fase sea métricamente transitivo.

Para entender la propiedad de transitividad métrica, empezaremos por recordar que A es
un subconjunto invariante ante el mapeo ¢(x) si satisface que ¢™'(A)=A.

Si esta propiedad se satisface solamente para un conjunto A la o6rbita generada por

x, EA, siempre permanece en A, ya que ¢" (xo)EA para cualquier valor de n. De
manera que (p(x) mapea A sobre si mismo y ningun elemento de su complemento
(X-A) se mapea sobre A.

Sea la medida estadistica de cualquier conjunto A la medida estacionaria u”(A). Se dice
que un mapeo (p(x) es métricamente transitivo si ante este mapeo el espacio fase X, no

puede separarse en dos regiones A y A, invariantes ante el mapeo, cuyas medidas
sean diferentes de cero o de uno. De manera que cualquier conjunto A que satisfaga:

@"'(A)=A, tiene una medida u,,(A) ={(1)
Ejemplo:
Para mostrar que un SDC es métricamente transitivo, notemos que cualquier p
unto de X, pertenece a alguno de los siguientes dos conjuntos ajenos:
A
X-A
Donde A estd conformado por todos los puntos peridédicos, por ejemplo:

qu”(x*)=x* y sus cuencas de atraccion, este conjunto satisface que ¢ (A)=A y
M”(A)=0. Por otra parte si xE(X—A), la érbita generada por este punto tocara

eventualmente cualquier conjunto C C(X-A) con u

st

(C)=0, de manera que
@' (X-A)=(X-A4), la medida de este conjunto es u, (X-A)=u,(X)-u,(A)=1.

Por lo que en un SDC los unicos conjuntos invariantes son A y (X—A) siendo
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sus medidas cero y uno respectivamente. Por lo tanto un SDC es métricamente

transitivo y el teorema ergddico de Birkhoff es valido.

3.2. Propiedad de mezcla (o Mixing)

La propiedad de mezcla (o mixing) juega un papel muy importante en la definicién de
caos determinista la cual es consecuencia de la sensibilidad ante condiciones iniciales y
la transitividad topoldgica, esta propiedad nos permite hacer un tratamiento estadistico
para cualquier paso de la iteracién del sistema. Cuando el mapeo se aplica a un conjunto
de puntos asociados con una distribucién inicial, el mapeo tiene asociado un operador
estadistico llamado el Operador de Perron-Frobenius (OPF), que al ser aplicado
iterativamente a una distribucion inicial genera una secuencia de funciones de
distribucién, y la propiedad de mezcla garantiza que esta secuencia tiende a la
distribucién estacionaria, la cual es un punto fijo del OPF.

Para entender cuando se dice que un mapeo es mixing, consideremos dos regiones del

espacio fase A y B, ambas de medida finita u,(A) y u,(B). Ahora consideremos el
conjunto Amp’”(B), formado por los puntos que pertenecen a A y que después de n
iteraciones llegan a B, denotaremos por u, (Aﬁ(p‘" (B)) su medida estadistica. La
propiedad de mixing significa que las iteraciones del mapeo distribuyen los puntos de A
cada vez mas y mas uniformemente, de tal forma para valores grandes de n, los puntos
de A que lleguen a B, ven cualquier parte de B de manera similar a como los puntos de

A ven todo el espacio fase. Asi, la condicion de mixing puede formularse

matematicamente como sigue:

o e (ANGT(B)) ()
= (97 (B)  w,(X)

Se puede mostrar que la medida es invariante, lo que implica:

I

=1, (A). (3.2.1)

w, (97" (B)) =, (B) (3.2.2)
la condicién de mixing toma la forma:
limu, (ANg™ (B)) = u, (A) e, (B).- (3.2.3)

La propiedad de mixing es una caracteristica fuerte de caos. En particular, se tiene que:

mixing = ergodicidad pero ergodicidad = mixing .
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3.3.Conjuntos representativos para sistemas dinamicos y la Ecuacion de
Perron-Frobenius
El concepto de ensemble 6 conjunto representativo se introduce en problemas de
muchos cuerpos para tomar en cuenta que la informaciéon macroscépica que se tiene
acerca de este sistema no nos permite determinar su estado microscépico, sino que
existen una gran cantidad de estados microscopicos que son compatibles con el
estado macroscopico del sistema, y cada uno de ellos se asocia al estado de un
miembro del ensemble. En el estudio de SDC también es posible introducir conjuntos
representativos, para ello se requiere reconocer que los numeros con que
normalmente trabajamos son una aproximacién muy burda de los numeros reales, ya
que en general para especificar un real se requiere un nimero infinito de cifras, como
la inmensa mayoria de los reales son irracionales y su representacién decimal
corresponde a una cadena infinita de digitos, la cual en general es imposible de
manejar, en la practica todos los calculos que hacemos sustituyen al nimero real que
geométricamente corresponde a un punto, por un intervalo conformado por un

numero infinito de puntos.

Ejemplo:
Consideremos el nimero /2 que expresamos en forma decimal como 1.4142...,

este es un numero irracional y por lo tanto esta representado por una secuencia

infinita de cifras, de las cuales solamente conocemos un numero finito, cuando
escribimos que J2=14142..., a 2 le estamos asociando todo el conjunto de

numeros comprendidos en el intervalo (1.4142,1.4143), de manera que la

representacion decimal de un numero irracional le asocia a este numero un
intervalo de numeros reales, por lo que dada la representacion decimal de un
numero irracional existen una multitud de numeros reales compatibles con esa

representacion decimal.

Desde un punto de vista matematico esto significa que estamos usando una descripcion
muy gruesa de los numeros reales, en este sentido los niumeros que utilizamos para
cualquier calculo numérico constituyen una “representacion macroscépica” de un numero
real, la cual corresponde con un intervalo y por tanto con un namero infinito de nimeros
reales. Lo anterior nos hace ver la necesidad de trabajar con distribuciones, cuando se

describe un SD. Recordando que los SDC presentan sensibilidad ante condiciones
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iniciales, y que para predecir el comportamiento de estos sistemas a largo plazo se
requiere conocer exactamente la condicion inicial, el hecho de que solo conozcamos la
representacion macroscopica de la condicion inicial implica que el comportamiento a
largo plazo de los SDC solo puede hacerse utilizando una descripcion estadistica. Para
averiguar el tipo de descripcion estadistica que se requiere para caracterizar a los SDC,
utilizaremos como guia la forma en que N. G. Van Kampen introduce los conceptos

estadisticos en los sistemas de muchos cuerpos. Al respecto nos dice lo siguiente:

“ Consideremos dos puntos en el espacio fase muy cercanos uno de otro, que
representan dos estados microscépicos similares. Ellos permanecen cerca uno
del otro por un corto periodo de tiempo, pero después se separan rapida e
irreqularmente. Después de un tiempo del orden de duracién de una observacion
macroscopica, estos puntos representan dos estados macroscopicos

completamente diferentes. Por lo que, aunque es cierto que de acuerdo a las

ecuaciones de Hamilton los valores iniciales de (q, p) determinan completamente

todo el futuro, este hecho es de poca utilidad para un observador macroscopico.
La mas pequefia incertidumbre en los valores iniciales se magnifica tan
rapidamente que uno conoce muy poco sobre el estado macroscopico, ya que
solo es posible localizar burdamente una regién en la cual se encuentre el punto
fase. Esta es la razén por la cual, a pesar del determinismo que tienen las
ecuaciones de Hamilton, procederemos a tratar el proceso en una escala
macroscopica como un proceso estocastico, de forma analoga a como se

describe el movimiento Browniano”.

Sobre la forma en que los procesos estocasticos se introducen en fisica, Van
Kampen sefala:

“La idea basica de la Mecanica Estadistica es que el sistema fisico se puede
reemplazar con un ensemble convenientemente escogido de sistemas, todos
ellos teniendo la misma ecuacién de movimiento pero diferentes microestados

iniciales x . La estructura del ensemble se especifica por una funcién de densidad
p(x), tal que,

p(x) es el nimero de muestras del ensemble cuyo microsestado

inicial se encuentra en el elemento de volumen dx
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Esta sustitucién de un solo sistema por un ensemble tiene el efecto de convertir
x en una variable estocastica. El rango de X consiste de todos los microestados

posibles y la densidad de probabilidad es:

Py (x)= Pl (3.3.1)

Una vez aceptada esta idea basica solamente resta seleccionar apropiadamente
P, calcular promedios con esta densidad e interpretar los numeros resultantes
como los valores observados de las cantidades fisicas. EI ensemble solamente
sirve como un medio para visualizar la distribucion de probabilidad: la
probabilidad de que x se encuentre en determinado elemento de volumen dx es
igual a la fraccion de sistemas muestra del ensemble que yacen en ese intervalo.
Esta sustitucién de un sistema por un ensemble tiene el efecto de que cada

cantidad fisica Y (t) se convierte en un proceso estocastico, cuyos promedios y

momentos estan relacionados con observaciones”.

Discutiremos a continuacién como al aplicar las ideas de N. G. Van Kampen a SDC, se
encuentra la Ecuacion de Perron-Frobenius (EPF).

Como ya se ha dicho, la dinamica de un mapeo (p(x) definida en el espacio fase (por

ejemplo el intervalo 1) esta descrita por orbitas, cada una de ellas obtenida por la

aplicacién sucesiva de ¢(x) al valor inicial x,, generando una orbita O(x,) donde
X, =®(x,). Cuando damos la condicion inicial “macroscépica” , tendremos un conjunto

de diferentes estados iniciales “microscopicos” y debido a la sensibilidad ante condiciones
iniciales el comportamiento a largo plazo de dos condiciones iniciales microscopicas que
tienen el mismo “numero macroscépico” seran completamente diferentes, de una manera
similar a un proceso estocastico. Siguiendo el punto de vista de Van Kampen,
construimos un ensemble de sistemas caracterizados por alguna distribucion de los
valores iniciales sobre el intervalo caracterizado por el nUmero macroscopico y en lugar
de evaluar la o6rbita generada por un valor inicial microscépico, analizamos la evolucion

temporal del ensemble. Consideraremos que x, es una variable estocastica descrita por
una densidad de probabilidad:
0o (x)dx=Pr0b[x0 E(x,x+dx)] (3.3.2)
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en este caso la relacion determinista x, =¢"(x,) define un proceso estocastico, que esta
caracterizado por una funcion de distribucién:
0, (x)dx=Pr0b[xn E(x,x+dx)] (3.3.3)

la cual esta dada por

Pu (x)dx = f Po (xo)dxo = fl(x_x+,h)(p" (xo )po (xo )dxo (3.3.4)

x<g" (xg)>x+dx

y utilizando la siguiente definicién de la funcién §:

5(y-a)= lim i Hon (9) (3.3.5)
tenemos que:

P, (x)dx = [8(¢" (x5) = x)oy (%o ), (3.3.6)
utilizando este resultado es posible mostrar que:

p,(x)dx = [ o, (»)0(@(y)-x)dy (3.3.7)

e introduciendo el OPF definido como:

Up(x)= [#(p(0(y)- )y (3.38)
0
la evolucion temporal de la funcion de distribucion esta dada por la secuencia:
{00100y} (3.3.9)
donde
P,(x)=Up,.+(x)=U"py (x) (3:3.10)

esta relaciéon conocida como la EPF, es el equivalente de la ecuacion de Liouville para
SD. Dada la distribucién inicial, iterando la EPF obtenemos la secuencia de funciones de
distribucién que describe la evolucion temporal del SDC.

Asi, se obtiene una mejor descripcion de un SDC cuando cambiamos nuestra atencion de
orbitas a funciones de distribucion asociadas con el mapeo. Utilizando esta segunda
opcioén no tenemos problemas para encontrar numéricamente la distribucion estacionaria
asociada al mapeo, la cual es invariante ante el mapeo. El proceso numérico que se
sigue es el siguiente:

1. Se selecciona un numero grande N de condiciones iniciales

{x(‘),xé,xg,...xg’,} que son realizaciones de la funcién de distribucion inicial

Po(x)-
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2. A cada uno de estos estados se le aplica el mapeo (p(x), obteniéndose
los siguientes N nuevos estados {x/.x},x/....x".} donde x =¢(x)) .

Haciendo un histograma, obtenemos p, (x).

3. Repitiendo este proceso obtenemos numéricamente la secuencia de
funciones de distribucion, y cuando encontremos que después de alguna
iteracion ¢ no cambia la distribucion,

Py (x)=Up, (x) = p,(x) (3.3.11)
entonces hemos obtenido la funcion de distribucion estacionaria p”(x)
que satisface la ecuacion:

Up, (%) =p,(x) (3.3.12)
Esta funcion de distribucidon es invariante ante la dinamica definida por
(3.3.5) y describe un estado estacionario del sistema que corresponde a
la densidad del estado de equilibrio en mecanica estadistica.

Otro operador importante es el operador de Koopman que es el transpuesto del OPF,

definido por la siguiente ecuacion:
fw(x)U¢(x)dx=f¢(x)K1p(x)dx (3.3.13)
usando al ecuacion (3.3.8) es posible mostrar que el operador de Koopman esta dado

por:

Kw(x)=w((p(x)). (3.3.14)
Mostraremos a continuacién que el valor esperado de cualquier funcién integrable b(x)
es invariante ante el mapeo,

(b(x)=(b(# (). (3.3.15)
Se muestra esta relacion al considerar que:

(b(x))= [b(x)o, (x)dx= [b(x)Up, (x)dx (3.3.16)
y utilizando (3.3.13) y (3.3.14) tenemos:

(b(x))= [ oy (x)KD(x)dx = [ p, (x)o(e(x))dx = (b(e(x)))- (3.3.17)
La ecuacion (3.3.15) muestra que <b(x)> corresponde con el valor de la observable

macroscopica en equilibrio.
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Ejemplo:
Utilizando el teorema ergddico, podemos evaluar el exponente de Liapunov para
un SDC, que permite cuantificar la sensibilidad ante condiciones iniciales. Como

este exponente es el promedio sobre la 6rbita, tenemos que:

n-1

= lim— zln‘tp )‘

n—w p

Como ya se menciond anteriormente, una propiedad especialmente relevante en
los SDC es la ergodicidad. Asi el primer teorema de Birkhoff asegura la

existencia de A y ademas, que es independiente de x,; por lo que el segundo

teorema nos dice lo siguiente:
A=fpsl (x)ln|q)’(x)|dx’
de manera que A es el promedio de la cantidad:
J(x)=1In (x)‘ .

Después de obtener la transformada de Fourier de J(x), encontramos que la

funcion generadora de momentos es la siguiente:
<eol(,x)> _ E <Jn( )>

donde <J” (x)> es el momento de orden n. Asi mismo, la funcién generadora de

n'

cumulantes esta dada por:
n

()= i 7r,(J),

= n!

el primero y segundo cumulantes estan relacionados con los momentos de la

siguiente forma:
L, (J) = <J>
(/) =(/)=()

Dado que el SDC es ergodico tenemos que:

< ol(x > fim . =fpﬂ(x)(p X

Por lo tanto la funcién generadora puede evaluarse tomando el promedio sobre la

¢'(x) -

6rbita o el promedio sobre ensamble de la funcién
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Existe una propiedad muy importante entre la condicién de mixing y las propiedades de la

dependencia temporal de las densidades de probabilidad. Se puede mostrar que (p(x)
cumple con la propiedad de mixing si y solo si U”po(x) es débilmente convergente a

p,(x) para toda p,(x) en el conjunto de funciones de densidad de probabilidad, en el

siguiente sentido:

il;mx<U”p0 (x)‘g(x)>=<p5,(x)‘g(x)> (3.3.18)
donde el producto interno esta definido por:
<f(x)‘g(x)>=ff(x)g(x)dx. (3.3.19)

De mayor interés en las aplicaciones fisicas es la posibilidad de que U”po(x) tienda a

p,(x). Es en este punto donde el concepto de exactitud llega a ser crucial. Los SD
exactos se definen por la siguiente propiedad:

limu, (¢" (A4))=1, (3.3.20)

n—sw

para todos los conjuntos A en el espacio fase con HS,(A)>0- Esto significa que si

seguimos la evolucion de un conjunto de condiciones iniciales dentro de un conjunto A
de medida distinta de cero, entonces después de un gran numero de iteraciones los
puntos se habran desparramado llenando completamente todo el espacio fase. Se puede
demostrar que si el mapeo es exacto entonces también cumple con la propiedad de
mezcla. Ahora existe una conexion entre exactitud y la dependencia temporal de las
densidades, que establece que si la transformacion es exacta entonces:

U"py (x) -, (%)) =0, (3.3.21)

lim

n—so

donde la distancia entre distribuciones esta definida por:
7)== 17 ()= (3:3.22)

Es importante enfatizar que una transformacién invertible no puede ser exacta. Ya que

para cualquier transformaciéon ¢ que preserve la medida y que sea invertible se cumple

que:

w (2(A)) =1, (97 (A) o (4)) = 1, (4). (3.3.23)
por induccién demostramos lo siguiente

w, (9" (A4)) = 1, (A) (3.3.24)
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lo cual viola la condicion (3.3.20) que define una transformacion exacta. Este resultado

implica que en Mecanica Estadistica solo es posible la convergencia débil a pn(x) debido

a que las ecuaciones de Hamilton son invertibles. Sin embargo para SDC en general este
no es el caso, ya que la mayoria de los mapeos son no-invertibles y por lo tanto el mapeo

puede ser exacto.

3.4. La evoluciéon de la funcion de distribucion de grano grueso: Punto de
vista heuristico
Estamos interesados en conocer el comportamiento a largo plazo de la secuencia de

funciones de distribucion {p,(x).p,(x).0,(x)....0,(x)....} que caracterizan a un SDC.

Como sabemos, si un SDC presenta la propiedad de mixing eventualmente su secuencia

converge a p,, (x) asi que lo complicado del problema es describir la forma en que

ocurre esta convergencia.

Consideraremos que la evolucion desde la distribucion inicial a la estacionaria ocurre en
dos pasos, primero la secuencia {po(x),pl (x).0,(x)..-o0, (x)} tiende a p;*(x) que es
una funcion de distribucidon de grano grueso, y posteriormente la secuencia de funciones
de grano grueso {pff(x),pfjl (x),p,ffz(x),...,p,ff,(x),...} llega a la distribucion estacionaria.

Como primer paso para alcanzar la distribucion estacionaria supondremos que una

consecuencia de la propiedad de mixing es que existe una iteracion m, tal que para

n>m; pn(x) solo recuerda su dependencia de x a través de las llamadas variables de

grano grueso G(x).

Empezaremos por dividir el espacio fase en K regiones mutuamente excluyentes

(Aj.A,....,A;) Una funcién de grano grueso G(x), es aquella que tiene la siguiente
forma:
G(x)=Dal, (x) (3.4.1)

donde o, es un numero real asociado con la eré sima celda A, . En particular definimos la

funcion de distribucion de grano grueso p:* (x) como aquella que es constante dentro de
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cada celda y que da el mismo valor promedio para las funciones de grano grueso G(x)

que el que se obtiene al usar p,(x):

<G(x)>n = fpn (x)G(x)dx = fp,‘f (x)G(x)dx . (3.4.2)
Utilizando (3.4.1) se encuentra que:
(G(x)) =D a,Pp(4) (34.3)

donde P,(A,) es la probabilidad de que x, EA,:

P(A)=[p,(x)1, (x)dx. (3.4.4)
Para encontrar p,‘f(x) utilizaremos la construccion de Ehrenfest, que usa el criterio de

que p;g(x) asocia el mismo peso probabilistico a cada celda A, que el asociado con

P ().

fp;g(x)IAr (x)dx= P,I(A,)=fpn (x)IA’ (x)dx. (3.4.5)
Asi, proponemos lo siguiente:
LS 1
piF(x)= 2R (4) }fx) (3.4.6)

r: r

donde Q, es el volumen de la celda A . El promedio G(x) con esta distribucién esta

dado por:
AGY)

fpff’ (x)G(x)dx=§ HQ fIA’ (x)G(x). (3.4.7)

r=1 r

Una de las propiedades de las funciones caracteristicas de las celdas, es la siguiente:
fl/\r (x)l/\,\- (x)dx = Qréns ’ (348)

usando (3.4.1) y (3.4.8) en la ecuacion (3.4.7) obtenemos
K
[ (x)G(x)dx =Y a,P,(A,) (3.4.9)
r=1

de manera que se cumple (3.4.2). Notemos que la evolucién de la funcién de distribucion

esta gobernada por el vector de probabilidad:
P, =(P,(A)B(A) P (A )) (3.4.10)
cg
El segundo paso al estado estacionario, consiste en describir la forma en la cual P (x)

tiende a la distribucion estacionaria. Para este ultimo paso daremos argumentos
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cualitativos para hacer énfasis en que esta evolucion estd gobernada por un proceso
markoffiano.

Cualquier punto dentro de una celda fase genera una trayectoria, los puntos dentro de
una celda se mueven siguiendo un patron muy complejo, debido a la sensibilidad ante
condiciones iniciales. Si solamente sabemos que el estado inicial se encuentra dentro de
una celda, después de un corto intervalo de tiempo podra encontrarse la 6rbita en
cualquier otra celda, de manera similar a lo que ocurre en un proceso de difusién, por lo
que aplicaremos los métodos habituales en el fenédmeno de difusiéon a un SDC.

Si inicialmente x, se encuentra en la celda 4, , el sistema tienen una probabilidad

Z.(4,

n

A,.) de que x, =¢"(x,) se encuentre en la celda A,. Claramente debemos tener:

o(414)=2, (3.4.11)
T,(A;]A)=0;
por lo tanto

JA)=1. (3.4.12)

La definicién de esta probabilidad es que si distribuimos inicialmente un conjunto de

puntos sobre la celda A, de manera homogénea, en la enésima iteracion se encuentra

una fraccion 7, (4,

A,.) de estos puntos en la celda A;. Esto significa que si construimos
un ensemble con densidad constante en A, y cero fuera de esta celda, entonces una

fraccion T (

n

,.) de los sistemas de la muestra se encontraran en A; después de la

enésima iteracion.

La definicion de 7, (A,

A,.) no involucra ninguna hipotesis, sin embargo su utilidad reposa

sobre la validez de la siguiente identidad:

)= DT, (4,147,

1

(Ala) (3.4.13)

K
’l+lVl
k=]
que significa que el proceso estocastico utilizado para describir la evolucion del sistema
es un proceso de Markoff. Esta ecuacion se puede visualizar de la siguiente forma:
Tomemos inicialmente un ensamble caracterizado por una densidad constante en la

celda A, y cero fuera de ella, al iterar n veces todos los sistemas que componen al

ensamble, sobre cada celda A, se encuentra una fraccion T( "

n

A;) de sistemas del

ensamble distribuidos de alguna forma sobre ella. A continuacion redistribuimos los
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puntos dentro de la celda A, de forma que obtengamos una distribucién con densidad
constante sobre cada una de ellas. Después de hacer esto iteramos m veces los puntos,
finalmente contamos la fraccién de puntos del ensamble original que han llegado a

cualquier celda A; después de m+n iteraciones. La ecuacion (3.4.13) afirma que esta

fraccion sera la misma que la obtenida si se iteran n+m veces los puntos del ensamble
original. De manera que la redistribucion intermedia no afecta la fraccion final.

De la ecuacion (3.4.13) se obtiene que:

T.(4,

K
A)= YW, T, (AlA) (3.4.14)
k=1

donde W,, =T"(A_,.\Ak) es la probabilidad de transicion de la celda A, a la celda A; en

una iteracion.
Consideraremos ahora que el ensamble inicial esta distribuido sobre todas las celdas, de
manera que estara caracterizado por la fraccion de miembros del ensamble que se

encuentran en cada celda, lo que esta dado por el vector:

B =(R(A).B(A). P (Af)) (3.4.15)
donde F,(A,) es la probabilidad de que x, se encuentre en la celda A, . Después de n

iteraciones la fraccion de miembros del ensemble que se encuentran en la celda A, es:

P (4)=37(4

substituyendo (3.4.14) en esta ecuacion obtenemos:

A )R (A,) (3.4.16)

N~

Pn(Ai)=

Wb (A) (3.4.17)

~
n

que es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov que caracteriza a una cadena de Markoff.
Hasta este punto hemos extendido las ideas heuristicas de Van Kampen para mostrar la
manera en que los procesos de Markoff aparecen en los SDC, sin ninguna referencia a la

ecuacion de Perron-Frobenius que gobierna la evolucién de las distribuciones.

3.5. Propiedades asintéticas de densidades (punto de vista formal)
En esta seccion estableceremos criterios cuantitativos sobre el comportamiento a largo

plazo de las distribuciones de densidad. Empezaremos por identificar a p’”"(x) como la

n

parte proyectada sobre la particion de p,(x); el SDC estd descrito por p,(x) que
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converge débilmente a su parte parte proyectada y eventualmente podemos substituir a

p,(x) por p(x), lo cual sucede cuando sea posible describir al sistema como un

conjunto completo de variables de grano grueso. En este régimen, la evolucién temporal
de la distribucion estd gobernada por un mapeo irreversible del vector de probabilidad
asociado con la particion, el principio de Green permite mostrar que este vector de
probabilidad evoluciona siguiendo la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.

loc

Para establecer la relacion entre p, (x) y p,”(x) utilizaremos la técnica de operadores de
proyeccion. Dada una particion del espacio fase (AI,AZ,...,AK) definimos el operador de

proyeccion como:

- =i ANA

i=1 u (Al)

(3.5.1)

donde \Al.> denota la funcion caracteristica de la i-ésima celda, y el producto interno entre

funciones se define:

(@|e)= [ dxg(x)¢(x) (35.2)
X
utilizando este producto interno, tenemos:
(A]A) fdx[ )=38.u(A) (3.5.3)
donde
u(A)= [ dx (3.5.4)

es la medida de la i-ésima celda. Las componentes del vector de probabilidad dadas por

(3.4.6) se pueden expresar en la siguiente forma:

)= 1, ( dx=(A,|p,(x))= (AU p,(x)) (3.5.5)

donde en el ultimo paso hemos utilizado la ecuaciéon de Perron-Frobenius. Utilizando el

operador de proyeccion podemos separar la funcion de distribuciéon en dos partes:
p,(x)=Mp,(x)+(1-1I) p,(x) . (3.5.6)

La proyeccion de la funcion de distribucion sobre la particion esta dada por:

2‘7 = p'(x) (3.5.7)

donde hemos utilizado (3.4.7) en el ultimo paso. Por lo que la parte proyectada de la

funcién de distribucion corresponde a la distribucion de grano grueso, la cual no contiene
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informacion alguna sobre la estructura de la funciéon de distribucion sobre la celda, de
(3.5.6) vemos que tal estructura esta contenida en (1-1I) o, (x).
Consideremos a la observable como el valor promedio de la funcién de grano grueso

<G(x)>n , este promedio esta determinado por el vector de probabilidad

P =(P (Al),P(Az),...,P(AK)), de manera que dado un mapeo ¢(x) la secuencia de

n n n n

K

vectores de probabilidad (13(,13,1313) determina las observables a diferentes
tiempos:

((G(x)), (G (), -G (), oo (G (2), o). (3.5.8)
A continuacion diremos que el vector de probabilidad conforma un conjunto completo de

variables de grano grueso, si existe un valor r=0 tal que la subsecuencia de vectores de

probabilidad (1313,?’13) satisfaga que P

> est4 determinada por cualquier P
para n>s=r, es decir:

él=F(E,n—s) paran>s=r. (3.5.9)

La dependencia funcional anterior debe de satisfacer que para cualquier é se debe

obtener el mismo resultado, por lo que para n>s, >s, =r se satisface:

P, =F(13A_l,n—sl)=F(ﬁs ,n—sz)=F(F(13xl,sz—sl),n—s2). (3.5.10)

Esta condicion se satisface cuando existe un mapeo entre los vectores de probabilidad de
la siguiente forma:

B=G(B,). (3.5.11)
Para encontrar la forma funcional que satisface al vector de probabilidad dado por la

ecuacion (3.5.9), sustituimos (3.5.6) y (3.5.7) en (3.5.5) y obtenemos:

Un—.s

pn(Ak)=2<AkLE:A">;;(A.)+<Ak (1-T)p, (x))- (3.5.12)

u(A) '
Para que se satisfaga la condicion (3.5.9) se requiere que el segundo término del lado
derecho de (3.5.12) se anule, lo que se satisface cuando
(1-10)p, (x)=0, (3.5.13)
lo que implica que:
p,(x)=Hp, (x)=p,(x) (3.5.14)
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de manera que cuando la funcién de distribucién es igual a su parte proyectada, (3.5.12)

se reduce a:

K

F, (Ak) = ETH (Ak

i=1

A)P.(A) (3.5.15)

K

(AJu|a)

que x,=¢"(x,) € A, dado que x,=¢'(x,) E A,, asi mismo, muestra como el mapeo y la

. La ecuacion (3.5.15) es la probabilidad condicional de

donde T, (A,

particién determinan la forma explicita de (3.5.9).

A continuacion veremos la condicion que se requiere para que se cumpla la ecuacion

(3.5.10). Cuando se determina P, a partir de E , se tiene que (3.5.15) toma la forma:

>~
>
T
\ole

T, (A]4))P, (4), (3.5.16)

n-s, J
1

.
]

en tanto que cuando se determina a partir de ﬁx, :

K

F, (Ak) = ETn-xl (Ak

i=1

AP, (A) (3.5.17)

S

por otra parte tenemos lo siguiente

K
P‘z (A/) = Er‘z‘ﬂ (A/
i=1

Substituyendo esta expresion en (3.5.16) obtenemos

AP, (A). (3.5.18)

K K
Pn (Ak) = 27-:1—.?1 (Ak ‘AI)ET‘Z‘Sl (A/ Ai)Psl (Al)
m - . (3.5.19)
= 2| 2T (AA)T,.., (4,14) P (4)
i=1 \ j=1
Finalmente comparando (3.5.19) con (3.5.15) obtenemos
K
T (AlA)= ET (44T, (4]4) (3.5.20)

=
de manera que para que se cumpla la condicion de compatibilidad dada por (3.5.10) se
requiere que las probabilidades de transicién satisfagan la ecuacion anterior, que es la
ecuacion (3.4.13) que define a un proceso estocastico Markoffiano.

La ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov se obtiene directamente de (3.5.15) tomando

s=n-1, de forma que:
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B(A)=SW.P.(4) (3.5.21)

donde
A |UIA;

W, =T}(Ak|Ai)=M

’ M(A[) . (3.5.22)
Asi, conjuntando la ecuacién de Perron-Frobenius con el principio de Green, al considerar
que los vectores de probabilidad conforman un conjunto completo de variables de grano
grueso, hemos demostrado que la evolucion de la funcion de distribucion hacia la
distribucién estacionaria esta gobernada por la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y que
todos los detalles del mapeo y la particion utilizada estan contenidos dentro de la matriz
de transicion de probabilidad dada por (3.5.21).

3.6. Consideraciones finales

Hemos estudiado el comportamiento a largo plazo de la densidad de probabilidad
asociada a un SDC, aplicando diversas técnicas habituales en Mecanica Estadistica de
Procesos Irreversibles. A continuacion se resume:

Primero generalizamos a un SDC el analisis heuristico de N. G. Van Kampen, en el que
se hace ver como la sensibilidad ante condiciones iniciales implica de manera natural la
introduccién de una descripcidon estadistica. Donde notamos que el andlogo a la
ecuacion de Liouville para un sistema de muchos cuerpos es la ecuacién de Perron-
Frobenius que da la evolucién temporal de la densidad de probabilidad asociada al SD.
Posteriormente observamos que debido a la propiedad de mixing el comportamiento a
largo plazo de la densidad de probabilidad esta gobernado por un proceso estocastico
Markoffiano, que eventualmente lleva a describir estadisticamente al sistema por su
densidad de probabilidad estacionaria, que se convierte en un punto fijo dentro del
conjunto de funciones de distribucion asociadas con el mapeo.

Este proceso corresponde en Mecanica Estadistica a la evolucion de la funcién de
distribucién de muchos cuerpos hacia el estado de equilibrio termodinamico.

Para dar una base tedrica a la descripcion de Van Kampen, empezamos por sefialar la
diferencia que existe en el comportamiento de las funciones de distribucién a largo plazo
de un SDC asociado con mapeos reversibles e irreversibles, ya que en el primer caso la
funcién de distribucion tiende de forma débil a la distribucién estacionaria, entendiendo

por ello que los valores esperados tomados con la distribuciones a largo plazo tienden a
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acercarse a los promedios tomados con la distribucion estacionaria. En tanto que cuando
el mapeo que genera el SDC es irreversible, entonces la funciéon de distribucion a largo
plazo tiende a la distribucion estacionaria, asi se convierte en un “punto fijo” de las
funciones de distribucién asociadas al mapeo. Hemos mostrado que existe una intima
relaciéon entre los Sistemas Dindmicos Cadticos y la Mecanica Estadistica de Procesos
Irreversibles, y dada la relativa simplicidad de los SDC que son susceptibles de ser
analizados numéricamente, esta relacién nos permitird entender mejor desde un punto de
vista microscopico la evolucion temporal de sistemas de muchos cuerpos hacia estados

de equilibrio, en particular la flecha del tiempo.
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4.Estudio de Canales Ionicos

Los canales i6nicos son estructuras heterogéneas de naturaleza proteica que se encuentran
embebidos en todas las membranas de las células, desde las bacterianas hasta las
complejas células animales y vegetales. La funcidn de los canales i6nicos esencialmente es
transportar ciertos iones desde el interior de la célula hacia el exterior y viceversa. Vamos a
aclarar un poco sobre esto.

Todas las células sin excepcion estan delimitadas por un organelo denominado membrana
celular, que funge principalmente como la barrera fisica que separa el medio interior de la
célula de su entorno. Las células son sistemas abiertos, es decir, intercambian materia y
energia con sus alrededores. Este constante flujo hace posible el mantenimiento de la
homeostasis celular y por ende propicia todos los fendmenos bioquimicos que la vida
conlleva. Sin embargo, todo el material que debe ser ingresado hacia la célula o bien, todos
los desechos de las reacciones metabdlicas internas de la célula deben cruzar de alguna
manera a la membrana celular. A continuacion se describe la naturaleza de las membranas

biolégicas para luego pasar a comentar sobre los canales ionicos.

4.1 Membrana biolégica

Las membranas bioldgicas estan constituidas de una mezcla de lipidos y proteinas. Las
proporciones de esos dos componentes difieren en entre los distintos tipos celulares.

Los lipidos de los que estan hechas las membranas bioldgicas son principalmente
fosfolipidos, aunque también hay colesterol. Todos los fosfolipidos son derivados del acido
fosfatidico, que consiste de una “columna vertebral” de glicerol fosforilado a la que dos
“tallos” de acidos grasos esta unidos por enlaces éster. La mayoria de los fosfolipidos
prevalecientes encontrados en las membranas bioldgicas, tales como fosfatidilcolina,
fosfatidilserina, fosfatidilinositol y fosfatidiletanolamina, resultan de la esterificacion del grupo
fosfato libre del acido fosfatidico con los grupos hidroxilo de colina, serina, inositol y
etanolamina, respectivamente. Lo importante es que todos los fosfolipidos contienen un

grupo soluble en agua, o de caracter hidrofilico, al cual muy a menudo se le denomina
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cabeza polar, y dos colas insolubles en agua, de caracter hidrofébico o lipofilico. Asi, los
fosfolipidos son moléculas anfipaticas y en medios acuosos son capaces de formar
espontaneamente bicapas, con sus cabeza solubles en agua inmersos en la fase acuosa y
sus colas lipidicos, formando un “corazén” hidrofébico.

En la célula, los fosfolipidos y el colesterol forman una bicapa fluida donde ademas hay
proteinas. Algunas proteinas atraviesan el espesor de la bicapa, llamadas proteinas
integrales, otras solo se ubican en la superficie interna o externa de la bicapa, a las cuales se
les llama proteinas periféricas. Actualmente se acepta como modelo estructural de la
membrana celular al modelo del mosaico fluido, el cual es dinamico y proporciona la base
ideal para la correlacion de la estructura y funcién de la membrana, véase la Fig. 15.

Por la naturaleza lipidica de la membrana celular, queda claro que no cualquier sustancia
puede atravesarla libremente, a menos que posea naturaleza hidrofébica. Sin embargo,

muchos de los metabolitos, iones y demas sustancias indispensables para el funcionamiento
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Figura 15. Representacion de la membrana celular.
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celular poseen carga eléctrica. Para transportar estas sustancias, la célula posee un
sinnumero de estrategias altamente complejas que a la fecha no se han elucidado del todo.
Una de ellas es el transporte de los iones. La célula transporta iones a través de las
membranas usando estructuras proteicas altamente especializadas denominadas canales
idnicos. En la siguiente seccion se describen los aspectos mas relevantes de los canales

biolégicos.

4.2 Canales iénicos

Los canales idnicos son proteinas integrales de la membrana que forman poros en su interior
y que conducen iones a través de ellos. Son altamente selectivos y existen de muchos tipos.
Los canales idnicos generalmente se clasifican de acuerdo a los iones que estan destinados
a conducir, como son el sodio, potasio, calcio y cloro, principalmente. Se sabe que los poros
de los canales id6nicos no siempre se encuentran abiertos, por lo que para que pueda
transitar un ion a través de ellos se requiere de la participacion de ciertos estimulos. Por
ejemplo, el control del cierre y apertura de algunos canales idnicos esta determinado por
cambios locales en el voltaje de la membrana celular. Otros canales i6nicos se abren y se
cierran cuando una molécula en particular, denominada ligando, se enlaza al canal. Por
ultimo, también se conocen canales cuya cinética depende de estimulos mecanicos o
incluso, se sabe de canales que permanentemente se encuentran abiertos.

Los canales idnicos son importantes en la comunicaciéon de sefiales entre neuronas, pues
juegan un papel importante en la propagacion del potencial de accién. Asimismo, los canales
son indispensables para que se establezca la unidon motora y los estimulos nerviosos puedan
ser convertidos en acciones musculares.

El paso de los iones a través de los canales idnicos propiamente dicho es un problema de
gran actualidad. Se ha tratado de entender haciendo uso de las mas sofisticadas técnicas
cristalograficas, de la microscopia electronica e incluso, de las mas modernas técnicas
bioinformaticas. En la siguiente seccion se menciona cémo se puede estudiar el paso de los

iones a través de los canales i6nicos mediante la técnica del patch clamp.
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Figura 16. Esquema de los canales ionicos.

4.3 El paso de iones a través de los canales y la técnica de Patch-Clamp

En esta seccién nos enfocamos en el estudio del paso de iones a través de los canales
i6nicos. Como un primer acercamiento, se puede considerar que el paso de los iones esta
mediado por un proceso difusivo. En este sentido, es interesante averiguar, de manera
aproximada, qué tan rapido los iones atraviesen una bicapa lipidica asumiendo que el
coeficiente de difusion es el mismo que en una solucién acuosa. Por ejemplo, el K™ puede
considerarse como un ion cuyo radio cristalino es alrededor de r, =0.15nm, y su coeficiente
de difusién en el bulto es D, =2x107 /. Si suponemos que el canal para iones de potasio
tiene un radio . =02nrm y que la bicapa tiene un espesor de Ax=>5nm, y que existe una
diferencia de concentracion a través del canal de AC,=100mM , se puede calcular la

densidad de flujo de corriente como

J,

i

2
_TeDAC 51078y
Ax

Multiplicando este resultado por el nimero de Avogrado se obtiene J, =3x10°#wy . Como el
ion de nuestro ejemplo es monovalente, se sabe que la carga electrénica es
e=1.6x10""coulombs y por lo tanto la corriente atribuida a este flujo de iones es
5x107" cowtombsy = 0.5pA . Aunque estas estimaciones han sido burdas, lo importante de este

ejercicio es que se estima que mas de un millon de iones pueden ser capaces de difundirse
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en un segundo a través de un poro muy estrecho, y que esto deberia dar lugar a una
corriente que puede ser facilmente medida usando los amplificadores apropiados.

Las mediciones de pulsos de corriente a través de membranas bioldgicas que se obtienen de
experimentos son muy consistentes con el ejercicio anterior y junto con otras evidencias,
dejan poca duda de que estos pulsos son el resultado del movimiento de iones a través de
poros o canales ionicos. Por lo tanto las proteinas de los canales i6nicos controlan el flujo de
iones a través de la membrana celular.

El método experimental que se usa para medir las corrientes i6nicas a través de un solo
canal se conoce como la técnica del Patch-Clamp, ver la Fig. 17. Vamos a describirla de
manera breve. Con una punta fina de una micropipeta de vidrio que tiene un diametro de

aproximadamente lum se presiona contra un parche de la membrana celular formando un
sello que esencialmente es a “prueba de fugas” de iones (la resistencia del sello es mas

grande que 1x10"”Ohms). Asi, si hay un canal iénico en el parche de la membrana, las

REGISTRO DE LA CORRIENTE
A

cerrado

Coyriome
abierto (pA)

....................... Lol g
400  Tiempo(ms)

Pipeta

Electrodo

Canal

o Membrana Celular

Célula

Figura 17. La técnica de Patch-Clamp o medida de la conductividad a través de un canal individual
permite investigar la apertura, cierre de los canales idnicos individuales. La imagen proviene de

http://www.creces.cl/new/index.asp?imat=++%3E++13&tc=3&nc=5&art=342.
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corrientes ionicas hacia adentro o hacia fuera de la célula quedan restringidas dentro de la
pipeta. A su vez, se puede conectar un circuito a la pipeta y asi poder registrar los cambios
en la corriente local. También se puede separar el parche que contiene al canal de la
membrana y examinar las propiedades del canal individual bajo condiciones artificiales bien
definidas y facilmente controladas.

Un ejemplo del registro de la actividad de un canal iénico individual se muestra en la Fig. 17.
Noétese que durante la apertura del canal se observan deflexiones ascendentes abruptas de
la linea base que alcanzan una meseta y entonces abruptamente se cierran.

Como se observa en la Fig. 17, los registros de corriente de un canal unitario son de
naturaleza aleatoria. La apertura del canal se refleja en aumentos o disminuciones
repentinas en la intensidad de la corriente registrada, segun el sentido de la corriente idnica.
Los pulsos que aparecen en un registro de un canal unitario son cuadrados y corresponden a
las transiciones finitas entre los estados cerrado (no conductor) y abierto (conductor) del
canal.

En la Fig. 18 podemos ver el comportamiento de un mismo canal cuando se aplica varias
veces el mismo pulso de prueba. Vamos a suponer que en el potencial base de -100 mV el
canal se encuentra cerrado. Eventualmente, al despolarizar la membrana con un salto de
voltaje que llegue a los +50 mV, el canal deberia abrirse.

Ya se habia mencionado que la naturaleza proteica de un canal ibnico puede ser muy
compleja y sus cambios conformacionales pueden ser muy variados. Por razones de
simplicidad supondremos que el canal de estudio presenta solo dos estados, uno al que
llamaremos estado cerrado y otro, estado abierto.

A partir de los registros de Patch-Clamp y del modelo sugerido, es posible determinar la
probabilidad de apertura de un canal, es decir, la probabilidad de encontrar el canal abierto a
un determinado potencial. Lo anterior se consigue simplemente dividiendo el tiempo que el
canal esta abierto por el tiempo total de observacién. Ademas, si promediamos todos los
registros de un canal Unico realizados a diferentes tiempos, con un mismo pulso de voltaje,
podemos obtener un registro similar al obtenido con una corriente macroscopica. Es
interesante ver que a pesar de que se trata del mismo canal analizado varias veces con el
mismo pulso de voltaje, todos los registros son diferentes, lo que corrobora que el fendmeno

de apertura y cierre del canal es aleatorio.
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Figura 18. Registros patch clamp de corrientes de canal unico de potasio en el axon gigante de
calamar durante pasos de voltaje desde -100 mV a +50mV. Panel superior: Nueve ensayos
consecutivos muestran una conductancia de 20 pS. Panel inferior: Promedio de 40 repeticiones de
mediciones de canal unico como las mostradas en el panel superior. La imagen proviene del libro de
Hille de 1992, que a su vez se basa en los datos de F. Bezanilla and C. K. Augustine (1986): Voltage
dependent gating. In lonic Channels in Cells and Model Systems, ed. R Latorre, pp. 37-52, Plenum
Press, New York.
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Para construir un histograma de amplitudes o histograma de distribucion de estados se
mide la intensidad de corriente de cada punto del registro de canal unitario y se agrupan las
medidas en intervalos de amplitud determinada (por ejemplo de 0.08 pA). Realizada la
agrupacion, se grafica la frecuencia (corriente idnica (eje X) contra el numero de casos (eje
Y). Elresultado es una distribucién con uno o mas picos: Si el registro tiene dos estados, el
histograma mostrara dos picos claramente definidos, cada uno con una distribucion
gaussiana, que corresponden a los estados cerrado y abierto. Con el histograma de
amplitudes, los valores experimentales pueden ajustarse a distribuciones de Gauss para

determinar los parametros que las caracterizan. Un ejemplo se muestra en la Fig. 19.
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Figura 19. Analisis de registros de canal inico (tomado del libro de Hille de 1992):
A. Corriente de salida.
B. Histograma de distribucion de estados. El eje X esta en funcion de la corriente, mientras que el
eje Y es el numero de eventos. Se ven dos picos, donde el de la izquierda corresponde a los
estados cerrados mientras que el de la derecha corresponde al estado abierto. En lineas
punteadas se puede ver el ajuste gaussiano. Ya que el registro se basa en la actividad de s6lo un
canal, se puede medir la probabilidad de apertura, midiendo el area bajo la curva.
C. Se puede ver el mismo histograma de B, pero en funcion logaritmica.
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De los histogramas se puede obtener lo siguiente:

® Si se traza una linea recta desde el pico de cada campana hasta el eje X (corriente),
se obtendran dos valores diferentes para cada distribucién gaussiana; es decir, un
valor de corriente para los canales cerrados, que sera cero o estara cerca de cero y
otro para la corriente de los estados abiertos. De este modo, si se restan los valores
maximos obtenidos para los canales abiertos y cerrados, se puede obtener el valor

de la corriente promedio para los canales abiertos.

* Ademas, la razén del area bajo la curva de las dos campanas nos permiten calcular
la probabilidad de apertura del canal. Claramente, cuanto mayor sea el area de una
distribucion mayor serd el tiempo de residencia del canal en ese estado particular y
mayor sera la probabilidad de encontrarle en ese estado. Y la probabilidad del estado

cerrado puede calcularse facilmente siguiendo la misma estrategia.

Matematicamente, el comportamiento de un canal idnico se describe como no deterministico,
por lo que se requiere del andlisis estocastico para manejar e interpretar dicho
comportamiento. Gracias a esta herramienta sabemos que la probabilidad de apertura y
cierre de los canales estd determinada por el voltaje a través de la membrana, para los
canales dependientes de voltaje, o por la union de ligandos en el caso de los canales
dependientes de ligando. EI comportamiento de la corriente de muchos canales del mismo
tipo (promedio del ensamble) puede aproximarse mediante una expresiéon matematica que
incluya una conductancia promedio de cada canal y un numero tipico de canales activos, o
bien, sabiendo su probabilidad de apertura. Si se suma la corriente unitaria de muchos
canales, se obtiene la corriente macroscopica llamada corriente de células completas soélo si
corresponde a la suma de la corriente debida a todos los canales del mismo tipo presentes

en dicha célula.

Aunque las propiedades cinéticas de un canal idnico se han representado mediante mas de
un modelo matematico, el modelo de proceso de Markov resulta ser muy util puesto que
proporciona un marco conceptual para una amplia gama de variables medibles para un canal
ionico, tales como carga de compuerta, conductancia o corriente unitaria. Esto se logra
suponiendo que el canal funciona como una cadena de estados discretos entre los cuales

puede transitar el canal bajo diferentes condiciones, y que pueden ser asociables con
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algunos estados conformacionales de la molécula correspondiente a un tipo de canal i6nico,
por los cuales pasa el canal durante el proceso de activacion.

Un proceso de Markov se define en términos de las probabilidades de transiciéon entre los
estados que lo componen. Esas probabilidades caracterizan al proceso, en el sentido de que

todas las propiedades de un proceso de Markov pueden derivarse a partir de ellas.

4.4 Modelos de estado para canales idnicos

La apertura o cierre de un solo canal iénico puede verse como un proceso estocastico ya
que no se puede predecir con exactitud cuando tendra o no una transicién entre un estado u
otro; por ejemplo, no podemos anticipar si el canal pasara de un estado abierto a uno
cerrado. Se han propuesto diferentes modelos para estudiar a los canales i6nicos con el fin
de poder explicar las propiedades observadas mediante técnicas experimentales. Estos
modelos van desde los mas simples, donde se suponen sélo dos estados posibles, hasta los
mas sofisticados, donde el canal transita en el tiempo entre varios estados (abiertos,
cerrados e inactivos), dependiendo de las variables. La Fig. 20 muestra un registro de canal
unitario obtenido con la técnica de patch clamp, en el cual se observa que los canales s6lo

transitan entre dos estados.

a1 AN wh Ml Channel
| closed

________________ "J___J__ Channel
open
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Figura 20. Corriente unitaria de un canal i6nico dependiente del voltaje, obtenida con la técnica de
Patch-Clamp. Esquema basado en los datos de E. Neher y B. Sackmann, " Single-channel currents
recorded from membrane of denervated frog muscle fibres ", Nature 260, 799 — 802 (1976).
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4.4.1 El modelo de dos estados
El modelo mas sencillo es el que considera que el canal solo tiene dos posibles estados, A
abierto y C cerrado, mutuamente excluyentes. El diagrama cinético de un sistema de este

tipo es:
AesB. (4.4.1.1)
B

De esta ecuacion que representa la cinética de un sistema es claro que la probabilidad de
que el canal esté cerrado mas la probabilidad de que el canal esté abierto suman uno, lo que
representa una conservacion de probabilidad. Entonces, para conocer cual es la probabilidad
de que el canal se encuentre en alguno de los estados a un tiempo t, debe resolverse el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden extraido del modelo cinético
arriba mostrado. Asignemos arbitrariamente el numero 1 al estado abierto y el numero 2 al
estado cerrado. Entonces, el sistema de ecuaciones diferenciales que describe las

probabilidades de transicion entre los dos estados puede escribirse en forma matricial como:

B0 B0 (20 PO Y —a «
() Poft) Pyt) Pol) \ B B ), (4.4.1.2)

Donde P, (1) y P, (1) son las probabilidades de que el canal pase del estado abierto al

cerrado y viceversa, respectivamente. Notese que la suma en las filas de la matriz de

razones de transiciéon (matriz de transicién, a) de estados es igual a cero.
Para encontrar las probabilidades de transicion como funcion del tiempo, debemos

determinar los valores propios de a, esto es, resolver el problema de valores propios

—-a-A a
B -p-2 (4.4.1.3)

que arroja el polinomio caracteristico:

A(/l—l—(a+/3))=0

asociados:

(4.4.1.4)
De donde se obtienen los dos valores propios de este modelo:
A=0
d={cp). (4.4.1.5)
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Estos valores propios nos indican que el modelo se comportara como asintéticamente
estable, y que el valor de estado estacionario que alcanzaran las probabilidades sera una
constante diferente de cero.

Para 4, =0, la matriz caracteristica o — A1 seria

a—;Ll1=( _/? _‘2 ) (4.4.1.6)

de donde el vector propio se obtiene como aquel vector Z, que resuelve el problema de

valores propios asociado a a para 4, =0 ; esto es:

-a o u | (O
[ﬁ s )[ N _(o)_ (4.4.1.7)

Por lo tanto, el vector asociadoa A, =0 es

w1
(4.4.1.8)

o cualquier multiplo constante de él. De manera similar, se puede plantear la matriz

caracteristica para el valor propio A, =—(a+g):

s

b a (4.4.1.9)

y el vector propio asociado a A, sera

1
2| /8
- (4.4.1.10)

o cualquier multiplo constante. Asi, las probabilidades de transicion entre estados finalmente

queda asi:

Py(1) Pa(1) 1 Brae ™ g—qe P!
P21 (t) P22 (l‘) a+ /j’ /37 _ ﬁe—(mﬁ)t a+ ﬁe—(m/})z

(4.4.1.11)

Y las probabilidades de ocupacion de los estados Abierto y Cerrado, P, (¢) y P.(t), sera
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_ ~(a+B)t ﬁ _ ~(a+B)t
P,(t)=P,(0)e +_a+/3(1 e

P.(1)=P.(0)e™“"" +ﬁ(1 e ) (4.4.1.12)

La ecuacion para Pc(z) nos hace ver que la probabilidad de ocupacién del estado Cerrado

es una funcién exponencial con constante de tiempo %OH/J,), valor inicial P. (0) y valor de

estado estacionario %a ) Por ejemplo, si el estado inicial del canal es Cerrado, esto es

+p

P.(0)=1, la probabilidad de que el canal esté cerrado para tiempos muy largos (estado

estacionario) es %OH_/J,). Por conservacion de probabilidad, la probabilidad de que el canal

esté abierto en el estado estacionario es 1- & , es decir, B . Analogamente
(a+p) (a+pB)

podriamos concluir lo que sucede si el estado inicial del canal es Abierto.
Con esto concluimos que en un modelo de dos estados para un canal iénico, la probabilidad

de ocupacion en estado estacionario s6lo depende de las velocidades de transicion, (a+[3’).

Durante la fase transitoria, la ocupacién de un estado depende exponencialmente del tiempo.
Estos resultados pueden ser empleados para simular la actividad de un solo canal.

Cabe mencionar que el modelo de dos estados ignora los otros estados conformacionales de
un canal ionico. Esto es, un canal en realidad presenta otros estados durante su proceso de
activacion o desactivacion, tales como el estado inactivo, ampliamente reportado. En
consecuencia, un modelo de dos estados so6lo nos permite estudiar y simular parte de la
informacién que se obtiene durante un registro experimental. Esta es la razén principal por la
cual se han publicado modelos que incluyen decenas de estados discretos y que reproducen

con mayor fidelidad el comportamiento real de un cierto tipo de canal idnico.

El objeto de estudio de este trabajo es el desarrollo de un modelo determinista de tres
estados que reproduce los registros obtenidos mediante la técnica de Patch-Clamp. En el

siguiente capitulo se abordara dicho modelo y el calculo de algunas propiedades.
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5.Modelo de Liebovitch y Toth

Normalmente el estudio de la cinética de apertura y cierre de canales i6nicos se ha hecho
mediante modelos estocasticos basados en procesos Markovianos (como los mencionados
en el Capitulo 4). En este capitulo se presenta un mapeo caodtico determinista que puede
reproducir el comportamiento de los canales i6nicos cuando éstos se modelan usando
exclusivamente tres estados, denominado modelo de Liebovitch-Toth. Dicho mapeo consta
de tres regiones: dos de ellas representan al canal en su estado abierto o cerrado, y una
tercera region intermedia llamada “region de switcheo” que permite la transicién entre los

dos estados anteriores.

5.1. Mapeo de Liebovitch-Toth

El mapeo de Liebovitch y Toth (MLT) es un mapeo lineal a pedazos del intervalo unitario en
si mismo (ver Fig. 21). Cada pedazo esta definido en un subintervalo, y los tres son disjuntos
(no se intersectan entre si). La dinamica esta dada por la aplicacion sucesiva del mapeo a
los puntos del intervalo unitario. A continuacion se ofrecen los detalles del MLT en el
contexto de los canales idnicos.

Como se muestra en la Fig. 21, el mapeo tiene tres diferentes regimenes. En uno de ellos la
corriente x a través del canal es pequefia y el canal esta cerrado. En el otro régimen la
corriente x a través del canal es grande y el canal esta abierto. El tercer régimen actla para
alternar el comportamiento del canal entre los estados (abierto=»cerrado, cerrado=>abierto,
cerrado=> cerrado 6 abierto=»abierto) cuando la corriente alcanza ciertos valores.

La corriente a través del canal al tiempo r=nAr es dada por el valor de la variable x,, se
considera que la corriente al tiempo (n+l)At solamente depende del valor de la corriente al

tiempo r. Asi el proceso se representa por una ecuacion de iteracion de la forma

x,. = f,7(x,) donde f,,(x,) esta definida como
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L(x,)=ax, si Os=x, <d,
d.-
fir (%) =1Ly (x,) = d;_x;l si d <x,<d,

(5.1.1)
Ly(x,)=ay(x,-1)+1 si d,<x, =1

cuyos parametros d, y d, son los extremos del subintervalo de la region de switcheo, q, y a,

denota las pendientes de los mapeos lineales correspondientes a los estados cerrado y
abierto respectivamente. EI MLT se muestra en la Fig. 21 para diferentes valores de las
pendientes, pero siempre fijos ambos valores de los umbrales.

La representacion grafica de este proceso iterativo se consigue mediante la alternancia

vertical y horizontal entre las lineas x,,, = 7(x,) ¥ x,, = x,. Una trayectoria tipica empezando
en x, se muestra en la Fig. 22, la cual corresponde a iniciar en x,, dentro del estado cerrado
en el subintervalo (0.4,), y moverse hacia valores mas grandes de la corriente x . Después

de varias iteraciones la corriente alcanza un valor mayor que d,. Cuando esto pasa, el

subintervalo medio del mapeo produce una alternancia del estado cerrado al estado abierto.
Una vez que el sistema esta en el abierto empieza a moverse fuera de ese estado de
manera que el valor de la corriente decrece hasta volver a alcanzar la region intermedia y
regresara al estado cerrado. Si el proceso continlda, se producen una gran cantidad de
tiempos de estancia en los estados abierto y cerrado. La condicion mas importante para una

alternancia sostenida entre los dos estados es que g, y a, sean mayores que uno. El tiempo
de residencia promedio en cada uno de los estados depende de los valores de los
parametros del modelo. El tiempo de residencia es mas breve si las pendientes a, 0 a, son
mas pronunciadas, debido a que unas cuantas iteraciones son suficientes para salir del
estado correspondiente. Los valores d, y d, tienen también un impacto en la magnitud del
tiempo de residencia promedio. La condiciéon es que 0<d,<d, <1, Yy los valores de las
pendientes se encuentran acotados por estos umbrales, es significativo recalcar lo siguiente

O<ag =—

1

ante lo visible del mapeo lo que nos indica los intervalos en los cuales las

O<a, =

1-d,

pendientes pueden tomar algun valor. En la siguiente seccion abordaremos la importancia y

76



Capitulo 5 MODELO DE LIEBOVITCH Y TOTH

las restricciones correspondientes de los parametros que componen al mapeo de Liebovitch
y Toth.

10F o
Region de switcheo

08¢

0.6 '[Estado
Cerrado

Estado
Abierto

Xn+1

04

0.2¢

00 , . . . ]
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0
Xn

Figura 21. Mapeo lineal a pedazos de un modelo deterministico para la cinética de canales ionicos. El

mapeo muestra la funcioén que predicen el valor de la corriente x,,, como una funcion del valor de la

n+l

corriente previa x, . Los parametros del mapeo son d, =0.1y d, =0.9 los cuales son extremos de los

regimenes funcionales y las pendientes varian de forma ascendente como se indica

a,=03,0515,a,, = %11 , a,=03,05,15,a,,, = /(1 _d ) de los mapeos lineales
2

correspondientes a los estados cerrado y abierto respectivamente.
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10

0.8

0.6

Xn+1

04

02

00} #4 dy b .
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

Xn

Figura 22. Orbita generada por el MLT para los pardmetros: d,=02,d,=09,a,=3ya, =5 con la

condicién x, =0.04 .

5.2.Puntos fijos del MLT

Encontrar los puntos fijos de este mapeo y determinar si son atractores o repulsores nos
brinda informacion sobre el SD. Sin embargo, esta informacion es de indole local, pues sélo
afirma qué sucede con la d6rbitas suficientemente cercanas al punto fijo.

A continuacién se analizan los puntos fijos de cada una de las tres regiones que conforman

al MLT. Recordemos que la dinamica de este mapeo es de la forma: f,, :[0,1] — [0,1].

» Estado cerrado:

L(x)=ax, si 0=x<d,.
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10

08¢

Estado Cerrado

06

Xn+1

04t

02+

00}« , dy , . . 1
00 02 04 0.6 0.8 1.0
Xn

Figura 23. Punto fijo del estado cerrado del MLT para los pardmetros: d,=0.3,a,<1,a,=1ya, >1

El punto x+=0 es un punto fijo para L,. Dado un punto inicial x, =0, denotemos su
Orbita a partir de este punto como x, =L/(x,), con n=1. Para saber cual es la
dinamica de la orbita de x, calcularemos los iterados

X =X,

2
Xy = a1 X, = (al) Xo»

o a,<1 como el valor de x, no depende de n, la sucesion de x, tiende a cero,

. 400 o . .
cuando " tiende a . Entonces la orbita de cualquier punto en el intervalo

[O,dl) converge a cero. Asi el punto fijo 0 es un atractor. Cabe mencionar que

en el contexto del modelo de canal idnico, esto nos indica que el canal registra
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cambios en la corriente idnica pero siempre se encuentra en el estado
cerrado.

o a,=1, cualquier condicion inicial que se tome permanece estable, es decir, no

hay dindmica que seguir en este caso. En otras palabras, todos los puntos son
fijos.
a,>1 como el valor de x, no depende de n, la sucesion de x, tiende a +oo,

cuando " tiende a **°. Entonces la orbita de cualquier punto diferente de 0

e>0 X, <€ kEZ q

diverge. No es dificil ver que dado cualquier Si , existe

X, >€

que , es decir, el punto fijo 0 es un repulsor.

Regién de “switcheo”.

d,-x
L(x)=—"—", si d=sx=d,.
()= s dsesd,
d, . . . .
El punto xs=m es un punto fijo de L,. A continuacién se mostrara las
-d +
2 1

restricciones de los umbrales 4, y 4> Primero se lleva a cabo la expansion, como se

muestra

@ __ 4 =§d2(dl—d2)"=d2§(dl—d2)"=d2{1+(dl—d2)+(dl—d2)2+(d1—d2)3+...}
d,-d +1 1_(d1_d2) =0 =0

o Sidi>d, gntonces *:>%

, este caso no es posible ya que nos interesa la
dinamica dentro de la region intermedia.

© di<d entonces 3
Si se encuentra dentro de esta region.

Con fundamento en los resultados anteriores, se pide los siguiente d, <x,<d, Yy
denotemos por x,=L)(x,), con n=1 a los elementos de la orbita futura de x, .

Calculemos la diferencia , primero

x'l - X.Y
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1! X, + d
dy-d,”" " (d,~d,)(d,~d,+1)|

(_dzidl)(xo_xs)

) es la pendiente del mapeo lineal L,. De manera inductiva podemos

1 d, d, |
|x1—xx|= - X, + - =
dy-d, """ d,-d,) d,-d +1|

(_ 4, idl )(x‘) (4, _dél +1))

donde (—

|x0—x

s

=+@—¢

2 1

calcular el término general,

1 d, d, | 1
‘xn _'x.x'l =\ ‘xn—l + - =~ |xnfl - xxl
d,-d, dy-d,) dy-d +1| | d,-d,|
= =_;H|x -x,|=|- ”|x0—x_| |
dz _dl 1 ' dz _dl '
Debido a que |- ! >1, entonces
2 _dl

n

ll’m|xn - x5| =lim

n—>w n—w

|x0—x

=+,

d2 _dl

para cualquier condicion inicial x,, es decir x, =+ . Por lo tanto, la o6rbita de

n—s

cualquier punto, excepto el punto fijo x, diverge, asi el punto fijo x, es un repulsor.

Cabe hacer notar que este punto fijo siempre es repulsor, recordando que la Unica

condicion es 0<d, <d, <1 (ver Fig. 24).

* Estado abierto.
L3(x)=a2(x—1)+1, si d,<x=l.

El punto x" =1 es un punto fijo de L,. Sea d, <x, <1. Como en los estados anteriores,

calculemos la diferencia

X, — X |,
* *
|xl -x |=|(a2x0+1—a2)—1|=|a2x0—a2|=|a2||x0—1|=|a2||x0 -x |

De manera inductiva,

X, —x*| = |(a2xn_1 +1 —a2)— 1| = |a2

X, — 1|

n-1

w n o
X, - X —|a2| X, — X

-..=|a,
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o Sia<l g puntofijo * =! es un atractor. En términos del modelo de canales
ionicos, esto nos indica que el canal se encuentra en el estado abierto

siempre, ya que nunca visita los otros posibles estados.

© gj %=1 todos los puntos son fijos.

o Si a,>1 tenemos que

lim

n—sw

_ *_l/ n _ *—+OO
X, =X | =limja, | |x, —x'| =+,

sin importar la condicién inicial x,, es decir x, =+ . Por lo tanto, x* =1 es un punto

n—>0o

fijo repulsor de L,.

10

0.8

0.6

Xn+1

04

02

0.0

Region de switcheo /

e

0.0 02 04 0.6 0.8 10
Xn

Figura 24. Punto fijo repulsor de la region de switcheo del MLT para los pardmetros: d, =0.1yd, =09
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Asi, en esta seccion hemos hallado los puntos fijos de cada uno de los mapeos lineales que
componen al MLT. Ademas, se mostraron las condiciones y restricciones de cada uno de los

parametros, segun se requiera abordar el uso de este modelo para canales ionicos.

10

0.8

0.6

Xn+1

0.4
Estado Abierto

02

00 /

00 02 04 06 08 10

Xn

Figura 25. Punto fijo del estado abierto del MLT para los pardmetros: d,=0.7,a, <l,a,=1ya, >1

5.3. Analisis de los parametros del MLT

* Si g, <1 cualquier condicion inicial dentro del intervalo cerrado tiende al punto fijo
atractor, cero. Y analogamente para a, <1. El punto fijo x, es un repulsor, asi que

nos interesa saber que sucede alrededor de este punto, es decir, queremos conocer

la dinamica dentro de la regién de switcheo. En la Fig. 26 se muestran dos orbitas
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alrededor del punto fijo repulsor. Si tomamos condiciones iniciales dentro del intervalo

[d,.d,], después de iterarlos estos se ubicaran en el estado cerrado o abierto, una vez

que se encuentren en una de estas dos regiones tienden a su respectivo punto fijo

atractor. Es importante notar que los puntos que se encuentran alrededor de x, se

empiezan a desplazar de tal forma que tratan de aproximarse a los extremos del
intervalo unitario. A continuacion se muestra la dinamica de un MLT para ambas
pendientes menores a uno (ver Fig. 26). Donde se observa que la dinamica dentro de
la region de alternancia es muy complicada, ya que si ampliamos cada vez mas los
subintervalos dentro de este intervalo no se encontraria la frontera entre las
condiciones iniciales que se van al punto fijo de la region cerrada y al punto fijo del

estado abierto.

10¢ // 10rF /
081 081 ]
— 0-6 I — 0.6 g
+ +
{x“ 04! L] X 04] X< }
021 " 02l
0.0 0.0 L5
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
Xn Xn

Figura 26. Orbita generada por el MLT para los pardametros: d, =0.1,d,=09,a,=09,ya, =09 con

condiciones iniciales alrededor de x, =0.5. Se observa que cada una de estas condiciones es atraida a

cada uno de los puntos fijos atractores, ya que son repelidas por el punto fijo repulsor.

Si a,=1, todos los puntos dentro del intervalo [0,4,) son fijos. Si a,<1 todas las

condiciones iniciales dentro de este intervalo tienden a su punto fijo atractor. Pero en
la region intermedia se comporta similar al caso anterior (Fig. 27), la Unica diferencia
es que las franjas verdes indican cuenca de atraccion hacia el estado cerrado (es

decir, no tienden a un solo punto mas bien a todos los posibles puntos dados por el
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intervalo cerrado). Sin embargo, las ventanas en blanco muestran lo mismo que el
caso anterior.

* Anélogamente para el caso en el cual ¢, <1 y a,=1, sblo que esta vez la cuenca de

atraccion es el cero por un lado y por el otro son todos los puntos dentro del estado
abierto.

* Sia-=1Y a =1, cualquier condicion inicial tomada dentro de los intervalo extremos
seran puntos fijos. Haciendo un estudio dentro de la regién de alternancia, la
situacion es la misma que la que se muestra en la Fig. 27, solo que las ventanas o

lineas indican cuencas de atraccion hacia los estados, y no hacia un solo punto.

0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Figura 27. Dinamica generada en la region de switcheo por el MLT para los parametros:

d, =0.1,d,=09,a,=09,ya,=0.9 . La linea roja indica que si tomamos al x, como condicion inicial
este es un punto fijo, asi que no habra dinamica que analizar. Pero alrededor de este punto fijo la
dinamica es muy compleja, las lineas verdes indican que estas condiciones iniciales tienden al punto
fijo atractor dado por el estado cerrado, mientras las ventanas blancas muestran que la dindmica de

estas condiciones iniciales se aproximaron al otro extremo del intervalo unitario.
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* Sia>1Y a<l1,las condiciones iniciales dentro de la region del estado abierto todas
tienden al punto fijo atractor uno. A excepcion de los puntos fijos repulsores, es decir
el cero y x,, cualquier otra condicién inicial de los intervalos cerrado y de switcheo
tienden al punto fijo atractor del MLT.

* Sig<lya>1la dinamica es similar al del caso anterior. En este caso el Unico
punto fijo atractor es el cero, y los puntos fijos repulsores son x, y uno.

* Sia>1Yya-=1, todas las condiciones iniciales dentro del intervalo abierto son
puntos fijos. Las condiciones iniciales dentro de los intervalos cerrado y de switcheo
tienden a la cuenca de atraccién dada por el estado abierto, es decir, no tienden a un
solo punto dado por esta region. A excepcion de los puntos fijos repulsores (0 y x, ),
la dindmica es como se menciond anteriormente.

* Siag=1Y a,>1, el andlisis es similar al del caso anterior. Todas las condiciones

iniciales dadas dentro del intervalo cerrado son puntos fijos. En este caso los puntos

fijos repulsores son: uno y x, . Cualquier otra condicién inicial tiende a esta cuenca de

atraccion dada por todos los puntos dentro del estado cerrado.
e Por ultimo si ambas pendientes son mayores a uno, entonces la dinamica es mas

compleja. En este caso existen tres puntos fijos repulsores (0, x, y 1). El resto de los

puntos dentro del intervalo unitario tienen una dindmica mas complicada. En otras

palabras, si tomamos condiciones iniciales dentro del intervalo (0,4,) estas orbitas

pueden visitar a todo el intervalo unitario sin tender un solo punto o cuenca de
atraccion. Y anadlogamente para las condiciones iniciales dadas dentro del intervalo
abierto. A continuaciéon se muestra en la Figura 28 que dada la region de switcheo
esta a su vez la podemos dividir en subintervalos, los cuales nos indican que si
tomamos una condicion dentro de cualquiera de estos sabremos cual es su cuenca
de atraccion de estados y una vez que se encuentra en cualquiera de estas dos
cuencas la dinamica es mas dificil de seguir. La Figura 28 exhibe las pre imagenes

(franjas anaranjandas) de la cuenca de atraccion del estado cerrado, donde

(L,’i(d]),Lzl’i(dz)] para i non . . . o
=40 _ , esto ejemplifica que si alguna condicién inicial se
[Lzl”(dz),L;’(dl)) para i par

—i

encuentra dentro de cualquiera de estas franjas marcadas después de iterar el
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1.0 1

Ln+1

numero de veces adecuadas esta orbita se encontrara en la cuenca de atraccién del

estado cerrado (intervalo [O,dl) ). Dentro de esta region de alternancia, también se

expone como alrededor de las franjas naranjas hay espacios blancos (o franjas
blancas), estos indican las pre imagenes de la cuenca de atraccién del estado
abierto. Los subintervalos blancos se definen de una manera analoga como los que
se describen para la cuenca de atraccion del estado cerrado. Cabe mencionar que

alrededor del punto x, hay estructura, en otras palabras las fronteras cercanas a este

punto fijo estan fracturadas.

_____________________________________________ |
1
@) 1
a |
< 1
o 1
o |
T 1
O |
1
|
1
1
/ 1 I
[/ i
!
/ 1
/ |
/ > !
w !
[/ = 1
= !
o !
|
/ 1
— = =] = —. — —_— |

0 c? c*tc® bo ot 10

Ls
Ln

Figura 28. Dinamica generada en la region de switcheo por el MLT para los parametros:

d =01,d,=09,4,=09,ya,=09.
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El objeto de estudio de este trabajo es el ultimo caso, esto es, se requiere analizar las
orbitas dadas por el MLT dadas por las pendientes mayores a uno. Esta ocurrencia es de
nuestro interés ya que si los tres puntos fijos son repulsores, aquello genera 6rbitas
aperiodicas que recorreran todo el intervalo unitario, es decir, la trayectoria del estado del

sistema no se estabiliza en los puntos fijos o ciclos ni diverge a infinito.

5.4.Calculo del exponente de Liapunov para el MLT

A continuacién, usando el teorema ergddico demostraremos que el MLT (dado por ambas
pendientes mayores a uno) es caotico, para ello basta mostrar que el exponente de Liapunov
es positivo. Recordemos del capitulo 3 que el exponente de Liapunov para un SDC se define

de la siguiente manera

A=iin LS In|£'(£" (%)

n—o p

i=

=fpn(x)]n|f’(x)|dx
g _ (5.4.1)

Al substituir en el lado derecho de la ecuacion (5.3.1) la forma explicita del MLT, se obtiene
1 d d, 1
pr\_[(x)ln|fL’T (x)|dx=fplw(x)ln|L,’(x)|dx+fp”(x)ln|L£ (x)|dx+fpl‘,,(x)ln|L3’ (x)|dx
0 0 dy d,

=R Ing, - P;In(d, ~d,)+ P, Ina, (5:4.2)

donde se han definido los valores de P para i=C,S,0 dependiendo de la regién. Por

d
ejemplo, para el estado cerrado tenemos P, =fp” (x)dx , Yy de manera similar para las otras
0

dos regiones del MLT. Asi, el exponente de Liapunov para el MLT se expresa de la siguiente

manera

A=P.lng -P, 1n(d2_dl)+P01na2. (5.4.3)

Es directo ver que la cantidad anterior es positiva cuando a,>1ya,>1 Yy que 0<(d,-d,)<1.

Por lo tanto, al ser el exponente de Liapunov del MLT positivo se ha demostrado que este

SD es cadtico.
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5.5.Particion markoviana para el MLT
Cuando se tiene un mapeo lineal a pedazos y los parametros del mapeo generan una
particién especial llamada markoviana, es posible caracterizar a un proceso markoviano. Se
demostro en capitulos anteriores que la ecuacion de Chapman-Kolmogorov caracteriza a un
proceso markoviano. Una particién markoviana esta definida por los siguientes puntos

(g b1, b,..... by (5.5.1)

que satisfacen que f(b,)=b paral=0,1,2,...,K . Esta particion genera los conjuntos

A, =(4.,é.+l) cuya funcion caracteristica denotamos por ‘1> es degcir,
‘i>= 1 31. X E A . (5.5.2)
0 si x& A,

Aplicando el OPF a la funcion caracteristica de A, obtenemos,

L& =0 si A, C(f(b).f (b))
U|l>=;u"‘|k>= =0 si A, @ (f(b).f (b)) 559

Una particién markoviana para el MLT se escribe como

donde x, es el punto fijo repulsor de la regién de “switcheo” hallado en la seccién anterior y

r €s un entero non pero también puede ser cero. En esta particion podemos identificar K

celdas en el intervalo unitario, las cuales se indican explicitamente a continuacion,
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A = [o,L;" (4))

A =|:Lil_(n+2)(dl),L:_(’M)(dl))’ i=2,.n+1

A= [dl ’Ezl (dz ))

An+3 = [L_Zl (dz)’L';2 (dl)

A =L (d).L5 ()

Ay =L ()., para 7 impar (5.5.5)
nared I:‘xs ’L;r (dl )]
K~(q+3) — L;} dl)’EZZ (d’ )]

Sin embargo, el niumero de celdas totales esta determinado por los nuevos parametros

n,gyr que a su vez estan condicionados por los parametros que rigen al MLT. Las
condiciones que se deben cumplir son
eroLl(dl)=L;q(d2)

(5.5.6)
L;oL3(d2)=L;"(d1)-

De (5.5.6) observamos que ™4Y" deben ser enteros, por lo que tenemos un problema que
plantea una ecuacion del tipo diofantina. No es facil resolver estas ecuaciones, pero en el
siguiente capitulo se presenta la solucion de uno de los casos mas sencillos, que es cuando
r=1.

Notemos que los estados del canal idnico estan constituidos por las celdas dadas por el
MLT:

n+l
Estado Cerrado = UA,.
i=1
K—(gq+1)

Regién de Switcheo = U A

i

(5.5.7)

i=n+2

K
Estado Abierto = | J 4,

i=K-q
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Cabe recordar que la unién de todos estos intervalos da como resultado el intervalo unitario.

5.6.La ecuacion de Chapman-Kolmogorov
La forma en que la distribucién inicial evoluciona temporalmente en general esta dada por

e, =Up,, sin embargo bajo ciertas condiciones se reduce a la ecuacién de Chapman-

Kolmogorov. Haciendo uso de la particibn markoviana para el MLT se caracterizara al
proceso markoviano.

Una distribucion homogénea sobre A, tiene la forma

1) _ \i>
S i (5.6.1)

donde <z\z> -b, es la longitud del intervalo A Al aplicar iterativamente el OPF a la

distribucién homogénea se obtiene la secuencia {po,pl,...,pn,...}. La probabilidad condicional

de que la variable aleatoria x, se encuentre en la celda k dado que x, estéd en la celda i es

~(k|p)) fpl k<U> (Kl (5.6.2)

Analogamente la probabilidad de  que la variable aleatoria x, se encuentre en la celda k

dado que x, esta enlacelda i es

P, nli)= (k| p,) _< <I:>’> . (5.6.3)
Usando (5.5.3) en (5.6.2) encontramos que
P(k.1]i) = (K& > u(4) (5.6.4)

u
<l‘l> zk M(A,) ik = z,k
donde W, es la probabilidad de transicion de la celda A, a la celda 4, en una iteracion.

Aplicando iterativamente (5.5.3) se obtiene

S(w), 1)

I=

Un l> -

(5.6.5)

y utilizando este resultado en (5.6.3) se tiene
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afi)= & ) (5.6.6)

Utilizando que para toda 1<r <n se cumple

(w)

()., = Sw) (), = (), el (5.6.7)
la ecuacion (5.6.6) toma la forma
P(k,nli) = EP(k,r 1)P(L,n-r|i) (5.6.8)

=1
que es la ecuacion de Chapman-Kolmogorov.
Cuando la funcion de distribucion inicial es una superposicion de distribuciones homogéneas,

ie.

o, =2pj(o)u(fz (5.6.9)

~—

K
que cumple la condicion de normalizacion EP].(O)=1. Y aplicando el OPF obtenemos

=0

S p (1)
=YP(1 5.6.10
p] & r( )‘L{(Ar) ( )
donde P, (1)= 21?,.(0)% Zgii . Al iterar se llega a
-3 )
O —;Pr(nH)H(Ar) (5.6.11)

.

K K

donde P,_(n+1)=2Pv(n)u/.,'uEi';=2Pj(n)W/.,. La probabilidad de que la variable aleatoria x,
= u{4; ) = '

con una funcién de distribucién p,(x) se encuentre en la celda r esta dada por

b,

B =(rlpa)= [pa(x)dx. (5.6.12)
br

de manera que la probabilidad de que el sistema se encuentre en la celda A, al tiempo n+1

esta dada por

R(n+1)=ip(r,1\j)}>j(n) (5.6.13)

Jj=1

definiendo el vector de probabilidades como
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P(n)= (P, (n).R(n),.... P (n)) (5.6.14)
la ecuacién de evolucién para la probabilidad toma la forma

P(n+1)=P(n)-W=P(0)- W', (5.6.15)
La solucién general de esta ecuacioén es

P(n)=C AV, + C AV, + .t C AV (5.6.16)
donde C, son constantes, A, y v, son los eigenvalores y eigenvectores de la matriz W,
respectivamente. Los eigenvalores satisfacen que ‘)Li‘sl, donde al menos uno de ellos es
igual a la unidad. Tomando el limite de la solucion cuando n— » solamente sobrevive el

eigenvector que corresponde al eigenvalor uno. De manera que
limP(n)=cv, . (5.6.17)

n—s

Esta solucion del vector de probabilidad corresponde a la distribucion invariante dada por

Up. (x)=p.(x)=p,(x). Para encontrarla se requiere resolver la ecuacion de eigenvalores
para A=1, vyW=v,. De manera que se tiene que resolver la ecuacion det|W-1/=0, asi el
vector de probabilidad estacionario satisface

P’ =P"-W (5.6.18)

K
es decir, B’ =Y P'W,, .

i=1
Resolviendo para la particion markoviana del MLT cuando el sistema alcanza su estado de

equilibrio se debe cumplir que el vector de probabilidad estacionaria sea

PS,=c(a',1,1,...,1,0,0,1,...,1,1, & ) (5.6.19)
a, -1 a, -1
donde
Cl{n+q+a+L+L} (5.6.20)
a-1 a,—1

y o es un valor a determinar dado el comportamiento dentro de la regién de alternancia del
MLT.
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5.7. Tiempo de ocupacién de un estado

El tiempo que un canal permanece en un estado se conoce como tiempo de ocupacién. Para
encontrar la distribucidn de los tiempos de estancia recordemos que los estados del canal
idnico estan constituidos por las celdas

n+l
Estado Cerrado = UA,.

i=1
K—(q+1)
Regién de Switcheo = U A
i=n+2 . (571 )

K
Estado Abierto = U A
i=K-q
Empezaremos por analizar la distribucién de tiempos de estancia en el estado cerrado, como
la ultima celda que corresponde a este estado es A, , notemos que

n+l
L"(A)=A,, para i=2,..n

n+l

(5.7.2)
si se considera que el mapeo se aplica en intervalos de tiempo Af, entonces los puntos que

se encuentran en la celda A, duran un tiempo T, =(n+1—i)At en el estado cerrado, por lo

que la probabilidad de que el tiempo de estancia en el estado cerrado sea M At esta dado

por
P.(t=MAt)=P,(n+1-M); paraM =1,2,3,...n-1
-M -M-1
P.(t=MAr)=P,(1) b (d‘)_n_Ll Ml)):ﬂ,(l)%;paraMzn . (5.7.3)
L"(d,) a

De manera que la probabilidad acumulada de que el tiempo de estancia en el estado cerrado

sea MAt, la cual se define como la probabilidad de que T sea mayor o igual a M At

R_(rzMAz)=gR.(T=rAf) (5.7.4)

toma la siguiente forma cuando M <n

R,(TZMAZ‘)=R1(1)+n2MR«(r) (5.7.5)

en donde usamos que

Pc(rznAt)=PS, (1) (5.7.6)

En tanto que cuando M >n usamos lo siguiente
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P,(1)=—=P, (1)

M
al

P(t=MAr)=

~

(5.7.7)
Utilizando la forma explicita del vector de probabilidad estacionario dada por (5.5.19),
obtenemos

P(t=MAt)=c paraM =1,2,...,n-1
P.(t=MAt)= ;_n paraM =n (5.7.8)
1
Asi, la probabilidad acumulada para el estado cerrado es:
P(t=MAt)=P,()+P,(2)+...+ P, (n+1-M)=P,(1) 1+(1—1)(n—M) ;paraM <n
a,
P[(rzMAt)=%R,(l); paraM =n (5.7.9)
a,
definiendo
_Ing
YA
K, = Ina,
At (5.7.10)
T, =1At

las expresiones anteriores toman la forma

P, (1) sit, =T,

st

%(U[H%(l—e‘“‘“)};si T, <7, (5.7.11)

P(r=1,)=

Veremos ahora cual es la distribucion de tiempos de estancia en el estado abierto, para tal
fin usamos que la primera celda de este estado es la A;_, y para llegar a ella partiendo de
las celdas que conforman al estado abierto (excluyendo la primera y la ultima celda que
conforman al estado abierto) se aplica la funcién L.
L (Ag.)= Ay, para i=1,...q-1
(5.7.12)

de manera que los puntos que estan en Ay, duran un tiempo 7, , =(i+q)At en el estado
abierto, para el subindice i definido arriba, asi la probabilidad de que el tiempo de estancia

en el estado abierto sea MAf es
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Py(t=MAr)=P,(M+K-q); paraM =1,2,....g-1

B (r = MAT) = P, (K) 2 l(fi;(z)(d) (“;H{,)R,(K); para M = q _ (5.7.13)

a,

La probabilidad acumulada para M < g es entonces

g-1
5 (7= MAY)= Y P, (r+K -q)+P,(K)
r=M

(5.7.14)
y haciendo uso de (5.6.19) obtenemos
Po(rzMAt)=c((q—M)+a2)=[1+(1—1)(q—M) P,(K); paraM <gq
a,-1 a, (5.7.15)
La probabilidad acumulada para M > g esta dada por
M
P,(t=MAr)= R‘_,(K)#q(dz) = ;_q P,(K); paraM >gq
1-L(d,)  a (5.7.16)
utilizando las definiciones dadas en (5.8.10) tenemos
P, (K)eikz(”’*r“); parat, =7,
F, (TZTM)= T -T
P,(K) 1+‘1Tt"4(1—e"‘2m) ;paratT, <T, (5.7.17)
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6.Resultados

A continuacioén, analizaremos un modelo LT muy sencillo con la herramientas descritas en el
capitulo anterior.

El mapeo es el siguiente

L (x,)=(1.1)x, si 0=x,<(0.1)
fir(x,) = Lz(xn)=[%} si (0.1)=x,<(09) (6.1)

Ly(x,)=(1.8)(x,-1)+1 si (09)<x, =<1

donde se han substituido los siguientes valores para los parametros:

a,=1.1,a,=1.8,d,=0.1,yd, =09, en la Fig. 29 se muestra este mapeo.

6.1. Puntos fijos repulsores

Como ya se mencioné en el capitulo 6, para todos los mapeos de LT (sin importar el valor de
sus parametros) existe un punto periédico repulsor para cada region. En el caso de los
estados cerrado y abierto el valor de estos puntos fijos repulsores siempre son xZ =0yx,=1
para su respectivo estado. Para el calculo del punto fijo repulsor correspondiente a la regién
de switcheo, se substituyen los parametros d,=0.1yd, =0.9, asi que el valor que toma para
este MLT en especifico es x, =0.5. Cabe mencionar que el punto fijo x, es la interseccion

del MLT vy la recta de 45° dentro de la regiéon de switcheo en la Fig. 29. El valor de este

punto fijo se empleara en las siguientes secciones.

6.2. Exponente de Liapunov
El calculo del exponente de Liapunov para este MLT en especifico que se esta analizando se

escribe a continuacion de manera cualitativa, ya que como recordaremos del capitulo 5 este
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Xn+1
1.0

0.8}

0.6}

0.4}

0.2+

1 " " " 1 " " " 1 " " " 1 " " xn
0.2 04 0.6 0.8 10
Figura 29. El MLT muestra la funcion (lineas moradas) que predicen el valor de la corriente x,,,

como una funcién del valor de la corriente previa x,, . Los pardmetros del mapeo son

d,=0.1yd, =0.9 los cuales son extremos de los regimenes funcionales y las pendientes

a,=1.1y a, =1.8 de los mapeos lineales corresponden a los estados cerrado y abierto respectivamente.

valor depende de la distribucion invariante del sistema, sin embargo, el calculo de esta
densidad de probabilidad no se lleva a cabo explicitamente.

A =(0.095)P. +(0.22) P, +(0.59) P, (6.2.1)

donde

0.1
P. =fpj,(x)dx,
0

0.

P=[p,(x)dxy. (6.2.2)

0.1

1
PO = fpst (’x)dx’
09
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Es importante recalcar que aunque no se tiene el valor explicito del exponente de Liapunov,
debemos notar que A>0. De (6.2.1) y dado que P parai=C,SyO cumplen con la

condicion de normalizacion esto nos asegura que el exponente de Liapunov es positivo y

ademas, que el mapeo es cadtico.

6.3.Series de tiempo

La corriente de salida generada por un canal i6nico se puede representar mediante una
serie de tiempo. Usando el MLT propuesto en este capitulo se obtuvo la serie de tiempo que
se muestra en la Fig. 30. A juzgar por su forma, la similitud con los registros obtenidos

experimentalmente mediante la técnica del Patch-Clamp (ver capitulo 4) salta a la vista.

Corriente
10}

08l

0.6+

041

02l

VW)WY

100 20 300 400 500

Figura 30. Serie de tiempo generada por el MLT para los pardmetros

a,=1.1,a,=18,d, =0.1,yd,=09.
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De la Fig. 30, notemos que en el subintervalo [0,0-1) esta serie de tiempo representa al

canal en su estado cerrado, y en (0.9,1] es la representacion del canal idnico en el estado
abierto. Es importante mencionar que la condicion inicial de esta serie de tiempo es

-6 . y . , .
X, =5x107" | Ia cual esta cercana al punto fijo del estado cerrado, X =0, asi que esta serie

de tiempo nos recalca que este punto fijo es un repulsor. A continuacién, se mostraran otras
series de tiempo con los mismos parametros del MLT, pero con diferentes condiciones
iniciales.

Debemos notar de estas series de tiempo que al igual que los registros proporcionados por

la técnica de Patch-Clamp, la representacion del canal idnico en los estados abierto y

Corriente
10}

0.8+
0.6+

04t

02l

UL D

" " 1 " " " " 1 " 1 t
50 100 150 200

Figura 31. Serie de tiempo generada por el MLT dado por la ecuacion 6.1 con la condicion inicial

X, =0.555555, cercana al punto fijo repulsor de la region de switcheo.
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Corriente
1.0

08f

041

02k

1

" " " " " " " 1 " " " " 1 t
50 100 150 200

Figura 32. Serie de tiempo generada por el MLT dado por la ecuacion 6.1 con la condicion

inicial x, = 0.99999999 , cercana al punto fijo repulsor del estado abierto.

cerrado esta dada por intervalos, es decir, el mapeo permanece un cierto tiempo en los
subintervalos correspondiente y luego visita la region de switcheo (un breve tiempo),
unicamente para hacer el cambio de estado, y en este nuevo estado se repite el proceso.
Finalmente se muestra que una pequefia variacion en las condiciones iniciales de este

mapeo puede llevar a diferentes estados finales como se indica en la Fig. 33.
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Xn

“INDVN NN D \ IO

04

02

A2V % L)_V///)W
50 100 150 200

Figura 33. Series de tiempo generadas por el MLT para dos condiciones iniciales que difieren por

n
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6.4.Diagrama de recurrencia del MLT
Un método grafico muy utilizado para hallar el valor de la sucesién de puntos {x,,} y de los

puntos de convergencia consiste en realizar una representaciéon grafica de la funcion,

denominada diagrama de recurrencia, tal y como podemos observar en la Fig. 34.
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Xn+1

o o

08+

0.6

04

0.2+

_ N,

02 04 06 08 10

Figura 34. Diagrama de recurrencia para el MLT de estudio en este capitulo.

6.5. Particion markoviana
Para hallar una particion markoviana de este MLT, primero debemos resolver las condiciones

dadas por la ecuacion (5.5.6), como ya se menciond el caso mas sencillo es cuando r=1, es

decir,
Lok (d)=L(d:) (6.5.1)
L,oLy(d,)=L"(d,)
que en conjunto, deben cumplir la siguiente relacion
(dy-d,)" =ajad(a,-1)(a, -1) (6.5.2)
esta relacion puede reescribirse en la forma
g=an+f (6.5.3)
donde
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Ing,
o=

Ina,

ln(<a(‘_121)—(‘i1 )2_ 1)] :
ﬁ _ 1 2

Ina,

(6.5.4)

La ecuacion (6.5.3) es la ecuacion diofantina lineal a resolver para el MLT que se esta

analizando en este capitulo, cuya solucion corresponde a los puntos sobre la linea

g=an+ B con valores enteros tanto para la abscisa como para la ordenada. No6tese que se

trata de una ecuacion diofantina inusual debido a que los coeficientes alfa y beta son

numeros reales, no necesariamente racionales.

En la Fig. 35 se muestra una representacion grafica de la ecuacién diofantina lineal para los

valores correspondientes para el MLT en cuestion. Se observa que los valores de Y4 no

son enteros, pero por razones de simplicidad, emplearemos los aproximados que sefiala la

grafica.

Haciendo uso de los valores n=3y g =4 dados por la grafica de la Fig. 35, también que

r=1, y substituyendo demas parametros en la particidn markoviana propuesta por (5.5.4),

obtenemos la siguiente particion para el MLT en cuestién

[0.5(0.1),.... 5" (0.1),0.1,15'(0.9),0.5,15'(0.1),0.9, L' (0.9).... 5* (0.9).1]

donde

L (x) ==

(6.5.5)

(6.5.6)
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q

5
//
//

//
3
2
]

2 4 6 8 10

Figura 35. Grafica de la diofantina lineal para los valores del MLT,

a=1.1a,=18d,=0.1yd, =09 n=3yq=4 g4y a5 soluciones a estudiar.

La particién dada por (6.5.5) nos dice que existen K =13 celdas para el intervalo unitario, las
cuales se indican explicitamente a continuacion
A =[0,7(0.1))
A =[L7(0.0),L7(0.1)); i=2,...4
=[0.1.L5}(09))

(6.5.7)

=
[}
—_—~
o
v O
Nh;_
—_
S
—
~
—

Ani=(L7(09),L7°(09)]; i=1,...4
A
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Finalmente, los intervalos quedan de la siguiente manera

4
Estado Cerrado = U A

i=1

8
Regién de Switcheo = UA,. . (6.5.8)

i=5

13
Estado Abierto = UAi

i=9

6.6.La ecuacién de Chapman-Kolmogorov

Usando la particién markoviana para este MLT en la ecuacion (5.4.3) se obtiene lo siguiente
1
uly=—{n+[2)}
1
Uliy= i|i+1>; i=23,..,4
a
U|5>=(d2 —dl)|13>

ul6) =, - )}
‘:9 (6.6.1)
U|7)=(d, -d) i)
i=2

U|8)=(d,-d)|1)

Uli3)-—-{13)+12)}

2

de manera que los elementos de matriz asociados con el OPF son:
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5, : (6.6.2)

(6.6.3)

)= , 1=0,..,3
w(A,,;) g
1-d
“(AB):( 42)
a,

Haciendo uso de estos resultados y substituyendo los valores de los diversos parametros,

podemos obtener la matriz de probabilidades de transicion del proceso de Markov
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091 0.091 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 (6.6.4)
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 00085 0.009 001 0011 0.8 0.09 0.05 0.028 0015 0.009 0.005 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0444 0555
y el vector de probabilidad estacionaria es
P, =(0.045)(11,1,1,1,1,0,0,1,1,1,1,1,2.25) . (6.6.5)

6.7.Estudio de histogramas
Para el andlisis de varios canales i6nicos (ensemble), también se puede generar un
histograma como se muestra en la Fig. 36 con los resultados del modelo propuesto. En esta
figura se ven dos picos: el de la izquierda corresponde a las realizaciones que dieron lugar al
estado cerrado, mientras que el de la derecha corresponde a las realizaciones que fueron a
dar al estado abierto. Cabe sefalar que este histograma se generé a partir de una funcién
inicial de distribucién azarosa en el intervalo completo. Desde luego, esta distribucion aun no
ha llegado a su estado de equilibrio, la cual se observaria si los picos fuesen mas
pronunciados. Ademas, es importante sefalar que el histograma aqui mostrado ya se
encuentra normalizado, es decir, no este no es el histograma de poblaciones.
Notemos que los estados del canal idnico estan constituidos por las celdas dadas por el
MLT:

(A.4,.4,,4,) Estado cerrado

(A5, Aq,-AsLAS) Regién de Switcheo (6.7.1)

(Ay. A, A, AL Ay Estado abierto
Reescribiendo el vector de probabilidad estacionaria de (6.6.5) para el MLT de nuestro

estudio, obtenemos

P, = (0.495,0.045,0.045,0.045,0.045,0,0,0.045,0.045,0.045,0.045,0.045,0.101) . (6.7.2)
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[ ] I

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figura 36. Histograma generado por el MLT para los pardmetros

a,=11a,=18d =01,d,=09,x,=05,n=3,g=4yr=1.

Analogamente, para los datos del histograma mostrado en la Fig. 36 tras la simulacion

computacional se hallé que el vector de probabilidad estacionario queda

P, = (0.4978,0.0428,0.0457,0.0478,0.0484,0,0,0.0503,0.0439,0.0477,0.0453,0.0477,0.0826) . (6.7.3)

Es claro que de los resultados obtenidos en (6.7.2) y (6.7.3) se nota que el histograma
mostrado se encuentra fuera de equilibrio, aunque muy cerca de él. Por lo tanto, los
resultados hasta ahora son satisfactorios en cuanto a que se observa tienden a los valores
esperados, lo que hace falta entonces para llegar al estado estacionario es seguir iterando el

sistema; es decir, aumentar el tiempo de computo.
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7.Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo se proporcionan herramientas conceptuales y matematicas para analizar el
comportamiento estocastico de las corrientes de canal unitario y aquellas generadas por un
gran numero o ensamble de canales idnicos. Del registro experimental de un canal idnico,
como el de la Fig. 17, se pueden medir los tiempos medios de apertura y cierre, de tal
manera que se puede determinar el esquema de transicion, asi como las velocidades de
transicion. En los registros de largos periodos se puede observar el comportamiento de
apertura y cierre del canal, y a partir de ahi es posible proponer el esquema de transicién
que sigue el canal. Los mecanismos de funcionamiento de un canal idnico se han descrito a
partir de las mediciones experimentales de sefnales producidas por ellos durante su actividad
en reposo y bajo estimulos. Las sefales que comunmente se miden son la corriente unitaria
(corriente de un solo canal), la corriente de compuerta, la corriente macroscopica (corriente
debida a todos los canales) y las conductancias. Segun se ha planteado anteriormente,
cualquiera de estas mediciones se puede asociar a una variable aleatoria que la describa, de
forma que cada canal tenga asociados como atributos a estas variables.

Asi, el poder establecer la probabilidad de que un canal se encuentre en un estado u otro,
nos permite definir el valor de cada atributo para un tiempo dado. Con ello podemos llegar a
predecir, sobre bases estadisticas, el comportamiento de cada variable en el tiempo, y asi
complementar el estudio experimental de los canales ionicos y sus propiedades. La
herramienta del analisis estocastico es util para describir el comportamiento de cada canal
en forma individual, para luego asociarlo con las corrientes macroscopicas.

Si cada canal presente en la célula puede ser modelado como un proceso de dos estados,
de acuerdo a lo presentado en el Capitulo 4 podriamos conocer tanto la disponibilidad de
cada canal como el tiempo de ocupacion de cada estado, con lo cual seriamos capaces de
evaluar la corriente total para cada tiempo. Cabe mencionar que el modelo de dos estados
ignora los otros estados conformacionales de un canal i6nico. Esto es, un canal en realidad
presenta otros estados durante su proceso de activacion o desactivacion, tales como el
estado inactivo, ampliamente reportado. En consecuencia, un modelo de dos estados sdlo

nos permite estudiar y simular parte de la informacion que se obtiene durante un registro
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experimental, aunque es muy conveniente y de facil acceso. Esta es la razén principal por la
cual se han publicado modelos que incluyen decenas de estados discretos y que reproducen
con mayor fidelidad el comportamiento real de un cierto tipo de canal iénico.
Matematicamente, el comportamiento de un canal iénico comiunmente se describe como no
deterministico, por lo que se requiere del analisis estocastico para manejar e interpretar
dicho comportamiento.

En este trabajo se estudié un mapeo caotico determinista propuesto por Liebovith y Toth
para modelar la cinética de apertura y cierre de los canales idnicos. Este modelo representa
tres estados conformacionales del canal, es decir, el MLT ademas de modelar los estados
cerrado y abierto también incluye al estado inactivo del canal.

Los resultados obtenidos hasta el momento, para el estudio de un solo canal, son capaces
de generar series de tiempo muy similares a las obtenidas mediante la técnica experimental
del patch-clamp, por lo que puede pensarse que la dinamica de cierre y apertura de los
canales ionicos puede modelarse mediante el MLT. Para el estudio de un canal, se requiere
examinar una 6rbita muy grande generada por el MLT, es decir para N = ® donde N es el
numero de iteraciones, posteriormente se realiza el histograma generado por esta 6rbita y
finalmente se pretende obtener la distribucion invariante que caracteriza al sistema dinamico
cadtico. Hay que sefalar que este proceso no es sencillo, por lo que se recurre a una forma
alternativa de hallar la distribucion invariante del sistema.

La otra forma de encontrar a la distribucion invariante que caracteriza al sistema dinamico
cadtico en cuestion se resume enseguida. Primero se consideré6 un ensamble de canales
idnicos, de los cuales sus estados iniciales son variables aleatorias, de tal modo que este
conjunto esta caracterizado por su respectiva densidad de probabilidad. Al aplicar el MLT a
este conjunto de variables aleatorias, se generd un nuevo conjunto de variables aleatorias y
la densidad de probabilidad que lo caracteriza. Entonces, el MLT define un proceso
estocastico, caracterizado por la secuencia de sus funciones de distribucion. Es importante

recordar que esta sucesion de funciones de distribucion esta gobernada por el OPF. Esta
secuencia de densidades de probabilidad tiende a una distribucion limite p,, (x) que es
independiente de la forma explicita de la distribucion inicial, esta propiedad es consecuencia
de que el MLT es cadtico.

Cuando le aplicamos el OPF a p,, (x) la distribucion permanece invariante, de forma que
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satisface la EPF, es decir, Up,(x)=p,(x)=p,(x). Asi, la distribucion limite es la
distribucion invariante ante el MLT. Finalmente, la evolucion temporal dada por

Upn(x) =0, (x) se redujo a la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, la cual caracteriza a un

proceso de Markov.

En general se demostro que el MLT, el cual es un mapeo cadtico determinista, puede
generar un proceso estocastico. Se propuso una particion markoviana dentro del intervalo
unitario para este modelo en particular mostrando asi que la ecuacién de Perron-Frobenius
se resume a la ecuacion de Chapman-Kolmgorov y poder asi describir un proceso
Markoviano.

Utilizando que la solucidon estacionaria de un proceso de Markov es proporcional al
eigenvector de la matriz de transicion correspondiente al eigenvalor uno, se encuentra la
matriz de transicion que corresponde al mapeo de Liebovitch y Toth. Se resuelve luego la
ecuacion de eigenvalores, con lo que se encuentra la solucion estacionaria para el mapeo.
Con este resultado se calculan las distribuciones de tiempos de espera en los estados
abierto y cerrado y finalmente se evaluan las distribuciones acumuladas de tiempos de
estancia en tales estados, encontrando que son simétricas. Estas expresiones difieren de las
encontradas por Liebovitch y Toth, que con una hipotesis ad-hoc predicen un
comportamiento exponencial, que solamente se cumple en el caso de que los tiempos de
espera sean grandes.

Cabe destacar que se realizaron diversos estudios del MLT para diferentes valores de los
parametros que componen a este modelo, pero por cuestiones de espacio se selecciond uno
de los mas representativos para exponer en este trabajo. De estos diversos mapeos de
estudio, se concluyo que las pendientes ¢, y a, tienen un gran peso en las probabilidades de
estancia en su respectivo estado. Como ejemplo, recordemos el caso del MLT analizado en

el Capitulo 6, donde q, <a, y la probabilidad de estar en el estado cerrado era mucho mayor
que la probabilidad de estar en el estado abierto. Los valores umbrales (d, y d,) definen el

comportamiento del sistema en la region de switcheo. Y finalmente, merece mencionar que
las ecuaciones diofantinas generadas por los diversos mapeos de LT, se analizaron tanto
numeérica como geométricamente, pero como ya se menciond antes, no estan incluidas en
este informe. La mayoria de las soluciones de las ecuaciones diofantinas son

aproximaciones, pero los casos mas sencillos si son soluciones exactas.
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Como se observa de las series de tiempo mostradas en el Capitulo 6, aun se requiere
modelar mejor el comportamiento del canal i6nico en los estados de transicion. Esto se logra
mediante una particion markoviana dentro de la regién de switcheo mas detallada, de tal
forma que sea mas visitada por la o6rbita de estudio. Sin embargo, esto implica mayores
vicisitudes al resolver la ecuacion diofantina.

También, queda pendiente resolver por completo el exponente de Liapunov para este mapeo
cadtico. Ya que debemos recordar que depende explicitamente de la distribucién invariante,
pero como ya se ha venido mencionando, esto se pude resolver mediante la ecuacion que

caracteriza al proceso estocastico.
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