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Introduccidn

El estudio de las representaciones de dlgebras asociadas a quivers (car-
cajes, en la traduccién al espanol), ha sido un drea de gran interés en la
algebra asociativa y teoria de representaciones de dlgebras. Para compren-
der la estructura de estas algebras, es fundamental recurrir a herramientas
de la teoria de moédulos y la teoria de anillos. Estas ideas comenzaron a
tomar forma en el siglo XIX con los trabajos de Richard Dedekind y Jo-
seph Wedderburn, quienes sentaron las bases del estudio de los anillos y sus
modulos. Sin embargo, fue en el siglo XX cuando la teoria avanzo significati-
vamente con la introduccién de conceptos clave como los médulos artinianos
y noetherianos, fundamentales para el andlisis de la estructura de los médu-
los sobre un anillo proporcionando informacién clave sobre las condiciones
de finitud y estabilidad de estos. Por otro lado, los médulos simples y semi-
simples permiten describir la descomposicién de los médulos en términos de
componentes irreducibles.

Emmy Noether y Emil Artin realizaron contribuciones esenciales a la
teoria de anillos y moédulos en la primera mitad del siglo XX. Noether for-
mulé las condiciones de finitud, permitiendo un mejor control sobre la es-
tructura de los médulos y anillos, mientras que Artin trabajé en la teoria
de anillos semisimples, estableciendo la conexién entre representaciones y
modulos simples y semisimples. Estas ideas fueron refinadas posteriormen-
te, influyendo en el estudio de las representaciones de algebras.

En el estudio de las representaciones de dlgebras, uno de los principales
resultados que se utilizan es el Teorema de Krull Schmidt. Este tiene su
origen en la teoria de grupos, con los trabajos de Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1909), quien lo formulé para grupos finitos. Posteriormente,
Robert Erich Remak demostré que los factores inescindibles son isomorfos.



Mas tarde, Wolfgang Krull y Otto Schmidt extendieron estos resultados a
grupos que satisfacen las condiciones de la cadena ascendente (A.C.C.) y
descendente (D.C.C.) en subgrupos normales. Robert Erich Remak también
presenté una version del Teorema de Krull-Schmidt para médulos de lon-
gitud finita. En 1950, Goro Azumaya ampli6 el teorema a sumas infinitas
de médulos con anillos de endomorfismos locales. En la teoria de represen-
taciones de &dlgebras sobre moédulos finitamente generados, el Teorema de
Krull-Schmidt desempena un papel fundamental, ya que permite identificar
la importancia de los médulos inescindibles.

Las K-algebras de dimension finita proporcionan ejemplos y un contex-
to particular dentro del estudio de las K-algebras de Artin, presentes en la
teoria de Auslander-Reiten. En este contexto, los anillos locales también des-
empenan un papel importante, ya que muchas algebras de caminos pueden
descomponerse en componentes locales, facilitando su analisis estructural.
Las representaciones de quivers ofrecen una manera tanto visual como alge-
braica de estudiar estas algebras, lo que ha llevado a numerosos avances en
teoria de categorias y teoria de representaciones de dlgebras. En la segunda
mitad del siglo XX, Peter Gabriel revolucioné la teoria de representaciones
al establecer un vinculo entre las representaciones de quivers y las dlgebras
de dimensién finita. Su famoso teorema proporciona una caracterizacién de
cuando una algebra de caminos finita es de tipo finito, permitiendo la cla-
sificacién de sus representaciones mediante diagramas de Dynkin. En este
sentido, las representaciones de quivers permiten visualizar y estudiar la es-
tructura interna de los moédulos sobre algebras de caminos, facilitando su
clasificacién en términos de categorias de moédulos.

Los prerrequisitos para esta tesis son esencialmente teoria de modulos y
teoria de categorias. Esta tesis se divide en tres secciones.

En el capitulo [2] introducimos nociones bésicas de teoria de categorias,
junto con algunos ejemplos clasicos. Se estudian categorias abelianas, al-
gunas de sus propiedades y como estas nos seran ttiles para el estudio en
los préximos capitulos. Veremos las demostraciones categéricas de teoremas
importantes en sucesiones, como lo son el “Lema de la serpiente” y el “Le-
ma del cinco”. Finalmente, haremos una breve introduccién funtorial de los
prerradicales en la categoria de mdédulos.

En el capitulo [3] comenzamos con una introduccién a la teoria de médu-
los presentando las definiciones y propiedades principales de los mddulos
artinianos y noetherianos para estudiar propiedades de finitud y sucesiones
exactas cortas sobre médulos. Esto nos da oportunidad de iniciar el estudio
de la teoria de representaciones de moédulos semisimples, lo que nos permite
demostrar los teoremas clasicos de Jordan-Holder y Krull-Remak-Schmidt.

En el capitulo |4 comenzamos con el estudio del algebra de caminos,
iniciando con las definiciones de carcajes (quivers) y algunas de sus propie-
dades. Luego, abordamos la construccién de K-algebras K () asociadas a un
quiver, haciendo énfasis en la propiedad universal, sus propiedades, ideales




y mostrando diversos ejemplos de K-algebras, en particular, el dlgebra de
Kronecker. Analizamos las K-dlgebras de dimensién finita y, dada una K-
algebra con ciertas propiedades, veremos cémo se le puede asociar un carcaj
finito para finalmente llegar al teorema de Peter Gabriel.







Preliminares

El propédsito de este capitulo es presentar un breve recordatorio de los
conceptos y teoria basica de la teoria de categorias, enfocandonos al final de
este, en teoremas clasicos en categorias de médulos y (sub)funtores aditivos.
Las demostraciones, asi como un tratamiento mas profundo y desarrollado
de estos conceptos, pueden ser consultados en [24] [3], [4] y [23].

2.1 Categorias

En este capitulo se presentaran los conceptos bésicos de la teoria de
categorias, incluyendo la definicién formal de categoria, asi como algunos
ejemplos fundamentales como: las categorias de conjuntos Sets, grupos GR
y médulos Mod(R). También se abordaran ciertos morfismos importantes,
como los monomorfismos, epimorfismos, etc.

Definicion 2.1.1 Una categoria &, consiste en una terna de ingredien-
tes: una clase de objetos Obj(€), un conjunto de morfismos Hom(A, B)y
para cada par de elementos A, B € Obj(€) y una composicion definida de
la siguiente forma.

oaB,c : Homy (A, B) x Homg(B,C) — Home (A, C)
(f,9) —>go f.
Donde se satisfacen las siguientes condiciones:

c.1) Para cada par de objetos, el conjunto Hom es disjunto, esto es: Para
A,B,C,D € € se tiene que Hom(A, B)y N Hom(C, D)y = 0.
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¢.2) Para cualquier A € Obj(€), existe un unico morfismo
14 € Homy (A, A) tal que para todo f € Homy (A, B)

fola=fylpof=/

c.8) Para A,B,C,D € Obj(€) y para cualesquiera f € Homg (A, B),
g € Homy(B,C) y h € Homg(C, D) se satisface que:

ho(gof)=(hog)of.

Definicién 2.1.2 Una categoria € es pequena en el caso en que Obj(%)
corresponda a un conjunto.

Definicién 2.1.3 Sean € y ¢’ categorias. Decimos que ¢’ es una subca-
tegoria de € si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para cada A € Obj(€¢"), se tiene que A € Obj(F).
b) Para cualesquiera A, B € Obj(¢"), Homy: (A, B) C Homg (A, B).

¢) La composicidn en €' es la restriccion de la composicion en €. Esto es
para f € Homy/ (A, B) y g € Homy/ (B, C),

gog [ =gog f.
d) Para todo A € Obj(€"), se cumple que 1’y = 14.

Definicién 2.1.4 Sean € una categoria y ¢’ una subcategoria de €. De-
cimos que €' es una subcategoria plena de ¢ si se satisface que para

cualesquiera A, B € Obj(€¢"), Homg (A, B) = Homg (A, B).

Para simplificar notacion, en ocasiones escribiremos g o f como gf, y deno-
taremos A € € para indicar que A € Obj(¥).

Ejemplo 2.1.5 En los siguientes incisos, recordamos algunos ejemplos bd-
sicos de categorias.

a) La categoria conjuntos Sets: Los objetos son la clase de todos los conjun-
tos, los morfismos son todas las funciones de A en B y la composicion
es la composicion usual de funciones.

b) La categoria de grupos Grp, donde los objetos son grupos y los morfismos
son homomorfismos de grupos.

b.1) Consideremos la categoria de grupos abelianos Ab, es una sub-
categoria plena donde, los objetos son los grupos abelianos y los
morfismos son los homomorfismos de grupos.




¢)

4)

)

La categoria de anillos RING: Los objetos son anillos y los morfismos
son homomorfismos de anillos. En esta categoria podemos destacar las
siguientes subcategorias:

c.1) La categoria de anillos asociativos unitarios RINGy.
c.2) La categoria de campos FIELD.

¢.8) La categoria de anillos conmutativos con identidad C-RING.

Notemos que RING; es una subcategoria de RING que no es plena.

La categoria de espacios vectoriales sobre un campo K dado Vec(K).
Los objetos son espacios vectoriales sobre el campo K y los morfismos
corresponden a las transformaciones lineales entre K-espacios vectoria-
les.

La categoria de R-modulos izquierdos con R un anillo asociativo con
identidad, R-Mod. Los objetos son los R-mddulos a izquierda; y los mor-
fismos son los homomorfismos de R-mddulos a izquierda. En ocasiones,
denotaremos esta categoria como Mod(R). En esta categoria podemos
considerar las siguientes subcategorias plenas de Mod(R):

e.1) La categoria de R-mddulos izquierdos finitamente generados, deno-
tada por R-mod o mod(R). Donde los objetos son los R—mddulos
izquierdos finitamente generados.

e.2) La categoria de Wisbauer o[M] de un mddulo dado M, donde los
objetos son los modulos subgenerados por M, es decir, dados M, N €
Mod(R), N es subgenerado por M si N es isomorfo a un submddulo
de un modulo generado por M.

De manera andloga, se tiene Mod-R la categoria de R-mddulos a dere-
cha.

La Categoria de conjuntos parcialmente ordenados POSET. Los objetos
son conjuntos parcialmente ordenados; (P,<); donde P es un conjunto
no vacio, <C P x P es una relacion de orden parcial y los morfismos
son funciones que preservan el orden, esto es, f: (P,<) — (Q, =) es un

morfismo de copos que satisface que para todo x,y € P, tal que x < y,
entonces f(x) < f(y).




Definiciéon 2.1.6 Dada una categoria € se define la categoria opuesta
C°P de la siguiente forma:

a) Obj(€°P) .= Obj(%).
b) Para cualquier par de objetos A, B € €°P

Homgopr (A, B) := Homyg (B, A).

¢) Para cualesquiera f € Homgop(A, B), g € Homgop(B,C), se define la
cOmposicion como:
gogor | = fPg?.

Presentamos un ejemplo donde se puede entender un poco este principio.
Consideremos la siguiente propiedad sobre un objeto A € €
P(A)= Para cualquier B € Obj(%), existe un unico morfismo f € Hom (A, B)
Primero remplacemos todas las afirmaciones en % en términos de €°P:
P°P(X)= Para cualquier B°? € Obj(%€°P), existe un unico morfismo
f € Homgop(BP, AP).
Finalmente traducimos la propiedad P°P(X):
PP(X) = Para cualquier B € Obj(%¢) existe un tinico morfismo
f € Homy (A, B).

Definicion 2.1.7 Sea € una categoria. Un objeto A € € se considera un
objeto cero, si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para todo X € € existe un unico morfismo f: A — X.

b) Para todo Y € € existe un tinico morfismo g: Y — A.

Observacién 2.1.8 Notemos que si una categoria € tiene un objeto cero,
este es unico salvo isomorfismos. En este caso, se denota 0.

Observacion 2.1.9 En una categoria € con objeto cero, f € Homy (A, B)
es llamado morfismo cero de A en B si se factoriza a través del objeto
cero, esto es, existen g: A — 0 y h:0 — B tales que f =hog.

A lo largo de este texto, nos interesara trabajar en categorias que tengan al
menos objeto cero.

Definiciéon 2.1.10 Sean € una categoria, X,Y € €. Un morfismo
h:A— B en% es:

a) Split-mono: Si ezxiste un morfismo g : B — A tal que gh = 14.

b) Split-epi: Si existe un morfismo f: B — A tal que hf = 1p.




¢) Isomorfismo: Si es split-mono y split-epi.
d) Monomorfismo: Si satisface que dados cualesquiera f,g € Homg (X, A)
RN h
X A——B

—
g

tales que hf = hg, entonces f = g.
e) Epimorfismo: Si dados cualesquiera f,g € Homy(B,Y)
h f
A——B Y

—
g

tales que fh = gh, entonces f = g.
f) Bimorfismo: Si es monomorfismo y epimorfismo.

Observacién 2.1.11 Para cualquier categoria €, todo split-mono (split-
epi) es monomorfismo (epimorfismo).

Definicion 2.1.12 Sea € una categoria con objeto cero y f: A — B
morfismo en €, un nucleo o kernel de f es un objeto K € € y un morfismo
k: K — A tal que

a) fr=0.

b) Si k': K' — A es un morfismo tal que fr' = 0, entonces existe un
inico a: K' — K tal que koo = K.

K—*,4-1.p

K/

Observacion 2.1.13 Si f: A — B tiene kernel, este es unico salvo iso-
morfismos. Ademds, k: K — A es monomorfismo.
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Definiciéon 2.1.14 Sea € una categoria con objeto cero y f: M — N
morfismo en €. Un conticleo o cokernel de f es un objeto L € € y un
morfismo l: N — L tal que:

a) If =0.

b) Sil': N — L' es un morfismo tal que l' f = 0, entonces existe un inico
~v: L — L' tal que vyl =1'.

M-t Nt

/
Ve
/
ZJK/'Y

L/

Observacion 2.1.15 Si f: M — N tiene cokernel este es unico salvo
isomorfismos.

Definicién 2.1.16 Dados f,g: A — B morfismos de €, un igualador
de f y g es un objeto E € € y un morfismo e: E — A tal que

a) fe=ge.

b) Si h: C — A es tal que fh = gh, entonces existe un inico morfismo
a: C — F tal que ea = h.

Observacion 2.1.17 Un igualador e es unico salvo isomorfismo.

Definicién 2.1.18 Dados f,g: A — B morfismos de €', un coigualador
de f y g es un objeto C € € y un morfismo c: B — C' tal que

a) cf = cg.

b) Sid: B—Y es tal que ¢ f = g, entonces existe un tinico morfismo
v: C —Y tal que ye = .
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Observacion 2.1.19 Un coigualador ¢ es unico salvo isomorfismo.

Definicion 2.1.20 Dados objetos A y B. Un producto de A y B consta
de un objeto P y dos morfismos

Al _p-2,p ;
proyecciones tal que para cualquier par de morfismos

AAXLB.

Existe un unico morfismo a: X — P tal que f = pa y g = qa.

Definicion 2.1.21 Dados objetos A y B. Un coproducto de ellos consta
de un objeto C y dos morfismos,

A—sCc+«l B,
inclusiones tal que para cualquier par de morfismos

A#YLB.

Exzxiste un dnico morfismo 5: C — 'Y tal que f = (v y g = 5j.

C
i B} j
4
AT>Y<TB

Proposicién 2.1.22 FEl producto y coproducto son unicos salvo isomorfis-
mos.

Definicion 2.1.23 Dada una categoria € y morfismos

ALCWLB.

Un pull-back de A y B consta de dos morfismos
AL p-_1.B

tales que:
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a) fp=gq.
b) Si
h k
A+—X—B
son morfismos tales que fh = gk, entonces existe un unico a: X — P
tal que pao = h y qa = k.

X\\k//
P——B
h q
JP g
!
A——C

Definicion 2.1.24 Dada una categoria € y morfismos
f g
A+—C—B.
Un push-out de ellos consta de morfismos
A—-Q B
tales que:
a) of =jg.
b) Si
ALyt p
son morfismos tales que hf = kg, entonces existe un unico f: Q — Y
tal que BL=h y Bj = k.

c-?.B

1)

A——Q

k
¢ N
“
h N
N
Y

Proposicién 2.1.25 Los pull-back y push-out son tnicos salvo isomorfis-
mos.

<
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2.2 Categorias abelianas

Las categorias abelianas proporcionan un entorno para estudiar concep-
tos fundamentales del algebra homoldgica. En ellas se pueden definir nticleos,
conucleos.

Definicion 2.2.1 Una categoria A es llamada aditiva si satisface las si-
guientes condiciones:

a) Para todo A, B € Obj(A), Homa(A, B) es un grupo abeliano.

b) La composicion de funciones es bilineal. Esto es,
e+ B)=ya+v8 y (a+B)y=ay+pb.

c) A tiene objeto cero.

d) A tiene productos y coproductos finitos. Esto es, para todo A, B € Obj(A)
existen A[[ B, A B € Obj(A), respectivamente.

Definicion 2.2.2 Una categoria A se llama abeliana si satisface las si-
guientes condiciones:

a) A es una categoria aditiva.
b) Todo morfismo tiene un kernel y cokernel.

c) Todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Ejemplo 2.2.3 a) Sea R un anillo unitario. Las categorias R-Mod y
Mod-R son abelianas. En particular, Z-Mod=Ab es abeliana.

b) Sea €' la subcategoria plena de Ab que consta de los grupos abelianos
finitamente generados de Ab. Entonces €' es una categoria abeliana.

Proposiciéon 2.2.4 Sea A una categoria abeliana y f: A — B un morfis-
mo en A. Entonces, son equivalentes:

a) f es monomorfismo.

b) ker(f) =0.

c) im(f) es isomorfo a A.
Demostracién. [I4, Proposicién 2.3.6].

Observacién 2.2.5 Sea A una categoria abeliana, dados A, B € A,
AJIB = A][B. Dicho objeto también se denotard por A @& B (la suma
directa de A y B).
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2.3  Funtores

Los funtores son aplicaciones entre categorias que respetan la estructura
categorica, es decir, preservan objetos, morfismos, identidades y composi-
cién. Son herramientas fundamentales para comparar categorias y estudiar
c6mo se relacionan.

Definicién 2.3.1 Dadas dos categorias € y 2 un funtor (covariante)
de € a 9, F: % — Z consta de dos asignaciones:

a) F, : Obj(€) — Obj(2).

b) Fp, : mor(€) — mor(2) tales que para cualesquiera f € Homy (A, B),
se tiene Fy,(f) € Homg(F,(A), F,(B)) y satisface las siguientes condi-
ciones:

b.1) Para cualesquiera g: A — B y h : B — C morfismos en €, F
preserva composiciones, es decir:

F(hog)=F(h)o F(g).
b.2) Para cada A € €, F preserva identidades, esto es:
F(1a) = 1p(a)-

Observacién 2.3.2 En este texto, diremos simplemente ‘funtor’ para refe-
rirnos a los funtores covariantes.

Definicion 2.3.3 Dadas dos categorias € y 2, un funtor F: € — 2,
serd llamado un funtor contravariante de ¢ en 2.

Ejemplo 2.3.4 a) Funtor identidad: Dada una categoria € se define el
funtor identidad 14, como ly : € — € donde a cada objeto X € €
lo(X) =X y lg(f) = f para todo f € Hom(X,Y).

b) Funtor constante: Dadas dos categorias € y 2 y un objeto fijo D € 9.
Se puede definir el funtor Kp : € — 2 tal que Kp(A) := D para toda
Ae€ ysif:A— B esun morfismo en €, se define Kp(f):=1p.

¢) Funtor inclusién: Sea ¢’ una subcategoria de € el funtor I : €' — €
es aquel que I(A) = A para todo A € €' y I(f) = f para todo morfismo
fed.

En general si P(f) es una propiedad de morfismos y F': &/ — % es un
funtor, entonces
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a) F preserva P si:

YV f € mor(</) se tiene que P(f) = P(Ff).

b) F refleja P si:

V f € mor(4/) se tiene que P(Ff) = P(f).

Definicion 2.3.5 Dado un funtor F: of — A, diremos que:

a) F es fiel si para cualesquiera A, A’ € o la funcion:
¢A,A’ : HOI’H(A, A/) — HOHl(FA, FA,)
es tnyectiva.

b) F es pleno si para cualesquiera A, A’ € o/ la funcion:
¢A,A’ : Hom(A, A/) — HOHI(FA, FA,)
es suprayectiva.

Proposicién 2.3.6 Si ' es un funtor fiel, entonces preserva monomorfis-
mos, epimorfismos y bimorfismos.

Demostracién. [I, Proposicién 3.21 |.

Proposicién 2.3.7 Si F' es un funtor fiel y pleno, entonces refleja split-
monos, split-epi e isomorfismos.

Demostracién. [I, Proposicién 3.31].
Definicion 2.3.8 Sean C, D categorias aditivas. Un funtor F': C — D es
llamado aditivo si satisface que para todo A, B € Obj(C) y
f, g € Hom¢ (A, B)
F(f+9)=F(f)+ F(g).

Observacion 2.3.9 Si F': C — D es un funtor aditivo, en particular,
F(0) =0. para O € Obj(%).

Corolario 2.3.10 Sean C y D categorias aditivas y F': C — D un funtor
aditivo, entonces F(A® B) = F(A) & F(B) para todo A, B € Obj(C).

Demostracién. [2, Proposicién 2.12].
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Definicion 2.3.11 Sean S,T : C — D dos funtores covariantes. Defi-
nimos una transformacion natural, n : S — T como una familia de
morfismos

n={nc:5(C) —T(C)}cec

en D; tal que para todo morfismo o : C — C' en C, el siguiente diagrama
conmuta.

Uleld

S(C") 1 ()

Si n¢ es un isomorfismo para cada C' € C, decimos que 7 es una equivalencia
natural. En este caso, tenemos que existe n=! : T — S definida como
(1Y = (ne)~t. Se denotars S = T para decir que S y T son naturalmente
equivalentes.

Observacion 2.3.12 Sin: S — T yp: T — U son transformaciones
naturales de funtores. Definimos la composicion pn : S — U por (pn)c =
pcne. Para cualquier funtor T, la transformacion natural identidad 17 :
T — T es por definicion (11)c = lp(c) para toda C € A.

2.3.1 Categoria de funtores

La categoria de funtores permite estudiar relaciones entre funtores como
si fueran objetos matematicos por derecho propio. Es un tema fundamen-
tal en la teoria de categorias, especialmente en contextos de la teoria de
representaciones.

Definicion 2.3.13 Sean A y B dos categorias. Consideremos la clase de
todos los funtores de A — B denotada como [A, B] y [S,T] la clase de todas
las transformaciones naturales de S a T. Esto es, para n € [S,T] se tiene
quen:S —T.

La composicién que se considera en est4 bien definida, asi para que
la definicién anterior se pueda considerar una categoria donde los objetos
son funtores y los morfismos transformaciones naturales, basta ver que [A, B]
es un conjunto.

Proposiciéon 2.3.14 Si A es una categoria pequenia y B una categoria ar-
bitraria. Entonces, podemos considerar la categoria de funtores donde:

a) Los objetos son funtores que van de A en B y los morfismos son las
transformaciones naturales de dichos funtores.
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b) Si B es pequena, entonces [A, B] también lo es.

Demostracién. [24, Proposicién 2.11.14].

2.4 Lema del Cinco y Lema de la Serpiente

En el estudio del algebra homolégica dentro de categorias abelianas, dos
herramientas fundamentales son el Lema del Cinco y el Lema de la Serpiente.
Son lemas esenciales para definir las aplicaciones de conexién en homologia.
En estd seccidén se estudiara la version general en categorias abelianas.

Definiciéon 2.4.1 Sean A una categoria y X un objeto de A. Un A—ele-
mento de X es un morfismo en A de la forma x : Z — X y lo denotaremos
como x €4 X.

Definiciéon 2.4.2 Sean x € 4 X un A—elemento de X y f : X — Y un
morfismo en A. Definimos la imagen de z por f como un A—elemento

deY, f(x) €4 Y estd dado por
fle)=foax:Z —Y.

Observemos que en una categoria abeliana, todo objeto X tiene un mor-
fismo de la forma 0 : 0 — X, y para cada x €4 X existe el elemento
—x €4 X. Y para definirlo utilizaremos la estructura de grupo abeliano de
Hom(Z, X)), entonces

—z:=(—1)x.

Si A es una categoria abeliana, definimos la siguiente relacién de equi-
valencia: Dados z,y €4 X delaformax:Z — X ey: W — X, decimos
que x = y si y sélo si existen epimorfismos p: V — Z y q: V — W tales
que el siguiente diagrama conmuta.

v,z
|
w-—Y.x

Por lo que dado un morfismo f : X — Y en una categoria, si x,y €4 X
son tales que = = y, entonces f(z) = f(y).

Proposicién 2.4.3 [2] Sea A una categoria abeliana.

a) Un morfismo f : X — Y es monomorfismo si y solo si, para todo
x, 2’ €q X, si f(x) = f(a'), entonces x = 2. Equivalentemente, f es
un monomorfismo si y sélo si para todo z € X, si f(x) =0, entonces
z = 0.
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b) Un morfismo g : Y — Z es un epimorfismo si y solo si, para todo
z €A Z existe uny €AY tal que g(y) = z.

¢) Una sucesion X L Y —2 37 esevacta enY si y solo si go f =0
y, para cada y €4 Y tal que g(y) = 0 existe un x €4 X con f(z) =vy.

d) Dado un morfismo g:Y — Z y dos A—elementos a,b €4 Y tales que
g(a) = g(b), existe un A—elemento ¢ €4 Y tal que g(c) = 0. Ademds,
para cualquier f 1Y — W con f(a) = 0, se tiene que f(b) = f(c) y
para cualquier h 'Y — V con h(b) = 0, se tiene que h(a) = —h(c).
Denotamos el A—elemento ¢ comob—4a €4Y .

Uno de los teoremas importantes en la teoria de categorias y moddulos,
son el lema del cinco y el lema de la serpiente. Las siguientes demostraciones
son retomadas de [7], [14] y [9].

Lema 2.4.4 (Lema del Cinco) Consideremos el siguiente diagrama con-
mutativo en una categoria abeliana A.

At p 9 0", p_ k. .Fp

Lol oL

Al B g ! h D' k B

f/

a) Si By o son monomorfismos y « es un epimorfismo, entonces vy es un
monomorfismo.

b) Si By d son epimorfismos y € es un monomorfismo, entonces vy es un
epimorfismo.

Demostracion.

a) Dado que A es una categoria abeliana, podemos considerar ¢ € 4 C tal
que y(c) =4 0, donde

Sh(c) =4 h'y(c) =4 W'(0) =4 0.

Entonces, h(c) =4 0 ya que 6 es monomorfismo y por exactitud de la
primera fila. Existe b € 4 B tal que g(b) =4 ¢, entonces

g'(B() =4 v(g(b)) =4 v(c) =4 0.

Ahora, por exactitud de la segunda fila, existe a’ €4 A tal que
f'(@) =4 B(b), al ser « epimorfismo. Existe a €4 A tal que a(a) =4 a
y por la conmutatividad del diagrama

/
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Bf(a) =a flala) =a f'(d') =4 B(D).

Finalmente, como /8 es monomorfismo f(a) =4 b de tal manera que

c=490b)=a9f(a)=40
y al ser sucesiones exactas, v es monomorfismo.

b) Dado ¢ €4 C' y 6 un epimorfismo, se tiene que existe d € D tal que
0(d) =4 M() y por conmutatividad se tiene que k'0(d) =4 €ek(d).
Ademas

e(k(d)) =4 K'o(d) =4 K' (W' ()) =
y como € es monomorfismo se concluye que k(d)
de la primerd fila, existe ¢ € C tal que h(c) =4
conmutatividad del diagrama:

W (4(c) =4 8(h(e)) =4 3(d) = W ().

Asi, W (v(c) — ) =4 0. Como la segunda fila es exacta, esto implica que
existe b’ € B’ tal que ¢'(b') =4 v(c) — ¢. Como S es epimorfismo, existe
b € B tal que B(b) =4 . Por exactitud en la primera fila, existe ¢; € C
tal que g(b) =4 c¢1. Entonces, como el diagrama conmuta:

Y(c1) =4 g'(B() =a g’ (V) =4 ~(c) — ¢,

40
=4 0. Por exactitud
d. Nuevamente, por

por lo tanto,

v(c—c1)=aCc.
Asi, existe ¢ — ¢; € C tal que su imagen por « es ¢ , lo cual demuestra
que v es epimorfismo.

O

Lema 2.4.5 (Lema de la Serpiente) Sea A una categoria abeliana. Si el
siguiente diagrama en A es conmutativo y exacto.

0 A—2sB—",C 0
R
0 YNy - Ny 0

Entonces, dicho diagrama, induce una sucesion exacta larga en A

0 ker(f) —"— ker(g) —"— ker(h)

— 3 coker(f) TN coker(g) N coker(h) ——0
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Demostracion. Dado que A es una categoria abeliana, se tiene que ker(f),
ker(g) y ker(h) existen y de la misma manera para coker(f), coker(g) y
coker(h). Por lo que tenemos el siguiente diagrama.

ker(f) ker(g) ker(h)
if ig in
A = B - c 0
f 9 h
0 A" B
Py Pg Pn

coker(f) coker(g) coker(h)

Como gowuoiy = u o foiy =0, ya que iy es nicleo de f, entonces por
la propiedad universal, existe un tnico morfismo u : ker(f) — ker(g). De
manera analoga para hovoi, =v"0goi, =0, existe un tnico v : ker(g) —
ker(h). Ahora como pyou' o f = pgogou =0 porque py es el conticleo de
g vy por la propiedad universal de este, existe u’ : coker(f) — coker(g)
y de forma similar, existe una tinica v’ : coker(g) — coker(h). Entonces,
obtenemos el siguiente diagrama:

ker(f) —=—s ker(g) —— ker(h)

if ’ig ih
A 4 B Y C 0
f g h
0 A g
pf DPg Ph

coker(f) AN coker(g) v, coker(h)

Observemos que i, o ou =vouois =0, ya que el segundo renglén es
exacto. Como 75, es monomorfismo, entonces se tiene que vou =4 0. Ahora
sea x €4 ker T, entonces voig(x) =4 ip,00(x) =4 0. Por lo que existe y €4 A
tal que u(y) = iq4(y).

Ademés como v’ o f(y) =4 gou(y) =4 goig(r) =4 0y v es monomorfis-
mo implica que f(y) =4 0. Por lo que existe z € 4 ker(f) tal que if(2) =4y
pues la primera columna es exacta. Mas aun, dado que

igou(z) =g uocif(z) =4 uy) =aig(x)
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e i, es monomorfismo, se sigue que u(z) =4 x. En consecuencia, el primer
renglon es exacto, y u es monomorfismo, pues iy, 0 U =4 u 0 iy con iy un
monomorfismo. De forma andloga para la sucesién inferior. Y asi, obtenemos
el siguiente diagrama.

0 — ker(f) —~— ker(g) —— ker(h)

if ig in
A ¢ B Y C 0
f g h
0 N VR c’
pf Dg Ph

coker(f) TN coker(g) v, coker(h) ——0

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo donde () es un pullback
y (II) es un pushout

A ——— B ——
pr an o P

coker(f) L U,

A es el kernel de k. En efecto, como koir = 0. Sea ¢ : D — U; tal que
ko¢ =0, entonces 0 =ipokopd =voo¢ydado que (A,u) es el kernel
de v se sigue que existe un morfismo r tal que fo¢p =uor = fFoirory
por consiguiente ¢ = i o r (pues S es un monomorfismo). Si existiera otro
morfismo 7’ tal que ¢ = i or = i, o', entonces Boipor = foior, es
decir, uor =wuor’ y, por tanto, r = v’ pues u es un monomorfismo.

Por lo tanto, A es el kernel de k. De la misma manera concluimos que
C’ es el cokernel de [. Definamos g : Uy — U, como 6y = a o g o 3. Se tiene
que:

piody=poaogof=1v'ogof=hovoB=hoinok=0

por la propiedad universal del kernel de h. Y como

Sooix =aogofoiy=aogou=aou of=Ilopsof=0
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por la propiedad universal del cokernel de f. Como p;dg = 0 y [ es el kernel de p,
tenemos que existe v : Uy — coker(f) tal que 69 = ly. Pero iy = dpix, =0y
como k es el cokernel de i, existe § : ker(h) — coker(f) tal que v = dk. Por lo
tanto dk = Iy = dp. Si z €4 ker(h), como v es un epimorfismo, existe y €4 B tal
que v(y) = ix(2). Ahora como v’ o g(y) = howv(y) = hoin(z) = 0 se sigue que
g(y) =/ (x), para x €4 A, y asi, §(z) = py(z).

pr(z)

Para ver la exactitud en ker(h), veamos que § 0T = 0. Sea 3y’ € 4 ker(g), entonces

ino®(y') =voig(y)

donde podemos tomar y = i4(y’), entonces g(y) = 0, y como u’ es monomorfismo
implica que z =0, y asi, d ov = 0.

Ahora, sea z € 4 ker(h) tal que §(z) = 0, esto es que py(z) construido en el diagrama
anterior cumple que ps(x) = 0. Por la exactitud de la primera columna, se tiene
que existe 2’ € 4 A tal que f(z') = x. Por lo tanto, gou(z’) = g(y). De esta forma,
podemos tomar yg = y — 4 u(z') €4 B, donde

9(yo) = gy —au(z’) = g(y) —a g(u(z’) = g(y) —ag(y) = 0.

Por lo tanto, existe y1 €4 ker(g) tal que i4(y1) = yo y como v o u = 0 se tiene que
v(yo) = v(y) = in(z). Por lo que obtenemos lo siguiente

Y1 |—5>ih(yl)

}g }h
v
Yy H—0
Ig
0
al ser i;, un monomorfismo, tenemos T(y;) = z. Con esto se prueba que si

0(z) =0, existe y; €4 ker(g) tal que T(y1) = 2, y de esta manera se muestra
la exactitud en ker(h), de manera dual para coker(f).
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2.5 Prerradicales en la categoria de médulos

En esta seccién recordamos algunos conceptos bésicos de la teoria de
prerradicales, esto es, de los subfuntores del funtor identidad de la categoria
de médulos, R-Mod. Para profundizar ver [3] y [22].

Definicién 2.5.1 Sea r : Mod(R) — Mod(R) un funtor. Decimos que r
es un prerradical en Mod(R) si es un subfuntor del funtor identidad; esto
es, si satisface las siguientes condiciones:

a) Para todo M € Mod(R) se tiene que r(M) < M.

b) Para todo morfismo f: M — N, f(r(M)) < r(N). Esto es, el siguiente
diagrama estd bien definido y es conmutativo:

Lr(M)

r(M) M
f’r(]\/l)l fJ
r(N) 22 N

donde t.(rr) € LNy son los morfismos inclusion de v(M) y de r(N) en M,
respectivamente.

Proposicién 2.5.2 Sean r un prerradical y M, N € Mod(R). Entonces,
a) Si N es submddulo de M, entonces r(N) < r(M).

b) Si f: M — N es monomorfismo, entonces f|.nr) también lo es.
Demostracién. [22, Proposicién 2.2].

Lema 2.5.3 Sea r es un prerradical y f : M — N un isomorfismo. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) f(r(M)) =r(N).
b) r(M) = f~(r(N)).
Demostracién. 22, Lema 2.3].

Definicién 2.5.4 Sea C una subcategoria plena de Mod(R). Un C-prerra-
dical es una asignacion 7 : C — Mod(R) tal que:

a) Para cada M € C se tiene que 7(M) < M.
b) Para cada R—homomorfismo f: M — N € C, f(r(M)) < 7(N).
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Proposicién 2.5.5 Sea C una categoria plena de Mod(R) y 7" un
C-prerradical. Entonces, existe un prerradical T tal que T(M) = 7'(M) para

cada M € C.
Demostracién. [3].

Observacion 2.5.6 Sir es un prerradical y M, N € Mod(R) son tales que
M = N, entonces r(M) = r(N).

Ejemplo 2.5.7 En Mod(R) tenemos el siguiente par de ejemplos cldsicos
de prerradicales:

a) El radical de Jacobson de un mddulo: Definamos el siguiente funtor:
rad : Mod(R) — Mod(R)
rad(M) :={N < M | N es submddulo mdzimo de M}.
FEste ejemplo, se abordard con mayor profundidad en la seccion

b) El soclo de un médulo:
soc: Mod(R) — Mod(R)
soc(M) := Z{B < M | B es simple}.

Denotamos por R—pr a la clase de todos los prerradicales sobre Mod(R)
y definimos un orden parcial (copo) en R — pr de la siguiente forma:

r < s siy sblo si para cada M € Mod(R), r(M) < s(M).

Definicion 2.5.8 Decimos que un prerradical r es:

a) Idempotente si para cada M € Mod(R) se tiene que r(r(M)) =
r(M).

b) Radical, si r(M/r(M)) = 0., para cada M € Mod(R).

Proposicién 2.5.9 Sean r un prerradical en Mod(R), M € Mod(R) y
N < M. Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

a) T(N) < Nnr(M).

b) (r(M) + N)/N < r(M/N).

¢) Sir(N)= N, entonces N < r(M).
d) Sir(M/N)=0, entonces r(M) < N.
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Demostracién. [22, Proposicién 2.1.1].

Observacién 2.5.10 Se puede probar que a todo prerradical v se le puede
a asociar el siguiente funtor

1/r: Mod(R) — Mod(R)
M — M/r(M).

a este, se le llama co-prerradical asociado a r. Consultar [22] para mds
detalles

Lema 2.5.11 Sean r un prerradical y f : M — N un morfismo. Si f es
epimorfismo, entonces (1/r)(f) es epimorfismo.

Demostracién.[22, Lema 2.10].

Proposicién 2.5.12 Sean r un prerradical y { M;}icr una familia de mddu-
los. Entonces,

a) r (H Mi> < [[ron).

i€l i€l
b) r (Q?M) = G?T(Mi).

Demostracién. [22, Proposicién 2.1.2].

2.6 Prerradicales exactos izquierdos y t-radicales

Definicion 2.6.1 Sea r un prerradical. Decimos que r es:

a) Exacto izquierdo (o hereditario) si para cada M € Mod(R) y para
cada N submddulo de M, r(N)=NNr(M).

b) t-radical (o cohereditario) si para cada M € Mod(R) se satisface
que (M) =r(R)M.

Definicién 2.6.2 Sea r un prerradical en Mod(R). Se definen:

a) T, ={M € Mod(R) | r(M) = M}, la clase de pretorsion asociada a .

b) F, ={M € Mod(R) | r(M) = 0}, la clase de libre de torsion asociada a
T
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A los elementos en T, se les llama también médulos de r-torién; y respecti-
vamente, a los médulos en Fi., se les suele llamar libres de r-torsion.

Proposicion 2.6.3 Sea r un prerradical, las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) r es exacto izquierdo.
b) r es hereditario.

c¢) r es idempotente y T, es una clase de mddulos cerrada bajo isomorfis-
mos, submaddulos, cocientes y sumas directas.

Demostracién.[22] Proposicién 3.1.1].

2.7 El radical de un modulo

El radical es 1til para estudiar la estructura de composiciéon de un modulo
M y aparece frecuentemente en contextos como la teoria de representaciones.
Puedes consultar: [13], [19] y [16].

Definicién 2.7.1 Sean M € Mod(R) y
My = {X < M| X es mdximo en M}
El radical de Jacobson de M, se define como:

rad(M) = ﬂ X.
Xe

Observacién 2.7.2 Notemos que sitlyr = 0, entonces rad(M) = M. En
efecto, ya que para cada X € My, se satisface que rad(M) < X < M y
como My es vacio, el unico elemento que satisface esta condicion es M por
lo que rad(M) = M.

Denotaremos por . (M) a la familia de R-submddulos (izquierdos) de M. Se
puede demostrar que con el orden inducido por la relaciéon de ser submédulo,
este resulta ser un copo (conjunto parcialmente ordenado). Mdas atn, .2 (M)
es una reticula completa, modular y superiormente continua [4].

M
Lema 2.7.3 Sean M un modulo y N < M. El mddulo N simple si y

solo si N < M es mdximo.
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Demostracion.

M M
Recordemos que Zr (N) denota el conjunto de submédulos de ~ Y
por el Lema de la Correspondencia para mddulos, se tiene un isomorfismo:

Z(M)
N

— L
,existeLSMtalqueNﬁLﬁMysetienequeL%N.

M
Supongamos que ~ es un médulo simple. Esto significa que, para todo

L
(que podemos ver como N con N < L < M), debe cumplirse que

L
= {N ‘ NLSL<M } Por lo que para cualquier submoédulo

IN

L
L =M o L= N.En consecuencia, L. es un submédulo maximo de M.

Ahora supongamos que N es un submédulo maximo. Entonces, para
todo L tal que N < L < M, se tiene que L = M o L = N. Por lo tan-

M - M . M . .
to, Zr <N> = {0, N} lo cual implica que N es un modulo simple.
O

Lema 2.7.4 Sean M € Mod(R) y .7 la clase de todos los mddulos simples
en Mod(R). Entonces,

a) rad(M/rad(M)) = 0.
b) rad(M) = ﬂ{ker(a) |« € Homg(M,S)y S € &}.
Mas ain, rad, es un radical, de acuerdo con la definicion[2.5.8

Demostracion.
a) Sea My = {X < M/rad(M) | X es mdximo en M/rad(M)}.
a.1) Si 57 =0, entonces por la observacién m
M/rad(M) = rad(M/rad(M)), y asi, rad(M) = M.

a.2) Si My; # . Consideremos la proyeccién sobre él rad(M)
m: M — M/rad(M)y

ZL(M)={N C M| N es submédulo de M}
la reticula de submoddulos de M. Como

L(M)/rad(M) = £ (M/rad(M))
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y por el teorema de la correspondencia existe este isomorfismo
7: L(M)/rad(M) — ZL(M/rad(M))

rad(M) C X — X/rad(M)
Veamos que 4 C Z(M)/rad(M). En efecto, como

rad(M) C X ¢ M para todo X € .#

de donde () = Ay /rad(M) = 5, entonces

rad(M/rad(M)) = (] X
Xedzf
= () 72
zZeMy

=7( ﬂ Z)

ZG///]M
=T7(rad(M))
= rad(M)/rad(M)

b) Realicemos esta demostracion por contenciones.

C) Sean x € rad(M) y f: M — S un morfismo con S simple.
Consideremos ker(f).

Si f =0, entonces ker(f) = M y claramente x € M.

Sif #0,como f(M) < My S essimple se tiene que f es suprayectivo.
Por el primer teorema de isomorfismo de Noether M/ ker(f) = S, luego
ker(f) es un submédulo maximo. Como x € rad(M) y rad(M) esta
contenido en todos los submédulos méximos, se sigue que x € ker(f).

D) Supongamos que x ¢ rad(M). Entonces, existe un submédulo ma-
ximmaximo N C M tal que z ¢ N.

Sea m: M — M/N la proyeccién canénica. Como M /N es simple y
m(x) # 0 (pues ¢ N), se tiene que x ¢ ker(m). Pero 7 es un morfismo
M — S con S = M/N simple, lo que contradice que x pertenezca a la
interseccién de todos los ker(f). Por tanto, x € rad(M).

O




Algunos Teoremas Clasicos

En la teorfa de representaciones de K-dlgebras y de médulos (finita-
mente generados) sobre estas, se presentan los siguientes teoremas funda-
mentales para el desarrollo de la teoria, tales como Teorema de Jordan-
Holder-Schreier; Teorema de Krull-Remak-Schmidt. En este capitulo abor-
daremos algunos de ellos, asi como de nociones basicas de médulos artinianos
y noetherianos. Para un estudio mas profundo de ello, se sugiere consultar:
[41, [6], [19], (6], [13], [15] y [11].

3.1 Modulos artinianos y noetherianos

En esta seccién abordaremos algunas nociones bésicas de la teoria con-
cerniente a los anillos y médulos artinianos y noetherianos; mencionando
algunos de los teoremas importantes que nos seran de utilidad mas adelante
en el texto. Al escribir g M nos referiremos a R-médulos a izquierda con R
un anillo con unidad. Por simplicidad, escribiremos tinicamente M, cuando
no haya lugar a confusion.

Definicion 3.1.1 Decimos que un mdodulo M satisface la condicién de
cadena descendente (D.C.C.), si para toda cadena descendente de submo-
dulos de M

e - C My CM; C---C My C M

existe n € NT tal que M,, = M;, para cada i > n.

29
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Definicion 3.1.2 Sean pM y N < M un submddulo. Decimos que N es
un submodulo minimo en M satisface las siguientes condiciones:

a) N#0;y

b) Para cada para 0 < L < N implica que L= N o L =0.

Ejemplo 3.1.3 Sea V un K-espacio vectorial tal que dimg (V) = n. Sea
u €V con u # 0. Consideremos W = (u), el subespacio generado por u.
Notemos que W es un subespacio vectorial minimo de V. En efecto, W # 0
ya queu £ 0, y si L <V es un subespacio vectorial de V tal que 0 < L < W
entonces tenemos que:

0= dme(O) < dme(L) < dme(W) =1

Dado que dimg (L) € N, entonces dimg (L) =0 o dimg (L) = 1, concluyen-
doque L=0o0oL=W.

Definiciéon 3.1.4 Decimos que un modulo gM satisface la condiciéon mi-
nima si cada familia de submddulos de M tiene un elemento minimo con
respecto a la inclusion.

Ejemplo 3.1.5 Sean K un campo y V un K-espacio vectorial de dimen-
sion finita. Consideremos {W;};en+ una cadena descendente de subespacios
vectoriales de V.

g: - CW CW;C---CWy CWy
al ser dimg (V) = n. Entonces,
g1 <dimg(W;) < -+ < dimg(Ws) < dimg(W1) <dimg(V)=n
g1 es una cadena descendente de nimeros naturales. Sea k = min{dimg (W;)}ien
como se cumple que dimy (W;i1) < dimg (W;) = k, entonces como k es el elemento

minimo. Se sigue que dimg (W,.) = dimg (W;) para r > i. Por lo tanto, V satisface

D.C.C.

Proposicion 3.1.6 Sea M un mddulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La familia de todos los submddulos de M satisfacen D.C.C.

b) Cualquier familia no vacia de submddulos de M tiene un elemento
minimo.
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Demostracion. b= a) Consideremos una cadena descendente de submo-
dulos de M,
£ ---CMZ‘_HCMZ‘C'”CMQCMl

y F = {M;};en+ una familia de submdédulos de M. Por hipétesis, F' tiene
un elemento minimo. Entonces, existe M; € F' tal que M; < M; para todo
1 > j. Por lo tanto, F satisface D.C.C.

a = b) Sea S = {S;};en+ una familia no vacia de submédulos de M
sin elemento minimo. Sea S; € S un elemento arbitrario, como S no tiene
elemento minimo, existe Sy € S tal que So C S;. Luego, como S5 no es
elemento minimo, existe S3 € S tal que S3 C So C S;. Siguiendo este argu-
mento, obtenemos la siguiente cadena descendente infinita de submoddulos
de M.

e C Sy CSC--CS3C S CS

Por lo tanto, M no satisface la condicién de cadena descendente D.C.C.
O

Definicion 3.1.7 Sea pM un mddulo. Se dice que M es artiniano si
satisface las condiciones equivalentes de la proposicion[3.1.6]

De forma dual se tiene la siguiente definicion.

Definicion 3.1.8 Decimos que un gM satisface la condicién de cadena
ascendente (A.C.C.) si para toda cadena ascendente de submddulos de M

v My C My CMsC--- CM; C Mg C---
existe n € NT tal que M,, = M; para cada i > n.

Definicion 3.1.9 Sea pM un mddulo y N < M un submddulo. Decimos
que N es mdximo si N # M y, para todo L tal que N < L < M, se cumple
que L=N oL =M.

Definicion 3.1.10 Decimos que un mddulo rRM satisface la condicién
maxima si para cada familia de submddulos de M tiene un elemento mdxi-
mo con respecto a la inclusion.

Proposicion 3.1.11 Sea pM un mddulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La familia de todos los submddulos de M satisface A.C.C.

b) Cualquier familia no vacia de submddulos de M tiene un elemento
maximo.
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Demostracion. a = b) Sea F' = {M,;};en+ una familia no vacia de
submodulos de M, tal que F' no tiene un elemento maximo.

Sea M; € F un elemento arbitrario, como F' no tiene un elemento maxi-
mo, existe Mo € F tal que M7 C My. Como Ms no es elemento maximo,
existe M3 tal que M} C My C Ms. Siguiendo el mismo procedimiento te-
nemos una cadena ascendente infinita que no se detiene, por lo tanto, F' no
tiene elemento maximo.

b = a) Consideremos v una cadena ascendente de submédulos de M

v My C My CMsC---CM; C My C---

y F = {M,;};en+ una familia de submédulos de M. Como F' tiene un elemento
maximo, existe N € F tal que para todo M; € F se tiene que M; < N.Como N € F
existe k € NT tal que N = M},. En particular, My 1 C M}, pero por hipétesis M, C
M1, en consecuencia, My, = M; para toda i > k. Por lo tanto, F' satisface A.C.C.

O

Definicion 3.1.12 Un pM se llama noetheriano si satisface las condi-
ciones equivalentes de la proposicion |3.1.11].

A continuacién mostramos algunos ejemplos particulares sobre médulos
noetherianos y artinianos.

Ejemplo 3.1.13 Consideremos M = Rlz] y R =R. M no es un R-mddulo
artiniano ni noetheriano. Comencemos mostrando que M no es noetheriano.
Consideremos B = {1,x, 22 2%,--- 2", ---} una base de R[zx]. Consideremos

la cadena ascendente & siguiente:
& () c{lz)cl,z,2?) c{l,z 2?2 c- -
si & se estacionara, existiria n € N tal que:

2 2 n xn+1>

<17‘T7‘T )y T 7xn>:<17$7x R A

2

Entonces, se tiene que z" € (1, 2,22, -+ ,2"), es decir:

n
"t = g a; 7' con a; € R
i=0

lo que contradice que deg(x™™1) # deg(:z:i)ﬂ coni € {0,---,n}, por lo tanto,
R[z] no es noetheriano.

'"Donde deg(p(x)) se define como es el mayor exponente de x con coeficiente distinto
de cero.
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Ahora veamos que M no es artiniano. Consideremos la cadena descendente
0. Denotando B; = p\{1,x,--- ,z'}

6 (Bo) D (B1) D(B2) D(B3) D

observemos que d no se estaciona, ya que en caso de hacerlo, existiria m € N

tal que (B) = (Bm+1). En particular, notemos que ™ € (B,) = (Bmt1)
lo que significa que

o0 o0
= Z ;' = Z bix' con a;,b; € R.

i=m-+1 m—+2
Entonces,
o0 (o] o0
g bz’ — g a; Tt = g (b; —ay)x’ — a1 z™ =0
m—+2 i=m+1 i=m-+2

es una combinacion lineal de elementos linealmente independientes, donde
am41 # 0 lo cual es una contradiccion. Por lo tanto, R[x] no es artiniano
visto como R—maodulo.

Ejemplo 3.1.14 Consideremos M = zZ. Veamos que 77 es noetheriano
pero no artiniano.

Dado que Z es DU—EL cada uno de sus ideales es finitamente generado, por
lo que

L(zZ) ={(n) |neZ}={nZ|neN}

Sea € una cadena ascendente de submddulos de 77
e: HhChLCl3C---CI;Cljy1 C---

como I; = (nj), para todo j € N y para algin n; € N. Entonces, la cadena
es de la siguiente forma:

€ (n1) C(ng) C(n3) C--- C(n;) C (njt1) C---

como (nj) C (njy1) se tiene que njy1 | nj y ademds como njy1 < nj para
cada j € N. Esto induce una cadena descendente de numeros naturales.

Sy Sny <o <ng <ng <my

y por el principio del buen orden se tiene un elemento minimo k € N. De
forma que ng = nyy1 para todo I > k. Por lo tanto, la cadena € se estaciona

2DIP= Dominio de ideales principales
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y 77 es noetheriano.
Consideremos la siguiente cadena descendente de ideales de Z

5: (Pt c@l)ccp’)Cip)

para p un nimero primo. La cadena § no se estaciona, ya que obtendriamos
que existe n € N tal que (p") = (p') para todo i > n lo cual es una contra-
diccion.

Proposicion 3.1.15 Sean pM un mddulo y N < M submddulo de M.
Entonces,

M
a) M es artiniano < W’N son artinianos.

M
b) M es noetheriano < F’N son noetherianos.

Demostracion. Para esta prueba realizaremos solo el inciso a) ya que el
segundo se realiza de forma analoga.
=) Supongamos que M es artiniano,

a.1) Primero mostremos que N es artiniano: Consideremos ey una cadena
descendente de submédulos de N

en: N1 2N22N32-- DN D Njy1 2+

como NN es submoédulo de M, la cadena de ey también es una cadena
de M. Al ser M artiniano existe m € N* tal que N,, = N; para toda
7> m.

M

a.2) Ahora mostremos que N artiniano: Consideremos my : M — ~

: . M
la proyeccién candnica sobre N y una cadena descendente de N

epfi Mi2My DMz 2D D M2 My 2
N
Y por el Teorema de correspondencia, obtenemos
ev:m H(My) D (My) D (M) D - D H(My) D M (M) D - -

una cadena descendente de submédulos de M que es artiniano, existe n € N

tal que m7—1(M,,) = 7~ *(M;) para todo i > n, entonces

M, = n(x~' (M) = n(=~*(3;)) = ..

M
Por lo tanto, la cadena € 55 se estaciona y ~ es artiniano.

N
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<) Supongamos que ~ 7 N son modulos artinianos. Sea
ym: My DMy D M3zD---2DM; 2D Mjp2D---
una cadena descendente de submédulos de M. Como
w: MiNNDODM;NNDODMsNND---DM;NNDMjpz1NND---

es una cadena descendente de submddulos de N, por hipétesis existe r € N
tal que M, "N = M; N N para todo i > r.

Y M1+N2M2+N2--'2MJ+N2Mj+1+NQ---
- N N N N
N

M
7% es una cadena descendente de submoddulos de N existe t € N tal que
My+N  M;+ N

N A para todo j > t. Tomando n = max{r,t}, obtenemos:

MyNN=MANNVYi>n (3.1)

N N
de la ecuacién (3.1) y que M,, D M; D M;11 tenemos:

Vi>n (3.2)

M, =M, N (M, + N)
= M, N(M;+ N) Por la ecuacién B.1]
= M, + (NN M,) Por laley modular.
= M; + (N N M;) Por la ecuacién B.]
= M;N(M; + N) Por la ley modular.

De esta forma concluimos que la cadena €p; se estaciona, es decir, M es
artiniano.

O

Corolario 3.1.16 Si

0 My — M — 0

es una sucesion exacta corta de R-mddulos. Entonces, M es artiniano si y
solo si My y My son artinianos.




36

Demostracion. =) Supongamos que M es artiniano, primero mostremos
que M; artiniano: Sea €js, una cadena descendente de submoédulos de M,

evy: L1 D2Le2DL3D---

entonces
car): (L) 2 a(lz) 2 a(Ls) 2 -+

es una cadena descendente de submédulos de M, al ser artiniano, existe
n € N tal que o(L,) = «(L;) para todo i > n y como « es inyectiva,
L, = L; para todo ¢ > n, por lo tanto, M, es artiniano.

Veamos que My artiniano: Sea €)7, una cadena descendente de submodu-
los de My

eMy: Uh2022U32 -+,

entonces
€g-1(0ry): BTHU) 287N (U2) 287 (Us) 2 -+
es una cadena descendente de submddulos de M. Por lo que existe m € N
tal que 371(L,,) = B~ (L;) para todo i > m y como 3 es suprayectiva
B(B~HU,)) = B(B~HU;)) implica U,, = U; para todo i > n.

Por lo tanto, M» es artiniano.
<) Supongamos que M y My son artinianos. Sea

emy: N1 2N DNz D -
una cadena descendente de submddulos de M, entonces

a1y @ {(N1)Da ' (Ng) DaH(Ng) D -

Es una cadena descendente de submddulos de M7, por lo que existe 7 € N
tal que a~1(N,) = a~1(N;) para todo i > r.

eaary: B(N1) 2 B(N2) 2 B(N3) 2 -

es una cadena descendente de submddulos de My que al ser artiniano existe
t € N tal que B(N¢) = B(N;) pata toda j > t. Consideremos m = max{r,t},
entonces

a ' (Ny) = a1 (N;) y B(Nm) = B(N;)

como « es monomorfismo y 8 es epimorfismo, en consecuencia, N,, = N;

para todo ¢ > m. Por lo tanto, M es artiniano.
O

Corolario 3.1.17 La suma directa de un numero finito de mddulos arti-
nianos es un modulo artiniano si y solo si cualquier sumando es artiniano.
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Demostracion. =) Supongamos que
n
M= M,
i=1

n

es un modulo artiniano. Consideremos ; : @Ml — M, el morfismo
i=1

proyeccion sobre M;, entonces

n
y como @ M; es artiniano, por el corolario [3.1.16 7—1(M;) es artiniano al
i=1
ser 7 suprayectivo m(7~1(M;)) = M;. Por lo tanto, M; es artiniano para
todai=1,2,--- ,n.
<) Para ver esta implicacidn, realizaremos una demostracién por induc-
cién. Sea M; y My dos submédulos artinianos, consideremos la siguiente
sucesion exacta:

0*>M2*Z2>M1@MQL>M1*>O
por el corolario [3.1.16| My & M> es artiniano.
n—1
Supongamos que @ M; es artiniano. Mostraremos que la siguiente sucesion

i=1
es exacta.

n n—1
OHMnﬂ@MiM@MiHO
=1 =1

Para ello veamos que ker(m,—1) = Im(iy).

(C) Sea T = (my, -+ ,mp_1,my) € ker(my,—1), entonces m,_1(Z) = 0, en
consecuencia,
mlzmgz---:mn,1:0.

Y asi, T =(0,---,0,my) € Im(iy).
(D) Sea y € Imf(iy), entonces existe m’ € M, tal que
in(m') = (0,--+,0,m') = (m1,ma, - ,Mp_1,Mmp) =y

con m; € M; para 1 <i < n — 1. Por la igualdad anterior m’ = m,, y
mi=mo=--+-=my,_1=0, asi

anl(y) = anl(oa t aOa mn) = 0.

Entonces, y € ker(m,—1)
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y por el corolario [3.1.16] Se concluye que

M = éMi
=1

es artiniano.
O

Proposicion 3.1.18 Si M es noetheriano si y solo si cada uno de sus
submddulos es finitamente generado.

Demostracion. =) Sea N < M un submédulo de M y
F = {conjunto de submddulos de N finitamente generados}.

F # 0, ya que 0 € F, entonces tiene un elemento maximo Nj.

Si N # Ny, consideremos el médulo Ny + (z) con z € N \ Ny donde
No + (x) € F pero Ny C Ny + (x), lo cual contradice que Ny sea méximo.
Por lo tanto, N = Ny, esto es IV es finitamente generado.
<) Supongamos que cualquier submédulo de M es finitamente generado.
Sea

vy My C My C M3 C--- CM; C Mg C---

o
una cadena descendente de submédulos de M. Definamos N = U M; la
i=1
unién de submédulos de M, como N < M es un submédulo, por hipétesis
N es finitamente generado. Sea 8 = {x1,z2, -+ ,zy} un conjunto generador
de N.
Si z; € M,,, consideremos n = max{n;};_,, asi, z; € M, para toda i,
por lo tanto, M,, = N.
O
Esta proposicion tiene la versién andloga para mdédulos artinianos, para
ello introducimos la nocién dual de un médulo finitamente generado.

Definicion 3.1.19 Un mddulo M es finitamente cogenerado si para
cada familia {M;}icr de submddulos de M tal que mMZ = 0 implica que
i€l
existe J C I finito tal que ﬂ M; = 0.
JjeJ
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Ejemplo 3.1.20 El mddulo 77 no es finitamente cogenerado. Considerando
P={peZ|p es primo}

tenemos que ﬂ pZ = 0, sin embargo para cualquier conjunto finito de pri-
peP

t
mos {p1,p2, -+ ,pt} Se tiene que ﬂpiZ = rZ donde
i=1

r= mcm{p17p27 o 7pt}'
Probemos esta ultima igualdad:

D) Esta contencion se obtiene de manera inmediata, ya que p;|r para todo
i=1,---,t.

t
Q) Seax € ﬂ pjZ como la interseccion finita de submodulos es un submo-

=1
t

dulo de M, sea v = mem{p1,--+ ,pr}. Como x € ﬂpiZ para todo i €
i=1

{1,--- ,t}, pilz. Asi, x es un maltiplo de pi,--- ,pi; en consecuencia,

es divisible por r. Por lo tanto, x € rZ.

Proposiciéon 3.1.21 Sea M un mddulo es artiniano si y solo si cada uno
de sus submaodulos cocientes es finitamente cogenerado.

Demostracion. =) Supongamos que M es un médulo artiniano. Sea N <

M; M M
M submédulo y § — una familia de submédulos de — tal que m —t_
N Jier N icl N
0. Consideremos

F = ﬂMj | Jes finito
JCI

notemos que F # () ya que 0 € F, entonces F tiene un elemento minimo.
Sea F' C [ finito tal que ﬂ My € F es el elemento minimo. Si ﬂ My # N
fer fer
tomando 8 € I\ J obtenemos que ﬂ My e F C ﬂ M.
feFup fer
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Lo que contradice que m My sea elemento minimo, en consecuencia,

feF
() My =N,y asf,
feF
() My
fer F
N ﬂ N 0
fEF
<) Sea

eny: My D My D Mg -

una cadena de submédulos de M y consideremos N = m M; como N < M;
€N
para todo ¢ € I. Tenemos
My My Mg

€M —

XN NN

M
es una cadena de submddulos de N Notemos que

N

ﬂ%:gzﬁzo
TN N N
el

M
y al ser N es finitamente cogenerado existe J = {1,2,--- ,n} C I tal que

ﬂ%:OyaSi

ﬂ%: mieJMi'

YN N
e

n
Tomando M,, = ﬂ M; = N, entonces en la cadena € se tiene que M,, D M,
j=1

por lo tanto, M,, = M), para todo k > n.
O

Proposicién 3.1.22 a) Un endomorfismo ¢ de un mddulo artiniano es un
automorfismo si y solo si ¢ es monomorfismo.

b) Un endomorfismo ¢ de un mddulo noetheriano es automorfismo si y solo
st ¢ es epimorfismo.
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Demostracion. Primero probemos el inciso a).

=)

<)

Como ¢ es un automorfismo, en particular es monomorfismo.
Consideremos ¢: M — M un monomorfismo. Observemos que
Im(¢™) C Im(¢™) para todo n € N,
En efecto, si # € Im(¢™1), existe y € M tal que
" (y) = ¢"(d(y)) = =
tomando y; = ¢(y) € M, obtenemos
¢" " (y) = ¢" (1) = = € Im(¢"),
Sea € la siguiente cadena:
e M2 Im(¢) 2 Im(¢?) 2 Im(¢°) 2 -

como M es artiniano, existe r € N tal que Im(¢") = I'm(¢") para todo
k > r. Ahora, para cada m € M, notemos que

¢"(m) = ¢ (m1) = ¢"(¢(m1))

como ¢" es monomorfismo, se tiene que m = ¢(my), es decir, ¢ es
suprayectivo.

Para el inciso b).

=)

<)

Como ¢ es un automorfismo, en particular es epimorfismo.
Consideremos ¢: M — M un epimorfismo. Sea m € ker(¢™),
¢" T (m) = ¢(¢"(m)) =0
entonces m € ker(¢"*1), en consecuencia,
ker(¢™) C ker(¢™1).
Tomando la siguiente cadena de submdédulos de M
§:  0C ker(¢) C ker(¢?) C ker(¢3) C -

al ser M noetheriano, existe ¢t € N tal que ker(¢!) = ker(¢*) para
toda k < t. Tomando x € ker(¢') y como ¢' es epimorfismo, existe
my € M tal que ¢'(m;) = z. Entonces,

¢ (my) = ¢! (p(m1)) = ¢'(x) = 0
Se sigue que m; € ker(¢'™!) = ker(¢'), por lo tanto,
z = ¢'(m1) =0,

es decir, ¢ es inyectivo.
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g

Definicion 3.1.23 Un mddulo M # 0 se dice que es escindible si ezisten
submddulos N1, Ny C M distintos de cero tal que M = N1 ® No. Diremos
que M es inescindible en caso contrario.

Ejemplo 3.1.24 Sea V = R?, consideremos los subespacios vectoriales ge-
nerados por la base candnica Wi = ((1,0)) y Wa = ((0,1)), entonces
R2 = Wi @ Ws.

Ejemplo 3.1.25 Consideremos el espacio vectorial de matrices de tamano
n x n con entradas reales My (R). Sea A € M, (R), su traspuesta, denotada
como AT, es la matriz de tamano n X n que se obtiene de intercambiar
renglones por columnas de A. Tomando Ty = {A € M,(R) | AT = A} y
Ty = {A € M,,(R) | AT = —A}, entonces V =T, & Ts.

Ejemplo 3.1.26 Sean V un espacio vectorial no nulo con producto interno,
W CV un subespacio vectorial. Consideremos el conjunto

Wt :={veV|vLuwpara todow € W}.

Entonces, V. =W @ W+,

Proposicién 3.1.27 (Lema de Fitting) Para cualquier endomorfismo ¢
sobre un modulo M que es artiniano y noetheriano, existe n € N tal que

M =1Im(¢") @ ker(o").
Demostracion. Sea § una cadena de submodulos de M
§:  0C ker(o) C ker(¢?) C ker(¢?) C -

al ser M es noetheriano, existe 7 € N tal que ker(¢") = ker(¢') para toda
r < ¢. Tomando € la siguiente cadena

e: M D Im(¢) 2 Im(¢2) D Im(¢3) ...

como M es artiniano, existe t € N tal Im(¢') = Im(¢?) para todo t < j.
Tomando n = max{r,t}, obtenemos que para todo m > n

Im(¢") = Im(¢™) y ker(¢") = ker(¢™).

Ahora mostraremos que M = Im(¢™) @ ker(¢").
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a) Im(¢™) Nker(¢™) =0.
Sea x € Im(¢™) N ker(¢™), entonces existe y € M tal que ¢"(y) = =.
Ademés como z € ker(¢") se tiene que

¢" () = " (¢"(y)) = ¢""(y) = 0
de donde y € ker(¢*") = ker(¢™), entonces

¢*"(y) = ¢"(y) =z = 0.

b) M = Im(¢p™) + ker(o™).
Sea m € M, como ¢"(m) = ¢**(m1), entonces ¢"(m) — ¢**(m1) = 0, es
decir, ¢"(m — ¢"(m1)) = 0 para algin m; € M, por lo que
m — ¢"(mq) € ker(¢™). Entonces, m € M y se tiene que

m = (m —¢"(m1)) + ¢"(ma).

3.2 Modulos simples y semisimples

El estudio de médulos simples y semisimples es una herramienta importante,
ya que nos ayudara en el futuro para el analices de teoremas importantes
en la teoria de mdédulos y en representaciones de algebras. En esta seccion
denotaremos como End(M) al anillo de endomorfismos de M.

Definicion 3.2.1 M es simple, si M # 0 y M no tiene submddulos no
triviales.

Ejemplo 3.2.2 a) El campo K wvisto como un K—mddulo es simple.
b) Todo K—espacio vectorial de dimension 1, es un K-mddulo simple.

Corolario 3.2.3 Sea M un mddulo que es inescindible, artiniano y noe-
theriano. Entonces, para cualquier endomorfismo de M es un automorfismo
o es nilpotente.

Demostracion. Sea ¢ € End(M), por el corolario [3.1.27 tenemos que

existe n € N tal que M = Im(¢") @ ker(¢™), al ser M inescindible, tenemos
dos casos:

Caso 1: M = Im(¢") y ker(¢™) = {0}.
Como ¢" es un isomorfismo y M = Im(¢") C Im(¢) C M, entonces
Im(¢) = M, es decir, ¢ es suprayectivo y por el primer teorema de

isomorfismo de Noether, 5 : m — Im(¢) es isomorfismo, pero
er

como ker(¢) = {0}, se obtiene que ¢ es monomorfismo, y asi, ¢ es un
automorfismo.
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Caso 2: Im(¢") ={0} y M = ker(o").
Como ker(¢™) = M, entonces para todo m € M se tiene que

¢"(m) = 0, se sigue que, ¢" = 0.
Por lo tanto, ¢ es nilpotente.

g

Lema 3.2.4 Sea M un mddulo en el que todo submddulo es sumando di-
recto. Entonces, todo submaodulo U < M, con U # 0 contiene un mdodulo
simple.

Demostracion. Sean U < M con U #0y
S={V<<U|V #U},

S # (0, ya que 0 < S. Consideramos S un conjunto ordenado por la inclusién

y {Vi}ier una cadena de submdédulos en S.

Definamos V = U Vi, observemos que V < U y V # U. En efecto, si V = U,
i€l

tendriamos que U < V; para algin ¢ € I. Lo que contradice que V; € S, en

consecuencia, V' es una cota superior para S y por el lema se Zorn, S tiene

un elemento maximo, digamos C.

Como C' < U < M, por hipdtesis, existe M1 < M tal que M = C @ My y

por la ley modular:

U=UnM=UnCaM)=Ca (M NU),
entonces por el tercer teorema de isomorfismo de Noether se tiene que:

E_C—F(MlﬂU)g MyNU _MlﬂU
c c T (MynUYNC 0

=M NU.

. U .
Como C' es maximo en U, entonces ° es simple. Por lo que M1 NU es

submédulo simple en U.
OJ
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Lema 3.2.5 Sean M un mddulo tal que M = ZMl con M; simple y
i€l
U < M. Entonces,

a) Existe J C I, tal que M =U @ <@MZ> .
ieJ

b) Eziste K C I, tal que U = @Ml
ieK
Demostracion.

a) Sea

F:{L|LCItalqueU+ZMi:U@(@MZ)}

1€L i€l

observemos que I' # (), ya que 0 = ZMZ yasi ) eT.

i€0
Considerando T" ordenado por la contencién. Sea A C T" un conjunto
totalmente ordenado por la inclusion y definamos L* = U L, entonces

LeA
L* es una cota superior de A.

a.1) SimeUnN <Z Mi>, existe £ C L* finito, donde

ieL*
E = {\1,---,\,} tal que m = ZMZ Ademds, como A es un
ek
coto, existe m € {1,2,--- ,n} tal que £ C L), , de manera que

meUn Z M; | =o.

iEL)\m

a.2) Por otro lado, siig € Ayme M;,N | U+ Z M; |, existe un
1€A\io
subconjunto J C A\{ip} finito tal que

m € M;, N <U+ZM¢>.

icJ
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Si Ay es tal que J U {ig} C L,,, entonces

m € Afmfj U+ jg: M; | =0,
L, \{io}

comom € M;, N | U+ Z M; | = 0 con los indices en A
i€Ly, —{io}

se tiene que L* € I' y por el lema de Zorn, I tiene un elemento

maximo. Sea J el elemento maximo y definamos

N:=U+ <ZMZ> =U® (@M)

ieJ icJ

como, M = Z M;. Mostraremos que Vi € I M; C N.

i€l
Sea i9 € I y supongamos M;, & N. Al ser M;, simple implica
que M;, "N = {0}. Como J C J U {ip} contradice el hecho que
J es méximo. Se sigue que M;, C N.

b) Para U < M tenemos que M = U @ P para P < M. Por el inciso (a),

existe K C I tal que
M=Pa <€B Mi> .
€K
Entonces, por el tercer teorema de isomorfismo

M_UeP_ U

P P - wnp Y
y
P@(@Mi> @Mz
M ieK ~ €K ~ @D,
P P Pﬂ@Mi icK "

iceK

Por lo tanto, U = @ M;.
€K
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Teorema 3.2.6 Sea M un R-mddulo, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

a) Todo submddulo de M es una suma de submddulos simples.

b) M es una suma de submddulos simples.

¢) M es una suma directa de submddulos simples.

d) Todo submddulo de M es un sumando directo de M.

Demostracion.

a=b)

b= c)

c=d)

d=a)

Supongamos que todo submédulo de M es suma de submédulos sim-
ples. Sea U < M por hipotesis U = Z M; con M; simple, en particular
el
M < M, entonces M = ZMz
i€l
Supongamos que M es suma de submédulos simples, por lo que M =

Z M; con M; simple. Para U < M por el Lema |3.2.5 tenemos que
el

M=U® (@M) para J C I.

icJ
Considerando U = {0}, entonces M = @ M;.
iel
Consecuencia del Lema inciso a).

Sea U < M y definamos

Uy = Z M; con M; simple.
M;<U

Observemos que como Uy < U < M, entonces M = Uy & N con
N < M y por la ley modular

U=UnNM=UnUy&N)=Uy® (UNN).
Tenemos dos casos:

a.l) SUNN={0}=U=0 = Z M; con M; simple.
M;<U
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a.2) SiUNN # {0}. Por el Lema existe B < UNN con B simple
tal que B < Up, entonces

BN(NNU)<UyN(NNU)=0
lo que es una contradiccién.

En consecuencia,

U=Uyd (UNN) =1
0

Definicion 3.2.7 Un mddulo M se dice que es semisimple si y solo si
M satisface las condiciones anteriores.

Ejemplo 3.2.8 a) Todo K-espacio vectorial es semisimple.

b) StV es de dimension finita, entonces sea 5 = {vi,--- ,v,} una base de
n
V, porlo que V = Z<v2>
i=1

c) Si'V es de dimension infinita, entonces V = Z<$>
zeV

d) Zz no es un submddulo semisimple. Recordemos que los submddulos de
Z son de la forma nZ con n € Z. Dado cualquier submddulo de Z no es
simple, ya que se cumple que:

- C4nZ C 3nZ C 2nZ C nZ.

e) Qz no es semisimple. Recordemos que un Z-mddulo M se dice divisible
si para todo m € M y todo n € Z\ {0}, existe x € M tal que n -z = m.
Q es Z—mddulo divisible: dado cualquier ¢ € Q y cualquier n € Z \ {0},

basta tomar x = 4 € Q, y se tiene que n - x = q.
n

Supongamos que Qz es semisimple, entonces

Q=5
i€l
donde cada S; es un submddulo simple. Recordemos que los Z—mddulos
se pueden ver como grupos abelianos, entonces un grupo simple son los
grupos ciclicos de orden primo, por lo que se pueden ver de la forma Z/pZ
para algun primo p € Z, sin embargo estos mdodulos no son divisibles: para
Z/pZ, no siempre existe una solucion x tal que n-x =1 para un n dado.
Por tanto, cada S; no es divisible. Lo cual es una contradiccion a que Q
sea semisimple.

O
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3.3 Teorema de Jordan-Holder

El teorema de Jordan-Holder afirma que toda serie de composicién de un
modulo tiene la misma longitud y los mismos factores simples, salvo iso-
morfismo y orden. Este es un resultado fundamental en teoria de mddulos,
que permite analizar a estos en sus submddulos simples. En este capitulo
veremos las herramientas necesarias para poder abordarlo.

Consideremos cadenas finitas de submédulos de M. Sean

B: 0=ByCBiC---CBy=M
c: 0=CycChCc---CcCi=M

Definicion 3.3.1 Considerando las cadenas B y C mencionadas anterior-
mente se tiene que:

a) La longitud de la cadena B es k.

%

b) Los factores de la cadena B son los mddulos y se le llama el i-ésimo

i—1
factor de la cadena B.

¢) Las cadenas B y C se dicen que son isomorfas y se denotan B = C siy
solo si existe una biyeccion § entre I, el conjunto de los indices de B, y
Jel conjunto de indices de C, es decir:

B; Cs(i) .
~ Vi=1,---k
Bi1 Csiy-1

d) B se llama un refinamiento de C' y B es una subcadena de C' si y solo
si se cumple lo siguiente: B = C' (esto se conoce como el refinamiento
trivial). o bien, si B # C, entonces B se obtiene omitiendo algunos Cj
de la cadena C.

e) La cadena B de M se llama serie de composicion si y solo siVi=1,--- k
i

B;_4

se tiene que B;_1 es un submaodulo mdzimo de B;, esto es, es simple.

f) El médulo M se dice que es de longitud finita si y solo si M =0 o M
tiene una serie de composicion.

Lema 3.3.2 Si B=C y B; = B;_1 para un i fijo, entonces existe un j € J
tal que si B; ,C; se omiten, las cadenas resultantes son isomorfas.
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Demostracion. Como B = C, entonces existe una biyeccién § tal que

B, _ Csu

0 == =
Bi1 Cspy-1

, entonces

Considerando j = (i) obtenemos que C; = C;_1, omitiendo C; y B; de las
cadenas C'y B respectivamente:

B*: OZBoCBlC"'C3171CB¢+1C"'CB]§:M
c*: 0=CcCicC---CcCj1CCjp1C---CCr=M.
Donde la biyeccién o: I\{i} — J\{j} definida como o(j) := d(j) hace que
C1(7(5) C&(s) ~ Bs

Ca(s)fl B Cé(s)fl - Bs—l'

O

Ejemplo 3.3.3 a) Sean K un campo yV un K-espacio vectorial de dimen-
siom finita, entonces V' tiene una serie de composicion.

Como dimg (V) =n < 0o, sea f = {v1,--- ,v,} una base de V. Al tomar
la siguiente cadena de V'

i—1 n
B: 0=(0)C (v1) C (v1) + (vg) C -~ CZ<Uk> Cee CZ<Uk> =V,
k=1 k=1

k
donde (v;) N Z(v,) = 0. En consecuencia,

M

(vk)

considerando N = (v1) + - - - + (vi—1), como (v;) es simple. Por lo tanto,
W; también lo es, asi B es una serie de composicion de V.

b) Zyz no tiene serie de composicion.
Supongamos que Zy tiene una serie de composicion de longitud k y su




o1

factor es simple. Por el lema|2.7.5, Br_1 es mdximo en 7, entonces

k—1
Bi_1 = pZ con p un primo.

Para k = 2 tenemos que By < pZ, entonces By = p"Z y al ser una serie
de composicion, se tendria que

B, p"Z n
By (0) P '

es simple, lo cual contradice que B1 no es un mdédulo simple. Por lo tanto,
7 no tiene serie de composicion.

Qg no tiene serie de composicion.
Supongamos que Qg tiene una serie de composicion de longitud k, como

es un modulo simple, por el lemal|2.7.8, B;_1 es un mdédulo mdximo

(2
B
en B;, en particular By_1 es mdzimo en Q = By. Mostraremos que Q no
tiene mddulos mdximos. Supongamos que N < Q es mdzimo. Tomemos
a € Q\ N, entonces

N <(NU{a}) =N + {(a)

al ser N mdzimo, se tiene que Q = (N+(a)). Sea S = NU(a) un sistema
de generadores de Q, entonces para todo q € Q

n
q:Zaiai—i—aoa donde o; €Z y a; € N.
i=1

a
En particular para 5 € Q se tiene:

n
;=a0a+2aiai donde «o;,a0€Z ya;€ N Vi=1,---,n.
1=

FEntonces,
n

a = (2ap)a + Z(Qai)ai.

=1
De donde

n
am = Z(Zoziai),
=1
conm=1-—2aq, asi

n
a
— = aag + E alb;.
m ;

=1
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Despejando y sustituyendo tenemos que

n n
a= Z(2ai)ai+2ai donde a;, b; € N y o, 0, € ZN i=1,--- ,n.
i=1 i=1

En consecuencia, a € N = (S), lo cual contradice el hecho de que N es
un modulo mdximo.

Lema 3.3.4 (Lema de Zassenhaus) Sean U' <U <M y V' <V < M,
entonces

U+U0nv)  V+Unv)
U+0nv) VvV +UNV)

unv unv’
U’/ U'AV)+UNV) v/
U+ UnvV’ V' +({U'NnV)
U unv 1%
U+ {UnNV) V'+({UNV)

Demostracion. Observemos que U' +(UNV)={U'NV)+(UNYV)

U+UnV)=U+[(UnV)+UNV)]
=UNV)+[U +UNV
=U'NUNV)+[(UNV)YN(UNV))] Por la ley modular.
=U'NV)+UNV").
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Entonces,

U+UnV) UnV)+{UNV')
U+Unvy  U+UNV)
- UnV)+[U+(UNV"]
U+ Uunv’)
N unv
T+ @WnvHnUnv)
N unv
T WnV)+UnV)
LV Unv)
T V+UnV)

g

Teorema 3.3.5 (Jordan Holder-Schreier) Cualesquiera dos cadenas fi-
nitas de un modulo M tienen refinamientos isomorfos.

Demostracion. Consideremos
B: 0=ByCBiC---CB,=M

c. 0=CyocCycCc---CcCiy=M

cadenas finitas de M y definamos B;; = B; + (B;+1 N C;) para toda

J = 0,---,1. Observemos que B; < B;; < B;;1 para toda j = 0,--- 1.
En efecto Byg = B; vy By = B; + (Bi+1 N Cl) = B; + Biy+1 = Bjy1. De
manera similar definamos el médulo Cj; = C; + (Cj41 N B;) para toda
i = 0,---,k que satisface C; < C;; < Cj41.P or lo que obtenemos los
siguientes refinamientos:

B*: B;i=BjyCBj C---CBjy=Bjyiparatoda i =0,--- | K

C*: Cj :Coj CClj cC---C ij :Cj+1 para toda j =0,--- 1
como B* y C* tienen la misma longitud &l y
Bij+1  Bi+ (Bit1NCjy1)
Bij;  Bi+(B;NCj)
~ Cj+(Cj+1 N Bit1)
- Cj+(Cj11nBy)
~ Cipy

Cij

Por lo tanto, B* = C*.

por el lema (3.3.4]
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Corolario 3.3.6 Sea M un mddulo de longitud finita, entonces

a) Toda cadena
B: 0=ByCcBiC---CBy=M

puede ser refinada a una serie de composicion.

b) Cualesquiera dos series de composicion son isomorfas.

Demostracion.
a) Supongamos que M tiene una serie de composicién
C: 0=ChcCiC---CCp=M.
Sea B una cadena finita de M

B: 0=ByCcBiC---CB =M

por el teorema [3.3.5| existen B* y C* refinamientos de B y C respectiva-
mente, tales que B* = C*. Como C es una serie de composicién se tiene
que C* = C por lo que existe B’ refinamiento de B* tal que B’ =~ C' = C*.

b) Supongamos que By C son series de composicién. Por el inciso a) existe

B’ refinamiento de B tal que B = B’ = C.

Definicién 3.3.7 Sea M un mddulo de longitud finita, la longitud (M)

es la longitud de una serie de composicion de M.

Corolario 3.3.8 Sea N < M un submddulo de M. Entonces, M es un

modulo de longitud finita si y solo si N y N o modulos de longitud finita

’ (M) = [(N) +1 <J‘]§> :

Demostracion. =) Supongamos que M es un médulo de longitud finita.

Sea N < M submoddulo de M.
M
Si N =0 se tiene que [(N) =0yl <N> =1(M).
Ahora, si N = M por hipétesis se tiene
M
I(N)=U(M)y!l (N) =1(0)=0

Supongamos que N < M, entonces

€e: O<N<M
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es una cadena de submédulos de M y por el corolario € se puede refinar
a una serie de composicién

€: 0=NgCN C--CN,=NCNpy1C--CNy=M.

Sean
en: 0=NyCNiC---CNp,=N
es una serie de composicién de N y
Ni  Npy N
. 0=2= .o 2m o
6% NC N C C N
N

z| 5

: . M
una serie de composicion de N Observemos que

N;

N _ N
Nj-1 Nja

N

M
es simple, entonces N y — son de longitud finita.

M
Por la construccién {((N) =k y I <N> =m — k, esto es

M) = I(N) + 1 (%)

M
<) Supongamos que N y - son de longitud finita. Sea

on: 0=NoCNiC---CN,=N

una serie de composicién de N y

=

: 0=BycBiC---CB =—
0 1 1=y
. M - Nj
una serie de composicién de — como Bj:WconN < N; < M para toda

7 =0,---,1. Consideremos el morfismo
M

M — —

v N

Mﬂ—)ﬁz‘:

N
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Definamos B; = v~} (E), entonces

_ Bi

Bi N o B

Bzfl B Bi*l - Bzfl
N

es un maédulo simple. Tomando
n:0=NyCN,C---CN,=N=ByCcBiC---CB =M

se tiene que es una serie de composicion de M y asi M es de longitud finita.
O

Proposicién 3.3.9 Un mddulo M es de longitud finita si y solo si M es
artiniano y noetheriano.

Demostracion. =) Supongamos que la longitud de M es (M) = n. Reali-
cemos la demostracién por induccion respecto a la longitud del moédulo.

Para n = 1 se tiene
O=MyCcMyCM

es una serie de composiciéon de M. Como M, es simple, tenemos que

M

M es artiniano y A es simple, por el lema [2.7.3] M; es maximo en
1

M, entonces M es noetheriano.

Supongamos que para todo médulo L de longitud (L) = n—1 se tiene
que L es artiniano y noetheriano.

Como M es de longitud finita [(M) = n, entonces M tiene una serie
de composicién. sea

e: 0=MyCcMyC---CMy_1CM,=M

donde
€n_1: O0=MyC M C---CM,_q

es una serie de composicion de M,,_1 y por hipétesis M,,_; es artiniano
y noetheriano. Al ser € una serie de composiciéon de M se tiene que

es un modulo simple, entonces
M, _1 M, _1

y por la proposicién [3.1.15| M es artiniano y noetheriano.

es artiniano y noetheriano

<) Como M es noetheriano, existe M; < M méximo en M, pero M es
noetheriano, entonces existe My < M7 maximo en M, siguiendo el proce-
dimiento obtenemos

-CM,C---CMyCcMiCM
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como M es artiniano, existe n € N tal que
0OcM,Cc---CMyCcMiCM

es una serie de composicion de M. Pues

es simple, ya que por el lema
i—1
Por lo tanto, M es de longitud finita.

O

Si M es de longitud n.

Por qué [(M) = n es precisamente el nimero de médulos simples
(salvo isomorfismos) que aparecen en cualquier serie de
composiciéon de M?

Considerando

O=MyCcMyCM,yC---CM,

una serie de composicién de M, como M; # M; para toda ¢ # j y es
i—1

7

un modulo simple, entonces # (0 para toda ¢ =1,--- ,n. En vista de

i—1
lo anterior, se tienen n cocientes que son isomorfos a un médulo simple.

3.4 Anillos Locales

El estudio de anillos locales es un tema fundamental en la teoria de
anillos, en esta seccién abordaremos las definiciones béasicas y necesarias al
igual que resultados importantes en este tema.

Definicion 3.4.1 Sea R un anillo no trivial con unidad. Un elementor € R
se dice que es:

a) Invertible por la izquierda, si existe r; € R tal que mir = 1. A ry se
le llama inverso izquierdo.

b) Invertible por la derecha, si existe ro € R tal que rro = 1 donde ra
es el inverso derecho.

¢) Invertible, si r’ =1 =1"r; en tal caso, 1’ es el inverso de r.

A continuacién, presentamos un resultado bésico para anillos locales.
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Teorema 3.4.2 Sea R un anillo con identidad y A el conjunto de todos
los elementos no invertibles de R. Entonces, las siguientes propiedades son
equivalentes:

a) A es cerrado bajo la suma.

b) A es un ideal bilateral.

c) A es un ideal derecho mdzimo.

d) En R eziste un ideal propio derecho mdaximo.

e) Para todo r € R se tiene que r 0 1 —r es invertible derecho.

f) Para todor € R, v 01— es invertible.

Demostracion.

a = b) Sean b, b’ € R tal que bb’ = 1, veamos que tenemos los siguientes casos:

Caso 1)

Caso 2)

Si b'b ¢ A, esto es b'b es invertible, por lo que existe s € R tal
que
(bb)s=11y s('b)=1

y asi:
b(b'b)s=b y s'b)Y =t

por asociatividad de la multiplicacién del anillo se tiene que
s(b'b)b = sb' (b)) = sb' = V'.
Entonces,
b'b = sb'b =1, por lo tanto, b'b=bt' = 1.

Si b € A. Como A es cerrado bajo la suma, se tiene 1 —0'b ¢ A,
por lo que existe s € R tal que:

s(1—-0b'b) = 1.
Entonces,

=10 = [s(1 = ¥B)Y = s(b/ — b)) = s(b/ —b) =0

b=0b(1-bb)s=(b—bb'b)s=(b—b)s=0
lo que contradice que 1 # 0.
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b= c)

c=d)

d=e)

e=f)

Para mostrar que A es un ideal falta ver que parar € Ry a € A, se
tiene que ar € A. Sean r € Ry a € A tal que ar ¢ A, entonces existe
s € R tal que ars = 1 tomando a = by rs = b’ tenemos que bb’ = 1,
entonces b'b = rsa = 1 contradice que a € A, por lo tanto, ar € A.

Como A es un ideal bilateral, tenemos que A es un ideal derecho; por
lo que, solo falta mostrar que A es maximo. Al ser A un ideal propio
de R, A # R. Consideremos Br < R un ideal tal que AC BC Ry
para b € B tenemos dos opciones:

c.1) Si b no tiene inverso derecho, entonces b no es invertible. Por lo
que b € Ay al ser A un ideal, bR < A. Es decir B C A, por lo
tanto, B = A.

c.2) Si b tiene inverso derecho, entonces existe s € R tal que bs = 1
pero B es ideal derecho, lo que implica que 1 € B asi B = R.

Por lo tanto, A es un ideal derecho méaximo.
A es ideal méximo derecho propio.

Sean C' un ideal propio méaximo derecho y » € R. Supongamos que 7 y
1 —r no son invertibles por la derecha, como rRy (1 —7)R son ideales
de Ry C es ideal maximo, entonces rR < Cy (1 —r)R < C.

Porloquer,1—r e C,estoes 1 =7+ (1 —r) € C lo cual contradice
que C' sea maximo. Por lo tanto, 7 o 1 — r es invertible.

Basta ver que para todo elemento invertible derecho; es un elemento
invertible. Sea b € R, un elemento invertible derecho, es decir bb’ = 1.

Caso 1) Si b'b es invertible derecho, entonces existe s € R tal que
(t'b)s = 1 como

b= bl = b[(b'b)s| = (bb)bs = bs

asi

(b'b)s = b'(bs) =b'b=1.
Es decir, b es invertible, pues bb' =1y b/b = 1.

Caso 2) 1 — b'b es invertible derecho, entonces existe s € R tal
que (1 —b'b)s = s —b'bs =1, entonces

b=0bl=0b(1—-b)s=bs—bb'bs=0bs—bs=0

lo cual contradice el hecho que bb’ = 1.
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f = a) Observemos que parar € Ry a € A, ar no es invertible. Supongamos
que ar es invertible, entonces existe s € R tal que (ar)s = 1 por la
asociatividad del anillo, a(rs) =1 lo cual contradice que a € A.

Ahora veamos que A es cerrado bajo sumas. Sean a1 ,as € A tales que
(a1 + az) ¢ A, es decir, (a1 + a2) es invertible, por lo que existe r € R
tal que (a1 + ag)r = 1. Asi

air+asr =1=air=1— asr.
Por la observacién tenemos que a1 € A y como A es cerrado bajo

multiplos y debido a que asr € A, esto implica que 1 € A lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, a1 + as € A.

g
El teorema tiene una version para ideales izquierdos que se enuncia
a continuacién:

Teorema 3.4.3 Sea R un anillo con identidad y A el conjunto de todos
los elementos no invertibles de R. Entonces, las siguientes propiedades son
equivalentes:

a) A es cerrado bajo la suma.

b) A es un ideal bilateral.

c) A es el inico ideal izquierdo mdzimo.

d) En R existe un ideal propio izquierdo mdzximo.

e) Para todo r € R se tiene que T 0 1 — 1 es invertible izquierdo.

f) Para todor € R, r 0o 1 —r es invertible.

Definicién 3.4.4 Un anillo R que satisface las equivalencias de 0
[3-4.3 se llama anillo local.

Ejemplo 3.4.5 El anillo de series de potencia formales sobre un cam-
po K, denotado por K[[X]], estd formado por expresiones formales de la
forma:

[ee)
flz)=f= Zaﬂ:i = ap + a1x + agx® + azz® + - -
i=0
donde a; € K para todo i € N. Dadas dos series

F@) =S aa g g@)= b,
n=0 n=0
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la suma se define:

o0

F@) +g(z) =) (an +by)z"

n=0

El producto se define como:

f(z)-g(z) = Z cp”  donde ¢ = Zakbnfk-
n=0

k=0

Los elementos invertibles en K[[X]] son los que tienen término constante
distinto de cero. En efecto, si f,g € K[[X]] se tiene que

fg:chxk donde ¢ = Z a;bj,
k=0

i+j=k
entonces
cozléaobozléa:bgl.
De esta forma

(e}
fg:chmkzléck:0 para todo k > 1
k=0

por lo que f es invertible, si tiene término constante distinto de cero.
Luego, el conjunto de elementos no invertibles de este anillo es

A={f e K[[X]]: f no tiene término constante}

que es cerrado bajo la suma y por el teoremal[3.4.4, K[[X]] es un anillo local.

Ejemplo 3.4.6 (La localizacién de anillos conmutativos en ideales primos)
Sea R un anillo conmutativo con identidad y P un ideal primo de R. Nota-
mos que R\P resulta ser un conjunto multiplicativo.
Sea

F={(r,a):r€ Rya€ R\P}

en I' se introduce una relacion de equivalencia
(r1,a1) ~ (r2,a2) < 3b € R\P tal que r1asb = roarb
Veamos que en efecto ~ es una relacion de equivalencia:

a) Reflexiva.
(r1,a1) ~ (r1,a1) tomando b =1 € R\P se tiene que ria1l = ria1l.
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b) Simétrica.
Como (r1,a1) ~ (r2,az), entonces ezxiste a € R\'P tal que riaza = raaia
y como la igualdad es simétrica, entonces (rg,az) ~ (r1,a1).

¢) Transitiva.
Como (r1,a1) ~ (re,az), entonces ezxiste a € R\'P tal que riaza = raaia
y (re,a2) ~ (r3,as), entonces existe b € R\'P tal que raa3b = rzasb.
Asi, considerando r = ajasha tenemos que:
riasr = rias(aiazba)
= (riaga)agab
= (rqaja)agayb
= (raasb)araa
= (rsagb)aiaay
= r3aj(ajazba)

= Tr3ajir.
Sea Rp el conjunto de las clases de equivalencia en I’

Rp:{glreRyaER\P}

donde r :=[r,a], denota la clase de equivalencia del par (r,a).
a
t
Sean E’B € Rp. Las operaciones se definen de la siguiente manera:
a
= Suma: . bt
S S a
4 - =
a b ab
s Multiplicacion:
s t st
a b ab

. S . . . .
Primero probemos que un elemento — € Rp es invertible si y solo si s ¢ P:
a

S S
=) Si — es invertible, mostremos que s ¢ P: Supongamos que — € Rp es
a a

t
invertible. Entonces, existe — € Rp tal que:

b

s t st
7.7:—:1
a b ab

De aqui se deduce que st € R\P, es decir, st ¢ P. Como P es primo,
esto implica que s ¢ P, ya que si s € P, entonces st € P, lo cual seria
una contradiccion.
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s
<) Sis ¢ P, veamos que — es invertible. Supongamos que s ¢ P ya ¢ P,
a
entonces a,s € R\P. Como los elementos de R\'P son invertibles en
1
Rp, existen —, — € Rp.
s a

Entonces,

:—:17

a sa
S sa

S . .
lo que muestra que — es invertible.
a

Ahora definamos
mp:{ZERpLSEP, agéP}

el conjunto de los elementos no invertibles en Rp, probemos que mp es un
ideal bilateral.

S
Sean PN € mp, con s,t € P ya,b¢ P. Entonces,
a

s t sb+ta

a b ab

Como P es un ideal primo, y se satisface que

sbeP, taeP = sb+tacP.

Ademds, ab ¢ P por lo tanto,

t
-+ -cmp
a b
.S
Luego, si — € mp, entonces
a
S —S
——=— cmp,
a a

ya que P es cerrado bajo inversos aditivos. Para ver la cerradura de la

t
multiplicacion. Consideremos s € mp y b € Rp, cons € P ya,b ¢ P.
a

Entonces,
st

s 1

a b ab
como P es un ideal, ab € P y st ¢ P por lo que se tiene que,
t

S

c mp.
a b P

De este modo, mp es un ideal bilateral, y en consecuencia, Rp es un anillo
es local.
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Corolario 3.4.7 Sean R un anillo local y A el ideal de elementos no inver-
tibles de R, entonces se tiene:

a) R/A es un anillo con division.
b) Todo elemento (derecho o izquierdo) invertible de R es invertible.

¢) Todo anillo no trivial, que es la imagen de un anillo local, es local.
En particular: toda imagen isomorfa de un anillo local es local.

Demostracion.

a) Para todo s € R/A tenemos que s ¢ A por lo que s es invertible.

b) Por el Teorema

¢) Sea o: R — S un homomorfismo de anillos suprayectivo, por el teorema
basta ver que para todo s € S se tienen que: s 0 1 — s es invertible.

Puesto que R es local, satisface que, para toda r € R; r o 1 —r es
invertible, supongamos que r es invertible.
Sea s € S, entonces existe r € R tal que o(r) = s. Luego,

o(l—-r)y=0c(1)—0o(r)=1-s.

Si r es invertible, entonces o(r~!) es el inverso de s; ya que existe !

tal que rr~! = r~1r = 1. De donde,
o(1)=o(rr ) =o(r)o(r™!) = so(r ™) = 1.

Analogamente, si 1 — r es invertible, entonces o((1 — r)™1) es el inverso
de 1—s.

0

3.5 Anillo de Endomorfismos Locales

En la secciéon anterior vimos la definicién de anillos locales. En este
capitulo nos centraremos cuando es el anillo de endomorfismos de un médu-
lo dado, analizando que propiedades se pueden obtener cuando este es un
anillo local.

Definicion 3.5.1 Sean R un anillo y r € R. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

a) r es nilpotente si y solo si In € N tal que r™ = 0.

2:

b) r es idempotente si y solo si r* =r.
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Corolario 3.5.2 Sean R un anillo y v € R. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

a) Sir es nilpotente, entonces r no es invertible y 1 — r si lo es.
b) Sir esidempotente, entonces 1 —r también lo es.

¢) Sir es idempotente e invertible, entonces r = 1.

Demostracion.

a) Supongamos que r es invertible, entonces existe s € R tal que rs = 1
y como 7 es nilpotente, existe n € N tal que r™ = 0. Sea m el minimo
natural tal que 7™ = 0 y r™ ! #£ 0, entonces

m—1

7,mfl — T,mfll _ TTTL71(

rs) = (r"""r)s=r"s=0.

Lo que contradice que m sea el minimo natural tal que r” = 0, en
consecuencia, r no es invertible.

b) Sea r un elemento idempotente,
(l1-r)P=1-2r+r*=1-2r+r=1-r
es decir, 1 — r es idempotente.

¢) Sea r un elemento idempotente e invertible. Esto es r?

tal que rs = 1, entonces

=ryexiste s € R

r=rl=r(rs)=r’s=rs=1.

Ejemplo 3.5.3 Sea R = Matayo(K). Si

a b
Az( a? >

con b +# 0, A es nilpotente de orden 2, B=1Idy y C = <ll) 8> son matrices

idempotentes.

Sea K un campo y G un grupo finito de orden n. Definimos KG el
Algebra de Grupo como el conjunto de sumas finitas de la forma

u:Z/\gg:)\le—i-)\ggz—i----—i-)\ngncon/\gEK
geG
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donde e € G es el elemento neutro del grupo y ¢g; € G es un elemento de
grupo con g; # e para todo i = 2,...,n Definimos dos operaciones en KG,
la suma
+: KGx KG— KG
D oAG D gy | > (A + 1g)g
geG geG geg
y el producto
o : KGXx KG— KG

> Xgg D> mnh | — > rf

geCG heG g,heG

donde vy = Z Agitn- Y asi (KG,+,e) es un anillo con 1, donde 1 € KG

f=gh
1= Z Agg = le.
geG

€es:

Definiendo la siguiente accién:
x: K x KG— KG
A, Z Hgg | Z()‘Mg)g'
geG geq

Se tiene que (K G, *) es una K-algebra. Consideremos ¢ la inmersiéon de G
en KG

t: G — KG
g—1lxg

Por lo que a G se puede considerar como un subconjunto de KG. Ahora
si consideramos el morfismo

viK — KG
T——>Txe

v es monomorfismo de anillos.

a) v es un morfismo de anillos. Para 71,7y € K se tiene que:
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a.l) v(ri+ry) = (r1 +r2)e =rie+ree = v(r1) + v(ra)
a.2) v(r1)v(re) = (rie)(rae) = (rire)e = v(rire)

b) v es monomorfismo de anillos. Sean ri,7y € K tal que v(r;) = v(ra),
entonces

rie =Trq€
=rie—1r9e =0
= (r1—mr2)e=0
= (7“1 — ’1"2) =0
S.T1 =19

¢) Para u,v € KG si u=vsiy solosi \; = iy para todo g € G

> 9= gy

geG geG
D A=) Hgg =0
geG geG
> (Ag—1g)g =0

geG
(Ag — t1g) = 0 para todo g € G.
" Ag = 11y para todo g € G.

Ejemplo 3.5.4 Sean K un campo y G = (g) un grupo ciclico de orden n,
entonces para toda h € G se tiene que h = ¢* para alguna i € N. Luego, los
elementos de KG son de la forma

n
u = Z)‘igi A € K.
i=1
Consideremos el morfismo suprayectivo de K-dlgebras.

¢: Kjx] — KG
¥ — ¢F para todo k> 0.

Veamos que ¢ , en efecto, es un morfismo suprayectivo cuyo nicleo es
(" +1).
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a) Sea f,g € K|z], entonces f = Zaimi yg= Zyj:nj, supongamos que
i=0 §=0
n <m,

o(f+9)=9 <Z(Oéi + Wi)fﬂi)

=0

(a; + %)g

Ms

=0

m
= aig' + g’
=0

aig' + Z%g
1=0

= o(f) + o(g )

5(1)0lg) = & ( M) p (Z W)
i=0 =

() ()

n+m

= ckg}c donde ¢, = Z QY-
k=0 k=i+j

M:

n
= Z Aoy gi
i=0
n
= Z ;g
i=0

— A0(f).

n—1
b) Para todo u € KG se tiene u = Z aig". Considerando
i=0

n—1
x) = Zaixi, se tiene que ¢(f) = u.
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¢) Ahora veamos que ker(¢) = (x" — 1).
Q) Sea f = Zaixi € K[x] tal que ¢(f) = Zaigi =0

1=0 1=0
1. Sim <n, existe j tal quen — j = m, asi:
n—j
Zozigl =0 = a; =0 para todot =1,--- ,n— 3,
i=0
en consecuencia, f(z) =0 y asi f(z) € (" — 1).

2. Sim > n, tenemos que f(x) = (2" — 1)q(x) + r(x) con q(z),r(x) €
K|x] ygr( (x)) <n or(z) nulo. Tenemos

Dg() +r(z))

- 1)olq(@)) + o(r(x)
—)o(q(z)) + o(r(z))
W(MZ

Por el caso 1) r(X) € (" + 1), asi que, f(z) € (2™ + 1).

(2" =
(

X

D) Sea g € (x™ — 1) entonces, g = (2™ — 1)p(x) con p(x) € K|x]

o(g) = ¢((z" — 1)p(z))
= ¢(z" — 1)o(p(x
= [p(z") — ¢(1)]
= ¢(z")p(p(x)) —
= ex* d(p(x)) —
=0.

)

(p(z))
o(1)o(p(2))
e* o(p(x))

por lo que g € Ker(¢).
Y por el primer teorema de isomorfismo de Noether se tiene que
Klz]
o — 1)

Considerando KG el dlgebra de grupo, de un grupo ciclico. Sea v € KG
como vy = Z g para cada h € G, observemos que
geG

= K@G.

= (Zg)hzghzg%

geG geqG geqG
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n—1
Como G es finito, podemos considerar v = E g, entonces
i=0

Denotemos por char(K), a la caracteristica del campo K. Se tienen dos
casos:

a) Si char(K) = m y m|n. Veamos que como m|n existe d € Z tal que
n = dm. De este modo,

7v? =mny = (dm)y =0
esto es vy es nilpotente de orden 2.

b) char(K)=m y m{n, tenemos que para 7= ny 1
n

(%)2 = ()2 =n?(y") T = nP(ny) T = %

por lo tanto, x es idempotente.
n

Definicion 3.5.5 Sea R un anillo:

a) Sean ey, ea € R idempotentes, decimos que e; es ortogonal a ez si

€1€9 = €9€e1 = 0.

b) Sea {e;}]"; una familia de elementos idempotentes, decimos que es

completa st
n

¢) Sea e € R idempotente, decimos que e es primitivo si no se descompone
como suma de dos elementos idempotentes ortogonales, es decir, si e =
e1 + eo, entonces e1 =0 0 eg = 0.
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Ejemplo 3.5.6 Sea R = M, (K), consideremos I, la matriz identidad y B;

para i =1,2,--- ,n la matriz definida de la siguiente forma
J
0 0 0
0 0 0
Bi=(iy)= i|o 1 o |
0 0 0

1 siie i
donde para cada i,j € {1,---,n}, by = e=J La familia

0 en otro caso.
{B;}}_, es una familia completa de idempotentes ortogonales y primitivos.

Lema 3.5.7 Sea R un anillo y Rr = @Ai, con A; un ideal. Entonces,
el

a) El conjunto Iy = {ili € I A; # 0} es finito, y en consecuencia,

Rp = @Ai.

i€lp

b) Existe {e;}ic1, una familia completa de idempotentes ortogonales tal
que A; = e; R para todo i € 1.

c) Si A;j coni € Iy es un ideal bilateral, se tiene que e; € Z(R)EI.

d) Si {e;}}, es una familia completa de idempotentes ortogonales, se
sigue que
n
R=Heir.
i=1

y sie; € Z(R) se obtiene que ;R es un ideal bilateral.

3Fl centro de R, denotado por Z(R), es el conjunto de todos los elementos z € R que
conmutan con todos los elementos de R, es decir: Z(R) = {z € R | zr = rz para todo r €

R}
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Demostracion.

Mostraremos a) y b) en este primer inciso.

n
Dado que Rr = @Ai tenemos que 1 = Zei v e; # 0 con e; € A;
iel i=1
parai € {1,--- ,n} y se sigue que A; # 0.

Consideremos a; € A; para algtn j € I,observemos que

n n
a; = 1(Ij = (Z €i> a; = Zeiaj € R. (3.3)
=1 =1

como e;aj € A; por ser A; un ideal, se tienen los siguientes casos:

Caso 1) Sij ¢ {1,---,n}. Por la descomposicién en suma directa
sabemos que

An (>4 | = {0} (3.4)
i#j
y por 3.3 . .
a; = Zeiaj S ZAZ - ZAZ
i=1 i=1 i£j

De lo anterior y por la ecuacion se sigue que a; = 0, esto es
Aj = 0. Asi se tiene que

es finito, y
n

RR:@Ai :@Ai.

i€l i=1
y asi queda demostrado a).

Caso 2) Si j € {1,--- ,n} entonces e; # 0, retomando la ecuacién
y por la unicidad de la suma

n S. . .
a; sii=]j
a; = E €iaj; = J
— 0  en otro caso.
1=
De esta forma, se obtiene que

Aj = ejAj < ejR < Aj
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por lo que A; = e;jR. Ahora veamos que para todo par
i, € {1,--- ,n} donde i # j se tiene que e;a; = 0.
Considerando e; = a; obtenemos que

2 e = s = e
€ = aje; = aj = e;

y eje; = 0. En consecuencia, {e;}?_; es una familia completa de
elementos idempotentes ortogonales, ademés A; = e; R para todo
i € Iy por lo que queda demostrado b).

c) Si A; es un ideal bilateral. Sea r € R, como

r=1r = Zei r:Zeir

i€ly i€lp

r=rl=r Zei :Zrei

i€lp i€l

Se sigue, que para todo i € Iy, e;r,re; € A; y por unicidad de la suma
directa e;r = re;. De este modo e; € Z(R).

n
d) Por hipdtesis Z e; = 1, implica que
i=1

R=1R = <i6i>R:zn:eiR.

i=1 =1

Veamos que e; RN ZeiR ={0}. Sir e e;RN ZeiR se tiene

i=1 =1
i#] i#]
que
T = ejr; (3.5)
y
r= Z €iri. (3.6)
i=1
i#]

De este modo por las ecuaciones [3.5] y [3.6] implica que:

n n
r=1r = (Zei>r:Zeir:
i=1

i=1

ei(ejr) = Z(eiej)r = eje;T = €;T.

n n
i=1 i=1

2
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Luego
n n
r=e;r =e¢; E eir; | = E eje;r = 0.
i=1 i=1
i#] i#]

Se concluye que r € e;RN ZeiR = {0}. Y asi,

Sie; € Z(R), entonces r(e;R) = (re;)R = (e;7)R = e;R. Concluimos
que e; R es bilateral.

g

Corolario 3.5.8 Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo
R.

a) Rp es inescindible.
b) rR es inescindible.

¢) 0 y 1 son los unicos elementos idempotentes de R.

Demostracion. Probemos solo a < ¢, ya que b < ¢ se realiza de forma
similar.

a=c) Sea e € R un elemento idempotente, por el corolario se tiene
que e, e — 1 son idempotentes ortogonales donde e + (1 —e) = 1y
por el lema se sigue que, R = eR @ (1 — e)R. Luego, por ser R
inescindible:

c.1) si eR =0, implica que e = 0.
c.2) si eR = R, resulta que R —eR = 0, es decir, (1 —e)R = 0. Por lo
tanto, 1l —e=0ye=1.

¢ = a) Supongamos que R = A & B. Por el lema existe un elemento
idempotente e € R tal que A = eR, por lo que:

a.l) si e =0, se obtiene que A=0y B =R.
a.2) si e =1, se deduce que A= Ry B =0.
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Teorema 3.5.9 Sea S = End(Mpg). Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) Mp es inescindible.
b) Sg es inescindible.
c) sS es inescindible.

d) 0 y 1 son los tunicos idempotentes de S.

Demostracion. Por el corolario [3.5.8] solo queda mostrar que Mg es ines-
cindible si y solo si los morfismos 0 y 1 son los tinicos elementos idempotentes

de S.

a = d) Sea e € S un elemento idempotente. Como e € End(M) se tiene que
eM =1Im(e)y (1 —e)M = Im(1 — e). Mostremos que

M=eM&(1—e)M.
Primero observemos que para todo m € M se tiene que
m =e(m)+ (1 —e)(m)

Luego, sea = € eM N (1 — €)M, entonces existe mi, mg € M tal que
x=e(my1) = (1—e)(my), asi,

x=-e(m1) =e(e(m1)) =e((1—e)m2) =0
por loque M = eM @ (1 —e)M y como M es inescindible, se sigue que

d.1) SieM =0, se concluye que e = 0.

d.2) SieM = M, resulta que M —eM = (1—e)M = 0, lo cual implica
que (1 —e) = 0. Por lo tanto, e = 1.

d = a) Supongamos que M = A @ B y consideremos 74 : M — M.
Como m =a+ b € M, evaluando en 7r124, obtenemos
74 (m) = 7(m(a+ b)) = 7(a) = a = w(m)
y por hipétesis

1) Simy4 =0, al tener que m(M) = A, se concluye que A = 0.
2) Si w4 =1, es inmediato que A = M.

Por lo tanto, M es inescindible.
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Corolario 3.5.10 Sea S = End(M) es local, entonces Mp es inescindible.

Demostracién. Sea A el conjunto de elementos no invertibles de S. Por
el teorema solo queda mostrar que 0, 1 son los tinicos elementos idem-
potentes de S.

Sea e € S un elemento idempotente, por el corolario inciso b),
tenemos que (1—e) es un elemento idempotente en S. Supongamos que e # 0
y e # 1, entonces tenemos que 1 —e # 0y 1 —e # 1. En consecuencia, por el
corolario @inciso ¢), se sigue que e, (1—e) no son invertibles. Y asi, e € A,
y como A es un ideal por el teoremam se sigue que 1 = e+ (1 —e) € A4;
lo cual contradice que A sea un ideal maximo. Por lo tanto, e = 0 0 e = 1.

O

Sin embargo, el inverso de este enunciado no se satisface.
Consideremos el grupo inescindible Zz. Observemos que End(Z) = 7 dado
el siguiente morfismo de anillos:

¢:Z — Endz(Z)
o) =fun:Z — 17

fn(m) =mn

Sin embargo, Z no es un anillo local, debido a que para cada p € Z con p
un primo, pZ es un ideal maximo, por lo tanto, End(Z) no es local.

Teorema 3.5.11 Sea M # 0 inescindible de longitud finita, entonces
End(M) es local y los elementos no invertibles son los elementos nilpotentes.

Demostracion. Sea ¢ : M — M. Por la proposicién M es un
modulo artiniano y noetheriano. Luego, por el lema [3.1.27] existe n € N tal
que

M =1Im(¢") @ ker(o").

Ahora, como M es inescindible, se cumple alguno de los siguientes casos:

a) ker(¢™) = 0.
Como 0 C ker(¢) C ker(¢™) = 0 se sigue que ker(¢) = 0, es decir, ¢
es monomorfismo. Y por la proposicién ¢ es isomorfismo, por
lo tanto, ¢ es invertible.

b) Im(¢™) = 0.
Se tiene ¢™ = 0, es claro que ¢ es nilpotente y por el corolario[3.5.2] 1—
¢ es invertible. Finalmente, por el teorema se tiene que End(M)
es local.

Por el inciso b) los elementos no invertibles son nilpotentes, por lo que se
tiene que

{elementos no invertibles} C {elementos nilpotentes}.
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Si ¢ € End(M) es un elemento nilpotente; sea n el minimo natural tal que
o™ = 0.

Supongamos que ¢ es invertible, entonces existe v € End(M) tal que
v¢ = 1, de modo que

P = 1" =yt = y¢" = 0
lo que contradice que ¢ es nilpotente de orden n. Por lo tanto,
{elementos no invertibles} = {elementos nilpotentes}.

O

Definicion 3.5.12 Sea U < M. M se llama irreducible sobre U si y solo
st para cada par de submodulos arbitrarios A, B < M conU < A yU < B,
se tiene que U # AN B.

Diremos que M es irreducible si es irreducible sobre 0.
Teorema 3.5.13 Sea Q un mddulo inyectivo inescindible, entonces End(Q)
es local.

Demostracién. Sea ¢ : Q — @Q un monomorfismo, asi ¢’ : Q — Im(¢)
es un isomorfismo. Al ser @) inyectivo, se tiene que Im(¢) es un médulo
inyectivo. Consideremos

foQ
Im(o)

¢

0 Q Q

una sucesién exacta que se escinde. Esto implica que, @ = Im(¢) ® Im(f)
al ser @ inescindible, si Im(¢) = @ se tiene que ¢ es un automorfismo. Por
lo tanto, ¢ es invertible.

Sea ¢1, ¢2 € End(Q) no invertibles, como @ es irreducible e inescindible, se
sigue

0 # ker(¢1) Nker(¢pa) C ker(p1 + ¢2).
Por lo tanto, ¢1 + ¢2 es no invertible y asi End(Q) es local.

Observacion 3.5.14 Sea M un mddulo artiniano. Consideremos
I' ={B < M|B es sumando directo de M y B # 0}

Como M #0y M =M D0 se tiene M € I'y, entonces I'y tiene elemento
minimo. Sea By el elemento minimo de I'1 y se satisface que By es inescin-
dible. En efecto, si By = Bg1 @ B2, en particular Byy C By C M lo cual
contradice que By sea elemento minimo.
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Observacion 3.5.15 Sea M es noetheriano. Consideremos
M
Iy ={A < M| Aes sumando directo de M y " # 0}

Como M = M &0 se tiene 0 € I'y. Entonces, I'y tiene elemento mdzimo.
Sea Ag el elemento mdximo en 'y, de este modo M = Ay & By.

Veamos que By es inescindible, ya que si By = Bg1 @ Bys, se sigue que
M = Ao @ By1 ® Bps donde Ay @ Boy € I's, pues
Boo ~ (Ao + Bm) + B2 M

~ o~ 0
(AQ + BOl) N Byo Ay + By Ay + By 7&

By =

y Ag C Ag + Bo1 contradice que Ay sea elemento mdximo.

Teorema 3.5.16 Sea Mp # 0

a) Si Mg es artiniano (o noetheriano), entonces existen submddulos ines-
cindibles My, Ms,--- , M, de M con

M = éM
=1

b) Si Mg es de longitud finita, entonces existen submddulos inescindibles
My, Ms,--- M, de M tal que

n
M= EBMZ donde End(M;) es localVi=1,--- ,n.
i=1
Demostracion.
a.1) Sea M un médulo artiniano. Consideremos el conjunto

!
A ={C <M |3B; < M parai=1,---,l inescindibles tales que M = @Bi @ C}
=1
Por la observacion el elemento By # 0, entonces existe B < M
tal que M = By @ B. Se sigue que B € Ay, por lo que A; tiene un
elemento minimo, sea Cp. Lo anterior nos lleva que existen B; < M
con j=1,--- n tal que

M = (é Bz‘) @ Cy
=1

Veamos que Cy = 0. En efecto, si Cy # 0 y puesto que Co < M,y M
es artiniano. Se sigue que Cj es artiniano. Y por la observacién
existe C) < Cp inescindible, de tal que Cy = C & D, entonces D € I'
y como D < Cjy contradice que Cj sea el elemento minimo.
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a.2)

b)

Sea M un médulo noetheriano. Consideremos el conjunto

A={C<M|M=CsDyC= @ C; con Cjinescindibles}
i=1

Como 0 € Ay y M es noetheriano, entonces Ay tienen un elemento
maximo. Sea Cy el elemento maximo en A, entonces

M=Cy®D = (@C,») © D
=1

SiD#0yalser D<M, entonces D es noetheriano y por
existe D1 # D tal que D = D1 & D4, entonces si D1 es inescindible, se
tiene que

M = (é_l?CZ> ®D = (@CZ> @ (D1® D9) = <éCi@D1> @ D,

i=1

n
como Cy < EB C; ® D; contradice que Cy sea maximo.

=1

Por y por el inciso a).

n

M:EBMZ-

=1

con M; médulos inescindibles, al ser M; < M tenemos que M; es de
longitud finita. En consecuencia, de [3.5.11|se tiene End(M;) es local.

0
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3.6 Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya

En esta seccién se presenta un teorema de suma importancia en la teoria
de moédulos y, en particular, en la teoria de representaciones. Este teorema
establece que todo médulo finitamente generado se descompone de manera
unica (salvo isomorfismo) en una suma directa de médulos inescindibles.
Para probar este resultado, se requieren algunos lemas que se formulan y
prueban a continuacién.

Lema 3.6.1 Sean Mg = @Mz donde End(M;) es local para todai € I y
el

o,7 € End(M) con 1y = o + 7. Entonces, para toda j € J existe U; < M

y un isomorfismo ¢; : M; — U; inducido por o, T tal que

M=Uo|PM
i€l
i#]
Demostracion. Consideremos 7;: M — M; la proyecciéon sobre M; y
L%j: M; — M la inclusién de M;, 1y := o0 +7: M — M. Consideremos

la, composicién mj o 1p7 o Uag, M; — M; donde
M M M M
i O 0] = ; O (¢] = i O 0] i O o .
mjoly LMy =T (c+71) LMy = Tj OO0 0Ly, +mjoT UM,

Como End(M;) es local y 1)y, es invertible, entonces mjoco 0 L%j 0 TjOTO L%j

es invertible. Supongamos que 7j o 0 o L%j es invertible, definamos
R M 1 — )
Uj=0ouy[Mj]=0o[M] <M

y consideremos
¢j2 M j— U j

definida como ¢;(x) = o(x). Notemos que ¢; es un epimorfismo por defini-
cién de U;. Considerando el siguiente cuadro se tiene

M—2 M
M
ij Uj 5

y

MM
J 1]\4j J
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Sea m; € M;, entonces L]‘U/‘; o ¢pj(my) = L%(O‘(mj‘)) =o(mj)y ocoijimj) =

o(m;), por lo tanto, el tridngulo superior conmuta. Observemos que
M M
mj oy, 0 ¢j(my) = mj 0y (0(my)) = mi(o(my)) = my,
por lo tanto, el tridngulo inferior conmuta. Entonces, se tiene que

Im(b% o ¢j) + ker(m;) = Tr_l[Im(le)]

Im(L% o ¢j) Nker(m;) = L% o ¢j(ker(1ar,))-

Como 1y, es isomorfismo, se tiene que

donde
Im(ufy; 0 ¢5) =y, (Im(¢5)) = oy, (0 [My]) = 17, (Uy) = U
y
ker(m;) = 7' [M;] = @MZ
icl
i#]

Por lo tanto,

i€l
i#]
O
Lema 3.6.2 Sea Mp = @MZ donde End(M;) es local para toda i € I y
iel
o,7 € End(M), 1y = o + 7. Para E = {iy,ia,- -+ it} C I existen C;j; < M
y un isomorfismo ¢;; : M;; — Cy; inducido por o o T para j =1,2,--- ;1

tal que

M=CyoCyho a0, 0| P M
i€l/E
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Demostracion. Por el lema y tomando j = 7, entonces C;, = U;;, =
U;, entonces

M:Uj@ @Ml :Cil@ @Mz
i#j i#j
Definamos ¢;, : M;, — C;, como m;, ~— o(m;,) isomorfismo, entonces

M;, = C;,, entonces End(Cj, ) es local.
Ahora para iy definamos j' = is y asi Cy, = Uy, = oy por el lema m

M =UyeC,o| @ M
ie\{i1,5'}

=Ci, @0, @ @ M;
€I\ {i1,5'}

donde ¢;,: M;, — C;, es isomorfismo, entonces End(C;,) es local. Siguien-
do el mismo argumento para j = 3,--- ,t se tiene que

M=C,& -aC,e| P M
i€I\E

g

Lema 3.6.3 Si Mp = @Ml donde End(M;) es local para toda i € I y
icl
M = A& B donde A # 8 e inescindible. Entonces, existe k € I tal que la
proyeccion wa : M — A induce un isomorfismo de My en A y M = Mp®B.
Demostracion. Consideremos w4 la proyeccion sobre A e L% la inclusién
de A en M. Definamos « := L% omg: M — M donde 1)y = a+ (1 +
a) € End(M). Tomando ¢ = a 'y 7 = 1y — « por el lema existe
U; < M tal que ¢;: M; — Uj es un isomorfismo inducido por o o 7y

M=Uo|PM
i#j
Como A # 0, existe 0 # a € A tal que a(a) = & o ma(a) = N (a) = a, en-
tonces 7(a) = 0. Como a € M = @ M;, entonces existe una representaciéon
iel
Unica ,
a = Zmid con m;; € M;,. Considerando £ = {iy,---,i;} € I y por el
j=1
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lemaw existe Cj;, = o(M;) = Im(o o LJ‘Aj[[j) < M vparaj=1,---,ty
i, + Mi; — Cj; isomorfismo inducido por o o 7, tal que

iE€I\E

Si i; es inducido por 7 se tiene que
7i;(a) = 7(a) = 0.

Entonces, a = 0 lo cual contradice que a # 0. Por lo tanto, v;, es inducido
por ¢ y existe al menos un m;; # 0. Fijando i; = k se tiene que

Yk - Mk — Ck
myg — O'(mk)
es un isomorfismo. Entonces, M = Cj, @ L donde

Cr = [My]

donde

y como A es inescindible y Cy # 0 ya que M} # 0, entonces L. N A = 0, por
lo tanto, A = C}. Asi,

M = Im(L%k) @ ker(m) = Mg @ B.

0

A continuacion, presentamos la demostracién del Teorema de Krull-Re-

mak—Azumaya. Para ello, haremos uso de los tres lemas previamente demos-
trados.

Teorema 3.6.4 (Krull-Remak-Azumaya) Sea
Mp = @ M; donde End(M;) es local para toda i € 1
iel

y Mp = @ N; con N; # 0 inescindible para toda j € J.
Je€J
FEziste una biyeccion B : I — J tal que M; = Ng;y para toda i € I.




84

Demostracion. Observemos que, como

M=@N =N,0| P N
jed VISEAV!
como Nj, es inescindible por el lema Nj, = M; para algin i € I con
End(Nj,) local. Introduciendo la siguiente relacién de equivalencia en I y

11~ 19 & Mi1 = Mi2 para il,ig el
J1~Jj2 < Nj = Nj, para ji1,j2 € J

Definimos ® : I — J como ®(i) = j si M; = N,. ® estd bien definida
por la observacién previa. Para probar que existe 8 : I —> J se mostrara
que existe una biyeccién 3; : i — ®(i) y y esto serd una consecuencia del
Teorema de Cantor—BersteiIﬁ para esto, solo basta mostrar que existe una
funcién inyectiva entre 7 y ¢(i) y de manera andloga para ¢(i) y i.

a) Sii es finito. B
Supongamos que |i| = t, definimos E = {i1,--- ,is} C J. Por los lemas

3.6.2| v 13.6.3| se tiene que paral=1,--- s

M:Mil@"'@Mis@ @Nj
JEI\E
con M;, = N;, . Al ser una suma directa se tiene que M;, # M;, para
iy # ix. Concluimos que existe s < t de esta forma |[®(i)| < t = [if,
entonces existe una funcién inyectiva entre i y ¢(7).
b) i es infinito.

Consideremos 7j: M — N}, la proyecciéon sobre N; y para cada k € 1
definamos

E(k)={j e J|7j|m, : Mj, — Nj es isomorfismo}.

Por el lema [3.6.3 E(k) # (), ademas E(k) es finito. Al ser 7; |57, un
isomorfismo se tiene que para 0 # m € My, mj(m) # 0. Fijando este
elemento, entonces para todo j € E(k), 7|, (m) # 0. Como

mGMkQM:@Nj,
Jj€J

4Teorema de Cantor-Berstein: Sean X e Y dos conjuntos tales que existen apli-
caciones inyectivas f : X — Y y g :Y — X. Existe h : X — Y biyectiva. La
demostracién de este teorema puede consultarse en [18].
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entonces
t
m=2
i=1
con i; € J para j ¢ {i1,--- ,i;} se tiene que 7;(m) = 0, entonces ;| az,
no puede ser isomorfismo, por lo tanto, j € {i1,--- ,i;}. Veamos que
(i) = [ J B(K).
kei

C) Sea j € ¢(i), entonces existe i1 € i tal que M;, = N, y por el lema

[3.6.3] existe k € I tal que M}, = N; y por transitividad My = M;,, de

donde k € i1, y por lo tanto, j € E(k).

D) Sear € U E(K), entonces existe k € i tal que r € E(k). Luego
kei

My, = M; y M}, = N, y, por lo tanto, por transitividad j € ¢(i) y

o(0) = J B(k).

kei
Considerando |_| E(k) = U E(k) x {k} la diferencia simétrica.
kei kei
Definamos ¢ : ¢(i) — |_| E(k). Para j € ¢(i) = U E(k) se tiene que
kei kei

existe k' € i tal que j € E(K’), entonces definimos £(j) = (4, k).
Observemos que £ es inyectiva. En efecto, supongamos que £(5) = £(5'),

entonces
£(7) =¢&(")
(U, K) = (" k")
i =7

como los E(k) son finitos, entonces F(k) = {j1,j2, - ,jt} y conside-
rando

(Jr) =

tenemos que es una funcién inyectiva y definimos
v: |_| E(k) — ixN

kci
(x,0) = (i,7;(2))

Supongamos que y(z,i) = ¥(y,i'). Entonces, (i,v;(x)) = (i, (y)).
Como i = 7', se sigue que v; = 77 v, asi, ¥;(x) = ;(y). Al ser ~;
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inyectiva se tiene que x = y y <y es inyectiva. Se tiene la siguiente
sucesion

() = | JEk) — | | B(k) =T x N2

kei kei

~

utilizando el resultado de conjuntos de que para X un conjunto infinito

se tiene que | X| = | X xN| como &, v y 0 son inyectivas, 3; = foyo& es

inyectiva. Finalmente definiendo 5: J — I como 8 = U B; se tiene
i€l

que es inyectiva. De forma andloga, se prueba la afirmacién anterior

para definir una funcién inyectiva I — J, de donde, por el teorema

de Cantor-Berstein [ es biyectiva.

O




Algebras y Carcajes

El algebra de caminos constituye un vinculo fundamental entre la teoria
de carcajes y la teoria de médulos, permitiendo interpretar todas las repre-
sentaciones como médulos sobre una K-dlgebra. A lo largo de esta seccion,
se supone que K es un campo algebraicamente cerrado.

A continuacion, se define el dlgebra asociada a un carcaj, la cual se
denomina algebra de caminos. Esta construccion permite obtener caracteri-
zaciones importantes dentro de la teoria de representaciones. Ademads, bajo
ciertas condiciones, cualquier dlgebra puede ser vista como un algebra de ca-
minos; en tal caso, a cada algebra (bajo dichas condiciones) le corresponde
un carcaj asociado.

Se introducen los conceptos fundamentales de la teoria de representacio-
nes de carcajes y se concluye con una equivalencia categorica que evidencia la
utilidad del estudio de estas representaciones. El desarrollo aqui presentado
se basa principalmente en [13], [21], [15], [8], [10].

4.1 Algebra de caminos K ()

En esta seccién abordaremos las definiciones principales como lo son: un
carcaj, caminos, y la construccion y propiedades del algebra asociada a un
carcaj.

Definicién 4.1.1 Un carcaj Q es una terna (Qo, Q1,d) donde:
a) Qo es el conjunto de objetos llamados vértices de Q.

b) Q1 es el conjunto de objetos llamados flechas de Q.
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c) d es la asignacion d: Q1 — Qo X Qo donde d(a) = (o(«),t(a)) don-
de o(a) es el origen de la flecha y t(a) es el extremo final, es decir,

o(a) —2—t(a) .

Ejemplo 4.1.2 A continuacion, se presentan algunos ejemplos de carcajes:
o2 e5
o] o4 o7
RN NI 2N
3 o6 as o8

Donde QO = {172a3a4a556777 8} Y Ql = {041,042, to 7049}.

a9

Y
ayo?\ai %05\0@/‘07

o' o1 o4
’ a2 Qy g
\.3/%\.6

Se tiene que Q6 = {1727374’57677} Y Qll = {061,042,‘ o ,0410}.

Definicién 4.1.3 Sea QQ un carcaj, decimos que:

a) Q es finito si |Qo U Q1] < oo.

b) Q es conexo sila grdfica (no orientada) subyacente Q C Q es conea:a

c) Q” = (Qp, Ry, d') es un subcarcaj de Q si Q) C Qo, Q) C Q1 yd =
dlg -
1

d) Q' es un subcarcaj pleno de Q si Q" es un subcarcaj de Q tal que

Q1 ={a € Q1]o(a),t(a) € Qp}-

!Una gréfica es conexa si para cualesquiera dos vértices en ella existe un camino
entre ellos.
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Ejemplo 4.1.4 Enseguida, se exhiben ejemplos de subcarcajes. Consideran-
do el carcaj Q del ejemplo[{.1.9 y el subcarcaj R de este mismo,

o3

observemos que este carcaj no es pleno, ya que hace falta la arista as.
o2
2N
o] o4
NS
*3

Ahora, considerando el subcarcaj S del carcaj Q' del ejemplo este es
un subcarcaj pleno.

a9

Y

S
8 oA
04/
ag
\.6

o7

F

Definicion 4.1.5 Dado un carcaj Q, se tienen los siquientes tipos de ca-
minos:

a) Los vértices i € Qq se les conoce como caminos de longitud cero y se
denotan por €; = (i||i) para cada i € Q.

b) Los caminos de longitud n > 1 son de la forma:

aq

i t(ay) —=

t(ag)L)"'i;O(an)an;)j.
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Dicho camino se denota por

a:=(i|lajag - an |j)
o bien
= 109 - Qp.

Denotaremos por @, con n € N, al conjunto de todos los caminos en @) de
longitud n.

Definicion 4.1.6 Sea QQ un carcaj. Decimos que:

a) a € Qn es un ciclo sin > 1 y o(a) = t(«). Un lazo es un ciclo de
longitud 1.

b) Q es aciclico si QQ no contiene ciclos orientados.

Ejemplo 4.1.7 Ejemplos de Caminos Acontinuacion se muestran algu-
nos ejemplos de caminos en un carcayj.

ag
m
o7

g B
oy

Q"

AY

a=(1l]lajasag|6) = ajasag.

A\\

.1/ \
v N /

LX)

B =(1]aagagag|7) = asasagag.
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a9

Y

oy T e
T e

o7

Q'

Y= (1 ’ 103070010 ‘ 7) = 1307 q1(Q-
Definicion 4.1.8 Sea Q) un carcaj. Denotaremos por
a) KQ, al K-espacio vectorial cuya base es Q.

b) KQ = @KQn, es decir, KQ es el espacio vectorial cuya base es
neN

U @n

neN

Ejemplo 4.1.9 A continuacion se presentan ejemplos de espacios vectoria-
les KQ con Q un carcaj.

a) Q: el o2 3
Donde KQ = Ke1 ® Kes ® Kegs.
C")
b) Q: ol

Donde: KQ =Key D Ky ® K2 @ - - :@K'y".
neN
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Definicion 4.1.10 Sea QQ un carcaj. La concatenacion de caminos en
es una funcion

Qn X Qm — Qn+m

definida para cada par (n,m) € N x N, como:

o(a) |af|t(s si ta

(aﬁ)wﬁ:{é( ) |aBl1(B) si t(e)
st t

La concatenacion de caminos en (@), se extiende K-bilinealmente a un pro-

ducto
KQxKQ — KQ

de la siguiente forma:

Zaiai,ZbﬁBJ ZZaZb a;f3j.

=1 J=1 =1 j=1

A este producto en K(Q se le conoce como el inducido por la concatenacién
de caminos.

En la siguiente proposicion se muestra que dado un carcaj @, K@ tiene
estructura de K-algebra.

Proposicion 4.1.11 Sea @ un carcaj. Entonces, las siguientes condiciones

se satisfacen:

a) El K-espacio vectorial KQ, junto con el producto inducido por la con-
catenacion de caminos, induce una estructura de K-dlgebra (posible-
mente sin unidad) en KQ.

b) KQ tiene unidad si y solo si |Qo| < 0o. En tal caso {€;|i € Qo} es un
sistema completo de idempotentes ortogonales en KQ.

¢) dimg(KQ) < oo siy sdlo si Q es finito y aciclico.
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Demostracion. Probemos que K@ es una K-algebra. En efecto, se verifi-

can las siguientes propiedades:

a.1) Seaa €@y BEQm Yy EQs. (nym,s) € NxN xN, como:

0 si
(o(a) [aBy[t(y)) st t(B)
0 si t(5)
(o(a) [a(By) [L(B7)) si t(a)
0 sit
(B7)-

_ ) (o(ap) [ (aB)y[t(v)) si t(aB) = o(y)
(aB)y { o 2

a.2) Sea ki, ko € Ky v € KQ, entonces

kl (k‘g’y) = k‘le’y = (kle)’y.

a.3) Sea k1 € Ky vy € KQ,

=1 j=1

=)D kila )’W/Jj)
1

i=1j

=22
=17
= (k)¢

Ms H'Ms

II
—

i=1 j=1

v (k19).

klaz j71¢]) = (Zzaz klb %%

|
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a.4)

b.1)

b.2)

Sea a,v,9 € KQ,
n n
ay+ayp = (Z aiaZ-) v+ (Z a,-az) P
i=1 i=1
n n
= aiary+ Y ao)
i=1 i=1
n
= a0y + ajony)
i=1

= ai(eiy + i)
=1
=Y aai(y+ )

=1
= a(y + ).

Ahora probemos que los caminos de longitud cero forman un conjunto
completo de idempotentes ortogonales en K Q.

Si i = j entonces €;¢; = (i|]0)(i]]7) = (i]|7) = &.

Si i # j entonces €¢€; = (i||i)(j]|j) =0.

Veamos que si v es un camino en el carcaj, se cumple lo siguiente:

)y s o(y)=1 N t(y)=1
m_{o sioo(y)£i Y %_{0 si t(y) #i.

Enseguida demostraremos que K@ tiene identidad si y solo si el con-
junto de vértices de @ es finito.
=) Supongamos que K@ tiene identidad, como 1x¢g € K@), entonces

n
kg = Zaz’%‘, con vy € Qi
i—1

Consideremos
Qy={o(y)|1<i<n} donde @ es finito.
Supongamos que |Qo| = oo, entonces existe j € Qo\Qy,. Consideremos

el elemento ¢;, donde

n n
€ =€jlgg =€ E a;Y; = g ajejy; = 0 por la observacién anterior.
i=1 i=1
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Lo cual contradice que €; # 0, y asi |Qo| < o0o.
n

<) Supongamos que |Qo| < 0o. Sean 1xg = Z €, v v € KQ donde
i=1

lkqQy = (Z 51‘) Y= Z €Y = €o(y)Y = 7-

i=1 i=1

n
kg =7 (3] = 3o =00 =
=1

Por lo tanto, {€;}}_; es una familia completa de idempotentes ortogo-
nales.

c) =) Sidimg(KQ) < oo. Como U K@, es una base, entonces
neN

U Ken

neN

=n < oo

donde Qo U @1 C U K@y, por lo tanto, |Qo U Q1] < oo, esto es Q es

neN
finito. Para ver que @ es aciclico, supongamos que @ tiene un ciclo de

longitud n, v € Q,, lo que lleva que Y™ € Q. para todo m € N.

Consideremos = {y™|m € N} C U KQp,| como f es linealmente
neN

independiente e infinito, contradice que K(Q sea de dimensién finita,

por lo tanto, @ es aciclico.

(<) Si @ es finito y aciclico, entonces existe n € N tal que para toda

m > n, Q. = 0. En consecuencia

dimg (KQ) =

Ejemplo 4.1.12 Consideremos el carcaj
Q:e1 ®? e3
El K -espacio vectorial asociado al carcaj es:

KQ = (€1,€2,€3) = Ke1 @ Kea @ Kes.
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Ejemplo 4.1.13 Consideremos el carcaj

_a,

Q:01T02

FEl K-espacio vectorial asociado al carcaj es:
KQ = (e1,e2,0,8) =Ke1 @ Kea ® Kes @ Ka @ Kf.

Ejemplo 4.1.14 Consideremos el carcaj

¢
Q: o1
Por lo que, el K-espacio vectorial asociado al carcaj es:
KQ=(e,7,7" ) =PKy =Ka 0 KFyo Ky 9Ky’ o -+
€N
Definicién 4.1.15 Sea A un anillo. Decimos que A es conexo si {0,1} son

los unicos elementos idempotentes centrales en A.

Lema 4.1.16 Sea A un anillo. Entonces, A es conexo si y sélo si A no se
puede escribir como el producto de anillos A = R x S donde R y S son
anillos no triviales.

Demostracion. =) Supongamos que A es conexo, entonces sus unicos ele-
mentos idempotentes son {0, 1}, lo cual es una familia completa de idempo-
tentes ortogonales primitivos, por el lema sin perdida de generalidad,
se obtiene A = R x S =0R x 1R.

<) Sea d € Z(A) elemento idempotente. Entonces, 1 — d € Z(A) ya que
para todo r € A

rl—d)=r—rd=r—dr=(1-d)r.
Entonces, A = dA @(1—d)A y al ser inescindibled = 0o d = 1.

Lema 4.1.17 Sean A un anillo y e € A un elemento idempotente. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen:

a) La correspondencia
p: eAe — Endg (Ae)P
ede —s (Ne)(plede)) = Nele

dada por la multiplicacion a derecha, es un isomorfismo de anillos.
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b) El idempotente e es primitivo si y solo si eAe # 0 y para todo T € eAe

con 72 =T, se tiene que T =e 0T = 0.

Demostracion.

a) Observemos que

p:ehe — Endg(Ae)P
exe > pere): Ae — Ae
(re) — rele

es un isomorfismo de anillos:

a.1) Sea ere, erie € ele, entonces ¢(ere + erje): Ae — Ae

(se)p(e(r +r1)e)
se(r+m1)e
sere + serie

(se)p(ere) + (se)p(erie).

= ¢(e(rer;)e),
)p(e(rer;)e) =

(se)p(ere + erie)

a.2) Sea ere, erie € eAe. Veamos que ¢((ere)(erie))
primero notemos que para se € Ae se tiene que (se
sererie. Luego

(se)(p(ere)p(erie)) = [(se)(d(ere)lp(erie)
= [sere]¢(erie)
= sererie.

Notemos que p(e) = 1. En efecto, p(e) = ¢p(e)Ae — Ae donde
(se)p(e) = see = se.
a.3) Sea ere € ker(p), entonces ¢(ere) =0
(se)p(ere) = sere =0 V se € Ae,

en particular:

(e)p(ere) = ere =0,
por lo tanto, ker(p) = {0}.

a.4) Para A € End(Ae)°?. Consideremos e(e)A € eAe de esta forma se
tiene que:

y para todo se € Ae

(se)p(e(e)N) = se(e) X = (se)A.
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De esta forma p es un isomorfismo de anillos.

b) =) Como e es idempotente primitivo, entonces p Ae es inescindible. Se
sigue por el teorema[3.5.9 que End(Ae)° solo tiene a {0,id} elementos
idempotentes y por el inciso a) End(Ae)’? = eAe. Por lo tanto, eAe # 0
y para 7 € ele tal que 72 = T se sigue que T =00 T = e.
<) Como eAe # 0y lepe = € € eAe se concluye que e es primitivo.

O
Lema 4.1.18 Sea A un anillo y {e1,ea,--- ,en} una familia completa de
idempotentes ortogonales de A. Entonces, se tiene que A no es conexo si y

solo si existe una particion no trivial {1,--- ,n} = I'W.J tal que
eilNej = 0 = ejAe; para todo i € I y para toda j € J.

Demostracion. =) Como A no es conexo, existe ¢ € Z(A) elemento
idempotente con ¢ # 0 y ¢ # 1. Definamos ¢; = e;ce; € elAe para toda
i=1,---,n y consideremos el conjunto

I={ilc;=0} y J={jlc;=ej}
donde

c? = (ejce;)(ejce;) = eicle; = e;ce; = ¢;.

Por el lema [4.1.17| inciso b) se tiene que ¢; = 0 o ¢; = e;, por lo tanto,
I#0,J#0.

Veamos que Vi € I yV j € J se tiene que e;c = ce; = 0y ejc = cej = ej.
Observemos que

=1 =1

n n n
=e (Z cei> + e2 (Z ce¢> +--ten (Z cei>
i=1 i=1 i=1

= ejceq1 + egcer + - - - 4 epcep

Luego, para i € I

n n n
€;C = ¢€; E Ct = E €;Ct = E €;eCet | = €;6e; = C; = 0
t=1 t=1

t=1
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y para j € J
n n n
€;C = €j (Z Ct) = (Z eth> = (Z €j6t66t> = €;C; = Cj = €5.
t=1 t=1 t=1

De manera similar se muestran las afirmaciones para ce; y ce;.
Consideremos (i,7) € I x J como ¢ € Z(A) y por las igualdades anteriores,

eilej = e;A(cej) = ei(Ac)ej = e;(cA)ej = (ejc)Aej = c;Aej = 0Aej =0

ejAe; = (ejc)Ae; = ejAce; = ejA0 = 0.

Por lo tanto, e;Ae; = ejAe; = 0 para todo par (i,j) € I x J. <=) Definamos

Cc = E €; Ccomo

jed

1=
t

et:Zej—FZei:c—Fcl.

n
=1 jed il

Entonces, {¢, ¢} es una familia completa de idempotentes ortogonales de
A y por el teorema se tiene que

A =cA @A
Ademads, como IWJ = {1,2,--- ,n} es la unién disjunta y e; son una familia

completa de idempotentes, entonces ¢ # {0, 1} y solo falta ver que ¢ € Z(A).
Sea A € A, por hipétesis e;Ae; = 0 para toda i € I 'y j € J, se sigue que:

cA =cAl =cA Zn:ej—i—znzei

jeJ el
n n
=cA Z@j +cA (Zei)
jed iel
n n n n
= Zej A Zej —+ Zej A (Z 6i>
jed jed jeJ icl
n n
= Z € A Z ej | +0
jed jed
n
= Z €j)\€j

jedJ
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y
n n
A =1Xe = Zej+26i Ac

jeJ icl
n n

= Zej /\c—i-(Zei))\c
jeJ iel
n n n n

= Zej A Zej —f—(Zel))\ Zej
jeJ jeJ iel jeJ
n n

=Y e | A D e | +0
jeJ jeJ
n

= Zej)\ej
jeJ

Teorema 4.1.19 Sea QQ un carcaj finito.

a) {6 |i € Qo} es una familia completa de idempotentes ortogonales pri-
mitivos en KQ.

b) La K-dlgebra KQ es conexa si y solo si Q es conexo.

Demostracion.

a) En la proposicién tenemos que {¢;}7 ; es una familia completa

de idempotentes ortogonales, por lo que solo queda ver que cada ¢; es
primitivo.
Por el lema solo queda ver que €;(KQ)e; # 0 y que los dnicos
elementos idempotentes en ¢;(KQ)e; son {¢;,0}. Como €; € €;(KQ)e;,
entonces €;(KQ)e; # 0. Para ver que €;(KQ)e; solo tiene idempotentes
triviales. Veremos dos casos: Para v € @), observemos que

D LA t(y) =o(y) =i
v 0 en otro caso

a.1) @ es aciclico.
Si, €;ve; # 0, al ser aciclico se tiene v = ¢;, entonces

El(KQ)EZ = KEZ' ~ K.




101

A través de la asignacion ae; — a y al ser K un campo, este
solo tiene de elementos idempotentes al {0,1} y por la asigna-
cién anterior €;(KQ)e; solo tiene como elementos idempotentes a
{€i, 0}.

a.2) @ tiene ciclos que pasan por el vértice 1.
Como @ es finito existen ~i,--- ,7, ciclos que pasan por i. Sea
A € €,(KQ)e; un elemento idempotente.

,
A= ap€; + Zai’yi = ap€; +w
i=1

de donde, como A\? — X\ = 0 se sigue que:
N\ = (ak—ag)ei+(2a0—)wHw? = (a2 —ap)e;+[(2a0—1)e;+w)]w = 0.

Entonces, solo queda que a?] —ap =0y w = 0. De esta forma, si
ag = 0. implica A = 0 o si ag = 1 se tiene que A = ¢;.

b) =) Supongamos que @ no es conexo. Sea @' C @ la parte conexa de
Q. Definamos Q" = Q\Q' y Qf = Qo\Qy- Por el inciso a) el conjunto
{ei | i € Qo} es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos.

Sean a € @), b € Qf y v un camino en @, entonces se tienen dos
opciones y € Q' oy € Q"

Si vy € @', entonces t(y) # by o(y) # b de esta maneraeyy = e, = 0,
por lo tanto, €,(KQ)e, = €,(KQ)e, = 0. Andlogamente, se prueba la
afirmacién para v € Q”. Y por el lema se concluye que K@ no
€s conexo.

<) Supongamos que @ es conexo y K@ no es conexa, entonces por el
lemaexiste Ty J = QuuUQyq tal que, para todo z € Q) y y € Q
se tiene que z(KQ)y = y(KQ)x = 0. Al ser () conexo existe o € Qy,
tal que o(a) = = y t(a) = y, entonces zay = a € x(KQ)y, lo que
contradice que « sea un elemento de una base de K. Por lo tanto,
K@ es conexo.

g
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4.2 Propiedad Universal de K@)

Una vez visto la contruccién del dlgebra de caminos. Una propiedad
importante es la propiedad universal, esta nos dice que existe una forma
de asignar los vértices y flechas del carcaj dentro de otra algebra y esta se
puede extender de manera tinica a toda el dlgebra de caminos. Abordaremos
algunos ejemplos importantes.

Teorema 4.2.1 Sea Q) un carcaj con un nimero finito de vértices y A una
K-dlgebra con unidad. Entonces, toda funcion

¢: QoUQr — A
que satisface las siguientes condiciones:

a) {e;:=¢(e;) i € Qo} es una familia completa de idempotentes ortogo-
nales en A.

b) Para toda o € Q1 se tiene que

¢(O&) = ¢(60(a))¢(a) = ¢(a)¢(6t(a))

se extiende de manera tinica a un morfismo de K-dlgebras
¢ KQ — A tal que ¢i = ¢, esto es, el siguiente diagrama conmuta.

Qo U Q1 —? A

|
KQ

Demostracién. Veamos primero la existencia: Sea ¢: Qg U Q1 — A una
funcién que satisface las condiciones a) y b). Definamos para n € N, el mor-
fismo ¢,: KQ, — A.

Sin =0 ¢p: KQoy — A donde ¢y es la extension lineal como espacio
vectorial de ¢|q,, esto es,

QO ¢"QU A

J(' %o
(2

KQo
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Sin =1 se tiene que ¢1: K@ — A donde:

Ql ¢|Q1 A

%
K@

Para n > 2. Recordemos que K@, es un K-espacio vectorial generado por @,
entonces para v € (), tenemos que ¥ = Y172+, donde cada 7v; € ;. Para
j=1,--- n, definamos
On: KQ, — A
v o= o(n)e(r2) - o(m),

entonces 7y, es la extension lineal K-lineal de @,

Qn ¢|Qn A

|
KQn

Para v € @, y § € @, tenemos que
6 = {75 si t(y) = o(6)

0 en otro caso

Si t(y) # o(9), se tiene que t(v,) # 0(d1), esto es, ¢ ym(7d) = 0. Ahora probemos
que én(Y)Pm (d) = 0. Como

entonces

A(Vn)P(01) - - & (0m)

T ¢(’7n)¢(€t(7n))¢(€o(51))¢(51) o (0m)
(yn)€0(51))Pm ()

Om(0)

m

3
o0
~——
SSe
Sz
~—

Por lo tanto, ¢p4m (70) = ¢n(7)dm(9). Ahora, si t(vy) = 0(9), es decir, t(y,) = 0(d1)

se tiene:

Prtm (70) G+ M(V1 Y01+ O
(1) -+ A(Vn)P(01) - - - POy)
= ¢n (7)¢m(5)

asi ¢, es un morfismo de K-algebrasy KQ = @ KQ,, y por la propiedad universal

neN
de la suma directa se tiene
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KQ; P xQ.

neN
Y‘ )
' P

A

existe un nico ¢: @ KQ, — A lineal tal que $|KQJ. = ¢, para toda j € N. Solo
neN
falta mostrar que ¢(1xq) = 1a.

dkq) =0 > e

1€Qo
> le)
1€Qo

= dole)

1€Qo

= Z o(e:)

i€Qo
= Zing €i

=1 por el inciso a).

Por lo tanto, ¢ es morfismo de K-algebras.

Sigamos con la unicidad: Supongamos que existe ¥: KQ — A que satisface a) y
b) v ¥|goug, = - Probemos que 9|k, = ¢, para toda n € N. Paran = 0,1 se
tiene por hipdtesis. Si v € @, con n > 2, entonces

() =Y m)
= ()Y ()
=) ()
= (bn('y)

y por unicidad de v se tiene que ¢ = 1.
Ejemplo 4.2.2 Consideremos

()

Q: ol

Observemos que KQ = Key © Ky ® Ky?® - --. Entonces, 3 = {a™: n € N}
es la base de KQ. Consideremos el siguiente morfismo de K -dlgebras.

v KQ — Kl

v = E aio/ HZaixi
=0 i=0
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probemos que v es un isomorfismo de K-dlgebras. Sea v, B € KQ yk € K.
Supongamos que n < m. Se cumple lo siguiente:

Y(y+B) =9 (Z a;a’ + ijaj>
i=0 =0
— ) (Z(ai + bi)o/)

=0

n m
= E a; " + E bja’
i=0 §=0

(9) + v(8).

(B = | Yo ijaj)
i=0 =0

= @b Z Z aibjaiozj)

=0 j=0
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Veamos que 1 es inyectiva. Sea v, € KQ tal que ¥(y) = (5) esto es
n m
V(y) =Y ' =) bl = p(B);
i=0 §=0
entonces m =mn y a; = b; para toda i y asi y = f3.

n
Para ver que ¢ es suprayectiva. Sea p(x) € K|x], entonces p(z) = Zaixi.
=0

n
Consideremos v = Z a;c, de esta forma () = p(x).
i=0
Ejemplo 4.2.3
Q: el o2 *3

Observemos que KQ = Ke1 ® Kea @ Keg y se tiene la siguiente tabla de
multiplicacion de los elementos.

° €1 €9 €3
er1 ler | 0| 0
€9 0 €9 0
es| 0| 0| €3

Definamos la siguiente funcion;

Y: QU@ — K3

€1 (17070)
e+ (0,1,0)
€3 (0’07 1)

¥ satisface las condiciones del Teorema |4.2.1. Por lo tanto, 1 se puede
extender a un isomorfismo de K-dlgebras y asi KQ = K3,

Ejemplo 4.2.4
Q: el a2, g9 923, gg

Donde KQ = Ke1 ® Kea @ Keg ® Kara @ Kasg ® Kaqs, asi la tabla de
multiplicacion de elementos queda de la siguiente forma.

d €1 €2 €3 a12 | 23 | (13
€1 €1 0 0 192 0 a13
€9 0 €9 0 0 a23 0

€3 0 0 €3 0 0 0
19 0 12 0 0 13 0
Q23 0 0 923 0 0 0
13 0 0 13 0 0 0
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Consideremos T3(K) = {(a;j)3x3 € M3x3 | a;j =0 para i < j} el conjunto
de matrices triangulares inferiores de tamano 3 X 3. Definamos el morfismo

v KQ — T3(K)

€1 E33
€y E22
€3 > E11
a2 = B3
a3 > Foy
arz = B3

Donde la matriz

B 1 en la entrada 1)
10 en otro caso.

Por el teorema se tiene que KQ = T3(K).

Ejemplo 4.2.5

34 . .Of(n72)(nflz n—1 X (n—1)n

Q: o] 212, g2 22, o3 %4, on

Observemos que los subespacios de KQ son de la siguiente forma:

KQy =Kei®Kea @ --- @ Key,.
KQ, :Kalg@Kaggg@"'@KOé(n—l)n-
KQ2 =Kai3® Kag ® - @ Koy,

n—I
KQz==Kduun€BKamHm6%'%BKam4m==69Kdmﬂy
i=1

Donde «a;j es el camino que inicia en el vértice © y términa en el vértice j,
de esta forma

KQ =D KQi = DD Kayiry)-
i=0 i=0 j=1

Definiendo el siguiente morfismo de K-dlgebras entre KQ y T, (K) las ma-
trices triangulares inferiores de tamano n X n de la siguiente forma.

v: KQ — T,(K)

n n—i n n—i
DD a0y > D> GiEmo (i)
i=0 j—1 =0 j—1

y con ello se obtiene que KQ = T, (K).
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Ejemplo 4.2.6

Observemos que Qo = {€1, €2, €3, €4, €5} y Q1 = {15, a25, 35, a5 }, entonces
la tabla de multiplicacion de elementos queda de la siguiente manera:

d €1 | €2 | €3 | &4 €5 Q5 | Qs | Qi35 | Q45
€1 |ea| 0] 0] 0 0 | ais 0 0 0
€9 0 €9 0 0 0 0 Qo5 0 0
€3 0 0 €3 0 0 0 0 Q35 0
€4 0 0 0 €q 0 0 0 0 (671
es | 0| 0| 0| 0| es 0 0 0 0
a5 0 0 0 0 a5 0 0 0 0
ags | 0| 0| 0| 0] aos 0 0 0 0
a3y 0 0 0 0 a3y 0 0 0 0
ags | 0] 0| 0| 0| asss | 0 0 0 0

Considerado el subespacio

| tal que,a,b,c,d,e, f,g,h,i € KQ

S

I
DO OO
oo o O
con oo
O QA OO O
D =

y: KQ — W definido de la siguiente manera o;; — FE;; se obtiene que
KQ=Ww.

Para el siguiente ejemplo daremos una pequena introduccién de la estructura
anillos formales de matrices triangulares.

Definicion 4.2.7 Sea A, C dos anillos y ¢ Ba un bimddulo. Denotamos al

conjunto
<é 8):{(2 2) :aeA,beB,ceC}

y definimos las siguientes operaciones
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a 0 ad 0\ _ [(a+d O
a) +) Suma (b c) + (b’ c’) = <b+b’ c—l—c’)
a 0 a 0 aa’ 0
b) #) Producto: <b c) ' <b’ c’) - <ba’ + b/ cc’>

Proposiciéon 4.2.8 <<é g) , +, o) es un anillo.

Demostracién. Estas propiedades se heredan de que A y C son anillos y B
un bimédulo.

Si Ay C son anillos con identidad, entonces (é 2‘) tiene identidad,
donde

_(1a O . A 0 . . .
I = ( 0 10). Al anillo ( B C) con las operaciones definidas anterior-
mente, se le conoce como el anillo formal de matrices triangulares

construido por A, B, C. Para simplificar la notacién R = <é g,) .

Una vez visto lo necesario, veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.2.9  a) Sea Ti(A) el anillo de matrices inferiores de 2 x 2
sobre un anillo A.

b) Si A, C C B subanillos de B, entonces R es un subanillo T4(B).

c¢) Considerando A= Q, C =R y B = C entones

(€ %)< )

Ejemplo 4.2.10 (Algebra de Kronecker.) Sea el siguiente Carcaj.

donde KQ = Ke1 @ Kea & Ka® Kf, la tabla de multiplicacion es:

o €1 |6 |a|p
€1 €1 0 « ,3
€9 0 €9 0 0
al|l0|la|0]0
108100
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Consideremos A = <KK»2 IO{> = <KI><{K 2), el anillo formal de matri-

ces triangulares construido por K. Tomando el siguiente morfismo

o: KQ — A
o (00
0 1
10
62'—)00
0 0
@ =110 o
0 0
B =101 o

obtenemos un isomorfismo de K -dlgebras.

Ejemplo 4.2.11 Sea

aq

=0

Q: ol : o2

W

Qn

K" K)’

yA_(K O) ComoKQ:Kel@KEQ@Kal@KOKQ@@Kany
entonces consideremos el siguiente morfismo.

o: KQ — A
€1 00
0 1
N 0 0
01

R 0 0
i (07"'a1a"'70) 0

Se obtiene que KQ = A.
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Ejemplo 4.2.12 Consideremos
o] L) ° 2

y R= (RR[:EUL] R(Ey]) el anillo de matrices formales generado por R[x] y

R[y]. Considerando el siguiente morfismo,

0: KQ — R
61'—)00
0 1
62'—)10
0 0
051'—>00
1 0
042'—>00
0y
a3'_>560
0 0

Se obtiene que KQ = A. probemos que ¢ es un isomorfismo de K-dlgebras
para ello mostraremos que satisface las condiciones de[{.2.1].

dlerar) = o) = (1) 8 = 8 (1) (1) 8 = ¢(e1)p(a1)
dleraz) = ¢(a2) = 8 2 = 8 (1) 8 2 = ¢(e1)p(a2)
dlens)= dlas) = (0 o) =(p o) (0 o) =ele)ofas).

Por lo tanto, existe ¢ morfismo de K-dlgebras de KQ a R. Falta mostrar
que ¢ es isomorfismo.
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Veamos que ker(¢) = 0. Sea v € Ker(¢), entonces

o(y) = dlarer + ager + agar + ason + asos + Y, > agjalanad)
= a19(e1) + asd(ea) + azd(ar) + asd(as) + asdlas) + > Y aid(ab)d(ar)d(ad)
i g
(0 0 as 0 0 O 0 O asx 0
—<0 a1>+<0 0>+<a3 0)*(0 a4y>+(0 0)
0 0\ /0 0\ /27 0
+2.2ai (o y) (1 0) (0 0)
i
(0 0 as 0 0 O 0 O asx 0
—<0 a1>+<0 0)+<a3 0>+<0 a4y)+<0 0>
0 0
+ Qij P
] Sy
i
as + asx 0
- as + Z Z aijyiazj a1 + aqy
(]
(00
—\0 0)°
entonces
as+asz =0 as=as =0
a1 +agy =0 =a1=a4=0
a3+22aijyiazja1+a4y:0 az = a;; =0
i g

por lo que se obtiene que ¢ es inyectiva.
Sea
Z aiwi 0
i
€ R.

Z Z aijyixj Z ijj
J J

)
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Considerando v € KQ de la siguiente manera
v = Z aial + Z Z brokaial + Z cjozé
i ko1 J

se obtiene que KQ = R, pero sabemos que K|z,y] = K[z] ® K|[y|, por lo

tanto,
~ K [z] 0
KQ= (K (2] ® K [y] K[y]> |

4.3 Ideales de K()

En este capitulo analizaremos uno de los elementos importantes en el alge-
bra de carcaj, los ideales. Veremos propiedades que estos tienen dentro del
algebra.

Definiciéon 4.3.1 Dado Q un carcaj denotamos como %

por Q1 en KQ, esto es, paray € F = (Q1) se tiene que vy = Z a;y1 con
1€Qo

al ideal generado

v € Q1.
Lema 4.3.2 Dado Q un carcaj, para todo m € N\{0} se tiene que
FFm 3
= @ KQ,y Zmil = K@, como K-mddulos.

n>m

Demostracion. Para m = 1, veamos que # @KQn C) Como F =
n>1

<Q1> - @nzl KQn

S
D) Sea v € @,,~; KQn, por lo que v = Z a;7y; donde v; € Q);, observemos
que =

Vi = Yi1lYi2  Vig
con v;; € 1, de esta forma,

Y = a1yr + a2y217v22 + a3y31y327Y33 + -0+ AsYs1 Vs

como .# es un ideal se tiene que a;7;; € .F, se sigue que Z a;y; € F. Por
i

lo tanto, v € .Z.

Supongamos que se cumple para m, esto es que F" = P, -, KQ,, entonces

FmHl = )| D KQu | = (@QUEQm ® (Q1)KQumi1 @ -+ .()

n>m




114

observemos que si y € (Q1) y 0 € KQ,, entonces v € KQ,+1, con esto de
(%) se obtiene que

T = KQui1 ® KQuy2 ® -+ = @ KQn.
n>m+1

b) Por el inciso a) tenemos que ™ = @ K@,,. Consideremos la proyecciéon

n>m
sobre K@,, donde; : @ K@, — KQ,, es un morfismo suprayectivo y
n>m
el ker(m) = @ KQ,, entonces por el primer teorema de isomorfismo de
n>m+1

Noether

P xKe. P KQn

n>m _ n>m _ FFm ~ KQ

ker(m) @ KQ, Fmt! N m
n>m+1

O
Lema 4.3.3 Sean Q un carcaj finito y K19l = K x - x K la K-dlgebra
semisimple asociada a Q. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen
K
a) ?Q = @ K€ como K-mddulos donde & = €1 + 7.
1€Qo
b) La aplicacion

KQ
b: " — KIQol

€ (07 a]-a"' ?O)
es un isomorfismo de K-dlgebras y {€ | i € Qo} es una familia com-

pleta de idempotentes ortogonales primitivos de ——.
F
Demostracion. a) Por el lema se tiene
D xen
KQ  n>0
7 DKo

n>1

= KQo,

entonces como K-espacios vectoriales

dimpg (IE;EQ) = d’imK(KQO) = ‘QO’?
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K
entonces @ C EB Ke,.

o
o 1€Qo
Sea v € @ K€, entonces
1€Q0

Y =Za¢e7

1€Q0
= ai(e+7)
1€Q0
= Z (ai€; + a; F)
1€Q0
= Z a;€; + Z a; F
1€Qo 1€Qo
= Z ae; +F | € K709
1€Qo

b) Consideremos
¢: PEKa — K@

1€Q0
€ e

observemos que {€ };cq,son idempotentes ortogonales, pues
&=€+F)Ni+F)=6+F=6+F

para i # j B
€6 =€+ F =0+F=0

K
Sea v, 6 € —Q, entonces

F

$(v0) = ¢ | Y b | = Y vidiei

1€Qo i€Qo

o(7)9(0) = ¢ (Z %‘Q) ¢ (Z 5i6i) = (Z %ei) (Z 5z‘€i) =) vibie;

1€Q0 1€Q0 1€Q0 1€Q0 1€Q0

al ser ¢ un morfismo de K-algebras se tiene por el teorema [4.2.1] que es un

isomorfismo. Veamos que €; son elementos primitivos, como >~ K@l
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Por el lema [4.1.17| inciso b) solo queda ver que e;K19le; £ 0. En efecto, ya
que e; € e; K Qo‘ei.

Recordando que ¢; = (0,---,1,---,0) y que
ei(K|Q°|):0><---><K><---><O,
entonces
ei(Kl9Nhe, =0 % x K x- x 02 K.

Por lo tanto, e;(K/@0))e; solo tiene {e;, 0} como conjunto de elementos idem-

potentes. En consecuencia, e; es primitivo y por el isomorfismo €; también lo
es. Il

4.4 Cocientes de algebras de Caminos

Una estructura que se analiza en la teoria de anillos, es el cociente con
un ideal, en esta, seccion estudiaremos las propiedades que se tienen en el
cociente con el ideal 7.

Definicion 4.4.1 Sean Q) un carcaj finito e I un ideal de KQ. Decimos
que I es admisible si existe m € N con m > 2 tal que

FmCIC.F?
Al par (Q,I) con I admisible se le llama un carcaj con relaciones.

Lema 4.4.2 Sean Q un carcaj finito e I < KQ tal que F? C I, entonces

a) I es admisible si y solo si para cada ciclo o € Q existe n € N tal que
o"el.

b) I =0 es admisible si y solo si Q es aciclico.

Demostracion. a) = Supongamos que I es admisible, entonces existe
m € N tal que

P KQ.=Fmc1c.F?
n>m
Sea o € ) un ciclo de longitud I, tomando n = m se tiene ¢ € I, por ser

admisible.
<) Sea o un ciclo de longitud [ > 2 en @, por hipétesis ¢™ € I donde

o=o01(oy--01) € (Q1)

por lo que 0 € % = (Q1), entonces 0" € F™ asi F™ C I, esto es I es
admisible.
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b) = Como I = 0 es admisible, existe m € N tal que F™ C I = 0, de tal
forma que ™ = @ KQ, = 0 esto nos dice KQ,, = 0 por lo que @ tiene

n>m
caminos de a lo més de longitud m — 1. En consecuencia dimg (KQ) = m <
oo v asi @ es aciclico.
<) Si Q es aciclico, se tiene dimg (KQ) = m < oo, por lo que

m—1
KQ= @ KQ; y asi KQ, = 0 para todo n > m y, por lo tanto,
i=0
F" =P KQ, =0.
n>m

Ejemplo 4.4.3 Consideremos

o2
N
Q: o] — 2 | o4

N

2 3

se tiene que KQ = @ KQ; = (@ ei> OKapKLPKIOKyPKLadKdy.

=0 i=1

Observemos que @ K@, =0, entonces 0 es un ideal admisible. Consideran-
n>3

do, Iy = (Ba — §v) tambien es un ideal admisible, como F3 =0y F3 C I

veamos que Iy C F2. En efecto, ya que F? = @KQn = KQ2, como

n>2

Ba,dv € Q2 y al ser un espacio vectorial, entonces fa — 0y € KQ2, por lo

tanto, I C F2.

Sin embargo, el ideal Iy = (Boc — X) no es admisible, ya que I ¢ .F, esto es

porque fa— N ¢ KQo.
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Ejemplo 4.4.4 Consideremos
o2
N
Q: )\C ol o4
x y
o3

Como se tiene un lazo, dimk(KQ) = oo, por el el ideal I = 0 no
es admisible. Para [ = (Ba — 6y, A3, A\3) es un ideal admisible, ya que
Ba—06v, \MBEKQy y N3 € KQs yasi I, C F2 y F* C I,. En efecto, pues

F' =P KQm =P KN =N [P KN | conryieKQ, r=12.

n>4 n>4 n>4

Por lo tanto, F* C Iy C .Z2. Sin embargo, Iy = (\B, Ba — §) cumple que
I, C Z? sin embargo, v3 € KQ3 se tiene que

3 = a1 X3 + ap\By + az\dy ¢ L.

Por lo tanto, F3 = @KQm ¢ I

n>3

Teorema 4.4.5 Sea (Q, 1) un carcaj con relaciones. Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen:

a) KQ/I es una K-dlgebra bdsica de dimension finita.

b) {e; :==¢€i+1}icq, es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos en KQ/I.

c) KQ/I es conexa si y solo si Q es conexo.

d) J(KQ/I) = F/I.
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Demostracion.

4)

Veamos que .# /1 es nilpotente y (KQ/I)/(.#/I) es semisimple. Como
I es admisible, existe m € N tal que %™ C I, considerando

0: KQ/F™ — KQJ/I
T=c+F" —a+l

como @
KQn
KQ n>0 _ é KQ
7 @ KQ" n=0 !
n>m

al ser @) es finito, se tiene

m—1
dimg (KQ/%) = dimg (@ KQn) =7r < o0,

n=0

entonces por el lema [4.3.3

KQ/I
~ KO/.F = K|Qol

F |1 @/

y como K9l es un médulo semisimple. Se concluye que KQ/I/.% /1

es semisimple.

Ahora veamos que (F/I)™ =.7™/1

C)Seawe (%/I)™, por lo que

m
T = Ey?myfmzziwmmymeﬁm/l.
=1 =1

D) Seaw e . F™/I por lo que T es de la forma T =x + I con z € F™.
Entonces,

T +1I
(12 ym) + 1
i+ D2+ 1) (ym + 1)
Yiga-Ym € (F/D)"

C I, entonces (% /I)™ = 0, por lo tanto,

I
8

I
M0

3

con y; € %. Como &
J(KQ/I)=7/I.
Como dimg(KQ/I) < oo y por el inciso anterior J(KQ/I) = F /I,
entonces

KQ/I

~ KO/.F = KIQol
F |1 @/
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b) Como {e; = € + I}icq, es una familia completa de idempotentes or-

togonales en KQ/I, solo falta ver que e; es primitivo.
Como e; € e;(KQ/I)e; # 0. Sea 7 € e;(KQ/I)e; tal que 72 = 7, como
ei(KQ/I)e; = ekt ey

donde w es un ciclo en i. Por lo tanto, 7 = (aj€; + w) + I, entonces

. Para v € ¢;KQe; se tiene que v = a;¢; + w

7‘2:a?6i+2aiw+w2+I:aiei+w—|—I:T

por lo que
(a? — a;)& + (2a; — )W + W2 = 0.....(x).
En consecuencia (a? — a;) = a;(a; — 1) =0

Sia; =0, (x) queda de la siguiente forma

w+w?=0,=w?=w=w=ww=w=w=wvwl=w
Por lo tanto, w™ =w=0y asi 7 =0
Si a; = 1, w? = —w, entonces
w3 =ww=-ww=-w?=w
wi=w2w?=-w-w=w?=-w,
entonces w™ =w = 0 o w™ = —w = 0, por lo tanto, T =€ = ¢;

y por el lema se tiene que e; es primitivo.

¢) =) Como (KQ/I) es conexa, supongamos que ) no es conexa. Consi-

deremos )’ la parte conexa de Q y Q" = Q/Q' por lo que Qf = Qo/Q
como {e; = €; + I }icq, es una familia completa de idempotentes orto-

gonales primitivos y Qo = QU Q) es una particiéon de Qo,veamos que
ei(KQ/I)e; = 0 para todo i € Q) y para toda j € Q.
Seaa€eQyybeQ)yveKQ/I, dondey=~+1convyeKQ

Caso 1) v € KQ' se tiene que t(y) # b # o(v), por lo que €;v¢; =
0 como ¢;, €; son elementos idempotentes en K(), entonces

ei(KQ/D)e; = (e + IN(KQ/T)(e; + 1) = 6K Qe;/ T

y asi e;ye; = €;vej + I = 0. Por lo tanto, e;(KQ/I)e; = 0.

Caso 2) v € KQ" sesiguet(y) # a # o(v) y eivej = €ve;+1 =0,
por lo tanto, ¢;(KQ/I)e; =0y asi (KQ/I) no es conexa.
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<) Supongamos que KQ/I no es conexa, entonces por el lema |4.1.18
existe una particién de ntimeros naturales I1 W Is tal que para cuales-
quiera ¢ € I1 y j € I, se tiene que

ei(KQ/I)ej = €, KQe; /I =0

Como @ es conexo, existen k € I, | € I y v € Q1 de tal forma que
o(y) =k y T(y) =1, donde e;ye; = . Por la eleccién de k y [ se tiene
ex(KQ/I)e; = 0 = I, entonces v € I y como I es admisible, v € .#2,
lo cual contradice el hecho que vy € @1, por lo tanto, KQ/I es conexa.

g

m

Definicion 4.4.6 Sea Q un carcaj finito y p = Z)\iwi € KQ con \; e K
=1

y w; un camino en Q para toda i:

a) Decimos que p es una relacion en QQ con coeficientes en K si

a.1) Vi; w; € UQn

n>2
0.2) Vi # j ow;) = ofw;) y tw;) = t(w;)
b) Sip es una relacion en Q, decimos que:

b.1) p es una relacion cero o monomial si m =1 es decir p = A\jw

b.2) p es una relacion de conmutatividad si p = w1 — wa

Definicién 4.4.7 Sea Q un carcaj finito y {p;|j € J} un conjunto de
relaciones en Q. Si I = ({p;|j € J}) < Q es un ideal admisible, diremos
que el carcaj con relaciones (Q,I) estd generado por {p;|j € J} o bien por
las relaciones pj =0V j € J.

Reconsiderando el ejemplo p1 = Ba — §v es una relacién de conmuta-
tividad y p2 = AS3, p3 = A? son ejemplos de relaciones monomiales, entonces
el ideal I1 = (p1, p2, p3) = (Ba — 67, A8, \3) y KQ/I es una K-algebra de Q

y las relaciones a8 = v§ y fA =0 = A3,

Proposicién 4.4.8 Sean ) un carcaj finito y aciclico e I < Q ideal admi-
sible. Entonces, existe un conjunto finito de relaciones {p;|i =1,2,--- ,n}

en Q tal que I = (p1,p2. . pn)-
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Demostracion. Como I es admisible, existe m € N tal que ™ C I C F2.
Para mostrar que I es finitamente generado, consideremos ¢ la siguiente
sucesion exacta.

e 0 Fm L[ Fm ()

Mostremos que #™, I/ #™ € mod(KQ), Notemos que .#" = (Q,,) como
KQ@Q—mobdulo. En efecto:

T
C) Sea v € .Z™, entonces v = Zam/i donde v; € Qm+i ¥y a; € K.Donde

=0
Vi = Yjm6j con Yjm € Qm y 0; € Q;j C KQ, por lo tanto, v € (Qm)
D) Como @y, C F™, entonces (Q,) C .F™. Y al ser @y, finito obtenemos
que ZF™ € mod(KQ).
Como I es admisible, existe m € N tal que .#™ C I C %2 y por el teorema
se tiene que dimg(KQ/F#™) < ooy como I/F™ I KQ/F™ es un
ideal, entonces I/.#™ es finitamente generado como K-mdédulo, ya que

(KQ/F™)* —> I)F™

al tener que ¢ es epimorfismo, se tiene que I/%" es finitamente generado
como K@Q/.Z™—mbdulo, por lo tanto, al ser € una sucesién exacta, F™ y
I'™ son finitamente generados como K@Q—modulos e I € mod(KQ).
Entonces, existe {p1, -+ ,pm} € KQ tal que I = (p1, -+, pm). Como I C
Z2 se tiene que p; tiene longitud a lo menos 2 para toda i = 1,--- ,m, sin
embargo, no se tiene que o(p;) = o(p;) y t(pi) = t(pj) para todo i # j.
Consideremos a,b € Qg v €4, €, de manera que tenemos que

€api€h = 0 0 €api€p = pi,
entonces I = ({egpiep|i =1,2,--- ,m}).Pues para v € I se tiene que
m
v = Zaipi si y solo si
i=1
m
€aV€b = Z Ai€aPi€h € <{€0«p’i€b ‘ L= 17 27 te ,TTL}>,
i=1

por lo tanto, I estd generado por m—relaciones.
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4.5 Carcaj de una K-algebra de dimension finita.

En esta seccion recordaremos algunos resultados importantes en la teoria

de representaciones, donde dichos resultados los podemos consultar en [13],
211, [15] vy [8].

Definiciéon 4.5.1 Sea A una K-dlgebra de dimensidon finita,
{ei|i <i<n}

una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A y J := J(A)
el radical de Jacobson de A. El carcaj ordinario Q4 se define como sigue:

a) (Qa)o:={1,2,--- ,n}.
b) Para todo a,b € (Qa)o definimos card(eq(Qa)16p) := dim (eq(J/J?)ep)

esto es, las flechas de a en b de Q4 estan en correspondencia biyectiva
con una K-base de ea(J/J?)ey.

Ejemplo 4.5.2 Consideremos la K-dlgebra de matrices triangulares supe-
riores.

K K K
0 K K
0 0 K

Las matrices elementales de esta K -dlgebra son {E11, Eao, F33} que son una
familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A, ya que

EuAp, = KEi 2 K.

0 K K
Seal =0 0 K | <Aideal de A, donde se cumple que I = J(A)?, esto
0 0 O
es porque J3 =0y

A
—=2KxKxK
7 X X

J - KFE5® KE13® KEb3

S = KE12® KEs3
72 KErs 12D 23

donde KF1o = Fi19+J y KFEos = Eaz + J.

Entonces, los inicos productos por idempotentes que no son cero son:

E11(J)J*) By = E11(KE12 ® K Eg3) By = K Ena.

2y I < A ideal de A. I es nilpotente y % es un anillo semisimple si y solo si J(A) = 1.
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Eao(J/J*)E33 = Foy(KE19 ® K Eo3)E33 = K Ea3.

Por lo que el carcaj asociado a A es

Qa: ol °?2 *3
Proposiciéon 4.5.3 Sea A una K-dlgebra de dimension finita. FEntonces,

las siguientes condiciones se satisfacen:

a) El carcaj Qa asociado a A, no depende de la eleccion de una familia
completa de idempotentes ortogonales primitivos de A.

b) Para cada par eq, e, de idempotentes ortogonales y primitivos de A la
correspondencia
ead (A)ey J(A)
T
ead (A)2e, U T(A)2ZY

dada por
T(eqrep + ead(A)ep) = eqlz + J(a)?)ep

es un isomorfismo de K -espacios vectoriales.

Definicién 4.5.4 Sea A una K -dlgebra de dimensidn finita, {e;|1 > i > n}

una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A y Q4 el
carcaj asociado a A. Definimos la funcién ¢ : (Qa)o U (Qa)1 — A como
sigue:

a) ¥V a € (Qa)o, ¢(€a) := Pe, = €a.

b) Para cada par (a,b) € (Qa)o X (Qa)o con €,((Qa)i)er # 0 y cada
a:a— b€ (Qa)1, elegimos ¢p(a) == ¢q € eqJ(A)ep tal que

{pa + J(A)?|a € €4(Qu)160} es una K -base de ea%%.

Observemos que ¢ satisface las condiciones de la propiedad universal de
KQ por lo que se extiende a un morfismo de K-algebras ® : KQ, — Ay
®(F) C J(A) donde F es el ideal generado por (Q4)i.
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Proposicién 4.5.5 Sean A una K-dlgebra de dimension finita. Considera-
mos una familia completa de idempotentes ortogonales de A y @ el morfismo
de K-dlgebras construido por la propiedad universal. Entonces,

a) O(F)=J(A).
b) Si A es conexa y bdsica, entonces Q4 es conexo.

c) ¥ a € (Qu)1 eriste un tnico morfismo ¢ € Hom(Aeg(q), Aet(a))

tal que ¢(co()) = Ga. Mds ain Im(da) C J(A)eya) y Im(da) &
J(A)26t(a).

Proposicién 4.5.6 Si (Q,I) es un carcaj con relaciones y A = KQ/I,
entonces Q4 = Q.

4.6 Teorema de P. Gabriel

En esta seccién recordaremos un teorema fundamental para la teoria
de representaciones que es el Teorema de P. Gabriel. Antes se dard & un
resultado necesario cuyo resultado se puede consultar en [13].

Definiciéon 4.6.1 Sean A una K-dlgebra de dimension finita. Decimos que
A es elemental si existe m € N tal que AJJ(A) 2 K x ---x K =K™.

Proposicion 4.6.2 Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Entonces,

a) Si A es elemental, entonces A es bdsica.

b) Si A esun anillo con division y K es algebraicamente cerrado, entonces
A2 K.

Lema 4.6.3 Sea A una K-dlgebra de dimension finita. St A es bdsica y K
es algebraicamente cerrado, entonces A es elemental.

Teorema 4.6.4 Sea A una K-dlgebra de dimension finita y consideremos
el morfismo de K-dlgebras ® : KQ, — A. Entonces,

a) (Qq,ker(®)) es un carcaj con relaciones.

b) Im(®) = A si A es elemental.

Definicién 4.6.5 Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Una presen-
tacién de A es un carcaj con relaciones (Q, 1) tal que A= KQ/I.

Teorema 4.6.6 (Teorema de P. Gabriel) Toda K-dlgebra bdsica A de
dimension finita, con K algebraicamente cerrado, admite una presentacion

(@, 1).
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Observacién 4.6.7 Sea A una K-dlgebra de dimension finita. Supongamos
que A admite una presentacion (Q,I). Tenemos que:

a) El carcaj @ es unico, de hecho Q = Q4.

b) Elideal I no tiene por qué ser unico. De hecho, el ideal ker(®4) depen-
de de las posibles elecciones de ¢, € J(A), tales que ¢o + J(A)* : v € Q4
sea una K-base de J(A)/J(A)2.

4.7 Representaciones de Carcajes

Definicion 4.7.1 Sea @ un carcaj. Una representacion D de ) sobre
Vec(K) es una funcion D : Q — Vec(K). que satisface:

a) Para todo i € Qg se tiene D; € Vec(K).

b) Para toda o € Q1 se tiene que Dy : Dy — D; es morfismo de Vec(K).

En los siguientes enunciados Repg(Vec(K)) denotard la categoria de repre-
sentaciones de () sobre un K-espacio vectorial, Repg (Q) = Repg(Mod(K))

y repi (Q) = Repg(mod(K)).

Definicion 4.7.2 Sean € una categoria y R un anillo. Decimos que € es
una R—categoria si:

a) Para todo A,B € € se cumple que Hom¢ (A, B) € Mod(R).
b) Sea A,B,C €€

Hom(B, C) x Hom(A, B) — Hom(A, C)

(9, f) = gf.

b.1) Para todor € R y g € Hom(B,C), f1,fo € Hom(A, B) se cumple
que

go (rfi+ f2) =rgfi +gfo

b.2) Para todor € R y f € Hom(A, B), ¢g1,92 € Hom(B,C) se cumple
que

(rg1 +9g2) o f=7rg1f +gof.

Definicion 4.7.3 Decimos que una R—categoria € es Hom-finita si para
todo A, B € € se tiene que Homy (A, B) € mod(R).
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Ejemplo 4.7.4 a) Sea
Q: o1 —% o2

Considerando Dy = K2, Dy = K3 y

Do: Dy — Dy
(z,y) — (z,2+y,2),

es una transformacion lineal. Tomemos la matriz asociada de D, respecto
a la base canonica, se sigue que:

Dy =

===
O = O

Por lo tanto, (D1, D2, Dy) = (K2, K3, D,) es una representacion de Q
sobre mod(K).

b) Sea
)
Q: o1
Considerando D1 = Dy = K2 y

1 1
Ds— <0 1> .
Obtenemos que (D1, Do, Dg) = (K2, K%, Dg) es una representacién de Q
en mod(K).

Definicién 4.7.5 Sean Q un carcaj, D, D' dos representaciones de QQ sobre
Vec(K).

a) Un morfismo F : D — D’ en Rep(Vec(K)) es una familia de mor-
fismos f = {fi : Di — D'}icq, en Vec(K) tal que para todo o € Q1 el
siguiente diagrama conmuta:
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b) La composicion de morfismos Dt 2D en Repg(Vec(K))

es la familia
9f ={gifi : Di — D}}icq,

Donde
Da Dg
D, —— Dj —— Dy
f{ ij ka
D} —— D’ —— Dy,
D!, 7 Dj
conmuta.

¢) Dados f,g: D — D' en Repg(Vec(K)) se define:

c.1)
f+9:={fi+9:Di — Dj}icq,

c.2)
A ={D; — Dg}iEQo

Ejemplo 4.7.6 Consideremos @ : 1 —>-2, D: K?> — K3y

10
D' : K? — K?2. Definidas de la siguiente forma D = [1 1| y
1 0

D' = (1 1), se tiene el siguiente diagrama

0 1
10
10
K2 S K3
01l l110
2 0 1 0 1
K2 — K2
11
0 1

de donde F : D — D' es un morfismo de Repg(Vec(K))

Proposicion 4.7.7 Sea Q) un carcaj finito. Entonces,
a) Rep(Vec(K)) es una K-categoria.
b) repx(Q) es Hom-finita.
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Demostracion.

a)

b)

Sea D, D’ € Repg(Vec(K)) como

Hom(D, D') = | [ Homg (D;, Dj)
1€Qo

donde para todo f € Hom(D, D’) se define como:

f: Qo — | JHom(D;, D))
Como Hom(D;, D}) € Mod(K) y @ es finito, se sigue que

Hom(D, D') € Mod(K). Sear € Ky fi1, fo € Hom(D,D’) y
g € Hom(D', D"); observemos que

Daq Dg
i —2 D; — Dy

D
’“flzilf% TfljJ(Jf%‘ TflkJszk
D! D,

B
o D,

D
Jgi lgj Jgk
D//

pr =, D! — Dy
Es un cuadro que conmuta, por lo que

(D 0 gi) o7 f1i = gj o Dy o (rfii) = gi o (rf1j) o Dy,
Por lo tanto, Repg(Vec(K)) es una K-categoria.

Recordemos
Hom(Di, D) = [[ Hom(D;, D})
1€Q0
Donde Hom(D;, D}) = {7 : D; — D; | T es un morfismo en mod(K)},
entonces existe m,n € N tal que D; ~ K™/L y D, ~ K"/S, lo cual
implica que Hom(D;, D}) = Hom(K™/L, D;). Sea ¢ € Hom(K™/L, D}).
Consideremos P = {f € Hom(K™, D}) | L C ker(f)}.

b.1) Veamos que P < Hom(K™, D}) es un submédulo.
Por definicién P € Hom(K™, D)) . Verifiquemos que para todo
fyg € P, f+g € P. En efecto, ya que ker(f)+ker(g) C ker(f+g),
entonces L C ker(f + g).
Ahora para r € K se tiene que L C rker(f) = ker(rf). Por lo tanto,

P < Hom(K™.D}).
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b.2) Sea
v :Hom(K™/L,D}) — P
p=pory

un morfismo de médulos. Probemos que v es un isomorfismo.
Sea ¢ € ker(7), entonces

(p) =pom, =0

por lo que para todo k € K™ ¢ o7 (k) = p(k) = 0. Por lo tanto,
p=0.
Por el teorema del factor, existe una unica ¢, por lo tanto,

P ~ Hom(K™/L, D}) ~ Hom(D;, D))

como Hom(K™, D}) = (D))" y al ser K y (D;)™ médulos noethe-
rianos se tiene que P es finitamente generado y asi Hom(D;, D})

también lo es. Por tltimo, como |Qg| < oo se sigue que,
Hom(D, D') € mod(K).




Conclusiones

El estudio de K-algebras de dimensién finita constituye un ejemplo fun-
damental en el andlisis de las K-algebras de Artin, las cuales desempenian un
papel crucial en la Teoria de Auslander-Reiten. Esta teoria permite clasificar
y estudiar la categoria de médulos de una K-algebra dada, proporcionando
herramientas esenciales para entender sus propiedades estructurales.

En anos recientes, el estudio de K-algebras ha permitido abordar diversas
cuestiones de interés, como las condiciones bajo las cuales la coleccién de
subfuntores de la identidad (prerradicales) forma un conjunto [12].

Esta tesis representa una introduccion a la teoria de K-algebras, propor-
cionando un marco conceptual para comprender su estructura y aplicaciones.

Por otro lado, se ha desarrollado el estudio de las categorias de Krull-
Schmidt, que desempenan un papel central en la teoria de representaciones
de &lgebras y en geometria algebraica. Se dice que una categoria C es una
categoria de Krull-Schmidt si para todo objeto inescindible Z € C, el anillo
Endc(Z) es local, es decir, posee un unico ideal méximo. Ademds, para
cada par de objetos X,Y € C, el conjunto Hom¢(X,Y) tiene estructura de
K-espacio vectorial de dimensién finita.

Teorema 5.0.1 En toda categoria de Krull-Schmidt C, se satisface el Teo-
rema de Krull-Schmidt, el cual establece que todo objeto de C' se descompone
como suma de objetos inescindible, y esta descomposicion es unica salvo iso-
morfismos.

Las categorias de Krull-Schmidt aparecen en diversos contextos matemati-
cos, entre ellos:
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» La categoria mod(A) de médulos de dimensién finita sobre un édlgebra
de dimensién finita A.

= La categorfa derivada acotada D’(mod(A)) de médulos sobre A.

» La categoria fg(R,m,k) de médulos finitamente generados sobre un
anillo local completo conmutativo (R, m, k).

= La categoria de gavillas algebraicas coherentes sobre una variedad al-
gebraica completa X sobre un campo algebraicamente cerrado.

= La categoria de gavillas analiticas coherentes sobre una variedad com-
pleja compacta.

Esto nos demuestra la relevancia y aplicabilidad del teorema en distintas
ramas del dlgebra y la geometria.

Finalmente, dentro del grupo de investigacién de la UAM Iztapalapa
y en el marco del proyecto CONAHCYT CBF-2023-2024-2630 DAI UAM
2024, este tema ha sido objeto de estudio activo. La presente tesis busca
servir como un punto de partida para futuras investigaciones en la teoria
de representaciones de algebras y sus aplicaciones al estudio de teoria de
prerradicales y de médulos.
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