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Posgrado en ciencias (Matemáticas)
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Índice alfabético 133
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Introducción

El estudio de las representaciones de álgebras asociadas a quivers (car-
cajes, en la traducción al español), ha sido un área de gran interés en la
álgebra asociativa y teoŕıa de representaciones de álgebras. Para compren-
der la estructura de estas álgebras, es fundamental recurrir a herramientas
de la teoŕıa de módulos y la teoŕıa de anillos. Estas ideas comenzaron a
tomar forma en el siglo XIX con los trabajos de Richard Dedekind y Jo-
seph Wedderburn, quienes sentaron las bases del estudio de los anillos y sus
módulos. Sin embargo, fue en el siglo XX cuando la teoŕıa avanzó significati-
vamente con la introducción de conceptos clave como los módulos artinianos
y noetherianos, fundamentales para el análisis de la estructura de los módu-
los sobre un anillo proporcionando información clave sobre las condiciones
de finitud y estabilidad de estos. Por otro lado, los módulos simples y semi-
simples permiten describir la descomposición de los módulos en términos de
componentes irreducibles.

Emmy Noether y Emil Artin realizaron contribuciones esenciales a la
teoŕıa de anillos y módulos en la primera mitad del siglo XX. Noether for-
muló las condiciones de finitud, permitiendo un mejor control sobre la es-
tructura de los módulos y anillos, mientras que Artin trabajó en la teoŕıa
de anillos semisimples, estableciendo la conexión entre representaciones y
módulos simples y semisimples. Estas ideas fueron refinadas posteriormen-
te, influyendo en el estudio de las representaciones de álgebras.

En el estudio de las representaciones de álgebras, uno de los principales
resultados que se utilizan es el Teorema de Krull Schmidt. Este tiene su
origen en la teoŕıa de grupos, con los trabajos de Joseph Henry Maclagan
Wedderburn (1909), quien lo formuló para grupos finitos. Posteriormente,
Robert Erich Remak demostró que los factores inescindibles son isomorfos.
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Más tarde, Wolfgang Krull y Otto Schmidt extendieron estos resultados a
grupos que satisfacen las condiciones de la cadena ascendente (A.C.C.) y
descendente (D.C.C.) en subgrupos normales. Robert Erich Remak también
presentó una versión del Teorema de Krull-Schmidt para módulos de lon-
gitud finita. En 1950, Goro Azumaya amplió el teorema a sumas infinitas
de módulos con anillos de endomorfismos locales. En la teoŕıa de represen-
taciones de álgebras sobre módulos finitamente generados, el Teorema de
Krull-Schmidt desempeña un papel fundamental, ya que permite identificar
la importancia de los módulos inescindibles.

Las K-álgebras de dimensión finita proporcionan ejemplos y un contex-
to particular dentro del estudio de las K-álgebras de Artin, presentes en la
teoŕıa de Auslander-Reiten. En este contexto, los anillos locales también des-
empeñan un papel importante, ya que muchas álgebras de caminos pueden
descomponerse en componentes locales, facilitando su análisis estructural.
Las representaciones de quivers ofrecen una manera tanto visual como alge-
braica de estudiar estas álgebras, lo que ha llevado a numerosos avances en
teoŕıa de categoŕıas y teoŕıa de representaciones de álgebras. En la segunda
mitad del siglo XX, Peter Gabriel revolucionó la teoŕıa de representaciones
al establecer un v́ınculo entre las representaciones de quivers y las álgebras
de dimensión finita. Su famoso teorema proporciona una caracterización de
cuándo una álgebra de caminos finita es de tipo finito, permitiendo la cla-
sificación de sus representaciones mediante diagramas de Dynkin. En este
sentido, las representaciones de quivers permiten visualizar y estudiar la es-
tructura interna de los módulos sobre álgebras de caminos, facilitando su
clasificación en términos de categoŕıas de módulos.

Los prerrequisitos para esta tesis son esencialmente teoŕıa de módulos y
teoŕıa de categoŕıas. Esta tesis se divide en tres secciones.

En el caṕıtulo 2 introducimos nociones básicas de teoŕıa de categoŕıas,
junto con algunos ejemplos clásicos. Se estudian categoŕıas abelianas, al-
gunas de sus propiedades y como estas nos serán útiles para el estudio en
los próximos caṕıtulos. Veremos las demostraciones categóricas de teoremas
importantes en sucesiones, como lo son el “Lema de la serpiente” y el “Le-
ma del cinco”. Finalmente, haremos una breve introducción funtorial de los
prerradicales en la categoŕıa de módulos.

En el caṕıtulo 3 comenzamos con una introducción a la teoŕıa de módu-
los presentando las definiciones y propiedades principales de los módulos
artinianos y noetherianos para estudiar propiedades de finitud y sucesiones
exactas cortas sobre módulos. Esto nos da oportunidad de iniciar el estudio
de la teoŕıa de representaciones de módulos semisimples, lo que nos permite
demostrar los teoremas clásicos de Jordan-Hölder y Krull-Remak-Schmidt.

En el caṕıtulo 4 comenzamos con el estudio del álgebra de caminos,
iniciando con las definiciones de carcajes (quivers) y algunas de sus propie-
dades. Luego, abordamos la construcción de K-álgebras KQ asociadas a un
quiver, haciendo énfasis en la propiedad universal, sus propiedades, ideales
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y mostrando diversos ejemplos de K-álgebras, en particular, el álgebra de
Kronecker. Analizamos las K-álgebras de dimensión finita y, dada una K-
álgebra con ciertas propiedades, veremos cómo se le puede asociar un carcaj
finito para finalmente llegar al teorema de Peter Gabriel.
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Preliminares

El propósito de este caṕıtulo es presentar un breve recordatorio de los
conceptos y teoŕıa básica de la teoŕıa de categoŕıas, enfocándonos al final de
este, en teoremas clásicos en categoŕıas de módulos y (sub)funtores aditivos.
Las demostraciones, aśı como un tratamiento más profundo y desarrollado
de estos conceptos, pueden ser consultados en [24] [3], [4] y [23].

2.1 Categoŕıas

En este caṕıtulo se presentarán los conceptos básicos de la teoŕıa de
categoŕıas, incluyendo la definición formal de categoŕıa, aśı como algunos
ejemplos fundamentales como: las categoŕıas de conjuntos Sets, grupos GR
y módulos Mod(R). También se abordarán ciertos morfismos importantes,
como los monomorfismos, epimorfismos, etc.

Definición 2.1.1 Una categoŕıa C , consiste en una terna de ingredien-
tes: una clase de objetos Obj(C ), un conjunto de morfismos Hom(A,B)C
para cada par de elementos A, B ∈ Obj(C ) y una composición definida de
la siguiente forma.

◦A,B,C : HomC (A,B)×HomC (B,C) −→ HomC (A,C)

(f, g) 7−→ g ◦ f.
Donde se satisfacen las siguientes condiciones:

c.1) Para cada par de objetos, el conjunto Hom es disjunto, esto es: Para
A,B,C,D ∈ C se tiene que Hom(A,B)C ∩Hom(C,D)C = ∅.
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c.2) Para cualquier A ∈ Obj(C ), existe un único morfismo
1A ∈ HomC (A,A) tal que para todo f ∈ HomC (A,B)

f ◦ 1A = f y 1B ◦ f = f.

c.3) Para A,B,C,D ∈ Obj(C ) y para cualesquiera f ∈ HomC (A,B),
g ∈ HomC (B,C) y h ∈ HomC (C,D) se satisface que:

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

Definición 2.1.2 Una categoŕıa C es pequeña en el caso en que Obj(C )
corresponda a un conjunto.

Definición 2.1.3 Sean C y C ′ categoŕıas. Decimos que C ′ es una subca-
tegoŕıa de C si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para cada A ∈ Obj(C ′), se tiene que A ∈ Obj(C ).

b) Para cualesquiera A,B ∈ Obj(C ′), HomC ′(A,B) ⊆ HomC (A,B).

c) La composición en C ′ es la restricción de la composición en C . Esto es
para f ∈ HomC ′(A,B) y g ∈ HomC ′(B,C),

g ◦C ′ f = g ◦C f.

d) Para todo A ∈ Obj(C ′), se cumple que 1′A = 1A.

Definición 2.1.4 Sean C una categoŕıa y C ′ una subcategoŕıa de C . De-
cimos que C ′ es una subcategoŕıa plena de C si se satisface que para
cualesquiera A, B ∈ Obj(C ′), HomC ′(A,B) = HomC (A,B).

Para simplificar notación, en ocasiones escribiremos g ◦ f como gf, y deno-
taremos A ∈ C para indicar que A ∈ Obj(C ).

Ejemplo 2.1.5 En los siguientes incisos, recordamos algunos ejemplos bá-
sicos de categoŕıas.

a) La categoŕıa conjuntos Sets: Los objetos son la clase de todos los conjun-
tos, los morfismos son todas las funciones de A en B y la composición
es la composición usual de funciones.

b) La categoŕıa de grupos Grp, donde los objetos son grupos y los morfismos
son homomorfismos de grupos.

b.1) Consideremos la categoŕıa de grupos abelianos Ab, es una sub-
categoŕıa plena donde, los objetos son los grupos abelianos y los
morfismos son los homomorfismos de grupos.
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c) La categoŕıa de anillos RING: Los objetos son anillos y los morfismos
son homomorfismos de anillos. En esta categoŕıa podemos destacar las
siguientes subcategoŕıas:

c.1) La categoŕıa de anillos asociativos unitarios RING1.

c.2) La categoŕıa de campos FIELD.

c.3) La categoŕıa de anillos conmutativos con identidad C-RING.

Notemos que RING1 es una subcategoŕıa de RING que no es plena.

d) La categoŕıa de espacios vectoriales sobre un campo K dado Vec(K).
Los objetos son espacios vectoriales sobre el campo K y los morfismos
corresponden a las transformaciones lineales entre K-espacios vectoria-
les.

e) La categoŕıa de R-módulos izquierdos con R un anillo asociativo con
identidad, R-Mod. Los objetos son los R-módulos a izquierda; y los mor-
fismos son los homomorfismos de R-módulos a izquierda. En ocasiones,
denotaremos esta categoŕıa como Mod(R). En esta categoŕıa podemos
considerar las siguientes subcategoŕıas plenas de Mod(R):

e.1) La categoŕıa de R-módulos izquierdos finitamente generados, deno-
tada por R-mod o mod(R). Donde los objetos son los R−módulos
izquierdos finitamente generados.

e.2) La categoŕıa de Wisbauer σ[M ] de un módulo dado M , donde los
objetos son los módulos subgenerados por M , es decir, dados M,N ∈
Mod(R), N es subgenerado por M si N es isomorfo a un submódulo
de un módulo generado por M .

De manera análoga, se tiene Mod-R la categoŕıa de R-módulos a dere-
cha.

f) La Categoŕıa de conjuntos parcialmente ordenados POSET. Los objetos
son conjuntos parcialmente ordenados; (P,≤); donde P es un conjunto
no vaćıo, ≤⊆ P × P es una relación de orden parcial y los morfismos
son funciones que preservan el orden, esto es, f : (P,≤) −→ (Q,⪯) es un
morfismo de copos que satisface que para todo x, y ∈ P , tal que x ≤ y,
entonces f(x) ⪯ f(y).
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Definición 2.1.6 Dada una categoŕıa C se define la categoŕıa opuesta
C op de la siguiente forma:

a) Obj(C op) := Obj(C ).

b) Para cualquier par de objetos A,B ∈ C op

HomC op(A,B) := HomC (B,A).

c) Para cualesquiera f ∈ HomC op(A,B), g ∈ HomC op(B,C), se define la
composición como:

g ◦C op f := fopgop.

Presentamos un ejemplo donde se puede entender un poco este principio.
Consideremos la siguiente propiedad sobre un objeto A ∈ C :
P (A)= Para cualquier B ∈ Obj(C ), existe un único morfismo f ∈ HomC (A,B)
Primero remplacemos todas las afirmaciones en C en términos de C op:
P op(X)= Para cualquier Bop ∈ Obj(C op), existe un único morfismo
f ∈ HomC op(Bop, Aop).
Finalmente traducimos la propiedad P op(X):
P op(X) = Para cualquier B ∈ Obj(C ) existe un único morfismo
f ∈ HomC (A,B).

Definición 2.1.7 Sea C una categoŕıa. Un objeto A ∈ C se considera un
objeto cero, si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Para todo X ∈ C existe un único morfismo f : A −→ X.

b) Para todo Y ∈ C existe un único morfismo g : Y −→ A.

Observación 2.1.8 Notemos que si una categoŕıa C tiene un objeto cero,
este es único salvo isomorfismos. En este caso, se denota 000.

Observación 2.1.9 En una categoŕıa C con objeto cero, f ∈ HomC (A,B)
es llamado morfismo cero de A en B si se factoriza a través del objeto
cero, esto es, existen g : A −→ 000 y h : 000 −→ B tales que f = h ◦ g.

A lo largo de este texto, nos interesará trabajar en categoŕıas que tengan al
menos objeto cero.

Definición 2.1.10 Sean C una categoŕıa, X,Y ∈ C . Un morfismo
h : A −→ B en C es:

a) Split-mono: Si existe un morfismo g : B −→ A tal que gh = 1A.

b) Split-epi: Si existe un morfismo f : B −→ A tal que hf = 1B.
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c) Isomorfismo: Si es split-mono y split-epi.

d) Monomorfismo: Si satisface que dados cualesquiera f, g ∈ HomC (X,A)

X
g
//

f
//
A

h // B

tales que hf = hg, entonces f = g.

e) Epimorfismo: Si dados cualesquiera f, g ∈ HomC (B, Y )

A
h // B

g
//

f
//
Y

tales que fh = gh, entonces f = g.

f) Bimorfismo: Si es monomorfismo y epimorfismo.

Observación 2.1.11 Para cualquier categoŕıa C , todo split-mono (split-
epi) es monomorfismo (epimorfismo).

Definición 2.1.12 Sea C una categoŕıa con objeto cero y f : A −→ B
morfismo en C , un núcleo o kernel de f es un objeto K ∈ C y un morfismo
κ : K −→ A tal que

a) fκ = 0.

b) Si κ′ : K ′ −→ A es un morfismo tal que fκ′ = 0, entonces existe un
único α : K ′ −→ K tal que κα = κ′.

K
κ // A

f
// B

K ′
α

``

κ′

OO

Observación 2.1.13 Si f : A −→ B tiene kernel, este es único salvo iso-
morfismos. Además, κ : K −→ A es monomorfismo.
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Definición 2.1.14 Sea C una categoŕıa con objeto cero y f : M −→ N
morfismo en C . Un conúcleo o cokernel de f es un objeto L ∈ C y un
morfismo l : N −→ L tal que:

a) lf = 0.

b) Si l′ : N −→ L′ es un morfismo tal que l′f = 0, entonces existe un único
γ : L −→ L′ tal que γl = l′.

M
f
// N

l //

l′
��

L

γ
��

L′

Observación 2.1.15 Si f : M −→ N tiene cokernel este es único salvo
isomorfismos.

Definición 2.1.16 Dados f, g : A −→ B morfismos de C , un igualador
de f y g es un objeto E ∈ C y un morfismo e : E −→ A tal que

a) fe = ge.

b) Si h : C −→ A es tal que fh = gh, entonces existe un único morfismo
α : C −→ E tal que eα = h.

E
e // A

g
//

f
//
B

C

α

__

h

OO

Observación 2.1.17 Un igualador e es único salvo isomorfismo.

Definición 2.1.18 Dados f, g : A −→ B morfismos de C , un coigualador
de f y g es un objeto C ∈ C y un morfismo c : B −→ C tal que

a) cf = cg.

b) Si c′ : B −→ Y es tal que c′f = c′g, entonces existe un único morfismo
γ : C −→ Y tal que γc = c′.

A
g
//

f
//
B

c //

c′

��

C

~~

Y
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Observación 2.1.19 Un coigualador c es único salvo isomorfismo.

Definición 2.1.20 Dados objetos A y B. Un producto de A y B consta
de un objeto P y dos morfismos

A P
p
oo

q
// B ;

proyecciones tal que para cualquier par de morfismos

A X
f
oo

g
// B.

Existe un único morfismo α : X −→ P tal que f = pα y g = qα.

X
g

  

α
��

f

~~

A Pp
oo

q
// B

Definición 2.1.21 Dados objetos A y B. Un coproducto de ellos consta
de un objeto C y dos morfismos,

A
ι // C B

j
oo ;

inclusiones tal que para cualquier par de morfismos

A
f
// Y B

g
oo .

Existe un único morfismo β : C −→ Y tal que f = βι y g = βj.

C

β
��

A

i

??

f
// Y B

j
``

g
oo

Proposición 2.1.22 El producto y coproducto son únicos salvo isomorfis-
mos.

Definición 2.1.23 Dada una categoŕıa C y morfismos

A
f
// C B

g
oo .

Un pull-back de A y B consta de dos morfismos

A P
p
oo

q
// B

tales que :
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a) fp = gq.

b) Si

A X
hoo k // B

son morfismos tales que fh = gk, entonces existe un único α : X −→ P
tal que pα = h y qα = k.

X

h

  

k

  

α

  

P

p

��

q
// B

g

��

A
f
// C

Definición 2.1.24 Dada una categoŕıa C y morfismos

A C
f
oo

g
// B .

Un push-out de ellos consta de morfismos

A
ι // Q B

j
oo

tales que:

a) ιf = jg.

b) Si

A
h // Y B

koo

son morfismos tales que hf = kg, entonces existe un único β : Q −→ Y
tal que βι = h y βj = k.

C
g
//

f
��

B

j
��

k

��

A ι
//

h

--

Q
β

��

Y

Proposición 2.1.25 Los pull-back y push-out son únicos salvo isomorfis-
mos.
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2.2 Categoŕıas abelianas

Las categoŕıas abelianas proporcionan un entorno para estudiar concep-
tos fundamentales del álgebra homológica. En ellas se pueden definir núcleos,
conúcleos.

Definición 2.2.1 Una categoŕıa A es llamada aditiva si satisface las si-
guientes condiciones:

a) Para todo A,B ∈ Obj(A), HomA(A,B) es un grupo abeliano.

b) La composición de funciones es bilineal. Esto es,

γ(α+ β) = γα+ γβ y (α+ β)γ = αγ + βγ.

c) A tiene objeto cero.

d) A tiene productos y coproductos finitos. Esto es, para todo A, B ∈ Obj(A)
existen A

∏
B, A

∐
B ∈ Obj(A), respectivamente.

Definición 2.2.2 Una categoŕıa A se llama abeliana si satisface las si-
guientes condiciones:

a) A es una categoŕıa aditiva.

b) Todo morfismo tiene un kernel y cokernel.

c) Todo monomorfismo es un kernel y todo epimorfismo es un cokernel.

Ejemplo 2.2.3 a) Sea R un anillo unitario. Las categoŕıas R-Mod y
Mod-R son abelianas. En particular, Z-Mod=Ab es abeliana.

b) Sea C ′ la subcategoŕıa plena de Ab que consta de los grupos abelianos
finitamente generados de Ab. Entonces C ′ es una categoŕıa abeliana.

Proposición 2.2.4 Sea A una categoŕıa abeliana y f : A −→ B un morfis-
mo en A. Entonces, son equivalentes:

a) f es monomorfismo.

b) ker(f) = 0.

c) im(f) es isomorfo a A.

Demostración. [14, Proposición 2.3.6].

Observación 2.2.5 Sea A una categoŕıa abeliana, dados A, B ∈ A,
A
∏
B ∼= A

∐
B. Dicho objeto también se denotará por A ⊕ B (la suma

directa de A y B).
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2.3 Funtores

Los funtores son aplicaciones entre categoŕıas que respetan la estructura
categórica, es decir, preservan objetos, morfismos, identidades y composi-
ción. Son herramientas fundamentales para comparar categoŕıas y estudiar
cómo se relacionan.

Definición 2.3.1 Dadas dos categoŕıas C y D un funtor (covariante)
de C a D , F : C −→ D consta de dos asignaciones:

a) Fo : Obj(C ) −→ Obj(D).

b) Fm : mor(C ) −→ mor(D) tales que para cualesquiera f ∈ HomC (A,B),
se tiene Fm(f) ∈ HomD(Fo(A), Fo(B)) y satisface las siguientes condi-
ciones:

b.1) Para cualesquiera g : A −→ B y h : B −→ C morfismos en C , F
preserva composiciones, es decir:

F (h ◦ g) = F (h) ◦ F (g).

b.2) Para cada A ∈ C , F preserva identidades, esto es:

F (1A) = 1F (A).

Observación 2.3.2 En este texto, diremos simplemente ‘funtor’ para refe-
rirnos a los funtores covariantes.

Definición 2.3.3 Dadas dos categoŕıas C y D , un funtor F : C −→ Dop,
será llamado un funtor contravariante de C en D .

Ejemplo 2.3.4 a) Funtor identidad: Dada una categoŕıa C se define el
funtor identidad 1C , como 1C : C −→ C donde a cada objeto X ∈ C
1C (X) = X y 1C (f) = f para todo f ∈ Hom(X,Y ).

b) Funtor constante: Dadas dos categoŕıas C y D y un objeto fijo D ∈ D .
Se puede definir el funtor KD : C −→ D tal que KD(A) := D para toda
A ∈ C y si f : A −→ B es un morfismo en C , se define KD(f) := 1D.

c) Funtor inclusión: Sea C ′ una subcategoŕıa de C el funtor I : C ′ −→ C
es aquel que I(A) = A para todo A ∈ C ′ y I(f) = f para todo morfismo
f ∈ C ′.

En general si P (f) es una propiedad de morfismos y F : A −→ B es un
funtor, entonces
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a) F preserva P si:

∀ f ∈ mor(A ) se tiene que P (f) ⇒ P (Ff).

b) F refleja P si:

∀ f ∈ mor(A ) se tiene que P (Ff) ⇒ P (f).

Definición 2.3.5 Dado un funtor F : A −→ B, diremos que:

a) F es fiel si para cualesquiera A,A′ ∈ A la función:

ϕA,A′ : Hom(A,A′) −→ Hom(FA,FA′)

es inyectiva.

b) F es pleno si para cualesquiera A,A′ ∈ A la función:

ϕA,A′ : Hom(A,A′) −→ Hom(FA,FA′)

es suprayectiva.

Proposición 2.3.6 Si F es un funtor fiel, entonces preserva monomorfis-
mos, epimorfismos y bimorfismos.

Demostración. [1, Proposición 3.21 ].

Proposición 2.3.7 Si F es un funtor fiel y pleno, entonces refleja split-
monos, split-epi e isomorfismos.

Demostración. [1, Proposición 3.31].

Definición 2.3.8 Sean C, D categoŕıas aditivas. Un funtor F : C −→ D es
llamado aditivo si satisface que para todo A, B ∈ Obj(C) y
f, g ∈ HomC(A,B)

F (f + g) = F (f) + F (g).

Observación 2.3.9 Si F : C −→ D es un funtor aditivo, en particular,
F (0) = 0. para OOO ∈ Obj(C ).

Corolario 2.3.10 Sean C y D categoŕıas aditivas y F : C −→ D un funtor
aditivo, entonces F (A⊕B) ∼= F (A)⊕ F (B) para todo A, B ∈ Obj(C).

Demostración. [2, Proposición 2.12].
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Definición 2.3.11 Sean S, T : C −→ D dos funtores covariantes. Defi-
nimos una transformación natural, η : S −→ T como una familia de
morfismos

η = {ηC : S(C) −→ T (C)}C∈C

en D; tal que para todo morfismo α : C −→ C ′ en C, el siguiente diagrama
conmuta.

S(C)
ηC //

S(α)
��

T (C)

T (α)
��

S(C ′)
ηC′
// T (C ′)

Si ηC es un isomorfismo para cada C ∈ C, decimos que η es una equivalencia
natural. En este caso, tenemos que existe η−1 : T −→ S definida como
(η−1)C = (ηC)

−1. Se denotará S ∼= T para decir que S y T son naturalmente
equivalentes.

Observación 2.3.12 Si η : S −→ T y ρ : T −→ U son transformaciones
naturales de funtores. Definimos la composición ρη : S −→ U por (ρη)C =
ρCηC . Para cualquier funtor T , la transformación natural identidad 1T :
T −→ T es por definición (1T )C = 1T (C) para toda C ∈ A.

2.3.1 Categoŕıa de funtores

La categoŕıa de funtores permite estudiar relaciones entre funtores como
si fueran objetos matemáticos por derecho propio. Es un tema fundamen-
tal en la teoŕıa de categoŕıas, especialmente en contextos de la teoŕıa de
representaciones.

Definición 2.3.13 Sean A y B dos categoŕıas. Consideremos la clase de
todos los funtores de A −→ B denotada como [A,B] y [S, T ] la clase de todas
las transformaciones naturales de S a T . Esto es, para η ∈ [S, T ] se tiene
que η : S −→ T.

La composición que se considera en 2.3.11 está bien definida, aśı para que
la definición anterior se pueda considerar una categoŕıa donde los objetos
son funtores y los morfismos transformaciones naturales, basta ver que [A,B]
es un conjunto.

Proposición 2.3.14 Si A es una categoŕıa pequeña y B una categoŕıa ar-
bitraria. Entonces, podemos considerar la categoŕıa de funtores donde:

a) Los objetos son funtores que van de A en B y los morfismos son las
transformaciones naturales de dichos funtores.
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b) Si B es pequeña, entonces [A,B] también lo es.

Demostración. [24, Proposición 2.11.14].

2.4 Lema del Cinco y Lema de la Serpiente

En el estudio del álgebra homológica dentro de categoŕıas abelianas, dos
herramientas fundamentales son el Lema del Cinco y el Lema de la Serpiente.
Son lemas esenciales para definir las aplicaciones de conexión en homoloǵıa.
En está sección se estudiará la versión general en categorias abelianas.

Definición 2.4.1 Sean A una categoŕıa y X un objeto de A. Un A−ele-
mento de X es un morfismo en A de la forma x : Z −→ X y lo denotaremos
como x ∈A X.

Definición 2.4.2 Sean x ∈A X un A−elemento de X y f : X −→ Y un
morfismo en A. Definimos la imagen de x por f como un A−elemento
de Y , f(x) ∈A Y está dado por

f(x) = f ◦ x : Z −→ Y.

Observemos que en una categoŕıa abeliana, todo objeto X tiene un mor-
fismo de la forma 0 : 0 −→ X, y para cada x ∈A X existe el elemento
−x ∈A X. Y para definirlo utilizaremos la estructura de grupo abeliano de
Hom(Z,X), entonces

−x := (−1)x.

Si A es una categoŕıa abeliana, definimos la siguiente relación de equi-
valencia: Dados x, y ∈A X de la forma x : Z −→ X e y :W −→ X, decimos
que x ≡ y si y sólo si existen epimorfismos p : V −→ Z y q : V −→W tales
que el siguiente diagrama conmuta.

V
p
//

q

��

Z

x
��

W
y
// X

Por lo que dado un morfismo f : X −→ Y en una categoŕıa, si x, y ∈A X
son tales que x ≡ y, entonces f(x) ≡ f(y).

Proposición 2.4.3 [2] Sea A una categoŕıa abeliana.

a) Un morfismo f : X −→ Y es monomorfismo si y sólo si, para todo
x, x′ ∈A X, si f(x) ≡ f(x′), entonces x ≡ x′. Equivalentemente, f es
un monomorfismo si y sólo si para todo x ∈ X, si f(x) ≡ 0, entonces
x ≡ 0.



18

b) Un morfismo g : Y −→ Z es un epimorfismo si y sólo si, para todo
z ∈A Z existe un y ∈A Y tal que g(y) ≡ z.

c) Una sucesión X
f
// Y

g
// Z es exacta en Y si y sólo si g ◦ f = 0

y, para cada y ∈A Y tal que g(y) ≡ 0 existe un x ∈A X con f(x) ≡ y.

d) Dado un morfismo g : Y −→ Z y dos A−elementos a, b ∈A Y tales que
g(a) = g(b), existe un A−elemento c ∈A Y tal que g(c) ≡ 0. Además,
para cualquier f : Y −→ W con f(a) ≡ 0, se tiene que f(b) ≡ f(c) y
para cualquier h : Y −→ V con h(b) ≡ 0, se tiene que h(a) ≡ −h(c).
Denotamos el A−elemento c como b−A a ∈A Y .

Uno de los teoremas importantes en la teoŕıa de categoŕıas y módulos,
son el lema del cinco y el lema de la serpiente. Las siguientes demostraciones
son retomadas de [7], [14] y [9].

Lema 2.4.4 (Lema del Cinco) Consideremos el siguiente diagrama con-
mutativo en una categoŕıa abeliana A.

A
f
//

α
��

B
g
//

β
��

C
h //

γ
��

D
k //

δ
��

E

ϵ
��

A′ f ′
// B′ g′

// C ′ h′
// D′ k′ // E′

a) Si β y δ son monomorfismos y α es un epimorfismo, entonces γ es un
monomorfismo.

b) Si β y δ son epimorfismos y ϵ es un monomorfismo, entonces γ es un
epimorfismo.

Demostración.

a) Dado que A es una categoŕıa abeliana, podemos considerar c ∈A C tal
que γ(c) ≡A 0, donde

δh(c) ≡A h′γ(c) ≡A h′(0) ≡A 0.

Entonces, h(c) ≡A 0 ya que δ es monomorfismo y por exactitud de la
primera fila. Existe b ∈A B tal que g(b) ≡A c, entonces

g′(β(b)) ≡A γ(g(b)) ≡A γ(c) ≡A 0.

Ahora, por exactitud de la segunda fila, existe a′ ∈A A tal que
f ′(a′) ≡A β(b), al ser α epimorfismo. Existe a ∈A A tal que α(a) ≡A a′

y por la conmutatividad del diagrama
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βf(a) ≡A f ′α(a) ≡A f ′(a′) ≡A β(b).

Finalmente, como β es monomorfismo f(a) ≡A b de tal manera que

c ≡A g(b) ≡A gf(a) ≡A 0

y al ser sucesiones exactas, γ es monomorfismo.

b) Dado c′ ∈A C ′ y δ un epimorfismo, se tiene que existe d ∈ D tal que
δ(d) ≡A h′(c′) y por conmutatividad se tiene que k′δ(d) ≡A ϵk(d).
Además

ϵ(k(d)) ≡A k′δ(d) ≡A k′(h′(c′)) ≡A 0

y como ϵ es monomorfismo se concluye que k(d) ≡A 0. Por exactitud
de la primerá fila, existe c ∈ C tal que h(c) ≡A d. Nuevamente, por
conmutatividad del diagrama:

h′(γ(c)) ≡A δ(h(c)) ≡A δ(d) ≡A h′(c′).

Aśı, h′(γ(c)− c′) ≡A 0. Como la segunda fila es exacta, esto implica que
existe b′ ∈ B′ tal que g′(b′) ≡A γ(c)− c′. Como β es epimorfismo, existe
b ∈ B tal que β(b) ≡A b′. Por exactitud en la primera fila, existe c1 ∈ C
tal que g(b) ≡A c1. Entonces, como el diagrama conmuta:

γ(c1) ≡A g′(β(b)) ≡A g′(b′) ≡A γ(c)− c′,

por lo tanto,
γ(c− c1) ≡A c′.

Aśı, existe c − c1 ∈ C tal que su imagen por γ es c′ , lo cual demuestra
que γ es epimorfismo.

□

Lema 2.4.5 (Lema de la Serpiente) Sea A una categoŕıa abeliana. Si el
siguiente diagrama en A es conmutativo y exacto.

0 // A
u //

f
��

B
v //

g
��

C //

h
��

0

0 // A′ u′
// B ′ v′ // C ′ // 0

Entonces, dicho diagrama, induce una sucesión exacta larga en A

0 // ker(f)
u // ker(g)

v // ker(h)
δ //

δ // coker(f)
u′
// coker(g)

v′ // coker(h) // 0
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Demostración. Dado que A es una categoŕıa abeliana, se tiene que ker(f),
ker(g) y ker(h) existen y de la misma manera para coker(f), coker(g) y
coker(h). Por lo que tenemos el siguiente diagrama.

ker(f)

if
��

ker(g)

ig
��

ker(h)

ih
��

A
u //

f
��

B
v //

g
��

C //

h
��

0

0 // A′ u′
//

pf
��

B ′ v′ //

pg
��

C ′

ph
��

coker(f) coker(g) coker(h)

Como g ◦ u ◦ if = u′ ◦ f ◦ if = 0, ya que if es núcleo de f , entonces por
la propiedad universal, existe un único morfismo u : ker(f) −→ ker(g). De
manera análoga para h ◦ v ◦ ig = v′ ◦ g ◦ ig = 0, existe un único v : ker(g) −→
ker(h). Ahora como pg ◦ u′ ◦ f = pg ◦ g ◦ u = 0 porque pg es el conúcleo de

g y por la propiedad universal de este, existe u′ : coker(f) −→ coker(g)
y de forma similar, existe una única v′ : coker(g) −→ coker(h). Entonces,
obtenemos el siguiente diagrama:

ker(f)

if
��

u // ker(g)

ig
��

v // ker(h)

ih
��

A
u //

f
��

B
v //

g
��

C //

h
��

0

0 // A′ u′
//

pf
��

B ′ v′ //

pg
��

C ′

ph
��

coker(f)
u′
// coker(g)

v′ // coker(h)

Observemos que ih ◦ v ◦ u = v ◦ u ◦ if = 0, ya que el segundo renglón es
exacto. Como ih es monomorfismo, entonces se tiene que v ◦ u ≡A 0. Ahora
sea x ∈A ker v, entonces v◦ig(x) ≡A ih◦v(x) ≡A 0. Por lo que existe y ∈A A
tal que u(y) ≡ ig(y).

Además como u′◦f(y) ≡A g◦u(y) ≡A g◦ig(x) ≡A 0 y u′ es monomorfis-
mo implica que f(y) ≡A 0. Por lo que existe z ∈A ker(f) tal que if (z) ≡A y
pues la primera columna es exacta. Más aún, dado que

ig ◦ u(z) ≡A u ◦ if (z) ≡A u(y) ≡A ig(x)
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e ig es monomorfismo, se sigue que u(z) ≡A x. En consecuencia, el primer
renglon es exacto, y u es monomorfismo, pues ig ◦ u ≡A u ◦ if con if un
monomorfismo. De forma análoga para la sucesión inferior. Y aśı, obtenemos
el siguiente diagrama.

0 // ker(f)

if
��

u // ker(g)

ig
��

v // ker(h)

ih
��

A
u //

f
��

B
v //

g
��

C //

h
��

0

0 // A′ u′
//

pf
��

B ′ v′ //

pg
��

C ′

ph
��

coker(f)
u′
// coker(g)

v′ // coker(h) // 0

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo donde (I) es un pullback
y (II) es un pushout

U1

(I)

k //

β
��

ker(h)

ih
��

A
u //

f
��

ik

::

B
v //

g
��

C

h
��

A′

(II)

u′
//

pf
��

B′ v′ //

α

��

C ′

coker(f)
l // U2

pl

;;

A es el kernel de k. En efecto, como k ◦ ik = 0. Sea ϕ : D → U1 tal que
k ◦ ϕ = 0, entonces 0 = ih ◦ k ◦ ϕ = v ◦ β ◦ ϕ y dado que (A, u) es el kernel
de v se sigue que existe un morfismo r tal que β ◦ ϕ = u ◦ r = β ◦ ik ◦ r y
por consiguiente ϕ = ik ◦ r (pues β es un monomorfismo). Si existiera otro
morfismo r′ tal que ϕ = ik ◦ r = ik ◦ r′, entonces β ◦ ik ◦ r = β ◦ ik ◦ r′, es
decir, u ◦ r = u ◦ r′ y, por tanto, r = r′ pues u es un monomorfismo.

Por lo tanto, A es el kernel de k. De la misma manera concluimos que
C ′ es el cokernel de l. Definamos δ0 : U1 −→ U2 como δ0 = α ◦ g ◦ β. Se tiene
que:

pl ◦ δ0 = pl ◦ α ◦ g ◦ β = v′ ◦ g ◦ β = h ◦ v ◦ β = h ◦ ih ◦ k = 0

por la propiedad universal del kernel de h. Y como

δ0 ◦ ik = α ◦ g ◦ β ◦ ik = α ◦ g ◦ u = α ◦ u′ ◦ f = l ◦ pf ◦ f = 0
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por la propiedad universal del cokernel de f . Como plδ0 = 0 y l es el kernel de pl,
tenemos que existe γ : U1 −→ coker(f) tal que δ0 = lγ. Pero γik = δ0ik = 0 y
como k es el cokernel de ik, existe δ : ker(h) −→ coker(f) tal que γ = δk. Por lo
tanto δk = lγ = δ0. Si z ∈A ker(h), como v es un epimorfismo, existe y ∈A B tal
que v(y) = ih(z). Ahora como v′ ◦ g(y) = h ◦ v(y) = h ◦ ih(z) = 0 se sigue que
g(y) ≡ u′(x), para x ∈A A′, y aśı, δ(z) = pf (x).

z_

ih
��

y � v //
_

g

��

ih(z)_

h

��

x_

pf

��

� u′
// g(y)

� v′
// 0

pf (x)

Para ver la exactitud en ker(h), veamos que δ ◦ v = 0. Sea y′ ∈A ker(g), entonces

ih ◦ v(y′) = v ◦ ig(y′)

donde podemos tomar y = ig(y
′), entonces g(y) ≡ 0, y como u′ es monomorfismo

implica que x = 0, y aśı, δ ◦ v = 0.
Ahora, sea z ∈A ker(h) tal que δ(z) ≡ 0, esto es que pf (x) construido en el diagrama
anterior cumple que pf (x) ≡ 0. Por la exactitud de la primera columna, se tiene
que existe x′ ∈A A tal que f(x′) = x. Por lo tanto, g ◦ u(x′) ≡ g(y). De esta forma,
podemos tomar y0 = y −A u(x′) ∈A B, donde

g(y0) ≡ g(y −A u(x′)) ≡ g(y)−A g(u(x′)) ≡ g(y)−A g(y) ≡ 0.

Por lo tanto, existe y1 ∈A ker(g) tal que ig(y1) ≡ y0 y como v ◦ u = 0 se tiene que
v(y0) ≡ v(y) ≡ ih(z). Por lo que obtenemos lo siguiente

y1
� v //

_

ig

��

ih(y1)_

ih

��

y0_
g

��

� v // 0

0

al ser ih un monomorfismo, tenemos v(y1) ≡ z. Con esto se prueba que si
δ(z) = 0, existe y1 ∈A ker(g) tal que v(y1) ≡ z, y de esta manera se muestra
la exactitud en ker(h), de manera dual para coker(f).

□
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2.5 Prerradicales en la categoŕıa de módulos

En esta sección recordamos algunos conceptos básicos de la teoŕıa de
prerradicales, esto es, de los subfuntores del funtor identidad de la categoŕıa
de módulos, R-Mod. Para profundizar ver [3] y [22].

Definición 2.5.1 Sea r : Mod(R) −→ Mod(R) un funtor. Decimos que r
es un prerradical en Mod(R) si es un subfuntor del funtor identidad; esto
es, si satisface las siguientes condiciones:

a) Para todo M ∈Mod(R) se tiene que r(M) ≤M .

b) Para todo morfismo f :M −→ N , f(r(M)) ≤ r(N). Esto es, el siguiente
diagrama está bien definido y es conmutativo:

r(M)
ιr(M)

//

f |r(M)

��

M

f

��

r(N)
ιr(N)

// N

donde ιr(M) e ιr(N) son los morfismos inclusión de r(M) y de r(N) en M ,
respectivamente.

Proposición 2.5.2 Sean r un prerradical y M, N ∈Mod(R). Entonces,

a) Si N es submódulo de M , entonces r(N) ≤ r(M).

b) Si f :M −→ N es monomorfismo, entonces f |r(M) también lo es.

Demostración. [22, Proposición 2.2].

Lema 2.5.3 Sea r es un prerradical y f : M −→ N un isomorfismo. En-
tonces, las siguientes condiciones se satisfacen:

a) f(r(M)) = r(N).

b) r(M) = f−1(r(N)).

Demostración. [22, Lema 2.3].

Definición 2.5.4 Sea C una subcategoŕıa plena de Mod(R). Un C-prerra-
dical es una asignación τ : C −→Mod(R) tal que:

a) Para cada M ∈ C se tiene que τ(M) ≤M .

b) Para cada R−homomorfismo f :M −→ N ∈ C, f(τ(M)) ≤ τ(N).
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Proposición 2.5.5 Sea C una categoŕıa plena de Mod(R) y τ ′ un
C-prerradical. Entonces, existe un prerradical τ tal que τ(M) = τ ′(M) para
cada M ∈ C.

Demostración. [3].

Observación 2.5.6 Si r es un prerradical y M, N ∈Mod(R) son tales que
M ∼= N , entonces r(M) ∼= r(N).

Ejemplo 2.5.7 En Mod(R) tenemos el siguiente par de ejemplos clásicos
de prerradicales:

a) El radical de Jacobson de un módulo: Definamos el siguiente funtor:

rad :Mod(R) −→Mod(R)

rad(M) := {N ≤M | N es submódulo máximo de M}.
Este ejemplo, se abordará con mayor profundidad en la sección 2.7

b) El soclo de un módulo:

soc :Mod(R) −→Mod(R)

soc(M) :=
∑

{B ≤M | B es simple}.

Denotamos por R−pr a la clase de todos los prerradicales sobreMod(R)
y definimos un orden parcial (copo) en R− pr de la siguiente forma:

r ⪯ s si y sólo si para cada M ∈Mod(R), r(M) ≤ s(M).

Definición 2.5.8 Decimos que un prerradical r es:

a) Idempotente si para cada M ∈ Mod(R) se tiene que r(r(M)) =
r(M).

b) Radical, si r(M/r(M)) = 0. , para cada M ∈Mod(R).

Proposición 2.5.9 Sean r un prerradical en Mod(R), M ∈ Mod(R) y
N ≤M . Entonces, se satisfacen las siguientes condiciones:

a) r(N) ≤ N ∩ r(M).

b) (r(M) +N)/N ≤ r(M/N).

c) Si r(N) = N, entonces N ≤ r(M).

d) Si r(M/N) = 0, entonces r(M) ≤ N .
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Demostración. [22, Proposición 2.1.1].

Observación 2.5.10 Se puede probar que a todo prerradical r se le puede
a asociar el siguiente funtor

1/r :Mod(R) −→Mod(R)

M 7→M/r(M).

a este, se le llama co-prerradical asociado a r. Consultar [22] para más
detalles

Lema 2.5.11 Sean r un prerradical y f : M −→ N un morfismo. Si f es
epimorfismo, entonces (1/r)(f) es epimorfismo.

Demostración.[22, Lema 2.10].

Proposición 2.5.12 Sean r un prerradical y {Mi}i∈I una familia de módu-
los. Entonces,

a) r

(∏
i∈I

Mi

)
≤
∏
i∈I

r(Mi).

b) r

(⊕
i∈I

Mi

)
=
⊕
i∈I

r(Mi).

Demostración. [22, Proposición 2.1.2].

2.6 Prerradicales exactos izquierdos y t-radicales

Definición 2.6.1 Sea r un prerradical. Decimos que r es:

a) Exacto izquierdo (o hereditario) si para cadaM ∈Mod(R) y para
cada N submódulo de M , r(N) = N ∩ r(M).

b) t-radical (o cohereditario) si para cada M ∈ Mod(R) se satisface
que r(M) = r(R)M .

Definición 2.6.2 Sea r un prerradical en Mod(R). Se definen:

a) Tr = {M ∈Mod(R) | r(M) =M}, la clase de pretorsión asociada a r.

b) Fr = {M ∈ Mod(R) | r(M) = 0}, la clase de libre de torsión asociada a
r.
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A los elementos en Tr se les llama también módulos de r-torión; y respecti-
vamente, a los módulos en Fr, se les suele llamar libres de r-torsión.

Proposición 2.6.3 Sea r un prerradical, las siguientes condiciones son
equivalentes.

a) r es exacto izquierdo.

b) r es hereditario.

c) r es idempotente y Tr es una clase de módulos cerrada bajo isomorfis-
mos, submódulos, cocientes y sumas directas.

Demostración.[22, Proposición 3.1.1].

2.7 El radical de un módulo

El radical es útil para estudiar la estructura de composición de un módulo
M y aparece frecuentemente en contextos como la teoŕıa de representaciones.
Puedes consultar: [13], [19] y [16].

Definición 2.7.1 Sean M ∈Mod(R) y

MM := {X ≤M |X es máximo en M}

El radical de Jacobson de M , se define como:

rad(M) :=
⋂

X∈MM

X.

Observación 2.7.2 Notemos que siMM = ∅, entonces rad(M) = M . En
efecto, ya que para cada X ∈ MM , se satisface que rad(M) ≤ X ≤ M y
como MM es vaćıo, el único elemento que satisface esta condición es M por
lo que rad(M) =M .

Denotaremos por L (M) a la familia de R-submódulos (izquierdos) deM . Se
puede demostrar que con el orden inducido por la relación de ser submódulo,
este resulta ser un copo (conjunto parcialmente ordenado). Más aún, L (M)
es una ret́ıcula completa, modular y superiormente continua [4].

Lema 2.7.3 Sean M un módulo y N ≤ M . El módulo
M

N
es simple si y

sólo si N ≤M es máximo.
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Demostración.

Recordemos que LR

(
M

N

)
denota el conjunto de submódulos de

M

N
, y

por el Lema de la Correspondencia para módulos, se tiene un isomorfismo:

LR

(
M

N

)
∼=

L (M)

N
,

donde
L (M)

N
=

{
L

N

∣∣∣∣ N ≤ L ≤M

}
. Por lo que para cualquier submódulo

L ≤ M

N
, existe L ≤M tal que N ≤ L ≤M y se tiene que L ∼=

L

N
.

Supongamos que
M

N
es un módulo simple. Esto significa que, para todo

L ≤ M

N
(que podemos ver como

L

N
, con N ≤ L ≤ M), debe cumplirse que

L =M o L = N . En consecuencia, L es un submódulo máximo de M .
Ahora supongamos que N es un submódulo máximo. Entonces, para

todo L tal que N ≤ L ≤ M , se tiene que L = M o L = N . Por lo tan-

to, LR

(
M

N

)
=

{
0,
M

N

}
lo cual implica que

M

N
es un módulo simple.

□

Lema 2.7.4 Sean M ∈Mod(R) y S la clase de todos los módulos simples
en Mod(R). Entonces,

a) rad(M/rad(M)) = 0.

b) rad(M) =
⋂

{ker(α) | α ∈ HomR(M,S) y S ∈ S }.

Más aún, rad, es un radical, de acuerdo con la definición 2.5.8

Demostración.

a) Sea MM := {X ≤M/rad(M) | X es máximo en M/rad(M)}.

a.1) Si MM = ∅, entonces por la observación 2.7.2

M/rad(M) = rad(M/rad(M)), y aśı, rad(M) =M.

a.2) Si MM ̸= ∅. Consideremos la proyección sobre él rad(M)
π :M −→M/rad(M) y

L (M) = {N ⊆M | N es submódulo de M}

la ret́ıcula de submódulos de M . Como

L (M)/rad(M) ∼= L (M/rad(M))
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y por el teorema de la correspondencia existe este isomorfismo

π̃ : L (M)/rad(M) −→ L (M/rad(M))

rad(M) ⊆ X 7→ X/rad(M)

Veamos que MM ⊆ L (M)/rad(M). En efecto, como

rad(M) ⊆ X ⊊M para todo X ∈ MM

de donde π̃(MM ) = MM/rad(M) = MM , entonces

rad(M/rad(M)) =
⋂

X∈MM

X

=
⋂

Z∈MM

π̃(Z)

= π̃(
⋂

Z∈MM

Z)

= π̃(rad(M))
= rad(M)/rad(M)
= 0M .

b) Realicemos esta demostración por contenciones.
⊆) Sean x ∈ rad(M) y f : M → S un morfismo con S simple.
Consideremos ker(f).
Si f = 0, entonces ker(f) =M y claramente x ∈M .
Si f ̸= 0, como f(M) ≤M y S es simple se tiene que f es suprayectivo.
Por el primer teorema de isomorfismo de NoetherM/ ker(f) ∼= S, luego
ker(f) es un submódulo máximo. Como x ∈ rad(M) y rad(M) está
contenido en todos los submódulos máximos, se sigue que x ∈ ker(f).

⊇) Supongamos que x /∈ rad(M). Entonces, existe un submódulo ma-
ximmáximo N ⊂M tal que x /∈ N .
Sea π : M → M/N la proyección canónica. Como M/N es simple y
π(x) ̸= 0 (pues x /∈ N), se tiene que x /∈ ker(π). Pero π es un morfismo
M → S con S =M/N simple, lo que contradice que x pertenezca a la
intersección de todos los ker(f). Por tanto, x ∈ rad(M).

□
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Algunos Teoremas Clásicos

En la teoŕıa de representaciones de K-álgebras y de módulos (finita-
mente generados) sobre estas, se presentan los siguientes teoremas funda-
mentales para el desarrollo de la teoŕıa, tales como Teorema de Jordan-
Hölder-Schreier; Teorema de Krull-Remak-Schmidt. En este caṕıtulo abor-
daremos algunos de ellos, aśı como de nociones básicas de módulos artinianos
y noetherianos. Para un estudio más profundo de ello, se sugiere consultar:
[4], [6], [19], [16], [13], [15] y [11].

3.1 Módulos artinianos y noetherianos

En esta sección abordaremos algunas nociones básicas de la teoŕıa con-
cerniente a los anillos y módulos artinianos y noetherianos; mencionando
algunos de los teoremas importantes que nos serán de utilidad más adelante
en el texto. Al escribir RM nos referiremos a R-módulos a izquierda con R
un anillo con unidad. Por simplicidad, escribiremos únicamente M , cuando
no haya lugar a confusión.

Definición 3.1.1 Decimos que un módulo RM satisface la condición de
cadena descendente (D.C.C.), si para toda cadena descendente de submó-
dulos de M

ε : · · · ⊆Mi+1 ⊆Mi ⊆ · · · ⊆M2 ⊆M1

existe n ∈ N+ tal que Mn =Mi, para cada i ≥ n.

29
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Definición 3.1.2 Sean RM y N ≤ M un submódulo. Decimos que N es
un submódulo mı́nimo en M satisface las siguientes condiciones:

a) N ̸= 0; y

b) Para cada para 0 ≤ L ≤ N implica que L = N o L = 0.

Ejemplo 3.1.3 Sea V un K-espacio vectorial tal que dimK(V ) = n. Sea
u ∈ V con u ̸= 0. Consideremos W = ⟨u⟩, el subespacio generado por u.
Notemos que W es un subespacio vectorial mı́nimo de V . En efecto, W ̸= 0
ya que u ̸= 0, y si L ≤ V es un subespacio vectorial de V tal que 0 ≤ L ≤W
entonces tenemos que:

0 = dimK(0) ≤ dimK(L) ≤ dimK(W ) = 1

Dado que dimK(L) ∈ N, entonces dimK(L) = 0 o dimK(L) = 1, concluyen-
do que L = 0 o L =W .

Definición 3.1.4 Decimos que un módulo RM satisface la condición mı́-
nima si cada familia de submódulos de M tiene un elemento mı́nimo con
respecto a la inclusión.

Ejemplo 3.1.5 Sean K un campo y V un K-espacio vectorial de dimen-
sión finita. Consideremos {Wi}i∈N+ una cadena descendente de subespacios
vectoriales de V .

ε : · · · ⊆Wi+1 ⊆Wi ⊆ · · · ⊆W2 ⊆W1

al ser dimK(V ) = n. Entonces,

ε1 · · · ≤ dimK(Wi) ≤ · · · ≤ dimK(W2) ≤ dimK(W1) ≤ dimK(V ) = n

ε1 es una cadena descendente de números naturales. Sea k = min{dimK(Wi)}i∈N
como se cumple que dimK(Wi+1) ≤ dimK(Wi) = k, entonces como k es el elemento
mı́nimo. Se sigue que dimK(Wr) = dimK(Wi) para r ≥ i. Por lo tanto, V satisface
D.C.C.

Proposición 3.1.6 Sea RM un módulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La familia de todos los submódulos de M satisfacen D.C.C.

b) Cualquier familia no vaćıa de submódulos de M tiene un elemento
mı́nimo.
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Demostración. b⇒ a) Consideremos una cadena descendente de submó-
dulos de M ,

ε : · · · ⊂Mi+1 ⊂Mi ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1

y F = {Mi}i∈N+ una familia de submódulos de M . Por hipótesis, F tiene
un elemento mı́nimo. Entonces, existe Mj ∈ F tal que Mj ≤ Mi para todo
i ≥ j. Por lo tanto, F satisface D.C.C.

a ⇒ b) Sea S = {Si}i∈N+ una familia no vaćıa de submódulos de M
sin elemento mı́nimo. Sea S1 ∈ S un elemento arbitrario, como S no tiene
elemento mı́nimo, existe S2 ∈ S tal que S2 ⊂ S1. Luego, como S2 no es
elemento mı́nimo, existe S3 ∈ S tal que S3 ⊂ S2 ⊂ S1. Siguiendo este argu-
mento, obtenemos la siguiente cadena descendente infinita de submódulos
de M .

· · · ⊂ Si+1 ⊂ Si ⊂ · · · ⊂ S3 ⊂ S2 ⊂ S1

Por lo tanto, M no satisface la condición de cadena descendente D.C.C.
□

Definición 3.1.7 Sea RM un módulo. Se dice que M es artiniano si
satisface las condiciones equivalentes de la proposición 3.1.6.

De forma dual se tiene la siguiente definición.

Definición 3.1.8 Decimos que un RM satisface la condición de cadena
ascendente(A.C.C.) si para toda cadena ascendente de submódulos de M

γ : M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · · ⊆Mi ⊆Mi+1 ⊆ · · ·

existe n ∈ N+ tal que Mn =Mi para cada i ≥ n.

Definición 3.1.9 Sea RM un módulo y N ≤ M un submódulo. Decimos
que N es máximo si N ̸=M y, para todo L tal que N ≤ L ≤M , se cumple
que L = N o L =M .

Definición 3.1.10 Decimos que un módulo RM satisface la condición
máxima si para cada familia de submódulos de M tiene un elemento máxi-
mo con respecto a la inclusión.

Proposición 3.1.11 Sea RM un módulo, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) La familia de todos los submódulos de M satisface A.C.C.

b) Cualquier familia no vaćıa de submódulos de M tiene un elemento
máximo.
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Demostración. a ⇒ b) Sea F = {Mi}i∈N+ una familia no vaćıa de
submódulos de M , tal que F no tiene un elemento máximo.

Sea M1 ∈ F un elemento arbitrario, como F no tiene un elemento máxi-
mo, existe M2 ∈ F tal que M1 ⊂ M2. Como M2 no es elemento máximo,
existe M3 tal que M1 ⊂ M2 ⊂ M3. Siguiendo el mismo procedimiento te-
nemos una cadena ascendente infinita que no se detiene, por lo tanto, F no
tiene elemento máximo.

b⇒ a) Consideremos γ una cadena ascendente de submódulos de M

γ : M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · · ⊆Mi ⊆Mi+1 ⊆ · · ·

y F = {Mi}i∈N+ una familia de submódulos de M . Como F tiene un elemento
máximo, existe N ∈ F tal que para todoMi ∈ F se tiene queMi ≤ N . Como N ∈ F
existe k ∈ N+ tal que N =Mk. En particular,Mk+1 ⊆Mk pero por hipótesisMk ⊆
Mk+1, en consecuencia, Mk =Mi para toda i ≥ k. Por lo tanto, F satisface A.C.C.

□

Definición 3.1.12 Un RM se llama noetheriano si satisface las condi-
ciones equivalentes de la proposición 3.1.11.

A continuación mostramos algunos ejemplos particulares sobre módulos
noetherianos y artinianos.

Ejemplo 3.1.13 Consideremos M = R[x] y R = R. M no es un R-módulo
artiniano ni noetheriano. Comencemos mostrando queM no es noetheriano.
Consideremos β = {1, x, x2, x3, · · · , xn, · · · } una base de R[x]. Consideremos
la cadena ascendente ξ siguiente:

ξ : ⟨1⟩ ⊂ ⟨1, x⟩ ⊂ ⟨1, x, x2⟩ ⊂ ⟨1, x, x2, x3⟩ ⊂ · · ·

si ξ se estacionara, existiŕıa n ∈ N tal que:

⟨1, x, x2, · · · , xn⟩ = ⟨1, x, x2, · · · , xn, xn+1⟩

Entonces, se tiene que xn+1 ∈ ⟨1, x, x2, · · · , xn⟩, es decir:

xn+1 =

n∑
i=0

αix
i con αi ∈ R

lo que contradice que deg(xn+1) ̸= deg(xi)1 con i ∈ {0, · · · , n}, por lo tanto,
R[x] no es noetheriano.

1Donde deg(p(x)) se define como es el mayor exponente de x con coeficiente distinto
de cero.
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Ahora veamos que M no es artiniano. Consideremos la cadena descendente
δ. Denotando βi = β\{1, x, · · · , xi}

δ : ⟨β0⟩ ⊃ ⟨β1⟩ ⊃ ⟨β2⟩ ⊃ ⟨β3⟩ ⊃ · · ·

observemos que δ no se estaciona, ya que en caso de hacerlo, existiŕıa m ∈ N
tal que ⟨βm⟩ = ⟨βm+1⟩. En particular, notemos que xm+1 ∈ ⟨βm⟩ = ⟨βm+1⟩
lo que significa que

xm+1 =
∞∑

i=m+1

aix
i =

∞∑
m+2

bix
i con ai, bi ∈ R.

Entonces,

∞∑
m+2

bix
i −

∞∑
i=m+1

aix
i =

∞∑
i=m+2

(bi − ai)x
i − am+1x

m+1 = 0

es una combinación lineal de elementos linealmente independientes, donde
am+1 ̸= 0 lo cual es una contradicción. Por lo tanto, R[x] no es artiniano
visto como R−módulo.

Ejemplo 3.1.14 Consideremos M = ZZ. Veamos que ZZ es noetheriano
pero no artiniano.
Dado que Z es DIP2, cada uno de sus ideales es finitamente generado, por
lo que

L (ZZ) = {⟨n⟩ | n ∈ Z} = {nZ | n ∈ N}.

Sea ϵ una cadena ascendente de submódulos de ZZ

ϵ : I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · ⊆ Ij ⊆ Ij+1 ⊆ · · ·

como Ij = ⟨nj⟩, para todo j ∈ N y para algún nj ∈ N. Entonces, la cadena
es de la siguiente forma:

ϵ : ⟨n1⟩ ⊆ ⟨n2⟩ ⊆ ⟨n3⟩ ⊆ · · · ⊆ ⟨nj⟩ ⊆ ⟨nj+1⟩ ⊆ · · ·

como ⟨nj⟩ ⊆ ⟨nj+1⟩ se tiene que nj+1 | nj y además como nj+1 ≤ nj para
cada j ∈ N. Esto induce una cadena descendente de números naturales.

· · · ≤ nj+1 ≤ nj ≤ · · · ≤ n3 ≤ n2 ≤ n1

y por el principio del buen orden se tiene un elemento mı́nimo k ∈ N. De
forma que nk = nl+1 para todo l ≥ k. Por lo tanto, la cadena ϵ se estaciona

2DIP= Dominio de ideales principales
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y ZZ es noetheriano.
Consideremos la siguiente cadena descendente de ideales de Z

δ : · · · ⊂ ⟨pj+1⟩ ⊂ ⟨pj⟩ ⊂ · · · ⊂ ⟨p2⟩ ⊂ ⟨p⟩

para p un número primo. La cadena δ no se estaciona, ya que obtendŕıamos
que existe n ∈ N tal que ⟨pn⟩ = ⟨pi⟩ para todo i ≥ n lo cual es una contra-
dicción.

Proposición 3.1.15 Sean RM un módulo y N ≤ M submódulo de M .
Entonces,

a) M es artiniano ⇔ M

N
,N son artinianos.

b) M es noetheriano ⇔ M

N
,N son noetherianos.

Demostración. Para esta prueba realizaremos solo el inciso a) ya que el
segundo se realiza de forma análoga.
⇒) Supongamos que M es artiniano,

a.1) Primero mostremos que N es artiniano: Consideremos ϵN una cadena
descendente de submódulos de N

ϵN : N1 ⊇ N2 ⊇ N3 ⊇ · · · ⊇ Nj ⊇ Nj+1 ⊇ · · ·

como N es submódulo de M , la cadena de ϵN también es una cadena
de M . Al ser M artiniano existe m ∈ N+ tal que Nm = Ni para toda
i ≥ m.

a.2) Ahora mostremos que
M

N
es artiniano: Consideremos πN :M −→ M

N

la proyección canónica sobre N y una cadena descendente de
M

N
.

ϵM

N

: M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · · ⊇Mj ⊇Mj+1 ⊇ · · ·

Y por el Teorema de correspondencia, obtenemos

ϵM : π−1(M1) ⊇ π−1(M2) ⊇ π−1(M3) ⊇ · · · ⊇ π−1(Mj) ⊇ π−1(Mj+1) ⊇ · · ·

una cadena descendente de submódulos de M que es artiniano, existe n ∈ N
tal que π−1(Mn) = π−1(Mi) para todo i ≥ n, entonces

Mn = π(π−1(Mn)) = π(π−1(Mi)) =Mi.

Por lo tanto, la cadena ϵM

N

se estaciona y
M

N
es artiniano.
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⇐) Supongamos que
M

N
y N son módulos artinianos. Sea

γM : M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · · ⊇Mj ⊇Mj+1 ⊇ · · ·

una cadena descendente de submódulos de M . Como

γN : M1 ∩N ⊇M2 ∩N ⊇M3 ∩N ⊇ · · · ⊇Mj ∩N ⊇Mj+1 ∩N ⊇ · · ·

es una cadena descendente de submódulos de N , por hipótesis existe r ∈ N
tal que Mr ∩N =Mi ∩N para todo i ≥ r.

γM

N

:
M1 +N

N
⊇ M2 +N

N
⊇ · · · ⊇ Mj +N

N
⊇ Mj+1 +N

N
⊇ · · ·

γM
N es una cadena descendente de submódulos de

M

N
, existe t ∈ N tal que

Mt +N

N
=
Mj +N

N
para todo j ≥ t. Tomando n = max{r, t}, obtenemos:

Mn ∩N =Mi ∩N ∀ i ≥ n (3.1)

Mn +N

N
=
Mi +N

N
∀ i ≥ n (3.2)

de la ecuación (3.1) y que Mn ⊃Mi ⊃Mi+1 tenemos:

Mn =Mn ∩ (Mn +N)

=Mn ∩ (Mi +N) Por la ecuación 3.1

=Mi + (N ∩Mn) Por la ley modular.

=Mi + (N ∩Mi) Por la ecuación 3.1

=Mi ∩ (Mi +N) Por la ley modular.

=Mi.

De esta forma concluimos que la cadena ϵM se estaciona, es decir, M es
artiniano.

□

Corolario 3.1.16 Si

0 //M1
α //M

β
//M2

// 0

es una sucesión exacta corta de R-módulos. Entonces, M es artiniano si y
solo si M1 y M2 son artinianos.
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Demostración. ⇒) Supongamos que M es artiniano, primero mostremos
que M1 artiniano: Sea ϵM1 una cadena descendente de submódulos de M1

ϵM1 : L1 ⊇ L2 ⊇ L3 ⊇ · · · ,

entonces
ϵα(M1) : α(L1) ⊇ α(L2) ⊇ α(L3) ⊇ · · ·

es una cadena descendente de submódulos de M , al ser artiniano, existe
n ∈ N tal que α(L n) = α(L i) para todo i ≥ n y como α es inyectiva,
L n = L i para todo i ≥ n, por lo tanto, M1 es artiniano.

Veamos queM2 artiniano: Sea ϵM2 una cadena descendente de submódu-
los de M2

ϵM2 : U1 ⊇ U2 ⊇ U3 ⊇ · · · ,
entonces

ϵβ−1(M2) : β−1(U1) ⊇ β−1(U2) ⊇ β−1(U3) ⊇ · · ·
es una cadena descendente de submódulos de M . Por lo que existe m ∈ N
tal que β−1(Lm) = β−1(L i) para todo i ≥ m y como β es suprayectiva

β(β−1(Un)) = β(β−1(Ui)) implica Un = Ui para todo i ≥ n.

Por lo tanto, M2 es artiniano.
⇐) Supongamos que M1 y M2 son artinianos. Sea

ϵM : N1 ⊇ N2 ⊇ N3 ⊇ · · ·

una cadena descendente de submódulos de M , entonces

ϵα−1(M) : α−1(N1) ⊇ α−1(N2) ⊇ α−1(N3) ⊇ · · ·
Es una cadena descendente de submódulos de M1, por lo que existe r ∈ N
tal que α−1(Nr) = α−1(Ni) para todo i ≥ r.

ϵβ(M) : β(N1) ⊇ β(N2) ⊇ β(N3) ⊇ · · ·

es una cadena descendente de submódulos de M2 que al ser artiniano existe
t ∈ N tal que β(Nt) = β(Nj) pata toda j ≥ t. Consideremos m = max{r, t},
entonces

α−1(Nm) = α−1(Ni) y β(Nm) = β(Ni)

como α es monomorfismo y β es epimorfismo, en consecuencia, Nm = Ni

para todo i ≥ m. Por lo tanto, M es artiniano.
□

Corolario 3.1.17 La suma directa de un número finito de módulos arti-
nianos es un módulo artiniano si y solo si cualquier sumando es artiniano.
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Demostración. ⇒) Supongamos que

M =

n⊕
i=1

Mi

es un módulo artiniano. Consideremos πi :

n⊕
i=1

Mi −→ Mi el morfismo

proyección sobre Mi, entonces

π−1(Mi) ≤
n⊕

i=1

Mi

y como
n⊕

i=1
Mi es artiniano, por el corolario 3.1.16, π−1(Mi) es artiniano al

ser π suprayectivo π(π−1(Mi)) = Mi. Por lo tanto, Mi es artiniano para
toda i = 1, 2, · · · , n.

⇐) Para ver esta implicación, realizaremos una demostración por induc-
ción. Sea M1 y M2 dos submódulos artinianos, consideremos la siguiente
sucesión exacta:

0 //M2
i2 //M1 ⊕M2

π //M1
// 0

por el corolario 3.1.16 M1 ⊕M2 es artiniano.

Supongamos que

n−1⊕
i=1

Mi es artiniano. Mostraremos que la siguiente sucesión

es exacta.

0 //Mn
in //

n⊕
i=1

Mi
πn−1

//

n−1⊕
i=1

Mi
// 0

Para ello veamos que ker(πn−1) = Im(in).

(⊆) Sea x = (m1, · · · ,mn−1,mn) ∈ ker(πn−1), entonces πn−1(x) = 0, en
consecuencia,

m1 = m2 = · · · = mn−1 = 0.

Y aśı, x = (0, · · · , 0,mn) ∈ Im(in).

(⊇) Sea y ∈ Im(in), entonces existe m
′ ∈Mn tal que

in(m
′) = (0, · · · , 0,m′) = (m1,m2, · · · ,mn−1,mn) = y

con mi ∈ Mi para 1 ≤ i ≤ n− 1. Por la igualdad anterior m′ = mn y
m1 = m2 = · · · = mn−1 = 0, aśı

πn−1(y) = πn−1(0, · · · , 0,mn) = 0.

Entonces, y ∈ ker(πn−1)



38

y por el corolario 3.1.16. Se concluye que

M =

n⊕
i=1

Mi

es artiniano.
□

Proposición 3.1.18 Si M es noetheriano si y solo si cada uno de sus
submódulos es finitamente generado.

Demostración. ⇒) Sea N ≤M un submódulo de M y

F = {conjunto de submódulos de N finitamente generados}.

F ̸= ∅, ya que 0 ∈ F , entonces tiene un elemento máximo N0.
Si N ̸= N0, consideremos el módulo N0 + ⟨x⟩ con x ∈ N \ N0 donde

N0 + ⟨x⟩ ∈ F pero N0 ⊂ N0 + ⟨x⟩, lo cual contradice que N0 sea máximo.
Por lo tanto, N = N0, esto es N es finitamente generado.
⇐) Supongamos que cualquier submódulo de M es finitamente generado.
Sea

γ : M1 ⊆M2 ⊆M3 ⊆ · · · ⊆Mi ⊆Mi+1 ⊆ · · ·

una cadena descendente de submódulos de M . Definamos N =
∞⋃
i=1

Mi la

unión de submódulos de M , como N ≤ M es un submódulo, por hipótesis
N es finitamente generado. Sea β = {x1, x2, · · · , xn} un conjunto generador
de N .

Si xi ∈ Mni , consideremos n = max{ni}ri=1, aśı, xi ∈ Mn para toda i,
por lo tanto, Mn = N .

□
Esta proposición tiene la versión análoga para módulos artinianos, para

ello introducimos la noción dual de un módulo finitamente generado.

Definición 3.1.19 Un módulo M es finitamente cogenerado si para

cada familia {Mi}i∈I de submódulos de M tal que
⋂
i∈I

Mi = 0 implica que

existe J ⊂ I finito tal que
⋂
j∈J

Mj = 0.
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Ejemplo 3.1.20 El módulo ZZ no es finitamente cogenerado. Considerando

P = {p ∈ Z | p es primo}

tenemos que
⋂
p∈P

pZ = 0, sin embargo para cualquier conjunto finito de pri-

mos {p1, p2, · · · , pt} se tiene que

t⋂
i=1

piZ = rZ donde

r = mcm{p1, p2, · · · , pt}.

Probemos esta última igualdad:

⊇) Esta contención se obtiene de manera inmediata, ya que pi|r para todo
i = 1, · · · , t.

⊆) Sea x ∈
t⋂

i=1

pjZ como la intersección finita de submódulos es un submó-

dulo de M , sea r = mcm{p1, · · · , pr}. Como x ∈
t⋂

i=1

piZ para todo i ∈

{1, · · · , t}, pi|x. Aśı, x es un múltiplo de p1, · · · , pt; en consecuencia,
es divisible por r. Por lo tanto, x ∈ rZ.

Proposición 3.1.21 Sea M un módulo es artiniano si y solo si cada uno
de sus submódulos cocientes es finitamente cogenerado.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es un módulo artiniano. Sea N ≤

M submódulo y

{
Mi

N

}
i∈I

una familia de submódulos de
M

N
tal que

⋂
i∈I

Mi

N
=

0. Consideremos

F =

⋂
J⊆I

Mj | J es finito


notemos que F ̸= ∅ ya que 0 ∈ F , entonces F tiene un elemento mı́nimo.

Sea F ⊆ I finito tal que
⋂
f∈F

Mf ∈ F es el elemento mı́nimo. Si
⋂
f∈F

Mf ̸= N

tomando β ∈ I \ J obtenemos que
⋂

f∈F∪β
Mf ∈ F ⊆

⋂
f∈F

Ms.
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Lo que contradice que
⋂
f∈F

Mf sea elemento mı́nimo, en consecuencia,⋂
f∈F

Mf = N , y aśı, ⋂
f∈F

Mf

N
=
⋂
f∈F

MF

N
= 0.

⇐) Sea
ϵM : M1 ⊇M2 ⊇M3 ⊇ · · ·

una cadena de submódulos de M y consideremos N =
⋂
i∈N

Mi como N ≤Mi

para todo i ∈ I. Tenemos

ϵM
N
:

M1

N
⊃ M2

N
⊃ M3

N
· · ·

es una cadena de submódulos de
M

N
. Notemos que

⋂
i∈I

Mi

N
=

⋂
i∈I

Mi

N
=
N

N
= 0

y al ser
M

N
es finitamente cogenerado existe J = {1, 2, · · · , n} ⊆ I tal que⋂

i∈J

Mi

N
= 0 y aśı

⋂
i∈J

Mi

N
=

⋂
i∈J Mi

N
.

TomandoMn =
n⋂

j=1

Mi = N , entonces en la cadena ϵ se tiene queMn ⊃Mk,

por lo tanto, Mn =Mk para todo k ≥ n.
□

Proposición 3.1.22 a) Un endomorfismo ϕ de un módulo artiniano es un
automorfismo si y solo si ϕ es monomorfismo.

b) Un endomorfismo ϕ de un módulo noetheriano es automorfismo si y solo
si ϕ es epimorfismo.
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Demostración. Primero probemos el inciso a).

⇒) Como ϕ es un automorfismo, en particular es monomorfismo.

⇐) Consideremos ϕ : M −→M un monomorfismo. Observemos que

Im(ϕn+1) ⊆ Im(ϕn) para todo n ∈ N.

En efecto, si x ∈ Im(ϕn+1), existe y ∈M tal que

ϕn+1(y) = ϕn(ϕ(y)) = x

tomando y1 = ϕ(y) ∈M , obtenemos

ϕn+1(y) = ϕn(y1) = x ∈ Im(ϕn).

Sea ϵ la siguiente cadena:

ϵ : M ⊇ Im(ϕ) ⊇ Im(ϕ2) ⊇ Im(ϕ3) ⊇ · · ·

comoM es artiniano, existe r ∈ N tal que Im(ϕr) = Im(ϕk) para todo
k ≥ r. Ahora, para cada m ∈M , notemos que

ϕr(m) = ϕr+1(m1) = ϕr(ϕ(m1))

como ϕr es monomorfismo, se tiene que m = ϕ(m1), es decir, ϕ es
suprayectivo.

Para el inciso b).

⇒) Como ϕ es un automorfismo, en particular es epimorfismo.

⇐) Consideremos ϕ : M −→M un epimorfismo. Sea m ∈ ker(ϕn),

ϕn+1(m) = ϕ(ϕn(m)) = 0,

entonces m ∈ ker(ϕn+1), en consecuencia,

ker(ϕn) ⊆ ker(ϕn+1).

Tomando la siguiente cadena de submódulos de M

δ : 0 ⊆ ker(ϕ) ⊆ ker(ϕ2) ⊆ ker(ϕ3) ⊆ · · ·

al ser M noetheriano, existe t ∈ N tal que ker(ϕt) = ker(ϕk) para
toda k ≤ t. Tomando x ∈ ker(ϕt) y como ϕt es epimorfismo, existe
m1 ∈M tal que ϕt(m1) = x. Entonces,

ϕt+1(m1) = ϕt(ϕ(m1)) = ϕt(x) = 0

Se sigue que m1 ∈ ker(ϕt+1) = ker(ϕt), por lo tanto,

x = ϕt(m1) = 0,

es decir, ϕ es inyectivo.



42

□

Definición 3.1.23 Un módulo M ̸= 0 se dice que es escindible si existen
submódulos N1 , N2 ⊆ M distintos de cero tal que M = N1 ⊕ N2. Diremos
que M es inescindible en caso contrario.

Ejemplo 3.1.24 Sea V = R2, consideremos los subespacios vectoriales ge-
nerados por la base canónica W1 = ⟨(1, 0)⟩ y W2 = ⟨(0, 1)⟩, entonces
R2 =W1 ⊕W2.

Ejemplo 3.1.25 Consideremos el espacio vectorial de matrices de tamaño
n× n con entradas reales Mn(R). Sea A ∈ Mn(R), su traspuesta, denotada
como AT , es la matriz de tamaño n × n que se obtiene de intercambiar
renglones por columnas de A. Tomando T1 = {A ∈ Mn(R) | AT = A} y
T2 = {A ∈Mn(R) | AT = −A}, entonces V = T1 ⊕ T2.

Ejemplo 3.1.26 Sean V un espacio vectorial no nulo con producto interno,
W ⊆ V un subespacio vectorial. Consideremos el conjunto

W⊥ := {v ∈ V | v ⊥ w para todo w ∈W}.

Entonces, V =W ⊕W⊥.

Proposición 3.1.27 (Lema de Fitting) Para cualquier endomorfismo ϕ
sobre un módulo M que es artiniano y noetheriano, existe n ∈ N tal que

M = Im(ϕn)⊕ ker(ϕn).

Demostración. Sea δ una cadena de submódulos de M

δ : 0 ⊆ ker(ϕ) ⊆ ker(ϕ2) ⊆ ker(ϕ3) ⊆ · · ·

al ser M es noetheriano, existe r ∈ N tal que ker(ϕr) = ker(ϕi) para toda
r ≤ i. Tomando ϵ la siguiente cadena

ϵ : M ⊇ Im(ϕ) ⊇ Im(ϕ2) ⊇ Im(ϕ3) ⊇ · · ·

como M es artiniano, existe t ∈ N tal Im(ϕt) = Im(ϕj) para todo t ≤ j.
Tomando n = max{r, t}, obtenemos que para todo m ≥ n

Im(ϕn) = Im(ϕm) y ker(ϕn) = ker(ϕm).

Ahora mostraremos que M = Im(ϕn)⊕ ker(ϕn).
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a) Im(ϕn) ∩ ker(ϕn) = 0.

Sea x ∈ Im(ϕn) ∩ ker(ϕn), entonces existe y ∈ M tal que ϕn(y) = x.
Además como x ∈ ker(ϕn) se tiene que

ϕn(x) = ϕn(ϕn(y)) = ϕ2n(y) = 0

de donde y ∈ ker(ϕ2n) = ker(ϕn), entonces

ϕ2n(y) = ϕn(y) = x = 0.

b) M = Im(ϕn) + ker(ϕn).

Sea m ∈M , como ϕn(m) = ϕ2n(m1), entonces ϕ
n(m)− ϕ2n(m1) = 0, es

decir, ϕn(m− ϕn(m1)) = 0 para algún mi ∈M , por lo que
m− ϕn(m1) ∈ ker(ϕn). Entonces, m ∈M y se tiene que

m = (m− ϕn(m1)) + ϕn(m1).

□

3.2 Módulos simples y semisimples

El estudio de módulos simples y semisimples es una herramienta importante,
ya que nos ayudara en el futuro para el analices de teoremas importantes
en la teoŕıa de módulos y en representaciones de álgebras. En esta sección
denotaremos como End(M) al anillo de endomorfismos de M.

Definición 3.2.1 M es simple, si M ̸= 0 y M no tiene submódulos no
triviales.

Ejemplo 3.2.2 a) El campo K visto como un K−módulo es simple.

b) Todo K−espacio vectorial de dimensión 1, es un K-módulo simple.

Corolario 3.2.3 Sea M un módulo que es inescindible, artiniano y noe-
theriano. Entonces, para cualquier endomorfismo de M es un automorfismo
o es nilpotente.

Demostración. Sea ϕ ∈ End(M), por el corolario 3.1.27 tenemos que
existe n ∈ N tal que M = Im(ϕn)⊕ ker(ϕn), al ser M inescindible, tenemos
dos casos:

Caso 1: M = Im(ϕn) y ker(ϕn) = {0}.
Como ϕn es un isomorfismo y M = Im(ϕn) ⊆ Im(ϕ) ⊆M , entonces
Im(ϕ) = M , es decir, ϕ es suprayectivo y por el primer teorema de

isomorfismo de Noether, ϕ̃ :
M

ker(ϕ)
−→ Im(ϕ) es isomorfismo, pero

como ker(ϕ) = {0}, se obtiene que ϕ es monomorfismo, y aśı, ϕ es un
automorfismo.
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Caso 2: Im(ϕn) = {0} y M = ker(ϕn).
Como ker(ϕn) =M , entonces para todo m ∈M se tiene que

ϕn(m) = 0, se sigue que, ϕn ≡ 0.

Por lo tanto, ϕ es nilpotente.

□

Lema 3.2.4 Sea M un módulo en el que todo submódulo es sumando di-
recto. Entonces, todo submódulo U ≤ M , con U ̸= 0 contiene un módulo
simple.

Demostración. Sean U ≤M con U ̸= 0 y

S = {V ≤ U | V ̸= U},

S ̸= ∅, ya que 0 < S. Consideramos S un conjunto ordenado por la inclusión
y {Vi}i∈I una cadena de submódulos en S.

Definamos V =
⋃
i∈I

Vi, observemos que V ≤ U y V ̸= U . En efecto, si V = U ,

tendŕıamos que U ≤ Vi para algún i ∈ I. Lo que contradice que Vi ∈ S, en
consecuencia, V es una cota superior para S y por el lema se Zorn, S tiene
un elemento máximo, digamos C.
Como C ≤ U ≤ M , por hipótesis, existe M1 ≤ M tal que M = C ⊕M1 y
por la ley modular:

U = U ∩M = U ∩ (C ⊕M1) = C ⊕ (M1 ∩ U),

entonces por el tercer teorema de isomorfismo de Noether se tiene que:

U

C
=
C + (M1 ∩ U)

C
∼=

M1 ∩ U
(M1 ∩ U) ∩ C

=
M1 ∩ U

0
=M1 ∩ U.

Como C es máximo en U , entonces
U

C
es simple. Por lo que M1 ∩ U es

submódulo simple en U .
□
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Lema 3.2.5 Sean M un módulo tal que M =
∑
i∈I

Mi con Mi simple y

U ≤M . Entonces,

a) Existe J ⊆ I, tal que M = U ⊕

(⊕
i∈J

Mi

)
.

b) Existe K ⊆ I, tal que U ∼=
⊕
i∈K

Mi.

Demostración.

a) Sea

Γ =

{
L | L ⊂ I tal que U +

∑
i∈L

Mi = U ⊕

(⊕
i∈L

Mi

)}

observemos que Γ ̸= ∅, ya que 0 =
∑
i∈∅

Mi y aśı ∅ ∈ Γ.

Considerando Γ ordenado por la contención. Sea Λ ⊆ Γ un conjunto

totalmente ordenado por la inclusión y definamos L∗ =
⋃
L∈Λ

L, entonces

L∗ es una cota superior de Λ.

a.1) Si m ∈ U ∩

(∑
i∈L∗

Mi

)
, existe E ⊆ L∗ finito, donde

E = {λ1, · · · , λn} tal que m =
∑
i∈E

Mi. Además, como Λ es un

coto, existe m ∈ {1, 2, · · · , n} tal que E ⊆ Lλm , de manera que

m ∈ U ∩

 ∑
i∈Lλm

Mi

 = 0.

a.2) Por otro lado, si i0 ∈ Λ y m ∈Mi0 ∩

U +
∑

i∈Λ\i0

Mi

, existe un

subconjunto J ⊆ Λ\{i0} finito tal que

m ∈Mi0 ∩

(
U +

∑
i∈J

Mi

)
.
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Si λr es tal que J ∪ {i0} ⊆ Lλr , entonces

m ∈Mi0 ∩

U +
∑

Lλr\{i0}

Mi

 = 0,

como m ∈ Mi0 ∩

U +
∑

i∈Lλr−{i0}

Mi

 = 0 con los ı́ndices en Λ

se tiene que L∗ ∈ Γ y por el lema de Zorn, Γ tiene un elemento
máximo. Sea J el elemento máximo y definamos

N := U +

(∑
i∈J

Mi

)
= U ⊕

(⊕
i∈J

Mi

)
,

como, M =
∑
i∈I

Mi. Mostraremos que ∀ i ∈ I Mi ⊂ N .

Sea i0 ∈ I y supongamos Mi0 ⊊ N . Al ser Mi0 simple implica
que Mi0 ∩N = {0}. Como J ⊆ J ∪ {i0} contradice el hecho que
J es máximo. Se sigue que Mi0 ⊆ N .

b) Para U ≤M tenemos que M = U ⊕ P para P ≤M . Por el inciso (a),
existe K ⊆ I tal que

M = P ⊕

(⊕
i∈K

Mi

)
.

Entonces, por el tercer teorema de isomorfismo

M

P
=
U ⊕ P

P
∼=

U

(U ∩ P )
= U

y

M

P
=

P ⊕

(⊕
i∈K

Mi

)
P

∼=

⊕
i∈K

Mi

P ∩
⊕
i∈K

Mi

∼=
⊕
i∈K

Mi.

Por lo tanto, U ∼=
⊕
i∈K

Mi.

□
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Teorema 3.2.6 Sea M un R-módulo, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

a) Todo submódulo de M es una suma de submódulos simples.

b) M es una suma de submódulos simples.

c) M es una suma directa de submódulos simples.

d) Todo submódulo de M es un sumando directo de M .

Demostración.

a⇒ b) Supongamos que todo submódulo de M es suma de submódulos sim-

ples. Sea U ≤M por hipótesis U =
∑
i∈I

Mi conMi simple, en particular

M ≤M , entonces M =
∑
i∈I

Mi.

b⇒ c) Supongamos que M es suma de submódulos simples, por lo que M =∑
i∈I

Mi con Mi simple. Para U ≤M por el Lema 3.2.5 tenemos que

M = U ⊕

(⊕
i∈J

Mi

)
para J ⊆ I.

Considerando U = {0}, entonces M =
⊕
i∈I

Mi.

c⇒ d) Consecuencia del Lema 3.2.5, inciso a).

d⇒ a) Sea U ≤M y definamos

U0 =
∑

Mi≤U

Mi conMi simple.

Observemos que como U0 ≤ U ≤ M , entonces M = U0 ⊕ N con
N ≤M y por la ley modular

U = U ∩M = U ∩ (U0 ⊕N) = U0 ⊕ (U ∩N).

Tenemos dos casos:

a.1) Si U ∩N = {0} ⇒ U = U0 =
∑

Mi≤U

Mi con Mi simple.
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a.2) Si U ∩N ̸= {0}. Por el Lema 3.2.5 existe B ≤ U ∩N con B simple
tal que B ≤ U0, entonces

B ∩ (N ∩ U) ≤ U0 ∩ (N ∩ U) = 0

lo que es una contradicción.

En consecuencia,
U = U0 ⊕ (U ∩N) = U0.

□

Definición 3.2.7 Un módulo M se dice que es semisimple si y solo si
M satisface las condiciones anteriores.

Ejemplo 3.2.8 a) Todo K-espacio vectorial es semisimple.

b) Si V es de dimensión finita, entonces sea β = {v1, · · · , vn} una base de

V , por lo que V =

n∑
i=1

⟨vi⟩.

c) Si V es de dimensión infinita, entonces V =
∑
x∈V

⟨x⟩.

d) ZZ no es un submódulo semisimple. Recordemos que los submódulos de
Z son de la forma nZ con n ∈ Z. Dado cualquier submódulo de Z no es
simple, ya que se cumple que:

· · · ⊆ 4nZ ⊆ 3nZ ⊆ 2nZ ⊆ nZ.

e) QZ no es semisimple. Recordemos que un Z-módulo M se dice divisible
si para todo m ∈M y todo n ∈ Z \ {0}, existe x ∈M tal que n · x = m.
Q es Z−módulo divisible: dado cualquier q ∈ Q y cualquier n ∈ Z \ {0},
basta tomar x =

q

n
∈ Q, y se tiene que n · x = q.

Supongamos que QZ es semisimple, entonces

Q =
⊕
i∈I

Si,

donde cada Si es un submódulo simple. Recordemos que los Z−módulos
se pueden ver como grupos abelianos, entonces un grupo simple son los
grupos ćıclicos de orden primo, por lo que se pueden ver de la forma Z/pZ
para algún primo p ∈ Z, sin embargo estos módulos no son divisibles: para
Z/pZ, no siempre existe una solución x tal que n ·x = 1 para un n dado.
Por tanto, cada Si no es divisible. Lo cual es una contradicción a que Q
sea semisimple.

□
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3.3 Teorema de Jordan-Hölder

El teorema de Jordan-Hölder afirma que toda serie de composición de un
módulo tiene la misma longitud y los mismos factores simples, salvo iso-
morfismo y orden. Este es un resultado fundamental en teoŕıa de módulos,
que permite analizar a estos en sus submódulos simples. En este caṕıtulo
veremos las herramientas necesarias para poder abordarlo.
Consideremos cadenas finitas de submódulos de M . Sean

B : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bk =M

C : 0 = C0 ⊂ C1 ⊂ · · · ⊂ Cl =M

Definición 3.3.1 Considerando las cadenas B y C mencionadas anterior-
mente se tiene que:

a) La longitud de la cadena B es k.

b) Los factores de la cadena B son los módulos
Bi

Bi−1
y se le llama el i-ésimo

factor de la cadena B.

c) Las cadenas B y C se dicen que son isomorfas y se denotan B ∼= C si y
solo si existe una biyección δ entre I, el conjunto de los ı́ndices de B, y
Jel conjunto de ı́ndices de C, es decir:

Bi

Bi−1

∼=
Cδ(i)

Cδ(i)−1
∀ i = 1, · · · k.

d) B se llama un refinamiento de C y B es una subcadena de C si y solo
si se cumple lo siguiente: B = C (esto se conoce como el refinamiento
trivial). o bien, si B ̸= C, entonces B se obtiene omitiendo algunos Cj

de la cadena C.

e) La cadena B deM se llama serie de composición si y solo si ∀ i = 1, · · · , k

se tiene que Bi−1 es un submódulo máximo de Bi, esto es,
Bi

Bi−1
es simple.

f) El módulo M se dice que es de longitud finita si y solo si M = 0 o M
tiene una serie de composición.

Lema 3.3.2 Si B ∼= C y Bi = Bi−1 para un i fijo, entonces existe un j ∈ J
tal que si Bi , Cj se omiten, las cadenas resultantes son isomorfas.
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Demostración. Como B ∼= C, entonces existe una biyección δ tal que

0 =
Bi

Bi−1

∼=
Cδ(i)

Cδ(i)−1
, entonces

Cδ(i)

Cδ(i)−1
= 0.

Considerando j = δ(i) obtenemos que Cj = Cj−1, omitiendo Cj y Bi de las
cadenas C y B respectivamente:

B∗ : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bi−1 ⊂ Bi+1 ⊂ · · · ⊂ Bk =M

C∗ : 0 = C0 ⊂ C1 ⊂ · · · ⊂ Cj−1 ⊂ Cj+1 ⊂ · · · ⊂ Cl =M.

Donde la biyección σ : I\{i} −→ J\{j} definida como σ(j) := δ(j) hace que

Cσ(s)

Cσ(s)−1
=

Cδ(s)

Cδ(s)−1

∼=
Bs

Bs−1
.

□

Ejemplo 3.3.3 a) Sean K un campo y V un K-espacio vectorial de dimen-
sión finita, entonces V tiene una serie de composición.

Como dimK(V ) = n <∞, sea β = {v1, · · · , vn} una base de V . Al tomar
la siguiente cadena de V

B : 0 = ⟨0⟩ ⊂ ⟨v1⟩ ⊂ ⟨v1⟩+ ⟨v2⟩ ⊂ · · · ⊂
i−1∑
k=1

⟨vk⟩ ⊂ · · · ⊂
n∑

k=1

⟨vk⟩ = V,

donde ⟨vl⟩ ∩
k∑

i=1
l ̸=i

⟨vi⟩ = 0. En consecuencia,

Wi =

i∑
k=1

⟨vk⟩

i−1∑
k=1

⟨vk⟩

=
⟨v1⟩+ · · ·+ ⟨vi−1⟩+ ⟨vi⟩

⟨v1⟩+ · · ·+ ⟨vi−1⟩
=
N + ⟨vi⟩

N
∼=

⟨vi⟩
N ∩ ⟨vi⟩

= ⟨vi⟩,

considerando N = ⟨v1⟩+ · · ·+ ⟨vi−1⟩, como ⟨vi⟩ es simple. Por lo tanto,
Wi también lo es, aśı B es una serie de composición de V .

b) ZZ no tiene serie de composición.
Supongamos que ZZ tiene una serie de composición de longitud k y su
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factor
Bk

Bk−1
es simple. Por el lema 2.7.3, Bk−1 es máximo en Z, entonces

Bk−1 = pZ con p un primo.

Para k = 2 tenemos que B1 ≤ pZ, entonces B1 = pnZ y al ser una serie
de composición, se tendŕıa que

B1

B0
=
pnZ
⟨0⟩

= pnZ = B1

es simple, lo cual contradice que B1 no es un módulo simple. Por lo tanto,
Z no tiene serie de composición.

c) QZ no tiene serie de composición.
Supongamos que QZ tiene una serie de composición de longitud k, como
B i

B i−1
es un módulo simple, por el lema 2.7.3, Bi−1 es un módulo máximo

en Bi, en particular Bk−1 es máximo en Q = Bk. Mostraremos que Q no
tiene módulos máximos. Supongamos que N < Q es máximo. Tomemos
a ∈ Q \N, entonces

N ≤ ⟨N ∪ {a}⟩ = N + ⟨a⟩

al ser N máximo, se tiene que Q = ⟨N+⟨a⟩⟩. Sea S = N∪⟨a⟩ un sistema
de generadores de Q, entonces para todo q ∈ Q

q =
n∑

i=1

αiai + α0a donde αi ∈ Z y ai ∈ N.

En particular para
a

2
∈ Q se tiene:

a

2
= α0a+

n∑
i=1

αiai donde αi, α0 ∈ Z y ai ∈ N ∀ i = 1, · · · , n.

Entonces,

a = (2α0)a+

n∑
i=1

(2αi)ai.

De donde

am =
n∑

i=1

(2αiai),

con m = 1− 2α0, aśı

a

m
= aα′

0 +

n∑
i=1

α′
ibi.
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Despejando y sustituyendo tenemos que

a =

n∑
i=1

(2αi)ai +

n∑
i=1

αi donde ai, bi ∈ N y αi, α
′
i ∈ Z ∀ i = 1, · · · , n.

En consecuencia, a ∈ N = ⟨S⟩, lo cual contradice el hecho de que N es
un módulo máximo.

Lema 3.3.4 (Lema de Zassenhaus) Sean U ′ ≤ U ≤ M y V ′ ≤ V ≤ M ,
entonces

U ′ + (U ∩ V )

U ′ + (U ∩ V ′)
∼=
V ′ + (U ∩ V )

V ′ + (U ′ ∩ V )
.

U ′ ∩ V

��

xx ))

U ∩ V ′

uu

��

&&
U ′

��

%%

(U ′ ∩ V ) + (U ∩ V ′)

))

��

uu

V ′

��

yy

U ′ + (U ∩ V ′)

��

V ′ + (U ′ ∩ V )

��

U U ∩ V

zz $$

V

U ′ + (U ∩ V )

^^

V ′ + (U ∩ V )

@@

Demostración. Observemos que U ′ + (U ∩ V ) = (U ′ ∩ V ) + (U ∩ V )

U ′ + (U ∩ V ) = U ′ + [(U ∩ V ′) + (U ∩ V )]

= (U ∩ V )) + [U ′ + (U ∩ V ′)]

= (U ′ ∩ (U ∩ V )) + [(U ∩ V ′) ∩ (U ∩ V ))] Por la ley modular.

= (U ′ ∩ V ) + (U ∩ V ′).
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Entonces,

U ′ + (U ∩ V )

U ′ + (U ∩ V ′)
=

(U ′ ∩ V ) + (U ∩ V ′)

U ′ + (U ∩ V ′)

=
(U ∩ V ) + [U ′ + (U ∩ V ′)]

U ′ + (U ∩ V ′)

∼=
U ∩ V

[U ′ + (U ∩ V ′)] ∩ (U ∩ V )

∼=
U ∩ V

(U ′ ∩ V ) + (U ∩ V ′)

∼=
V ′ + (U ∩ V )

V ′ + (U ′ ∩ V )

□

Teorema 3.3.5 (Jordan Hölder-Schreier) Cualesquiera dos cadenas fi-
nitas de un módulo M tienen refinamientos isomorfos.

Demostración. Consideremos

B : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bk =M

C : 0 = C0 ⊂ C1 ⊂ · · · ⊂ Cl =M

cadenas finitas de M y definamos Bij = Bi + (Bi+1 ∩ Cj) para toda
j = 0, · · · , l. Observemos que Bi ≤ Bij ≤ Bi+1 para toda j = 0, · · · , l.
En efecto Bi0 = Bi y Bil = Bi + (Bi+1 ∩ Cl) = Bi + Bi+1 = Bi+1. De
manera similar definamos el módulo Cij = Cj + (Cj+1 ∩ Bi) para toda
i = 0, · · · , k que satisface Cj ≤ Cij ≤ Cj+1.P or lo que obtenemos los
siguientes refinamientos:

B∗ : Bi = Bi0 ⊂ Bi1 ⊂ · · · ⊂ Bil = Bi+1 para toda i = 0, · · · ,K

C∗ : Cj = C0j ⊂ C1j ⊂ · · · ⊂ Ckj = Cj+1 para toda j = 0, · · · , l
como B∗ y C∗ tienen la misma longitud kl y

Bi,j+1

Bi,j
=
Bi + (Bi+1 ∩ Cj+1)

Bi + (Bi ∩ Cj)
por el lema 3.3.4

∼=
Cj + (Cj+1 ∩Bi+1)

Cj + (Cj+1 ∩Bi)

=
Ci+1,j

Ci,j
.

Por lo tanto, B∗ ∼= C∗.
□
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Corolario 3.3.6 Sea M un módulo de longitud finita, entonces

a) Toda cadena
B : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bk =M

puede ser refinada a una serie de composición.

b) Cualesquiera dos series de composición son isomorfas.

Demostración.

a) Supongamos que M tiene una serie de composición

C : 0 = C0 ⊂ C1 ⊂ · · · ⊂ Ck =M.

Sea B una cadena finita de M

B : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bl =M

por el teorema 3.3.5 existen B∗ y C∗ refinamientos de B y C respectiva-
mente, tales que B∗ ∼= C∗. Como C es una serie de composición se tiene
que C∗ = C por lo que existe B′ refinamiento de B∗ tal que B′ ∼= C = C∗.

b) Supongamos que B y C son series de composición. Por el inciso a) existe
B′ refinamiento de B tal que B = B′ ∼= C.

□

Definición 3.3.7 Sea M un módulo de longitud finita, la longitud l(M)
es la longitud de una serie de composición de M .

Corolario 3.3.8 Sea N ≤ M un submódulo de M . Entonces, M es un

módulo de longitud finita si y solo si N y
M

N
son módulos de longitud finita

y

l(M) = l(N) + l

(
M

N

)
.

Demostración. ⇒) Supongamos que M es un módulo de longitud finita.
Sea N ≤M submódulo de M .

Si N = 0 se tiene que l(N) = 0 y l

(
M

N

)
= l(M).

Ahora, si N =M por hipótesis se tiene

l(N) = l(M) y l

(
M

N

)
= l(0) = 0

Supongamos que N < M , entonces

ϵ : 0 < N < M
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es una cadena de submódulos de M y por el corolario 3.3.6, ϵ se puede refinar
a una serie de composición

ϵ′ : 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N ⊂ Nk+1 ⊂ · · · ⊂ Nm =M.

Sean
ϵN : 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N

es una serie de composición de N y

ϵM

N

: 0 =
Nk

N
⊂ Nk+1

N
⊂ · · · ⊂ Nm

N
=
M

N

una serie de composición de
M

N
. Observemos que

Nj

N
Nj−1

N

=
Nj

Nj−1

es simple, entonces N y
M

N
son de longitud finita.

Por la construcción l(N) = k y l

(
M

N

)
= m− k, esto es

l(M) = l(N) + l

(
M

N

)

⇐) Supongamos que N y
M

N
son de longitud finita. Sea

δN : 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N

una serie de composición de N y

δ′ : 0 = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bl =
M

N

una serie de composición de
M

N
como Bj =

Nj

N
con N ≤ Nj ≤M para toda

j = 0, · · · , l. Consideremos el morfismo

ν : M −→ M

N

Mi 7→Mi =
Mi +N

N
.
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Definamos Bi = ν−1
(
Bi

)
, entonces

Bi

Bi−1

=

Bi

N
Bi−1

N

∼=
Bi

Bi−1

es un módulo simple. Tomando

η : 0 = N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nk = N = B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bl =M

se tiene que es una serie de composición de M y aśı M es de longitud finita.
□

Proposición 3.3.9 Un módulo M es de longitud finita si y solo si M es
artiniano y noetheriano.

Demostración. ⇒) Supongamos que la longitud de M es l(M) = n. Reali-
cemos la demostración por inducción respecto a la longitud del módulo.

Para n = 1 se tiene
0 =M0 ⊂M1 ⊂M

es una serie de composición de M . Como M1 es simple, tenemos que

M es artiniano y
M

M1
es simple, por el lema 2.7.3 M1 es máximo en

M , entonces M es noetheriano.

Supongamos que para todo módulo L de longitud l(L) = n−1 se tiene
que L es artiniano y noetheriano.

Como M es de longitud finita l(M) = n, entonces M tiene una serie
de composición. sea

ϵ : 0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn−1 ⊂Mn =M

donde
ϵn−1 : 0 =M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mn−1

es una serie de composición deMn−1 y por hipótesisMn−1 es artiniano
y noetheriano. Al ser ϵ una serie de composición de M se tiene que
M

Mn−1
es un módulo simple, entonces

M

Mn−1
es artiniano y noetheriano

y por la proposición 3.1.15 M es artiniano y noetheriano.

⇐) Como M es noetheriano, existe M1 < M máximo en M , pero M1 es
noetheriano, entonces existe M2 < M1 máximo en M1, siguiendo el proce-
dimiento obtenemos

· · · ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1 ⊂M
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como M es artiniano, existe n ∈ N tal que

0 ⊂Mn ⊂ · · · ⊂M2 ⊂M1 ⊂M

es una serie de composición de M . Pues
Mi

Mi−1
es simple, ya que por el lema

2.7.3. Por lo tanto, M es de longitud finita.
□

Si M es de longitud n.

¿Por qué l(M) = n es precisamente el número de módulos simples
(salvo isomorfismos) que aparecen en cualquier serie de

composición de M?

Considerando

0 =M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂Mn

una serie de composición de M , como Mi ̸= Mj para toda i ̸= j y
Mi

Mi−1
es

un módulo simple, entonces
Mi

Mi−1
̸= 0 para toda i = 1, · · · , n. En vista de

lo anterior, se tienen n cocientes que son isomorfos a un módulo simple.

3.4 Anillos Locales

El estudio de anillos locales es un tema fundamental en la teoŕıa de
anillos, en esta sección abordaremos las definiciones básicas y necesarias al
igual que resultados importantes en este tema.

Definición 3.4.1 Sea R un anillo no trivial con unidad. Un elemento r ∈ R
se dice que es:

a) Invertible por la izquierda, si existe r1 ∈ R tal que r1r = 1. A r1 se
le llama inverso izquierdo.

b) Invertible por la derecha, si existe r2 ∈ R tal que rr2 = 1 donde r2
es el inverso derecho.

c) Invertible, si rr′ = 1 = r′r; en tal caso, r′ es el inverso de r.

A continuación, presentamos un resultado básico para anillos locales.
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Teorema 3.4.2 Sea R un anillo con identidad y A el conjunto de todos
los elementos no invertibles de R. Entonces, las siguientes propiedades son
equivalentes:

a) A es cerrado bajo la suma.

b) A es un ideal bilateral.

c) A es un ideal derecho máximo.

d) En R existe un ideal propio derecho máximo.

e) Para todo r ∈ R se tiene que r o 1− r es invertible derecho.

f) Para todo r ∈ R, r o 1− r es invertible.

Demostración.

a⇒ b) Sean b, b′ ∈ R tal que bb′ = 1, veamos que tenemos los siguientes casos:

Caso 1) Si b′b /∈ A, esto es b′b es invertible, por lo que existe s ∈ R tal
que

(b′b) s = 1 y s (b′b) = 1

y aśı:
b(b′b) s = b y s(b′b)b′ = b′

por asociatividad de la multiplicación del anillo se tiene que

s(b′b)b′ = sb′(bb′) = sb′ = b′.

Entonces,

b′b = sb′b = 1, por lo tanto, b′b = bb′ = 1.

Caso 2) Si b′b ∈ A. Como A es cerrado bajo la suma, se tiene 1− b′b /∈ A,
por lo que existe s ∈ R tal que:

s(1− b′b) = 1.

Entonces,

b′ = 1b′ = [s(1− b′b)]b′ = s(b′ − b′bb′) = s(b′ − b′) = 0

y
b = b(1− b′b)s = (b− bb′b)s = (b− b)s = 0

lo que contradice que 1 ̸= 0.
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Para mostrar que A es un ideal falta ver que para r ∈ R y a ∈ A, se
tiene que ar ∈ A. Sean r ∈ R y a ∈ A tal que ar /∈ A, entonces existe
s ∈ R tal que ars = 1 tomando a = b y rs = b′ tenemos que bb′ = 1,
entonces b′b = rsa = 1 contradice que a ∈ A, por lo tanto, ar ∈ A.

b⇒ c) Como A es un ideal bilateral, tenemos que A es un ideal derecho; por
lo que, solo falta mostrar que A es máximo. Al ser A un ideal propio
de R, A ̸= R. Consideremos BR ≤ R un ideal tal que A ⊆ B ⊆ R y
para b ∈ B tenemos dos opciones:

c.1) Si b no tiene inverso derecho, entonces b no es invertible. Por lo
que b ∈ A y al ser A un ideal, bR ≤ A. Es decir B ⊆ A, por lo
tanto, B = A.

c.2) Si b tiene inverso derecho, entonces existe s ∈ R tal que bs = 1
pero B es ideal derecho, lo que implica que 1 ∈ B aśı B = R.

Por lo tanto, A es un ideal derecho máximo.

c⇒ d) A es ideal máximo derecho propio.

d⇒ e) Sean C un ideal propio máximo derecho y r ∈ R. Supongamos que r y
1− r no son invertibles por la derecha, como rR y (1− r)R son ideales
de R y C es ideal máximo, entonces rR < C y (1− r)R < C.

Por lo que r, 1− r ∈ C, esto es 1 = r + (1− r) ∈ C lo cual contradice
que C sea máximo. Por lo tanto, r o 1− r es invertible.

e⇒ f) Basta ver que para todo elemento invertible derecho; es un elemento
invertible. Sea b ∈ R, un elemento invertible derecho, es decir bb′ = 1.

Caso 1) Si b′b es invertible derecho, entonces existe s ∈ R tal que
(b′b)s = 1 como

b = b1 = b[(b′b)s] = (bb′)bs = bs

aśı
(b′b)s = b′(bs) = b′b = 1.

Es decir, b es invertible, pues bb′ = 1 y b′b = 1.

Caso 2) 1 − b′b es invertible derecho, entonces existe s ∈ R tal
que (1− b′b)s = s− b′bs = 1, entonces

b = b1 = b(1− b′b)s = bs− bb′bs = bs− bs = 0

lo cual contradice el hecho que bb′ = 1.
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f ⇒ a) Observemos que para r ∈ R y a ∈ A, ar no es invertible. Supongamos
que ar es invertible, entonces existe s ∈ R tal que (ar)s = 1 por la
asociatividad del anillo, a(rs) = 1 lo cual contradice que a ∈ A.

Ahora veamos que A es cerrado bajo sumas. Sean a1 , a2 ∈ A tales que
(a1 + a2) /∈ A, es decir, (a1 + a2) es invertible, por lo que existe r ∈ R
tal que (a1 + a2)r = 1. Aśı

a1r + a2r = 1 ⇒ a1r = 1− a2r.

Por la observación tenemos que a1r ∈ A y como A es cerrado bajo
múltiplos y debido a que a2r ∈ A, esto implica que 1 ∈ A lo cual es
una contradicción. Por lo tanto, a1 + a2 ∈ A.

□
El teorema 3.4.2 tiene una versión para ideales izquierdos que se enuncia

a continuación:

Teorema 3.4.3 Sea R un anillo con identidad y A el conjunto de todos
los elementos no invertibles de R. Entonces, las siguientes propiedades son
equivalentes :

a) A es cerrado bajo la suma.

b) A es un ideal bilateral.

c) A es el único ideal izquierdo máximo.

d) En R existe un ideal propio izquierdo máximo.

e) Para todo r ∈ R se tiene que r o 1− r es invertible izquierdo.

f) Para todo r ∈ R, r o 1− r es invertible.

Definición 3.4.4 Un anillo R que satisface las equivalencias de 3.4.2 o
3.4.3 se llama anillo local.

Ejemplo 3.4.5 El anillo de series de potencia formales sobre un cam-
po K, denotado por K[[X]], está formado por expresiones formales de la
forma:

f(x) = f =

∞∑
i=0

aix
i = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

donde ai ∈ K para todo i ∈ N. Dadas dos series

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n y g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n,
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la suma se define:

f(x) + g(x) =
∞∑
n=0

(an + bn)x
n.

El producto se define como:

f(x) · g(x) =
∞∑
n=0

cnx
n donde cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Los elementos invertibles en K[[X]] son los que tienen término constante
distinto de cero. En efecto, si f, g ∈ K[[X]] se tiene que

fg =
∞∑
k=0

ckx
k donde ck =

∑
i+j=k

aibj ,

entonces
c0 = 1 ⇒ aobo = 1 ⇒ a = b−1

0 .

De esta forma

fg =
∞∑
k=0

ckx
k = 1 ⇒ ck = 0 para todo k ≥ 1

por lo que f es invertible, si tiene término constante distinto de cero.
Luego, el conjunto de elementos no invertibles de este anillo es

A = {f ∈ K[[X]] : f no tiene término constante}

que es cerrado bajo la suma y por el teorema 3.4.2, K[[X]] es un anillo local.

Ejemplo 3.4.6 (La localización de anillos conmutativos en ideales primos)
Sea R un anillo conmutativo con identidad y P un ideal primo de R. Nota-
mos que R\P resulta ser un conjunto multiplicativo.
Sea

Γ = { (r, a) : r ∈ R y a ∈ R\P }
en Γ se introduce una relación de equivalencia

(r1, a1) ∼ (r2, a2) ⇔ ∃b ∈ R\P tal que r1a2b = r2a1b

Veamos que en efecto ∼ es una relación de equivalencia:

a) Reflexiva.
(r1, a1) ∼ (r1, a1) tomando b = 1 ∈ R\P se tiene que r1a11 = r1a11.
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b) Simétrica.
Como (r1, a1) ∼ (r2, a2), entonces existe a ∈ R\P tal que r1a2a = r2a1a
y como la igualdad es simétrica, entonces (r2, a2) ∼ (r1, a1).

c) Transitiva.
Como (r1, a1) ∼ (r2, a2), entonces existe a ∈ R\P tal que r1a2a = r2a1a
y (r2, a2) ∼ (r3, a3), entonces existe b ∈ R\P tal que r2a3b = r3a2b.
Aśı, considerando r = a1a2ba tenemos que:

r1a3r = r1a3(a1a2ba)

= (r1a2a)a3a1b

= (r2a1a)a3a1b

= (r2a3b)a1aa1
= (r3a2b)a1aa1
= r3a1(a1a2ba)

= r3a1r.

Sea RP el conjunto de las clases de equivalencia en Γ

RP =
{r
a
| r ∈ R y a ∈ R\P

}
donde

r

a
:= [r, a], denota la clase de equivalencia del par (r, a).

Sean
s

a
,
t

b
∈ RP . Las operaciones se definen de la siguiente manera:

Suma:
s

a
+
t

b
:=

sb+ ta

ab

Multiplicación:
s

a
· t
b
:=

st

ab

Primero probemos que un elemento
s

a
∈ RP es invertible si y solo si s /∈ P:

⇒) Si
s

a
es invertible, mostremos que s /∈ P: Supongamos que

s

a
∈ RP es

invertible. Entonces, existe
t

b
∈ RP tal que:

s

a
· t
b
=
st

ab
= 1.

De aqúı se deduce que st ∈ R\P, es decir, st /∈ P. Como P es primo,
esto implica que s /∈ P, ya que si s ∈ P, entonces st ∈ P, lo cual seŕıa
una contradicción.
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⇐) Si s /∈ P, veamos que
s

a
es invertible. Supongamos que s /∈ P y a /∈ P,

entonces a, s ∈ R\P. Como los elementos de R\P son invertibles en

RP , existen
1

s
,
1

a
∈ RP .

Entonces,
s

a
· a
s
=
sa

sa
= 1,

lo que muestra que
s

a
es invertible.

Ahora definamos

mP =
{s
a
∈ RP | s ∈ P, a /∈ P

}
el conjunto de los elementos no invertibles en RP , probemos que mP es un
ideal bilateral.

Sean
s

a
,
t

b
∈ mP , con s, t ∈ P y a, b /∈ P. Entonces,

s

a
+
t

b
=
sb+ ta

ab
.

Como P es un ideal primo, y se satisface que

sb ∈ P, ta ∈ P =⇒ sb+ ta ∈ P.

Además, ab /∈ P por lo tanto,

s

a
+
t

b
∈ mP .

Luego, si
s

a
∈ mP , entonces

−s
a
=

−s
a

∈ mP ,

ya que P es cerrado bajo inversos aditivos. Para ver la cerradura de la

multiplicación. Consideremos
s

a
∈ mP y

t

b
∈ RP , con s ∈ P y a, b /∈ P.

Entonces,
s

a
· t
b
=
st

ab

como P es un ideal, ab ∈ P y st /∈ P por lo que se tiene que,

s

a
· t
b
∈ mP .

De este modo, mP es un ideal bilateral, y en consecuencia, RP es un anillo
es local.
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Corolario 3.4.7 Sean R un anillo local y A el ideal de elementos no inver-
tibles de R, entonces se tiene :

a) R/A es un anillo con división.

b) Todo elemento (derecho o izquierdo) invertible de R es invertible.

c) Todo anillo no trivial, que es la imagen de un anillo local, es local.
En particular: toda imagen isomorfa de un anillo local es local.

Demostración.

a) Para todo s ∈ R/A tenemos que s /∈ A por lo que s es invertible.

b) Por el Teorema 3.4.2.

c) Sea σ : R −→ S un homomorfismo de anillos suprayectivo, por el teorema
3.4.2, basta ver que para todo s ∈ S se tienen que: s o 1− s es invertible.
Puesto que R es local, satisface que, para toda r ∈ R; r o 1 − r es
invertible, supongamos que r es invertible.
Sea s ∈ S, entonces existe r ∈ R tal que σ(r) = s. Luego,

σ(1− r) = σ(1)− σ(r) = 1− s.

Si r es invertible, entonces σ(r−1) es el inverso de s; ya que existe r−1

tal que rr−1 = r−1r = 1. De donde,

σ(1) = σ(rr−1) = σ(r)σ(r−1) = sσ(r−1) = 1.

Análogamente, si 1 − r es invertible, entonces σ((1 − r)−1) es el inverso
de 1− s.

□

3.5 Anillo de Endomorfismos Locales

En la sección anterior vimos la definición de anillos locales. En este
caṕıtulo nos centraremos cuando es el anillo de endomorfismos de un módu-
lo dado, analizando que propiedades se pueden obtener cuando este es un
anillo local.

Definición 3.5.1 Sean R un anillo y r ∈ R. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

a) r es nilpotente si y solo si ∃n ∈ N tal que rn = 0.

b) r es idempotente si y solo si r2 = r.
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Corolario 3.5.2 Sean R un anillo y r ∈ R. Las siguientes condiciones se
satisfacen.

a) Si r es nilpotente, entonces r no es invertible y 1− r śı lo es.

b) Si r es idempotente, entonces 1− r también lo es.

c) Si r es idempotente e invertible, entonces r = 1.

Demostración.

a) Supongamos que r es invertible, entonces existe s ∈ R tal que rs = 1
y como r es nilpotente, existe n ∈ N tal que rn = 0. Sea m el mı́nimo
natural tal que rm = 0 y rm−1 ̸= 0, entonces

rm−1 = rm−11 = rm−1(rs) = (rm−1r)s = rms = 0.

Lo que contradice que m sea el mı́nimo natural tal que rm = 0, en
consecuencia, r no es invertible.

b) Sea r un elemento idempotente,

(1− r)2 = 1− 2r + r2 = 1− 2r + r = 1− r

es decir, 1− r es idempotente.

c) Sea r un elemento idempotente e invertible. Esto es r2 = r y existe s ∈ R
tal que rs = 1, entonces

r = r1 = r(rs) = r2s = rs = 1.

□

Ejemplo 3.5.3 Sea R =Mat2×2(K). Si

A =

(
a b

−a
2

b
−a

)

con b ̸= 0, A es nilpotente de orden 2, B = Id2 y C =

(
1 0
b 0

)
son matrices

idempotentes.

Sea K un campo y G un grupo finito de orden n. Definimos KG el
Álgebra de Grupo como el conjunto de sumas finitas de la forma

u =
∑
g∈G

λgg = λ1e+ λ2g2 + · · ·+ λngn con λg ∈ K



66

donde e ∈ G es el elemento neutro del grupo y gi ∈ G es un elemento de
grupo con gi ̸= e para todo i = 2, ..., n Definimos dos operaciones en KG,
la suma

+: KG×KG −→ KG∑
g∈G

λgg,
∑
g∈G

µgg

 7−→
∑
g∈g

(λg + µg)g

y el producto

• : KG×KG −→ KG∑
g∈G

λgg,
∑
h∈G

µhh

 7−→
∑

g,h∈G
γff

donde γf =
∑
f=gh

λgµh. Y aśı (KG,+, •) es un anillo con 1, donde 1 ∈ KG

es:
1 =

∑
g∈G

λgg = 1e.

Definiendo la siguiente acción:

∗ : K ×KG −→ KGλ,∑
g∈G

µgg

 7−→
∑
g∈G

(λµg)g.

Se tiene que (KG, ∗) es una K-álgebra. Consideremos ι la inmersión de G
en KG

ι : G −→ KG

g 7−→ 1 ∗ g

Por lo que a G se puede considerar como un subconjunto de KG. Ahora
si consideramos el morfismo

ν : K −→ KG

r 7−→ r ∗ e

ν es monomorfismo de anillos.

a) ν es un morfismo de anillos. Para r1, r2 ∈ K se tiene que:
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a.1) ν(r1 + r2) = (r1 + r2)e = r1e+ r2e = ν(r1) + ν(r2)

a.2) ν(r1)ν(r2) = (r1e)(r2e) = (r1r2)e = ν(r1r2)

b) ν es monomorfismo de anillos. Sean r1, r2 ∈ K tal que ν(r1) = ν(r2),
entonces

r1e = r2e

⇒ r1e− r2e = 0

⇒ (r1 − r2)e = 0

⇒ (r1 − r2) = 0

∴ r1 = r2

c) Para u, v ∈ KG si u = v si y solo si λg = µg para todo g ∈ G∑
g∈G

λgg =
∑
g∈G

µgg∑
g∈G

λgg −
∑
g∈G

µgg = 0

∑
g∈G

(λg − µg)g = 0

(λg − µg) = 0 para todo g ∈ G.

∴ λg = µg para todo g ∈ G.

Ejemplo 3.5.4 Sean K un campo y G = ⟨g⟩ un grupo ćıclico de orden n,
entonces para toda h ∈ G se tiene que h = gi para alguna i ∈ N. Luego, los
elementos de KG son de la forma

u =
n∑

i=1

λig
i λi ∈ K.

Consideremos el morfismo suprayectivo de K-álgebras.

ϕ : K[x] −→ KG

xk 7→ gk para todo k ≥ 0.

Veamos que ϕ , en efecto, es un morfismo suprayectivo cuyo núcleo es
⟨xn + 1⟩.
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a) Sea f, g ∈ K[x], entonces f =

n∑
i=0

αix
i y g =

m∑
j=0

γjx
j, supongamos que

n < m,

ϕ(f + g) = ϕ

(
m∑
i=0

(αi + γi)x
i

)

=
m∑
i=0

(αi + γi)g
i

=
m∑
i=0

αig
i + γig

i

=
n∑

i=0

αig
i +

m∑
i=0

γig
i

= ϕ(f) + ϕ(g).

ϕ(f)ϕ(g) = ϕ

(
n∑

i=0

αix
i

)
ϕ

 m∑
j=0

γix
i


=

(
n∑

i=0

αig
i

)(
m∑
i=0

γig
i

)

=
n+m∑
k=0

ckg
k donde ck =

∑
k=i+j

αiγj .

ϕ(λf) =

n∑
i=0

λαig
i

= λ

n∑
i=0

αig
i

= λϕ(f).

b) Para todo u ∈ KG se tiene u =

n−1∑
i=0

αig
i. Considerando

f(x) =

n−1∑
i=0

αix
i, se tiene que ϕ(f) = u.
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c) Ahora veamos que ker(ϕ) = ⟨xn − 1⟩.

⊆) Sea f =
m∑
i=0

αix
i ∈ K[x] tal que ϕ(f) =

m∑
i=0

αig
i = 0

1. Si m < n, existe j tal que n− j = m, aśı:

n−j∑
i=0

αig
i = 0 ⇒ αi = 0 para todo i = 1, · · · , n− j,

en consecuencia, f(x) = 0 y aśı f(x) ∈ ⟨xn − 1⟩.
2. Si m ≥ n, tenemos que f(x) = (xn − 1)q(x) + r(x) con q(x), r(x) ∈

K[x] y gr(r(x)) < n o r(x) nulo. Tenemos

ϕ(f) = ϕ((xn − 1)q(x) + r(x))

= ϕ(xn − 1))ϕ(q(x)) + ϕ(r(x)

= (gn − e)ϕ(q(x)) + ϕ(r(x))

= ϕ(r(x)) = 0.

Por el caso 1) r(X) ∈ ⟨xn + 1⟩, aśı que, f(x) ∈ ⟨xn + 1⟩.

⊇) Sea g ∈ ⟨xn − 1⟩ entonces, g = (xn − 1)p(x) con p(x) ∈ K[x]

ϕ(g) = ϕ((xn − 1)p(x))

= ϕ(xn − 1)ϕ(p(x))

= [ϕ(xn)− ϕ(1)]ϕ(p(x))

= ϕ(xn)ϕ(p(x))− ϕ(1)ϕ(p(x))

= e ∗ ϕ(p(x))− e ∗ ϕ(p(x))
= 0.

por lo que g ∈ Ker(ϕ).

Y por el primer teorema de isomorfismo de Noether se tiene que

K[x]

⟨xn − 1⟩
∼= KG.

Considerando KG el álgebra de grupo, de un grupo ćıclico. Sea γ ∈ KG

como γ =
∑
g∈G

g para cada h ∈ G, observemos que

γh =

∑
g∈G

g

h =
∑
g∈G

gh =
∑
g∈G

g = γ.
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Como G es finito, podemos considerar γ =
n−1∑
i=0

gi, entonces

γ2 =

(
n−1∑
i=0

gi

)(
n−1∑
i=0

gi

)

=

(
n−1∑
i=0

gi

)
e+

(
n−1∑
i=0

gi

)
g + · · ·+

(
n−1∑
i=0

gi

)
gn−1

= γ + γ + · · ·+ γ

= nγ.

Denotemos por char(K), a la caracteŕıstica del campo K. Se tienen dos
casos:

a) Si char(K) = m y m|n. Veamos que como m|n existe d ∈ Z tal que
n = dm. De este modo,

γ2 = nγ = (dm)γ = 0

esto es γ es nilpotente de orden 2.

b) char(K) = m y m ∤ n, tenemos que para
γ

n
:= nγ−1

(γ
n

)2
= (nγ−1)2 = n2(γ2)−1 = n2(nγ)−1 =

γ

n
,

por lo tanto,
γ

n
es idempotente.

Definición 3.5.5 Sea R un anillo:

a) Sean e1, e2 ∈ R idempotentes, decimos que e1 es ortogonal a e2 si

e1e2 = e2e1 = 0.

b) Sea {ei}ni=1 una familia de elementos idempotentes, decimos que es
completa si

n∑
i=1

ei = 1.

c) Sea e ∈ R idempotente, decimos que e es primitivo si no se descompone
como suma de dos elementos idempotentes ortogonales, es decir, si e =
e1 + e2, entonces e1 = 0 o e2 = 0.
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Ejemplo 3.5.6 Sea R =Mn(K), consideremos In la matriz identidad y Bi

para i = 1, 2, · · · , n la matriz definida de la siguiente forma

Bi = (bij) =

j


0 · · · 0 · · · 0

0
. . . 0 · · · 0

i 0
... 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...
0 · · · 0 · · · 0

,

donde para cada i, j ∈ {1, · · · , n}, bij =

{
1 si i = j

0 en otro caso.
La familia

{Bi}ni=1 es una familia completa de idempotentes ortogonales y primitivos.

Lema 3.5.7 Sea R un anillo y RR =
⊕
i∈I

Ai, con Ai un ideal. Entonces,

a) El conjunto I0 = {i|i ∈ I Ai ̸= 0} es finito, y en consecuencia,

RR =
⊕
i∈I0

Ai.

b) Existe {ei}i∈I0 una familia completa de idempotentes ortogonales tal
que Ai = eiR para todo i ∈ I0.

c) Si Ai con i ∈ I0 es un ideal bilateral, se tiene que ei ∈ Z(R)3.

d) Si {ei}ni=1 es una familia completa de idempotentes ortogonales, se
sigue que

R =
n⊕

i=1

eiR.

y si ei ∈ Z(R) se obtiene que eiR es un ideal bilateral.

3El centro de R, denotado por Z(R), es el conjunto de todos los elementos z ∈ R que
conmutan con todos los elementos de R, es decir: Z(R) = {z ∈ R | zr = rz para todo r ∈
R}
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Demostración.

Mostraremos a) y b) en este primer inciso.

Dado que RR =
⊕
i∈I

Ai tenemos que 1 =

n∑
i=1

ei y ei ̸= 0 con ei ∈ Ai

para i ∈ {1, · · · , n} y se sigue que Ai ̸= 0.

Consideremos aj ∈ Aj para algún j ∈ I,observemos que

aj = 1aj =

(
n∑

i=1

ei

)
aj =

n∑
i=1

eiaj ∈ R. (3.3)

como eiaj ∈ Ai por ser Ai un ideal, se tienen los siguientes casos:

Caso 1) Si j /∈ {1, · · · , n}. Por la descomposición en suma directa
sabemos que

Aj ∩

∑
i̸=j

Ai

 = {0} (3.4)

y por 3.3

aj =
n∑

i=1

eiaj ∈
n∑

i=1

Ai ⊆
∑
i̸=j

Ai.

De lo anterior y por la ecuación 3.4 se sigue que aj = 0, esto es
Aj = 0. Aśı se tiene que

I0 = {i | i = 1, · · · , n y Ai ̸= 0}

es finito, y

RR =
⊕
i∈I

Ai =

n⊕
i=1

Ai.

y aśı queda demostrado a).

Caso 2) Si j ∈ {1, · · · , n} entonces ej ̸= 0, retomando la ecuación
3.3 y por la unicidad de la suma

aj =
n∑

i=1

eiaj =

{
aj si i = j

0 en otro caso.

De esta forma, se obtiene que

Aj = ejAj < ejR < Aj
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por lo que Aj = ejR. Ahora veamos que para todo par
i, j ∈ {1, · · · , n} donde i ̸= j se tiene que eiaj = 0.

Considerando ej = aj obtenemos que

e2j = ajej = aj = ej

y ejei = 0. En consecuencia, {ei}ni=1 es una familia completa de
elementos idempotentes ortogonales, además Ai = eiR para todo
i ∈ I0 por lo que queda demostrado b).

c) Si Ai es un ideal bilateral. Sea r ∈ R, como

r = 1r =

∑
i∈I0

ei

 r =
∑
i∈I0

eir

y

r = r1 = r

∑
i∈I0

ei

 =
∑
i∈I0

rei

Se sigue, que para todo i ∈ I0, eir, rei ∈ Ai y por unicidad de la suma
directa eir = rei. De este modo ei ∈ Z(R).

d) Por hipótesis
n∑

i=1

ei = 1, implica que

R = 1R =

(
n∑

i=1

ei

)
R =

n∑
i=1

eiR.

Veamos que ejR∩

 n∑
i=1
i̸=j

eiR

 = {0}. Si r ∈ ejR∩

∑
i=1
i̸=j

eiR

 se tiene

que
r = ejrj (3.5)

y

r =
∑
i=1
i̸=j

eiri. (3.6)

De este modo por las ecuaciones 3.5 y 3.6 implica que:

r = 1r =

(
n∑

i=1

ei

)
r =

n∑
i=1

eir =

n∑
i=1

ei(ejr) =

n∑
i=1

(eiej)r = ejejr = ejr.
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Luego

r = ejr = ej

 n∑
i=1
i̸=j

eiri

 =

n∑
i=1
i̸=j

ejeir = 0.

Se concluye que r ∈ ejR ∩

∑
i=1
i̸=j

eiR

 = {0}. Y aśı,

R =
n⊕

i=1

eiR

Si ei ∈ Z(R), entonces r(eiR) = (rei)R = (eir)R = eiR. Concluimos
que eiR es bilateral.

□

Corolario 3.5.8 Los siguientes enunciados son equivalentes para un anillo
R.

a) RR es inescindible.

b) RR es inescindible.

c) 0 y 1 son los únicos elementos idempotentes de R.

Demostración. Probemos solo a ⇔ c, ya que b ⇔ c se realiza de forma
similar.

a⇒ c) Sea e ∈ R un elemento idempotente, por el corolario 3.5.2 se tiene
que e, e − 1 son idempotentes ortogonales donde e + (1 − e) = 1 y
por el lema 3.5.7 se sigue que, R = eR ⊕ (1 − e)R. Luego, por ser R
inescindible:

c.1) si eR = 0, implica que e = 0.

c.2) si eR = R, resulta que R− eR = 0, es decir, (1− e)R = 0. Por lo
tanto, 1− e = 0 y e = 1.

c⇒ a) Supongamos que R = A ⊕ B. Por el lema 3.5.7, existe un elemento
idempotente e ∈ R tal que A = eR, por lo que:

a.1) si e = 0, se obtiene que A = 0 y B = R.

a.2) si e = 1, se deduce que A = R y B = 0.

□
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Teorema 3.5.9 Sea S = End(MR). Entonces, los siguientes enunciados
son equivalentes:

a) MR es inescindible.

b) SS es inescindible.

c) SS es inescindible.

d) 0 y 1 son los únicos idempotentes de S.

Demostración. Por el corolario 3.5.8 solo queda mostrar que MR es ines-
cindible si y solo si los morfismos 0 y 1 son los únicos elementos idempotentes
de S.

a⇒ d) Sea e ∈ S un elemento idempotente. Como e ∈ End(M) se tiene que
eM = Im(e) y (1− e)M = Im(1− e). Mostremos que

M = eM ⊕ (1− e)M.

Primero observemos que para todo m ∈M se tiene que

m = e(m) + (1− e)(m)

Luego, sea x ∈ eM ∩ (1− e)M , entonces existe m1,m2 ∈M tal que
x = e(m1) = (1− e)(m2), aśı,

x = e(m1) = e(e(m1)) = e((1− e)m2) = 0

por lo queM = eM ⊕ (1−e)M y comoM es inescindible, se sigue que

d.1) Si eM = 0, se concluye que e ≡ 0.

d.2) Si eM =M , resulta queM−eM = (1−e)M ≡ 0, lo cual implica
que (1− e) ≡ 0. Por lo tanto, e ≡ 1.

d⇒ a) Supongamos que M = A⊕B y consideremos πA :M −→M .

Como m = a+ b ∈M , evaluando en π2A, obtenemos

π2A(m) = π(π(a+ b)) = π(a) = a = π(m)

y por hipótesis

1) Si πA ≡ 0, al tener que π(M) = A, se concluye que A = 0.

2) Si πA ≡ 1, es inmediato que A =M.

Por lo tanto, M es inescindible.

□
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Corolario 3.5.10 Sea S = End(M) es local, entonces MR es inescindible.

Demostración. Sea A el conjunto de elementos no invertibles de S. Por
el teorema 3.5.9 solo queda mostrar que 0, 1 son los únicos elementos idem-
potentes de S.

Sea e ∈ S un elemento idempotente, por el corolario 3.5.2 inciso b),
tenemos que (1−e) es un elemento idempotente en S. Supongamos que e ̸= 0
y e ̸= 1, entonces tenemos que 1−e ̸= 0 y 1−e ̸= 1. En consecuencia, por el
corolario 3.5.2 inciso c), se sigue que e, (1−e) no son invertibles. Y aśı, e ∈ A,
y como A es un ideal por el teorema 3.4.3, se sigue que 1 = e+ (1− e) ∈ A;
lo cual contradice que A sea un ideal máximo. Por lo tanto, e = 0 o e = 1.

□
Sin embargo, el inverso de este enunciado no se satisface.

Consideremos el grupo inescindible ZZ. Observemos que End(Z) ∼= Z dado
el siguiente morfismo de anillos:

ϕ : Z −→ EndZ(Z)
ϕ(n) = fn : Z −→ Z

fn(m) = mn

Sin embargo, Z no es un anillo local, debido a que para cada p ∈ Z con p
un primo, pZ es un ideal máximo, por lo tanto, End(Z) no es local.

Teorema 3.5.11 Sea M ̸= 0 inescindible de longitud finita, entonces
End(M) es local y los elementos no invertibles son los elementos nilpotentes.

Demostración. Sea ϕ : M −→ M . Por la proposición 3.3.9, M es un
módulo artiniano y noetheriano. Luego, por el lema 3.1.27, existe n ∈ N tal
que

M = Im(ϕn)⊕ ker(ϕn).

Ahora, como M es inescindible, se cumple alguno de los siguientes casos:

a) ker(ϕn) = 0.
Como 0 ⊂ ker(ϕ) ⊂ ker(ϕn) = 0 se sigue que ker(ϕ) = 0, es decir, ϕ
es monomorfismo. Y por la proposición 3.1.22 ϕ es isomorfismo, por
lo tanto, ϕ es invertible.

b) Im(ϕn) = 0.
Se tiene ϕn ≡ 0, es claro que ϕ es nilpotente y por el corolario 3.5.2, 1−
ϕ es invertible. Finalmente, por el teorema 3.4.2 se tiene que End(M)
es local.

Por el inciso b) los elementos no invertibles son nilpotentes, por lo que se
tiene que

{elementos no invertibles} ⊆ {elementos nilpotentes}.
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Si ϕ ∈ End(M) es un elemento nilpotente; sea n el mı́nimo natural tal que
ϕn = 0.

Supongamos que ϕ es invertible, entonces existe γ ∈ End(M) tal que
γϕ = 1, de modo que

ϕn−1 = 1ϕn−1 = γϕϕn−1 = γϕn = 0

lo que contradice que ϕ es nilpotente de orden n. Por lo tanto,

{elementos no invertibles} = {elementos nilpotentes}.

□

Definición 3.5.12 Sea U ≤ M . M se llama irreducible sobre U si y solo
si para cada par de submódulos arbitrarios A,B ≤M con U ≤ A y U ≤ B,
se tiene que U ̸= A ∩B.

Diremos que M es irreducible si es irreducible sobre 0.

Teorema 3.5.13 Sea Q un módulo inyectivo inescindible, entonces End(Q)
es local.

Demostración. Sea ϕ : Q −→ Q un monomorfismo, aśı ϕ′ : Q −→ Im(ϕ)
es un isomorfismo. Al ser Q inyectivo, se tiene que Im(ϕ) es un módulo
inyectivo. Consideremos

0 // Q
ϕ
// Q

f
//

Q

Im(ϕ)
// 0

una sucesión exacta que se escinde. Esto implica que, Q = Im(ϕ) ⊕ Im(f)
al ser Q inescindible, si Im(ϕ) = Q se tiene que ϕ es un automorfismo. Por
lo tanto, ϕ es invertible.
Sea ϕ1, ϕ2 ∈ End(Q) no invertibles, como Q es irreducible e inescindible, se
sigue

0 ̸= ker(ϕ1) ∩ ker(ϕ2) ⊆ ker(ϕ1 + ϕ2).

Por lo tanto, ϕ1 + ϕ2 es no invertible y aśı End(Q) es local.
□

Observación 3.5.14 Sea M un módulo artiniano. Consideremos

Γ1 = {B ≤M |B es sumando directo deM y B ̸= 0}

Como M ̸= 0 y M = M ⊕ 0 se tiene M ∈ Γ1, entonces Γ1 tiene elemento
mı́nimo. Sea B0 el elemento mı́nimo de Γ1 y se satisface que B0 es inescin-
dible. En efecto, si B0 = B01 ⊕ B02, en particular B01 ⊂ B0 ⊂ M lo cual
contradice que B0 sea elemento minimo.
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Observación 3.5.15 Sea M es noetheriano. Consideremos

Γ2 = {A ≤M |A es sumando directo de M y
M

A
̸= 0}

Como M = M ⊕ 0 se tiene 0 ∈ Γ2. Entonces, Γ2 tiene elemento máximo.
Sea A0 el elemento máximo en Γ2, de este modo M = A0 ⊕B0.

Veamos que B0 es inescindible, ya que si B0 = B01 ⊕ B02, se sigue que
M = A0 ⊕B01 ⊕B02 donde A0 ⊕B01 ∈ Γ2, pues

B02 =
B02

(A0 +B01) ∩B02

∼=
(A0 +B01) +B02

A0 +B01

∼=
M

A0 +B01
̸= 0

y A0 ⊂ A0 +B01 contradice que A0 sea elemento máximo.

Teorema 3.5.16 Sea MR ̸= 0

a) SiMR es artiniano (o noetheriano), entonces existen submódulos ines-
cindibles M1, M2, · · · ,Mn de M con

M =
n⊕

i=1

Mi.

b) Si MR es de longitud finita, entonces existen submódulos inescindibles
M1, M2, · · · ,Mn de M tal que

M =

n⊕
i=1

Mi donde End(Mi) es local ∀ i = 1, · · · , n.

Demostración.

a.1) Sea M un módulo artiniano. Consideremos el conjunto

Λ1 = {C ≤ M | ∃Bi ≤ M para i = 1, · · · , l inescindibles tales que M =

l⊕
i=1

Bi ⊕ C}

Por la observación 3.5.14 el elemento B0 ̸= 0, entonces existe B ≤M
tal que M = B0 ⊕ B. Se sigue que B ∈ Λ1, por lo que Λ1 tiene un
elemento mı́nimo, sea C0. Lo anterior nos lleva que existen Bj ≤ M
con j = 1, · · · , n tal que

M =

(
n⊕

i=1

Bi

)
⊕ C0

Veamos que C0 = 0. En efecto, si C0 ̸= 0 y puesto que C0 ≤ M , y M
es artiniano. Se sigue que C0 es artiniano. Y por la observación 3.5.14
existe C ′

0 ≤ C0 inescindible, de tal que C0 = C ′
0 ⊕D, entonces D ∈ Γ1

y como D ≤ C0 contradice que C0 sea el elemento mı́nimo.
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a.2) Sea M un módulo noetheriano. Consideremos el conjunto

Λ2 = {C ≤M |M = C ⊕D y C =
n⊕

i=1

Ci con Ci inescindibles}

Como 0 ∈ Λ2 y M es noetheriano, entonces Λ2 tienen un elemento
máximo. Sea C0 el elemento máximo en Λ2, entonces

M = C0 ⊕D =

(
n⊕

i=1

Ci

)
⊕D

Si D ̸= 0 y al ser D ≤ M , entonces D es noetheriano y por 3.5.15
existe D1 ̸= D tal que D = D1⊕D2, entonces si D1 es inescindible, se
tiene que

M =

(
n⊕

i=1

Ci

)
⊕D =

(
n⊕

i=1

Ci

)
⊕ (D1 ⊕D2) =

(
n⊕

i=1

Ci ⊕D1

)
⊕D2

como C0 ≤
n⊕

i=1

Ci ⊕D1 contradice que C0 sea máximo.

b) Por 3.3.9 y por el inciso a).

M =

n⊕
i=1

Mi

con Mi módulos inescindibles, al ser Mi ≤ M tenemos que Mi es de
longitud finita. En consecuencia, de 3.5.11 se tiene End(Mi) es local.

□
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3.6 Teorema de Krull-Schmidt-Remak-Azumaya

En esta sección se presenta un teorema de suma importancia en la teoŕıa
de módulos y, en particular, en la teoŕıa de representaciones. Este teorema
establece que todo módulo finitamente generado se descompone de manera
única (salvo isomorfismo) en una suma directa de módulos inescindibles.
Para probar este resultado, se requieren algunos lemas que se formulan y
prueban a continuación.

Lema 3.6.1 Sean MR =
⊕
i∈I

Mi donde End(Mi) es local para toda i ∈ I y

σ, τ ∈ End(M) con 1M = σ + τ . Entonces, para toda j ∈ J existe Uj ≤ M
y un isomorfismo ϕj :Mj −→ Uj inducido por σ, τ tal que

M = Uj ⊕

⊕
i∈I
i̸=j

Mi


Demostración. Consideremos πj : M −→Mj la proyección sobre Mj y
ιMMj

: Mj −→M la inclusión de Mj , 1M := σ + τ : M −→M . Consideremos

la composición πj ◦ 1M ◦ ιMMj
: Mj −→Mj donde

πj ◦ 1M ◦ ιMMj
= πj ◦ (σ + τ) ◦ ιMMj

= πj ◦ σ ◦ ιMMj
+ πj ◦ τ ◦ ιMMj

.

Como End(Mj) es local y 1Mj es invertible, entonces πj ◦σ◦ιMMj
o πj ◦τ ◦ιMMj

es invertible. Supongamos que πj ◦ σ ◦ ιMMj
es invertible, definamos

Uj := σ ◦ ιMMj
[Mj ] = σ[Mj ] ≤M

y consideremos
ϕj : Mj −→ Uj

definida como ϕj(x) = σ(x). Notemos que ϕj es un epimorfismo por defini-
ción de Uj . Considerando el siguiente cuadro se tiene

M
σ //M

πj

��

Uj

ιMUj

==

Mj

ij

OO

ϕj

>>

1Mj

//Mj
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Sea mj ∈ Mj , entonces ι
M
Uj

◦ ϕj(mj) = ιMUj
(σ(mj)) = σ(mj) y σ ◦ ij(mj) =

σ(mj), por lo tanto, el triángulo superior conmuta. Observemos que

πj ◦ ιMUj
◦ ϕj(mj) = πj ◦ ιMUj

(σ(mj)) = πj(σ(mj)) = mj ,

por lo tanto, el triángulo inferior conmuta. Entonces, se tiene que

Im(ιMUj
◦ ϕj) + ker(πj) = π−1[Im(1Mj )]

y
Im(ιMUj

◦ ϕj) ∩ ker(πj) = ιMUj
◦ ϕj(ker(1Mj )).

Como 1Mj es isomorfismo, se tiene que

Im(ιMUj
◦ ϕj)⊕ ker(πj) =M

donde

Im(ιMUj
◦ ϕj) = ιMUj

(Im(ϕj)) = ιMUj
(σ[Mj ]) = ιMUj

(Uj) = Uj

y

ker(πj) = π−1[Mj ] =
⊕
i∈I
i̸=j

Mi.

Por lo tanto,

M = Im(ιMUj
◦ ϕj)⊕ ker(πj) = Uj ⊕

⊕
i∈I
i̸=j

Mi

 .

□

Lema 3.6.2 Sea MR =
⊕
i∈I

Mi donde End(Mi) es local para toda i ∈ I y

σ, τ ∈ End(M), 1M = σ + τ . Para E = {i1, i2, · · · , it} ⊂ I existen Cij ≤M
y un isomorfismo ϕij : Mij −→ Cij inducido por σ o τ para j = 1, 2, · · · , t
tal que

M = Ci1 ⊕ Ci2 ⊕ · · · ⊕ Cit ⊕

⊕
i∈I/E

Mi


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Demostración. Por el lema 3.6.1 y tomando j = i1, entonces Ci1 = Ui1 =
Uj , entonces

M = Uj ⊕

⊕
i̸=j

Mi

 = Ci1 ⊕

⊕
i̸=j

Mi


Definamos ϕi1 : Mi1 −→ Ci1 como mi1 7→ σ(mi1) isomorfismo, entonces
Mi1

∼= Ci1 , entonces End(Ci1) es local.
Ahora para i2 definamos j′ = i2 y aśı Ci2 = Ui2 = Uj′ y por el lema 3.6.1

M = Uj′ ⊕ Ci1 ⊕

 ⊕
i∈I\{i1,j′}

Mi


= Ci2 ⊕ Ci1 ⊕

 ⊕
i∈I\{i1,j′}

Mi


donde ϕi2 : Mi2 −→ Ci2 es isomorfismo, entonces End(Ci2) es local. Siguien-
do el mismo argumento para j = 3, · · · , t se tiene que

M = Ci1 ⊕ · · · ⊕ Cit ⊕

⊕
i∈I\E

Mi

 .

□

Lema 3.6.3 Si MR =
⊕
i∈I

Mi donde End(Mi) es local para toda i ∈ I y

M = A ⊕ B donde A ̸= 0 e inescindible. Entonces, existe k ∈ I tal que la
proyección πA :M −→ A induce un isomorfismo deMk en A yM =Mk⊕B.
Demostración. Consideremos πA la proyección sobre A e ιMA la inclusión
de A en M . Definamos α := ιMA ◦ πA : M −→ M donde 1M = α + (1M +
α) ∈ End(M). Tomando σ = α y τ = 1M − α por el lema 3.6.1 existe
Uj < M tal que ϕj : Mj −→ Uj es un isomorfismo inducido por σ o τ y

M = Uj ⊕

⊕
i̸=j

Mi

.

Como A ̸= 0, existe 0 ̸= a ∈ A tal que α(a) = ιMA ◦ πA(a) = ιMA (a) = a, en-

tonces τ(a) = 0. Como a ∈M =
⊕
i∈I

Mi, entonces existe una representación

única

a =
t∑

j=1

mij con mij ∈ Mij . Considerando E = {i1, · · · , it} ⊆ I y por el
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lema 3.6.2 existe Cij = σ(Mj) = Im(σ ◦ ιMMj
) ≤ M para j = 1, · · · , t y

γij : Mij −→ Cij isomorfismo inducido por σ o τ , tal que

M = Ci1 ⊕ · · · ⊕ Cit

⊕
i∈I\E

Mi


Si γij es inducido por τ se tiene que

γij (a) = τ(a) = 0.

Entonces, a = 0 lo cual contradice que a ̸= 0. Por lo tanto, γij es inducido
por σ y existe al menos un mij ̸= 0. Fijando ij = k se tiene que

γk : Mk −→ Ck

mk 7→ σ(mk)

es un isomorfismo. Entonces, M = Ck ⊕ L donde

Ck = γ[Mk]
= σ[Mk]
= α[Mk]
= ιMA ◦ πA[Mk]
= πA[MK ] ≤ π[M ] = A

donde
A =M ∩A

= (Ck ⊕ L) ∩A
= Ck ⊕ (L ∩A)

y como A es inescindible y Ck ̸= 0 ya que Mk ̸= 0, entonces L ∩A = 0, por
lo tanto, A = Ck. Aśı,

M = Im(ιMMk
)⊕ ker(π) =MK ⊕B.

□
A continuación, presentamos la demostración del Teorema de Krull–Re-

mak–Azumaya. Para ello, haremos uso de los tres lemas previamente demos-
trados.

Teorema 3.6.4 (Krull-Remak-Azumaya) Sea

MR =
⊕
i∈I

Mi donde End(Mi) es local para toda i ∈ I

y MR =
⊕
j∈J

Nj con Nj ̸= 0 inescindible para toda j ∈ J .

Existe una biyección β : I −→ J tal que Mi
∼= Nβ(i) para toda i ∈ I.
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Demostración. Observemos que, como

M =
⊕
j∈J

Nj = Nj1 ⊕

 ⊕
j∈J\j1

Nj


como Nj1 es inescindible por el lema 3.6.3, Nj1

∼= Mi para algún i ∈ I con
End(Nj1) local. Introduciendo la siguiente relación de equivalencia en I y
J :

i1 ∼ i2 ⇔Mi1
∼=Mi2 para i1, i2 ∈ I

j1 ∼ j2 ⇔ Nj1
∼= Nj2 para j1, j2 ∈ J

Definimos Φ : I −→ J como Φ(i) = j si Mi
∼= Nj . Φ está bien definida

por la observación previa. Para probar que existe β : I −→ J se mostrará
que existe una biyección βi : i −→ Φ(i) y y esto será una consecuencia del
Teorema de Cantor-Berstein4 para esto, solo basta mostrar que existe una
función inyectiva entre i y ϕ(i) y de manera análoga para ϕ(i) y i.

a) Si i es finito.
Supongamos que |i| = t, definimos E = {i1, · · · , is} ⊂ J . Por los lemas
3.6.2 y 3.6.3 se tiene que para l = 1, · · · , s

M =Mi1 ⊕ · · · ⊕Mis ⊕

 ⊕
j∈I\E

Nj

 .

con Mil
∼= Nik . Al ser una suma directa se tiene que Mil ̸= Mik para

il ̸= ik. Concluimos que existe s ≤ t de esta forma |Φ(i)| ≤ t = |i|,
entonces existe una función inyectiva entre i y ϕ(i).

b) i es infinito.
Consideremos πj : M −→ Nk la proyección sobre Nj y para cada k ∈ I
definamos

E(k) = {j ∈ J |πj |Mk
:Mk −→ Nj es isomorfismo}.

Por el lema 3.6.3 E(k) ̸= ∅, además E(k) es finito. Al ser πj |Mk
un

isomorfismo se tiene que para 0 ̸= m ∈ Mk, πj(m) ̸= 0. Fijando este
elemento, entonces para todo j ∈ E(k), πj |Mk

(m) ̸= 0. Como

m ∈Mk ⊆M =
⊕
j∈J

Nj ,

4Teorema de Cantor-Berstein: Sean X e Y dos conjuntos tales que existen apli-
caciones inyectivas f : X −→ Y y g : Y −→ X. Existe h : X −→ Y biyectiva. La
demostración de este teorema puede consultarse en [18].
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entonces

m =
t∑

i=1

njl

con il ∈ J para j /∈ {i1, · · · , it} se tiene que πj(m) = 0, entonces πj |Mk

no puede ser isomorfismo, por lo tanto, j ∈ {i1, · · · , it}. Veamos que

ϕ(i) =
⋃
k∈i

E(K).

⊆) Sea j ∈ ϕ(i), entonces existe i1 ∈ i tal que Mi1
∼= Nj y por el lema

3.6.3 existe k ∈ I tal que Mk
∼= Nj y por transitividad Mk

∼= Mi1 , de
donde k ∈ i1, y por lo tanto, j ∈ E(k).

⊇) Sea r ∈
⋃
k∈i

E(K), entonces existe k ∈ i tal que r ∈ E(k). Luego

Mk
∼= Mi y Mk

∼= Nr y, por lo tanto, por transitividad j ∈ ϕ(i) y

ϕ(i) =
⋃
k∈i

E(k).

Considerando
⊔
k∈i

E(k) =
⋃
k∈i

E(k)× {k} la diferencia simétrica.

Definamos ξ : ϕ(i) −→
⊔
k∈i

E(k). Para j ∈ ϕ(i) =
⋃
k∈i

E(k) se tiene que

existe k′ ∈ i tal que j ∈ E(k′), entonces definimos ξ(j) = (j, k′).
Observemos que ξ es inyectiva. En efecto, supongamos que ξ(j) = ξ(j′),
entonces

ξ(j) = ξ(j′)
(j, k′) = (j′, k′′)

j = j′

como los E(k) son finitos, entonces E(k) = {j1, j2, · · · , jt} y conside-
rando

γi : E(k) −→ N
(jr) 7→ r

tenemos que es una función inyectiva y definimos

γ :
⊔
k∈i

E(k) −→ i× N

(x, i) 7→ (i, γi(x))

Supongamos que γ(x, i) = γ(y, i′). Entonces, (i, γi(x)) = (i′, γi′(y)).
Como i = i′, se sigue que γi = γi′ y, aśı, γi(x) = γi(y). Al ser γi
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inyectiva se tiene que x = y y γ es inyectiva. Se tiene la siguiente
sucesión

ϕ(i) =
⋃
k∈i

E(k)
ξ

//
⊔
k∈i

E(k)
γ
// i× N θ // i

utilizando el resultado de conjuntos de que para X un conjunto infinito
se tiene que |X| = |X×N| como ξ, γ y θ son inyectivas, βi = θ◦γ ◦ξ es
inyectiva. Finalmente definiendo β : J −→ I como β =

⋃
i∈I

βi se tiene

que es inyectiva. De forma análoga, se prueba la afirmación anterior
para definir una función inyectiva I −→ J , de donde, por el teorema
de Cantor-Berstein β es biyectiva.

□
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Álgebras y Carcajes

El álgebra de caminos constituye un v́ınculo fundamental entre la teoŕıa
de carcajes y la teoŕıa de módulos, permitiendo interpretar todas las repre-
sentaciones como módulos sobre una K-álgebra. A lo largo de esta sección,
se supone que K es un campo algebraicamente cerrado.

A continuación, se define el álgebra asociada a un carcaj, la cual se
denomina álgebra de caminos. Esta construcción permite obtener caracteri-
zaciones importantes dentro de la teoŕıa de representaciones. Además, bajo
ciertas condiciones, cualquier álgebra puede ser vista como un álgebra de ca-
minos; en tal caso, a cada álgebra (bajo dichas condiciones) le corresponde
un carcaj asociado.

Se introducen los conceptos fundamentales de la teoŕıa de representacio-
nes de carcajes y se concluye con una equivalencia categórica que evidencia la
utilidad del estudio de estas representaciones. El desarrollo aqúı presentado
se basa principalmente en [13], [21], [15], [8], [10].

4.1 Álgebra de caminos KQ

En esta sección abordaremos las definiciones principales como lo son: un
carcaj, caminos, y la construcción y propiedades del álgebra asociada a un
carcaj.

Definición 4.1.1 Un carcaj Q es una terna (Q0, Q1, d) donde:

a) Q0 es el conjunto de objetos llamados vértices de Q.

b) Q1 es el conjunto de objetos llamados flechas de Q.
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c) d es la asignación d : Q1 −→ Q0 × Q0 donde d(α) = (o(α), t(α)) don-
de o(α) es el origen de la flecha y t(α) es el extremo final, es decir,

o(α)
α // t(α) .

Ejemplo 4.1.2 A continuación, se presentan algunos ejemplos de carcajes:

Q :

• 2 • 5

• 1 • 4 • 7

• 3 • 6 • 8

α3α1

α2

α5

α6 α9α4 α7

α8

Donde Q0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} y Q1 = {α1, α2, · · · , α9}.

Q′ :

• 2 • 5 • 7

• 1 • 4

• 3 • 6

α3

α9

α10α1”

α2

α7

α8

α6

α5

α4

Se tiene que Q′
0 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y Q′

1 = {α1, α2, · · · , α10}.

Definición 4.1.3 Sea Q un carcaj, decimos que:

a) Q es finito si |Q0 ∪Q1| <∞.

b) Q es conexo si la gráfica (no orientada) subyacente Q ⊆ Q es conexa.1

c) Q′ = (Q′
0, Q

′
1, d

′) es un subcarcaj de Q si Q′
0 ⊆ Q0, Q

′
1 ⊆ Q1 y d′ =

d|Q′
1
.

d) Q′ es un subcarcaj pleno de Q si Q′ es un subcarcaj de Q tal que

Q′
1 = {α ∈ Q1 | o(α), t(α) ∈ Q′

0}.
1Una gráfica es conexa si para cualesquiera dos vértices en ella existe un camino

entre ellos.
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Ejemplo 4.1.4 Enseguida, se exhiben ejemplos de subcarcajes. Consideran-
do el carcaj Q del ejemplo 4.1.2 y el subcarcaj R de este mismo,

R :

• 2

• 1 • 4

• 3

α3α1

α4

observemos que este carcaj no es pleno, ya que hace falta la arista α2.

• 2

• 1 • 4

• 3

α3

α2

α1

α4

Ahora, considerando el subcarcaj S del carcaj Q′ del ejemplo 4.1.2, este es
un subcarcaj pleno.

S :

• 5 • 7

• 4

• 6

α9

α10

α7

α8

α6

Definición 4.1.5 Dado un carcaj Q, se tienen los siguientes tipos de ca-
minos:

a) Los vértices i ∈ Q0 se les conoce como caminos de longitud cero y se
denotan por ϵi = (i| |i) para cada i ∈ Q0.

b) Los caminos de longitud n ≥ 1 son de la forma:

α : i
α1 // t(α1)

α2 // t(α2)
α3 // · · ·

αn−1
// o(αn)

αn // j .
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Dicho camino se denota por

α := (i|α1α2 · · ·αn |j)

o bien
α = α1α2 · · ·αn.

Denotaremos por Qn con n ∈ N, al conjunto de todos los caminos en Q de
longitud n.

Definición 4.1.6 Sea Q un carcaj. Decimos que:

a) α ∈ Qn es un ciclo si n ≥ 1 y o(α) = t(α). Un lazo es un ciclo de
longitud 1.

b) Q es aćıclico si Q no contiene ciclos orientados.

Ejemplo 4.1.7 Ejemplos de Caminos Acontinuación se muestran algu-
nos ejemplos de caminos en un carcaj.

Q′ :

• 2 • 5 • 7

• 1 • 4

• 3 • 6

α3

α9

α10α1

α2

α7

α8

α6

α5

α4

α = ( 1 |α1α3α6 | 6 ) = α1α3α6.

Q′ :

• 2 • 5 • 7

• 1 • 4

• 3 • 6

α3

α9

α10α1

α2

α7

α8

α6

α5

α4

β = ( 1 |α2α4α8α9 | 7 ) = α2α4α8α9.
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Q′ :

• 2 • 5 • 7

• 1 • 4

• 3 • 6

α3

α9

α10α1

α2

α7

α8

α6

α5

α4

γ = ( 1 |α1α3α7α10 | 7 ) = α1α3α7α10.

Definición 4.1.8 Sea Q un carcaj. Denotaremos por

a) KQn al K-espacio vectorial cuya base es Qn.

b) KQ :=
⊕
n∈N

KQn, es decir, KQ es el espacio vectorial cuya base es⋃
n∈N

Qn.

Ejemplo 4.1.9 A continuación se presentan ejemplos de espacios vectoria-
les KQ con Q un carcaj.

a) Q : • 1 • 2 • 3

Donde KQ = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕Kϵ3.

b) Q : • 1

γ

Donde: KQ = Kϵ1 ⊕Kγ ⊕Kγ2 ⊕ · · · =
⊕
n∈N

Kγn.



92

Definición 4.1.10 Sea Q un carcaj. La concatenación de caminos en Q
es una función

Qn ×Qm −→ Qn+m

definida para cada par (n,m) ∈ N× N, como:

(α, β) 7→ αβ :=

{
(o(α) |αβ | t(β)) si t(α) = o(β)

0 si t(α) ̸= o(β)
.

La concatenación de caminos en Q, se extiende K-bilinealmente a un pro-
ducto

KQ×KQ −→ KQ

de la siguiente forma: n∑
i=1

aiαi,
m∑
j=1

bjβj

 =
n∑

i=1

m∑
j=1

aibjαiβj .

A este producto enKQ se le conoce como el inducido por la concatenación
de caminos.
En la siguiente proposición se muestra que dado un carcaj Q, KQ tiene
estructura de K-álgebra.

Proposición 4.1.11 Sea Q un carcaj. Entonces, las siguientes condiciones
se satisfacen:

a) El K-espacio vectorial KQ, junto con el producto inducido por la con-
catenación de caminos, induce una estructura de K-álgebra (posible-
mente sin unidad) en KQ.

b) KQ tiene unidad si y sólo si |Q0| <∞. En tal caso {ϵi | i ∈ Q0} es un
sistema completo de idempotentes ortogonales en KQ.

c) dimK(KQ) <∞ si y sólo si Q es finito y aćıclico.
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Demostración. Probemos que KQ es una K-álgebra. En efecto, se verifi-
can las siguientes propiedades:

a.1) Sea α ∈ Qn β ∈ Qm y γ ∈ Qs. (n,m, s) ∈ N× N× N, como:

(αβ)γ =

{
(o(αβ) | (αβ)γ | t(γ)) si t(αβ) = o(γ)

0 si t(αβ) ̸= o(γ)

=

{
(o(α) |αβγ | t(γ)) si t(β) = o(γ)

0 si t(β) ̸= o(γ)

=

{
(o(α) |α(βγ) | t(βγ)) si t(α) = o(βγ)

0 si t(α) ̸= o(βγ)

= α(βγ).

a.2) Sea k1, k2 ∈ K y γ ∈ KQ, entonces

k1 (k2γ) = k1k2γ = (k1k2)γ.

a.3) Sea k1 ∈ K y γ ψ ∈ KQ,

k1(γψ) = k1

 n∑
i=1

m∑
j=1

aibjγiψj


=

 n∑
i=1

m∑
j=1

k1(aibj)γiψj


=

 n∑
i=1

m∑
j=1

(k1ai)bjγiψj

 =

 n∑
i=1

m∑
j=1

ai(k1bj)γiψj


= (k1γ)ψ = γ(k1ψ).
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a.4) Sea α , γ , ψ ∈ KQ,

αγ + αψ =

(
n∑

i=1

aiαi

)
γ +

(
n∑

i=1

aiαi

)
ψ

=
n∑

i=1

aiαiγ +
n∑

i=1

aiαiψ

=
n∑

i=1

aiαiγ + aiαiψ

=
n∑

i=1

ai(αiγ + αiψ)

=
n∑

i=1

aiαi(γ + ψ)

= α(γ + ψ).

b.1) Ahora probemos que los caminos de longitud cero forman un conjunto
completo de idempotentes ortogonales en KQ.

Si i = j entonces ϵiϵi = (i | | i)(i | | i) = (i | | i) = ϵi.

Si i ̸= j entonces ϵiϵj = (i | | i)(j | | j) = 0.

Veamos que si γ es un camino en el carcaj, se cumple lo siguiente:

ϵiγ =

{
γ si o(γ) = i

0 si o(γ) ̸= i
y γϵi =

{
γ si t(γ) = i

0 si t(γ) ̸= i.

b.2) Enseguida demostraremos que KQ tiene identidad si y solo si el con-
junto de vértices de Q es finito.
⇒) Supongamos que KQ tiene identidad, como 1KQ ∈ KQ, entonces

1KQ =

n∑
i=1

aiγi, con γi ∈ Qi

Consideremos

Q′
0 = { o (γi) | 1 ≤ i ≤ n } donde Q′

0 es finito.

Supongamos que |Q0| = ∞, entonces existe j ∈ Q0\Q′
0. Consideremos

el elemento ϵj , donde

ϵj = ϵj1KQ = ϵj

n∑
i=1

aiγi =

n∑
i=1

aiϵjγi = 0 por la observación anterior.
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Lo cual contradice que ϵj ̸= 0, y aśı |Q0| <∞.

⇐) Supongamos que |Q0| <∞. Sean 1KQ =
n∑

i=1

ϵi, y γ ∈ KQ donde

1KQγ =

(
n∑

i=1

ϵi

)
γ =

n∑
i=1

ϵiγ = ϵo(γ)γ = γ.

γ1KQ = γ

(
n∑

i=1

ϵi

)
=

n∑
i=1

γϵi = γϵt(γ) = γ.

Por lo tanto, {ϵi}ni=1 es una familia completa de idempotentes ortogo-
nales.

c) ⇒) Si dimK(KQ) <∞. Como
⋃
n∈N

KQn es una base, entonces

∣∣∣∣∣⋃
n∈N

KQn

∣∣∣∣∣ = n <∞

donde Q0 ∪Q1 ⊆
⋃
n∈N

KQn, por lo tanto, |Q0 ∪Q1| <∞, esto es Q es

finito. Para ver que Q es aćıclico, supongamos que Q tiene un ciclo de
longitud n, γ ∈ Qn, lo que lleva que γm ∈ Qnm para todo m ∈ N.

Consideremos β = {γm |m ∈ N} ⊆

∣∣∣∣∣⋃
n∈N

KQn

∣∣∣∣∣ como β es linealmente

independiente e infinito, contradice que KQ sea de dimensión finita,
por lo tanto, Q es aćıclico.
(⇐) Si Q es finito y aćıclico, entonces existe n ∈ N tal que para toda
m ≥ n, Qm = ∅. En consecuencia

dimK(KQ) =

∣∣∣∣∣
m−1⋃
i=0

Qi

∣∣∣∣∣ <∞.

□

Ejemplo 4.1.12 Consideremos el carcaj

Q : • 1 • 2 • 3

El K-espacio vectorial asociado al carcaj es:

KQ = ⟨ϵ1, ϵ2, ϵ3⟩ = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕Kϵ3.
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Ejemplo 4.1.13 Consideremos el carcaj

Q : • 1 • 2

α

β

El K-espacio vectorial asociado al carcaj es:

KQ = ⟨ϵ1, ϵ2, α, β⟩ = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕Kϵ3 ⊕Kα⊕Kβ.

Ejemplo 4.1.14 Consideremos el carcaj

Q : • 1

γ

Por lo que, el K-espacio vectorial asociado al carcaj es:

KQ = ⟨ϵ1, γ, γ2, · · · ⟩ =
⊕
i∈N

Kγi = Kϵ1 ⊕Kγ ⊕Kγ2 ⊕Kγ3 ⊕ · · ·

Definición 4.1.15 Sea Λ un anillo. Decimos que Λ es conexo si {0, 1} son
los únicos elementos idempotentes centrales en Λ.

Lema 4.1.16 Sea Λ un anillo. Entonces, Λ es conexo si y sólo si Λ no se
puede escribir como el producto de anillos Λ = R × S donde R y S son
anillos no triviales.

Demostración. ⇒) Supongamos que Λ es conexo, entonces sus únicos ele-
mentos idempotentes son {0, 1}, lo cual es una familia completa de idempo-
tentes ortogonales primitivos, por el lema 3.5.7, sin perdida de generalidad,
se obtiene Λ = R× S = 0R× 1R.
⇐) Sea d ∈ Z(Λ) elemento idempotente. Entonces, 1 − d ∈ Z(Λ) ya que
para todo r ∈ Λ

r(1− d) = r − rd = r − dr = (1− d)r.

Entonces, Λ = dΛ
⊕

(1−d)Λ y al ser inescindible d = 0 o d = 1. □

Lema 4.1.17 Sean Λ un anillo y e ∈ Λ un elemento idempotente. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen:

a) La correspondencia

ρ : eΛe −→ EndK(Λe)op

eλe 7−→ (λ′e)(ρ(eλe)) = λ′eλe

dada por la multiplicación a derecha, es un isomorfismo de anillos.
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b) El idempotente e es primitivo si y solo si eΛe ̸= 0 y para todo τ ∈ eΛe
con τ2 = τ , se tiene que τ = e o τ = 0.

Demostración.

a) Observemos que

ρ : eΛe −→ EndK(Λe)op

eλe 7→ ϕ(eλe) : Λe −→ Λe
(re) 7→ reλe

es un isomorfismo de anillos:

a.1) Sea ere, er1e ∈ eΛe, entonces ϕ(ere+ er1e) : Λe −→ Λe

(se)ϕ(ere+ er1e) = (se)ϕ(e(r + r1)e)
= se(r + r1)e
= sere+ ser1e
= (se)ϕ(ere) + (se)ϕ(er1e).

a.2) Sea ere, er1e ∈ eΛe. Veamos que ϕ((ere)(er1e)) = ϕ(e(reri)e),
primero notemos que para se ∈ Λe se tiene que (se)ϕ(e(reri)e) =
serer1e. Luego

(se)(ϕ(ere)ϕ(er1e)) = [(se)(ϕ(ere)]ϕ(er1e)
= [sere]ϕ(er1e)
= serer1e.

Notemos que ρ(e) = 1Λe. En efecto, ρ(e) = ϕ(e)Λe −→ Λe donde

(se)ϕ(e) = see = se.

a.3) Sea ere ∈ ker(ρ), entonces ϕ(ere) ≡ 0

(se)ϕ(ere) = sere = 0 ∀ se ∈ Λe,

en particular:
(e)ϕ(ere) = ere = 0,

por lo tanto, ker(ρ) = {0}.
a.4) Para λ ∈ End(Λe)op. Consideremos e(e)λ ∈ eΛe de esta forma se

tiene que:
ρ(e(e)λ) = ϕ(e(e)λ)

y para todo se ∈ Λe

(se)ϕ(e(e)λ) = se(e)λ = (se)λ.
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De esta forma ρ es un isomorfismo de anillos.

b) ⇒) Como e es idempotente primitivo, entonces ΛΛe es inescindible. Se
sigue por el teorema 3.5.9 que End(Λe)op solo tiene a {0, id} elementos
idempotentes y por el inciso a) End(Λe)op ∼= eΛe. Por lo tanto, eΛe ̸= 0
y para τ ∈ eΛe tal que τ2 = τ se sigue que τ = 0 o τ = e.
⇐) Como eΛe ̸= 0 y 1eΛe = e ∈ eΛe se concluye que e es primitivo.

□

Lema 4.1.18 Sea Λ un anillo y {e1, e2, · · · , en} una familia completa de
idempotentes ortogonales de Λ. Entonces, se tiene que Λ no es conexo si y
solo si existe una partición no trivial {1, · · · , n} = I ⊎ J tal que
eiΛej = 0 = ejΛei para todo i ∈ I y para toda j ∈ J .

Demostración. ⇒) Como Λ no es conexo, existe c ∈ Z(Λ) elemento
idempotente con c ̸= 0 y c ̸= 1. Definamos ci = eicei ∈ eΛe para toda
i = 1, · · · , n y consideremos el conjunto

I = {i | ci = 0} y J = {j | cj = ej}

donde
c2i = (eicei)(eicei) = eic

2ei = eicei = ci.

Por el lema 4.1.17 inciso b) se tiene que ci = 0 o ci = ei, por lo tanto,
I ̸= ∅, J ̸= ∅.

Veamos que ∀ i ∈ I y ∀ j ∈ J se tiene que eic = cei = 0 y ejc = cej = ej .
Observemos que

c = 1c1 =

(
n∑

i=1

ei

)
c

(
n∑

i=1

ei

)

=

(
n∑

i=1

ei

)(
n∑

i=1

cei

)

= e1

(
n∑

i=1

cei

)
+ e2

(
n∑

i=1

cei

)
+ · · ·+ en

(
n∑

i=1

cei

)
= e1ce1 + e2ce2 + · · ·+ encen

=

(
n∑

i=1

eicei

)
=

(
n∑

i=1

ci

)
.

Luego, para i ∈ I

eic = ei

(
n∑

t=1

ct

)
=

(
n∑

t=1

eict

)
=

(
n∑

t=1

eietcet

)
= eicei = ci = 0
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y para j ∈ J

ejc = ej

(
n∑

t=1

ct

)
=

(
n∑

t=1

ejct

)
=

(
n∑

t=1

ejetcet

)
= ejcej = cj = ej .

De manera similar se muestran las afirmaciones para cei y cej .
Consideremos (i, j) ∈ I × J como c ∈ Z(Λ) y por las igualdades anteriores,

eiΛej = eiΛ(cej) = ei(Λc)ej = ei(cΛ)ej = (eic)Λej = ciΛej = 0Λej = 0

ejΛei = (ejc)Λei = ejΛcei = ejΛ0 = 0.

Por lo tanto, eiΛej = ejΛei = 0 para todo par (i, j) ∈ I × J. ⇐) Definamos

c =
∑
j∈J

ej como

1 =

n∑
t=1

et =
∑
j∈J

ej +
∑
i∈I

ei = c+ c′.

Entonces, {c, c′} es una familia completa de idempotentes ortogonales de
Λ y por el teorema 3.5.9 se tiene que

Λ = cΛ⊕ c′Λ.

Además, como I⊎J = {1, 2, · · · , n} es la unión disjunta y ei son una familia
completa de idempotentes, entonces c ̸= {0, 1} y solo falta ver que c ∈ Z(Λ).
Sea λ ∈ Λ, por hipótesis eiλej = 0 para toda i ∈ I y j ∈ J , se sigue que:

cλ = cλ1 = cλ

 n∑
j∈J

ej +
n∑
i∈I

ei


= cλ

 n∑
j∈J

ej

+ cλ

(
n∑
i∈I

ei

)

=

 n∑
j∈J

ej

λ

 n∑
j∈J

ej

+

 n∑
j∈J

ej

λ

(
n∑
i∈I

ei

)

=

 n∑
j∈J

ej

λ

 n∑
j∈J

ej

+ 0

=

 n∑
j∈J

ejλej


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y

λc = 1λc =

 n∑
j∈J

ej +

n∑
i∈I

ei

λc

=

 n∑
j∈J

ej

λc+

(
n∑
i∈I

ei

)
λc

=

 n∑
j∈J

ej

λ

 n∑
j∈J

ej

+

(
n∑
i∈I

ei

)
λ

 n∑
j∈J

ej


=

 n∑
j∈J

ej

λ

 n∑
j∈J

ej

+ 0

=

 n∑
j∈J

ejλej

 .

□

Teorema 4.1.19 Sea Q un carcaj finito.

a) {ϵi | i ∈ Q0} es una familia completa de idempotentes ortogonales pri-
mitivos en KQ.

b) La K-álgebra KQ es conexa si y solo si Q es conexo.

Demostración.

a) En la proposición 4.1.11 tenemos que {ϵi}ni=1 es una familia completa
de idempotentes ortogonales, por lo que solo queda ver que cada ϵi es
primitivo.
Por el lema 4.1.17, solo queda ver que ϵi(KQ)ϵi ̸= 0 y que los únicos
elementos idempotentes en ϵi(KQ)ϵi son {ϵi, 0}. Como ϵi ∈ ϵi(KQ)ϵi,
entonces ϵi(KQ)ϵi ̸= 0. Para ver que ϵi(KQ)ϵi solo tiene idempotentes
triviales. Veremos dos casos: Para γ ∈ Qn, observemos que

ϵiγϵi =

{
γ si t(γ) = o(γ) = i

0 en otro caso

a.1) Q es aćıclico.
Śı, ϵiγϵi ̸= 0, al ser aćıclico se tiene γ = ϵi, entonces

ϵi(KQ)ϵi = Kϵi ∼= K.
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A través de la asignación aϵi 7→ a y al ser K un campo, este
solo tiene de elementos idempotentes al {0, 1} y por la asigna-
ción anterior ϵi(KQ)ϵi solo tiene como elementos idempotentes a
{ϵi, 0}.

a.2) Q tiene ciclos que pasan por el vértice i.
Como Q es finito existen γ1, · · · , γr ciclos que pasan por i. Sea
λ ∈ ϵi(KQ)ϵi un elemento idempotente.

λ = a0ϵi +
r∑

i=1

aiγi = a0ϵi + w

de donde, como λ2 − λ = 0 se sigue que:

λ2−λ = (a20−a0)ϵi+(2a0−1)w+w2 = (a20−a0)ϵi+[(2a0−1)ϵi+w)]w = 0.

Entonces, solo queda que a20 − a0 = 0 y w = 0. De esta forma, si
a0 = 0. implica λ = 0 o si a0 = 1 se tiene que λ = ϵi.

b) ⇒) Supongamos que Q no es conexo. Sea Q′ ⊆ Q la parte conexa de
Q. Definamos Q′′ = Q\Q′ y Q′′

0 = Q0\Q′
0. Por el inciso a) el conjunto

{ϵi | i ∈ Q0} es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos.
Sean a ∈ Q′

0, b ∈ Q′′
0 y γ un camino en Q, entonces se tienen dos

opciones γ ∈ Q′ o γ ∈ Q′′

Si γ ∈ Q′, entonces t(γ) ̸= b y o(γ) ̸= b de esta maneraϵbγ = γϵb = 0,
por lo tanto, ϵb(KQ)ϵa = ϵa(KQ)ϵb = 0. Análogamente, se prueba la
afirmación para γ ∈ Q′′. Y por el lema 4.1.18 se concluye que KQ no
es conexo.
⇐) Supongamos que Q es conexo y KQ no es conexa, entonces por el
lema 4.1.18 existe I ⊎J = Q′

0∪Q′′
0 tal que, para todo x ∈ Q′

0 y y ∈ Q′′
0

se tiene que x(KQ)y = y(KQ)x = 0. Al ser Q conexo existe α ∈ Qn

tal que o(α) = x y t(α) = y, entonces xαy = α ∈ x(KQ)y, lo que
contradice que α sea un elemento de una base de KQ. Por lo tanto,
KQ es conexo.

□
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4.2 Propiedad Universal de KQ

Una vez visto la contrucción del álgebra de caminos. Una propiedad
importante es la propiedad universal, esta nos dice que existe una forma
de asignar los vértices y flechas del carcaj dentro de otra álgebra y esta se
puede extender de manera única a toda el álgebra de caminos. Abordaremos
algunos ejemplos importantes.

Teorema 4.2.1 Sea Q un carcaj con un número finito de vértices y A una
K-álgebra con unidad. Entonces, toda función

ϕ : Q0 ∪Q1 −→ A

que satisface las siguientes condiciones:

a) {ei := ϕ(ϵi) | i ∈ Q0} es una familia completa de idempotentes ortogo-
nales en A.

b) Para toda α ∈ Q1 se tiene que

ϕ(α) = ϕ(ϵo(α))ϕ(α) = ϕ(α)ϕ(ϵt(α))

se extiende de manera única a un morfismo de K-álgebras
ϕ : KQ −→ A tal que ϕ̄i = ϕ, esto es, el siguiente diagrama conmuta.

Q0 ∪Q1 A

KQ

ϕ

i
ϕ

Demostración. Veamos primero la existencia: Sea ϕ : Q0 ∪Q1 −→ A una
función que satisface las condiciones a) y b). Definamos para n ∈ N, el mor-
fismo ϕn : KQn −→ A.

Si n = 0 ϕ0 : KQ0 −→ A donde ϕ0 es la extensión lineal como espacio
vectorial de ϕ|Q0 , esto es,

Q0 A

KQ0

ϕ|Q0

i
ϕ0
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Si n = 1 se tiene que ϕ1 : KQ1 −→ A donde:

Q1 A

KQ1

ϕ|Q1

i
ϕ1

Para n ≥ 2. Recordemos que KQn es un K-espacio vectorial generado por Qn,
entonces para γ ∈ Qn tenemos que γ = γ1γ2 · · · γn donde cada γj ∈ Q1. Para
j = 1, · · · , n, definamos

ϕn : KQn −→ A
γ 7−→ ϕ(γ1)ϕ(γ2) · · ·ϕ(γn),

entonces γn es la extensión lineal K-lineal de Qn

Qn A

KQn

ϕ|Qn

i
ϕn

Para γ ∈ Qn y δ ∈ Qm tenemos que

γδ =

{
γδ si t(γ) = o(δ)

0 en otro caso

Si t(γ) ̸= o(δ), se tiene que t(γn) ̸= o(δ1), esto es, ϕn+m(γδ) = 0. Ahora probemos
que ϕn(γ)ϕm(δ) = 0. Como

ϕn(γ) = ϕ(γ1) · · ·ϕ(γn)

ϕm(δ) = ϕ(δ1) · · ·ϕ(δm),

entonces

ϕn(γ)ϕm(δ) = ϕ(γ1) · · ·ϕ(γn)ϕ(δ1) · · ·ϕ(δm)
= ϕ(γ1) · · ·ϕ(γn)ϕ(ϵt(γn))ϕ(ϵo(δ1))ϕ(δ1) · · ·ϕ(δm)
= ϕn(γ)ϕ(ϵt(γn)ϵo(δ1))ϕm(δ)
= ϕn(γ)ϕ(0)ϕm(δ)
= 0.

Por lo tanto, ϕn+m(γδ) = ϕn(γ)ϕm(δ). Ahora, si t(γ) = o(δ), es decir, t(γn) = o(δ1)
se tiene:

ϕn+m(γδ) = ϕn +m(γ1 · · · γnδ1 · · · δm)
= ϕ(γ1) · · ·ϕ(γn)ϕ(δ1) · · ·ϕδm)
= ϕn(γ)ϕm(δ)

aśı ϕn es un morfismo de K-álgebras y KQ =
⊕
n∈N

KQn y por la propiedad universal

de la suma directa se tiene
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KQj

⊕
n∈N

KQn

A

ιj

ϕj

ϕ

existe un único ϕ :
⊕
n∈N

KQn −→ A lineal tal que ϕ|KQj = ϕj para toda j ∈ N. Solo

falta mostrar que ϕ(1KQ) = 1A.

ϕ(1KQ) = ϕ

∑
i∈Q0

ϵi


=
∑
i∈Q0

ϕ(ϵi)

=
∑
i∈Q0

ϕ0(ϵi)

=
∑
i∈Q0

ϕ(ϵi)

=
∑

i∈Q0
ei

= 1 por el inciso a).

Por lo tanto, ϕ es morfismo de K-álgebras.
Sigamos con la unicidad: Supongamos que existe ψ : KQ −→ A que satisface a) y
b) y ψ|Q0∪Q1

= γ. Probemos que ψ|KQn
= ϕn para toda n ∈ N. Para n = 0, 1 se

tiene por hipótesis. Si γ ∈ Qn con n ≥ 2, entonces

ψ(γ) = ψ(γ1 · · · γn)
= ψ(γ1) · · ·ψ(γn)
= ϕ(γ1) · · ·ϕ(γn)
= ϕn(γ)

y por unicidad de ψ se tiene que ϕ = ψ. □

Ejemplo 4.2.2 Consideremos

Q : • 1

γ

Observemos que KQ = Kϵ1 ⊕Kγ ⊕Kγ2 ⊕ · · · . Entonces, β = {αn : n ∈ N}
es la base de KQ. Consideremos el siguiente morfismo de K-álgebras.

ψ : KQ −→ K[x]

γ =

n∑
i=0

aiα
i 7→

n∑
i=0

aix
i
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probemos que ψ es un isomorfismo de K-álgebras. Sea γ, β ∈ KQ y k ∈ K.
Supongamos que n < m. Se cumple lo siguiente:

ψ(γ + β) = ψ

 n∑
i=0

aiα
i +

m∑
j=0

bjα
j


= ψ

(
m∑
i=0

(ai + bi)α
i

)

=
m∑
i=0

(ai + bi)x
i

=
n∑

i=0

aiα
i +

m∑
j=0

bjα
j

= ψ(γ) + ψ(β).

ψ(γβ) = ψ

 n∑
i=0

aiα
i

m∑
j=0

bjα
j


= ψ

 n∑
i=0

m∑
j=0

aibjα
iαj


= ψ

 n∑
i=0

m∑
j=0

aibjα
i+j


=

n∑
i=0

m∑
j=0

aibjx
i+j

=

n∑
i=0

m∑
j=0

aibjx
ixj

= ψ(γ)ψ(β).

ψ(kγ) = ψ

(
k

n∑
i=0

aiα
i

)

= ψ

(
n∑

i=0

kαi

)

=
n∑

i=0

kxi

= k
n∑

i=0

αi

= kψ(γ).
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Veamos que ψ es inyectiva. Sea γ, β ∈ KQ tal que ψ(γ) = ψ(β) esto es

ψ(γ) =
n∑

i=0

aix
i =

m∑
j=0

bjx
j = ψ(β);

entonces m = n y ai = bj para toda i y aśı γ = β.

Para ver que ψ es suprayectiva. Sea p(x) ∈ K[x], entonces p(x) =

n∑
i=0

aix
i.

Consideremos γ =
n∑

i=0

aiαi, de esta forma ψ(γ) = p(x).

Ejemplo 4.2.3

Q : • 1 • 2 • 3

Observemos que KQ = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕Kϵ3 y se tiene la siguiente tabla de
multiplicación de los elementos.

• ϵ1 ϵ2 ϵ3
ϵ1 ϵ1 0 0
ϵ2 0 ϵ2 0
ϵ3 0 0 ϵ3

Definamos la siguiente función;

ψ : Q0 ∪Q1 −→ K3

ϵ1 7→ (1, 0, 0)
ϵ2 7→ (0, 1, 0)
ϵ3 7→ (0, 0, 1)

ψ satisface las condiciones del Teorema 4.2.1. Por lo tanto, ψ se puede
extender a un isomorfismo de K-álgebras y aśı KQ ∼= K3.

Ejemplo 4.2.4

Q : • 1 • 2 • 3
α12 α23

Donde KQ = Kϵ1 ⊕ Kϵ2 ⊕ Kϵ3 ⊕ Kα12 ⊕ Kα23 ⊕ Kα13, aśı la tabla de
multiplicación de elementos queda de la siguiente forma.

• ϵ1 ϵ2 ϵ3 α12 α23 α13

ϵ1 ϵ1 0 0 α12 0 α13

ϵ2 0 ϵ2 0 0 α23 0
ϵ3 0 0 ϵ3 0 0 0
α12 0 α12 0 0 α13 0
α23 0 0 α23 0 0 0
α13 0 0 α13 0 0 0
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Consideremos T3(K) = {(aij)3×3 ∈M3×3 | aij = 0 para i < j} el conjunto
de matrices triangulares inferiores de tamaño 3× 3. Definamos el morfismo

ψ : KQ −→ T3(K)
ϵ1 7→ E33

ϵ2 7→ E22

ϵ3 7→ E11

α12 7→ E32

α23 7→ E21

α13 7→ E31

Donde la matriz

Eij =

{
1 en la entrada ij

0 en otro caso.

Por el teorema 4.2.1 se tiene que KQ ∼= T3(K).

Ejemplo 4.2.5

Q : • 1 • 2 • 3 · · · • n− 1 • nα12 α23 α34
α(n−2)(n−1) α(n−1)n

Observemos que los subespacios de KQ son de la siguiente forma:

KQ0 = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕ · · · ⊕Kϵn.
KQ1 = Kα12 ⊕Kα23 ⊕ · · · ⊕Kα(n−1)n.
KQ2 = Kα13 ⊕Kα24 ⊕ · · · ⊕K(n−2)n.

...

KQl = Kα1(l+1) ⊕Kα2(l+2) ⊕ · · · ⊕Kα(n−l)n =
n−l⊕
i=1

Kαi(l+i).

Donde αij es el camino que inicia en el vértice i y términa en el vértice j,
de esta forma

KQ =

n⊕
i=0

KQi =

n⊕
i=0

n−i⊕
j=1

Kαj(i+j).

Definiendo el siguiente morfismo de K-álgebras entre KQ y Tn(K) las ma-
trices triangulares inferiores de tamaño n× n de la siguiente forma.

ψ : KQ −→ Tn(K)
n∑

i=0

n−i∑
j=1

aijαj(i+j) −→
n∑

i=0

n−i∑
j=1

aijE(n−j+1)(n−(i+j)+1

y con ello se obtiene que KQ ∼= Tn(K).
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Ejemplo 4.2.6

• 2

• 1 • 5 • 3

• 4

α25

α15

α35

α45

Observemos que Q0 = {ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4, ϵ5} y Q1 = {α15, α25, α35, α45}, entonces
la tabla de multiplicación de elementos queda de la siguiente manera:

• ϵ1 ϵ2 ϵ3 ϵ4 ϵ5 α15 α25 α35 α45

ϵ1 ϵ1 0 0 0 0 α15 0 0 0
ϵ2 0 ϵ2 0 0 0 0 α25 0 0
ϵ3 0 0 ϵ3 0 0 0 0 α35 0
ϵ4 0 0 0 ϵ4 0 0 0 0 α45

ϵ5 0 0 0 0 ϵ5 0 0 0 0
α15 0 0 0 0 α15 0 0 0 0
α25 0 0 0 0 α25 0 0 0 0
α35 0 0 0 0 α35 0 0 0 0
α45 0 0 0 0 α545 0 0 0 0

Considerado el subespacio

W =



a 0 0 0 f
0 b 0 0 g
0 0 c 0 h
0 0 0 d i
0 0 0 0 e

 | tal que, a, b, c, d, e, f, g, h, i ∈ KQ


y ψ : KQ −→ W definido de la siguiente manera αij 7→ Eij se obtiene que
KQ ∼=W .

Para el siguiente ejemplo daremos una pequeña introducción de la estructura
anillos formales de matrices triangulares.

Definición 4.2.7 Sea A, C dos anillos y CBA un bimódulo. Denotamos al
conjunto (

A 0
B C

)
=

{(
a 0
b c

)
: a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C

}
y definimos las siguientes operaciones
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a) +) Suma

(
a 0
b c

)
+

(
a′ 0
b′ c′

)
=

(
a+ a′ 0
b+ b′ c+ c′

)

b) •) Producto:
(
a 0
b c

)
·
(
a′ 0
b′ c′

)
=

(
aa′ 0

ba′ + cb′ cc′

)

Proposición 4.2.8

((
A 0
B C

)
, +, •

)
es un anillo.

Demostración. Estas propiedades se heredan de que A y C son anillos y B
un bimódulo. □

Si A y C son anillos con identidad, entonces

(
A 0
B C

)
tiene identidad,

donde

I =

(
1A 0
0 1C

)
. Al anillo

(
A 0
B C

)
con las operaciones definidas anterior-

mente, se le conoce como el anillo formal de matrices triangulares

construido por A, B, C. Para simplificar la notación R =

(
A 0
B C

)
.

Una vez visto lo necesario, veamos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.2.9 a) Sea T i
2(A) el anillo de matrices inferiores de 2 × 2

sobre un anillo A.

b) Si A, C ⊆ B subanillos de B, entonces R es un subanillo T i
2(B).

c) Considerando A = Q, C = R y B = C entones(
Q 0
C R

)
⊆
(
C 0
C C

)
.

Ejemplo 4.2.10 (Álgebra de Kronecker.) Sea el siguiente Carcaj.

Q : • 1 • 2

α

β

donde KQ = Kϵ1 ⊕Kϵ2 ⊕Kα⊕Kβ, la tabla de multiplicación es:

• ϵ1 ϵ2 α β
ϵ1 ϵ1 0 α β
ϵ2 0 ϵ2 0 0
α 0 α 0 0
β 0 β 0 0
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Consideremos A =

(
K 0
K2 K

)
=

(
K 0

K ×K K

)
, el anillo formal de matri-

ces triangulares construido por K. Tomando el siguiente morfismo

ϕ : KQ −→ A

ϵ1 7→
(
0 0
0 1

)
ϵ2 7→

(
1 0
0 0

)
α 7→

(
0 0

(1, 0) 0

)
β 7→

(
0 0

(0, 1) 0

)
obtenemos un isomorfismo de K-álgebras.

Ejemplo 4.2.11 Sea

Q : • 1
... • 2

α1

αn−1

αn

α2

y A =

(
K 0
Kn K

)
, como KQ = Kϵ1 ⊕ Kϵ2 ⊕ Kα1 ⊕ Kα2 ⊕ · · · ⊕ Kαn,

entonces consideremos el siguiente morfismo.

ϕ : KQ −→ A

ϵ1 7→
(
0 0
0 1

)
ϵ1 7→

(
0 0
0 1

)
αi 7→

(
0 0

(0, · · · , 1, · · · , 0) 0

)
Se obtiene que KQ ∼= A.
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Ejemplo 4.2.12 Consideremos

• 1 • 2

α3

α1

α2

y R =

(
R [x] 0
R [x, y] R [y]

)
el anillo de matrices formales generado por R[x] y

R[y]. Considerando el siguiente morfismo,

ϕ : KQ 7→ R

ϵ1 7→
(
0 0
0 1

)
ϵ2 7→

(
1 0
0 0

)
α1 7→

(
0 0
1 0

)
α2 7→

(
0 0
0 y

)
α3 7→

(
x 0
0 0

)

Se obtiene que KQ ∼= A. probemos que ϕ es un isomorfismo de K-álgebras
para ello mostraremos que satisface las condiciones de 4.2.1.

ϕ(ϵ1α1) = ϕ(α1) =

(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
0 1

)(
0 0
1 0

)
= ϕ(ϵ1)ϕ(α1)

ϕ(ϵ1α2) = ϕ(α2) =

(
0 0
0 y

)
=

(
0 0
0 1

)(
0 0
0 y

)
= ϕ(ϵ1)ϕ(α2)

ϕ(ϵ2α3) = ϕ(α3) =

(
x 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)(
x 0
0 0

)
= ϕ(ϵ2)ϕ(α3).

Por lo tanto, existe ϕ morfismo de K-álgebras de KQ a R. Falta mostrar
que ϕ es isomorfismo.
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Veamos que ker(ϕ) = 0. Sea γ ∈ Ker(ϕ), entonces

ϕ(γ) = ϕ(a1ϵ1 + a2ϵ2 + a3α1 + a4α2 + a5α3 +
∑

i

∑
j aijα

i
2α1α

j
3)

= a1ϕ(ϵ1) + a2ϕ(ϵ2) + a3ϕ(α1) + a4ϕ(α2) + a5ϕ(α3) +
∑
i

∑
j

aijϕ(α
i
2)ϕ(α1)ϕ(α

j
3)

=

(
0 0
0 a1

)
+

(
a2 0
0 0

)
+

(
0 0
a3 0

)
+

(
0 0
0 a4y

)
+

(
a5x 0
0 0

)

+
∑
i

∑
j

aij

(
0 0
0 yi

)(
0 0
1 0

)(
xj 0
0 0

)
=

(
0 0
0 a1

)
+

(
a2 0
0 0

)
+

(
0 0
a3 0

)
+

(
0 0
0 a4y

)
+

(
a5x 0
0 0

)

+
∑
i

∑
j

aij


0 0∑

i

∑
j

aijy
ixj 0



=


a2 + a5x 0

a3 +
∑
i

∑
j

aijy
ixj a1 + a4y


=

(
0 0
0 0

)
,

entonces

a2 + a5x = 0 a2 = a5 = 0

a1 + a4y = 0 ⇒a1 = a4 = 0

a3 +
∑
i

∑
j

aijy
ixja1 + a4y = 0 a3 = aij = 0

por lo que se obtiene que ϕ es inyectiva.
Sea 

∑
i

aix
i 0

∑
i

∑
j

aijy
ixj

∑
j

cjy
j

 ∈ R.
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Considerando γ ∈ KQ de la siguiente manera

γ =
∑
i

aiα
i
3 +

∑
k

∑
l

bklα
k
2α1α

l
3 +

∑
j

cjα
j
2

se obtiene que KQ ∼= R, pero sabemos que K[x, y] ∼= K[x] ⊗ K[y], por lo
tanto,

KQ ∼=
(

K [x] 0
K [x]⊗K [y] K [y]

)
.

4.3 Ideales de KQ

En este caṕıtulo analizaremos uno de los elementos importantes en el álge-
bra de carcaj, los ideales. Veremos propiedades que estos tienen dentro del
álgebra.

Definición 4.3.1 Dado Q un carcaj denotamos como F al ideal generado

por Q1 en KQ, esto es, paraγ ∈ F = ⟨Q1⟩ se tiene que γ =
∑
i∈Q0

aiγ1 con

γi ∈ Q1.

Lema 4.3.2 Dado Q un carcaj, para todo m ∈ N\{0} se tiene que

Fm =
⊕
n≥m

KQn y
Fm

Fm+1
∼= KQm como K-módulos.

Demostración. Para m = 1, veamos que F =
⊕
n≥1

KQn. ⊆) Como F =

⟨Q1⟩ ⊆
⊕

n≥1KQn.

⊇) Sea γ ∈
⊕

n≥1KQn, por lo que γ =

s∑
i=1

aiγi donde γi ∈ Qi, observemos

que
γi = γi1γi2 · · · γij

con γij ∈ Q1, de esta forma,

γ = a1γ1 + a2γ21γ22 + a3γ31γ32γ33 + · · ·+ asγs1 · · · γss

como F es un ideal se tiene que aiγij ∈ F , se sigue que
∑
i

aiγi ∈ F . Por

lo tanto, γ ∈ F .
Supongamos que se cumple param, esto es que Fm =

⊕
n≥mKQn, entonces

Fm+1 = F = ⟨Q1⟩

⊕
n≥m

KQn

 = ⟨Q1⟩KQm ⊕ ⟨Q1⟩KQm+1 ⊕ · · · ....(∗)
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observemos que si γ ∈ ⟨Q1⟩ y δ ∈ KQn, entonces γδ ∈ KQm+1, con esto de
(∗) se obtiene que

Fm+1 = KQm+1 ⊕KQm+2 ⊕ · · · =
⊕

n≥m+1

KQn.

b) Por el inciso a) tenemos que Fm =
⊕
n≥m

KQn. Consideremos la proyección

sobre KQm donde; π :
⊕
n≥m

KQn −→ KQm es un morfismo suprayectivo y

el ker(π) =
⊕

n≥m+1

KQn, entonces por el primer teorema de isomorfismo de

Noether ⊕
n≥m

KQn

ker(π)
=

⊕
n≥m

KQn⊕
n≥m+1

KQn

=
Fm

Fm+1
∼= KQm.

□

Lema 4.3.3 Sean Q un carcaj finito y K |Q0| = K × · · · ×K la K-álgebra
semisimple asociada a Q. Entonces, las siguientes condiciones se satisfacen

a)
KQ

F
=
⊕
i∈Q0

Kϵi como K-módulos donde ϵi = ϵ1 + F .

b) La aplicación

ϕ :
KQ

F
−→ K |Q0|

ϵi 7→ (0, · · · , 1, · · · , 0)
es un isomorfismo de K-álgebras y {ϵi | i ∈ Q0} es una familia com-

pleta de idempotentes ortogonales primitivos de
KQ

F
.

Demostración. a) Por el lema 4.3.2 se tiene

KQ

F
=

⊕
n≥0

KQn⊕
n≥1

KQn

∼= KQ0,

entonces como K-espacios vectoriales

dimK

(
KQ

F

)
= dimK(KQ0) = |Q0|,
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entonces
KQ

F
⊆
⊕
i∈Q0

Kϵi.

Sea γ ∈
⊕
i∈Q0

Kϵi, entonces

γ =
∑
i∈Q0

aiϵi

=
∑
i∈Q0

ai(ϵi + F )

=
∑
i∈Q0

(aiϵi + aiF )

=
∑
i∈Q0

aiϵi +
∑
i∈Q0

aiF

=

∑
i∈Q0

aiϵi + F

 ∈ KQ
F

b) Consideremos

ϕ :
⊕
i∈Q0

K ϵi −→ K |Q0|

ϵi 7→ ei

observemos que {ϵi}i∈Q0son idempotentes ortogonales, pues

ϵi
2 = (ϵi + F )(ϵi + F ) = ϵ2i + F = ϵi + F

para i ̸= j
ϵi ϵj = ϵiϵj + F = 0 + F = 0

Sea γ, δ ∈ KQ

F
, entonces

ϕ(γδ) = ϕ

∑
i∈Q0

γiδiϵi

 =
∑
i∈Q0

γiδiei

ϕ(γ)ϕ(δ) = ϕ

∑
i∈Q0

γiϵi

ϕ

∑
i∈Q0

δiϵi

 =

∑
i∈Q0

γiei

∑
i∈Q0

δiei

 =
∑
i∈Q0

γiδiei

al ser ϕ un morfismo de K-álgebras se tiene por el teorema 4.2.1 que es un

isomorfismo. Veamos que ϵi son elementos primitivos, como
KQ

F
∼= K |Q0|.



116

Por el lema 4.1.17 inciso b) solo queda ver que eiK
|Q0|ei ̸= 0. En efecto, ya

que ei ∈ eiK
|Q0|ei.

Recordando que ei = (0, · · · , 1, · · · , 0) y que

ei(K
|Q0|) = 0× · · · ×K × · · · × 0,

entonces
ei(K

|Q0|)ei = 0× · · · ×K × · · · × 0 ∼= K.

Por lo tanto, ei(K
|Q0|)ei solo tiene {ei, 0} como conjunto de elementos idem-

potentes. En consecuencia, ei es primitivo y por el isomorfismo ϵi también lo
es. □

4.4 Cocientes de álgebras de Caminos

Una estructura que se analiza en la teoŕıa de anillos, es el cociente con
un ideal, en esta, sección estudiaremos las propiedades que se tienen en el
cociente con el ideal F .

Definición 4.4.1 Sean Q un carcaj finito e I un ideal de KQ. Decimos
que I es admisible si existe m ∈ N con m ≥ 2 tal que

Fm ⊆ I ⊆ F 2

Al par (Q, I) con I admisible se le llama un carcaj con relaciones.

Lema 4.4.2 Sean Q un carcaj finito e I ≤ KQ tal que F 2 ⊆ I, entonces

a) I es admisible si y solo si para cada ciclo σ ∈ Q existe n ∈ N tal que
σn ∈ I.

b) I = 0 es admisible si y solo si Q es aćıclico.

Demostración. a) ⇒ Supongamos que I es admisible, entonces existe
m ∈ N tal que ⊕

n≥m

KQn = Fm ⊆ I ⊆ F 2

Sea σ ∈ Q un ciclo de longitud l, tomando n = m se tiene σm ∈ I, por ser
admisible.
⇐) Sea σ un ciclo de longitud l ≥ 2 en Q, por hipótesis σn ∈ I donde

σ = σ1(σ2 · · ·σl) ∈ ⟨Q1⟩

por lo que σ ∈ F = ⟨Q1⟩, entonces σn ∈ Fn aśı Fn ⊆ I, esto es I es
admisible.
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b) ⇒ Como I = 0 es admisible, existe m ∈ N tal que Fm ⊆ I = 0, de tal

forma que Fm =
⊕
n≥m

KQn = 0 esto nos dice KQm = 0 por lo que Q tiene

caminos de a lo más de longitud m−1. En consecuencia dimK(KQ) = m <
∞ y aśı Q es aćıclico.
⇐) Si Q es aćıclico, se tiene dimK(KQ) = m <∞, por lo que

KQ =
m−1⊕
i=0

KQi y aśı KQn = 0 para todo n ≥ m y, por lo tanto,

Fm =
⊕
n≥m

KQn = 0.

□

Ejemplo 4.4.3 Consideremos

Q :

• 2

• 1 • 4

• 3

αβ

λ

δ γ

se tiene que KQ =
2⊕

i=0

KQi =

(
3⊕

i=1

ϵi

)
⊕Kα⊕Kβ⊕Kδ⊕Kγ⊕Kβα⊕Kδγ.

Observemos que
⊕
n≥3

KQn = 0, entonces 0 es un ideal admisible. Consideran-

do, I1 = ⟨βα− δγ⟩ tamb́ıen es un ideal admisible, como F 3 = 0 y F 3 ⊆ I1
veamos que I1 ⊆ F 2. En efecto, ya que F 2 =

⊕
n≥2

KQn = KQ2, como

βα, δγ ∈ Q2 y al ser un espacio vectorial, entonces βα − δγ ∈ KQ2, por lo
tanto, I1 ⊆ F 2.
Sin embargo, el ideal I2 = ⟨βα− λ⟩ no es admisible, ya que I ⊈ F , esto es
porque βα− λ /∈ KQ2.
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Ejemplo 4.4.4 Consideremos

Q :

• 2

• 1 • 4

• 3

αβ

δ

λ

γ

Como se tiene un lazo, dimK(KQ) = ∞, por el 4.4.2 el ideal I = 0 no
es admisible. Para I1 = ⟨βα − δγ, λβ, λ3⟩ es un ideal admisible, ya que
βα− δγ, λβ ∈ KQ2 y λ3 ∈ KQ3 y aśı I1 ⊆ F 2 y F 4 ⊆ I1. En efecto, pues

F 4 =
⊕
n≥4

KQm =
⊕
n≥4

Kλnγi = λ3

⊕
n≥4

Kλγi

 con γi ∈ KQr, r = 1, 2.

Por lo tanto, F 4 ⊆ I1 ⊆ F 2. Sin embargo, I2 = ⟨λβ, βα − δγ⟩ cumple que
I2 ⊆ F 2 sin embargo, γ3 ∈ KQ3 se tiene que

γ3 = a1λ
3 + a2λβγ + a3λδγ /∈ I2.

Por lo tanto, F 3 =
⊕
n≥3

KQm ⊈ I2

Teorema 4.4.5 Sea (Q, I) un carcaj con relaciones. Entonces, las siguien-
tes condiciones se satisfacen:

a) KQ/I es una K-álgebra básica de dimensión finita.

b) {ei := ϵi+I}i∈Q0 es una familia completa de idempotentes ortogonales
primitivos en KQ/I.

c) KQ/I es conexa si y solo si Q es conexo.

d) J(KQ/I) = F/I.
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Demostración.

d) Veamos que F/I es nilpotente y (KQ/I)/(F/I) es semisimple. Como
I es admisible, existe m ∈ N tal que Fm ⊆ I, considerando

θ : KQ/Fm −→ KQ/I
x = x+ Fm 7→ x+ I

como

KQ

F
=

⊕
n≥0

KQn⊕
n≥m

KQn

=
n⊕

n=0

KQn

al ser Q es finito, se tiene

dimK(KQ/F ) = dimK

(
m−1⊕
n=0

KQn

)
= r <∞,

entonces por el lema 4.3.3

KQ/I

F/I
∼= KQ/F = K |Q0|

y como K |Q0| es un módulo semisimple. Se concluye que KQ/I/F/I
es semisimple.
Ahora veamos que (F/I)m = Fm/I
⊆) Sea x ∈ (F/I)m, por lo que

x =
m∑
i=1

y1 y2 · · · ym =
m∑
i=1

y1y2 · · · ym ∈ Fm/I.

⊇) Sea x ∈ Fm/I por lo que x es de la forma x = x+ I con x ∈ Fm.
Entonces,

x = x+ I
=
∑

(y1y2 · · · ym) + I
=
∑

(y1 + I)(y2 + I) · · · (ym + I)
=
∑
y1y2 · · · ym ∈ (F/I)m

con yi ∈ F . Como Fm ⊂ I, entonces (F/I)m = 0, por lo tanto,
J(KQ/I) = F/I.

a) Como dimK(KQ/I) < ∞ y por el inciso anterior J(KQ/I) = F/I,
entonces

KQ/I

F/I
∼= KQ/F = K |Q0|
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b) Como {ei = ϵi + I}i∈Q0 es una familia completa de idempotentes or-
togonales en KQ/I, solo falta ver que ei es primitivo.

Como ei ∈ ei(KQ/I)ei ̸= 0. Sea τ ∈ ei(KQ/I)ei tal que τ
2 = τ , como

ei(KQ/I)ei =
eiKQei

I
. Para γ ∈ eiKQei se tiene que γ = aiϵi + w

donde w es un ciclo en i. Por lo tanto, τ = (a1ϵ1 + w) + I, entonces

τ2 = a2i ϵi + 2aiw + w2 + I = aiϵi + w + I = τ

por lo que

(a2i − ai)ϵi + (2ai − 1)w + w2 = 0.....(∗).

En consecuencia (a2i − ai) = ai(ai − 1) = 0

Si ai = 0, (∗) queda de la siguiente forma

w + w2 = 0,⇒ w2 = w,⇒ w3 = w2w = w,⇒ w4 = w3w2 = w.

Por lo tanto, wm = w=0 y aśı τ = 0

Si ai = 1, w2 = −w, entonces

w3 = w2w = −ww = −w2 = w

w4 = w2w2 = −w − w = w2 = −w,

entonces wm = w = 0 o wm = −w = 0, por lo tanto, τ = ϵi = ei
y por el lema 4.1.17 se tiene que ei es primitivo.

c) ⇒) Como (KQ/I) es conexa, supongamos que Q no es conexa. Consi-
deremos Q′ la parte conexa de Q y Q′′ = Q/Q′ por lo que Q′′

0 = Q0/Q
′
0

como {ei = ϵi + I}i∈Q0 es una familia completa de idempotentes orto-
gonales primitivos y Q0 = Q′

0 ∪Q′′
0 es una partición de Q0,veamos que

ei(KQ/I)ej = 0 para todo i ∈ Q′
0 y para toda j ∈ Q′′

0.
Sea a ∈ Q′

0 y b ∈ Q′′
0 y γ ∈ KQ/I, donde γ = γ + I con γ ∈ KQ

Caso 1) γ ∈ KQ ′ se tiene que t(γ) ̸= b ̸= o(γ), por lo que ϵiγϵj =
0 como ϵi, ϵj son elementos idempotentes en KQ, entonces

ei(KQ/I)ej = (ϵi + I)(KQ/I)(ϵj + I) = ϵiKQϵj/I

y aśı eiγej = ϵiγϵj + I = 0. Por lo tanto, ei(KQ/I)ej = 0.

Caso 2) γ ∈ KQ ′′ se sigue t(γ) ̸= a ̸= o(γ) y eiγej = ϵiγϵj+I = 0,
por lo tanto, ei(KQ/I)ej = 0 y aśı (KQ/I) no es conexa.
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⇐) Supongamos que KQ/I no es conexa, entonces por el lema 4.1.18
existe una partición de números naturales I1 ⊎ I2 tal que para cuales-
quiera i ∈ I1 y j ∈ I2, se tiene que

ei(KQ/I)ej = ϵiKQϵj/I = 0

Como Q es conexo, existen k ∈ I1, l ∈ I2 y γ ∈ Q1 de tal forma que
o(γ) = k y T (γ) = l, donde ϵkγϵl = γ. Por la elección de k y l se tiene
ek(KQ/I)el = 0 = I, entonces γ ∈ I y como I es admisible, γ ∈ F 2,
lo cual contradice el hecho que γ ∈ Q1, por lo tanto, KQ/I es conexa.

□

Definición 4.4.6 Sea Q un carcaj finito y ρ =

m∑
i=1

λiwi ∈ KQ con λi ∈ K

y wi un camino en Q para toda i:

a) Decimos que ρ es una relación en Q con coeficientes en K si

a.1) ∀ i; wi ∈
⋃
n≥2

Qn

a.2) ∀ i ̸= j o(wi) = o(wj) y t(wi) = t(wj)

b) Si ρ es una relación en Q, decimos que:

b.1) ρ es una relación cero o monomial si m = 1 es decir ρ = λ1w1

b.2) ρ es una relación de conmutatividad si ρ = w1 − w2

Definición 4.4.7 Sea Q un carcaj finito y {ρj | j ∈ J} un conjunto de
relaciones en Q. Si I = ⟨{ρj | j ∈ J}⟩ ⊴ Q es un ideal admisible, diremos
que el carcaj con relaciones (Q, I) está generado por {ρj | j ∈ J} o bien por
las relaciones ρj = 0 ∀ j ∈ J.

Reconsiderando el ejemplo 4.4.4, ρ1 = βα− δγ es una relación de conmuta-
tividad y ρ2 = λβ, ρ3 = λ3 son ejemplos de relaciones monomiales, entonces
el ideal I1 = ⟨ρ1, ρ2, ρ3⟩ = ⟨βα− δγ, λβ, λ3⟩ y KQ/I es una K-álgebra de Q
y las relaciones αβ = γδ y βλ = 0 = λ3.

Proposición 4.4.8 Sean Q un carcaj finito y aćıclico e I ⊴ Q ideal admi-
sible. Entonces, existe un conjunto finito de relaciones {ρi | i = 1, 2, · · · , n}
en Q tal que I = ⟨ρ1, ρ2, · · · , ρn⟩.
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Demostración. Como I es admisible, existem ∈ N tal que Fm ⊆ I ⊆ F 2.
Para mostrar que I es finitamente generado, consideremos ϵ la siguiente
sucesión exacta.

ϵ : 0 // Fm i // I
π // I/Fm // 0

Mostremos que Fm, I/Fm ∈ mod(KQ), Notemos que Fm = ⟨Qm⟩ como
KQ−módulo. En efecto:

⊆) Sea γ ∈ Fm, entonces γ =
r∑

i=0

aiγi donde γi ∈ Qm+i y ai ∈ K.Donde

γi = γjmδj con γjm ∈ Qm y δj ∈ Qj ⊂ KQ, por lo tanto, γ ∈ ⟨Qm⟩
⊇) Como Qm ⊆ Fm, entonces ⟨Qm⟩ ⊆ Fm. Y al ser Qm finito obtenemos
que Fm ∈ mod(KQ).
Como I es admisible, existe m ∈ N tal que Fm ⊆ I ⊆ F 2 y por el teorema
4.4.5 se tiene que dimK(KQ/Fm) < ∞ y como I/Fm ⊴ KQ/Fm es un
ideal, entonces I/Fm es finitamente generado como K-módulo, ya que

(KQ/Fm)s I/Fm

KQs

ϕ

al tener que ϕ es epimorfismo, se tiene que I/Fm es finitamente generado
como KQ/Fm−módulo, por lo tanto, al ser ϵ una sucesión exacta, Fm y
Im son finitamente generados como KQ−módulos e I ∈ mod(KQ).
Entonces, existe {ρ1, · · · , ρm} ⊆ KQ tal que I = ⟨ρ1, · · · , ρm⟩. Como I ⊆
F 2 se tiene que ρi tiene longitud a lo menos 2 para toda i = 1, · · · ,m, sin
embargo, no se tiene que o(ρi) = o(ρj) y t(ρi) = t(ρj) para todo i ̸= j.
Consideremos a, b ∈ Q0 y ϵa, ϵb de manera que tenemos que

ϵaρiϵb = 0 o ϵaρiϵb = ρi,

entonces I = ⟨{ϵaρiϵb | i = 1, 2, · · · ,m}⟩.Pues para γ ∈ I se tiene que

γ =
m∑
i=1

aiρi si y solo si

ϵaγϵb =
m∑
i=1

aiϵaρiϵb ∈ ⟨{ϵaρiϵb | i = 1, 2, · · · ,m}⟩,

por lo tanto, I está generado porm−relaciones. □
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4.5 Carcaj de una K-álgebra de dimensión finita.

En esta sección recordaremos algunos resultados importantes en la teoŕıa
de representaciones, donde dichos resultados los podemos consultar en [13],
[21], [15] y [8].

Definición 4.5.1 Sea A una K-álgebra de dimensión finita,

{ei | i ≤ i ≤ n}

una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A y J := J(A)
el radical de Jacobson de A. El carcaj ordinario QA se define como sigue:

a) (QA)0 := {1, 2, · · · , n}.

b) Para todo a, b ∈ (QA)0 definimos card(εa(QA)1εb) := dimK(ea(J/J
2)eb)

esto es, las flechas de a en b de QA están en correspondencia biyectiva
con una K-base de ea(J/J2)eb.

Ejemplo 4.5.2 Consideremos la K-álgebra de matrices triangulares supe-
riores. K K K

0 K K
0 0 K


Las matrices elementales de esta K-álgebra son {E11, E22, E33} que son una
familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A, ya que

EiiAEii = KEii
∼= K.

Sea I =

0 K K
0 0 K
0 0 0

 ⊴ A ideal de A, donde se cumple que I = J(A)2, esto

es porque J3 = 0 y
A

J
∼= K ×K ×K

J

J2
=
KE12 ⊕KE13 ⊕KE23

KE13
= KE12 ⊕KE23

donde KE12 = E12 + J y KE23 = E23 + J .

Entonces, los únicos productos por idempotentes que no son cero son:

E11(J/J
2)E22 = E11(KE12 ⊕KE23)E22 = KE12.

2∀ I ⊴ Λ ideal de Λ. I es nilpotente y Λ
I
es un anillo semisimple si y solo si J(Λ) = I.
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y
E22(J/J

2)E33 = E22(KE12 ⊕KE23)E33 = KE23.

Por lo que el carcaj asociado a A es

QA : • 1 • 2 • 3

Proposición 4.5.3 Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Entonces,
las siguientes condiciones se satisfacen:

a) El carcaj QA asociado a A, no depende de la elección de una familia
completa de idempotentes ortogonales primitivos de A.

b) Para cada par ea, eb de idempotentes ortogonales y primitivos de A la
correspondencia

Ψ:
eaJ(A)eb
eaJ(A)2eb

−→ ea
J(A)

J(A)2
eb,

dada por
Ψ(eaxeb + eaJ(A)

2eb) := ea(x+ J(a)2)eb

es un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

Definición 4.5.4 Sea A una K-álgebra de dimensión finita, {ei|1 ≥ i ≥ n}
una familia completa de idempotentes ortogonales primitivos de A y QA el
carcaj asociado a A. Definimos la función ϕ : (QA)0 ∪ (QA)1 −→ A como
sigue:

a) ∀ a ∈ (Qa)0, ϕ(ϵa) := ϕϵa = ea.

b) Para cada par (a, b) ∈ (Qa)0 × (QA)0 con ϵa((QA)i)ϵb ̸= ∅ y cada
α : a −→ b ∈ (QA)1, elegimos ϕ(a) := ϕa ∈ eaJ(A)eb tal que

{ϕa + J(A)2|α ∈ ϵa(Qa)1ϵb} es una K-base de ea
J(A)
J(A)2

eb.

Observemos que ϕ satisface las condiciones de la propiedad universal de
KQ por lo que se extiende a un morfismo de K-álgebras Φ : KQa −→ A y
Φ(F) ⊆ J(A) donde F es el ideal generado por (QA)1.
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Proposición 4.5.5 Sean A una K-álgebra de dimensión finita. Considera-
mos una familia completa de idempotentes ortogonales de A y Φ el morfismo
de K-álgebras construido por la propiedad universal. Entonces,

a) Φ(F) = J(A).

b) Si A es conexa y básica, entonces QA es conexo.

c) ∀ α ∈ (Qa)1 existe un único morfismo ϕ̄α ∈ HomA(Aeo(α), Aet(α))

tal que ϕ̄(eo(α)) = ϕα. Más aún Im(ϕ̄α) ⊆ J(A)et(α) y Im(ϕ̄α) ⊈
J(A)2et(α).

Proposición 4.5.6 Si (Q, I) es un carcaj con relaciones y A = KQ/I,
entonces QA = Q.

4.6 Teorema de P. Gabriel

En esta sección recordaremos un teorema fundamental para la teoŕıa
de representaciones que es el Teorema de P. Gabriel. Antes se dará á un
resultado necesario cuyo resultado se puede consultar en [13].

Definición 4.6.1 Sean A una K-álgebra de dimensión finita. Decimos que
A es elemental si existe m ∈ N+ tal que A/J(A) ∼= K × · · · ×K = Km.

Proposición 4.6.2 Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Entonces,

a) Si A es elemental, entonces A es básica.

b) Si A es un anillo con división y K es algebraicamente cerrado, entonces
A ∼= K.

Lema 4.6.3 Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Si A es básica y K
es algebraicamente cerrado, entonces A es elemental.

Teorema 4.6.4 Sea A una K-álgebra de dimensión finita y consideremos
el morfismo de K-álgebras Φ : KQa −→ A. Entonces,

a) (Qa, ker(Φ)) es un carcaj con relaciones.

b) Im(Φ) = A si A es elemental.

Definición 4.6.5 Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Una presen-
tación de A es un carcaj con relaciones (Q, I) tal que A ∼= KQ/I.

Teorema 4.6.6 (Teorema de P. Gabriel) Toda K-álgebra básica A de
dimensión finita, con K algebraicamente cerrado, admite una presentación
(Q, I).
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Observación 4.6.7 Sea A una K-álgebra de dimensión finita. Supongamos
que A admite una presentación (Q, I). Tenemos que:

a) El carcaj Q es único, de hecho Q = QA.

b) El ideal I no tiene por qué ser único. De hecho, el ideal ker(ΦA) depen-
de de las posibles elecciones de ϕα ∈ J(A), tales que ϕα + J(A)2 : α ∈ Q1

sea una K-base de J(A)/J(A)2.

4.7 Representaciones de Carcajes

Definición 4.7.1 Sea Q un carcaj. Una representación D de Q sobre
V ec(K) es una función D : Q −→ V ec(K). que satisface:

a) Para todo i ∈ Q0 se tiene Di ∈ V ec(K).

b) Para toda α ∈ Q1 se tiene que Dα : Di −→ Dj es morfismo de V ec(K).

En los siguientes enunciados RepQ(V ec(K)) denotará la categoŕıa de repre-
sentaciones de Q sobre un K-espacio vectorial, RepK(Q) = RepQ(Mod(K))
y repK(Q) = RepQ(mod(K)).

Definición 4.7.2 Sean C una categoŕıa y R un anillo. Decimos que C es
una R−categoŕıa si:

a) Para todo A,B ∈ C se cumple que HomC (A,B) ∈Mod(R).

b) Sea A,B,C ∈ C

Hom(B,C)×Hom(A,B) −→ Hom(A,C)

(g, f) 7→ gf.

b.1) Para todo r ∈ R y g ∈ Hom(B,C), f1, f2 ∈ Hom(A,B) se cumple
que

g ◦ (rf1 + f2) = rgf1 + gf2.

b.2) Para todo r ∈ R y f ∈ Hom(A,B), g1, g2 ∈ Hom(B,C) se cumple
que

(rg1 + g2) ◦ f = rg1f + g2f.

Definición 4.7.3 Decimos que una R−categoŕıa C es Hom-finita si para
todo A,B ∈ C se tiene que HomC (A,B) ∈ mod(R).
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Ejemplo 4.7.4 a) Sea

Q : • 1 • 2α

Considerando D1 = K2, D2 = K3 y

Dα : D1 −→ D2

(x, y) 7−→ (x, x+ y, x),

es una transformación lineal. Tomemos la matriz asociada de Dα respecto
a la base canónica, se sigue que:

Dα =

1 0
1 1
1 0

 .

Por lo tanto, (D1, D2, Dα) = (K2,K3, Dα) es una representación de Q
sobre mod(K).

b) Sea

Q : • 1

γ

Considerando D1 = D2 = K2 y

Dβ =

(
1 1
0 1

)
.

Obtenemos que (D1, D2, Dβ) = (K2,K2, Dβ) es una representación de Q
en mod(K).

Definición 4.7.5 Sean Q un carcaj, D, D′ dos representaciones de Q sobre
V ec(K).

a) Un morfismo F : D −→ D′ en Rep(V ec(K)) es una familia de mor-
fismos f = {fi : Di −→ D′

i}i∈Q0 en V ec(K) tal que para todo α ∈ Q1 el
siguiente diagrama conmuta:

Di
Dα //

fi
��

Dj

fj
��

D′
i D′

α

// D′
j
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b) La composición de morfismos D
f
// D′ g

// D′′ en RepQ(V ec(K))
es la familia

gf = {gifi : Di −→ D′′
i }i∈Q0

Donde

Di
Dα //

fi
��

Dj

fj
��

Dβ
// Dk

fk
��

D′
i D′

α

// D′
j D′

β

// D′
k

conmuta.

c) Dados f, g : D −→ D′ en RepQ(V ec(K)) se define:

c.1)
f + g := {fi + gi : Di −→ D′

i}i∈Q0

c.2)
λf := {Di −→ D′

i}i∈Q0

Ejemplo 4.7.6 Consideremos Q : 1
α // 2 , D : K2 −→ K3 y

D′ : K2 −→ K2. Definidas de la siguiente forma D =

1 0
1 1
1 0

 y

D′ =

(
1 1
0 1

)
, se tiene el siguiente diagrama

K2

1 0
1 1
1 0


//(

0 1
2 0

)
��

K3(
1 1 0
1 0 1

)
��

K2(
1 1
0 1

)// K2

de donde F : D −→ D′ es un morfismo de RepQ(V ec(K))

Proposición 4.7.7 Sea Q un carcaj finito. Entonces,

a) Rep(V ec(K)) es una K-categoŕıa.

b) repK(Q) es Hom-finita.
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Demostración.

a) Sea D,D′ ∈ RepQ(V ec(K)) como

Hom(D,D′) =
∏
i∈Q0

HomK(Di, D
′
i)

donde para todo f ∈ Hom(D,D′) se define como:

f : Q0 −→
⋃

Hom(Di, D
′
i)

i 7→ fi

Como Hom(Di, D
′
i) ∈Mod(K) y Q es finito, se sigue que

Hom(D,D′) ∈Mod(K). Sea r ∈ K y f1, f2 ∈ Hom(D,D′) y
g ∈ Hom(D′, D′′); observemos que

Di
Dα //

rf1i

��

f2i
��

Dj
Dβ
//

rf1j

��

f2j
��

Dk

rf1k

��

f2k
��

D′
i

D′
α //

gi

��

D′
j

D′
β
//

gj

��

D′
k

gk

��

D′′
i

D′′
α // D′′

j

D′′
β
// D′′

k

Es un cuadro que conmuta, por lo que

(D′′
α ◦ gi) ◦ rf1i = gj ◦D′

α ◦ (rf1i) = gi ◦ (rf1j) ◦D′
α

Por lo tanto, RepQ(V ec(K)) es una K-categoŕıa.

b) Recordemos

Hom(Di,D′
i) =

∏
i∈Q0

Hom(Di, D
′
i)

Donde Hom(Di, D
′
i) = {τ : Di −→ Di | τ es un morfismo en mod(K)},

entonces existe m,n ∈ N tal que Di ≃ Km/L y D′
i ≃ Kn/S, lo cual

implica que Hom(Di, D
′
i)
∼= Hom(Km/L,Di). Sea φ ∈ Hom(Km/L,D′

i).
Consideremos P = {f ∈ Hom(Km, D′

i) | L ⊆ ker(f)}.

b.1) Veamos que P ≤ Hom(Km, D′
i) es un submódulo.

Por definición P ⊆ Hom(Km, D′
i) . Verifiquemos que para todo

f, g ∈ P , f +g ∈ P . En efecto, ya que ker(f)+ker(g) ⊆ ker(f +g),
entonces L ⊆ ker(f + g).
Ahora para r ∈ K se tiene que L ⊆ rker(f) = ker(rf). Por lo tanto,
P ≤ Hom(Km.D′

i).
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b.2) Sea
γ : Hom(Km/L,D′

i) −→ P

φ 7→ φ ◦ πL
un morfismo de módulos. Probemos que γ es un isomorfismo.
Sea φ ∈ ker(γ), entonces

γ(φ) = φ ◦ πL ≡ 0

por lo que para todo k ∈ Km φ ◦ πL(k) = φ(k) = 0. Por lo tanto,
φ ∼= 0.
Por el teorema del factor, existe una única φ, por lo tanto,

P ≃ Hom(Km/L,D′
i) ≃ Hom(Di, D

′
i)

como Hom(Km, D′
i)

∼= (D′
i)
m y al ser K y (Di)

m módulos noethe-
rianos se tiene que P es finitamente generado y aśı Hom(Di, D

′
i)

también lo es. Por último, como |Q0| <∞ se sigue que,
Hom(D,D′) ∈ mod(K).

□
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Conclusiones

El estudio de K-álgebras de dimensión finita constituye un ejemplo fun-
damental en el análisis de las K-álgebras de Artin, las cuales desempeñan un
papel crucial en la Teoŕıa de Auslander-Reiten. Esta teoŕıa permite clasificar
y estudiar la categoŕıa de módulos de una K-álgebra dada, proporcionando
herramientas esenciales para entender sus propiedades estructurales.

En años recientes, el estudio deK-álgebras ha permitido abordar diversas
cuestiones de interés, como las condiciones bajo las cuales la colección de
subfuntores de la identidad (prerradicales) forma un conjunto [12].

Esta tesis representa una introducción a la teoŕıa de K-álgebras, propor-
cionando un marco conceptual para comprender su estructura y aplicaciones.

Por otro lado, se ha desarrollado el estudio de las categoŕıas de Krull-
Schmidt, que desempeñan un papel central en la teoŕıa de representaciones
de álgebras y en geometŕıa algebraica. Se dice que una categoŕıa C es una
categoŕıa de Krull-Schmidt si para todo objeto inescindible Z ∈ C, el anillo
EndC(Z) es local, es decir, posee un único ideal máximo. Además, para
cada par de objetos X,Y ∈ C, el conjunto HomC(X,Y ) tiene estructura de
K-espacio vectorial de dimensión finita.

Teorema 5.0.1 En toda categoŕıa de Krull-Schmidt C, se satisface el Teo-
rema de Krull-Schmidt, el cual establece que todo objeto de C se descompone
como suma de objetos inescindible, y esta descomposición es única salvo iso-
morfismos.

Las categoŕıas de Krull-Schmidt aparecen en diversos contextos matemáti-
cos, entre ellos:
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La categoŕıa mod(Λ) de módulos de dimensión finita sobre un álgebra
de dimensión finita Λ.

La categoŕıa derivada acotada Db(mod(Λ)) de módulos sobre Λ.

La categoŕıa fg(R,m, k) de módulos finitamente generados sobre un
anillo local completo conmutativo (R,m, k).

La categoŕıa de gavillas algebraicas coherentes sobre una variedad al-
gebraica completa X sobre un campo algebraicamente cerrado.

La categoŕıa de gavillas anaĺıticas coherentes sobre una variedad com-
pleja compacta.

Esto nos demuestra la relevancia y aplicabilidad del teorema en distintas
ramas del álgebra y la geometŕıa.

Finalmente, dentro del grupo de investigación de la UAM Iztapalapa
y en el marco del proyecto CONAHCYT CBF-2023-2024-2630 DAI UAM
2024, este tema ha sido objeto de estudio activo. La presente tesis busca
servir como un punto de partida para futuras investigaciones en la teoŕıa
de representaciones de álgebras y sus aplicaciones al estudio de teoŕıa de
prerradicales y de módulos.
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máxima, 31
mı́nima, 30

Coproducto, 11

Elemento

idempotente, 64
idempotente primitivo, 70
idempotentes ortogonales, 70
invertible, 57
nilpotente, 64

Epimorfismo, 9, 18
Equivalencia natural, 16

Familia completa de elementos
idempotentes, 70

Funtor, 14
aditivo, 15
constante, 14
contravariante, 14
fiel, 15
identidad, 14
inclusión, 14
pleno, 15

Igualador, 10
Imagen de x por f , 17

Kernel, 9

Lema
de Fitting, 42
de la serpiente, 19
de Zassenhaus, 52

133



134

del cinco, 18
Longitud de un módulo., 54
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