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Resumen

En este trabajo, se propone un modelo de Reaccion-Difusion para explorar como se distribuye la pro-
duccién de una entidad financiera que opera en un entorno de monopolio. Este modelo incorpora las
dinamicas del Juego clasico de Cournot para la produccién, permitiendo asi una comprensioén mas pro-
funda de las interacciones entre la competencia en mercados. Nuestro enfoque busca ofrecer una nueva
perspectiva sobre la produccion y las implicaciones de las estrategias de mercado en el sector financiero.

El objetivo central de este trabajo es verificar la existencia de una solucién de equilibrio en el modelo de
Reaccion-Difusiéon aplicado a la entidad financiera monopolista. Los resultados revelan la identificaciéon
exitosa de una solucién de equilibrio estable. Ademés, se demuestra que, independientemente de las
condiciones iniciales, todas las soluciones tienden hacia esta solucién de equilibrio en el largo plazo.






Introduccion

La teoria de juegos es un campo interdisciplinario de las mateméaticas que se enfoca en analizar situaciones
de interaccién estratégica entre agentes racionales, donde los resultados dependen no solo de las acciones
individuales, sino también de las elecciones realizadas por los demaés participantes (Myerson, 1997). Esta
teorfa es esencial para comprender la toma de decisiones en contextos donde los intereses pueden ser tanto
complementarios como conflictivos, lo que la hace crucial en &reas como economia, donde se estudian los
mercados y las negociaciones, ciencias politicas, etc.

Ademas, la teoria de juegos se ha aplicado con éxito en campos tan diversos como la logica, donde se
utilizan juegos para entender la inferencia y la verificabilidad de los enunciados matematicos (Hintikka,
1973), y la biologia, en el estudio de estrategias evolutivas (Smith, 1982). Su versatilidad y capacidad
para modelar situaciones complejas donde las decisiones interdependientes juegan un papel crucial la
han convertido en una herramienta indispensable para el analisis de sistemas dindmicos en multiples
disciplinas, demostrando su valor més alla de las matematicas puras.

El modelo de Cournot, introducido por Antoine Augustin Cournot en 1838, representa un hito en la
teoria de juegos y la economia industrial, al ofrecer una de las primeras conceptualizaciones mateméaticas
de la competencia entre empresas en un entorno oligopolistico, donde el mercado esta controlado por
un namero reducido de competidores (Cournot, 1838). Este modelo se basa en la premisa de que cada
empresa, al decidir su nivel de produccion, considera las decisiones de produccién de sus rivales como
dadas, lo que lleva a un equilibrio en el que ninguna empresa puede mejorar su situacién unilateralmente,
asumiendo que las otras mantendran inalteradas sus decisiones de produccion.

La relevancia del modelo de Cournot trasciende su aplicaciéon en economia para abordar la dinamica
competitiva en oligopolios, sirviendo también como base para estudios posteriores en estrategia empresa-
rial y teoria de juegos. La nocién de equilibrio de Cournot, donde cada empresa optimiza su produccién
esperando que las otras no cambien sus niveles de produccién, ha inspirado numerosas extensiones y
aplicaciones en diversos campos, demostrando la interconexiéon entre la toma de decisiones estratégicas
en entornos competitivos y la teoria de juegos (Friedman, 1977).

Este estudio se centra en el desarrollo y anélisis de un modelo de reaccién-difusion, concebido especifi-
camente para examinar y elucidar la dindmica de la distribucion de la produccién en una empresa que
opera bajo condiciones de monopolio. Mediante esta aproximacién, nuestro objetivo trasciende la mera
descripcion, aspirando a enriquecer la teoria tradicional de los modelos de oligopolio. Para lograr una
exploracion exhaustiva y sistemética de la temaética, el trabajo se estructura en varias secciones clave.
Inicialmente, se presenta una revision de los modelos clasicos de Cournot, haciendo hincapié en los apor-
tes fundamentales y las limitaciones de los modelos previos (Tirole, 1988). Posteriormente, se detalla la
metodologia empleada para la construccién del modelo de reacciéon-difusion, explicando las bases mate-
maticas y las hipdtesis subyacentes que permiten simular la distribucion de la producciéon en un entorno
monopolistico (Cantrell & Cosner, 2003). Esta seccion es crucial para entender lo que nuestro modelo
propone respecto a las aproximaciones tradicionales en economia y teoria de juegos.

Finalmente, se concluye con una discusion que sintetiza el trabajo, y su posible relevancia para la teoria
econdmica y sugiriendo posibles direcciones para investigaciones futuras.

En el primer capitulo, se presentan las versiones clasicas del modelo de Cournot, con el objetivo de
comprender la dindmica competitiva prevalente en los mercados oligopolisticos.

El segundo capitulo introduce dos modelos esenciales para abordar el problema central de la investigacion.
Estos modelos sirven como herramientas analiticas fundamentales.
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En el tercer capitulo se desarrolla la formulacion del modelo propuesto. Este segmento va més alla de
la mera presentacion del problema; busca establecer un equilibrio de solucién y, finalmente, derivar una
solucion general que ilumine las condiciones iniciales del modelo. Este capitulo es crucial para entender
la aplicaciéon del modelo de reaccién-difusion en el contexto de la distribuciéon de la produccién en un
entorno monopolistico.

El cuarto y ultimo capitulo se centra en el analisis de las condiciones iniciales del modelo y su relacién en
los resultados del equilibrio. Ademas, se explora una aplicacion practica del modelo, examinando céomo
puede aplicarse para resolver problemas y su aplicabilidad mas alla del a&mbito teérico. Este capitulo
concluye la tesis, buscando vincular la teoria con la practica y buscando la contribucién del modelo al
entendimiento de la dindAmica de mercado en contextos monopolisticos y oligopolisticos.
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Capitulo 1

El modelo de Cournot

En este breve capitulo, nos proponemos abordar de manera concisa y directa dos modelos econémicos
de relevancia: el modelo de Duopolio de Cournot y su extension, el modelo generalizado de Cournot
para n empresas. Estos modelos son fundamentales para entender la competencia en mercados donde las
empresas deciden sobre la cantidad de producciéon para maximizar sus beneficios, bajo la premisa de que
cada una toma su decisién con conocimiento de las decisiones de sus competidores.

1.1. Modelo de duopolio de Cournot

Los principales supuestos de este modelo, segiin Cournot (1838) y ampliados por Friedman (1983), son
los siguientes:

= Existen dos empresas, a las que denominamos A y B (Cournot, 1838).
= Las empresas compiten en cantidades (Cournot, 1838).

= Las dos empresas operan de forma no cooperativa, es decir, ninguna de ellas tiene informacion
acerca del nivel de produccion de la otra (Friedman, 1983).

= La produccién de cada empresa se denota como ¢; y ¢a, respectivamente (Cournot, 1838).

Siguiendo el marco propuesto por Tirole (1988), consideramos la funcién inversa de demanda del mercado
en el contexto del modelo de Cournot, que se define como:

_Ja—-0bQ sibQ <a
PQ) = {O sibQ > a

donde P(Q) representa el precio de mercado en funcion de la cantidad total @, definida como la suma de
q1 + g2

Q=q+q

y que ademés es producida por todas las empresas en competencia. Esta formulacion captura la naturaleza
decreciente del precio con el aumento de la produccion total, reflejando la saturacion del mercado a medida
que el suministro se expande, hasta un punto en el que el precio se reduce a cero si la oferta supera la
demanda a un nivel critico determinado por a/b. Donde a representa el precio méximo aceptable por los
consumidores para el producto, b > 0 es un coeficiente que refleja la elasticidad de la demanda, es decir,
una medida de como la cantidad demandada responde a cambios en el precio

La funcion de costo es una constante positiva ¢ > 0 que es igual para cada empresa
¢, = cq;, i1=1,2.
La funciéon de beneficio es

Wi:I—C
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donde I es el ingreso total y esta dado como

I'=Pq;
y el costo total es simplemente
C=c¢
y en consecuecia
mo = (a=bQ)q1 —cq1 = (a—blg1 + @)1 — cqr = aqr — bgi —bqigz — cq,
m = (a—bQ)g —cqr = (a —b(q1 + ¢2))q2 — cq2 = ags — bg3 — bqiga — cqo.

Para hallar el equilibrio de Nash, tenemos que asumir que cada empresa quiere saber cual es la mejor
cantidad a producir, en funcién de lo que la otra empresa esté haciendo (Nash, 1950; Myerson, 1997).
Por ejemplo, si A produce muchas rosas, entonces B querria producir menos para evitar la competencia
(Myerson, 1997).

Esta decision 6ptima se puede encontrar resolviendo el problema de maximizaciéon de utilidades de A,
teniendo en cuenta la accion de B, que esta prefijada (ya esta decidida) (Nash, 1950; Myerson, 1997).
Para ello necesitamos resolver

méx(m;) =0, i=1,2.
qi

por lo tanto al resolver se tiene

a—2bqgy —bgy—c = 0,
a—2bgy —bgy —c = 0.
despejando
_a—c—bp
Q= 2 )
_a—c—bq
Q2 = % .
De esta forma, la funcién de reaccion para la empresa A estd dada por
a—c— bgs
R = ——
! 2
y la funcién de reaccion de B es
a—c—bq
Ry = ———
? 2

asi, la funcion de reaccion de la empresa B, Ra(q1), determina la producciéon 6ptima de B dado el nivel
de produccion ¢; de A.

Ahora para calcular los puntos de equilibrio es necesario resolver primero

_a—c—bg
“= 2%
%g = p (= bn
g = a—c %
—c—b
Mg = a_c_(w)
2
a ¢  bq
20 = —— -4 =
n 2 217
4bgy = a—c+bq
3bgg = a-—c
. a—c
71 =

3b
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resolviendo de forma similar obtenemos
a—c
X

a3 = 3b
Ahora que se conocen las dos estrategias 6ptimas, se debe recordar que el equilibrio de Nash, segun

Nash (1950), se obtiene al combinar ambas estrategias. Por lo tanto, el equilibrio de Nash en este juego
de produccioén, como se describe en Nash (1950) y se profundiza en Tirole (1988), es:

a—c a—c
E = * * = —_— .
(QIaQQ) ( 3b ) 3b )
Este resultado indica que la cantidad 6ptima de producciéon de cada empresa es igual y corresponde a un

tercio de la diferencia entre el valor del producto y los costos, tal como se analiza en Tirole (1988). Este
concepto se ilustra visualmente en la Figura 1.

q2

7

q1

Figura 1: Equilibrio de Nash

De esta forma la cantidad de produccién total en equilibrio es

a—=cC
*: * *:2 _—
Q" =q + 45 ( 30 )

y el precio en equilibrio es

a—c
P*: _ * _
a—bQ a b( 3b)

la funcién de beneficio con equilibrio es

del mismo modo para la empresa B se tiene

1.2. El Modelo de Cournot con n empresas

Los supuestos para este modelo son similares a los de los modelos anteriores, tal como se discute en
Cournot (1838) y se extiende en Friedman (1983). Sin embargo, en este caso, en lugar de tener tinicamente
dos empresas, se considera un namero finito de ellas, representado por n, como se analiza en Tirole (1988).
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Por lo tanto, la cantidad total @) se define como la suma de las cantidades individuales de cada empresa,
es decir:

n

QZZ%’-

=1

La utilidad de la i-ésima empresa sigue la misma féormula que en los modelos anteriores:

m:(g-b(ZqZ))ql—cq“ 26{17,71}
i=1

Con el objetivo de maximizar las utilidades de la i-ésima empresa, se debe encontrar el valor de g; que
hace que la derivada parcial de 7; respecto a ¢; sea igual a cero:
87'('1'

maxmw; — =

0q;

por lo tanto, se obtiene la siguiente ecuacion:

i—1 n
a—c—quj—qui— Z bg; =0
j=1

j=it1
y a partir de esta ecuacion, se puede despejar g; de la siguiente manera:

i—1

qli%b a — c+quJ+quJ

j=1 j=i+1

Ahora consideremos lo siguiente: la cantidad total @ esta determinada por la cantidad individual de cada
empresa, pero dado que todas las empresas son iguales, se puede expresar como:

Q = qn.

Para simplificar el anélisis, seguimos las recomendaciones de Mas-Colell, Whinston y Green (1995). Al
buscar la cantidad 6ptima de produccion para la i-ésima empresa, podemos realizar las siguientes simpli-
ficaciones:

q a—(c+bg(n—1))].

Dado que hemos asumido que todas las cantidades son iguales, podemos simplificar atn mas la produccién

de la i-ésima empresa:
a—c

b(n+1)
esta es la cantidad que cada una de las empresas producira. Ahora podemos calcular la produccion total
del mercado, que esta dada por:

qi =

_nla—c)
@= b(n+1)

asimismo, el precio se puede calcular de la siguiente manera:
nla—c) a+nc

P=a- =
(n+1) n+1

y con estos resultados, se calcula la utilidad de la i-ésima empresa:

(a—c)?
i =(P—c)g; =
71—2 ( )(Zz b(n + 1)2

con este célculo de la utilidad para la i-ésima, concluimos la discusiéon sobre el comportamiento basado

en el modelo de Cournot, sentando asi las bases para abordar las implicaciones més amplias de estos
resultados en el contexto de la competencia de mercado que exploraremos en la siguiente seccion.
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Se han desglosado y analizado los supuestos y derivaciones fundamentales que sostienen el modelo de
Cournot, abarcando desde la estructura béasica de la competencia entre empresas hasta la detallada for-
mulacion de las funciones de reaccion y el calculo del equilibrio de Nash. Este analisis nos ha permitido
comprender no solo la dindmica inherente a la competencia en cantidades, sino también la influencia
significativa de estos factores en la determinacion de las estrategias 6ptimas de produccion y las condicio-
nes de mercado resultantes. Con estas bases, se puede avanzar al siguiente capitulo, donde se exploraran
nuevos otros modelos que servirdn también de base para este trabajo.



Capitulo 1. El modelo de Cournot




Capitulo 2

Ecuaciéon de Calor y dindmica de

Cournot

En el capitulo, presentamos dos modelos preliminares que son cruciales para sentar las premisas y los
principios sobre los cuales se construiré nuestro argumento y analisis para el siguiente capitulo.

Esta seccion acttia como el eje central de nuestro trabajo, proporcionando no solo el marco tedrico sino
también las herramientas analiticas necesarias para una apreciacion integral del modelo propuesto.

2.1. Ecuacion de Calor

La ecuacion de calor es una ecuacion diferencial parcial que describe la difusion del calor en un medio,
como se discute en Strauss (2007) y en Incropera et al. (2007). Esta ecuacion se utiliza para modelar
una gran variedad de fendémenos fisicos, desde la propagacién de ondas térmicas hasta la transferencia de
calor en solidos y fluidos (Incropera et al., 2007).

El objetivo principal de esta seccién se centra en la soluciéon de la ecuaciéon de calor. No obstante, para
aquellos interesados en comprender la deduccion de la ecuacion de calor, se encuentra disponible en el
apéndice adjunto al final de este trabajo.

2.1.1. Solucién de la ecuacién de calor homogénea

Consideremos la ecuacion de calor:

ON 0?

ON _ 0%

ot Ox?
donde N (z,t) es la temperatura en el punto x del medio y en el instante ¢, y D es la constante de difusion
que depende del material y que describe qué tan rapido se difunde la cantidad a través del medio, tal
como se sefiala en Strauss (2007) e Incropera et al. (2007).

La solucién de la ecuacion de calor se puede obtener mediante métodos analiticos o numeéricos, como la
discretizacion por diferencias finitas, un enfoque detallado por Morton y Mayers (2005).

La solucién general de la ecuacion de calor es una superposiciéon de soluciones simples, llamadas soluciones
fundamentales, que corresponden con la propagacion de ondas térmicas en diferentes direcciones, segin
se explica en Strauss (2007).

Vamos a resolver la ecuaciéon de calor homogénea utilizando el método de variables separables y conside-
rando las siguientes condiciones iniciales y de frontera:
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ON 92N

9y _pZt

ot ox?’
N(0,8) = 0, t>0
N(L,t) =0, D>0

N(z,0) = f(z), 0<z<L

Condiciones de contorno:

= N(0,t) = 0: Esta condicién establece que en x = 0, la funcion N siempre es cero para cualquier
t>0.

= N(L,t) = 0: Similar a la primera condicién de contorno, esto establece que en x = L, la funcion N
también es cero para cualquier ¢ > 0.

Condicién inicial:
N(z,0) = f(x)
Esta condicion describe el estado inicial de la funcion N a lo largo de la dimensién espacial z en el

momento ¢t = 0. f(z) es una funcion dada que especifica la distribucion inicial de la cantidad que se esta
difundiendo.

La solucion a este problema generalmente involucra la aplicacion de métodos de separacion de variables,
transformadas de Fourier o métodos numéricos. En este trabajo, la resolveremos mediante el método de
separacion de variables.

Supongamos que N se puede expresar como el producto de X (x)T'(t). Necesitamos la primera derivada
respecto de t y la segunda respecto de x y obtenemos lo siguiente:

N, = X(@)T'(%)
N, = X'(2)T(t)
New = X'(2)T(t)

sustituyendo en la ecuacién original obtenemos
Nt - DN’I"I‘ =0

que es equivalente a
T'X —-DX"T =0

agrupando tenemos
T/ X//
DT~ X'

(2.1)

Es facil ver que una solucion de N(z,t) = 0 es la solucion trivial es decir X =06 T = 0. De acuerdo a
lo anterior, lo primero que podemos notar en es que para que la igualdad tenga sentido es necesario
que X # 0y T # 0 porque nos interesa cualquier solucién que no sea la solucion trivial y, por lo tanto
en adelante vamos a asumir que X #0y T # 0.

Lo segundo que podemos notar es que la tnica forma en que se cumple la igualdad (2.1]) es que
T/ X//

DT T X

para simplificar nuestro analisis sin afectar la validez de los resultados futuros, vamos a considerar que
el valor de A se toma como —A\. Esta suposiciéon nos permite manejar las ecuaciones de manera mas
eficiente, manteniendo al mismo tiempo la integridad de nuestras conclusiones. Entonces ahora tenemos
dos ecuaciones diferenciales

T/

=== A (2.2)
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y también
X//
X

podemos resolver ambas ecuaciones diferenciales utilizando la ecuacion caracteristica, asi se tiene:

— (2.3)

T + DT =0 (2.4)
y también

X" 4+ \X =0. (2.5)

Para resolver (2.4) lo podemos escribir como r + AD = 0 y se obtiene una raiz real * = —\D por lo que
su solucién general es
T(t) = Ce™ = Ce  P? (2.6)

dado que no se proporcionan condiciones iniciales ni de frontera para la variable T', solo podemos obtener
la solucién general.

Por otro lado para resolver (2.5) obtenemos 72 + A = 0 de donde se obtiene que
r==4v-X\

para obtener una solucién para la ecuacién , es necesario realizar un analisis exhaustivo de cada caso
de A, considerando si es igual a cero, positivo o negativo. Cada caso podria conducir a diferentes formas
de la solucién, lo que nos permitiria comprender como evoluciona el sistema en funcion de los distintos
valores de A.

i) Si A =0 entonces r = 0 tiene multiplicidad dos y por lo tanto su solucién general es
X(xz)=Cy + Cax
teniendo en cuenta la condicion inicial X (0) = 0 obtenemos
Ci1=0

para la otra condicion inicial X (L) =0
0=CsL

pero L > 0 por lo que Cy = 0 por lo tanto para A = 0 so6lo se obtiene la solucion trivial X (z) = 0.

i) Si A < 0 entonces —A > 0 por lo que r = ++/—\, tenemos dos raices reales y distintas y entonces la
soluciéon general es de la forma:

X(z) = C’le‘/:\r + 026,\/330

tomamos la primera condicion de frontera X (0) = 0 asi

0=Cr+Cy = €1 =-C
para la segunda condicion de frontera X (L) =0

CreV= = Ce VAL
para simplificar un poco la notaciéon utilizamos & = v/—\ entonces
Crefl = e ¢
vamos a suponer que C7 # 0 y al simplificar
el =1
sin embargo, notemos que
=1 & p=0 & (L=0 < V=AL=0

asi se obtiene que L > 0y —A > 0 por lo que v/—AL > 0 por lo que el error fue suponer que C; # 0
y entonces C7 = 0 lo cudl nos da nuevamente la solucién trivial para el caso A < 0.
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iii) Si A > 0 entonces r = iv/A y la solucion general es de la forma
X () = Cy cos(VAz) + Cy sen(v/Az).

Ahora con X (0) = 0 se tiene
0=0C

por lo que X (L) = 0 se tiene
0 = Cysin(VAL)

ahora si C; = 0 obtenemos nuevamente la solucion trivial, por lo tanto pedimos que Cs # 0 entonces
sin(vVAL) = 0 & VAL =nm, n=1,2,...
como L > 0 entonces

2
A:(%) Con=1,2,...

con el valor de A obtenemos que la solucién general para A > 0 es
nmw

X (x) = by, sin (fx) (2.7)
donde C' = C5. Esn conclusion, dado que para A > 0 obtuvimos una solucién no trivial, podemos
afirmar que A > 0 actiia como un valor propio en el contexto del problema de la ecuacion diferencial.
Este valor propio esté asociado con las soluciones de la forma de onda estacionaria de la ecuacion
de calor, reflejando como las frecuencias especificas de estas ondas contribuyen a la solucién general
del problema. Ahora, segin el principio de superposicién, si se tiene un conjunto de soluciones,

entonces cualquier combinacién lineal de esas soluciones también es una soluciéon de la misma, en
particular, la suma de todas las soluciones también es solucién. Entonces

N
nmw
X)) =S b,si (—) 2.8
(z) nz::l sin (- (2.8)
Ahora que conocemos X y T' podemos sustituir y obtener
N nmw (2zx)
N(x,t) = b'(—)(}*%zm 2.9
(z,t) ngl nsin {7z ) Ce (2.9)
si utilizamos al condicion inicial N(z,0) = f(x)
al nmw
N(z,0) = f(z) =3 bysi (— )
(2.0)= 2) = 3_bnsin (Fo
donde f puede ser cualquier funcion. Si ahora consideramos el producto interior en un espacio de funciones:

L
(f(2),g(x)) = / f(@)g(x)dz

si tomamos N muy grande

> nm
bosin ()
"; sin (7@

si tomamos m € N fijo y hacemos

(f(x),sin (%x)) = (i b,, sin (%x) ,sin <%x))
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recordando que

/L, nmTo\ . /mm o\ 0 si m#n
L51n<fx)81n(7$>_ L/2 si m=n

por lo que obtenemos

s
z)sin ( —x ) dx = b, —
[ s@ysin (Te)
entonces .
2 . /mm
b = ), (z) sin (Ta:) dx. (2.10)

A través de la solucién analitica obtenida mediante el método de variables separables, hemos ilustrado
co6mo las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel crucial en la determinacion de la evoluciéon
temporal y espacial de la temperatura en un medio dado.

Se ha obtenido una expresion para b,,, que representa el coeficiente asociado al m-ésimo término de la
serie de Fourier. Esta formula indica que cada coeficiente se calcula como una funcién de la condicién
inicial f(x), integrada a lo largo del dominio espacial [0, L], y ponderada por la funcién seno, lo que
refleja la naturaleza peridédica y ortogonal de las soluciones en el contexto de la ecuacion de calor. Este
resultado es fundamental para construir la soluciéon completa de la ecuaciéon de calor, permitiendo adaptar
la solucién general a las condiciones especificas del problema inicial.

2.2. Un modelo no lineal de Duopolio de Cournot

Esta seccion estda basada completamente en el analisis del articulo: Nonlinear Dynamics of Cournot
Duopoly Game: When One Firm Considers Social Welfare, que nos servird como punto de partida para
nuestra investigacion. Para més detalles, se puede consultar al final la bibliografia.

El modelo que veremos es un juego de Duopolio de Cournot, sin embargo, a diferencia del tipico modelo
clasico de Cournot, aqui hay dos principales diferencias:

1. Aqui se consideran productos diferenciados, es decir, no tienen por qué ser idénticos.

2. Una de las dos empresas considera el bienestar social como una forma de utilidad o ganancia.

Consideremos dos empresas que compiten por cantidades y cuya produccién se denotard como q; y g2
respectivamente. La funcion de utilidad, que les ayuda a elegir el nivel de produccién que maximiza su
beneficio conjunto esta dada por la siguiente funcion

1
Ulqr,q2) = alqr + q2) — g(fﬁ +2dgig2 + ¢3) (2.11)

donde a,d € R.

Para obtener los precios finales para las consumidores, es decir, los precios al por menor es necesario
calcular las condiciones de primer orden respecto de q; y g2 y de esta forma obtenemos

_ 5U(CI17 Q2)
p1 7@(11
o oU(q1,q2)
b2 9q2
donde
U
Yane) _ a—q —dgz,
q1
Ulq,
Yova) _ a—q2—dq

q2
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por lo que

p1 = a—q—dg,
p2 = a—q2—dq

Aqui se restringen los valores de los coeficientes a y d. Para que tenga sentido, es necesario que a > 0y
de [—%7 1], porque a es el precio maximo y d es el parametro de diferenciacion, es decir, d nos dice qué
tan distintos son los productos:

= si d = 1 los productos son homogéneos. No hay diferencias notables para los consumidores, por lo
que la elecciéon entre estos productos es indiferente.

= si d = 0 los precios de cada empresa estan determinados exclusivamente por su propia produccion.

La funcién de costos de produccion, C;(g;), representa el costo en el que incurre la empresa i para producir
una cantidad ¢; de un bien o servicio. En este contexto, se ha especificado que la funcion de costo para
cada una de las dos empresas, identificadas por i = 1 y ¢ = 2, sigue una estructura cuadratica dada por la
expresion C;(g;) = %cqf. Este modelo cuadrético implica que el costo de producciéon aumenta a medida
que aumenta la cantidad producida, y el parametro c representa el coeficiente de costo que influye en
la tasa de este incremento y dénde ¢ > 0. La presencia del término cuadratico ¢? sugiere que los costos
de produccion crecen més que proporcionalmente con un aumento en la produccion. Las funciones de
beneficios estan dadas por

1 1

T = piqg1+ §Ciﬁ =1 -q —dg)n + 5011%7
1 1

Ty = piq1+ §CQ§ =1 —-q —dgq)g+ 50(15

Las funciones de beneficio, m; y 7, reflejan las ganancias de cada empresa. Estas funciones incorporan
tanto los ingresos por ventas, representados por pi1q; y p1ge, como los costos de producciéon, dados por
%cq% y %cq%. La funcién de precio, p; = 1 —q; — dgo para la empresa 1y p1 = 1 —qo — dg; para la empresa
2, refleja la competencia entre las empresas y cémo la producciéon de una afecta el precio de mercado
del bien. El término d captura el efecto de la produccion de una empresa sobre la otra, evidenciando la
interdependencia en el duopolio de Cournot.

También se considera la funcién de excedente del consumidor, que mide la diferencia entre el valor que
las personas obtienen del consumo de un bien o servicio y el costo que ellas deben pagar para obtenerlo,
esta dada por

CS = = (¢f +2dq1g2 + 63) -

DN | =

El estudio contempla la funcién de excedente del consumidor, C'S, la cual es fundamental para evaluar
el bienestar social en el contexto del mercado. El excedente del consumidor se define como la diferencia
entre el valor total que los consumidores asignan a una cierta cantidad de bien o servicio y el costo
efectivo que pagan por esa cantidad. En este modelo, C'S = % (q% + 2dqi1g2 + q%) captura la suma de
los excedentes de todos los consumidores, considerando las cantidades producidas ¢; y g2 por las dos
empresas en competencia. La presencia de los términos ¢7, 2dqi1qa, y ¢3 refleja no solo el valor que los
consumidores obtienen de los productos de cada empresa por separado, sino también cémo la interacciéon
entre las cantidades producidas por ambas empresas afecta el bienestar total de los consumidores en el
mercado.

Se considera el bienestar social como la suma de todos los beneficios, es decir, la suma de los beneficios
de las dos empresas y el excedente del consumidor:

W=CS+m + ms

y como se menciondé al principio, una de las dos empresas va a asumir el bienestar social W, por lo tanto,
los beneficios se redefinen de la siguiente manera:
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m = (1—q —dg)q — dg3,
H2 = wTgy + (1 7w)W

donde w € [0,1]. Y w es un parametro que determina cuanto peso se le da a cada objetivo:
= si w =1 la empresa solo ve por su propio beneficio y no considera el bienestar social.
= si w = 0 la empresa solo busca el bienestar social sin considerar su propio beneficio.

Los productores estiman la demanda del mercado de la siguiente manera:

o
at+1) = a ) +viay
@ (2.12)
Tl
@t +1) = q(t) + V2025~
q2

donde v; representan la velocidad o el ritmo de cambio de los bienes ¢q; y g2, en otras palabras, es el ritmo
al que cada empresa ajusta su produccion en respuesta al mercado.

En el modelo de duopolio de Cournot, las empresas ajustan sus niveles de produccién basandose en sus
expectativas sobre la demanda del mercado y la respuesta competitiva de la otra empresa. Las ecuaciones
presentadas describen como las empresas estiman la produccion futura (gi(t + 1) y g2(t + 1)) en funcion
de su produccion actual (¢1(t) y ¢2(t)) y las derivadas parciales de sus funciones de beneficio (g—;l y

%1;2"‘ ). Estas derivadas parciales representan el beneficio marginal de cada empresa, es decir, el cambio en

el beneficio resultante de un cambio unitario en la cantidad producida. Los coeficientes v; y vo indican
la sensibilidad o la rapidez con la que cada empresa reacciona a este beneficio marginal, ajustando su
produccién en consecuencia. Este mecanismo de ajuste refleja la dinamica estratégica entre las empresas
en el mercado, donde cada una toma en cuenta no solo sus propias condiciones de produccién y costos,
sino también las acciones de su competidor y las condiciones del mercado para optimizar sus niveles de
produccioén y, por ende, sus beneficios.

Luego,
671'1
L =a+q(c—2) - dg
o0 (c=2)
y ademas
oIl
— =a—q@(l+w+c)—dg
90 ( )
en lo que respecta al primer término, tenemos
on
at+1) = @)+ Ullhail,
0

= q(t) +viq(a+qc—2) —dg),
= qt)—vig(a+q(2—c)—dg)

para el segundo término, al resolverlo de la misma manera que el primero, obtenemos que el sistema
(2.12) se convierte en

(2.13)

q(t+1)=q(t) —viqi(a+ q (2 —c) — dg2),
a2t +1) = q2(t) + v2q2(a — g2(1 + w +¢) — dqy)

finalmente, cuando se establece que la produccién es independiente del tiempo,esto es, ¢;(t +1) = ¢;(t) =
qi, se obtiene que

{02Q1(G+Q1(2—C) — dga), (2.14)

0=gq(a—q@(l+w+c)—dg)

Al resolver algebraicamente el sistema de ecuaciones (2.14), se obtienen los puntos de equilibrio del
sistema:

= el primer punto de equilibrio es para el caso g1 = 0 = g2 de donde

Ey = (0,0) (2.15)
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= si se supone ahora que ¢ = 0y g2 # 0 se tiene

a

a—(1+w+c)q2:0<:>a:(1+w+c)q2(:)qz=m

por lo tanto el segundo punto de equilibrio es

a
FE| = _ 2.1
! <0’ 1+w—|—c) (2.16)

= si se supone ahora que g1 # 0y g2 = 0 se tiene

a
2+c

a— 24+ =0 24+c)g1=aeq1 =

por lo tanto el tercer punto de equilibrio es

By = (216,0) (2.17)

= finalmente, ahora se supone que q; # 0y g2 # 0 y asi

a—(24+c¢)qg —dgy = 0,
a—(1+w+c)gg—dgy = 0
despejando de ambas ¢
a—dgs
—dgs = (2 RN =
a—dg = (2+c)q q 21 ¢
a—(14+w+c)g

a—(1+w+c)gep=dgn & q=

d
resolviendo la igualdad
a—dg a—(14+w+c)g
24c d
ad — d*gy = (24 ¢) (a = (1 +w + ¢)g2)
ad —d*qz — (2+c)a+ (2+e)(l+w+c)ge =0
a2 (2+c)(1+w+c)—d*) =2a+ac—ad
2a +ac—ad
T 3ctowtcwtE_d242

(I R

q2

ahora despejamos para g

a—(24+c)q
d
a—dq;
(I1+w+c)

a—(2+c)q = dge < g2 =
a—dp=(1+w+c)g &  @=
nuevamente resolvemos la igualdad

a—(2+c)q a —dq;

d 14+w+c)

a(l+w+c)—(1+w+e)(2+c)q = ad — d°q

al+w+e)— (1+w+c)2+c)qg —ad+ d*q =0

q (*—(1+w+c)(24¢) =ad—a—aw — ac
a+aw +ac—ad

T 3¢+ 2wt cw+ e — 2

tee ¢

q1

por lo tanto el altimo punto de equilibrio es

(2.18)

B a+ aw + ac — ad 2a + ac — ad
ST\ Bt 2wt cwt e —d? 32w tcwtcE—d2+2)”
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Asi los cuatro puntos de equilibrio que se han obtenido son los siguientes

Ey

Ey

Ly

B3

(0,0)

a+ aw + ac — ad 2a + ac — ad
c+2wtcew+c2—d2+2"3c+ 2w+ cw+c2—d?+2

(&
(0 )
(

Si bien los puntos E; y Es emergen como de particular interés debido a su ilustraciéon de condiciones
monopolisticas, su anélisis detallado, aunque enriquecedor, no es imprescindible para la progresién inme-
diata de nuestro estudio. Por ende, su examen mas profundo se reservara para una discusiéon posterior
donde su impacto pueda ser explorado con la consideracién adecuada.
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Capitulo 3

Un modelo de reaccién-difusién para el

analisis de la distribucion.

En este capitulo nos ocupamos del planteamiento y la comprension del modelo. Iniciamos delineando el
planteamiento del modelo, estableciendo las bases y los supuestos. Luego, nos enfocamos en el desarrollo
de cada uno de los pasos que nos conducen hacia la solucién de equilibrio, un estado de particular interés
por su significado en la estabilidad y la respuesta del sistema modelado.

Tras hallar la solucién de equilibrio, extendemos nuestro anélisis hacia la bisqueda de la solucién general
del modelo. Este esfuerzo nos permite observar el comportamiento general del sistema bajo una variedad
de condiciones, ofreciendo una visiéon mas amplia y profunda de las dinamicas involucradas.

3.1. Planteamiento del modelo.

Del la seccion 1.3 resulta interesante considerar el caso del monopolio, es decir, considerar los puntos de

equilibrio
a
E, = —.0
' (c+2’)

a
Ey = 0, ——
2 (’1+w+c)

Sin embargo, a lo largo del anélisis de la seccion anterior también vimos que para este tipo de mercado
se sigue una dinamica logistica, expresada de la siguiente manera:

pj=1l+av;, j=12

Esto nos indica que al analizar el monopolio, es conveniente utilizar una ecuacion logistica como modelo
para comprender como el mercado se comporta en este tipo de situaciéon. Por lo anterior, si tomamos
la funcién de utilidad original y establecemos en cero la producciéon de una de las dos empresas, y por
simplicidad denominamos x a la produccién restante, obtendremos lo siguiente:

Dado que Q(z) con a > 0, describe el comportamiento del mercado para una sola empresa y, al mismo
tiempo, representa los beneficios de la empresa para la produccion x, es coherente considerarla como la
componente de reacciéon en un modelo de reaccion-difusion

a P = w(-5)
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Reaccion
ON

En este contexto, la derivada % representa la variacion temporal de la produccion de la empresa,
modelando como se distribuye esta produccion a lo largo del tiempo y en diferentes ubicaciones. Este
enfoque se inspira en la ecuacion de calor y adopta un marco de reaccién-difusion, donde N simboliza la
distribucién espacial y temporal de la producciéon. De esta manera, el modelo captura tanto la dinamica
temporal como la dispersion espacial de la produccion, reflejando como se difunde a través de diferentes

areas y como evoluciona en el tiempo.

Ademas, si tomamos en cuenta que la empresa tiene la habilidad de distribuir su produccién en un area
radial, es decir, para cualquier radio r > 0, lo cual se puede entender mejor viendo la Figura 2:

Figura 2. Gréfico radial

Vamos a establecer = 1 para simplificar nuestro analisis. No obstante, mas adelante validaremos que
este enfoque es aplicable para cualquier radio positivo r > 0. Teniendo en cuenta todas las consideraciones
previas, el modelo que estamos proponiendo es el siguiente:

ON 0?N

Bt~ Do TOW
N(0,t) = M
N(1,t)=0

0

0

N(z,0) = f(z)

= La constante de difusion, D > 0, desempena un papel crucial en el modelo, anélogo a su funcién en la
ecuacion de calor. Esta constante cuantifica la rapidez con la que la produccion se dispersa o difunde
a través del espacio a lo largo del tiempo. Un valor mayor de D indica una tasa de difusién més
rapida, permitiendo que la produccién se extienda més rapidamente a diferentes areas. En contraste,
un valor menor de D resulta en una difusion maés lenta, limitando la velocidad de dispersion de
la produccion. De esta forma, D no solo influye en la velocidad de difusion, sino también en la
capacidad del modelo para capturar la dindmica espacial de la distribucion de la produccién en el
marco de la reacciéon-difusion.

= Donde la variable a representa la tasa de crecimiento en el modelo logistico Q(x).

Estamos proponiendo un modelo que proporcionaré la mejor distribuciéon de la produccién de la empresa
monopolista para cualquier momento ¢t > 0 y para cualquier radio » > 0. Este modelo asume que la
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empresa ya tiene conocimiento de la produccion requerida, y este conocimiento se deriva de la funcion de
utilidad que estamos utilizando como respuesta en nuestro modelo. Por lo tanto, lo que nuestro modelo
aportaré es la estrategia de distribucion de la produccion, sujeta a cada una de las condiciones previamente
mencionadas.

3.2. Solucién de equilibrio del modelo de reaccién-difusion

Retomando la ecuacion de reaccion-difusion

=D—— tax

ON _ DI s (
ot Ox?

1- 2%) (3.1)

Con el fin de determinar la solucién de equilibrio, vamos a suponer que existe una solucién de equilibrio,
representada por la variable Ng y que satisface:

ONEg

es decir

82 NE xX
D +az(1- ) =0 3.3

Ox? 2a (3:3)
Dado que necesitamos determinar Ng, es necesario calcular la primera y segunda derivada de (3.3).
Luego, utilizaremos las condiciones de frontera y las condiciones de la primera derivada para identificar
los coeficientes que aseguran la existencia de la solucion de equilibrio. Entonces

0?Np  ax T
- 7) —0
Ox? + D ( 2a
Para la primera integral se obtiene
ONEg x3 ax?
=" _2 1 3.4
9z 6D 2D (3.4)

La aplicaciéon de las condiciones de primera derivada da como resultado los siguientes valores

1
3

a =

Dado que a y C7 son conocidos, podemos sustituirlos y obtener

ONEg x3 x2

or 6D 6D
Ahora, para la segunda integral se obtiene

IIJ4 CLJJS

Ng=———— .
E=5D 6D+Cz (3.5)

Para completar el procedimiento, debemos utilizar ahora las condiciones de frontera a la integral recién
obtenida y obtener los otros coeficientes. Entonces

Co=M

1
D_72M

Recordemos que D representa la constante de difusion, y en este contexto, depende del nivel de produccion
M.
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Asi pues, hemos logrado identificar la solucién de equilibrio y cada uno de los coeficientes que satisfacen
(3-3) y en consecuencia (3.2)). Finalmente la forma de la soluciéon de equilibrio es:

x4 x3 1

24D 18D 72D

Ng (3.6)

Y su representacion grafica se puede ver en la Figura 3.

Y su grafica

Ng con D=1/72

Figura 3. Solucién de equilibrio.

La solucién de equilibrio indica un estado estacionario en el que no hay cambios en el tiempo. Dado que
la solucién de equilibrio es un punto de estabilidad en el sistema dindmico que representa el modelo, es
importante para la empresa conocerla, ya que esto le permite tener informacion sobre la dindmica a largo
plazo del sistema y hacia donde converge cualquier solucién cercana a la solucién de equilibrio.

Es crucial destacar la relevancia de este modelo propuesto, ya que sus resultados son aplicables para
cualquier cantidad de producciéon M y para cualquier radio positivo > 0, lo que resalta la importancia
de este analisis, como se ilustra en el grafico siguiente:
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M,

M;

M

,
Figura 4. Diferentes valores para M;

De hecho, la elecciéon de la produccion M depende de las necesidades de la empresa y de su funcion de
utilidad.

Figura 3.1: Sub-radios considerados para la interpretacién del problema

3.3. Solucién general del modelo propuesto.

Para hallar la solucion general, definimos
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V(z,t) = N(z,t) — Ng(x)

donde N(z,t) es la solucién general.

a) Primero vamos a calcular la primera derivada de V(z,t) con respecto a t

0 0 0

aV(x t) = aN(x t) — aLLNE(QC)
pero como £ — 0 entonces
0 0
EV(x t) = &N(x t) (3.7)

Sin embargo, recordemos que

por lo que

oV _ 0’N (

x
ot Ox2 1= %) (3.8)

b) Ahora, calculamos la segunda derivada de V' con respecto a x, esto es

PV N 9°Np
dr2 ~ Ox2 Ox?

9’Ng T i
pero a2 + azx (1—%) =0 asi
82V 02N T
1——) .
922 022 +ar ( 2a (3:9)
Desde las ecuaciones (3.8) y (3.9) es evidente que
ov 02V
—=D—— 3.10
ot Ox? (3.10)

De esta manera podemos concluir que la solucion de (3.10) coincide con la soluciéon de la ecuacion
de calor y, por lo tanto

ane ()" ! sin (%)

Dado que en nuestro modelo se propone que L = r y se toma r = 1, la solucién de la ecuacién de
calor se ajusta para reflejar estas especificaciones. La variable L en la ecuacion original se reemplaza
por 7, y posteriormente se asigna el valor de r = 1. Asi, la solucion de la ecuacion de calor se reescribe

como:
> 2 nwx
t) = E bne_(T) *t sin (—)
r
n=1
Con r =1, la ecuacién se simplifica a:

Z —(nm)?kt iy (nmx)

Esta simplificacion refleja directamente las condiciones especificas de nuestro modelo, adaptando la
solucién general de la ecuaciéon de calor a las particularidades del sistema que estamos analizando.



3.3. Solucién general del modelo propuesto. 23

Dado que el propésito de definir V(z,t) = N(x,t) — Ng(z) era conocer la solucion general N(zx,t),
entonces todas las soluciones para N(z,t) son de la forma

esto implica que la solucion de N(x,t) estd dada por

Nz, t) = > bpe™ "™ Fsin (nmz) + Np(x) (3.11)

n=1

Sin embargo, sabemos que la ecuacion de calor tiende a cero cuando t tiende a infinito. Por lo tanto, si
hacemos que todo el sistema tienda a infinito, obtendremos

N(z,t) =V(x,t) + Ng(x)

t—>o0 t—>o0 t—>o0o0
Pero como
V(z,t) =0
t—=> 00
se tiene
N(z,t) — Ng(z) (3.12)

Este resultado es importante porque nos indica que, independientemente de la condicién inicial que
seleccionemos, todas las soluciones van a converger hacia la solucién de equilibrio cuando ¢ tiende a
infinito

En el contexto de la competencia de Corunot, la solucién de equilibrio proporciona informacion valiosa
para la empresa, y con este resultado, ya sabe que todas las demés soluciones tienden a converger hacia
ella. En otras palabras, conociendo la solucién de equilibrio, la empresa puede tener una idea clara de
hacia donde converge la solucion en el largo plazo, lo que puede ser de gran utilidad en la planificacion y
toma de decisiones.
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Capitulo 3. Un modelo de reaccion-difusién para el analisis de la distribucion.
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Capitulo 4

Condiciones iniciales e interpretacion

En este capitulo, nos adentramos en un analisis de diferentes condiciones iniciales aplicables al modelo
que hemos propuesto previamente. Aunque la solucion general del problema y la solucién de equilibrio nos
dicen cual es el comportamiento esperado, la exploraciéon de distintas condiciones iniciales nos ayudaré a
comprender mejor la dindmica del modelo en diversos escenarios.

Para finalizar se presenta una aplicacién concreta del modelo, ilustrando su utilidad y potencial en
situaciones reales. A través de este capitulo, buscamos no solo probar la validez de nuestras soluciones
sino también enriquecer la comprensiéon del modelo y su capacidad bajo un abanico de posibilidades
iniciales.

4.1. Condiciones iniciales

Aunque ya sabemos que la solucion general converge hacia la solucion de equilibrio, como se observo en
el capitulo anterior, en esta seccion vamos a analizar diferentes condiciones iniciales. Esto nos permitira
comparar y comprender el comportamiento de las distintas condiciones iniciales.

Caso 1. La condicion inicial mas evidente es tomar la recta que conecta los puntos (0,M) y (1,0).
Sin embargo, para cumplir con las condiciones de derivada cero en los puntos extremos, es posible
considerar condiciones iniciales de la siguiente forma:

M si0<z<e

fe(z) = (—1¥2€)x+(M—2§4_€1> sie<zr<l-—c¢

0 sil—e<zx<1

Podemos observar la representacion grafica de la funcion dada por
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<*1ﬁ/[2€) T+ (M - 2131—61)

Figura 5. Grafico de fc(z)

Para resolver la funcion anterior, se observa que el valor de la integral en el intervalo [1 — €, 1] es
igual a cero, lo que indica que no se requiere realizar ninguna operaciéon adicional en esa region.

Ahora consideremos la integral

I, = 2M/ sin(nmz)dx
0

Aplicando la regla de integracion para la funciéon seno, obtenemos

1 €
I =2M {— cos(mrx)}
nm 0

Evaluando los limites de integracion, tenemos

2M
I = —_— 1 —
1= [1 — cos(nme)]

Por lo tanto, el valor de la integral es
€ 2M
2M/ sin(nma) = — [1 — cos(nme)]
0 nm

;Pero qué ocurre con I; cuando € —= 0?7 Podemos observar que a medida que € se acerca a 0, el
valor de la integral I; tiende a 0. Esto se puede expresar formalmente como:

lim I = lim <2M/ sin(mrx)dac) =0 (4.1)
0

e—>0 e—>0

Ahora necesitamos resolver la siguiente integral

I = 2/616 [(1 ﬂe) z+ (M QEM_elﬂ sin(nm)da
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Para simplificar un poco la notacion, se define:

g = (M— Me>
2¢e -1
1—e¢
G :/ zsin(nrz)dz

1—e
(o = / sin(nmz)dx

Es claro que
I =a1G + a2

Ahora, vamos a resolver las integrales.

1—e

1—e 1—e¢
1 1
G = / xzsin(nrz)de = —— lx cos(nmx) + —/ cos(nmz)dx
. nw . nw J.
1—e¢ 1 1—e
= sin(nmx) — — |z cos(nmz)
(nm)? . nmw [ .
Retomando a4 obtenemos:
1 1—e¢ 1—e¢
a1l = oy ()2 sin(nmx) - n% cos(nmx)
€ €
1—e¢ 1—e€
a1 .
= sin(nma) — (nm)x cos(nmx)
2
(nm) . .
Si ahora definimos
1—e¢
v = sin(nmx)
€
1—e¢
Yo = xcos(nwx)
€

Entonces la expresiéon anterior se puede escribir como

’nﬂ')2 (’Yl - (””)72)

16 =

—~

Vamos a ver por separado las expresiones y; y 2 para realizar un analisis individual de cada una.
Posteriormente, combinaremos los resultados obtenidos para tener una visiéon general de a1(;.

Para ~y1, se tiene la expresion:
m = sin(nw(1 — €)) — sin(nme) (4.2)
Al evaluar el limite cuando € tiende a cero, obtenemos:
lim v =0
e—>0
Para v, se tiene la expresion:

Yo = (1 — €) cos(nm(1 — €)) — e cos(nme) (4.3)
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Al evaluar el limite cuando € tiende a cero, obtenemos:

lim vy =(-1)"
0

€ —>>

Para esta primera integral, ya s6lo queda ver que pasa con «1(; entonces:

i (1G) = Jim (- 22(yr) = 2O (4.4

€ e—>0 nm nm

Para resolver (3, comenzamos con la expresion:

1—e

= i[cos(mre) —cos(nm(1 —¢))]

1—e¢
1
= i dr = ——
Co /6 sin(nnz)dx cos(nmx) o

nm

€

Al evaluar el limite cuando € tiende a cero, obtenemos:

1
It =—[1-(-1)"
=20 G2 mr[ (=1)7]
Por lo tanto, el limite de {» cuando ¢ tiende a cero es igual a #[1 — (=1)™]. Ahora, si consideramos

a2, podemos obtener:
2M

lim (asGa) = 1 — (~1)")

€ 0 nm

Por lo tanto, el limite de as(> cuando e tiende a cero es igual a 21 — (—1)"].

Después de resolver cada una de las integrales y calcular sus respectivos limites cuando € tiende a
cero, podemos obtener el valor total de la integral Is como sigue:

, , 1oe M Me .
EE_OIQ = ehgl-o <2/6 K_l—%) x+ (M— Be lﬂ s1n(n7m:)dx)

(11 + a2la)

lim
e—>0
= lim (a1G) + lim (a2(2)
e—>0 e—>0
oM(~1)"  2M .
= M MGy
nm nmw

2M

nm

El objetivo de este anélisis fue estudiar el comportamiento de la funcién f.(z) cuando € tiende a
cero.

En el intervalo [1 — €, 1] vimos que el valor de la funcion es cero. Para el intervalo [0, €], hemos
evaluado la integral correspondiente y hemos encontrado que su valor tiende a cero cuando € tiende
a cero. Por lo tanto, podemos concluir que cuando € tiende a cero, la funcion f(x) tiende al valor
de I cuando I también tiende a cero.

Ademaés, hemos hallado que el valor de la integral en el intervalo [e, 1 — €], denotada como I, tiende
a 2M /nz cuando € tiende a cero. Como consecuencia, podemos concluir que cuando e tiende a cero,
la funcion f.(x) tiende a I3, que a su vez tiende a 2M /nx . Por lo tanto, cuando € tiende a cero, la
funcién f.(z) converge a 2M /nm, lo cual hemos probado mediante el analisis anterior. En este caso
especifico, la expresion se reduce a:

2M
fe(z) = e

e—>0

El siguiente paso para concluir con esta primera condicion inicial f.(x) es verificar que al calcular
los coeficientes de Fourier de la nueva funcién Ny (z,0) = M (1 — x), se llega al mismo resultado.
De esta forma, podemos utilizar indistintamente la funcion f. o la funciéon Nj. Sin embargo, para
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obtener las gréficas y calculos numéricos optaremos por utilizar la funciéon N; debido a que es una
funcion mas sencilla.

Consideremos la funcion N(z,0) = M (1 — z) en el intervalo [0, 1].

Y

M1 —x)

= x
1
Figura 6. Grafico de f(x)
Resolvemos la integral
1
2M/ (1 — ) sin(nmx)dx
0
La primera parte de la integral es
! 1 "o
2M/ sin(nrx)dx = —2M () cos(nmz)| = —(1—(-1)")
0 nm 0 nm
La segunda parte de la integral es
1
2M(—-1)"
—2M/ zsin(nrz)dr = M(=1)"
0 nm
por lo tanto
1
2M
/ M(1 — z)sin(nrz)de = —
0 nmw

que coincide totalmente con f,(z)
e—>0

En conclusiéon para esta primera condicion inicial, consideramos la funcion f(x) y su contraparte
modificada fc(z), donde f(z) es una recta definida como f(x) = M(1—z) y fc(x) es la misma recta
suavizada por un pardmetro e. Observamos que cuando € tiende a cero, la funciéon f.(x) converge
hacia f(x), es decir, fc(x)— f(z).

Esta convergencia nos permite concluir que la soluciéon de f(x) es equivalente a la solucion de f(x).
Aunque inicialmente f(x) no cumple con la condicion de tener derivada cero, hemos demostrado
que la solucion suavizada fe(x) si cumple dicha condicion. Lo mas interesante es que a medida que
€ se aproxima a cero, la convergencia entre fe(x) y f(x) se hace mas evidente.



30 Capitulo 4. Condiciones iniciales e interpretacion

En consecuencia, podemos justificar que, a pesar de que f(x) no satisface la condicion inicial de
tener derivada cero, podemos considerarla valida debido a que hemos demostrado que es equiva-
lente a f.(x), que si cumple con dicha condicion. Esta equivalencia nos permite utilizar f(x) como
una funcion simplificada para resolver el problema, evitando la complejidad adicional de f.(z) y
aprovechando la convergencia demostrada.

Para finalizar esta seccion, mostraremos la grafica que representa la tendencia de la serie de Fourier
utilizando los coeficientes calculados para esta primera condiciéon inicial.

t=0.01 t =100
41 — N 41 — Ne
—— N + Serie de Fourier —— N + Serie de Fourier
3 -
24
>.

l —
0 -

._1 B

-0.5 0.0 0.5 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X X

Figura 4.1: Convergencia de la Serie de Fourier para la primera condicién inicial

Caso 2. Ahora consideraremos una segunda condicion inicial dada por:

Ny(z,0) =22 — 2z + 1

NQ(O, 3?)

p
&

Figura 7. Segunda condicién inicial
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Para hallar los coeficientes de Fourier, resolvamos:

ba, = /01 f(z) sin(nmx)dx = /01(332 — 2z + 1) sin(nrz)dx

Resolviendo cada una de las integrales, obtenemos:

1
1
i do = —(1—(=1)"
/O sin(nma)de = —— (1~ (~1)")
Para la segunda integral:
! 2(=1)"
—2/ xsin(nrz)dr =
0 nm
Y finalmente:
/1 z? sin(nwx)de 2 (=)™ =1) L (="
T = — — —_ _ (=
0 (nm)3 nw
Por lo tanto, el valor de la integral original esta dado por:
1
. 1 2(-1)"
2, /O(x x + 1) sin(nnz)dzx mr( (=)™ + o
1 2
— (1) —)" -1
D (1) - )
1 2 .
= () )

nw  (nm)3

Al igual que hicimos anteriormente con la condiciéon inicial previa, también vamos a graficar el
comportamiento de los coeficientes de Fourier obtenidos en relacién con la solucion de equilibrio.

t=0.01 t=100
4 — Ng 41 — Ng
—— N + Serie de Fourier —— N + Serie de Fourier
3 1 1
3 -
2 .
> >
1 -
0 -
_1 <
T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
X X

Figura 4.2: Convergencia de la Serie de Fourier para la segunda condicion inicial

Observacion: Antes de continuar con la altima condicion, es necesario resaltar que una vez obteni-
da la solucién general del modelo propuesto, se procedi6 al analisis bajo tres diferentes condiciones
iniciales, con el objetivo de examinar y comprender el comportamiento del sistema bajo variadas
circunstancias. Aunque era previsible, dado el disenio del modelo, que la solucién general convergeria
hacia la solucién de equilibrio, la exploracion de estas condiciones iniciales diversas no fue meramen-
te redundante. Por el contrario, este enfoque permitié enriquecer el analisis, aportando una vision
mas completa sobre la robustez y la dindmica del modelo ante distintos escenarios iniciales. Este
ejercicio demostré no solo la estabilidad de la solucién de equilibrio, sino también cémo el sistema
se adapta y evoluciona desde diferentes puntos de partida hacia este estado estable, subrayando la
relevancia y la aplicabilidad del modelo en un espectro amplio de situaciones.
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Caso 3. Finalmente consideramos la tercera condicion inicial dada por
N3(z,0) = M — z?

Consideramos M = 1 y nos queda
N3(x,0) =1 — 22

Para hallar los coeficientes de Fourier, resolvamos:

1 1
= ) sin(nnmx)dr = — 2% sin(nrx)dz
b= [ f@sinmayts = [(1- %) sin(nma)d

Para la primera integral obtenemos

1
1
/ sin(nmx)de = — (1 — (—=1)")
0 nm
Para la segunda integral:
/1 z? sin(nrz)d ! (=" 2 (=)™ =1)
_ T - (_1)" — 1) —
0 nw (nm)3

Ng(o, ZL’)
> T
Figura 8. Tercera condicion inicial
Por lo tanto, el valor para la tercera integral es
b _ ! 2 : d _ 1 n 1 n 2 n
b= [ @ =2 Dsingra)de = (1= (1)) 4 () () )

1 2 .
i W((—l) 1)

En la grafica correspondiente a la tercera condicién inicial, se puede observar que no existe una
diferencia significativa en comparacion con la condicién inicial anterior. Ambas gréaficas son practi-
camente idénticas. Sin embargo, es importante destacar que las series de Fourier asociadas a estas
condiciones iniciales son distintas.

A pesar de esta diferencia en las series de Fourier, como se ha mencionado anteriormente, el com-
portamiento de cualquier solucion tiende siempre hacia la solucién de equilibrio. Esto se ha podido
evidenciar en cada una de las condiciones iniciales proporcionadas, las cuales presentan caracteris-
ticas distintas.
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t=0.01 t=100

4 — Ng 41 — Ng
—— N + Serie de Fourier —— N + Serie de Fourier

T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X X

Figura 4.3: Convergencia de la Serie de Fourier para la tercera condicién inicial

4.2. Aplicacién e interpretaciéon

En esta ultima seccion, vamos a considerar un problema tipico de Cournot para una situacion de monopo-
lio. Es decir, un modelo que incluye una funcion inversa de demanda, una funcion de costo de produccion
y una funcion de utilidad. En este modelo tipico de Cournot, el primer paso sera determinar el valor de
la produccién que maximice la produccion, tal como se haria en un modelo clasico.

Imaginemos que nos encontramos ante una compania que denominaremos MegaCorp S.A., que opera en
un mercado de monopolio. MegaCorp S.A. tiene la capacidad de distribuir sus productos en una region
circular con un radio de r > 0.

La empresa busca determinar la funcién que le proporcione la distribuciéon mas adecuada de su produccion
dentro de este radio, con el objetivo de garantizar que sus ganancias se mantengan en su punto 6ptimo.

La funcion inversa de demanda es P(x) = 50a — 2z, la funcion de costo es C(x) = 3z y finalmente la

funcion de beneficio de la empresa 7(z) = 50ax — 222 — 3z.

= La empresa busca determinar la cantidad de produccién z* que maximiza su beneficio.

= Una vez que se ha determinado x*, la empresa busca la mejor forma de distribuir esa produccion
en el area circular de radio r > 0.

Resolviendo obtenemos a = 13/150, D = 1/18 M, tomamos M = z* y la funcién de equilibrio

xt a3 13 1

Nz)= 4 4 2 _ 22
@) =%pT2p 1D 18D

Como la soluciéon de equilibrio no depende de ¢ y s6lo depende de la producciéon podemos agregarla en el
mismo grafico
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1
— N(z)=a"— 323+ 1
- — 13
0.8 | P(z) =% —2x
— C(z) =3z
—m(z) = LBz — 222 - 32
0.6 11, ) S 1
T =3
=N
0.4 i
0.2 i
0
| | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Figura 10. Interpretacién de la aplicacién.

Al aplicar el modelo propuesto al escenario de monopolio de MegaCorp S.A., hemos abordado un problema
tipico de Cournot integrando funciones clave como la demanda inversa, el costo de produccion y la
utilidad. Determinando la cantidad 6ptima de produccién, z*, que maximiza las ganancias de la empresa,
establecemos un marco crucial para analizar como se debe distribuir esta produccién de manera eficiente
dentro de una region circular de radio r > 0.

Esta resolucion no solo revela la cantidad 6ptima de produccién sino también la manera en que esta
produccion debe ser distribuida espacialmente para maximizar la utilidad de la empresa, extendiendo sig-
nificativamente el analisis clasico de Cournot. La funcion de equilibrio obtenida, N(z), independiente del
tiempo ¢, se centra en la distribucién espacial de la produccién, permitiéndonos visualizar integralmente
como la produccién 6ptima, x*, se ajusta dentro del area de interés para alcanzar el equilibrio deseado.

La representacion grafica de estas funciones y su interseccién proporciona una interpretacion visual y
tangible de la aplicacién del modelo. Cada curva y punto de interseccién encapsulan aspectos criticos
del analisis, desde la determinacién de la produccién 6ptima hasta la relacién entre produccién, deman-
da y costo, culminando en la visualizacién de la distribucién espacial de la produccién que asegura la
maximizacion de las ganancias para MegaCorp S.A. en su entorno de monopolio.
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Conclusiones

En esta tesis se ha planteado un modelo de reaccion-difusion con la finalidad de constituir una herra-
mienta para el anéalisis de la distribucién de la produccién de una empresa que opera bajo condiciones
de monopolio, desde una perspectiva diferente, aprovechando el uso de la ecuacion de reaccion-difusion y
sus propiedades.

Maés alla de la propuesta de un nuevo modelo, el objetivo principal de este trabajo era determinar la
existencia o inexistencia de una solucién de equilibrio y caracterizar su comportamiento. Porque en esta
tesis no solo busca innovar en la formulacién de modelos, sino también contribuir a la comprension teérica
de las dinamicas de equilibrio en contextos monopolistas.

Ademas, buscamos y determinamos la solucién general y, como se observo en el capitulo anterior, lo mas
importante fue descubrir que, al hacer tender todo el sistema al infinito, la solucién general convergia a la
solucién de equilibrio. Este hecho tiene una gran relevancia, ya que nos indica que, independientemente
de la condicién inicial que adoptemos, todas convergeran a la solucién de equilibrio. En el contexto
econémico, resulta que la solucién de equilibrio nos proporciona la estrategia ¢éptima para distribuir la
produccion.

Otro aspecto que merece ser destacado es que el modelo propuesto no solo contribuye al estudio de
los juegos de monopolio de Cournot, sino que también los complementa. Esto se debe a que, en un
modelo clasico de Cournot, todo lo que se puede determinar es la produccién que maximiza la utilidad
de la empresa. Sin embargo, con el modelo de reaccién-difusion, se puede conocer la mejor manera de
distribuir dicha producciéon para cualquier monto M y para cualquier radio r. Esta es una aportacion
significativa que amplia la utilidad y aplicabilidad de los modelos de Cournot en el analisis de situaciones
monopolistas.

Por 1ltimo, los resultados obtenidos en este trabajo ofrecen la posibilidad de considerar futuras investi-
gaciones aun maés interesantes, abriendo un nuevo enfoque que complementa la linea de investigaciéon en
economia y fisica. Sin embargo, es importante destacar que estos trabajos se planificaran mas adelante, a
fin de aprovechar y explorar plenamente las implicaciones y potencialidades identificadas en este estudio.
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Apéndice A

Deducciéon de la ecuaciéon de calor

. Es posible definir una funcién u que nos permita conocer la temperatura de una barra en cualquier
punto y en cualquier momento?

Para responder esta pregunta, primero necesitamos hacer algunas consideraciones (Incropera et al., 2007):

1.
2.

Primero definimos x, como la variable que nos mida la posicion.

También definimos ¢, como la variable que nos mida la temperatura.

. Vamos a asumir que la varilla es unidimensional y que la variacién de la temperatura ocurre solo

en una direccion, lo cual permite expresar la ecuacion en términos de una sola variable (la posicion
a lo largo de la varilla).

La densidad de la varilla es la misma en cualquier punto. Es decir, supondremos que la varilla es lo
suficientemente delgada para que la temperatura no varie significativamente a lo largo de su grosor.

. Area transversal constante A: La temperatura en cada seccion transversal A de la varilla es constan-

te. Es decir, si se toma un corte transversal de la varilla en cualquier punto y se mide la temperatura,
se obtendran valores iguales en todos los puntos.

Temperatura sobre una barra

z=0 z=1L

También necesitamos conocer lo siguiente (Ozisik, 1993):

1.
2.

= w

e(z,t) es la densidad de energia térmica

E(z,t) es la energia térmica. Por lo tanto F = e(x,t) - V donde V es el volumen.

. q(z,t) es el flujo de calor o energia térmica por area.

Q(z,t) energia térmica generada por el material por volumen. Por lo que si tomamos un pequenio
volumen de la barra, entonces Q(z,t) es la energia que entra y Q(x + Az, t) es la energia que sale
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Entonces la forma en la que cambia la energia térmica a lo largo del tiempo es

A
T]f = (Q(z,t) — Q(z + Ax,t)) A+ Q(z,t) - Az - A

donde
AE  Ale(z,t)Az - A)
At At
Podemos expresarlo como

%e(x,t)Ax A= (Q(z,t) — Qx4+ Az, 1)) A+ Q(z,t) - Az - A

hasta aqui s6lo hemos obtenido como cambia la energfa en pequenas secciones de la barra, lo que nos
interesa es conocer, como cambia la energia en toda la barra o por lo menos en un intervalo mucho méas
grande. Entonces la energia en un intervalo (a,b) la podemos calcular

b
e(a,b):/ e(z,t)Adz
por lo tanto
b
Q(a,b):/ Q(z,t)Adx

Asi el cambio total de la energia debe ser
d b b
pn / e(z,t)Ade | = Agqg(a,t) — Aq(b,t) —|—/ Q(z,t)Adx

b
= —(Aq(b,t) — Aq(a,t)) +/ Q(z,t)Adx

Si suponemos que e, g son de clase C! € [0,L] y @ es continua en [0, L] entonces por el teorema funda-
mental del calculo y derivaciéon bajo el signo de integral obtenemos

b B b b b
/a &e(z,t)dx:f/a %q(x,t)der/a Q(z,t)dx (A1)

Esta ecuacion se conoce como la ley de conservacion de energia térmica pero en forma diferencial (Farlow,
1993).

[ (2w Loy~ awn)ar =0
) 8te z, &cq x, x, T =
por lo tanto

0

Esta ecuaciéon se conoce como la ley de conservacion de energia térmica pero en forma diferencial.

ge(m,t) +
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Ahora consideremos el calor especifico ¢(z,t) como la energia térmica para elevar una masa un grado.
Para simplificar el analisis, supondremos que que el calor especifico solo va a depender de la posicion, es
decir,

c(x,t) = c(x)

también consideremos p(z) como la densidad de masa que es la masa por el volumen. Y entonces

e(z,t) - A- Az = c(zx)u(z,t)p(z)A- Az
e(z,t) = c(x)u(z,t)p(x)

se sigue

9 0
ae(:c,t) = &(c(x)u(x,t)P(f))

= c@)ple) Sule. 1
= —%q(ﬁc,t)‘FQ(I’t)

Para poder resolver esto necesitamos ver como se relaciona la temperatura con el flujo de calor. Utilizando
la ley de Fourier tenemos la relacion (Bracewell, 2000):

ou
1= (5)

)pla)grutat) = —5-alrt) + Q)
o (4@ (52)) + G

donde k( es una constante. Entonces

y entonces se ha obtenido al ecuaciéon de calor

cla)pta)gyule) = 5 (k) (52) ) + Qo) (A.2)
y si la barra es homogénea entonces ¢, p y k son constantes por lo que obtenemos
ou  0*u
—=— A
Q) (A3
que es la ecuacion de calor no homogénea, donde
p="r
cp

es llamado el coeficiente de difusion. Esta ecuacion se utiliza para modelar la propagacion del calor en
un medio con una fuente de calor presente. Finalmente si no hay fuentes internas de calor
ou 0%u
—=D— A4
ot Ox? (A-4)

qué es la ecuacion de calor homogénea.

Por lo tanto hemos llegado a la ecuacion de calor, una ecuacién diferencial parcial que describe cémo se
propaga el calor a través del tiempo y del espacio en un medio dado.

Notacion: Podemos utilizar indistintamente cualquiera de la siguiente notacién:

ou 0%u

5% W:() (¢} ug — Dugy =0
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