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Introduccion

En 1852, un estudiante llamado Frederick Guthrie visitaba a su profesor de matemati-
cas, al famoso Augustus De Morgan en University College London. Frederick le des-
cribié a De Morgan el descubrimiento de su hermano mayor Francis. Mientras Francis
coloreaba un mapa de Inglaterra, él observd que necesitaba cuatro colores para colo-
rearlo de tal manera que las regiones vecinas tuvieran distinto color y habia conjeturado
que no mas de cuatro colores eran necesarios para colorear dicho mapa. El problema
que se planted Francis Guthrie es el siguiente:

.Es posible colorear cualquier mapa con solo cuatro colores, de tal forma
que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color?

Este problema —que no fue resuelto sino hasta un siglo después por Kenneth Appel
y Wolfgang Haken—, es conocido como el problema de los cuatro colores y es con-
siderado como uno de los detonantes en el surgimiento de la rama de las matemaéticas,
conocida como Teoria de Graficas, en particular la coloracién de graficas. Este
problema introduce el concepto de niimero cromatico x(G), que se define como el
menor nimero de colores necesarios para colorear los vértices de una grafica G, de tal
manera que cualquier par de vértices adyacentes no tengan el mismo color.

En 1982 Victor Neumann-Lara —e independientemente H. Jacob y H. Meyniel en
[JM83]- introduce en [NL82] el concepto de niimero dicromético dc(D) para una
digrafica D, que es una generalizacion del niimero cromatico, y se define como el minimo
nuimero de colores necesarios para colorear los vértices de D, de tal manera que cada
clase cromatica sea aciclica. Este trabajo proporciona un nuevo campo de estudio en
lo que a teoria de digraficas se refiere y es uno de los pilares de la escuela mexicana de
teoria de graficas que Neumann-Lara fundé.

En 1999 Neumann-Lara introduce en [NL99] otro invariante numérico, que generaliza
el nimero de componentes conexas w(G) de una grafica G: la inconexién aciclica
ﬁ(D) para una digrafica D, y se define como el maximo nimero de componentes
conexas de la subdigrafica inducida, que se obtiene al borrar un conjunto aciclico de
flechas. Esta definicion es equivalente a calcular el médximo nimero de colores para
colorear los vértices de D, de tal forma que no se formen ciclos dirigidos bien coloreados.

Tanto el nimero cromdtico de(D) como la inconexion aciclica W, miden la com-
plejidad de la estructura ciclica de la digrafica D y derivan propiedades importantes,
ya que mientras el nimero dicromdtico dc(D) crece proporcionalmente a medida que
aumenta la complejidad de su estructura ciclica, en contraste, su inconexién aciclica
W (D) decrece a medida que aumenta.

En [NL99], Neumann-Lara define otro concepto derivado de la inconexién aciclica:

la inconexién libre de triangulos o de Cj, @,}(D) para una digrafica D, que se
restringe a analizar solo los triangulos dirigidos y proporciona una cota superior para la
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inconexién aciclica, es decir W (D) < @4(D). Si la digrafica D es un torneo T', entonces

es inmediato ver que toda coloracion de sus vértices con dos colores es libre de Cj
heterocromaticos. Un torneo T tal que &} (T') = 2, lo llamaremos tenso.

Por otra parte, se establece en el mismo articulo [NL99], que &$ (D) := &3(D) +1
es el minimo numero r tal que toda r-coloracién de los vértices de D, deja al menos un
triangulo dirigido heterocromatico. Notemos que esta definicién es alternativa para la
inconexion libre de C'3 y se sigue inmediatamente que un torneo 7" es tenso si y solo si
W5(T) = 2, siy solo si W (T) = 3.

La concepcién de las ideas que dieron origen al concepto de tension en gréficas, se
remontan a los anos 70, sin embargo, no fue sino hasta 1992 en el que Jorge Luis Arocha,
Javier Bracho y Victor Neumann-Lara definen la tension en términos de hipergraficas

en [ABNL92].

Recordemos que una hipergrafica H se define por un conjunto de vértices V' y un
conjunto de hiperaristas F, donde E es un conjunto de subconjuntos de V. Si conside-
ramos que las aristas de una grafica son subconjuntos de cardinalidad dos, entonces una
hipergrafica es la generalizacién natural del concepto de grafica, al tomar subconjuntos
de cualquier cardinalidad. Asi mismo, recordemos que una grafica G' es conexa si y solo
si para toda 2—coloracién de sus vértices, existe una arista cuyos vértices son de distinto
color, es decir induce una arista heterocromética. Si consideramos a las aristas de una
grafica como un ciclo de longitud dos, entonces toda 2—coloracién deja siempre un ciclo
bien coloreado y podemos pensar a la inconexion aciclica como una generalizacion del
concepto de conexidad en hipergréaficas, es decir, una gréafica es conexa si y solo si es
tensa como hipergrafica.

Una 3—hipergrafica uniforme o simplemente una 3—grafica H, es la hipergrafica
definida sobre un conjunto de vértices V(H) y un conjunto de hiperaristas que son
llamadas 3—aristas, que son el conjunto

E(H)={S c V(H):|S| =3}

En [ABNL92, ABNL95] se define el niimero heterocromatico hc(H) como el
minimo numero de colores r, de tal manera que toda r—coloracién de los vértices de H,
induce al menos una 3-arista heterocromética. Decimos que H es tensa si he(H) = 3.

Para un torneo T, 5t (T) := W5(T) + 1 es el niimero heterocromético he(Hr) de la
3—grafica Hr = (V, E) que se obtiene de T" al definir V(Hy) = V(T) y el conjunto de
3-aristas como N

E(Hr)={S CV(T):T(S) = Cs},
es decir, el conjunto de 3-aristas seran las ternas de vértices que inducen un tridngulo
dirigido en T'. Observemos que T es tenso si y solo si Hy es tensa, es decir,

W5 (T) = he(Hr) = 3.

En [NL99] Neumann-Lara demuestra que si un torneo regular no es simple, es decir,
es isomorfo a una composicion, entonces no es tenso y conjetura que el reciproco es
también cierto, esto es:
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Un torneo regular es simple si y solo si no es una composicion.

La creencia de la veracidad de esta conjetura, fue reforzada con los trabajos posterio-
res de Hortensia Galeana-Sanchez, Bernardo Llano, Mika Olsen y Victor Neumann-Lara
en [NL99], [L1007], [NLO09], [GSNLO00] y [LINLO7], en los que demuestran la tensién
de familias infinitas de torneos. Dichos torneos tienen la caracteristica de ser simples
y asi, los Unicos ejemplos de torneos regulares que se saben que no son tensos, son las
composiciones, lo que parece confirmar la conjetura de Neumann-Lara.

En este trabajo de investigacion, proponemos una familia infinita de torneos regu-
lares, cuyos elementos no son tensos y tampoco son composiciones, lo que demuestra
que la conjetura es falsa. No obstante, los miembros de esta familia resultan ser sumas
de Zykov, por lo que reformulamos dicha conjetura en un sentido més amplio:

Un torneo es tenso si y solo si no es isomorfo a una suma de Zykov no trivial,

es decir, es primo. Mds atn, demostramos que esta reformulacién de la conjetura es
cierta y damos tres caracterizaciones para los torneos regulares tensos. Estas caracteri-
zaciones, permiten decir mas acerca de los torneos regulares tensos, ya que proporcionan
por un lado algunos resultados concernientes a los torneos semirregulares y por otro
es un auxiliar para determinar una particion del conjunto de vértices del torneo, que
realiza la inconexion aciclica y la inconexion libre de C3. Finalmente damos algunos
resultados que describen la factorizacion de un torneo como una suma de Zykov no
trivial.

Este trabajo se encuentra dividido en cinco capitulos.

El capitulo 1 contiene las definiciones y propiedades basicas sobre la inconexién acicli-
ca e inconexién libre de Cj3, asi como de los torneos y las sumas de Zykov, que
utilizaremos para demostrar algunas propiedades en los capitulos siguientes. Al-
gunos resultados son cldsicos en la teoria de torneos y otros tantos son tomados
de [NL99], en donde se exponen las generalizaciones de los conceptos de incone-

xién aciclica e inconexién libre de C'3. Asi mismo, exponemos algunos resultados
propios que facilitan las demostraciones en capitulos posteriores.

En el capitulo 2 retomamos el ejemplo 4.2 de [NL99], en el que Neumann-Lara pro-
pone un torneo Ty no regular de orden 9 y demuestra que ﬁ(Tg) =2y @(Tg) =3,
lo que prueba que la desigualdad W (T') < W5(T) puede ser estricta y plantea el
siguiente problema (problema 6.6.3 de [NL99)):

; Existe algtin torneo T para el cual W (T)=2y w}(T) es arbitrariamente
grande?

En este capitulo damos respuesta afirmativa a este problema, para lo que propo-
nemos, describimos y demostramos las propiedades de la familia J,,, la cual es
una generalizacion del ejemplo propuesto por Neumann-Lara.
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Esta familia proporciona uno de los resultados de mayor interés, pues no solo
contesta afirmativamente al problema planteado por Neumann-Lara, sino que
generaliza esta idea, pues demostramos que

Para todo par de enteros r, s con 2 < r < s, existe un torneo 7', tal que
W) =ry@h(T) =s.

En el capitulo 3 hacemos un breve estudio de algunos conceptos sobre pares discor-
dantes en torneos, que son una fuente de inspiracion para construir una clase de
torneos regulares que no son composiciones y no son tensos. Esta clase de torneos
muesta que la conjetura sobre la tension de torneos regulares simples no es cierta,
sin embargo, los elementos de esta clase de torneos pueden ser factorizados como
sumas de Zykov no triviales, por lo que proponemos una nueva conjetura sobre
la tension de los torneos regulares primos.

En el capitulo 4 hacemos un breve resumen sobre algunos resultados sobre ciclos
en torneos multipartitos, lo que permite demostrar un lema que consideramos
fundamental, para demostrar que existen ciertas clases de trayectorias prohibidas
en los torneos regulares no tensos. Con lo anterior, finalmente demostramos que
la conjetura mencionada anteriormente es cierta, esto es, demostramos que:

Todos los torneos que no son isomorfos a una suma de Zykov son tensos.

En la segunda parte, damos respuesta afirmativa a otros dos problemas planteados
por Victor Neumann-Lara en [NL99] a saber:

= ;Se cumple que @4(T) = W(T) para todo torneo regular o circulante?

= ;Serd cierto que los torneos regulares son u73>—agudos 0 ﬁ—agudos?

En el capitulo 5 damos una serie de resultados derivados de los capitulos anteriores,
acerca de la tensién de torneos regulares. En la primera parte definimos una
subdigrafica de un torneo, la cual resulta ser una digrafica bipartita y que permite
demostrar una segunda caraterizacién de los torneos regulares tensos. Mas ain,
esta subdigrafica proporciona un método para determinar una particién —y por lo
tanto, una coloracion— del conjunto de vértices de un torneo regular, que realiza

. ., 7 . . L . %
la inconexién aciclica y la inconexién libre de Cs.

En la segunda parte, damos algunos resultados concernientes a la inconexién
aciclica y la inconexion libre de '3 de torneos semirregulares, esto con la ayuda
de la digrafica bipartita antes mencionada.

En la tercera parte, abordamos el problema de determinar si existe alguna clase de
torneos regulares que son criticos en vértices con respecto a algin parametro dado
y exhibimos una clase de torneos criticos en vértices con respecto a la inconexiéon

aciclica y la inconexion libre de Cj.

En la cuarta parte proponemos un tipo de gréaficas de interseccién asociado a un
torneo regular. Con la ayuda de esta grafica, damos una tercera caracterizacién
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de los torneos regulares tensos, la cual se basa en el estudio de la conexidad de
dicha gréfica de interseccién. Por otra parte, esta grafica permite dar un método
para factorizar un torneo regular no primo en componentes de una suma de Zykov
no trivial.

Finalmente solo resta decir, que este trabajo sigue la esencia heredada de la Escuela
Mexicana de Teoria de Graficas fundada por Victor Neumann-Lara y esta dedicado a
estudiantes de ciencias y aquellas personas que reconozcan en esta area, un campo de
investigacion fértil y productivo.



Introduccién




1 Preliminares

En el presente capitulo proporcionamos un panorama general de los conceptos y he-
rramientas, que nos ayudaran a probar propiedades de los torneos en los capitulos

posteriores. La notacion, definiciones y teoria en general, fue tomada de [BM76] y
[BJGOS].

A lo largo del presente capitulo, cuando aparezca un concepto seguido de otro entre
paréntesis precedido por «resp.» (respectivamente), daremos por entendido que es po-
sible intercambiarlos para formar una nueva definicién, proposicion, teorema, etcétera,
dependiendo del contexto en el que se encuentre.

1.1. Terminologia y conceptos basicos

Una grafica

G = (V(G), E(G))

se define sobre un conjunto de vértices V(G) y aristas E(G). Si no existe confusién
de cual es la grafica a la que nos referimos, entonces simplemente se denotaran por V'
y E a sus conjuntos de vértices y aristas respectivamente. El orden |G| de una grafica
G es la cardinalidad de su conjunto de vértices |V (G)].

Dos vértices son adyacentes si existe una arista que los une. Dos aristas son in-
cidentes si tienen al menos un vértice en comin. Una orientacién o direccion es la
asignacion de un sentido a las aristas, entonces llamadas flechas.

Una digrafica
D = (V(D), A(D))

es una grafica a la cual se le ha asignado alguna orientacién y se define sobre un conjunto
de vértices V(D) y flechas A(D). Dados u,v € V(D), una flecha que va de u a v la
denotaremos como u — v o uv € A(D), dependiendo del contexto en el que se encuentre.
A una gréfica G la consideraremos en general como una digrafica simétrica, es decir
para todo par de vértices u,v € V(G), se tiene que u — v y v — u son flechas en A(D)
y la denotamos por u <+ v. La grafica subyacente de la digrifica D se obtiene al
eliminar la orientacién de las flechas de la digrafica D.

Si v — w es una flecha en D, diremos que u es ex—vecino de v y en contraste,
que v es in—vecino de u. A los conjuntos de ex—vecinos e in—vecinos del vértice v los
denotaremos por Nt (v, D) y N~ (v, D) respectivamente. Si no hay confusién sobre cual
es la digréfica a la que nos referimos, simplemente denotaremos por N*(v) y N~ (v)
el conjunto de ex—vecinos e in—vecinos respectivamente. La vecindad N (v) de v es el
conjunto de ex—vecinos e in—vecinos, es decir N(v) = N*(v) U N~ (v). Si S C V(D),

1
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entonces

NT(8) = (U N+(v)) \S v N7(9)= (U N‘(U)) \S.
veS vES

El ex—grado e in—grado de un vértice v se definen como |[N*(v)| y | N~ (v)| respectiva-

mente y se denotan por d*(v, D) y d” (v, D) respectivamente o simplemente por d*(v)

y d~(v) si se sobreentiende la digrafica D.

Diremos que un vértice v es una fuente, si su in—vecindad es vacia y tiene al menos
un ex—vecino. Similarmente, diremos que un vértice v es un pozo, si su ex—vecindad es
vacia y tiene al menos un in—vecino. La cardinalidad de una fuente y un pozo es el
nimero de ex—grado y in—grado respectivamente.

Una subgréafica B (resp. subdigrafica) es una grafica (resp. digréfica) contenida
en la grafica G (resp. digrafica D) y la denotaremos por B C G (resp. B C D). Dadas
dos subdigraficas By y By de D, si u — v para toda u € B; y toda v € By, entonces lo
denotaremos por B; = Bs.

Diremos que una subdigrafica
P:vgy—=vi— ... 20,1 = Uy,

es una trayectoria de longitud n si la flecha v;_; — v; estd en A(D), para toda
i€ {l,2,...,n}, con v; # v; sii# j. La denotaremos por vy ~» v, y por simplicidad,
diremos que es una (vg, v, )-trayectoria. Un ciclo Hn de longitud n es una trayectoria
cerrada, es decir

6nZU0—)U1—>...—>’Un_1—>Uo.

En particular si n = 3, diremos que es un tridngulo dirigido, simplemente un triangulo
O un ( C5. Si n = 4, diremos que es un cuadrado dirigido, simplemente un cuadrado o

un Cy. Decimos que la digrafica D es aciclica si no contiene ciclos como subdigréficas.
Si D es una digréfica y r un entero no negativo, denotaremos por r - D el conjunto de
r copias isomorfas de D.

Si S C V(D), la subdigrafica inducida D(S) se define como la digrafica con
conjunto de vértices y conjunto de flechas

V(D(S)) = 5,
A(D(S)) = {u—wven AD):u,veS},

respectivamente. Un conjunto S es aciclico si D(S) es aciclica y similarmente, un
subconjunto de flechas de D es aciclico (resp. libre de 83) si no contiene ciclos (resp.
tridngulos dirigidos). De manera mds general, si P es una digréfica dada y la digrafica
D no contiene a P como subdigrafica, entonces diremos que D es libre de P.

Una digréafica D es fuertemente conexa si para todo par de vértices u,v € V (D),

existe una (u, v)—trayectoria. Si solo garantizamos la existencia de una de las trayectorias
u ~» v o v ~ u, diremos que la digrafica es unilateral. Una digrafica D es débilmente
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conexa si su subgrafica subyacente es conexa. El niimero de componentes conexas
débiles de una digrafica D se denota por w(D).

Una grafica es completa si para todo par de vértices, existe exactamente una arista
entre ellos. Un torneo 7' es una orientaciéon de la gréfica completa. El torneo T es
regular si para toda v € V(T), se cumple que d*(v,T) = d~(v,T). Similarmente el
torneo T es semiregular si

|d* (v, T) —d” (v, T)| = 1,

para toda v € V(7). Un torneo de orden n lo denotaremos por T,,. Si T}, es regular en-
tonces es de orden impar y si es semirregular, entonces es de orden par y lo denotaremos
por SR,,. El torneo transitivo 71'7,, es el torneo aciclico de orden n.

Una particién P del conjunto de vértices de D en r partes (con r > 1), la denota-
remos por
P =P|P|...|P,.

Si |P;| =1 para alguna i € {1,2,...,r}, diremos que es una particién singular y por
lo tanto diremos que el vértice v € P; es un vértice singular. Si cada parte P; es no
vacia, diremos que es una particién no degenerada.

Dada una particion P de V(D), una flecha u — v se dice que es interna (resp.
externa) si u y v pertenecen a la misma clase (resp. distintas clases) de equivalencia
de P. Asi mismo P es internamente (resp. externamente) aciclica (resp. libre de

3) si el conjunto de flechas internas (resp. externas) es aciclico (resp. libre de C'3).

A la particién no degenerada V(D) = X;|Xs|...|X,, le asociamos la funcién
@ . V(D) — {Xl,XQ, ce 7X7‘}

que es una r—coloracién que asigna a todo vértice u € X; C V(D) el color X;, es decir,
o(u) = X;. En lo sucesivo, una r—coloracién ¢ serd una funcién sobreyectiva, es decir,
daremos por entendido que cada color se asigna al menos a un vértice. Una subdigrafica
Dy C D esta bien coloreada si todo par de vértices vecinos en Dy recibe distinto color.
En general, si todo vértice de Dy recibe exactamente un color distinto, entonces diremos
que la coloracion con r colores es heterocromatica y si todos los vértices de Dy son del
mismo color, diremos que es monocromatica. Dado un vértice v € V (D), al suponer
que p(v) = X; con ¢ € {1,2,...,r}, estaremos hablando indiferentemente del i—¢ésimo
color o de la i—ésima clase cromatica a la que pertenece.

Una subdigrafica Dy C D es llamada generadora _s>1 V(D) = V(Dy). Una sub-
digrafica Dy C D es una C'transversal lineal (re%. Cs-transversal lineal) de D,

si para todo ciclo dirigido (resp. tridngulo dirigido) C', se tiene que

A(Do) N A(C) # 0.

El conjunto de 8ftransversales lineales (837transversales lineales) se denotard por
Tr(D) (resp. Trs(D)). Notemos que, Dy € Tr(D) (resp. Dy € Trs(D)) siy solo si
D\A(Dy) es aciclica (resp. libre de C5).
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1.2. Inconexién aciclica e inconexion libre de 83

En 1999, Victor Neumann-Lara en su articulo [NL99], define la inconexién aciclica y la
inconexién libre de tridngulos, que junto con el nimero dicromético definido en [NL82]
—del cual hablaremos en los capitulos posteriores—, miden la estructura ciclica de las
digraficas.

El presente trabajo tiene como principal objetivo estudiar dichos parametros aso-
ciados a digréficas muy especiales: los torneos.

Definicién 1.1. La tnconexion aciclica ﬁ(D) de una digrdfica D, se define como
el mdzximo nimero de componentes conezxas (débiles) de la subdigrdfica inducida de D,
que se obtiene al borrar un conjunto aciclico de flechas, es decir

W(D) = max{w(D\F) : F C A(D) y F es aciclico}.

Proposicién 1.1 (Proposicién 2.2 en [NL99]). Las siguientes son definiciones equiva-
lentes de W (D):

(i) max{w(D\F): F C A(D) y F es aciclico}.
(il) méx{w(Dy) : Dy € Tr(D)}.
(iii) La mdzxima cardinalidad de una particion de V(D) externamente aciclica.

(iv) El mdzimo nimero de colores de una coloracion de V (D), que no produce ciclos
dirigidos bien coloreados.

Demostracion. (i) = (ii). Sea F' C A(D) un conjunto aciclico de flechas tal que (i)
alcanza su maximo. Sea Dy = (V(D), A(D)\F), entonces dado un ciclo dirigido

, se tiene que A(Dgy) NA(C') # (), de lo contrario, si fuera vacio, se tendria que

A(C') C F para todo ciclo dirigido 8 Esto es una contradiccién al hecho que F'
es aciclico. Luego Dy € Tr(D) si Dq es aciclica. Por lo tanto se tiene que

max{w(D\F) : FF C A(D) y F es aciclico} = max{w(Dy) : Dy € Tr(D)}.

(ii) = (iii). Sea r = max{w(Dy) : Dy € Tr(D)}, entonces existen r componentes
conexas que proporcionan una particion con r clases de equivalencia de A(D).
Como D\A(Dy) es aciclica, entonces dicha particién es maximal y externamente
aciclica.

(iii) = (iv). Sea P = Py||...|P, una particién de r partes no degenerada, ma-
ximal y externamente aciclica de V(D). Sea ¢ : V(D) — {X;, Xs,..., X, } una
r—coloracién definida por ¢(P;) = X; para toda i € {1,2,...,r}. Como P es
externamente aciclica, entonces ningun ciclo dirigido esta bien coloreado.
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(iv) = (i). Sea ¢ : V(D) — {X;, Xy, ..., X, } una r—coloracién maximal de V(D).
Sea
F={u—ven AD):uec ¢ ' (X;),v € (X;),i#j}
entonces F es aciclico pues no hay ciclos bien coloreados y 7 = w(D\ F') es méaxima.
O

La siguiente definicion es analoga a la definicién 1.1 sobre inconexion aciclica, la
cual no contempla todos los ciclos de la digrafica D, solo se restringe al analisis de los
triangulos dirigidos. Ambos parametros guardan propiedades muy cercanas, sobre todo
en torneos, los cuales analizaremos mas adelante.

Definicién 1.2. La inconexion libre de tridngulos (o de 83) @5(D) de una digrdfi-
ca D, se define como el mdzimo nimero de componentes conezxas (débiles) de la sub-

digrdfica inducida de D, que se obtiene al borrar un conjunto de flechas libre de 83, es
decir

W3(D) = max{w(D\F): F C A(D) y F es libre de 83}
Similarmente a la definicién anterior, tenemos la siguiente.

Proposicién 1.2 (Proposicién 2.3 en [NL99)). Las siguientes son definiciones equiva-
lentes de s(D):

(i) max{w(D\F): F C A(D) y F es libre de C's}.
(i) méx{w(Dy) : Dy € Tr3(D)}.
(iii) La mdzima cardinalidad de una particion de V(D) externamente libre de 83.

(iv) El mdzimo nimero de colores de una coloracion de V (D), que no produce
tridngulos dirigidos heterocromdticos.

Demostracion. Similar a la proposicion 1.1. O]

En lo sucesivo diremos que una particién es éptima, si no es posible aumentar el
numero de clases de equivalencia. Similarmente una coloracién es 6ptima o maximal

si realiza la inconexién aciclica (resp. la inconexién libre de C3) y es imposible agregar
un nuevo color sin inducir ciclos dirigidos bien coloreados (resp. tridngulos dirigidos
heterocroméaticos).

Para propositos de este trabajo, utilizaremos las definiciones de inconexién aciclica

y de inconexién libre de C3 en términos de coloraciones, esto es, en su forma equivalente
(iv) de las proposiciones 1.1 y 1.2 respectivamente.

Observacion 1.1. Para toda digrafica D se cumple que

Z}(D) < U)S<D)'
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En la figura 1.1 mostramos dos ejemplos de digraficas y una coloraciéon que propor-
ciona la inconexion aciclica para cada una de ellas. Notemos que para la digrafica D del

inciso a) que W (D) = 4 y esta coloracién es libre de C. Mas atin, es imposible agregar

un nuevo color sin inducir C5 heterocromaticos, por lo que (D) = @5(D) = 4.

Para el ciclo 89 del inciso b), es necesario colorear dos vértices adyacentes del
mismo color para que la coloracién sea libre de ciclos bien coloreados. Asi ﬁ(ﬁg) =38,
sin embargo, claramente 89 no contiene triangulos, por lo que si asignamos un color
distinto a cada vértice, entonces dicha coloracion es libre de C'3, por lo que 073(89) =9

y por lo tanto Z}(ag) < (,7)3(89)

En general para un ciclo 8,1 se tiene que
n—1=(Cn) <T(Cn) =n,

lo que muestra que la desigualdad W (D) < W3(D) puede ser estricta.

SN 7T
AL

a) Una digrafica D. b) El ciclo 89.

Figura 1.1: Dos ejemplos de digraficas y una coloracion 6ptima.

Si D es una digréfica, SC(D) denotara el conjunto de componentes conexas (débiles)
de D.

Proposicién 1.3 (Proposicién 3.1 en [NL99]). La inconezxion aciclica (reg. libre de

C3) de una digrdafica D es la suma de la inconexion aciclica (resp. libre de Cs) de cada
una de sus componentes conexas, es decir

D)= Y Blo) (ww@BD)= Y D).
) @

aeSC(D €SC(D)

Demostracién. La demostracion es consecuencia inmediata de las definiciones de & y

(73 respectivamente. O
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1.3. Torneos

Recordemos que un torneo se define a partir de la grafica completa, a la cual le hemos
asignado alguna orientacion. Los torneos son una clase especial de digraficas amplia-
mente estudiados, cuyas areas de aplicaciones comprenden por ejemplo: comparacion de
experimentos, dominacién de sociedades animales, redes y comunicaciones, poblacion y
votaciones, por mencionar algunas.

El lector interesado en otros resultados sobre los torneos, puede consultar [R04],
[BR79] o bien [MJW68]. Este ultimo es un clasico y una excelente referencia de la teoria
que rodea este tema. El lector también puede consultar [Mc|, donde encontrara un banco
de datos de torneos regulares, semirregulares, entre otros.

Primero comenzaremos con un lema muy conocido de Alspach, el cual se puede
encontrar en [A67], sobre ciclos de cualquier longitud contenidos en un torneo, pero del
cual solo nos interesa el caso particular de los tridngulos dirigidos.

Lema 1.1 (Alspach). Si T es un torneo regular, entonces toda flecha de A(T) estd en
un triangulo dirigido.

Demostracion. Supongamos que u — v es una flecha en el torneo T' de orden n. Como
u,v € NT(v) y u,v &€ N~ (u), entonces

n—2 > |[Nt(v)UN™(u)]
_ d+(v)+d_(u)—|N+(U)HN_(U)|
= n—1—|N*(v)n N~ (u)],

asl, INT(v)N N~ (u)| > 1, por lo que u — v estd en al menos un tridngulo dirigido. [

Cog})lario 1.1. Si T es un torneo reqular, entonces toda particion externamente libre
de C3 de V(T) tiene a lo mds una clase de equivalencia singular.

Demostracion. Supongamos por contradiccién que existe una particién de V(T'), con
r > 3 partes

P:PI‘PZ""|PT7
con al menos dos clases de equivalencia singulares. Sean P, = {u} y P; = {v} dos partes
singulares, con 7,5 € {1,2,...,7} tal que i # j. Supongamos sin pérdida de generalidad
que u — v, entonces por el lema 1.1, se tiene que u — v esta en un triangulo dirigido,
es decir existe w € Py, k & {1,7} tal que

_>
Cs:w—u—v—w,
que es una contradiccion al hecho de ser una particiéon externamente libre de C5. [

Si traducimos el corolario anterior al lenguaje de coloraciones, obtenemos que para
un torneo 7', en toda coloracion de sus vértices, existe a lo mas una clase cromaética
singular.
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Observacion 1.2. Para todo torneo T se cumple que
2 < W(T) < &H(T).

Claramente siempre es posible colorear los vértices de un torneo con dos colores,
sin inducir ciclos ni triangulos bien coloreados. Para los torneos cuya inconexién libre
de C_’; es igual a la cota inferior, tenemos la siguiente definicion que jugara un papel
importante en los capitulos siguientes.

Definicién 1.3. Diremos que un torneo T es tenso si 04(T) = 2.

En [NL99], Victor Neumann-Lara proporciona el primer ejemplo —y tnico en la
literatura— de un torneo no regular 7' de orden 9, que cumple con la desigualdad de la
observacién 1.2 en forma estricta, esto es, demuestra que @ (T) = 2y W3(T) = 3. Esta
observacién proporciona el primer problema que resolvemos en esta tesis.

Problema 1.1. ;Qué tan grande puede ser la diferencia

Ws(T) — T (T)?

Para realizar la inconexion aciclica, necesitamos al menos dos colores, que es el
minimo numero posible para obtener esta propiedad, por lo que tiene sentido pensar
que si c73 es el maximo numero, entonces toda (Jg + 1)—coloracién produce al menos
un triangulo dirigido heterocromatico. La siguiente definicién resume lo anterior para
ciclos dirigidos en general.

Definicién 1.4. Sea D una digrdfica y definamos
WHD)=W(D)+1 (resp. WT(D)=3(D)+1),

entonces WH(D) (resp. Wi (D)) es el minimo nimero de colores necesarios, de tal
forma que para toda &+ (D)-coloracion (resp. G4t (D)coloracion) de V(D), existe al

menos un ciclo dirigido bien coloreado (resp. C3 heterocromdtico).

Notemos que en la definicién 1.4, W+ (D) y @it (D) son formas alternativas de
definir la inconexién aciclica y la inconexién libre de C'5 respectivamente y de la misma
definicion, se sigue inmediatamente que un torneo 7' es tenso si y solo si Ug(T) =2, si
y solo si Wi (T) = 3.

Los origenes del concepto de tensién en gréficas, se remontan al articulo [ABNL92]
de 1992, en el que J. L. Arocha, J. Bracho y el mismo V. Neumann-Lara lo definen en
términos de hipergraficas como sigue.

Recordemos que una hipergrafica H se define sobre un conjunto de vértices V (H)
e hiperaristas E(H), donde E(H) es un conjunto de subconjuntos de V(H). Si consi-
deramos que las aristas de una grafica, son subconjuntos de cardinalidad dos, entonces
una hipergréafica es la generalizacion natural del concepto de grafica al tomar subcon-
juntos de cualquier cardinalidad. No es dificil probar que una gréfica G es conexa si y
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solo si para toda 2—coloracién de sus vértices, existe una arista con extremos de distinto
color, es decir induce una arista heterocromética. Si consideramos a las aristas de una
grafica como un ciclo de longitud dos, entonces toda 2—coloracién deja siempre un ciclo
bien coloreado y podemos pensar a la inconexion aciclica como una generalizacion del
concepto de conexidad en hipergraficas.

Una 3—hipergrafica uniforme (o simplemente una 3—grafica) H, es la hipergréfica
definida sobre un conjunto de vértices V(H) y un conjunto de hiperaristas (llamadas
3—aristas)

E(H)={SCcV(H):|S| =3}.

El nimero heterocromatico hc(H) es el minimo nimero de colores r de tal
manera que toda r—coloracién de los vértices de H, induce al menos una 3-arista he-
terocromatica. Decimos que H es tensa si he(H) = 3 (véase [ABNL92, ABNL95| para
mas detalles).

Para un torneo T, w4t (T) es el niimero heterocromético he(Hy) de la 3-grafica
Hr = (V, E) que se obtiene de T al definir V(Hr) = V(T) y al conjunto de 3-aristas
como

E(Hp) = {S CV(T) : T(S) = Oy}

Observemos que T es tenso si y solo si Hy es tensa, es decir,
05T (T) = he(Hy) = 3.

Denotaremos por Z, al conjunto de enteros modulo n y recordemos que en teoria
aditiva de nimeros (véase [N96| para mayor detalle), dados los conjuntos A, B C Z,,
entonces

A+B = {a+b:ac Abec B},
—A = {—-a:a€ A}.

Definicién 1.5. Sea J C Z,\{0}, la digrdfica circulante 8n(J) se define sobre los
conjuntos

V(Cu(]) = Z.
ACLI) = {imjiije€ln, j—ic )

Notemos que si J = {1}, entonces Bn(J ) = Bn(l) es simplemente el ciclo dirigido

n Vst J C Zoni1\{0} tal que |J| = n, entonces C'9,11(J) es un torneo circulante

si y solo si [{j,—j} N J| =1 para toda j € Zs,+1\{0}. El conjunto J es comunmente
llamado conjunto de saltos.

Sea S C {1,2,...,n}. Definimos al torneo circulante

Coni1(S) = Conia ({1,2,...,n\S) U (=9)),
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es decir, S representa el conjunto que flechas que se dibujaran en direccién opuesta.

Si S = (), entonces el torneo regular circulante C'o,41({1,2,...,n}) = Ca,1(0) lo
llamaremos simplemente el torneo ciclico. Es bien conocido que los torneos obtenidos
de esta forma, son regulares y que su grupo de automorfismos actiia transitivamente en
el conjunto de vértices, esto es, para toda j € Za,11\{0}, la funcién

¢ V(T)— V(T),

definida por ¢(i) = i+ 7 (mdéd 2n+1) manda el vértice i € V(BMH(J)) al vértice i+ 7,
para alguna j € V(T'). No es dificil convencerse que esta biyeccién preserva vecindades
y adyacencias.

La figura 1.2 muestra los dos torneos regulares circulantes de orden 7
Ca(1,23) = Cr0) v Ca({1,2,4) 2 Crf3)

que son tnicos, salvo isomorfismos. El torneo circulante 87({1, 2,4}) = 87(3> es mejor
conocido como el torneo de Paley de orden 7 o de residuos cuadraticos de Z, ya
que precisamente su conjunto de saltos es el conjunto de residuos cuadraticos de Z-.

0 0

) o
/ \ 6,/’ \‘

TR \
\Ww 5°\“mé§§¥f/°2

aﬂMmzwgﬁm» bﬁ%&zmzﬁm»

Figura 1.2: Torneos regulares circulantes de orden 7.

1.4. Sumas de Zykov

A partir de dos o mas digraficas dadas, es posible operarlas de tal manera, que podemos
construir nuevas digréficas a partir de las digraficas originales. Es esta secciéon abor-
damos una de dichas operaciones: la suma de Zykov o también llamada X—unién
(véase [IKH11]), la cual tiene propiedades mteresantes y fundamentales en el estudio
de la inconexién aciclica y la inconexién libre de C’3 Maés adelante veremos que me-
diante esta operacién, de cierta forma se «heredan» algunas propiedades, entre ellas, las
coloraciones de las digraficas originales a la digrafica resultante de una suma de Zykov.
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Definicién 1.6. Sean B una digrdfica con conjunto de vértices V(B) = {1,2,...,n} y
a = {a;}iev(p) una familia no vacta de digrdficas ajenas dos a dos, entonces la suma
de Zykov Bla| = Blay, as, ..., ay) es la digrdfica definida por

VBla) = U Ve v
i€V (B)

A(Bla]) = U Ala))U{u »v:u e V(w),v e V(a;),i — j estd en A(B)}.
ieV(B)

Si los miembros de la familia o no son ajenos dos a dos, entonces pueden sustituirse
por copias isomorfas de los mismos de tal manera que la familia esté constituida por
miembros ajenos dos a dos. A la digrafica B la llamaremos base de la suma de Zykov
y diremos que Bla] es una suma de Zykov no trivial si |V (a;)| > 2, para alguna
i e V(B).

Definicién 1.7. La funcion 7 : V(Blay, o, ..., an)) — V(B) definida por m(a;) =i
para toda i € V(B) es un eptmorfismo reflexivo, a la cual nos referiremos como la
proyeccion natural de Bla| sobre B.

Definicién 1.8. Si a; = D para alguna digrdfica D y para todo i € V(B), entonces
B[D] es simplemente la composicion (o producto lexicogrdfico en [IKH11]) de B
y D. Si una digrdfica no es isomorfa a composicion alguna, entonces se dird stmple.
Mas ain, si una digrdfica no es isomorfa a una suma de Zykov no trivial, entonces
diremos que es prima o no factorizable.

El siguiente lema es facil de demostrar, pues se sigue directamente de la definicién
de una suma de Zykov.

Lema 1.2. Sean B una digrdafica y o = {; }iev(p) una familia no vacia de digrdficas.
Si B y toda o; son aciclicas, entonces Bla] es también aciclica.

El siguiente teorema es de gran importancia para el objetivo de este trabajo, el cual
proporciona una forma de obtener la inconexién aciclica y la inconexién libre de Cj
en una digrafica dada. Sea D° la subdigrafica inducida de una digrafica D obtenida al
borrar los vértices aislados.

Teorema 1.1 (Teorema 3.4 en [NL99]). Sean B una digrdfica y o = {a;}ticv(p) una
familia no vacia de digrdficas, entonces

W(Blo]) = méx {W(WO) +> ﬁ(aj)}

WeTr(B) <7
J

(resp. w4(Bla]) = ngpéﬁB) {w(WO) + Z@(aﬂ}) ,

jedJ

donde J =V (B)\V(W?).
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Demostracion. Este teorema es un caso particular del teorema 1.2' que se probars maés
adelante. [

El siguiente corolario proporciona un resultado interesante, el cual senala que si
una digrafica D es isomorfa a una suma de Zykov no trivial, entonces ﬁ(D) >3y
@(D) > 3, es decir, una suma de Zykov no es tensa. Esto nos serda de gran utilidad

mas adelante para caracterizar los torneos regulares tensos.

Corolario 1.2. Sea Bla| una suma de Zykov no trivial, entonces & (Bla]) > 3 (resp.
5(Bla]) = 3).

Demostracion. Sea Bla| como en el teorema 1.1. Notemos que para calcular la inco-
nexion aciclica de una digrafica dada, se necesitan al menos dos colores. Como « es una
familia no trivial, entonces existe j € J tal que |V (a;)| > 2 y asf @ (a;) > 2. Notemos
ademéds que dada W € Tr(B), entonces w(W°) > 1, por lo que w(W°) + W(a;) >3y
asi se obtiene lo deseado.

Se demuestra de manera similar para . n

Como ya lo hemos mencionado, de alguna manera se heredan algunas coloraciones
de las digraficas originales a la suma de Zykov. Para entender esto, tenemos la definicion
y la observacién siguientes que nos ayudaran a describir esta situacion.

Definicién 1.9. Una digrdfica D se dice & —aguda (resp. ﬁgfaguda) si
(i) eziste una r—coloracion dptima de V (D),

(ii) dicha coloracion tiene exactamente una clase cromdtica singular y

(iii) no existe otra r—coloracion que fija mas de una clase cromdtica singular.

Un ejemplo inmediato de una digrafica que es E?faguda y Jgfaguda es el triangulo

(3. Los ejemplos dados en la figura 1.1 de la pagina 6, no son ﬁfagudos ni u7>37agudos,

ya que las coloraciones mostradas contienen mas de una clase cromatica singular.

Proposicién 1.4 (Proposicién 3.6 en [NL99)). Si B es W —aguda (resp. &s-aguda),
entonces tenemos las siguientes propiedades:

(i) Si D es una digrdfica, entonces

W(B[D]) = & (B)+ (D) —1 (resp. W3(B[D]) = &3(B) + 3(D) —1).

(ii) Si D es & —aguda (resp. &s—aguda), entonces B|D] es también & —aguda (resp.
W3-aguda).

Demostracion. En la proposiciéon 1.6 de la pagina 18, demostramos una generalizacién
de esta proposicion. O

Ipagina 16
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La siguiente observacién describe la manera en la que las digaficas B y D «heredan»
una coloracién éptima a la composicién B[D].

Observacién 1.3. Sean B una digrdfica ﬁfaguda (resp. @—aguda) y D una digrdfica
tales que W (B) = s y (D) =r (resp. w4(B) = s y 04(D) = ). Sea

©YB V(B) — {Xl,XQ, . ;Xs}

una s—coloracion que sin pérdida de generalidad, supongamos que proporciona la clase
cromatica singular Xs. Similarmente, sea

@DV(D)%{anan?Y;“}

una r—coloracion para V(D). Entonces una (s +r — 1)—coloracion dptima para la com-
posicion B[D],

¥BID] - V(B[D]) — {Xl,XQ, ce ,Xs_l,}/i,}/é, ce 7Y;} (11)

referida en la proposicion 1.4, se obtiene de la siguiente forma.

Denotemos por D, a la copia isomorfa de la digrdfica D en la composicion B[D],
tal que m(D,) = v € V(B), donde 7 es la proyeccion natural w : V(B[D]) — V(B) dada
en la definicion 1.7 de la pdgina 11.

(i) Siv € V(B) es el vértice asociado a la clase cromdtica singular X, entonces
¢pp)(u) =Y; para toda w € V(D,) y toda j € {1,2,...,r}.

(ii) Siv e V(B) no es el vértice singular y pp(v) = X;, entonces ¢ppj(u) = X; para
toda w € V(D,) y toda i € {1,2,...,5s—1}.

Notemos que si (i) se cumple, entonces indica que todo vértice de la copia D,
conserva una coloracion isomorfa a la coloracion pp original en D. En cambio, si (ii) se
cumple entonces cada vértice u € D, se colorea del mismo color que tenia originalmente
el vértice v € V(B) en la coloracion ¢p.

Para ilustrar la observacion anterior, sea la composicién de C3 : v — v — V" — v
con C—>’3 :0—=1— 2 — 0dela figura 1.3. Es claro que ambos torneos tienen inconexiéon
aciclica e inconéxion libre de ('3 igual a dos y tienen una 2—coloracion como se muestra
en la misma figura. Por la observacién 1.3, una 3—coloracién se puede dar al conservar la
coloracion original para una copia de C3 : 0 — 1 — 2 — 0 asociada al vértice singular
vy a los conjuntos de vértices {0',1",2'} y {0”,1”,2"} se les asigna el mismo color que
tenian asignados los vértices v’ y v” originalmente.

Haciendo uso de esta observacién, podemos generalizar esta idea para un nimero
arbitrario de digraficas. Tenemos el siguiente corolario.
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. 3
/\ AN

T L\
v O//o QO/

/°\ /N =/ \

Q—9 Q—09
U” o — o ?J/ 2// 1// 2/ 1/

— =
Figura 1.3: El torneo C3[C3] y una coloracién heredada.

Corolario 1.3. Sea {D;}icqi2

@fagudas), entonces

ry una familia no vacia de digrdficas U)fagudas (resp.

.....

W(Dy[Ds]... D, [D]].. ) = Z W(D;) — (r—1)

(resp. D3(D1[Dyf. .. Do4[D,]] .. ]) = Z@(Di) —(r— 1)) .

Demostracion. Se sigue por induccién a partir de la proposicion 1.4 y la observacion
1.3. O

Los siguientes lemas nos seran de mucha utilidad en los capitulos posteriores, cuando
hablemos de composiciones o sumas de Zykov de torneos regulares.

Lema 1.3. Sea T un torneo isomorfo a una suma de Zykov Bla]. Si T es reqular
entonces todo elemento de la familia o es un torneo regular.

Demostracion. Si Bla] es trivial, entonces es claro que se cumple el lema. Supongamos
que o = {o, g, ..., qqp|} es una familia no trivial y sin pérdida de generalidad supon-
gamos que aj es un elemento no trivial de la familia. Sean vy, vy € V(ay). Como es una
suma de Zykov, se tiene que

N (o1, T(V(T)\V (1)) = N7 (v, T(V(T)\V(e1))),

por lo que
d* (01, T(V(T)\V(n))) = d* (02, TV(T)\V (1))

Como T es regular, finalmente concluimos que d*(vy,a1) = d*(ve, 1) y asi todo
miembro de la familia o tiene que ser regular. O]
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El reciproco del lema anterior no es cierto, ya que la regularidad del torneo final
T depende de la regularidad de las componentes de la suma de Zykov y de tomar una
base apropiada para la misma. El siguiente lema nos proporciona otro caso cuando la
suma de Zykov es regular.

Lema 1.4. Sea T = Bla]. Si B es un torneo regular y todo miembro de la familia o es
reqular y del mismo orden, entonces T es reqular.

Demostracion. Si todo torneo de la familia « es r—regular y la base B es s—regular, es
claro que la suma de Zykov es (r - s)-regular. O

1.5. Generalizacion del concepto de inconexion acicli-
ca y libre de 83

Las siguientes definiciones nos ayudaran a generalizar el concepto de inconexién aciclica
e inconexién libre de C, con la finalidad de demostrar un teorema dado en [NL99] por
Neumann-Lara para el cdlculo de la inconexién aciclica y la inconexién libre de C'3 de
torneos.

Sean J un conjunto de indices y @ = {Q;}ics un conjunto no vacio de digréficas
conexas. Una digrafica D se dird una ()—digrafica si D = @); para alguna ); € Q.
Un conjunto de flechas S de una digrafica D se dira libre de (), si D no contiene una
()—subdigréfica Dy tal que A(Dy) C S.

Una subdigrafica generadora W de D es una W-flecha transversal de D, si para
toda @-subdigrafica I" de D, se tiene que A(Dy) N A(T") # 0. Al conjunto de Q—flechas
transversales de D se denotard por Trg(D). Es claro que Dy € Trg(D) si y solo si
D\A(Dy) es libre de Q.

Diremos que el conjunto @ es adecuado, si siempre que D[{a;}icv(p)]| sea libre de
@, entonces D y cada «; son libres de Q.

Definicién 1.10. La inconexion libre de () de una digrafica D se define como
W(D,Q) = max{w(D\F) : F C A(D), F es libre de Q}.
Notemos que si Dy es una subdigrafica generadora de D, entonces

&(D,Q) < T (Do, Q).

La siguiente proposicion es una generalizaciéon de las proposiciones 1.1 y 1.2 de las
paginas 4 y 5 respectivamente, sobre inconexién aciclica e inconexion libre de Cf, al
hacer @ = {C',}n>3 v @ = C5 respectivamente.

Proposicion 1.5. Las siguientes son definiciones equivalentes de ﬁ(D7 Q):
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(i) méx{w(D\F): F C A(D), F es libre de Q}.
(ii) max{w(Dy) : Dy € Tro(D)}.
(iii) La mdzima cardinalidad de una particion de V(D) externamente libre de Q.

(iv) El mdzimo nimero de colores de una coloracion de V(D) tal que no produce
Q—subdigrdficas bien coloreadas.

Demostracion. (i) = (ii). Sea F' C A(D) tal que D(F') es libre de @ y donde (i)
alcanza su maximo. Sea Dy = D\F, entonces dada una @—subdigrafica v, se
tiene que A(Dg) N A(v) # 0, de lo contrario si fuera vacio, V(vy) C F para toda

(Q—subdigrafica v, que es una contradiccién al hecho que F' es libre de ). Luego
Dy € Trg(D) siy solo si Dy es libre de Q.

(ii) = (iii). Sea r = max{w(Dy) : Dy € Trg(D)}, entonces existen r componentes
conexas que proporcionan una particién en r clases de equivalencia de A(D), la
cual es libre de Q). Como D\ A(Dy) es libre de @, entonces dicha particién es
externamente libre de Q).

(iii) = (iv). Sea P = Py|P|...|P, una particién maximal de V(D) en r partes
externamente libre de Q. Sea ¢ : V(D) — {Xi, Xs,...,X,} una r—coloracién
libre de @, definida por ¢(P;) = X;. Como P es externamente libre de @), entonces
ninguna ()—subdigrafica estd bien coloreada.

(iv) = (i). Sea ¢ : V(D) — {X1, Xs, ..., X, } una r—coloracién libre de ) de V(D)
y sea
F={u—ven AD):u€p (X;),vep (X;),i#]},

entonces F' es libre de Q y r = w(D\F) es maxima.
[

El siguiente teorema aparece sin demostracién en [NL99| como generalizacion del
teorema 1.1%.

Teorema 1.2 (Teorema 6.2 en [NL99]). Sean D una digrdfica y o = {;}icv(p) una
familia no vacia de digrdficas, si Q) es adecuada entonces

W (Dla],Q) = méx {w(W°> + ZW%Q)} ,

WeTro(D) =

donde J = V(D)\V(W?).

2pagina 11
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Demostracion. Sean W € Trq(D), oy € Trg(a;) de tal manera que W(D,Q) = w(W)
y Q) = w(a}) para toda j € V(D). Sea o' = {a;}jev(p) y notemos que

Dla\AW[d']) = D\NA(W)[{a;\A(@)) }jev )]

y dado que D\A(W) y a;\A(c;) son libres de @, entonces D[a]\A(W[a/]) también es
libre de (). Lo anterior sucede si y solo si W[a/] € Trg(D]a]) y es directo ver que

wWa]) = wW°) + Y w(a)),

jet
por lo tanto

W(D[a],Q) > méx {w(WO) + Z E?(ozj,Q)} :

T WeTrg(D) Y
Para demostrar la otra desigualdad, sea
¢ V(D[a]) = { Xy, Xoy ., X@(Dla))

una ﬁ(D[a], ())—coloracién éptima libre de ). Si para alguna u € V(D), se tiene que
@, No es monocromatico y un color X que aparece en o, aparece también en alguna
Q,, con u #* w, borremos los vértices de color X en «, conservando sin alteracién
a «,. Repitamos dicho procedimiento hasta no obtener reduccién posible y dado que
ningtn color y ninguna «, desaparece en el proceso, obtenemos una familia no vacia
de digréaficas o' = {a, }uev(p) tal que o), C o, para toda u € V(D) y satisface que la
restriccién de ¢ en D[o/] es una o (D[a], Q)-coloracién.

Sea I' una @-subdigrafica en D. Para toda w € V(I'), sea un vértice v, € oy, y
claramente existe una @—subdigrafica I' en D[¢/] tal que

V(D) = {v, :w e V(I)}

y m(T') =T, donde 7 es la proyeccién natural 7 : V(D[a]) — V(D).
Dado que ¢ no deja Q-subdigraficas, entonces existe una flecha v,y — vyr) en

~

A(T") —por lo tanto una flecha u(I') = w(I') en A(I")~, tal que p(vyr)) = @(Vuw(r)). Como
el proceso de reduccion ha terminado, se sigue que O‘;(r) y a;U(F) son monocromaticos.

Sea W una subdigrafica generadora de D con

AW) ={u = z en A(D) : p(a},) = p(a)},

entonces D\ A(W) es libre de @, por lo tanto W € Trg(D). Obtenemos que para toda
componente no trivial S de W, S[{a, }uev(s)] es monocromatica.

Por otro lado, el nimero de colores que aparecen en o, es al menos ﬁ(au, Q) para
todo vértice aislado u de W. Se sigue que

(Do), Q) w(W°)+ ) W(ay, Q).

jedJ
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por lo que
W (D]a],Q) < méx w(We) + “(a, .
(Dlel, @) < s 300V + 3B (.0
Con lo anterior se obtiene la igualdad deseada. O

La siguiente definicién es una generalizacién de la definicién 1.9% sobre coloraciones

E?fagudas e @fagudas.

Definicién 1.11. Una r—coloracion se dira Q-0ptima si realiza la inconexion libre de
Q. Una digrafica D se dice Q)Q—aguda st

(i) existe una r—coloracion de V(D) Q-dptima,
(ii) dicha coloracion tiene exactamente una clase cromdtica singular y
(iii) no existe otra r—coloracion que fija mds de una clase cromdtica singular.

La siguiente proposicién aparece en [NL99| sin demostracién como generalizacién
de la proposicién 1.4%.

Proposicién 1.6 (Proposicién 6.4 en [NL99]). Supongamos que Q es adecuada.
(i) Si D es una digrdfica Q—aguda y B una digrdfica, entonces

(ii) Si D y B son Q-agudas, entonces D|B] es también QQ—aguda.

(iii) Si T es un torneo circulante Q—agudo y o = {a; }icv(ry es una familia no vacia
de digrdficas, entonces

F(Ta],Q) = W(T,Q) + mix {W (e, Q)} =~ L.

Demostracion. (i) Sea W € Trg(D). Como D es ()—aguda entonces consideremos
una particién con el vértice singular u, por lo que J = V(D)\V(W®) = {u},
asi W° = V(D)\{u} y w(W°) = F(D,Q) — 1.
Por otra parte como D[B] = D[a] y toda a; = B, entonces por el teorema 1.2
tenemos que

W(D[B],Q) = méx {W(WOHZW%Q)}

WETTQ(D) et
- 4 D.Q)-1+ W (B
W?Tl?;im{”( ,Q) — 14+ W(B,Q)}

= W(D,Q)+ T (B,Q)—1.

3pagina 12
4pégina 12
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(ii) Supongamos que existen al menos dos vértices singulares u,v € V(D[B]) en
copias distintas de B. Sea 7 la proyeccién natural de D[B] sobre D definida por
7 : V(D[B]) — V(D) y denotemos por B, y B, a la copias isomorfas de B tales
que 7(B,) = u y m(B,) = v respectivamente. Sea

o V(D[B]) = {X1,Xo,.... X,}

una r—coloracion ()—6ptima, con r > 3 y supongamos sin pérdida de generalidad
que p(u) = X1y p(v) = Xo.

Notemos que ni u ni v estan en ()—subdigrafica alguna, entonces para todo vértice
w € V(B,) (resp. w € V(B,)), se tiene que w tampoco estd en Q)—subdigéfica
alguna, por lo que podemos asignar los colores p(B,) = X; v ¢(B,) = Xs sin
inducir ()—subdigraficas bien coloreadas. Asi u y v serian vértices singulares en
7n(D[B]) = D, que es una contradiccién al hecho de que D es Q—agudo.

La observacién 1.3° sobre coloraciones heredadas de una composicién, es valida
para digraficas ()—agudas y nos proporciona una coloracién con un vértice singular,
por lo que D[B] es @—aguda.

(iii) De manera similar a (i), si W° = V(D)\{u}, entonces
J=VD\VW°) ={u} y w(W)=(D,Q) -1
Ademas notemos que

WgéciD) {wW°) + T (o, Q)} = w(W®) + méx{W (s, Q) : i € V(T)},

por lo tanto
F(T],Q) = w(W?) + mix {w(a:, Q)}
= W(1.Q) + mix (T (e Q) — 1.

]

El siguiente resultado proporciona una herramienta para simplificar el calculo de la
inconexién aciclica de torneos, el cual afirma que no es necesario analizar todos los ciclos
contenidos en el torneo, basta solo considerar sus triangulos y cuadrados dirigidos.

Teorema 1.3 (Proposicién 6.3 en [NL99]). Para todo torneo T', se tiene que

F(T) = BT, {Cs, Ta}).

Spégina 13
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Demostracién. Como o (T, C_>’3) — W4(T), entonces la desigualdad
3(1) < BEA{G.TY) < @)

es clara.
Mostremos ahora que o (T, {C_>'3, C_>’4}) < W(T). Sea

2 V(T) — {X1>X27 e 7XZ?+(T)}

una o+ (T)—coloracién de V(T), donde & (T) > 3. Entonces existe al menos un ciclo
dirigido bien coloreado

BTZUO%U1—>"'—)UT_1—>U0.

Supongamos que este ciclo es de longitud minima y que r > 5. Sin pérdida de
generalidad supongamos que p(ug) = X7 y que p(u;) = X,. Tenemos los siguientes
casos:

(i) p(u2) = X;. Observe que ¢(us) # p(ug).
= Si ug — us, entonces
HT_QZUO—>Ug—>"'—>UT_1 — U

esta bien coloreado, en contradiccion con la seleccion de C,. de longitud mini-
ma.

= Si ug — ug, entonces
842U0—)U1—)U2—)U3—)U0
esta bien coloreado, que es una contradiccion similar al caso anterior.
(ii) p(uz2) # Xi. Sin pérdida de generalidad supongamos que ¢(uy) = X3, entonces:
= Si ug — us, entonces
8r—1 U > U —> > Up—1 — Ug

estd bien coloreado, que es una contradiccién similar al inciso ().

= Si ug — ug, entonces
3. Uy —> UL — U2 —> Up

es heterocromatico, que es imposible.

Asi, estos ciclos son de longitud menor a r, lo que contradice el hecho de que 8,.
es de longitud minima.
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En todos los casos se gt;tiene un ciclo de longitud menor a » > 5, por lo que
concluimos que & (T, {C5, Ci}) < W(T). O

Corolario 1.4. Para todo torneo T, la inconezion aciclica & (T) es el mdzimo nimero
de colores, de una coloracion de V(T') que no produce {Cs3, Cy} bien coloreados.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema 1.3 y la proposicién 1.16. ]

Observacién 1.4. Dado un torneo T, para probar que & (T) = r (resp. W3(T) =r), es
suficiente con probar que W (T) < r (resp. W4(T) < r) y exhibir una r—coloracidn libre
de {C_>'3, C_>’4} bien coloreados (resp. libre de C3 heterocromaticos), es decir optima, de tal
manera que & (T) (resp. 04(T)) se alcanza ezactamente en r.

6pagina 4
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2 La diferencia 03(T) — &(7T)

Recordemos que dado un torneo T', se cumple que & (T') < W4(T). El principal objetivo
del presente capitulo es el de responder a la pregunta:

;Qué tan grande puede ser la diferencia @4(T) — & (T)?

En este capitulo proponemos una familia infinita de torneos, que son generalizaciones
del ejemplo propuesto por Neumann-Lara en [NL99], para los cuales o (T) < @i(T).
Mas aun, respondemos afirmativamente al siguiente:

Problema 2.1 (Problema 6.6 en [NL99]). ;Eziste algin torneo T para el cual @& (T) = 2
y 5(T) es arbitrariamente grande?

Asi mismo, el principal resultado de este capitulo es una generalizacién del problema
anterior, en el que respondemos afirmativamente a la pregunta:

Problema 2.2. ;Euziste algin torneo T para el cual & (T) =r y&4(T) = s, donde r, s
son enteros positivos arbitrarios tales que 2 < r < s?

Los resultados anteriores se encuentran publicados en [CALI13].

2.1. El epimorfismo 7 y la digrafica auxiliar D,

En esta seccion exhibimos algunos resultados auxiliares, que nos seran de gran ayuda
para definir una familia infinita de torneos que responden a los problemas anteriores.

En lo sucesivo denotaremos simplemente por i al conjunto {(i, 1), (i,2)} con i € N.
Sean

T2n+1 = ({17 2? s 7”} X {17 2}) U {0}7 A(T2n+1))
el torneo de orden 2n + 1y

Dpyy = <{Oa L2,... 7n}’ A(D”Jrl))

la digrafica de orden n+1, asociados de la siguiente forma: sea 7 : V(To41) = V(Dyi1)
el epimorfismo reflexivo, definido por

m(v) = { 0, siwv={0}, (2.1)

i, siv=1(1,7),

tal que cumple las siguientes propiedades sobre los conjuntos de flechas A(T5,41) v
A(Dyy1).

23
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(a) La flecha (i,1) — (7,2) estd en A(To41).
(b) SiD,1({i,j}) es la flecha simétrica i <+ j, entonces el ciclo de longitud cuatro
Ci: (1) = (1) = (,2) = (.2 = (1)
es una subdigrafica de Ty, 1.

(c) SiD,i1({3,j}) esla flecha i — j, entonces i = j en T, 1.

(d) Si0— iy 0+ json flechas en A(D, 1), entonces 0 = iy 0 < j respectivamente
(S20 T2n+1-

Si se cumplen (a) y (b), entonces T'({i,j}) = SR4 y de manera similar, si se cuamplen
(a) y (c), entonces T'({i,j}) = TT,. En otras palabras, si tenemos una flecha simétrica
en D, 1\{0}, entonces es la imagen de un torneo semirregular y si es una flecha simple,
entonces es la imagen de un torneo transitivo, ambos de orden cuatro que son tinicos
salvo isomorfismos. En la figura 2.1 podemos observar la acciéon inversa de m de la
digrafica D, al torneo Ts, 1.

(1,1) @ ®(j1)
i @ >Q ”_1(<:{i>’j}>> |><| SR,
(i,2) @ @ (5.2)
(i,1) @ @ (1)
i@ > j nggﬁ”) |::::>x<::::| T,
(i,2) @ ®(j.2)

Figura 2.1: El epimorfismo 7({i,j}) = {i,7}, T({i,j}) = SRy y T({i,j}) = TT1}.

Daremos por entendido que si estamos hablando de i en el contexto de la digréafica
D, .1, entonces es el vértice resultante de haber aplicado el epimorfismo reflexivo des-
crito en (2.1) al conjunto i = {(¢,1), (¢,2)}. Si hablamos de i en el contexto de algin
torneo Ty, .1, entonces sera el conjunto antes dicho. De manera similar, definimos el
conjunto
i+j={(+j.1),(@+72)}

El epimorfismo reflexivo 7 juega un papel importante para simplificar la definicién
de la familia infinita de torneos 2J,, mas adelante.

Proposicién 2.1. & (SR,) = 05(SR,) = 3.
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Demostracion. Sea SRy, el torneo semiregular de orden cuatro como en la figura 2.1.
Es claro que la tinica 3—coloracién 6ptima ¢ : V(SRy) — { X7, Xa, X3} es

X17 siu € {<7’71)7<]7 2)}7
SO(U) = X27 slu= (Z> 2)7
X3, siu=(j,1)

9

y es imposible agregar un cuarto color sin que se formen triangulos o cuadrados bien
coloreados. O

Para todam > 1, construyamos la digrafica auxiliar Do, 11 = (V(Dapmy1), A(Dopmy1))
inductivamente como sigue:

D1 == {0},
_>
Dy = C3:0—>1—2—0,

Domi1 = (V(Dams1), A(Dam+1)), (m > 2),
donde

V(Dams1) = V(Dapo1)U{2m —1,2m},
A(Dypy1) = A(Dom-1)U{i = 2m —1),(2m) —i:i € Zoy o} U
{2m —1) = (2m),(2m — 1) — (2m — 3),(2m — 2) — (2m)}.

En la figura 2.2 mostramos la construccién recursiva de las digraficas auxiliares de
los primeros tres miembros de la familia °U,, y en la figura 2.3 mostramos la construccién
en el caso general de la digrafica auxiliar Doy, 1.

2.2. El torneo Ty y la familia U,

El torneo T' de nueve vértices del ejemplo 4.2 expuesto en [NL99], nos muestra que la
desigualdad estricta W(T ) < c73(T ) es posible en torneos, por lo que inspirados en dicho
ejemplo, definimos la familia *U,, como una generalizacion de dicho ejemplo.

La familia de torneos U,, = {Ts,+1 : n € N} se define como el conjunto de torneos
Ts,+1 tales que

V(Tspe1) = ({L,2,....4n} x {1,2}) U{0} ¥
A(Tgnt1) = A ' (Danpa({i,5})) - 1,5 € V(Dins1)},

donde 7 : V(Tg,41) = V(Dyni1) es el epimorfismo reflexivo definido en (2.1).

La figura 2.4 muestra un ejemplo de la digrafica auxiliar D;3 asociada al torneo Tbs.
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Figura 2.2: Las digraficas auxiliares de la familia J,,.

Observacién 2.1. El torneo T' de nueve vértices del ejemplo 4.2 de [NL99] coincide
con el torneo Ty € U,,, cuya digrafica auxiliar se muestra en la figura 2.2 y el torneo se
muestra en la figura 2.5. Este torneo satisface que ﬁ(Tg) =2y J)g(Tg) =3, el cual es el
unico ejemplo conocido en la literatura de un torneo T' que cumple que ﬁ(T) < C(T)g(T)
Notemos ademds que dada n € N,

Tynir ({0, 23, 2i-2, 2i-1, 2i)) = Ty € B,
para toda 2 < i < 2n. Una posible 3—coloracion de V(Ty) es
Xy, siv={0},

o) =< X, sive{l, 2}, (2.2)
Xy, sive {34}

Esta coloracion es libre de 83 heterocromaticos, sin embargo no es libre de 84 bien
coloreados, ya que

Cu(1,1) = (3,1) = (1,2) — (3,2) — (1,1)

Cui(2,1) = (41) = (2,2) = (4,2) = (2,1)

son cuadrados bien coloreados.
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Figura 2.3: La digrafica auxiliar Doy, 1.

Lema 2.1. La coloracion definida en (2.2) para Ty € B, es la unica 3—coloracion
dptima que realiza W3, en el sentido que los conjunto de vértices V(T({{1,2})) y
V(T({8, 4})) son monocromdticos.

Demostracion. Sea ¢ : V(Ty) —
por contradiccién que [¢({1,2})]
de la coloracion .

Xi, X2, X3} una 3—coloracién éptima. Supongamos
2. Tenemos los siguientes casos para la cardinalidad

{
>

Caso 1. Si |[({1,2})] = 2, supongamos sin pérdida de generalidad que se tiene que
¥({1,2}) = {X1, Xo}. Tenemos los siguientes subcasos.

(i) Si1 C X;y 2 C X, tenemos que X3 = (). En caso contrario, para todo
V_é>rtice w € {0} U3 U4, existen los vértices u € 1 y v € 2 tales que

Cs:u — v — w — u es heterocromatico, lo cual es imposible.

(il) Si 1N X; # 0, entonces 1 N Xy # ) y 2 C X,. Sin pérdida de generalidad
supongamos que (1,1) € X;y (1,2) € X5. Los casos (1,1) € Xoy (1,2) € Xj
son analogos.

1. Observe que ({0} U4) N X3 = (), ya que para toda u € {0} U 4 existe
v € 2 tal que C5 : (1,i) - v — u — (1,4) es heterocromético para
ie{1,2).

%

2. Si (3,2) € X3 entonces C3 : (1,1) — (1,2) — (3,2) — (1,1) es hetero-

cromético. Por lo tanto (3,2) ¢ Xj.
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Figura 2.4: Digrafica D3 asociada al torneo Tp5 € U,,.

3. Notemos que

Ao (2,1) = (3,1) = (4,2) » (2,1) ¥
Ay o (2,2) = (3,1) = (4,1) = (2,2)

%
son Cj5 dirigidos en Ty. Si (3,1) € X3y 4N X; # 0, entonces A; 0 Ay
es heterocromatico, ya que 2 C Sy. Entonces tenemos que 4 C Sy (por
elinciso 1, 4N X3 =0)y (3,1) & X;.
Asi, obtenemos que X3 = (), que es imposible.
(i) Si1C Xy, 2N X, #0y 2N X, # 0, observemos que si volteamos todas las
flechas del torneo Ty, entonces este subcaso es simétrico a (ii).
(iv) Si1NX; # 0y 2nX; # () para i € {1,2}, supongamos sin pérdida de
generalidad que (1,1) € X; y (1,2) € Xs.



2.2 El torneo Ty y la familia 5, 29

Figura 2.5: El torneo Ty € 5,,.
1. Note que para toda i, j € {1,2}, existe C5: 0 — (1,i) — (2,7) — 0.
2. Supongamos que (2,1) € X7 y (2,2) € X5. Si 0 € X3 entonces
%
C3:0— (1,7) = (2,7) = 0

es heterocromédtico para i, € {1,2} tal que i # j. Asi 0 ¢ X3.
3. Si (k,2) € X3 para k € {3,4}, entonces

T (1,1) = (2,2) — (k,2) — (1,1)

es heterocromético. Por lo tanto (k,2) ¢ X3 para k € {3,4}.
4. Si (k,1) € X3 para k € {3,4}, entonces

Oy (1,2) = (2,1) = (k, 1) = (1,2)

es heterocromético. Asf (k,1) ¢ X3 para k € {3,4}.
5. Por los incisos 1, 2 y 3, tenemos que X3 = (), lo cual es imposible.

Los casos (2,1) € X5y (2,2) € X; se demuestran de manera similar.
Caso 2. Si [¢({1,2})| = 3, tenemos los siguientes subcasos:

(i) Si1C Xy, 2N X5 # 0y 2N X3 # (). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que (2,1) € Xo vy (2,2) € X;.
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1. Si3N Xy # 0 o3N X3 +# (), entonces existe u € 1 tal que
— —
Cs:u—(2,2)v—>u o C3:u—(2,1) 2v—u

es heterocromatico, para alguna v € 3. Asi 3 C Xj.

2. Si (4,2) € X3, entonces (?3 1 (2,1) = (2,2) = (4,2) — (2,1) es hetero-
cromdtico. Por lo que (4,2) ¢ X;.

3. Si (4,2) € X,, entonces C—>’3 :(L,1) — (2,2) = (4,2) — (1,1) es hetero-
cromatico.

4. Por los incisos 2 y 3, tenemos que (4,2) € X3. Si este es el caso, entonces
C—>’3 1(2,1) — (3,1) = (4,2) — (2,1) es heterocromatico.

Por los casos anteriores, tenemos una contradiccién.

i) SIINX; #0,2NX; 40, 1NXy #0y 2N X3 # (. Sean 4, j € {1,2} tales
que i # j. Sin pérdida de generalidad, supongamos que {(1,1),(2,7)} C X,
(1,2) € Xoy (2,7) € Xs.

1. Si 0 € X3, entonces a :0—(1,2) — (2,7) — 0 es heterocromatico.
2. Si 0 € Xy, entonces C_’; :0—(1,1) — (2,7) — 0 es heterocromatico.
3. Si 0 € X3, entonces a :0—(1,2) — (2,7) — 0 es heterocromaético.

Por los casos anteriores concluimos que 0 ¢ X; U X5 U X3, que es imposible.

(i) Si1NX; #£0, 1N X, # 0y 2 C X3 Notese que este subcaso es simétrico a
(i) y se demuestra de manera similar.

Concluimos que el conjunto V(Ty(1,2)) es monocromatico y de manera andloga,
podemos demostrar que V' (75(3,4)) es también monocromatico. O

El siguiente lema describe la estructura de los tridngulos contenidos en los elementos
de la familia U,, y nos sera de gran utilidad para probar algunas propiedades mas
adelante.

_>
Lema 2.2. UnC3 : u - v = w — u en Tg,11 € U, es exactamente uno de los
siguientes casos:

(i) u=0,ve2i-1ywe 2i 1<i<2n;
(ii) u€ 2j-1U 2§, ve 2i-1ywe 2, 1<j<i+t2<2n;

(i1i) siu=(2i—3,1) yv=(2i—1,1) o bienu = (21 —3,2) yv = (2i — 1,2), entonces
we 2t 2<1i<2n;

(v) si u = (2i

) yv = (20 —2,2) o bienu = (2i,2) y v = (20 — 2,1), entonces
we 21-1,2 <1

v
< 2n;
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(v) siu=(2i+1,1) yv=(20—1,2) o bienu = (2i+1,2) yv = (20 —1,1), entonces
we2i1<i<om—1;

(vi) siu=(2i,1), v=(2i+2,1) ou=(2i,2), v =120+ 2,2), entonces w € 2i-1,
1<i<2n—1;

(vii) u= (20 +1,2), v=(2i—1,1) ywe{(20 —1,2),(2i+1,1)},2<i<2n—-1 o
(viit) w= (21 +2,2), v=(2i,1) yw € {(2i,2),(20i +2,1)}, 1 <i<2n—2.
Mas ain, toda flecha en A(Tg,41) pertenece a algin tridangulo dirigido.

Demostracion. Se sigue directamente por la construccion del torneo Tk, de la familia
U, para toda n € N. Para cada caso respectivamente tenemos lo siguiente.

(i) Observe que 0 = 2i-1, 2i-1 = 2i y 2i = 0.
(i) (2j-1U2j) = 2i-1, 2i-1 = 2i y 2i = (2j-1U2j), con 1 < j <i+2< 2n.

(iii) Notemos que T'(2j-3 U 2j-1) = SRy, entonces tenemos por la construccién de la
familia a las flechas (2i — 3,1) — (20 —1,1) y (2i — 3,2) — (2¢ — 1,2). Como
2i-1 = 2i y 2i = 2i-3, se tiene lo deseado para 2 < i < 2n.

(iv) De manera similar al caso anterior, 7(2i-2 U 2i) = SR,, entonces tenemos las
flechas (2i,1) — (20 —2,2) y (2i,2) — (20 —2,1). Como 2i-1 = 2i y 2i-2 = 2i-1,
se tiene lo deseado para 2 <1 < 2n.

(v) Como T'(2i-1U2i41) = SRy, entonces tenemos las flechas (2i+1,1) — (2 —1,2)
y (20 4+ 1,2) — (2 — 1,1). Notemos que 2i-1 = 2i y 2i = 2i+1 por lo que se
tiene lo deseado para 1 <1 < 2n — 1.

(vi) Como T'(2i U 2i+2) = SRy, entonces tenemos las flechas (2i,1) — (20 +2,1) y
(24,2) — (2i + 2,2). Notemos que 2i4+2 = 2i-1 y 2i-1 = 2i por lo que se tiene
lo deseado para 1 <1 < 2n — 1.

(vii) Como T(2i-1U2i+1) = SR, para 1 < i < 2n—1, entonces tenemos los tridngulos

Cp @ (2—1L1) = (2i+1,1) = (2 +1,2) = (2i—1,1) vy
Ch o (2i—1,1) = (20— 1,2) = (2i +1,2) — (2 — 1,1).

(viii) Similar al caso anterior, 7(2i U 2i4-2) = SR, para 1 < ¢ < 2n, entonces tenemos
los triangulos

Cr = (201) = (20+2,1) = (20 +2,2) = (2i,1)
Ch o (201) = (20,2) — (20 +2,2) — (20 —1,1).
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2.3. Inconexién aciclica y libre de 83 de los elemen-
tos de la familia 3,

Una vez construida la familia %J,,, el paso siguiente es el de mostrar sus propiedades

respecto a la inconexién aciclica e inconexion libre de C3, para finalmente dar respuesta
afirmativa a los problemas mencionados al inicio del presente capitulo.

El siguiente teorema determina la inconexion libre de C3 de los miembros de la
familia ‘¥,, y nos proporciona una coloracion que la realiza.

Teorema 2.1. Sea Tg, 11 € U, (n > 1), entonces ﬁg(TgnH) =n+2.

Demostracion. La prueba se sigue por induccién sobre n.
Para el caso n = 1, tenemos que ﬁg(Tg) = 3 por la observacion 2.1 de la pagina 26.

Supongamos que el teorema es valido para n — 1, es decir ?3(Tg(n_1)+1) =n+1ly
demostremos que Ws3(Typi1) = n + 2.

Procedamos por contradiccion y supongamos que ﬁg(T sni1) > n+3, entonces existe
una (n + 3)—coloracién libre de 83 heterocrométicos

Y V(Tsns1) = { X1, Xo, ..o, Xogs )

Por hipétesis de induccién, tenemos que ﬁg(T 8(n—1)+1) = n+ 1, por lo que a lo més
podemos asignar n+1 colores en V(Tg(;,—1)41). Sin pérdida de generalidad, supongamos
que los colores X, .o y X,43 son los dos nuevos colores a asignar a los vértices de
Tsp+1({4n-3,4n-2,4n-1,4n}).

Por el lemma 2.1' tenemos que V({{4n-3,4n-2})) y V({{4n-1,4n}) deben ser
monocromaticos, asi la inica manera posible de asignar los nuevos colores es si definimos
¥({4n-3,4n-2}) = X, 15 y ¥({4n-1,4n}) = X, 5. Notemos que ﬁg U=V WU
es heterocromatico, donde u € 4n-4, v € 4n-2 y w € 4n, que es una contradiccion a la
suposicién original.

Concluimos que 33(T8n+1) <n+2.

Por la definicién de Tg,.; € U, y por lema 2.2% tenemos que la coloracién definida
por
Xl, siv= {0},
)Xo, sived{l,2},
plv) = Xiro, siv€ {4i-1,4i,4i+1,4i+2},1<i<n-—1, (2.3)
Xni2, siv € {4n-1,4n},

—
es una (n + 2)—coloracién libre de C3 heterocromaticos. Por lo tanto la coloracion ¢ es
6ptima y hemos demostrado que 73(T snt1) =N+ 2. O

lpagina 27
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De manera similar al teorema anterior, el siguiente teorema determina la inconexién
aciclica de los elementos de la familia J,,.

Teorema 2.2. Sea Tg,11 €V, (n>1), entonces 7(T8n+1) = 2.

Demostracion. La demostracion se sigue por induccion sobre n.
El caso n = 1 se sigue por la observaciéon 2.1 de la pagina 26.

Supongamos que el teorema es valido para n — 1, es decir, ﬁ(Tg(n,1)+1) =2y
demostremos que ﬁ(TgnH) = 2. Supongamos por contradiccién que ﬁ(TgnH) > 3, por
lo que existe una 3—coloracion éptima

Yo V(Tgng1) — { X1, Xo, X3}

Por hipdétesis de induccion, tenemos que ﬁ(Tg(n_l)H) = 2, asf solo podemos asignar
dos colores a V(Tg(n_1)+1). Sin pérdida de generalidad, supongamos que el color X3 es
el color que no ha sido asignado, entonces este color debe ser asignado a alguno de los
vértices de T,+1({4n-3,4n-2,4n-1,4n})). Por la observacién 2.1, tenemos que

Tgn+1({0,4n-5,4n-4,4n-3,4n-2}) v  Tg,+1({0,4n-3,4n-2,4n-1,4n})

son copias isomorfas de Ty € ,,. Por el lema 2.13, los conjuntos V (Tg,;1({4n-5, 4n-4}),
V(Tsni1({4n-3,4n-2})) v V(Tg,11({4n-1,4n})) son monocrométicos.

Si V(Tgn+1<{4l’l-574n-4}>) N X3 = @, entonces V(T8n+1<{4n-3,4n-2}>) N X3 = @7
en caso contrario, el ciclo

%
Cy:(4n—5,1) = (4n—3,1) —» (4n —5,2) = (4n —3,2) — (4n — 5,1)
estd bien coloreado. Asi

V(Tynsr ({40-3,4n-2})) N (X, U X,) # 0.

Similarmente podemos demostrar que V (7g,1+1({4n-1,4n})N X3 = 0, lo que es una
contradiccion.

Dado que ﬁ(TgnH) < 2y como la coloracion definida por

. Xl, silv= {0},
plv) = { X, sive V(T )\{0}, (2:4)
es libre de {Cj3, C;} bien coloreados, entonces es éptima. ]

Notemos que la coloracién (2.4) no es unica, ya que existen muchas 2—coloraciones
que proporcionan una coloraciéon éptima, sin embargo nos permitimos tomarla asi, para
tener una coloracién ﬁfaguda ya que esta sera de gran utilidad méas adelante.

3pégina 27
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Corolario 2.1. Para todo entero s > 2, existe un torneo T tal que E?(T) =2y

Ws(T) = s.
Demostracion. Sea T € 0, y por los teoremas 2.1 y 2.2 se tiene lo deseado. m

La familia °0,, proporciona un infinito niimero de ejemplos de torneos, para los cuales
tenemos que la diferencia w4(T) — & (T) es tan grande como se desee, lo que contesta
afirmativamente al problema 2.1* del inicio de este capitulo.

De la observacién 2.1°, se desprende que la coloracién (2.4) es ﬁ—aguda y la colora-
cién (2.3) U’gfaguda. Esta es una propiedad interesante que se repite en todo miembro
de la familia 0,,. Para demostrar esta propiedad haremos uso del siguiente resultado.

Lema 2.3. Sea T un torneo. Si toda flecha w — v en A(T) pertenece a un tridngulo
dirigido, entonces toda ﬁg(T) —coloracion optima tiene a lo mds una clase cromdtica
singular.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que existe una ﬁg(T)fcoloracién opti-
ma que deja al menos dos clases cromaticas singulares. Sean u y v dos clases singulares,
entonces existe w en alguna otra clase cromatica tal que C5 : w — u — v — w es
heterocromético. Esto es una contradiccion . O

Corolario 2.2. Todo torneo de la familia 3, es ﬁfagudo Y 737agudo.

Demostracion. Por la coloracién definida en (2.4) del teorema 2.2, Tg, .1 es ﬁfagudo.
. 6 —
Similarmente, por el lema 2.2° toda flecha v — v en A(Tg,,1) pertenece a un Cs, por
lo que al usar el lema 2.3 y la coloracién definida en (2.3) en el teorema 2.1, tenemos
que Tg, 11 €s ﬁgfagudo. O]

El lema 2.3 y el corolario 2.2 nos permiten probar el siguiente teorema, que es una
consecuencia directa para la familia °U,, y es un resultado de especial interés, ya que nos
proporciona uno de los teoremas que consideramos de mayor relevancia en este trabajo
y es una generalizacién del problema 6.6 en [NL99] y del corolario 2.1, para ﬁ(T) =,
donde 2 < r <.

Teorema 2.3. Para todo par de enteros (r,s) tal que 2 < r < s, existe un torneo T*
tal que &(T*) =1 y T5(T*) = s.

Demostracion. Sea k = s—r y definamos k = k; +ks+...+k,_1, donde k; es un entero
no negativo para toda i € {1,2,...,r — 1}. Notemos que la funcién ¢ : U, — N\{1, 2}
(n > 1) definida por ¢(Ts,+1) = n + 2, es una biyeccién.

4pagina 23
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Sea B ={B;:i€{1,2,...,r —1}} el conjunto de r — 1 torneos, donde

B:{ s, si k; =0,

Tk, 41 € By, sih; > 1.

Definimos al torneo T, por una aplicacién sucesiva de la composicion de los ele-
mentos de B, esto es
T = Bi[Bs[ -+ [Br—2[B,-a]] -+ ]].

Notemos que & (B;) =2y @Ws(B;) = k; + 2. Por el corolario 2.2, tenemos que todo
miembro de la familia *G,, es ﬁfagudo y ﬁgfagudo, entonces

7(T*):iﬁ(3i)—(r—2):2(r—1)—(r—2):r

al aplicar (r — 1) veces el corolario 1.37.

Similarmente,

r—1 r—1 r—1

()= WsB)—(r—2)=> (ki+2)—(r—2)=> ki+r=s.

i=1 =1 i=1

]

Recordemos que dado un entero no negativo r, la ecuacion r = x; + xo + ... + T,
donde z; son enteros no negativos, tiene (”+:_1) soluciones distintas.

Como la composicion de torneos no es conmutativa, entonces T depende de la
descomposicion de k como suma de los enteros no negativos ky, ko, . .., k._1. Por lo que
el teorema 2.3 proporciona

k+r—2
()

formas distintas de hacer la composicion y por lo tanto, igual niimero de torneos que
cumplen las condiciones, aunque no necesariamente todos ellos son distintos.
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3 Una conjetura sobre la tension

En [INL99], Victor Neumann-Lara demuestra que si un torneo regular no es simple —es
decir es isomorfo a una composicion—, entonces no es tenso y conjetura que el reciproco
es también cierto ([NL]). Esta conjetura es reforzada con los trabajos posteriores sobre
familias infinitas simples que resultan ser tensas.

En este capitulo se da un primer acercamiento a la solucion de dicha conjetura, para
la cual definimos una familia infinita de torneos, cuyos elementos son simples pero no
tensos. Esta familia demuestra que la conjetura no es cierta, sin embargo esta familia
tiene la caracteristica de que todos sus elementos son isomorfos a una suma de Zykov no
trivial, es decir no son primos, por lo que hacemos una modificacion a dicha conjetura
en un sentido mas general que la propuesta por Neumann-Lara.

3.1. Pares discordantes

Esta seccion es una breve introduccion a la teoria de graficas de dominacion, que junto
con los trabajos [NLO09] y [L1IO07], nos proporcionan una forma de definir un nuevo
tipo de torneos regulares simples no tensos. En [CKL98], [CDKL98|, [FLMR98] y [FL99|
se pueden encontrar resultados recientes que versan sobre el tema.

Definicién 3.1 ([NLO09]). Sean T' un torneo y S C V(T). Decimos que u,v € V(D)

son discordantes mddulo S y lo denotamos por ulv (mdd S), si

N (u, S\{u,0}) = N7(v,S\{u,0})
N~ (u, S\{u,v}) = N¥(v,5\{u,v}).

Definicién 3.2. Sean T un torneo y {u,v} C V(T). Decimos que {u,v} forman un
par discordante si

N (u, T)UN*(v,T) U{u,v} = V(T).

Equivalentemente, un par discordante {u,v} se puede definir como aquellos pares para
los cuales
N*(u, T\{u, v}) = N~ (0, T\{u,0}).

La siguiente proposicion da una propiedad interesante de algunos torneos regulares,
que tienen como subgraficas a otros torneos regulares de menor cardinalidad. Esta pro-
posicion garantiza que podemos obtener nuevos torneos regulares de mayor cardinalidad
a partir de un torneo dado. Esta proposicién nos serd de mucha utilidad al construir
mas adelante a la familia LL.

Lema 3.1 (Lema 6 en [NLOOQ9]). Sean T un torneo reqular de orden 2n + 1 y un par
{u,v} C V(T). Entonces el torneo residual T’ = TV (T)\{u,v}) es regular si y solo
si ulv (mod V(T)).
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Demostracion. Es claro que si eliminamos el par {u,v} del conjunto de V(7T'), a toda
w € V(T)\{u,v} le hemos quitado un ex—vecino y un in—vecino, es decir

dt(w, T") =d (w,T") =n—1,
esto sucede si y solo si
N*(u, 7Y =N"(v,T") v N (u,T") = N*(v,T"),
si y solo si u|v (méd V(T)). O
El lema 3.1 se puede reescribir como sigue.

Observacién 3.1. Sea T es un torneo regular de orden (2n + 1) y {u,v} C V(T).
Entonces el torneo residual T" = TV (T)\{u,v}) es reqular si y solo si {u,v} es un par
discordante.

En la figura 3.1 mostramos los torneos circulantes 89((7)) y 87((7)). Notemos que el
par {0,4} C V(89<@>) es discordante y que

Co(0)(Zo\{0,4}) = T ().

Mas atin, como el torneo circulante 82%1((2)) es transitivo en vértices, entonces el par
{i,n + i} es discordante para toda i € Zs, 1 y se tiene que

Coni1 (0 (T \ {5y + 1}) = Crap_1(0)
con el isomorfismo
61 V(Cons1 (0)(Zoni\{isn +i})) = V(Can1(0))

definido por

(v) = i—1, sive{l,2,...,n—1},
Sl i—2, sive{n+1,n+2,...,2n}.

El siguiente teorema fue dado en [LIO0T7], pero para este trabajo, proponemos una
demostracion alternativa, que nos ayudara a comprender la estructura de un torneo con
un par discordante.

Teorema 3.1 (Teorema 4 en [LIO07]). Sean T' un torneo regular, {u,v} un par discor-
dante y T = T(V(T)\{u,v}) el torneo residual. Si T" es tenso entonces T también es
tenso.

Demostracion. Sea T un torneo regular de orden (2n + 1). Por el lema 3.1, se tiene
que el torneo residual 7" = T(V(T)\{u,v}) es un torneo regular de orden 2n — 1.
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Figura 3.1: Los torneos 89@) y 87(@>.

Supongamos que 7" es tenso y sea ¢ : V(T') — {X,Y} una 2—coloracién Sptima.
Definamos los siguientes conjuntos para el color X:

Piu) = {weV(T)NN*wT): o(w) =X},
Pi(u) = {weV(T')NN (u,T): p(w) = X}.

De manera similar definimos los conjuntos Py (u) y Py (u) para el color Y.
Notemos que Py (u) = Py (v), Py (u) = Px(v), Py (u) = P (v) y By (u) = Py (v),
ademds de ser ajenos dos a dos (véase la figura 3.2).

Supongamos por contradicciéon que T no es tenso, es decir b (T") > 3, por lo que
existe una 3—coloracién 6ptima ¢ : V(T') — {X,Y, Z}. Por hipdtesis se tiene que ningin
vértice de T" es de color Z, asi (u) = Z o 1(v) = Z. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que u — vy que ¥(u) = Z.

Observemos lo siguiente:

(i) Para toda w; € Py(u) y wy € Pyf(u), se tiene que w; — wy en V(T”), en caso
contrario C5 : © — wy — w; — u seria heterocromdtico. Se tiene un caso similar
para toda w; € Py (u) y wy € Py (u).

(ii) Por construccién, Py (u) y Pi(u) no pueden ser vacios al mismo tiempo. Se tiene
un caso similar para Py (u) y Py (u).

(iii) Py (u)y Px(u)no pueden ser vacios al mismo tiempo, pues serfa una contradiccion
a la regularidad de 7. De manera similar se cumple para Py (u) y P (u).
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Figura 3.2: El torneo T' y el par discordante {u,v}.

(iv) Por los incisos (ii) y (iii) tenemos que

i)y
0o P+(u) = (), entonces Py (u) # 0y Py (u) # 0.
0o Py (u) =10, entonces Py (u) # 0y Pt (u) # 0.

o Si Py (u)
o Si Pi(u)

Por el inciso (iii), tenemos que 1 (v) € {X,Y}, en caso contrario tendriamos que el

tridngulo C5 : v — v — w — w serfa heterocromético para w € Py (u) ow € Py (u). Por
lo tanto ¥ (v) = Z, pero esto es una contradiccién a (iv), dado que para w; € Py (u),

wy € PY(u), wz € Py(u) y wy € Pf(u), se tendria que C3 : v — w; — wy — v 0
Cs3 : v — w3 — wy — v seria heterocromatico.

Por lo que tal coloraciéon no existe y se prueba que 7' también es tenso. El caso
v — u se demuestra de manera similar. O

Definicién 3.3. La grdfica de dominacion ©(T) es definida sobre los conjuntos

VM) = V(T) y
AD(T)) = {u—v:{u,v} es un par discordante}.

Definicién 3.4. Si T es un torneo reqular y toda trayectoria dirigida en ©(T) es de
orden a lo mds dos, entonces se dird que T es un molde. Un molde M™* de un torneo
circulante no ciclico T es el torneo reqular inducido por V(T)\{u,v}.

Un molde se dird manso si T(V(T)\{u,v}) = 82m+1<®>. Un torneo T' es manso si
MT es manso. Si T es cualquier torneo reqular y toda trayectoria dirigida es de orden
al menos tres en ®(T), entonces se dird que T es un torneo amplio.

El teorema 3.1 es un caso particular del expuesto en [L.1007], donde se demuestra la
tension de los torneos con moldes mansos (véase [NLOO09]) y de los torneos amplios.
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3.2. Familias de torneos regulares simples y tensos

En el inciso (i) de la proposicién 1.4 (proposicién 3.6 en [NL99]), se muestra que si una

digrafica es una composicién de dos digréficas B y D, donde B es @Laguda entonces

Ws(B[D)) = W3(B) + Ws(D) — 1.

Para el caso particular de torneos, si un torneo 1" proviene de alguna composicion,
entonces no puede ser tensa, es decir, si un torneo es tenso, entonces es simple. Victor
Neumann-Lara conjeturd que el reciproco era también cierto, por lo que formulé la
siguiente:

Conjetura 3.1 ([NL]). Todo torneo regular T es simple si y solo si es tenso.

Los trabajos sobre algunas clases de torneos regulares tensos de H. Galeana-Sanchez,
B. Llano, M. Olsen y del mismo V. Neumann-Lara en [NL99], [GSNL00], [L1O07] y
[LINLOT7], reforzaron la sospecha de la veracidad de esta conjetura, ya que todos los
ejemplos obtenidos de torneos que son tensos, provenian de familias cuyos elementos
son simples, salvo las excepciones de torneos circulantes que resultan ser composiciones
de torneos regulares circulantes y por lo tanto no son tensos.

La siguiente lista es una recopilacién de las familias infinitas de torneos regulares,
que fueron probadas tensas en los trabajos antes citados.

Observacion 3.2. Las siguientes familias de torneos requlares son tensos:

(i) Los torneos ciclicos de cualquier orden, 82n+1<@> (proposicion 4.4 en [NL99]).

(ii) Los torneos circulantes obtenidos al voltear una flecha de su conjunto de saltos,
excepto el caso cuando es una composicion, eﬁo_@g, 82n+1(3) conl < s <n, salvo
el caso (2n+1,s) = (9,2) ya que 89(2> = (4]Cs] (teorema 4.11 en [NL99)).

(iii) Los torneos circulantes que se obtienen al voltear dos flechas de su conjunto de

saltos, excepto los casos que resultan ser composiciones, esto es 2n+1<81, 32) con
1 < 51 < 89 < n, excepto los casos

s (204 1,51,8) = (9,1,4) y (2n+1,51,8) = (9,2,3), ya que
Co(1,4) = To(2,3) = Gi[Th),
s (2041, 81,8) = (15,2,5) y (2n+ 1,51, 59) = (15,3,4), ya que
Cis25) =GICs0)] y  Cuis3.4)= C5(0)[Ch).

(teorema 5 en [GSNLOO]).

Ipagina 12
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(iv) Los torneos circulantes de orden un entero primo p > 3, esto es BP(J) que
resultan ser torneos primos (teorema 3 en [LINLO7]).

(v) Los torneos circulantes simples, es decir, aquellos que no son isomorfos a com-
posicion alguna (teorema 4.10 en [Ll]).

(vi) Los torneos con molde manso (corolario 2 en [LIO07]).

(vii) Los torneos amplios (teorema 5 en [LIO07]).

Notemos que los torneos de estas familias infinitas son en su mayoria circulantes y
simples o bien, se obtienen a partir de torneos circulantes simples. Hasta el momento
no se contaba con un solo ejemplo de algin torneo regular simple no tenso.

3.3. Una familia de torneos regulares, simples y no
tensos

La observacién 3.2 nos resume de manera precisa, los ejemplos de torneos regulares que
se saben tensos y —como lo habiamos mencionado anteriormente— los tinicos ejemplos
que se conocen de torneos regulares no tensos, son las composiciones.

En esta seccién construimos la familia infinita de torneos i, cuyos elementos son
torneos regulares simples no tensos, asi la conjetura no es cierta en este sentido. Sin em-
bargo, dichos torneos resultan ser una suma de Zykov no trivial, por lo que modificamos
la conjetura en un sentido mas amplio que el propuesto por Neumann-Lara.

Construcciéon 3.1. Sean T7 un torneo reqular tenso de orden 2n + 1 y Ty un torneo
reqular de orden 2m + 1. Sea T1[T5| la composicion de ambos torneos, lo que resulta en
un torneo reqular de orden (2n + 1)(2m + 1).

Agreguemos un par de vértices {u,v} a V(T1[13]) y construyamos el torneo regular
U de orden
Cn+1)2m+1)+2=22nm+2n+2m+1)+1,

definido sobre los conjuntos

V({U) = V(T[T]) U{u,v},
AU) = A(N\[T5])UF UF,

donde Fy es exactamente una de las flechas u — v o v — u y Fy se obtiene de la
siguiente manera.

Sea Wy la subdigrifica de T\[T3] tal que Wy = Ty y sean Wy y Wy las subdigrdficas
inducidas por la particion no degenerada en dos partes de V (T1[T5]\W1), tales que

Wy = 2nm+n—m—1, stu— v,
270 2nm+n—m, STV — U,
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Wy = 2nm+n+m+1, siu— o,
7 2nm+n+m, StV — u.

Ast V(T [Tz]) = V(W)|V (W) |V (W3) como se describe anteriormente. Definimos
F={u—-ww—-v:weVWUW)}U{w—uv—w:weV(Ws)},
es decir, Fy es el conjunto de flechas tal que u = W7, U Wy y W3 < v.
Notemos que {u,v} es un par discordante definido por
Nt (u,U) = N"(v,U) = V(W; UWy)

’ N (0, U) = N*(0,U) = V(W)

ademas
dt(u)=d (u) =d*(v) =d (v) =2nm+n+m+ 1.

Por el lema 3.12, tenemos que U es un torneo regular.

Definimos la familia 4 como el conjunto de torneos regulares obtenidos por la cons-
truccién 3.1. En la figura 3.3 se muestra la construccion de esta familia para el caso
donde fijamos la flecha v — w.

u v

><
D O

Figura 3.3: Construccién de la familia 4.

En la figura 3.4 podemos observar la construccion del torneo U; que es uno de los
elementos de menor orden de la familia 4, donde fijamos la composicién C'3[C'3] y el
par discordante {9,10}. Sea la particién V(ag[ﬁg]) = V(W)|V (W3)|V(W5) definida
por

vwy) = {0,3,6},
V(W2> = {775} y
V(Wg = {1,2,4,8}.

2pégina 37
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Finalmente agregamos las flechas apropiadas como se indica en la construccién 3.1 y
obtenemos el torneo regular U; € U de orden 11.

Figura 3.4: El torneo U; € 4l con 83[83] y {u,v} = {9,10}.

Teorema 3.2. Sean 11 y T torneos regulares, tales que Ty es tenso y @(Tg) =r—1
(r>3). Sea U € §k como en la construccion 3.1, entonces &s(U) = r.

Demostracion. Las hipdtesis del teorema cumplen los requisitos de la observacién 1.32,
por lo que al hacer los cambios de variable s := 2 y r := r—1 en la misma, la coloraciéon
(1.1) de esta observacién, se reduce a la r—coloracién

@ V(TI[T2]> — {X17}/17§/27 s 7}/;“71}

que es Optima y libre de 83 heterocrométicos. Asi J;(U ) >

Para T1[T5], definamos la particién
V(Ti[To]) = V(W) |V (W2) |V (W)

como en la construccién 3.1. Supongamos que 7(V (W) es el vértice singular en 77,
donde 7 es el epimorfismo reflexivo 7 : V(T1[T3]) — V(T}) de la definicién 1.74, por
lo que Wy = Ts. Por la observacién 1.3, tenemos que que la r—coloracion es tal que
(W) ={Y1,Yo,.... Yo}y p(Wa UW3) = X,

3pégina 13
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Por hipdtesis, tenemos que es imposible agregar un nuevo color tanto en V(W)
como en V (W, U Ws). Supongamos por contradiccion que ws(U) > r + 1, asf existe

¢V(U) _>{X17}/1a"'71/;“}

una (r 4+ 1)—coloracién libre de 83 heterocrométicos. Sin pérdida de generalidad su-
pongamos que Y, es el nuevo color que se asigna, por lo que este nuevo color debe ser
asignado a {u,v}. Tenemos dos casos para la flecha inducida T'({u, v}).

Caso v — u. Si¥(u) =Y,, entonces (v) # X1, ya que en caso contrario el tridngulo
3:u — w — v — u serfa heterocromético, para toda w € V(W7).

Por otra parte, ¥)(v) # Y; para toda i € {1,2,...,r— 1}, ya que en caso contrario
31 u — w — v — u serfa heterocromdtico para toda w € V(W53). Por lo tanto

¥(v) =Y, pero esto es imposible, ya que dados z € W3 y y € W
» si x — y entonces, 33 :x — Yy — v — x es heterocromaético,
= si y — x entonces 83 : T — u — y — x es heterocromatico,

ambos casos nos llevan a una contradiccién a la suposiciéon que ¥(u) = Y,. De
manera similar se prueba que ¥(v) # ;.

Caso u — v. Tenemos dos subcasos.

» Si(u) =Y,, entonces Wy < Ws, ya que si existieran y € Wy y x € Wj tales

que y — x, entonces C'3 : u — y — x — u seria heterocromatico. Por otra
parte, notemos que para toda w € V (W), se tiene que V (W3)U{u} C N~ (w)
y como |W3| = 2nm + n + m + 1, entonces

d”(w) > 2nm+n+m+ 2,

una contradiccién a la regularidad de U. Esto demuestra que 1(u) # Y.

» Si ¢(v) = Y, entonces W7 = W3, ya que si existieran y € Wy y = €

W3 tales que z — y, entonces el tridngulo C's : v - © — y — v seria
heterocromético. Por otra parte, notemos que para toda w € V (W), se
tiene que V(W3) U {v} € N*(w), por lo que similarmente al caso anterior,
conduce a que

d*(y) > 2nm+n+m+2

que es una contradiccion.

Por los dos casos anteriores tenemos que ¢ (v) # Y.

Las contradicciones anteriores senalan que es imposible asignar el nuevo color Y,
por lo que la coloracién v no existe y asi @3 (T') < r. Finalmente notemos que si

Qb : V(Tl) — {3/1,}/2,...71/7«_1}
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es una coloraciéon 6ptima y libre de ('3 heterocromaticos restringida a W; = T, como
en la observacion 1.3, entonces la coloracion

o(w), siw e V(W),
plw) = { Yo, siw e V(WyUWs)U{u,v}, (3-1)

es libre de C5 heterocromaticos, ya que los nuevos triangulos que se generan contienen
la flecha u — v (0 v — u segin el caso) y como p(u) = ¢(v), entonces no pueden ser
heterocrométicos. Asi esta r—coloracion es éptima. O]

El siguiente teorema es el equivalente del teorema anterior para la inconexion aciclica
o y cuya demostracién se sigue de manera similar.

Teorema 3.3. Si W (Ty[Ty)) = r entonces & (U) =r,

Demostracién. Como & (U) < W(U) = r, mostremos que o (U) se alcanza en r. Por
la observacién 1.4°, para calcular ﬁ(U ) basta con probar que existe una r—coloracién

libre de {83, 84} bien coloreados. La coloracién descrita en (3.1) del teorema 3.2 es
libre de 83 heterocrométicos. Probemos que también es libre de 84 bien coloreados.

Notemos que los nuevos 84 que se forman al agregar los vértices {u,v} a T1[T5],
son aquellos que los contienen y no pueden estar bien coloreados, ya que ¥ (u) = ¥ (v).

= =
Asi, la coloracién (3.1) es libre de {C3, Cy} bien coloreados.
U

Los teoremas 3.2 y 3.3 senalan que los elementos de la familia 4 no son tensos, por lo
que la pregunta natural es si estos torneos son simples. Tenemos el siguiente resultado
que contesta esta cuestion.

Teorema 3.4. Sea U € U, entonces U es simple.

Demostracion. Supongamos que U es de orden 2n + 1. Si 2n + 1 es un ntimero primo,
entonces el resultado es inmediato, ya que no puede ser una composicién, pues si lo
fuese, su orden seria un niimero compuesto.

Procedamos por contradiccién. Supongamos que U no es primo, por lo que existen
torneos regulares

T =(V(1),A(Ty)) vy To=(V(T2), A(Th))
de 6rdenes 2n; + 1 y 2ng + 1 respectivamente, tales que U = T} [T3] y
2n+1=(2n; +1)(2ny + 1)

es una factorizacion de 2n+ 1 en enteros no necesariamente primos. Sea 7 la proyeccién
7 V(T1[T3]) — V(11) de la definicién 1.7 y denotemos por B; a la subdigréfica de U
tal que w(V(B;)) = i, es decir B; = T, para toda i € V(T}).
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Sea {u,v} un par discordante como en la construccién 3.1 de la familia . Notemos
que el par {u,v} no puede estar contenido en B; = T; alguna, para toda i € V(T}).
En caso contrario, dada w € V(U)\B; se tendria que w = {u,v} o w <= {u,v} que es
claramente una contradiccién al hecho de ser un par discordante.

Supongamos que u y v pertenecen a copias distintas de T3, por lo que existen
i,j € V(T1) con i # j, tales que u € V(B;) y v € V(B;). Como B; = Bj, entonces
existe una biyeccion

0:V(B;) — V(B;)

tal que para toda v’ € V/(B;), existe una unica v € V(B;) tal que 6(v') = v. Esto
es imposible, ya que {u,v'} también serfa un par discordante y es una contradiccién
similar a la anterior. O

El teorema 3.4 da respuesta negativa a la conjetura 3.1, ya que los torneos regulares
de la familia  son simples y no son tensos. Sin embargo es posible obtener una suma
de Zykov no trivial que caracteriza los elemenos de la familia. El siguiente teorema
muestra lo anterior.

Teorema 3.5. Sea U € 4 como en la construccion 3.1, entonces U es una suma de
Zykov no trivial.

Demostracion. Sea Ti[T»] un torneo de orden (2n + 1)(2m + 1), obtenido por la com-
posicién de los torneos T} y T de érdenes (2n + 1) y (2m + 1) respectivamente. Sea
{u,v} un par discordante y V(T1[T3]) = V(W1)|V (W3)|V (W3) una particién como en
la construcciéon 3.1. Es claro que

W1 = N+(V<W1)) N <W2 U Wg)

v que
W, < N7<V(Wl)) N (W2 U W3)

Notemos en la figura 3.3 que u = Wy y Wi = v, por lo que si 7 : V(Ti[T3]) — V(T1)
es el epimorfismo reflexivo y lo aplicamos al conjunto 75 = W), obtenemos un torneo
B de orden 2n(2m + 1) + 3, al cual tomaremos como la base de la suma de Zykov.

Finalmente, obtenemos la suma de Zykov
BTy, (2n(2m + 1) + 3) - K1},

es decir, el torneo U puede ser representado como una suma de Zykov, cuya base es
el torneo B y cuyo vértice w = m(T3) tiene asociado la componente Ty y los restantes
vértices tienen asociados vértices singulares. O]

En el teorema anterior, hemos definido a la suma de Zykov en términos de la base
B y la familia
a={Ty,,(2n(2m + 1) + 3) - K1 }.
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Esta familia no necesariamente es minimal, en el sentido del menor niimero de miembros
de la familia «, ya que por cada uno de los subconjunto de vértices

Si V(W) N NHWY),
Sy C V(W) N N-(W)),
Sy © V(W) AN*(Wy)
Si C V(W) N N-(W),

tales que T'(S;) = Ty, podemos aplicar el epimorfismo reflexivo 7 : V(T [T3]) — V(T1),
a cada una de estas componentes y la base B tendra un vértice asociado a cada una de
las copias de T5.

En la figura 3.4 de la pdgina 44, hemos construido el torneo regular de once vértices
perteneciente a la familia U, con T" = 3[83], el par discordante {9, 10} y la particién
V(C5[Chs)) = VW)V (Wa) |V (Ws) definida por

Wl) = {07376}a
V(W2) = {775} y
W3) = {1,2,4,8}.

Sobre esta particién, la base B de la suma de Zykov Bla], es el torneo de orden
nueve cuyo conjunto de vértices es

V(B) = V(Cs[C3)\{0,3,6} Un({0,3,4}) U {9,10},

s —
donde 7 : V(C3[C3]) — V(C3). La familia « estd integrada por un 83 y ocho vértices
singulares, es decir

a={Cs8 K}

—
Sin embargo esta particién no es minimal, ya que si tomamos la misma base C3[Cs]
y construimos el torneo Us con la particién V(Bg[ﬁg]) = V(W)|V (W) |V (W3) con

Wl) = {07376}a
ViWz) = {14} y
W3) = {2,5,7,8},

que se muestra en la figura 3.5, entonces la base B es el torneo de orden 7, con
V(B) = V(Cs[C3])\{0,2,3,5,6,8} Un({0,3,4}) Un({2,5,8}) U {9, 10}
y la familia « esta integrada por dos copias de 83 y cinco vértices singulares, es decir
a=1{2-Cy5 K.

Es claro que si tomamos un torneo U como en la construccion 3.1, el cual es una suma
de Zykov no trivial y aplicamos inductivamente la construccién 3.1 al torneo resultante
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Figura 3.5: El torneo U, con 8 8 |y {u,v} ={9,10}.

un numero arbitrario de veces, obtenemos un torneo de mayor orden e isomorfo a una
nueva suma de Zykov no trivial. Considerando este hecho, tenemos el siguiente teorema.
Antes consideremos algunas definiciones previas.

Recordemos que dado un entero positivo m, por el Teorema Fundamental de la
Aritmética, es posible descomponerlo como un producto de potencias de factores primos
de la forma m = [[F, p?.

Sea
max 4 | | ;> 1
77( 3<m<n {Z is M= p pl ol 3 ) prlmo} .

Es decir, n(n) serd la mayor suma de los exponentes, de entre todas las factoriza-
ciones en potencias de primos distintos de 2, de los niimeros menores o iguales que n.
Por ejemplo, si n = 79 entonces n(79) = 3, debido a que entre todas las factorizaciones
de los ntimeros menores o iguales a €I, la maxima suma de sus exponentes se alcanza

en 3, ya que 27 = 3%, 45 = (32)(5), 63 = (32)(7) y 75 = (3)(5%).

Teorema 3.6. Para todar € {1,2,...,n1(2n+1)}, existe un torneo reqular T de orden
2n + 1 que es isomorfo a una suma de Zykov, tal que jg(T) = ﬁ(T) =r+ 1.

k

Demostracion. Sea m = Hp?i < 2n+1 un entero tal que ¢ +¢2+...+qr = n(2n+1).
i=1
Definamos el multiconjunto

My, ={q1 1,2 D2y - Qi - Pr}-
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Sea una particion P = Pj|P|---|P, de M,, en r partes, con 1 < r < n(2n + 1)
y para toda i € {1,2,...,r} definimos el torneo regular tenso 7; de orden H p; de
p;ER;
alguna de las formas descritas en la observacién 3.2°. Definimos el torneo base

B=T[T[...[T)].. ]

Como w4(T}) = W (T}) = 2 para toda i € {1,2,...,r}, entonces por el corolario 1.37,
obtenemos que

33(3):mB):imm—(r—n:2r—(r—1)=r+1.

k
Es claro que el torneo B tiene orden m = H pl < 2n+ 1.
i=1
Agreguemos un numero par de vértices 2n + 1 — m al torneo B para definir el
torneo T', como aquel construido a partir de B al aplicar inductivamente W veces
el procedimiento de la construccién 3.1. Como wh(B) = W (B) = r + 1 entonces por los

teoremas 3.2 y 3.3, tenemos que w4(T) = W(T) = r + 1. O

Como ejemplo del teorema anterior, sea el entero 19, el cual, de entre todas las
factorizaciones de los enteros menores que él, solo 9 = 32 y 15 = (3)(5) son los que
tienen la mayor suma de sus exponentes, de entre todas las factorizaciones de los enteros
menores a ellos, por lo que n(19) = 2, es decir r € {1,2}.

Para r = 1, el resultado es trivial al definir el torneo 7" de orden 19, de alguna de
las formas descritas en la observacién 3.2 y claramente W3(T) = & (T) = 2.

Para r = 2, tenemos que m € {9,15} y definimos los multiconjuntos Mg = {23} y
M15:{].3,15}

Para el caso m = 9, sea el torneo de orden 9, B = 83[83], entonces apliquemos la
construccién 3.1 cinco veces, por lo que el torneo regular resultante es orden 19.

Para el caso m = 15, tenemos la particién M5 = {3}[{5} o M5 = {5}|{3}. Sea el
torneo de orden 15, B = 83[85@)] o B = C'5(0)[C'3] respectivamente y apliquemos
la construccién 3.1 dos veces.

Claramente cualquiera de las formas anteriores nos proporcionan un torneo regular
T de orden 19, tal que W4(T) = & (T) = 3.

Por todo lo anterior, se sigue que un torneo simple 7' no necesariamente es tenso,
por lo que la conjetura 3.3 es falsa en este sentido. Sin embargo dicha conjetura la
modificamos de una manera mas general considerando sumas de Zykov.

Conjetura 3.2 (Segunda versién de la conjetura 3.1). Sea T un torneo reqular. En-
tonces T' es primo si y solo si es tenso.

Spagina 41
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En el capitulo anterior se expuso una generalizacion de la conjetura 3.1, en la que
se consideran clases mas generales de torneos que no necesariamente son simples. En
este capitulo, se da respuesta afirmativa a la conjetura 3.2, lo que se traduce en una
caracterizacion para los torneos regulares primos.

Para las secciones posteriores, haremos uso de los siguientes resultados sobre ciclos
en torneos multipartitos.

4.1. Ciclos en torneos multipartitos

Recordemos que una r—coloracién de los vértices del torneo 7', es una particién no
degenerada en r partes V(T') = X;|Xs|...|X,, por lo que en lo subsecuente al hablar
de una r—coloracion

e :V(T) = {X1,Xs,..., X, },
estaremos en el entendido que X; representa tanto a la i—ésima clase cromatica, como
a los vértices pertenecientes a la i—ésima parte.

Definicién 4.1. Un torneo multipartito es una orientacion de la grdafica multipartita
completa simple.

En particular, si el torneo multipartito tiene solo dos partes, entonces lo llamaremos
simplemente torneo bipartito. Similarmente, si el torneo tiene solo tres partes, entonces
lo llamaremos torneo tripartito. En general, si el torneo multipartito tiene r > 2 partes,
entonces es un torneo r—partito.

Dados un torneo 7'y ¢ : V(T) — {Xi,Xa,...,X,} una r—coloracién de V(T),
podemos definir un torneo r—partito M, al tomar cada clase cromatica como cada una
de las r partes y su conjunto de flechas es el conjunto inducido de flechas entre las clases
cromaticas distintas, es decir M = (V(M), A(M)) esta definido por

V(M) = V(T),
AM) = ATNA(T(X)) UA(TY)) UA(T(Z))}.

— —

En la figura 4.1 mostramos una 3—coloracién éptima del torneo C3[C3] y al torneo
tripartito inducido por las tres clases cromaéaticas.

Para probar el teorema principal de este capitulo, necesitamos de la ayuda de un

teorema excepcionalmente util y de gran elegancia: el teorema de Goddard-Kubicki-
Oellermann-Tian (véase [GKO91]).

Teorema 4.1 (Teorema 1_(;11 [GKO91]). Sea M = (V, A) un torneo r—partito (r > 3).

Entonces M contiene un Cs si y solo si existe un ciclo en M que contiene vértices de
al menos tres de las partes.

51
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Figura 4.1: El torneo 83[83] y su torneo tripartito asociado.

Demostracion. La necesidad es evidente, ya que si M contiene un Cf, entonces este Cs
debe pasar por tres de las partes.

Para demostrar la suficiencia, supongamos por contradiccién que M es un torneo
r—partito que contiene un ciclo C' de longitud al menos cuatro, con vértices contenidos
en al menos tres de las partes y que M no induce 5§ alguno. Supongamos que 8 es de
longitud minima.

Para demostrar el teorema haremos uso de la siguiente afirmacion.

Afirmacion 4.1. FExisten v € X, y € Y y z € Z en particiones distintas tales que
xr — Yy — z es una trayectoria de longitud tres contenida en C'.

Demostracion. Supongamos que no existen trayectorias de longitud tres que pasen por
las partes X, Y y Z consecutivamente, entonces las trayectorias que pasan por estas
partes tienen longitud mayor a cuatro. Sea

P:xi—=y—>x0—>yp—...>x =y —2

una x; ~ 2 trayectoria de longitud minima [ que pasa por las tres partes, donde [ > 2,
{Ilax%"'axl} g X? {917927---7111} g Y yzE Z.
Tenemos los dos casos siguientes:

= Si z — x;, entonces x; — y; — 2 — x; es un C3, lo cual es imposible.
= Si z; — z, entonces
P oy =y =T —=ys— ... > 1 —2

es una trayectoria de menor longitud que P. Esto es una contradiccion a la supo-
sicion de la minimalidad de la longitud de P.
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Ambos casos no pueden ser, por lo tanto hemos probado la afirmacion. A

De lo anterior, supongamos que los vértices de la trayectoria x — y — 2 contenida
en C no inducen un C3, donde x € X,y € Y y z € Z. Entonces x — 2z y notemos que

= ([ Ufa — 2)

es un ciclo de menor longitud que 8 y pasa solo por las partes X y Z, ya que si pasara
por Y entonces 8’ tendria longitud menor que C'. Lo anterior senala que V(C) induce
un torneo bipartito.

- Notemos que 2’ € X es tal que y — 2/, en caso contrario z’ — y — z — 2’ seria un
Cs. Sea

"= ([@A\{zhuly— )

y notemos que es un ciclo que pasa por las tres partes y tiene longitud menor que la de
, una contradiccién.

Esto completa la demostracién del teorema. O

Este teorema proporciona dos corolarios muy 1tiles, que en el lenguaje de triangulos
y ciclos contenidos en las clases cromaticas, los podemos traducir como siguen.

Corolario 4.1. Sean T un torneo de ordenn > 3) y M el torneo r—partito (3 <r <n)
inducido por una particion de V(T') en r partes. Entonces M es externamente libre de

C5 sty solo si es externamente aciclico.

Demostracion. Se sigue directamente del teorema 4.1. O]

Corolario 4.2. Sean T' un torneo de orden n >3 y o V(T) = {X1, Xo,..., X, } una

r—coloracion, con 3 < r < n. Entonces T es libre de C3 heterocromdticos si y solo si es
libre de ciclos bien coloreados.

Demostracion. Se sigue directamente de teorema 4.1 y del corolario 4.1. O

4.2. Trayectorias prohibidas en torneos no tensos

El lema y el corolario siguientes, a pesar de su sencillez, nos seran de utilidad mas
adelante al calcular cardinalidades de las segundas vecindades de un torneo regular.

Lema 4.1. Sean T' un torneo regular de orden 2n+1 yv € V(T'), entonces
NT(NT(v)\NT(v) = N~ (v).
Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que

NT() ={vi,ve,...,vn} v N7 (v) = {Uns1,Vns2, -, Von}
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%
Por el lema 1.1, tenemos que toda flecha de V(T) estd en un Cjs dirigido, por lo que
para toda ’L_E> {1,2,...,n} existe j € {n+ 1,n+2,...,2n}, tal que la flecha v — v;

estd en un C3 : v — v; — v; — v. Por lo tanto
NT(NT()\NT(v) € N™(v).
Similarmente, tenemos que para toda j € {n+ 1,n+2,...,2n}, la flecha v; — v
_>
estd en un C : v — v; — v; — v, por lo que

NFNT(@)\NT(v) 2 N7 (v).

Con ambas contenciones obtenemos lo deseado. O

Corolario 4.3. Sea T un torneo reqular de orden 2n + 1, entonces
INT(NT@)\NT(v)] =n

para toda v € V(T').

Demostracion. Se sigue directamente del lema anterior. O

Ahora estamos en la posicion de demostrar el siguiente lema, cuya demostracién no
es en absoluto trivial. Este lema tiene una gran importancia, ya que permite demostrar
la tension de los torneos regulares primos.

Como ya mostramos en el teorema 4.1, si existe una r—coloracién libre de 33, enton-
ces podemos asociarle un torneo r—partito, al tomar cada clase cromatica como cada
parte del torneo multipartito. Mas atn, este torneo multipartito contiene un triangulo
dirigido si y solo si contiene un ciclo que pasa por al menos tres de las clases crométicas.

Lerga 4.2. Sean T un torneo reqular y ¢ : V(T) — {X,Y, Z} una 3—coloracion libre
de C3 heterocromdticos. Supongamos que | X| < |Y| < |Z|, entonces

NHNHNTX)NY)NZ)NnX =1

NT(NT(NT(Y)NX)NnZ)NnY = 0.

Demostracion. Sea ¢ : V(T) — {X,Y, Z} una 3—coloracién (no necesariamente éptima)
libre de Cj5 heterocrométicos, tal que 1 < | X| < |Y| < |Z|. Supongamos sin pérdida de
generalidad que 1 < |X| < |22H ]y

2n +1

-2§|Y|§{ J,si|T\EO,1(méd3) 0

Ipagina 7
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2n + 1

-2§|Y|§[ —‘,si|T|52(méd3),

Supongamos por contradiccion que
NT(NT(NT(X)NY)NZ)NX # 0.

Seax € NY(NT(NT(X)NY)NZ)N X, entonces x € NT(NT(NT(X)NY)NZ)y
r € X, asf existe z € NT(NT(X)NY)N Z tal que la flecha z — z estd en A(T), por lo
tanto z € NT(NT(X)NY) y z € Z. De manera similar, existe y € N*(X)NY tal que
y — z y por lo tanto y € NT(X) y y € Y. Finalmente existe 2’ € X tal que 2’ — y.

Hemos construido la trayectoria
P:x—y—z—ax

Observemos en la figura 4.2 que = # 2’ en la trayectoria P;, pues en caso contrario
tendriamos que C3 : © — y — z — x es heterocromatico. Mas aun, lo anterior senala
que 2 < |X| < |Y] < |Z| y por lo tanto no existen clases crométicas singulares.

Sea M el torneo tripartito inducido por las clases cromaticas X, Y y Z como en la
figura 4.2.

X

Figura 4.2: La trayectoria P;.

Sea z’ el vértice de la trayectoria P, y dado un conjunto S C V(T'), por simplicidad
denotamos como ST =NT(z') NSy S"=N"(2)NS.
Sea
V(T) = {«"}XTIXT YT )Y~|Z7 27
la particién inducida por las clases cromaéticas y las in—vecindades y ex—vecindades de
2’ y notemos que

N*(z) = XtuytuZz™,
N (') = X" UY Uz,
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_>
y como es una particion libre de C5 heterocromaticos, entonces
Z-=Yt y Y =Z% (4.1)

Asiy € Y y por lo tanto z € Z*. Notemos que z € X+ oz € X, por lo que
supongamos sin pérdida de generalidad que z € X+ y el caso x € X~ se demuestra
similarmente (véase la figura 4.3 con el caso x € X ™). Consideremos los siguientes casos
para extender la trayectoria P, los cuales dependen del ultimo vértice de la misma.

Figura 4.3: La particién con respecto a x’ y la trayectoria P;.

1. Observemos que
Y UZ ==,
en caso contrario, si existe u € Y~ U Z~ tal que x — u, entonces el ciclo

¥ —=y—z—rx—u—a

_>
pasa por tres partes y por el teorema 4.1, existe un C3 heterocromatico.

Afirmacién 4.2. Sea la trayectoria Py, entonces existe y' € Y o0 2/ € ZT tal
que
P —wy—sz—x—9y

g

Py

o bien

Py:o wy—sz—a—2

Py

es una trayectoria en T'.



4.2 Trayectorias prohibidas en torneos no tensos 57

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que Y™ U ZT = x, entonces por
(4.1), Y U Z = x y tendrfamos que N (z) C X\{z}, por lo que

2n+1J
<n,

N (@) <X~ 1 < [

lo cual es una contradiccién a la regularidad de T'.

lf;mra una trayectoria del tipo P, es claro que 3’ # y (en otro caso el tridngulo

C3:y — z — x — y =y seria heterocromatico), y para una trayectoria del tipo
P3 tenemos que 2’ # z, ya que en otro caso = <> 2/ = z, que es una contradiccion.

La figura 4.4 muestra este caso.

a) Trayectoria Ps. b) Trayectoria Ps.

Figura 4.4: Trayectorias de la afirmacion 4.2.

Notemos que podemos generalizar la afirmacién anterior y solo analizar los casos
relativos al vértice final de la trayectoria P.

Afirmacion 4.3. En general, si existe una trayectoria P cuya subtrayectoria
inicial es Py 0 Py y cuyo vértice final es un elemento x” € X, es decir de la forma

P —sy—sz—ox—y - =2

-~

P>

o bien

Pox—y—szoao—2 — a2

Ps

entonces existe y' € Yt o bien, existe 2" € ZT(x) tal que P se puede extender a
la trayectoria

Plid sy—zoax—=y == =y

J/

-~

By



58

Torneos regulares tensos y no tensos

o bien a la trayectoria

Pl —wy—szoe—-2 - —a" =2

J/

~

Py
donde v & {y, z} para toda u € V(P)\V(P,),

Demostracion. Sea P de la forma Pj o Pj. Observe que si y o z coincidiera con
alguna u € V(P), tendriamos un ciclo que pasa por las tres partes y por el teorema

4.1, existe un C3 heterocromatico.

Sea S = V(P)N X y al igual que en el caso de la trayectoria P;, observemos que
Y- UZ = 5, en otro caso, tenemos un ciclo que pasa por las tres partes y por
el teorema 4.1 contiene un C3 heterocromatico.

Supongamos por contradiccién que no es posible extender la trayectoria P a al-

guna trayectoria de la forma P, o de la forma P;. De lo anterior se sigue que
Nt (z") C X\{2"}, por lo que

o+ 1
N < |X|—1< { ”; J <n,

lo cual es una contradiccién a la regularidad de T'.

Por lo tanto, si P es una trayectoria cuyo vértice final es un elemento de X, es
decir, del tipo Py o P5, entonces siempre es posible extender la trayectoria hacia
algun elemento de YTUZ™. Con esto se termina la demostracion de la afirmacion.

La figura 4.5 muestra este caso.
A

a) Trayectoria Pj. b) Trayectoria Pj.

Figura 4.5: Trayectorias de la afirmacion 4.3.

Notemos que este caso se reduce a analizar solo el ultimo vértice de la trayectoria
P y asi podemos asegurar que es posible extender dicha trayectoria. Los siguientes
casos retoman esta idea y solo consideran al ultimo vértice de la trayectoria P.
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2. Si P es un trayectoria cuyo vértice final es un elemento de Y, tenemos la siguiente.

Afirmacion 4.4. Si P es una trayectoria de la forma

Pt wsy—szoa0—y - =y

-~

Py

o bien de la forma

P wy—sz—ao—2—- =

-~

Ps

entonces existe " € XT U X~ o 2" € Z1 tal que la trayectoria P puede ser
extendida a una trayectoria del tipo

Pt —sy—sz—ox—- =y =2

g

Py

o bien
Po:d wy—sz—o0—- =y =2

-~

P

Demostracion. De manera similar al caso anterior, tenemos que u & {y, z} para
toda u € V(P)\V(P;), pues en caso contrario tendriamos un ciclo que pasa por
tres de las partes y por el teorema 4.1, tenemos un 5; heterocromatico. Notemos
que iy’ € Y, pues en caso contrario, la trayectoria P junto con la flecha 3" —
formarfan un ciclo que pasa por las tres clases cromaticas, una contradiccién. Por
lotantoy” € Yt yasi X~ UZ = V(P)NYT .

Supongamos que es imposible extender la trayectoria P hacia algin elemento de
X U Z, entonces N*(y") C Y\{y"}, por lo que

2n+1
VOS] |2 <
lo cual es una contradiccién a la regularidad de T'. Por lo tanto si P es una tra-
yectoria con vértice final un elemento de Y, entonces siempre es posible extender
la trayectoria hacia algtin elemento de XT U X~ U Z~.

La figura 4.6 muestra este caso.
A

3. Finalmente, para una trayectoria con vértice final en Z tenemos la siguiente.

Afirmacion 4.5. Si P es una trayectoria con vértice final un elemento 2" € Z,
es decir, de la forma

Po:d' wy—sz2—ao—y = =2

-~

Py
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a) Trayectoria Pj. b) Trayectoria Ps.

Figura 4.6: Trayectorias de la afirmacion 4.4.

o bien

P —sy—sz-o0—2— =2

Ps

entonces existe ¥ € X oy” € Y tal que P puede ser extendida a una trayectoria
de la forma
Pt wy—sz2—oa0—=y - =2 ="

-~

Ps

o de la forma

P —y—szor—2— =2 =y

-~

Py

Demostracion. Al igual que el caso anterior, notemos que x” # u y y” # u para
toda u € V(P), pues si ” o 2" coincidiera con alguna u € V(P), tendriamgs),

un ciclo que pasa por tres de las partes y por el teorema 4.1 tenemos un Cj
heterocromético. Notemos que z” € Z~, pues en caso contrario, la trayectoria
P junto con la flecha z” — 2’ formarian un ciclo que pasa por las tres clases
cromdticas, una contradiccién. Por lo tanto z” € Y.

Supongamos que es imposible extender la trayectoria P3 de z” hacia algtin ele-
mento de X UY, entonces X UY = 2y XUY C NT(2). Asi [ X UY| <n.

Por otro lado,

NHNTEIN\NT(") = NT(Z2\{z"})
C (XUY)\{uj,



4.2 Trayectorias prohibidas en torneos no tensos 61

donde u — 2" y w € X UY U V(P). Finalmente tenemos que
INT(NTE\NT(E")] = (X UY)\{u}| <n—1,

en contradiccion al corolario 4.3.

La figura 4.7 muestra este caso.

a) Trayectoria Pg. b) Trayectoria P.

Figura 4.7: Trayectorias de la afirmacion 4.5.

Con todas la afirmaciones anteriores, podemos concluir que al considerar la clase
cromatica a la que pertenece el vértice final de la trayectoria P, siempre es posible
extenderla.

Si continuamos este procedimiento y considerando que V(7') es un conjunto finito,
entonces en algiin momento este proceso termina. Luego, no podemos extender las
trayectorias y algin vértice se repite, esto senala que se forma un ciclo que pasa por
las tres partes y por el teorema 4.1 se obtiene una contradiccion. Lo anterior demuestra
que

NT(NT(NT(X)NY)NZ)NnX = 0.

La prueba para el caso
NHNT(NTY)NX)NZ)NY =10

se sigue de manera similar a la anterior. Si suponemos por contradiccion que existe
y € NT(NT(NT(Y)NX)NZ)NY, entonces es posible construir una trayectoria

Py —sx—=2->y

y los argumentos para la demostracion son analogos. O]
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El siguiente lema es complementario al anterior, ya que sus casos se pueden seguir
de manera similar y la construccién de las trayectorias se toman en sentido inverso, es
decir, extendemos las trayectoria agregando vértices al principio de la trayectoria.

Ii(;ma 4.3. Sean T un torneo regular y ¢ : V(T) — {X,Y, Z} una coloracion libre de
C5 heterocromdticos, con | X| <|Y| < |Z|, entonces

N (N (N-(X)nY)nZ)NnX =0

N (NT(N-Y)NnX)NnZ)nY =10

Demostracion. Se sigue de manera analoga a la demostracién del lema 4.2. Suponga-
mos que existe z € N~ (N- (N (X)NY)NZ)N X, entonces es posible construir una
trayectoria

Plix—z—y—a

y los argumentos para extender una trayectoria P con P} como subtrayectoria son
similares. De igual manera se prueba que
N (N (N-Y)nX)NnZ)nY =10
al suponer que la trayectoria
P'":y—z—x—y

existe y los argumentos son similares. O]

De la demostracién de los lemas 4.2 y 4.3, podemos observar que existen ciertas
trayectorias que son imposibles entre las clases cromaticas de un torneo 7T'. Para dar
esta propiedad, definamos lo siguiente.

Sea ¢ : V(T') = {X1, Xo, ..., X,} una r—coloracién de los vértices del torneo T'. Sea
{51, 82,..., 8k} una permutacién de un subconjunto de {1,2,...,r} tal que 3 <k <.
Denotemos por

Xy = X, = .o = X,

al conjunto de trayectorias tal que
Ty, — Tgy —> oo —> Ty,
es una trayectoria en T, donde z,, € X, para toda i € {1,2,...,r}.

Corolario 4.4. Sea T un_fomeo reqular no tenso tal que ¢ : V(T) — {X,Y,Z} es
una 3—coloracion libre de Cs heterocromdticos. Entonces las siguientes trayectorias son

prohibidas en T'.
FpP, : X—>Y —>7—-X,
P, : X —>7—-Y — X,
FPy . Y - X —>Z7Z—=Y,
FP, : Y >7-5X—>Y.
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Demostracion. Notemos que en la demostracion del lema 4.2, las trayectorias
P:x—y—z—2 y P:y—sx—z—y
no existen en 7', por lo que las trayectorias
P X—-Y—>7Z—-X 'y FP3- X—>7—-Y =X
son prohibidas. De manera similar, por el lema 4.3, las trayectorias
Pliz—z—y—2 v Pry—sz2—o0—y
son imposibles, por lo que las trayectorias
FP:Y - X —>7Z—-Y yv FP:Y—>7Z—-X—>Y

son prohibidas. O

Dada una coloracién de los vértices de un torneo, si esta coloracion tiene méas de
cuatro clases cromaticas y es libre de triangulos dirigidos heterocromaticos, entonces la
union de dos o mas clases cromaticas, también nos proporciona una coloracién libre de
triangulos heterocromaéticos. Esto lo damos en la siguiente:

Observacion 4.1. Sean T un torneo reqular no tenso y ¢ : V(T) = {X1, Xo, ..., X, }

una r—coloracion libre de C_’; heterocromdticos, tal que 1 < |X;| < [Xo| < -+ < |X,].
Sea S = {s1, 82,...,8:} una permutacion del conjunto {1,2,...,r}. Sir >4, entonces
para toda k < r, la k—coloracion ¢ : V(T) — {Y1,Ys, ..., Ys} definida por

mi1 m2 r

vi=UxX., o= U x. o, = {J X
=1 i=mi1+1 i=mp+1
. s .

donde 1 < my < my < -+ < my < r — 1, es libre de Cs heterocromdticos (por

la definicion de inconexion aciclica). En particular, haremos uso de la 3—coloracion

v V(T) = {X,Y, Z} definida por

X:OX&., Y = O X, y Z= U X,
=1

i=m+1 i=n+1
dondel <m<n<r-—1.
Observacion 4.2. Sean T un torneo reqular no tenso y ¢ : V(T) = {X1, Xo, ..., X, }

%
una r—coloracion optima libre de C'3 heterocromaticos, con r > 4. Sea una 3—coloracion
Y V(T) = {X,Y, Z} como en la observacion 4.1.
Sin pérdida de generalidad supongamos que | X| < |Y| < |Z|. Asi, de los lemas 4.2
Y 4.3 podemos concluir que el torneo tripartito

M =T\(A(T(X)) UA(T(Y)) U A(T(Z)))
es libre de trayectorias de los tipos F'Py, FPy, FPy y F'P, del corolario 4.4.
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Sean el torneo circulante Bgnﬂ (J)yep: V(agn_;_l((])) — {X,Y, Z} una 3—coloracién

%
libre de C heterocromaéticos. Es claro que V(C'9,41(J)) = X|Y|Z nos proporciona una
particion y recordemos que en el lenguaje de la teoria aditiva de los niimeros, dado un

conjunto S C V(82n+1(<])), se tiene que N*(S) =S+ J.

El lema 4.2? es la generalizacién del siguiente lema dado por B. Llano y V. Neumann-
Lara en [LINLO7]:

Corolarg) 4.5 (Lema 1 en [LINLOT7]). Sea P = X|Y|Z una particion externamente
libre de C5 de los vértices de 82,1“((]). Entonces

(X+)nY)+)NZ)+J)NnY = 0.
Demostracion. Se sigue por el lema 4.2. m

Recordemos que si un torneo regular tiene como orden un entero primo, entonces es
primo. En [LINLO7], B. Llano y V. Neumann-Lara muestran con la ayuda del corolario
anterior, que todo torneo circulante de orden un entero primo, es tenso. Con la misma
idea, demostramos en la siguiente seccién que los torneos regulares primos de cualquier
orden son tensos.

4.3. Torneos tensos y no tensos

Dado un torneo regular, los lemas 4.2 y 4.3 nos restringen a considerar una 3—coloracion
de los vértices de T, por lo que la pregunta natural es

;Qué sucede en un torneo regular 7' con w4 (T) > 47

En esta seccion hacemos uso de dichos lemas para demostrar una generalizacion de
los mismos y damos una caracterizacion para los torneos regulares tensos.

El siguiente teorema es consecuencia de los lemas antes mencionados y es la demos-
traciéon de la conjetura 3.23 mencionada al principio del capitulo.

Teorema 4.2 (Demostracién de la conjetura 3.2). Todo torneo regular T' es primo si
y solo si es tenso.

Demostracion. Demostremos la contrapositiva de la necesidad, es decir, demostremos
que si T" es un torneo regular no tenso, entonces es una suma de Zykov.

Supongamos que 1" es un torneo regular no tenso, tal que Eg(T) =r > 3. Entonces

existe una r—coloracion ¢ : V(T) — {X1, Xs,..., X, } libre de Cj heterocromaticos.
Por la observacion 4.1, a partir de esta r—coloracion, podemos definir una 3—coloracién
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%
v V(T) — {X,Y, Z} que es libre de C3 heterocromdticos. Supongamos sin pérdida de
generalidad que | X| < |Y| < |Z| y sea x € X. Definimos la particion

V(T) = {a} XTI XYY~ |27 27

como en la demostracién del lema 4.2.

., . g . _
Dado que la coloracién ¢ es libre de C3 heterocrométicos, entonces Y~ = Z1, pues
en caso contrario si existieran y» € Y~ y 21 € Z* tales que z; — v», entonces

%
C3:x =21 >y —>x

serfa heterocromético. Similarmente, Z~ = Yt ya que en caso contrario si existieran
y1 €Y Ty 20 € Z7 tales que y; — 23, entonces

%
Cy3:x— 1y — 29>

seria heterocromaético.

Notemos que si |X| = 1, entonces X* = X~ = (), por lo tanto no hay nada que
probar pues {2} UY definen una componente para una suma de Zykov no trivial, donde
la base B se obtiene al aplicar el epimorfismo 7 : V(T') — V(B), al conjunto {z} UY
y asi la suma de Zykov es

B{T{x}UY),|Z] - Ki}].

Supongamos que | X| > 2, por lo que X* # () o X~ # (). Observe los siguientes
casos que se siguen por el corolario 4.4

(i) YT = Z* en caso contrario, si existieran z; € ZT y y; € YT tales que 23 — y,
entonces 15 — * — 21 — Y, seria una trayectoria prohibida

FP;:Y - X —>7—=Y.

(ii) Similarmente, Z~ = Y ~, en caso contrario, si existieran yo € Y~ y 25 € Z~ tales
que Yy — 25, entonces Yo — 2o — T — ¥y seria una trayectoria prohibida

FP Y -7 —-X =Y.

(ili) XT = Z7, en caso contrario, si existieran 2y € Z1 y x; € X tales que z; — xy,
entonces r — y; — 21 — x7 seria una trayectoria prohibida

FP, . X —>Y 77— X.

(iv) Z~ = X7, en caso contrario, si existieran o € X~ y 25 € Z~ tales que yo — 2o,
entonces por el inciso (ii), tenemos que para toda zo € Z~ y yo € Z~, se tiene
que x9 — 25 — Yo — T seria una trayectoria prohibida

FP:. X —>7—->Y — X.
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Figura 4.8: El torneo no tenso 7' es una suma de Zykov.

(v) Z~ = X, en caso contrario, si existieran z1 € X y 25 € Z~ tales que x; — 29,
entonces por el inciso (ii), tenemos que para toda zo € Z~ y yo € Z~, se tiene
que 1 — 23 — Yo — T seria una trayectoria prohibida

FP,: X -7 =Y — X.

(vi) X~ = Z*, en caso contrario, si existieran 1 € X~ y z; € ZT tales que 23 — o,
entonces r — y; — 21 — x5 seria una trayectoria prohibida

FP . X—>7—->Y — X.

En la figura 4.8 podemos observar que, como consecuencia de los puntos anteriores,
el torneo T tiene la estructura de una suma de Zykov no trivial, cuya base B es el
torneo que se obtiene al aplicar la proyeccién natural 7 : V(T') — V(B) al conjunto
X UY en los vértices de T', es decir, la base B tiene asociado el vértice m(X UY') con
el conjunto X UY.

Por el lema 1.3, tenemos que T(X UY') es un torneo regular. Asf la familia de torneos
regulares «, estd formada por el torneo T(X UY) y |Z| veces un vértice singular, es
decir

a={T(XUY),|Z| K}

y la suma de Zykov es
BHT(XUY),|Z]|- K:}].

La suficiencia se sigue por la contrapositiva del corolario 1.2°, ya que si T no es
tenso, entonces no es primo. Asi finalmente tenemos que T es primo si y solo si es
tenso. O
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Notemos que el teorema anterior hace uso del hecho de que la observacion 4.1,
nos proporciona una manera de definir una 3—coloraciéon a partir de una r—coloracién
(r > 4). Lo anterior lo generalizamos en el teorema 4.4 que aparece mas adelante, pero
debido a la complejidad que representa para el lector el seguimiento de la demostracion
de dicho teorema, describimos el caso para una 4—coloracién.

Teorema 4.3. Sea T" un torneo regular tal que @(T) =4, entonces T' es una suma de
Zykov no trivial.

Demostracion. Sea

2 V(T) — {XlaXQaX-?nXZL}
%
una 4-coloracién libre de C5 heterocromaticos. Supongamos sin pérdida de generalidad
que | Xi| < [Xo| < | X5] < [Xy.
Sea x € X y definimos la particién de V(T')
Py = {a X[ X1 X | X | X (XX

como en la demostracién del lema 4.2. Definamos a partir de P; a la particion Py de
V(T) como
Py = {a} [ X IXT XX [ X5 U X [ Xy U X,

Por la_;)bservacién 4.1% tenemos que la particién P, proporciona una 3-coloracién
libre de C3 heterocromaticos. Por otra parte, observemos en la figura 4.9 que por el
teorema 4.27, tenemos que

X;UX;, = X1UXe v X1UXe= X UX/|

Notemos que solo nos resta determinar las direcciones de las flechas entre X3 y X,
y entre X5 y X, . Sea

Py = {a} X" U XTIXT UX, XX XX
una particién similar a la anterior y observemos que
(X1 UXo| <X < [Xaf o [Xs] <[X1UXo| < [X4f,

ya que en otro caso | X3| < |X4| < |X;UXs| es imposible, debido a que como X, = X5,
Xy = X; UX, vy X7 UX, = X, entonces se inducen trayectorias del tipo

FP4ZX4—>X3—>(X1UX2)—)X4

que por el corolario 4.4, son imposibles.

Nuevamente aplicando el teorema 4.2, tenemos que X3 = X y X; < X, por lo
que tiene la estructura de una suma de Zykov no trivial, donde la base B se obtiene al
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X
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Pt B A

1 I~
|

Figura 4.9: El torneo regular con cuatro clases cromaticas.

aplicar el epimorfismo 7 : V(T') — V(B) al conjunto X; U X», es decir, la base B tiene
asociado el vértice m(X; U X3) al conjunto X; U Xs. Por lo tanto la familia no trivial
a={T(X;UXy), (| X3 +|X4|]) - K1} y asi, la suma de Zykov resultante es

BHT (X1 U Xy), (| X5] + | Xa]) - K1}

En la figura 4.9 se puede observar los casos de esta demostracién.
O

Como consecuencia de los lemas 4.2 y 4.3, tenemos el corolario 4.4%, que es una
sintesis de las trayectorias prohibidas en un torneo regular no tenso 7. Noteglos en el
teorema 4.2, que dada una 3—coloracién ¢ : V(T') — {X1, Xy, X3} libre de C5 hetero-
cromadticos, tal que | X;| < |X3| < |X3], entonces las trayectorias prohibidas de longitud
al menos cuatro entre las tres clases cromaticas, son aquellas que comienzan y terminan
en X; o Xs.

Similarmente, en el teorema 4.3, dada una 4-coloracién ¢ : V(T') — { X1, Xo, X3, X4},
tal que | X;| < | Xs| < |X3| < | X4, entonces las trayectorias prohibidas de longitud cua-
tro entre tres clases cromaticas, son aquellas que, si pasan por la clase cromatica de
mayor cardinalidad, entonces es imposible que dichas trayectorias se extiendan a alguna
clase cromética de menor cardinalidad.

Lo anterior lo resumimos en el siguiente teorema, que es una generalizacién de los
lemas 4.2 y 4.3.
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Teorema 4.4. Sean T un torneo regular no tenso y ¢ : V(T) — {X1,Xs,..., X, }

%
una r—coloracion libre de C3 heterocromdticos (r > 3). Supongamos sin pérdida de
generalidad que | X1| < | X3 <--- <|X,|. Entonces

NYNT(NT(X)NX)NXy)NX, =0

N (N (N (X)nX;,)NXp)NX,;, =0,
donde i,j,k € {1,2,...,r}, tal que i, j, k son distintos y k = max{i, j, k}.
Demostracion. La prueba es por induccion sobre el niimero de colores r. Sea

0 VI(T) = {X1, X5, ..., X,} (4.2)

una r—coloracién libre de C5 heterocromaticos (r > 3).

El caso base r = 3 se sigue a partir de la observacién 4.1, al definir una 3—coloracion
a partir de la r—coloraciéon original y por el lema 4.2 se tiene lo deseado.

Supongamos que 7 > 4 y que el teorema se cumple para toda (r — 1)-coloracién

libre de C5 heterocrométicos. Sea © € X; y definamos para toda i € {1,2,...,r} a
X =Nt(z)NnX;yaX;, =N (z)NX; como en la figura 4.10. Obtenemos la particién

Py = {a}|XT1XS ] [XTIXT XX
Como ¢ : V(T) — {X1, Xs,..., X, } es libre de 5§ heterocromaticos, se tiene que
X, =Xy X=X/ (4.3)
para 2 <1 < j <r — 1 como se muestra en la figura 4.10. Sea la particién
Py = {2} Vi V3 VY Y Y

definida por

n X, siie{1,2,...,r—2},
Y= XH UXH sii=r—1,
y similarmente
Y™ =

)

X/, siie{1,2,...,r—2},
X, UX_ , sii=r—1

En la figura 4.11 podemos observar la particion P, definida a partir de la particion
P,. Por la observacion 4.1, tenemos que

6 :V(T) = {V1,Ys,....Y,1} (4.4)

%
es una (r — 1)—coloracion libre de C3 heterocromaéticos y similarmente a la coloracién ¢,
tenemos que Y;” = Yj+ paratodai,j € {1,2,...,r—1}, coni # j. Ademés |Y;| < |Yii4]
para toda ¢ € {1,2,...,r — 2}.
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l\?+ \
\“f/

Figura 4.10: El torneo T y la particién con respecto a .

Al aplicar la hipétesis de induccion, tenemos que Y;™ = V" para 2 <i < j <r—1.
En caso contrario, si existieran w; € Y;r y w; € Y;" tales que w; — w;, entonces dada
v; € Y, la trayectoria v; - u — w; — w; pasa por tres de las partes, que es una
contradiccion a la hipétesis de induccién.

De manera similar, podemos demostrar que Y;” = Y, paratoda2 <i<j <r—1,

en caso contario, si existieran w; € Y;” y w; € Y, tales que w; — wj, entonces dada
v; € Y;" tenemos que la trayectoria w; — w; — u — v; pasa por tres de las partes, que
es una contradiccién a la hipétesis de induccién.

Notemos que si |X;| = 1, entonces X;" = X; =Y;" =Y, =0, yaquexr € X; y
XU X[ = X\{z}. En otro caso, si | X;| > 2, entonces se tiene que X;" # 0 o X; # 0

o ambos. Tenemos los siguientes casos:

= Si X;" # 0, entonces Y;" £ (0 y asi Y;” = Y;" para todai € {3,4,...,7 — 1}, en
caso contrario si existieran u; € Y;" y v € Y, tales que u; — v, tendriamos que
u; — u — w — u es una trayectoria que pasa por tres de las partes para toda
w €Y, , que es una contradiccion a la hipodtesis de induccién.

Mas atin, notemos que Y;" = YZ-Jr para toda i € {3,4,...,r—1}, en caso contrario
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si existieran u; € Y;" y v € Y;' tales que v — wuy, tendriamos que para toda
w e Y;-Jr con 2 < j <1 <r—1,latrayectoria u — w — v — u; pasa por tres de
las partes. Esto es una contradiccion similar a la anterior.

» Si X] #0, entonces Y;” # 0y Y, = Y," para toda i € {3,4,...,r — 1}, en caso
contrario, si existieran u; € Y, y v € Y;" tales que v — uy, tendriamos que la
trayectoria u — w — v — uy, pasa por tres de las partes para toda w € X2+, que
es una contradiccién a la hipdtesis de induccion.

Asi, Y,” = Y, para 3 < i < r —1, en caso contrario si existieran u; € Y,y
v € Y;" tales que u; — v, tedrfamos que u; — v — w — u es una trayectoria que
pasa por tres de las partes, para todaw € Y; ", con 2 <i < j <r—1.

Esto demuestra que para la (r — 1)—coloracién ¢ definida en (4.4), tenemos que

r—1 r—1
Ntyruvh Uyt oy N uyy) ey
=3

=3

lo cual implica que, para la r—coloracién original ¢ definida en (4.2),
NYXFuxh clJx oy N(XTuXy) X (4.5)
i=3 =3

De (4.3) y (4.5) obtenemos que X; = X; y X7 < X para 2 < i < j < r. Sin
embargo, no podemos decir nada aun sobre la orientacién de las flechas entre X; y
X5. Solo nos restarfa determinar el comportamiento de las flechas entre X,"; y X,
asi como aquellas entre X _; y X .

Sea la particién
Py = {2} ZV|Z)| .. |2 0|20 |25 |- 12,4

de la figura 4.11, la cual se obtiene a partir de la particién P; al definir

Xt siie€{2,3 r—1}
+1 A IR}
y
- _ XTUXS, sii=1,
i XZ:—l’ Sii€{2’37...,r_1}.

Asi, (4.5) se puede reescribir como

r—1 r—1
NtzhclUzt vy N(zn)clz
=2 =2

La funcion

77/) : V(T) — {Zh Loy, Zr—l} (46)
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Figura 4.11: El torneo T'y las particiones P, y P53 con respecto a x.

es una (r — 1)—coloracién libre de C3 heterocromaticos y similarmente al caso anterior
con la coloracién ¢, tenemos que |Z;| < |Z;1| parai € {2,3,...,r —2}.

Por la hipétesis de induccién llegamos a que Z | = ZF, ya que en caso contrario
si existieran w, € ZT y w,1 € Z;Zl tales que w, — w,_1, tenemos que existe la
trayectoria v — v — w, — w,_; para toda v € Z,_,, una contradicciéon. También se
tiene que Z, = Z,_,, en otro caso si existieran w,_; € Z_, y w, € Z_ tales que
w,_, — w,, entonces tenemos la trayectoria w,_; — w, — u — v para toda v € Z;r_l,
una contradiccion.

Por todo lo anterior, concluimos que en la particiéon original P; de los vértices,
tenemos que si |X;| < | X3 < -+ < |X,|, entonces

xi=xfux;r=x, x=xfuxr<JX;, (4.7)

j=3 7=3

x;<=UJx;,  x;=JXx) (4.8)
=3

Jj=3
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Para toda i € {2,3,...,r — 1}

X = O X7, X« O X;. (4.9)

Jj=i+1 J=i+1

Finalmente para i € {3,4,...,r — 1}

T T
xr<Ux;,  xr=Ux5 (4.10)
j=1 j=1
177 1#]
Esta configuracién carece de trayectorias de la forma v — v = w — ' y de la

forma ' — w — v — u, donde {u,v'} C X;, v € X; y v’ € X}, todos estos vértices en
particiones distintas, con 7, j < k, por lo que

NHNYINT(X)NX)NXy)NX, =0

N~ (N"(N"(X)N X)) N Xx) N X; =0

lo que demuestra el teorema. O

Consideramos que el siguiente teorema es el mas importante del presente capitulo,
ya que nos permite dar una caracterizacién para los torneos regulares tensos y es una
consecuencia del lema anterior. Notemos que es una generalizacién de los teoremas 4.2

y 4.3 para la inconexién libre de C3 en general.

Teorema 4.5. Sea T un torneo regular con @3(T) = r. Si T no es tenso (es decir
r > 3) entonces T' es isomorfo a una suma de Zykov no trivial.

Demostracion. Sea T un torneo regular de orden 2n+-1. De la demostracién del teorema
4.4, observemos que la particion obtenida en (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10), definen una suma
de Zykov como sigue.

Notemos que
NT(X)\(X1 U Xp) = NT(X2)\(X7 U Xo)

N=(X)\ (X1 U Xa) = N~ (Xo)\(X1 U Xo).

Entonces definimos la suma de Zykov, cuya base B es el torneo que se obtiene al aplicar
la proyeccién « : V(T') — V(B) al conjunto X; U X3 en los vértices de T, es decir, la
base B tiene asociado al vértice 7(X; U X5) al conjunto X; U Xy (véase la figura 4.8).

Asi la familia « estd formada por el torneo T(X; U Xo) v | X3| + | Xy + ... + | X,]
veces un vértice singular, es decir
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y la suma de Zykov es
B{T(X1UXa), (| Xs] + [ Xu| + ... + [X,]) - K},
O

Los siguientes corolarios dan respuesta al siguiente problema propuesto por Victor
Neumann-Lara.

Problema 4.1 (Problema de la pédgina 623 en [NL99]). ;Cudndo un torneo regular

circulante es ﬁfagudo 0 Jgfagudo?

De hecho, contestamos de manera més general al problema, ya que demostramos que
no solo los torneos regulares circulantes son @—agudos y ﬁ—agudos, sino para torneos
regulares en general.

Corolario 4.6. Los torneos requlares son @*&QUCZOS.

Demostracion. Sean ¢ : V(T') — {X1, X, ..., Xz} una coloracién éptima y x; € X;
como en la prueba del teorema 4.4. Observemos que por (4.7), (4.8), (4.9) y (4.10) que

NT (X)X U Xa) = NT(X2)\(X1 U Xo)

N=(X)\ (X1 U Xa) = N~ (X2)\(X1 U Xo).

Definimos la @4(T)-coloracién ¢ : V(T) — {¥1,Ya, ... , Yz} a partir de la colo-
racién  como sigue:

Yl, siv= Ty,
gﬁ(v) = YQ, siv € (Xl\{l'l}) U XQ, (411)
Y;, sive X, i€ {3,4,... 05T},

que claramente también es éptima y libre de C3 heterocromaticos. Mas ain, es una
coloracién con una clase cromética singular, por lo que 7' es Jg)fagudo. O

%
Recordemos que dado un torneo 7', un Cy C T no puede estar contenido en tres
clases crométicas distintas. Asi, dada una r—coloracién ¢ : V(T) — { X1, Xo,..., X, },

si deseamos comprobar que esta coloracién es libre de Cj bien coloreados, entonces

basta con analizar que entre cualquier par de clases cromaticas, no se inducen C, bien
coloreados.

Corolario 4.7. Los torneos requlares son Ufagudos.

Demostracion. Sea ¢ @ V(T) — {Y1,Ya,..., Yz} la coloracién definida en (4.11).
Dados 4, con 1 < i < j < @5(T), tenemos que X," UX; = X,y X; = X UX],
por lo que todo par de clases cromdticas X; y X, no inducen Cj bien coloreados, lo que
demuestra que 1 definida en (4.11) es también libre de Cy bien coloreados. Esto prueba

que la coloracién v es ﬁ—aguda. O]
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Los colorarios 4.6 y 4.7 son una generalizacion del siguiente corolario dado por B.
Llano y V. Neumann-Lara.

Corolario 4.8 (Corolario 1 de [LINL07]). Sea p > 3 un entero primo, entonces el
torneo circulante BP(J) es Wh—agudo y & —agudo.

El siguiente corolario contesta afirmativamente y de forma mucho més general al
problema 6.6.3 planteado por Neumann-Lara en [NL99], es decir, probamos que la
igualdad se cumple para cualquier clase de torneo regular.

Problema 4.2 (Problema 6.6.3 en [NL99]). ;Se cumple que &5(T) = & (T) para todo
torneo T regular o circulante?

Corolario 4.9. Si T es un torneo reqular entonces 5(T) = & (T).

Demostracion. Por el teorema 4.4 y los cgr)olarios 4.6 y 4.7, tenemos que li C(i())racién
Y definida en (4.11) es 6ptima, libre de C5 heterocromaéticos y libre de {C3, C4} bien
coloreados respectivamente. O
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5 Otros resultados sobre la tension

En este capitulo damos una serie de resultados acerca de la tension, los cuales son
consecuencias del capitulo anterior. Primero hacemos un estudio de una subdigrafica
asociada a un torneo regular, la cual nos proporciona una segunda caracterizacion para
los torneos regulares tensos y un método para determinar una coloraciéon 6ptima que

realice la inconexién aciclica y la inconexion libre de Cs.

Posteriormente hacemos uso de estos resultados, para dar condiciones necesarias pa-
ra que un torneo semirregular sea tenso, asi como describimos y damos algunos resulta-
dos acerca de los torneos regulares que son criticos en vértices. Finalmente proponemos
un tipo de graficas de interseccion, que nos ayudaran a dar una tercera caracterizacion
de los torneos regulares tensos. Mas atin, esta caracterizacién nos proporciona un méto-
do de obtener la descomposicién de un torneo regular primo en una suma de Zykov no
trivial.

5.1. Graficas bipartitas y torneos regulares tensos

La siguiente definiciéon de una digrafica bipartita asociada a un torneo regular dado,
nos facilitara dar una nueva caracterizacién de los torneos regulares tensos.

Definicién 5.1. Sean D una digrdfica yv € V(D). La digrdfica bipartita inducida
por v, B,(D) = (V, A) se define sobre los conjuntos

V(B,(D)) = V(D)\{v}
A(By(D)) = {u—wenAD):ue Nt (v), we N (v)}.

En la figura 5.1 se muestra el torneo circulante C_>'9<(Z)) y su digrafica bipartita
BO(CT)'Q<@>) asociada. Notemos ademds que por el lema 1.1' de Alspach, toda flecha
estd en un tridangulo dirigido, entonces todo vértice u € V(T') estd en un tridngulo
dirigido. Lo anterior senala que los vértices de B,(7T') no son singulares. Mas ain, un

vértice u es una fuente en B,(T) si y solo si u € Nt(v) y u es un pozo si y solo si
u€ N~ (v).

Proposicién 5.1. Sean T un torneo regular de orden 2n + 1, v € V(T) y B,(T) la
digrdfica bipartita inducida porv. Si B,(T) tiene una fuente o un pozo u de cardinalidad
n, entonces el par {u,v} es discordante en T.

Demostracion. Si u es una fuente en B,(T') de cardinalidad n, entonces

N*(u,T) = N"(v,T),

Ipagina 7
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\ /
6'W03 60%03

@Q—0O Q——©O
5 4 ) 4

Figura 5.1: El torneo circulante c_’9><®> y la digréfica BO(C—>b<Q)>).

por lo que
N~ (u,T) = N*(v,T),

asi el par {u,v} es discordante. De manera similar tenemos que si u es un pozo de
cardinalidad n en B,(T"), entonces

N (u,T)=N*(v,T) vy N (u,T)=N (v,T),
asi el par {v,u} es discordante en T O

El siguiente teorema proporciona otra caracterizacion de los torneos regulares tensos,
la cual estd basada en el andlisis de la conexidad (débil) de la digrafica bipartita asociada
B,(T).

Teorema 5.1. Sea T un torneo reqular, entonces T es primo si y solo si B,(T) es
débilmente conexa para toda v € V(T).

Demostracion. Demostremos la contrapositiva de esta afirmacion, es decir, mostremos
que existe v € V(T') tal que B,(T") no es conexa si y solo si T" es isomorfo a una suma
de Zykov no trivial.

Para demostrar la suficiencia, supongamos que 71" es un torneo regular y que existe
v € V(T) tal que B,(T) no es conexa. Sean By, By, ..., B, (r > 2) las componentes
conexas de B,(T') y definimos

Bf =B;,NN*(v) y B; =B;,NN (v)
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para toda i € {1,2,...,r}. Como B,(T) no es conexa, entonces las flechas que van de
B;" a By no estén en A(B,(T)) para toda i € {2,3,...,7}. Tenemos un caso similar
para las flechas que van de By a B; que no estdn en A(B,(T)). As

By =|JBf y Bf<|JBS
i=2 =2
en T (véase la figura 5.2).
Definimos la coloracién ¢ : V(T') — {X;, Xs, X3} como

Xy, siu=wv,
QO(U) = XQ, siu € Bl, (51)
X3, SiUEBi,i€{2,37...,T},

que claramente es una 3-coloracion libre de C5 heterocrométicos (no necesariamente
6ptima). Por el teorema 4.22, tenemos que T no es primo y por lo tanto es isomorfo a
una suma de Zykov no trivial.

7°\

By Bf

Us, Us:
i=2 =2

Figura 5.2: La digrafica bipartita B,(T).

Para demostrar la necesidad, supongamos que 7' = T"[a] es isomorfo a una suma
de Zykov no trivial. Sea o = {a;}icv(77) la familia de torneos de la suma y sin pérdida
de generalidad, supongamos que «, es el torneo no trivial en « asociado al vértice
v e V(T") tal que 7(ay,) = v, donde 7 : V(T') — V(T") es el epimorfismo reflexivo
descrito en la definicién 1.73.

Sea v; € V(a,). Por el lema 1.3%, tenemos que el torneo a, es regular y es claro que
By, (a,) es no vacia, pues al menos existe un tridangulo dirigido que contiene al vértice
v1. Por otra parte, notemos también que para toda flecha contenida en la base T”, esta
se encuentra contenida en un triangulo dirigido.

Por lo anterior, tenemos que para tod_o) vértice u € V(T') N NT (v, T"), existe un
vértice w € V(T') N N~ (v, 1), tal que C5 : v — u — w — v estd en la base T".

2pé4gina 64
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Entonces a,, = v, por lo que la digrafica B, (T'(a, U o, U {v1})) es una componente
conexa (débil) en B, (T') y es claro que

Vi) CNT(v1) v V() € N (vy).

Maés atin, tenemos que o, = @, Y Qu, = Qu, por lo que estas flechas no forman triangulo
dirigido alguno con v; y en particular

Vi) NN (vy) = Via) v Via,) N NT(vy) < Viay).

Por lo tanto no hay trayectoria alguna de V(a,) N NT(v1) a V(a,) N N~ (v;) y de
manera similar, se tiene que tampoco hay trayectorias alguna de V' (a,) N N (vy) a
V() NN~ (vy).

Concluimos que B, (T') no es conexa (débil) para v; € V(7). O

Con la ayuda del teorema 5.1, demostramos el siguiente teorema que relaciona la

inconexién libre de C3 y las w componentes conexas (débiles) de la digréfica bipartita
B,(T).

Teorema 5.2. Sea T' un torneo regular, entonces
@3(T) = méx{w(B,(T)) : v e V(T)} + 1.

Demostracion. El caso cuando a7>3(T) = 2 es directo, ya que T es primo si y solo si es
tenso y por el teorema 5.1, se tiene que B,(T") es conexa (débil) para toda v € V (T,

entonces w(B,(T)) = 1y se cumple lo requerido.

Supongamos que @(T) > 3 y por el teorema 5.1, T' es isomorfo a una suma de

Zykov no trivial T"[a], donde o = {@;}icv () es la familia de torneos regulares. Por el
corolario 4.6%, existe una coloracién wh-aguda ¢ : V(T) — {X1,Xa,..., Xz} libre

ﬁ
de C3 heterocrométicos y sin pérdida de generalidad supongamos que X; = {v} es la
clase cromatica singular.

Mostremos la igualdad mediante las dos desigualdades.
» Similarmente a la demostracién del teorema 4.4°, definimos los conjuntos
XF=X;nNt(v) v X;=X,NN (v)

para toda i € {1,2,...,@5(T)}. Asi

@3(T) @3(T)

+ - - +
UXHsz y UXZ.:>XJ.,
iZj i2j

Spégina 74
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por lo que cada clase cromatica induce al menos una componente (no necesaria-
mente conexa) en B,(T) y por lo tanto tenemos al menos w(B,(T)) componentes
conexas (débiles). Como v es una clase cromdtica singular, tenemos que

W5(T) < max{w(B,(T)) : v e V(T)} +1. (5.2)

» Por otra parte supongamos que By, Bs, ..., B, son las componentes conexas (débi-
les) de B,(T), con r > 3. Por la construccién del teorema 4.4, las particiones

N™(v)=B{|By|--|Bf vy N (v)=B[|By|-|B;
%
son externamente libres de Cj, por lo que la particion
V(T) = {v}[Bi|Bs| - - - | B,

%
es también externamente libre de Cj. La coloracién ¢ : V(T') — { X1 Xs, ..., X, }
definida por
] Xy, stu=o,
v(u) = { X;, siueB;i€{23,...,r}

%
es libre de Cj5 heterocrométicos (no necesariamente éptima) y asi
r=w(B,(T)) +1 < T5(T)
para toda v € V(T), por lo que

méx{w(B,(T)) : v € V(T)} + 1 < &5(T) (5.3)

Por las desigualdades 5.2 y 5.3 concluimos que
W5(T) = max{w(B,(T)) : v e V(T)} + 1.
O

El teorema anterior, proporciona un método para determinar la inconexién libre

de Cg de un torneo T de orden 2n + 1, esto es, puede ser calculada con la digrafica
bipartita B,(T'), al tomar el maximo nimero de componentes conexas (débiles) para
toda v € V(T).

Notemos que de esta forma, se reduce a analizar solo 2n + 1 digraficas, en contraste
con lo que supondria analizar todas las particiones de V(7). Esto proporciona una
ventaja al problema, puesto que analizar todas las particiones posibles de V(T') es un
problema exponencial.

Como e Jemplo de lo anterior, Sea el torneo 03[03] de la figura 5.3. Notemos que para

{0} € V(C; [03]) la digréfica B()(Cg[Cg]) tiene tres componentes conexas (débiles), que
proporcionan la particién

V(CH[Ch]) = {0}[{3,6}/{1,2,4,5,7,8}.
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““““““““““

Figura 5.3: El torneo C—>'3[C_*3>] y la digrafica BO(C—’;[C—*;])

_>
Notemos que esta particion induce una 3—coloracién éptima libre de C3 hetero-
cromaticos, al colorear el vértice singular y los vértices de cada componente conexa
(débil) de un color distinto. No es dificil de verificar que se cumple el teorema 5.2.

Por otra parte, el teorema 5.1 proporciona una nueva caracterizacion para los torneos
regulares tensos, que se suma a la caracterizacion dada en el teorema 4.2 de la pagina
64, la cual se resume en el siguiente teorema.

Teorema 5.3 (Caracterizacion de los torneos regulares primos). Las siguientes propo-
siciones son equivalentes para un torneo reqular T

i) T es primo.
ii) T es tenso.
iii) By(T') es conexa (débil) para toda v € V(T).

Demostracion. Se sigue por los teoremas 4.2 y 5.1. O

5.2. Inconexién aciclica de torneos semirregulares

Recordemos que un torneo 7' = (V, A) es semirregular —también llamado torneo casi
regular— si
A (v) = d”(v)| =1,

para toda v € V(7).

M4s atn, si T es un torneo semirregular, entonces tiene orden par 2ny d*(v) =n—1
o d*(v) = n para todo vértice v € V(T). Por lo anterior se puede concluir que si
d*(v) =n—1, entonces d~(v) = n y similarmente si d*(v) = n entonces d~(v) =n— 1.
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Recordemos que el vector de ex—grados (resp. vector de in—grados) de un
torneo T' de orden n, es una sucesién de enteros no negativos (s, Sz, ..., s, ), donde s;
es el nimero de ex—vecinos (resp. in—vecinos) del vértice v;, donde ¢ € {1,2,...,n}, es
decir s; = d*(v;) (resp. s; = d~(v;)).

El primer resultado fue tomado de [R04], el cual es un lema muy conocido sobre
torneos. Dicho lema caracteriza la existencia de un torneo con vector de ex—grados dado
(o equivalentemente de in—grados).

Lema 5.1. Una sucesion de n enteros (s, Ss,...,S,), donde s1 < s9 < ... < s,, es el
vector de ex—grados (resp. in—grados) de algin torneo de orden n si y solo si

k

k n n
Zsi2<2),pamke{l,Q,...,n—l} Y 2312(2).

i=1 =1

Con la ayuda del lema anterior, probaremos el siguiente lema, que es una propiedad
interesante de los torneos semirregulares, el cual nos dice que hay igual nimero de
vértices con ex-grado n que con ex—grado n — 1.

Lema 5.2. Sea T un torneo semirregular de orden 2n y definamos la particion de
V(T) = Py|P,, donde

P = {veV(T):d"(v)=n—-1} y
P, = {veV(T):d"(v) =n},

entonces |Py| = | Ps|.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que |P;| < |P;|, por lo que si
|Pi| = m < n, entonces |P| = 2n — m. Como el torneo es semirregular, entonces su

vector de ex—grados es de la forma

(Zl—l,n—l,...,n—ll, Ny My .. M),

J/

-~

NV
m VeCes (2n—m) veces

entonces por el lema 5.1 tenemos que

isi =m(n—1)+ (2n —m)n = (22">

i=1

lo que se reduce a resolver la ecuacién

mn—1) + (2n — m)n = (22”)

cuya tnica solucién es m = n. Por lo tanto |Py| = | Py|. O
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El siguiente lema da una conexién interesante entre un torneo regular y uno semi-
rregular, ya que dado un torneo regular 7', a partir de él podemos construir un torneo
semirregular al eliminar cualquier vértice.

Similarmente, dado un torneo semirregular SR, entonces podemos «completarlo» a
un torneo regular, al agregar un vértice con flechas apropiadas.

Lema 5.3. Sean T un torneo regular de orden 2n+1 yv € V(T'), entonces el torneo

restdual inducido
T{V(T)\{v})

es un torneo semirreqular de orden 2n.
Similarmente, si SR es un torneo semirreqular y dado un vértice v € V(SR), en-
tonces el torneo aumentado T definido por
V(T) = V(SR)U{v},
A(T) = ASR)UA,
donde
—1

)

)

g o s dt(u) =n
Yl v, sidt(u)=n
para toda w € V(SR), es un torneo regular.

Demostracion. Sean T' un torneo regular de orden 2n + 1 y v un vértice de T'. Es claro
que a cada vértice de N (v) y de N~ (v), se le ha disminuido en una unidad a su nimero
de in—vecinos y ex—vecinos respectivamente en el torneo residual T(V(T)\{v}), el cual
resulta ser semirregular.

Para el segundo caso, si SR es un torneo semirregular y definimos la particién de
V(SR) = P,|P, donde

P, = {ueV(SR):d"(u) =n—1},
P, = {u€eV(SR):d"(u) =n}

y hacemos v = P, y P, = v, entonces el torneo aumentado 7' es regular. O

Notemos que si el torneo regular T es circulante, entonces su grupo de automorfismos
actua transitivamente en su conjunto de vértices, por lo que el torneo semirregular
residual SR = T(V(T)\{v}) es tinico para todo vértice v € V(T'), en el sentido que
todos los torneos resultantes son isomorfos. Esto no necesariamente sucede en general,
ya que si el torneo no es transitivo en vértices, entonces el torneo residual depende del
vértice v elegido. En contraste, a todo torneo semirregular SR, le asociamos un tinico
torneo regular aumentado 7.

El siguiente lema es una consecuencia del lema 4.27. Notemos que en escencia es
el mismo lema, salvo algunos detalles que involucran el orden del torneo, asi mismo
su demostracion es similar. Este lema nos ayudara a probar méas adelante, algunas
propiedades para torneos semirregulares.

"péagina 54
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Lema 5.4. Sean T un torneo semirreqular de orden 2n y ¢ : V(T) — {X,Y, Z} una
. = "
3—coloracion libre de Cy heterocromdticos tal que | X| < |Y'| < |Z|, entonces

NTNT(NT(X)NnY)NnZ)NnX =0

NT(NT(NTY)NX)NZ)NnY = 0.

Demostracidn. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 1 < |X| < %]y

2
« 2<|V] < {?”J,si 7| =0,1 (méd 3) o

2
2< Y] < %ﬂ si |T] =2 (méd 3).

Supongamos por contradiccion que
NT(NT(NT(X)NY)NZ)NnX 0.

Con los mismos argumentos de la demostracion del lema 4.2, podemos construir la
trayectoria

P:2—wy—z—ux,
donde {z,2'} C X,y €Y y z € Z. Dado el vértice 2’ de la trayectoria P, notemos que
Nt(@)=ny NT(2') =n—1o0bien, Nt (/) =n—-1y N*t(z) = n. O
Corolario 5.1. Sea T' un torneo semirreqular con @(T) =r. Entonces T' no es tenso
(es decir v > 3) si y solo si T' es isomorfo a una suma de Zykov no trivial.

Demostracion. La necesidad se sigue del lema 5.4 y la suficiencia del corolario 1.2. [

Observacion 5.1. El corolario 5.1 senala que si T es un torneo reqular no tenso,
entonces esta propiedad se hereda al torneo semirreqular SR = T\{v} para toda v € X,
ya que si la coloracion

o :V(T) = {X1,Xo, ..., Xz }

w3

%
es libre de C'3 heterocromdticos, tal que 2 < |X1| < |Xo| < ... < | Xz |, entonces para
el torneo semirregular SR = T\{v}, se tiene que la coloracion heredada

’l/) . V(SR) — {X17X27 ... an_g(T)}

es también libre de C3 heterocromdticos.

Similarmente si ¢ es wh—aguda y redefiniendo las clases cromdticas X = XoNNT(v)
y X5 = Xo NN~ (v), tenemos que ¥ : V(SR) — {X], X5, X3,..., Xz} es también

libre de C5 heterocromdticos.
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Lo anterior también tiene su equivalente en términos de sumas de Zykov, ya que si
el torneo regular 7" es una suma de Zykov no trivial, entonces el torneo residual T\ {v}
también lo es, para todo vértice v de las componentes no triviales de la suma.
— —
Por ejemplo, sea la composicién C5[Cs] y sin pérdida de generalidad sea {0} € V(7).
Es claro que el torneo residual SR = C3[C3]\{0} sigue siendo una suma de Zykov no

trivial, cuya base B se obtiene al aplicar el epimorfismo reflexivo 7 : V(Cg[Cg]) — V(B)
a la flecha 3 — 6. Notemos en la figura 5.4 que redefiniendo la coloracién de la forma

X! =XoNNH0)={3} y X,=X,nN(0)={6},

como en la observacion 5.1, entonces obtenemos una coloracién éptima libre de Cj
heterocromaticos.

0 0
o o
(@ — @3 (@ — @3
2Q Q! 2Q Q!

Figura 5.4: El torneo (7?,[(72] y su torneo residual c_*;[c_*;]\{o}

En contraste con lo anterior, la propiedad de primalidad para un torneo regular 7',
no necesariamente se hereda al torneo semirregular SR = T'\{v}, para algin vértice v.

Por ejemplo, sea el torneo ciclico C_>’9((Z)) de la figura 5.5, el cual sabemos que es
tenso por el inciso (i) de la observacién 3 28, Este torneo no hereda la propiedad de
primalidad, ya que el torneo semirr ﬁular Cg( )\{0} no es primo, pues podemos aplicar
el epimorfismo reflexivo 7 : V(Cg[Cg]) — V(B) a la flecha 4 — 5 y asi obtenemos la
base B de una suma de Zykov no trivial. Para el torneo semirregular SR = C’g( )\ {0},
la 3—coloracién ¢ : V(SR) — {X;, Xa, X3} definida por

X1, siv =4,
pv) =4 X, siv=05, (5.4)
X3, en otro caso,

_>
es libre de C5 heterocromaéticos, ya que la flecha 5 — 4 no pertenece a tridngulo dirigido
alguno.
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Figura 5.5: El torneo @(@) y su torneo residual (ZZ(@)\{O}

5.3. Torneos regulares criticos

El corolario 5.1 y los ejemplos anteriores, mostrados en las figuras 5.4 y 5.5, dan pauta
para preguntarnos acerca de la clase de torneos regulares, cuya propiedad de primalidad
no es heredada al torneo semirregular residual. En otras palabras, nos interesaria saber
en qué clase de torneos regulares, la primalidad —y por lo tanto la tensiéon—, no se hereda
al torneo residual.

Este tipo de problema ha sido estudiado antes para otro pardmetro que mide la
estructura ciclica de las digraficas: el nimero dicromatico.

Recordemos que en [NL82], Victor Neumann-Lara define el niimero dicromaético
dc(D) de una digrafica D, como el minimo nimero de colores necesarios para colorear
los vértices de la digrafica D, de tal manera que cada clase cromética sea aciclica.

Una digrafica D tal que dc(D) = r, la llamaremos r—dicromatica.

En [NUS83] Victor Neumann-Lara y Jorge Urrutia, dan una clase de torneos regulares
para los cuales el nimero dicroméatico no se hereda al torneo semirregular residual.
Estamos en la busqueda de aquellos torneos cuya propiedad de primalidad no se hereda
con respeto a la inconexién aciclica y la inconexién libre de Cj.

Para el estudio de esta propiedad, tenemos la siguiente.

Definicién 5.2. Sean D una digrifica y a(D) un pardmetro asociado a la digrdfica D.
Decimos que la digrafica D es critica en vértices respecto al parametro «, si para
toda v € V(T) se tiene que

a(D) # a(D\{v}).
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En particular, si para un torneo 7' se tiene que
r=dc(T) > de(T\{v})
para todo vértice v € V(T'), entonces decimos que el torneo T' es r—dicromatico

critico en vértices.

%
Similarmente, para la inconexion aciclica y la inconexion libre de Cs, si
G(T) <@H(T\{v}) o W(T)< T (T\{v}).
para toda v € V(T'), entonces decimos que el torneo T es Wwh—critico o W—critico en

vértices respectivamente.

En 1984, Neumann-Lara y Urrutia abordaron el problema de determinar clases de
torneos regulares r—dicromaticos criticos en vértices y mostraron el siguiente teorema.
El lector interesado puede encontrar la demostracion en [NU83|.

Teorema 5.4 (Teorema 1 en [NUS83|). Si T es un torneo reqular de orden 2n + 1,
entonces dc(T) = 2 si y solo si T = 8%“(0).

El teorema anterior senala que el tnico torneo regular que induce dos particiones

internamente aciclicas, es el torneo ciclico C'o,y1(0). Como el tinico torneo aciclico
es el torneo transitivo, entonces dicha particién induce copias isomorfas de los torneos
transitivos de orden n y n+1. Por ejemplo T(N*(0)U{0}) =TT, 11 y T(N—(0)) 2 TT,.

El teorema anterior permite demostrar el siguiente teorema sobre una clase de tor-

neos regulares 3—dicrométicos criticos en vértices.

Teorema 5.5 (Teorema 2 en [NU83]). El torneo circulante 82n+1<n> es 3-dicromdtico
critico en vértices, para toda n > 3.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea {0} € V(82n+1<n>). Notemos que
Connn(0)({1,2,...,n}) = Copar(M)({1,2,...,n}) 2 TT,,

pero

82n—l—1<®><{07 17 27 et 7n}> % 827l—|-1<n><{07 17 27 T 7”})7

ya que el primero es aciclico y el segundo no lo es, por lo que 82n+1<®> % 82n+1(n>.

Por los argumentos anteriores y por el teorema 5.4, tenemos que dc(C'an41(n)) > 3. La
coloracién 1) : V(82n+1<n>) — { X1, X2, X3} definida por

X1, siu={0},
e(v) =14 Xo, stue{l,2,...,n},
X3, stiue{n+1,n+2...,2n},

induce subtorneos aciclicos monocromaticos, por lo que dc(82n+1<n>) = 3. Asi mismo,

notemos que dc(ﬁgnﬂ(n)\{O}) = 2 y dado que 62n+1(n)\{0} ~ Copr1(n)\{v} para
toda v € V(Cy,41(n)), se tiene que es 3—dicromético critico en vértices. ]
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Figura 5.6: Una coloracién que realiza el de de los torneos C—>'g (0) y Co(4).

En la figura 5.6 podemos observar los torneos 89@) y 89<4> con coloraciones que
realizan el nimero dicromdtico dc(ag(@) =2y de(Cy(4)) = 3.

En [NUS83] se proponen otras clases de torneos que son 3-dicromadticos criticos en
vértices, los cuales no trataremos en esta tesis. Siguiendo la idea de estos teoremas sobre
torneos criticos, damos el siguiente teorema que muestra una clase de torneos regulares
que son h—criticos en vértices.

Teorema 5.6. FEl torneo regular ciclico 82n+1 (D) es Jg,)fcm’tz’co en vértices.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad sea {0} € V(82n+1 (0)). Notemos en la figura
5.7 que por la construccion del torneo, la flecha n — n + 1 pertenece solo al triangulo

dirigido C3 : 0 = n — (n+ 1) — 0, por lo que dicha flecha no esta en tridngulo alguno
en Cony1 (0\{0}. La coloracion ¥ : V(Cans (N\{0}) — {X1, Xa, X5} definida por

X, siu={n},
ou) =19 Xo, stiu={n+1}, (5.5)
X3, en otro caso.

es libre de C_>'3 heterocromdticos. Dado que 82n+1<®)\{0} &~ 82%1(@}\{@} para toda
v e V(anﬂ (B)), se tiene que es Wh-critico.
[

En la figura 5.7 podemos observar a 82n+1<®>\{0} y la coloracién (5.5) como ejem-
plo de un torneo que es Wh—critico en vértices. As{ mismo, la estructura del torneo
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-r - -~

~=" ~ -

n+1

Figura 5.7: El torneo 82n+1<@>\{0} es (wh-critico en vértices.

6%“(@)\{0} permite dar el siguiente resultado que involucra a la digrafica bipartita
B,(T) de la definicién 5.1°.

Teorema 5.7. Sea T un torneo regular de orden 2n 4 1. Entonces T = 8%“(@) 51y
solo si la digrdfica bipartita B,(T) tiene una fuente y un pozo de cardinalidad n, para
toda v € V(T).

Demostracion. Para demostrar la necesidad, supongamos que 7' = 82n+1((2)) y sin
pérdida de generalidad, sea v = {0}. Como n € N*(0) y por la definicién del torneo

ciclico, tenemos que

Nt(n) = {1,2,...,n}+n
= {n+1,n+2...,2n}
= N7(0).

Similarmente para n + 1 € N~(0) tenemos que

N (n+1) = Zy,\N"(n)
= {1,2,...,n}
N*(0).

Asi, n es una fuente y n+ 1 es un pozo en B0(82n+1<®>), ambos de cardinalidad n.
Mas ain, para toda ¢ € Zs,41 tenemos que ¢ + n es una fuente e ¢ +n + 1 es un pozo
de cardinalidad n en Bi(ggnﬂ @)).

Para mostrar la suficiencia, sea vy € V(T') tal que existen uy,us € V(T) tal que
uy y ug son la fuente y el pozo respectivamente, ambos de cardinalidad n en B, (7).
Claramente u; € Nt(vg) y ua € N~ (vg), ademas observemos en la figura 5.8 que

9pégina 77
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Figura 5.8: La digréfica B,(T) con una fuente u; y un pozo us
N™(w) = N7 (v) y N~(
dantes.

) = Nt(v), entonces los pares {u;,v} y {v,us} son discor-
Sin pérdida de generalidad, supongamos que

P:v—ov—... >0,

es una trayectoria generadora para N7 (vg) tal que

|N (Ul,Bvo(T))l < |N+(U2’BU0(T))| < < |N+(vavo(T>>|'
Similarmente, supongamos que

PQI’UTH,l%UnJFQ—) .. VUap
es una trayectoria generadora para N~ (vg) tal que
‘N (U2n7

o(T)] < INT(vzn-1, By (T))] < .

< ’N+('Un+17 BUO (T))‘
Por la definicién de las trayectorias anteriores, notemos que v, y v, son la fuente
y el pozo de cardinalidad n en B, (T'), por lo que

N* (o, T)\{vn} = va vy N7 (v, T)\{tns1} <= vna

Por otra parte, observemos que v,.1 € Nt (vy, By, (T)) y vg € N~ (v1, B,,(T')). Como
uy = N~ (vp, T') entonces

[N (van, B, (T))] < [NT (021, Bu, (T))] < ..

S |N+(Un+2an1(T))|‘
M4s atin, como N~ (ug, T') = vg entonces | N (vg, By, (T))]| < | N1 (van, By, (T))] v asi

[N (vo, Bo, (T))| < [N (v20, Buy (T))] < ..

< |N+(Un+27 Bv1 (T))|7
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por lo que v, 11 y v,42 son la fuente y el pozo respectivamente, ambos de cardinalidad
nen B, (T). Asi NT (v, T)\{vni1} = vpi1 y N~ (01, T)\{vVn12} < vpao.

Repitiendo el argumento anterior para cada vértice v;, con @ € Zg, 1, tenemos que
N*t(v;) = {Vit1,Viz2, -+, Vizn}, por lo tanto N~ (v;) = {v;_1,vi_2,...,0;_»} (tomando
las sumas médulo 2n + 1).

La funcién ¢ : V(82n+1<®>) — V(T') definida por
o(i) = v;

es un isomorfismo. Por lo tanto 1" = 8%“(@).

Finalmente tenemos el siguiente corolario para la inconexién aciclica.

Corolario 5.2. Sea el torneo circulante 82n+1<@>, entonces 3(82%1(@)\{0}) =3.

Demostracién. Demostremos que la coloracién ¢ : V(@W(@)\{O}) — {X1, Xo, X3}

Xy, siv={n},
p(v) =q Xo, siv={n+1},
X3, en otro caso.

definida en (5.5) de la demostracién del teorema 5.6, es libre de C_>’4 bien coloreados.

Notemos en la figura 5.7 que para que un C} dirigido esté bien coloreado, deberia estar
contenido alternadamente en, al menos dos clases cromaticas. Sin embargo esto no es

posible, ya que los tnicos C; que pasan por dos clases cromaticas son aquellos que
contienen a la flecha n — n + 1.

Como Nt(n+1)={n+2,n+3,...,2n}, N~ (n) ={1,2,....,n—1} y

v(A{n+2,n+3,....2n}) =v({1,2,...,n—1}),

entonces los cuaud@)dc&> dirigidos no estan bien coloreados. Por lo tanto, la coloracion
(5.5) es libre de {C3, Cy} heterocromaéticos.

Esto demuestra que @ (Crap i (0\{0}) = T5(Cranpr (DN {0}) = 3. O
El siguiente corolario resume los dos resultados anteriores.
Corolario 5.3. El torneo circulante 82n+1<@> es W —critico y & —critico en vértices.

Demostracion. Por la observacién 3.2 y el corolario 4.9'° se sigue que

T(Conpr (0)) = D(Consa (1)) = 2.

Op4ginas 41 y 75 respectivamente
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Por otra parte, por el teorema 5.6 y el corolario 5.2 tenemos que para todo vértice
v € V(Cania (D)),

B Conr O\[0}) = F(Coner @)\ {0}) =3
lo que demuestra que 82n+1<®> es Jgfcritico y W-critico en vértices. O

El corolario anterior proporciona una clase de torneos regulares primos y que son
@Lcriticos y W-criticos en vértices. Sin embargo no sabemos si son Unicos, ya que de
serlo, tendriamos que dado un torneo semirregular SR, entonces @3(SR) = W (SR).

5.4. Factorizacién de torneos y la grafica G3(D)

En esta seccién definimos un nuevo tipo de graficas de interseccién a partir de una
digrafica dada, en particular, nos enfocaremos en el estudio la grafica asociada a un
torneo regular.

La grafica G3(T') permite dar una caracterizaciéon para torneos regulares primos,
pero mas aun, nos proporciona una manera sencilla de decidir si un torneo regular
es 0 no una suma de Zykov no trivial, a partir del andlisis de la conexidad de la
misma. Dicha factorizacién proporcionada por esta caracterizaciéon, nos permite dar
una descomposicién de un torneo regular en componentes de una suma de Zykov no
trivial.

Definicién 5.3. Sea D wuna digrdfica. Definimos la grdfica de interseccion de
tridngulos G3(D), sobre los conjuntos

V(Gs(D)) = {vpyu : {ind k) € VD), D{i, j, k}) = Cs},
E(G3(D>) = {U{m}k}u{i’,j'»k'} : |{i>j> k} N {i/’jla k/}‘ = 2}'

Ef decir, los vértices de la grdafica G3(D) serdn ternas de vértices de D que inducen
un Cs en D. A los vértices de G3(D) les llamaremos 3—vértices yifclamremos adya-
centes a los 8—vértices eg jry Y eqijowy en Gs(D), silos tridngulos Cs i — j — k — i
Y C_’>3 i = § = k' — 1" comparten una flecha en D.

Notemos que la grafica G3(D) depende de la estructura ciclica de la digréfica D, en
especifico, depende de la estructura de tridngulos, por lo que una condicién necesaria
para que G3(D) sea no vacia, es que D contenga al menos un tridngulo dirigido.

Por ejemplo, sea el torneo regular 85@) y notemos que

— —
C3:052—-3—>0 vy C3:052—-4—0

son dos triangulos dirigidos, por lo que estas dos ternas de vértices seran los 3—vértices
V{0,2,3} ¥ V{0,2,4} Tespectivamente en la gréfica G3(85(®>). Como ambos tridngulos tienen
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U{0,2,3}

P2

V{0,1,3} @ @ Vio2.4}

@Q——©O Q—©O

3 2 U{1,3,4} U{1,2,4}

Figura 5.9: El torneo 85@) y la gréafica G3(85<(Z))).

en comun a la flecha 0 — 2, entonces ambos 3-vértices son vecinos en G3(85<(Z))).
Similarmente tenemos otros tres tridngulos distintos y procedemos de igual manera
para finalmente obtener el ciclo no dirigido C5 de la figura 5.9.

Recordemos que todo torneo T fuertemente conexo es panciclico, es decir, tiene
ciclos de todas las longitudes menores o iguales a su orden |T'|, asi dado un torneo T,
entonces G3(T") es no vacia si y solo si 1" es fuertemente conexo. Por otra parte, si T es
un torneo regular de orden (2n + 1), entonces

G| = (1)~ ) (3).

que es el nimero de triangulos distintos contenidos en 7.

Si el torneo T es el tridngulo 83, entonces la grafica Gg(ag) = K, es decir, el
vértice singular. Si el torneo T es el torneo 85(@, entonces G3(C'5(0)) = Cj, es decir
el ciclo no dirigido de longitud cinco. Como C'5((}) es circulante, entonces notemos

que el ciclo Cs resulta también ser regular. Esta observacion permite dar la siguiente
propiedad.

Proposicién 5.2. St T es un torneo circulante de orden 2n + 1, entonces la grdfica
G5(T) es regular.

Demostracion. Como T es un torneo circulante, entonces toda flecha u — v esta en un
numero fijo de triangulos, mas atn, dicho C'3 comparte sus flechas con un nimero fijo
de tridngulos. Asi se llega a que G3(T') es regular. O]

La siguiente proposicién permite dar una condicién necesaria para identificar si una
digrafica es una suma de Zykov no trivial.

Proposicién 5.3. Sea D = Bla| una digrdfica isomorfa a una suma de Zykov no
trivial. Supongamos que al menos dos de las digrdficas de la familia o son no triviales

con al menos un C3 cada una de ellas, entonces G3(D) no es conezxa.
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Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad, que a; v a» son las dos digrafi-
cas no triviales en la suma de Zykov Bla] y que estdan asociadas a los vértices vy y vy
respectivamente en la base B. Como las digraficas o y «s tienen al menos un C3 cada
uno, entonces Gs(ay) y Gs(ag) son no vacias.

Si entre los vértices v v v9 no hay flecha alguna, entonces es claro que se obtiene
lo requerido. En otro caso, supongamos sin pérdida de generalidad que v; — vy, por lo
que V(1) = V(ag). Asi, no hay tridngulos que compartan flecha alguna entre ellos,
por lo que a; y ay inducen componentes no conexas distintas en G3(7T).

De igual manera, dado u; € V(B) entonces a; = «; 0 a; < «;. Esto senala que
no hay triangulos en distintas componentes conexas que compartan alguna flecha entre
ellos, por lo que no hay trayectoria alguna entre Gs(ay) y Gs(e;). Asi G3(1) no es
conexa. u

La condicién de que hayan por lo menos dos componentes no triviales y fuertes en
la familia o, es necesaria si la base B no es fuerte, ya que de lo contrario puede resultar
conexa, por ejemplo, si "= Bla] es una suma de Zykov, donde B =TT, y

o= {Cs(0),TT,, TT,,, ..., TT,. .},

27 "

donde i; € N, es claro que G3(T') = C5 y por lo tanto es conexa.

Notemos que el reciproco de la proposicion 5.3 anterior, no necesariamente es cierto
para torneos no regulares, es decir, si 7' es un torneo no regular y la grafica G5(T') es
conexa, entonces no necesariamente 7" es una suma de Zykov no trivial. Como ejemplo
de lo anterior tenemos el torneo Ty € *U,, de la figura 2.5 de la pagina 29, el cual no es
regular y cuya grafica G3(Ty) resulta ser conexa.

De la definicién de la grafica G3(7T') para un torneo 7T, tenemos que existe una
trayectoria del 3—vértice efy, u,w,} al 3-vértice ey, u,w,} en la grafica G3(T') si y solo
si entre los triangulos del torneo 7',

— —
03(1) U U W U Y C’g(”) S Up = Uy —> Wy —> Up,
= —
existe una sucesién de tridngulos C5M, C5®) ... C5™ tales que
. .
V(C57) NV (C50Y)] = 2

para toda i € {1,2,...,n — 1}. Es decir, existe una sucesion de triangulos distinto no
ajenos en flechas.

Sean G 'y H dos graficas. El producto cartesiano GLIH se define sobre los con-
juntos
V(GOH) = V(G)xV(H),
E(GOH) = {(u,v)(z,y):u=xyvy € E(H), our € E(G) y v=uy}.

Es decir, el conjunto de vértices de GLIH, es el producto cartesiano de los conjuntos de
vértices de sus factores y declaramos adyacentes a los vértices —que son pares ordenados—
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(u,v) y (x,y) si u = x y vy es una arista de H o si v = y y ux es una arista de G.
De manera inductiva, podemos definir para las graficas Gy, Gs,...,G,, el producto
cartesiano

G1|:|G2|:| ce DGZ = (G1|:|G2|:| . DGi_l)DGi7
parai € {3,4,...,n}. Ellector interesado en los conceptos, propiedades y otros ejemplos
sobre este y otros tipos de productos de gréficas, puede consultar [IKH11].

En la figura 5.10 se muestra el producto cartesiano del ciclo Cy y la arista Ko,
asi como el correspondiente entre el tridangulo C'3 con él mismo.

Figura 5.10: Los productos cartesianos CslK, y C5L1C5.

— —
Sea la composicién de C3[C5] de la figura 5.4'1. En la figura 5.11 se muestra la grafica

Gg(ag [83]), la cual tiene cuatro componentes conexas. Notemos que estas componentes
conexas son el producto cartesiano C3LJC5L1C5 v tres vértices singulares.

El hecho que Gg(ﬁg[ﬁg]) no sea conexa no es una casualidad, ya que si se trata de
torneos regulares, tenemos el siguiente teorema que es consecuencia de la definicion de
la digrafica bipartira B,(7") para un torneo 7'y un vértice v € V(7).

Teorema 5.8. Sea T' un torneo reqular primo, entonces G3(T') es conexa.
Demostracion. Sean v € V(T),

P —

C’g(l):v—>u1—>w1—>v y C’g("):v—>un—>wn—>v

triangulos distintos en T'. Por el teorema 5.1'2, tenemos que B, (T') es conexa, esto es, la
grafica bipartita subyacente de B,(T") es conexa. Asi tenemos que existe una u; ~ wy

Hpagina 86
2pagina 78
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{0,1,2} {0,1,5}
{0.L,5}
{’a?’} {,37} {’37}
{1,2,6}
{ o }
T {1,5,6}
{ ) } 10,24}
° ,3, {Oa ) } {07 7 }
3’ ) }
{0,3,6) ~/'\ ’\/
o
{ b 76} { 76’ }
{1,5,6}
{0,2,7}
— 7/7/
23,7} f/
{3.5.7}
{2,6,7} {6,7,5}
{5,6,7}
Figura 5.11: La grafica Gg(gg[gg]).
trayectoria

P:u — uy,—u3 — ... = u, = wq

en la subyacente de B,(T'). Notemos en la figura 5.12, que esta trayectoria proporciona
la sucesion de triangulos no ajenos en flechas

5;0)
5§<2>
@(3)

%
5=

3

@(n)

UV —> U] — W =V,
V— U] — Uy — ,

UV — U3 — U — U,

V= Uy = Up_1 — O,

V= Uy — Wy —> V.
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\\wn O ¥ R o Up, !
. 4 . 4

~ 4 ~ 4

~=- ~=-

Figura 5.12: Sucesion de triangulos no ajenos en flechas.

Lo anterior senala que en G3(7) existe una trayectoria entre los 3-vértices eg, v, w3
Y €{v,unwn}- Asi, tenemos que si fijamos un vértice v € V(T'), entonces la subgrafica que
resulta de eliminar las flechas entre de los conjuntos N (v) y N~ (v) resulta ser conexa,
es decir

Gs(T\{A(N"(v)) U AN (v))})
es conexa para toda v € V(T'). Por lo tanto G3(T") es conexa. O

De las proposiciones y teoremas anteriores, tenemos la siguiente caracterizacion.

Corolario 5.4. Sea T un torneo regular. Entonces T es isomorfo a una suma de Zykov
no trivial Bla] si y solo si G3(T') no es coneza.

Demostracion. La necesidad se sigue por la proposicién 5.3 y la suficiencia por el
reciproco del teorema 5.8. O

Notemos que la caracterizacion anterior es una nueva manera de identificar un torneo
regular primo. Esta caracterizacién se suma a las ya antes expuestas y a continuacion
damos el siguiente teorema, que es una recopilacién de las caracterizaciones dadas

anteriormente para un torneo primo. Consideramos que este es el teorema principal de
este trabajo de investigacion.

Teorema 5.9 (Caracterizacion de los torneos regulares primos). Las siguientes propo-
siciones son equivalentes para un torneo reqular T

(i) T es primo.

(i) T es tenso.
(iii) B,(T) es conexa (débil) para toda v € V(T).
(iv) G5(T) es coneza.

Bpagina 94



5.4 Factorizacion de torneos y la grafica G5(D) 99

Demostracion. Se sigue por el teorema de caracterizacién 5.3 y el corolario 5.4. [

La siguiente definicién, a pesar de su sencillez, nos sera de gran ayuda para describir
un método para factorizar un torneo regular no primo, en componentes de una suma
de Zykov no trivial.

Definicién 5.4. Sean D una digrdfica y G3(D) su grdfica de interseccion de tridngu-
los. Sean G1,G, ..., Gy las componentes conexas de la grdafica G3(T) y definamos el
subconjunto de vértices de D

o(G;) = U{U € V(D) : v € e para algin 3—vértice e € V(G3(D))},
para toda i € {1,2,...,s}

Es decir, 0(G;) es la unién de los vértices de D que pertenecen a algin 3—vértice
en G3(D). Si algun vértice en V(D) no pertenece a C3 alguno, entonces dicho vértice
no esta en o(Gs(D)). Asi mismo, si la digrafica D es un torneo regular 7', entonces
o(Gs(T)) = V(T).

La siguiente proposiciéon permite dar una propiedad entre los conjuntos de vértices
antes definidos.

Proposicién 5.4. Sea T' = Bla] un torneo regular tal que la base B y todo miembro
de la familia « sea un torneo primo. Como G3(T) no es conexa, sean G1,Gs, ..., Gy
las s componentes conezxas de G3(T') y supongamos sin pérdida de generalidad que

(G| < o(G)] < ... < o(G)l-

Entonces para todo par de enteros i,j tales que 1 <1 < 5 < s, se cumple uno y solo
uno de los siguientes casos:

» 0(G;) No(Gy) =0 o bien
= 0(Gi) C o(Gj)

Demostracion. Recordemos que si « tiene al menos dos componentes no triviales «; y
«;, entonces por el lema 1.3' son torneos regulares. Por la proposicién 5.3'% tenemos
que o; y «; inducen componentes conexas distintas en G3(T), es decir G3(oi;) = G, y
G3(aj) = G; son componentes conexas de G3(T). Es claro que V(a;) NV () = 0, por
lo que

o(G3(ai)) No(Gs(ay)) =0

y se tiene el primer caso.

HMpagina 82
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Para el segundo caso, supongamos sin pérdida de generalidad que «; es la compo-
nente no trivial de « asociada a v; € V(B) y que G; = G3(ay). Notemos que como la
base B es fuertemente conexa, entonces todo vértice pertenece a un C5. Supongamos
que v; esta en el triangulo -

C3ZU1%UZ'—>UJ'—>’01

en la base B, por lo que ey, ;4,3 € V(G3(T')) para todo tridngulo
%
Cg:u1—>ui—>uj—>u1

con u; € V() u; € V(ay) y uj € V(a;). Més atin, todo 3-vértice ey, u, ;) Pertenece
a la misma componente conexa.

Supongamos que €y, ;4,3 € V(Gr). Notemos que cada vértice de a estd en o(Gy),
por lo tanto o(ay) C o(Gy). O

La proposicién anterior senala que si el torneo regular T es una suma de Zykov no
trivial B[a], entonces todo miembro «; de la familia «, induce una componente conexa
en G3(Bla]). Asi mismo, existe una componente conexa que contiene a cada vértice del
torneo T'.

Esta propiedad proporciona un método para descomponer un torneo no simple como
una suma de Zykov no trivial. Por el teorema de caracterizacion de los torneos regulares
primos 5.9'7, tenemos que el torneo T" es una suma de Zykov no trivial si y solo si G3(T)
no es conexa.

Es bien sabido que dado un torneo regular 7', el decidir si T' es isomorfo o no a
una suma de Zykov no trivial es extremadamente dificil, pues responder dicha pregun-
ta, supondria realizar todas las posibles particiones del conjunto de vértices de T' y
determinar si alguna de ellas nos proporciona la particiéon deseada, es un problema ex-
ponencial. Sin embargo, la proposiciéon anterior define un método facil para determinar
las componentes de la suma de Zykov no trivial.

Observacion 5.2 (Factorizacién de torneos regulares). Sea T' un torneo regular tal que
G3(T) no es conexa. Sean G1,Gs, . ..,Gy las componentes conexas, tales que

o(G1)] < Jo(Go)] < .. < o (Gl

Entonces T' puede ser factorizada como una suma de Zykov no trivial Bla], donde todo
elemento «; de la familia o se obtiene mediante el algoritmo descrito en la siguiente
pdgina.

Sea T el torneo regular ﬁg[@] y supongamos que desconocemos su factorizacién
como una suma de Zykov. La grafica G3(T') se observa en la figura 5.11, en la cual po-
demos identificar que tenemos cuatro componentes conexas, de las cuales se encuentran
los 3—vértices singulares Gy = v 36}, G2 = vj147y ¥ G3 = U258}
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Algoritmo 1 Factorizacion de torneos regulares.
Entrada: torneo regular T de orden 2n + 1 y las gréaficas G, G, ..., G,.
Salida: familia de torneos « y la base B.

1: Iniciar k := 1;

2: para ¢ := 1 hasta s, hacer
3:  sio(G;) # V(T) entonces
4: ar =T(0(Gy));

5: k:=k+1;

6: fin si

7: fin para

k-1
8: si U ay # V(T') entonces
i=1

k—1

9: parai:=Fk hasta2n+1— U a;|, hacer
j=1

10: Q; = K17

11: k:=k+1;

12:  fin para

13: fin si

14: La base B se obtiene al aplicar el epimorfismo reflexivo 7 : V(B[a]) — V(B) a todo
miembro «; de la familia a.

Asi 0(Gy) ={0,3,6}, 0(Go) = {1,4,7} vy 0(G3) = {2,5,8}.
Esta particién de los vértices de V(T') proporciona la familia o = {1, e, a3} de la
suma de Zykov B[a], donde

%

ar = CW:0-5356—0,
_)

= P 1545751y
%

a; = 5% :255-58—0.

La base se determina al aplicar el epimorfismo reflexivo 7 : V(T') — V(B), es decir
B =C: m(ar) — m(an) — m(as) = m(ar).

Otro ejemplo es si tomamos al torneo T' € i de la figura 3.4!8, entonces la grafica
G5(T) tiene solo dos componentes conexas, de las cuales se encuentra el 3—vértice U{0,3,6} -
NotenEs que en la suma de Zykov de este caso, solo se obtiene una componente no trivial
a; =C35:0—3— 6 — 0y los restantes ocho elementos de o son vértices singulares.

Ahora bien, si T € i es el torneo de la figura 3.5', entonces la grafica G3(T) tiene
tres componentes conexas, de las cuales, estdn los 3—vértices w36} y U{2,5,s}- La suma
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Ypagina 49



102 Otros resultados sobre la tensién

de Zykov en este caso, tiene a las componentes no triviales

%

a = CM:05356=0 v
_)

ay = C5?:2 555852

y los restantes cinco elementos de o son vértices singulares.



Conclusiones

En este trabajo exponemos avances significativos al problema de determinar la in-
conexién aciclica y la inconexion libre de C3 de torneos. Damos respuesta a varios
problemas y conjeturas de Neumann-Lara sobre torneos y en especial, sobre torneos
regulares.

Podemos destacar la construccion de las familias infinitas de torneos U,, y 4. La pri-
mera responde afirmativamente a dos problemas sobre la diferencia entre la inconexion
aciclica y la inconexién libre de C3 (capitulo 2). La segunda familia exhibe contraejem-
plos a una conjetura sobre la tension de los torneos regulares, que son ejemplos de
torneos regulares no simples que no son tensos (capitulo 3).

Consideramos que el teorema 5.9 de la pagina 98, es el teorema mas importante de
este trabajo, el cual contiene tres caracterizaciones importantes de los torneos regulares
primos.

La primera caracterizacién permite decidir si un torneo dado, es o no una suma de
Zykov no trivial. La solucién de este problema fue el objetivo primario de este trabajo
(capitulo 4).

La segunda caracterizacién permite dar una coloracion que calcula la inconexion
aciclica y la inconexion libre de C5 a partir de analizar la conexidad de la digréfica
bipartita B, (7). Esto es una ventaja significativa al problema de determinar la particién
optima de los vértices del torneo que realiza la inconexion aciclica y la inconexién libre
de (3, lo que se traduce en una coloracién éptima de su conjunto de vértices.

Como consecuencias de esta ultima caracterizacion, primero obtenemos un método
para determinar la inconexion aciclica y la inconexién libre de C5 del torneo semirregular
asociado. La segunda consecuencia es la obtencion de una clase de torneos regulares,
que son criticos en vértices con respeto a dichos pardmetros (capitulo 5).

La tercera caracterizacién tiene como resultado un método para descomponer un
torneo regular, como una suma de Zykov no trivial, lo que supone —al igual que la se-
gunda caracterizacién— una ventaja significativa, porque determinar la particién 6ptima
que define una suma de Zykov, es un problema extremadamente dificil (capitulo 5).

A continuacion planteamos algunos problemas interesantes que serian una excelente
continuacion a este trabajo.

Problema 1. ;Serd cierto que toda componente conexa (débil) de la grafica bipartita
B,(T) tiene una antitrayectoria generadora para cada v € V(T')?

Problema 2. ;Sera cierto que el tinico torneo regular que es W —critico y Wh—critico es
el torneo ciclico?

Problema 3. Estudiar las propiedades de la grafica G3(T'), tales como hamiltonicidad
de sus componentes conexas, k—conexidad, etc.
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Problema 4. ;Qué se puede decir de la complejidad del algoritmo de factorizacién
descrito en la pagina 1017

Problema 5. ;Sera cierto que si el torneo 7" es una suma de Zykov no trivial, entonces
6 )
G5(T) tiene una componente conexa que es isomorfa a un producto cartesiano de
graficas? Si es asi, caracterice dichas graficas.

Conjetura. Para todo torneo semirregular SR se cumple que ﬁ(S R) = @,)(S R).
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