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Resumen

En este trabajo extendemos el concepto de teorias de torsiéon sobre la categoria R-Mod, las
cuales se describen usando la relacion #H, definida como Hompg(M, N) = 0. Para cada relacion
bicerrada R con respecto a H definimos a el conglomerado de todas las R-teorias de torsion.
Introducimos los conceptos de funtor casi continuo, casi cocontinuo y bifuntor casi continuo, y
demostramos que cada bifuntor casi continuo induce una relaciéon bicerrada con respecto a H.
Estudiamos las relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos sobre R-Mod, los cuales se
describen por un R-R-bimoédulo. En particular, estudiamos relaciones bicerradas inducidas por
los R-R-bimo6dulos R/I, y especialmente cuando R es un anillo semisimple artiniano. En este
caso demostramos que el conglomerado de todas las relaciones bicerradas forman una reticula
booleana de cardinalidad 2" y el conglomerado de todas las relaciones bicerradas inducidas
por los R-R-bimédulos forman una reticula booleana de cardinalidad 2.
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Introduccion

En este trabajo extendemos el concepto de teorias de torsion sobre la categoria de R-modulos a
R-teorias de torsion. Esta extension relaciona tres conceptos; relaciones bicerradas, teorias de
torsion y bifuntores casi continuos. Las teorias de torsiéon han mostrado ser ttiles en el estudio
de modulos y anillos, ya que desde su nacimiento estan conectadas con el estudio de los anillos
de cocientes y desde su introduccion por Dickson en [10] para categorias abelianas, se han hecho
muchas generalizaciones de este concepto; por ejemplo, Bican, et al (ver [5]) y por Raggi, et al
(ver |29]), Barr en [4], Cassidy, et al en [8]. Algunas de ellas consideradas como una conexion
de Galois inducida por la relacion H, la cual esté definida como Hom 4 (M, N) = 0 para objetos
de la categoria A.

Partimos del hecho de que las teorias de torsién inducen una conexiéon de Galois antitona
sobre p(R-Mod) (el conglomerado de todas las clases de R-modulos) determinada por el anti-
isomorfismo que existe entre el conglomerado de las clases de torsion y el conglomerado de las
clases libres de torsion. Principalmente usamos el hecho de que todas las conexiones de Galois
sobre p(R-Mod) pueden verse de forma sencilla como relaciones sobre R-Mod, en particular la
que define a las teorias de torsion y a las teorias de torsion hereditarias. Partimos del Teorema
de Domenach-Leclerc [11] que generaliza esta situacion, para lo cual se introduce el concepto
de relacion bicerrada. Asi, nuestro objetivo es estudiar relaciones bicerradas con respecto a H
y de esta manera poder extender el concepto de teorias de torsion; esto nos lleva a introducir
los conceptos de funtor casi continuo, funtor casi cocontinuo y bifuntor casi continuo.

En el capitulo 1 empezamos hablando sobre fundamentacién, como el sistema de los tres
niveles o tres capas; conjunto, clase y conglomerado. El ultimo concepto fué creado para lidiar
con colecciones de clases, puesto que vamos a usar colecciones de clases como la coleccion de
todas las clases de R-modulos, la coleccion de todas las clase de torsiéon, la coleccion de todas
las clases libres de torsion y la coleccion de todos los prerradicales. Damos los preliminares
para conglomerados, como definiciones y propiedades de las conexiones de Galois, el Teorema
de Polaridades, definimos las teorias de torsion y las teorias de torsion hereditarias, definimos
los prerradicales, operaciones entre prerradicales, propiedades, con las operaciones A y V sobre
el conglomerado de todos los prerradicales sobre un anillo R se tiene que es una gran reticula
completa, damos correspondencias entre prerradicales y clases de modulos, propiedades de
funtores exactos y pares adjuntos.

En el capitulo 2 presentamos el Teorema de Domenach-Leclerc que es una generalizacion
del Teorema de Polaridades, demostramos que podemos ver a las Teorias de torsién como
una conexion de Galois sobre p(R-Mod) para lo cual definimos la relaciéon H sobre R-Mod
definida por Hompg(M, N) = 0. Esta relacion nos va a definir a las familias de Moore con
las que vamos a trabajar a lo largo de esta investigacién. Definimos un preorden =< sobre
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Gal(A, B) con el cual obtenemos el concepto de conexion de Galois bicerrada, una aplicacion
del Teorema de Domenach-Leclerc y una generalizacion del mismo. Con este preorden definimos
al conglomerado de todas las relaciones bicerradas con respecto a H y el conglomerado de
todas las conexiones de Galois bicerradas con respecto a (f)y. Definimos las R-teorfas de
torsion para cada relacion bicerrada R con respecto a H con lo que se generaliza el concepto
de teorias de torsion. Usando las correspondencias entre prerradicales y clases de R-moédulos
damos un isomorfismo entre las relaciones bicerradas con respecto a H y las conexiones de Galois
isotonas sobre el conglomerado de todos los radicales idempotentes; este isomorfismo nos ayuda
a describir las conexiones de Galois entre los conglomerados T-tors y L-tors inducidas por
pares adjuntos.

En el capitulo 3 estudiamos relaciones bicerradas inducidas por bifuntores. Para este pro-
posito introducimos los conceptos de bifuntor casi continuo, funtor covariante casi continuo,
funtor covariante casi cocontinuo, funtor contravariante casi continuo y funtor contravarian-
te casi cocontinuo, ademés estudiamos algunas propiedades de estos funtores. Estudiamos las
primeras relaciones bicerradas con respecto a H inducidas por los bifuntores casi continuos
Hompg(F(_), )y Hompg(_,G(_)) cuando F es un funtor covariante casi cocontinuo, G es un
funtor covariante casi continuo y el caso particular cuando (F,G) es un par adjunto. En este
caso usaremos los Teoremas de Watts-Eilenberg. Describimos las R-teorias de torsion en estos
casos. Ademéas tomamos como ejemplo al par adjunto (I ®z ,Hompg(I, )), con I un ideal

bilateral de R.

En el capitulo 4 estudiamos a las relaciones bicerradas inducidas por bifuntores conti-
nuos, pues tomamos al R-bimoédulo R/I y determinamos los cerrados de la conexion de Ga-
lois que induce. En este caso usamos prerradicales para describir al par adjunto (R/I ®p

_,Homg(R/I, )), dado que existen los isomorfismos naturales R/I®@p = (af)*y Homg(R/I, _

t(af). Esto con el propésito de tener una mejor descripcion de estas conexiones de Galois y una
mejor descripcion de estas relaciones bicerradas. Tomamos como caso particular a los ideales
idempotentes y después tomamos como ejemplo a un anillo semisimple artiniano, para el cual
demostramos que si |R-simp| = n entonces [H]< es una reticula Boolenana con 2"* elementos
(0 equivalentemente |Gal(T-tors, L-tors)| = 2"") y que las relaciones bicerradas inducidas por
todos los pares adjuntos forman una reticula Booleana en [H|< con 2" elementos.

En el capitulo 5 planteamos preguntas, conjeturas y temas a investigar acerca de las relacio-
nes bicerradas. Damos otro tipos de relaciones como la inducida por el bifuntor Exty( , ) el
cual define las Teorfas de cotorsion, también tenemos el ejemplo del bifuntor Tork( , ), estos
casos pueden ser estudiados en un futuro.

En el Apéndice A damos la definicién de categorias abelianas y algunas de sus propiedades,
puesto que en ellas surgen de forma natural los conceptos de sucesiones exactas, sucesiones
exactas cortas, funtores derivados entre otros. Algunos ejemplos de teoremas importantes en el
estudio de categorias abelianas son el lema de los cinco, lema de los cinco corto y el lema de la
serpiente entre otros.

En el Apéndice B damos las demostraciones de los Teoremas de Watts-Eilenberg, que a
grandes rasgos dicen:

1. Un funtor entre categorias de médulos es un adjunto derecho si y sélo si preserva limites.

I
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2. Un funtor entre categorias de modulos es un adjunto izquierdo si y sélo si preserva coli-
mites.

3. En el par adjunto (F,G), F preserva colimites y G preserva limites.

4. Para cada par adjunto (F,G), existe L € R-BiMod (tnica salvo ismorfismo) tal que
F=L Qr ¥ G = HOHIR(L, _)

En el Apéndice C damos algunas fundamentaciones como la de los tres niveles o tres capas
(conjunto, clase y conglomerado) para justificar el uso de colecciones de clases como la clase
potencia de R-Mod, la coleccion de todas las clases de torsion (libres de torsion), la coleccion
de todos los prerradicales sobre R, etc., las cuales no puede ser consideradas, segtin los axiomas
de clases de Neumann-Bernays-Gdodel, como clases. Otra forma de justificar estas colecciones
de clases es con los Universos de Grothendieck, que tienen por objeto proporcionar un universo
en el que todas las matematicas se pueden realizar.

En el Apéndice D damos conexiones de Galois sobre p(R), pues las relaciones de R? son
faciles de visualizar y nos pueden ayudar a entender mejor las polaridades. Tomamos como
ejemplo de una relacién al disco unitario con centro en el origen y calculamos los cerrados de
su conexion de Galois correspondiente. Este ejemplo es interesante pues encontramos todas las
relaciones de R? que tienen los mismos cerrados que el disco unitario y también encontramos
todas las relaciones bicerradas con respecto a esta relacion. Damos también como ejemplo la
relacion A x B con A, B C R, este ejemplo es sencillo para describir y es tutil.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos los conceptos de grandes copos, grandes reticulas, operadores
cerradura y sus propiedades, conexiones de Galois y sus propiedades, damos el Teorema de
Polaridades que es muy importante en este trabajo, prerradicales y clases de R-moédulos, como
clases de torsion y clases libres de torsion, teorias de torsion y algunas propiedades de los pares
adjuntos. Daremos solo las demostraciones que consideramos necesarias para el desarrollo de
este trabajo. Los conceptos de anillo, modulo y categorias pueden consultarse en [1], [2] y [24].

1.1. Fundamentacién y estructuras ordenadas.

Antes de empezar, discutiremos algunos aspectos fundamentales. En teoria de categorias nos
encontramos con colecciones extremadamente grandes de objetos tales como las colecciones de
todos los conjuntos, todos los espacios vectoriales, todos los grupos, etc. Sabemos por los axio-
mas de la teorfa de conjuntos que estas grandes colecciones no pueden ser consideradas como
conjuntos. Por ejemplo, si U fuera el conjunto de todos los conjuntos, entonces el subconjunto
A={z el |x ¢ x} de U tendria la propiedad A € A si y solo si A € A (paradoja de
Russell). Luego, el concepto de "clase” ha sido creado para hacer frente a "grandes colecciones
de conjuntos”. Las limitaciones de la teoria de conjuntos y la teoria de clases se hacen evidentes
cuando tratamos de realizar ciertas construcciones con categorias, por ejemplo, cuando se for-
man extensiones de categorfas o cuando se forman categorias que tienen categorias o funtores
como objetos o cuando nos encontramos con colecciones de clases, como la coleccién de todas
las clases de R-modulos, la coleccién de todos los prerradicales sobre un anillo R, etc. Cada
miembro de una clase debe ser un conjunto y U/ no es un conjunto, asi que no podemos formar
la clase {{} cuyo tnico miembro es una clase, mucho menos formar una clase cuyos miembros
son subclases de U o todas las asignaciones de U a U. Tampoco las colecciones de clases pueden
ser consideradas como clases; asi, el concepto de Conglomerado ha sido creado para hacer frente
a estas “colecciones de clases”.

Los Conglomerados son cerrados bajo las construcciones usuales de la teoria de conjuntos,
es decir, son cerrados bajo uniones e intersecciones de conglomerados, producto cartesiano de
conglomerados, etc. También dados dos conglomerados, se puede considerar el conglomerado
de todas las asignaciones entre ellos (ver Apéndice C).

La teorfa de axiomatica de clases de Von Neumann-Bernays-Godel (N-B-G) y la teoria
axiomatica de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (Z-F) coinciden sobre conjuntos, es decir, todo

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

teorema de la teoria Z-F es un teorema en la teoria N-B-G y reciprocamente todo teorema de
la teoria N-B-G donde intervengan tinicamente conjuntos es un teorema de la teoria Z-F. Con
los axioma de los conglomerados sucede lo mismo, si los restringimos a clases coinciden con los
axiomas de clases N-G-B. Los detalles de estos tres conceptos; conjunto, clase y conglomerado
vienen en el apéndice C.

Notacion 1.1. Para cada clase A, vamos a denotar con p(A) al conglomerado de todas las
subclases de A, es decir,

€ e€plA) siysislosi YMeE, MeA.

Ademdas p(A) tiene el orden parcial de la contencion de clases.

A continuacién damos algunas definiciones relativas a conglomerados, las cuales tienen sen-
tido si nos restringimos a conjuntos y clases; definiremos grandes copos, grandes reticulas, ope-
radores cerradura y propiedades. Para mas informacion acerca de teoria de reticulas consultar
[19].

Definicion 1.2. Una relacion "<" sobre un conglomerado A es un orden parcial si:
1. Reflexiva: Y ac€ A, a<a.
2. Anti-simétrica: YV a,be A, [(a<byb<a)=a=10.
3. Transitiva: Y a,b,c€ A, [([a<byb<c)=a<c|.
En tal caso, se llama a la pareja (A, <) un conglomerado parcialmente ordenado (gran

copo).

En la defincion anterior si A es un conjunto, entonces (A, <) es un conjunto parcialmente
ordenado (copo). Si A es una clase, entonces (A, <) es una clase parcialmente ordenada (clapo).

Definicion 1.3. [19] Un gran copo (A, <) es:

1. Una N-gran semi-reticula si para cada par de miembros a,b de A existe el infimo de
{a,b} en A, denotado a N'b. Y es una A-gran semi-reticula completa si para cada
{a;}iex C A existe el infimo en A.

2. Una V-gran semai-reticula si para cada par de miembros a,b de A existe el supremo
de {a,b} en A, denotado a VvV b. Y es una V-gran semi-reticula completa si para cada
{a;}iex C A existe el supremo en A.

3. Una gran reticula si es N\-gran semi-reticula y V-gran semi-reticula. Y una gran reti-
cula completa si es N\-gran semi-reticula completa y V-gran semi-reticula completa.

Observacion 1.4. Si (A, <) es una A-gran semi-reticula completa, entonces es una gran reti-
cula completa, pues a cada familia {a;}icx de miembros de A le podemos construir su supremo
(artificial), es decir, tomamos la coleccion {b € A | a; < b,Vi € X}, la cual tiene infimo y sirve
como supremo de {a;}icx-
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De igual forma, en la definicion anterior, si A es un conjunto, entonces (A, <) es una reticula
o reticula completa segin sea el caso.

Definicion 1.5. Sea (A, <) un conglomerado parcialmente ordenado y sean a,b € A tales que
a < b, se define el intervalo determinado por a y b como

la,b] :={c€e A|a<c<b}.

Definicion 1.6. Sean (A, <,V,A) y (B,=,V,A) dos grandes reticulas. Una asignacion
f:A— B es:

1. Homomorfismo de grandes reticulas si:

Va,be A, [f(aVvb)=f(a)V f(b) y flanb)=f(a)A f(b).
2. Anti-homomorfismo de grandes reticulas si:

Va,be A, [f(aVvb)=fla)Af(b) y flaVb)=f(a)Af(b).

3. Isomorfismo de grandes reticulas si es un homomorfismo de grandes reticulas biyec-
tivo.

4. Anti-isomomorfismo de grandes reticulas si es un anti-homomorfismo de grandes
reticulas biyectivo.

A continuacién damos la definicion de operador cerradura y algunas propiedades de los
cerrados, pues cada conexion de Galois induce dos operadores cerradura.

Definicion 1.7. Sea (A, <) un gran copo, una asignacion ¢ : A — A se llama operador
cerradura si satisface:

1. Para toda a € A, se tiene que a < ¢(a) (es extensiva o inflatoria).
2. Para toda a,b € A tales que a < b se tiene que p(a) < ¢(b) (preserva el orden,).
3. Para toda a € A, se tiene que p(p(a)) = ¢(a) (es idempotente).

Los miembros del conglomerado Im(p) se llaman cerrados.

Observemos que si ¢ : A — A es un operador cerradura y a € Im(p) entonces
p(a) = a.

Proposicion 1.8. Sean (A, <,V,A) una gran copo y ¢ : A — A un operador cerradura,
entonces Im(p) es una gran reticula completa.

Demostracion. Sea {a;}iex € Im(p), se sigue que A\, .y a; < a; para toda i € X, esto im-
plica que p(A,cxa;) < pla;) = a;, por lo tanto @(A;cy @i) < Ajeyx @i- Se concluye que
©(Njex @) = Niex ai- Por lo tanto A,.ya; € Im(yp), es decir, es una gran A-semireticula
completa. Concluimos por la Observacion 1.4 que I'm(yp) es una gran reticula completa. m
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Observemos que si A es una gran reticula y ¢ : A — A es un operador cerradura, entonces
el conglomerado Im(p) en general no es una gran subreticula de A, pues el supremo de cada

subconglomerado de I'm(y) puede ser diferente al supremo del mismo subconglomerado pero
en A.

Definiciéon 1.9. Sea (A, <) un gran copo. Un sistema de cerrados de A es un subconglome-
rado ® de A tal que para todo a € A el subconglomerado {b € ® | a < b} tiene miembro menor
en ®. Los miembros de ® se llaman cerrados.

Observacion 1.10. 5i @ es un sistema de cerrados de un gran copo A, entonces ® es imagen
del operador cerradura ¢ : A — A definido como ¢(a) = min{b € ® | a < b} (p es creciente,
es idempotente y preserva el orden). Por lo tanto ® es cerrado bajo infimos arbitrarios (ver
Proposicion 1.8).

Proposicién 1.11. ([13], [19]) Sean (A, <) un gran copo y ¢ : A — A un operador cerradura,
entonces p(A) es un sistema de cerrados. O

1.2. Conexiones de Galois

Las conexiones de Galois aparecen en todas las partes de la Matematica. Por ejemplo, en Teoria
de Galois, la correspondencia que existe entre subgrupos y subcampos es una conexion de Galois
antitona; en Geometria algebraica, la relaciéon entre conjuntos de polinomios y sus conjuntos de
ceros es una conexion antitona de Galois; en cualquier Algebra de Heyting se puede encontrar
una conexion de Galois; en Teoria de anillos, las teorfas de torsiéon inducen una conexiéon de
Galois antitona sobre p(R-Mod), etc. Una conexion de Galois es una situacion mas débil que
un anti-isomorfismo (isomorfismo) entre dos grandes copos, pero induce un anti-isomorfismo
(isomorfismo) entre grandes subcopos. Por consiguiente, una conexion de Galois generaliza la
correspondencia que existe entre subgrupos y subcampos estudiada en la teoria de Galois. Las
primeras referencias sobre conexiones de Galois son Birkhoff en [6], Everett en [14] y Ore en
[26].

El punto de partida de este trabajo es el anti-isomorfismo que existe entre el conglomerado
de las clases de torsion y el conglomerado de las clases libres de torsion inducido por las
asignaciones R y L sobre p(R-Mod) (que define Dickson en [10] seccion 3), las cuales inducen
una conexion de Galois sobre p(R-Mod). En este contexto el conglomerado de todas las teorfas
de torsion son parejas de cerrados de una conexion de Galois especifica sobre p(R-Mod), este
concepto lo generalizaremos a R-teorias de torsiéon para alguna relacion R € p((R-Mod)?)
bicerrada con respecto a H € p((R-Mod)?), la cual definiremos mas adelante.

En este capitulo damos definiciones y propiedades de las conexiones de Galois que vamos
a necesitar. Las definiciones presentadas en este capitulo las hacemos para conglomerados par-
cialmente ordenados, estas definiciones son congruentes con conjuntos y clases, ya que cada
clase es un conglomerado y cada conjunto es una clase (ver Apéndice C).
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Definicion 1.12. [13], [28] Una conexion de Galois (antitona)' entre dos grandes copos
(A, <) y (B, =X) esun par (fy,f1) de asignaciones antitonas (invierten el orden) f, : A — B
y fT: B — A tales que

a< [ fila), YacA y b= fif (), Vbe B
es decir, fTf y [T fi son asignaciones inflatorias. Una definicion equivalente es
a < f*(b) siy solo sib= fi(a) para todoa € A ybe B
Gal(A, B) denota el conglomerado de todas las conexiones de Galois entre A y B. Llamamos a

f+ la parte residuada y a [T la parte residual de f:= (fi, f1).

Si no se menciona otra cosa, todas las conexiones de Galois mencionadas serédn antitonas. En
la siguiente proposiciéon damos algunas propiedades importantes de las conexiones de Galois.
De aqui en adelante A y B van denotar grandes copos o grandes reticulas segtin sea el caso.

Proposicién 1.13. [13] Dada f € Gal(A, B) tenemos:

1. ftf.:A— A y f.fT: B — B son operadores cerradura.

2. fTfeft =0T
3. f+f+f+ = [+
4. Im(fy) y Im(fT) son anti-isomorfos como grandes copos. O

Observacion 1.14. De la proposicion anterior tenemos que los puntos fijos del operador ce-
rradura ftfy son los miembros del conglomerado Im(f™), es decir, Im(f*) = Im(f*f.). De
igual manera, los puntos fijos del operador cerradura Im(fyfT) son los miembros del conglo-
merado Im(f.), por lo tanto concluimos que Im(ftfy) y Im(fLfT) son anti-isomorfos como
grandes copos.

En la siguiente proposiciéon damos condiciones suficientes para que una funciéon antitona
entre dos grandes copos A y B sea la parte residuada o la parte residual de una conexién de
Galois entre Ay B.

Proposicion 1.15. Sean A y B grandes reticulas completas.

1. Si f: A— B es una asignacion tal que f(\/ S) = A\ f(S) para toda S C A, entonces f
es la parte residuada de una conezxion de Galois entre A y B.

2. Sig: B — A es una asignacion tal que g(\/ T') = A\ g(T) para toda T' C B, entonces g
es la parte residual de una conexion de Galois entre A y B.

!También existen las conexiones de Galois isétonas, donde f, : A — By f*: B — A son asignaciones
que preservan el orden, f*f, : A — A es un operador cerradura, f, fT : B — B es un operador interior,
ademas Im(f*) y Im(f+) son isomorfos como grandes copos. Denotaremos con Gal;(A, B) al conglomerado de
todas las conexiones de Galois is6tonas entre A y B.
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Demostracion.

1. Primero demostraremos que f es una asignacion antitona. Sean a,a’ € A tales que a < d’,
por hipotesis f(a’) = f(a)Af(a’) = f(aVa') < f(a). Por consiguiente f es una asignacion
antitona.

Ahora vamos a definir una asignacion g : B — A como g(b) = \/{a € A | f(a) > b}.
Veamos que ¢ es una asignacion antitona. Sean by, by € B tales que b; < by. Notemos
que si ' € {a € A| f(a) > by}, entonces ' € {a € A | f(a) > b1}, esto implica que
{a€e A f(a) > b} C{a€ A| f(a) > bi}. Por lo tanto g(bs) = \/{a € A | f(a) > by} <
V{a € Al f(a) > b1} = g(b1), se sigue que g es una asignacion antitona.

Demostraremos que gf : A — A es una asignacion inflatoria. Sea a € A, evaluando
la funcién en a tenemos ¢(f(a)) = \/{a' € A |f(a’) > f(a)} > a, pues en particular
a€{d € A|f(d)> f(a)}. Porlo tanto gf es una asignacion inflatoria.

Ahora demostraremos que fg : B — B es una asignacion inflatoria. Sea b € B, evaluando
la asignacion fg en b tenemos (por hipotesis y por definicion de g) que

flg() = f(Via e A fla) 2 b}) = Af({a € A f(a) > b})

luego para toda o' € {a € A | f(a) > b} tenemos f(a’) > b, por lo tanto f(g(b)) =
Nf({a € A| f(a) > b} > b, con esto concluimos que fg es una asignacion inflatoria.

Por lo tanto (f,g) € Gal(A, B) y f es la parte residuada de esta conexion de Galois.
2. La demostracion es completamente analoga al caso 1.

O

Proposicion 1.16. Sean A y B dos grandes reticulas completas. Entonces (fy, f1) € Gal(A, B)
siy sélo si fr(\/S)= A fi(s) para toda SCTA y fH(\NVT)= A fT(t) para toda T C B.
ses

teT

Demostracion. =) Sean (f., f*) € Gal(A,B) y S C A. Para toda s € S tenemos que s < \/ S
lo que implica que f1(\/S) < fi(s) pues f, es una asignacion antitona. Por lo tanto f, (\/.S) <

A fi(s). Por otro lado para toda s’ € S tenemos que A fi(s) < fi(s), esto implica que
s€S S

N fi(s) < fi(VS) (pues A es una reticula completa). Pf)er lo tanto f(\/S) = A f+(s).

ses seSs

De igual forma se demuestra para f7.

<) Por la Proposicién 1.15 para f, existe una asignacion antitona g : B — A tal que
(fr,9) € Gal(A, B). Veamos que g = f7.

Sea b € By consideremos el conjunto A’ = {a € A | a < f*(b)}. Afirmamos que \/ A" = f, (D),
pues:

a<VA =fi(b)siysolosib< fifT(b)=fr(VA) < fi(a)

Concluimos usando la definicién de g en la Proposicion 1.15 que g = f,. m
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De las Proposiciones 1.15 y 1.16 tenemos que si A y B son dos grandes reticulas completas,
entonces la parte residuada y la parte residual de cada conexion de Galois entre A y B estan
determinadas de forma tnica (una por la otra), esto lo mencionamos en el siguiente corolario.

Corolario 1.17. [28] Sean A y B grandes reticulas completas. Si f € Gal(A, B), entonces f
y f1 estin determinadas de forma unica (una por la otra) como

fela) =V{b e B | f*(b) = a} y fH(b) =V{a€ Al fi(a) > b}

Observacion 1.18. Para cada f € Gal(A, B) tenemos que f1(0) =1y f(0) =1, si ademds
A y B son grandes reticulas completas entonces fi(1) = A\ fr(A) y f(1) = /\f+( ).

De la Observacion 1.10 y la Proposiciéon 1.11 tenemos que existe una correspondencia bi-
yectiva entre los sistemas de cerrados de un gran copo y los operadores entre este gran copo.
En la siguiente definicion nombramos los conglomerados sobre las que vamos a estudiar las
conexiones de Galois y las relaciones bicerradas que mas adelante definiremos.

Definiciéon 1.19. Sea f € Gal(A, B). Definimos f-cerr := Im(f%) y cerr-f := Im(fy).

Observacion 1.20. Para toda f € Gal(A, B) tenemos que f-cerr C A y cerr-f C B son
sistemas de cerrados, donde f*fy : A — Ay f.fT : B — B son los operadores cerradura
correspondientes pues como resultado de la Proposicion 1.13 tenemos que f-cerr = Im(f* f)

y cerr-f = Im(ff1).

Definicion 1.21. En Gal(A, B)? describimos un orden parcial "<” que llamaremos orden
puntual como:

f<gsiysdlosifi(a)<gy(a)y fT(b) <gT(b) para todo a € A yb € B.

Si Ay B son grandes reticulas, el infimo de f, g € Gal(A, B) se describe como:
fANg={fr Ngw, [T NgT)
donde (f, A g )(a) = fo(@) Agela), a€ A v (f*AgH)b) = F*() Ag*(B), be B.

Proposicion 1.22. Sean A, B grandes reticulasy f,g € Gal(A, B), entonces fAg € Gal(A, B).

Demostracion. Para f tenemos que a < fT(b) siysolosi b < f,(a) paratodaa € Aybe B.
También ¢ cumple a < ¢g(b) siy solosi b < gy(a) para toda a € Ay b € B, por lo tanto
uniendo lo que cumplen f y g tenemos:

2En el caso isétono, si A y B son grandes reticulas completas, fy y f* estan determinadas de forma tnica
como: fi(a) = Ab€ B |a< f(5)} v FH(b) = Viae Al f,(a) < b}. Ademas (f,,f7) € Gali(A, B) si y
solo si f1(\/S) =V f+(S) paratodo SC A y fH(AT)=AfT(T) para todo T' C B, en particular f;(0) =0
y fT(1) =1 (ver [13] Proposicion 3).

3En Gal;(A, B) se define un orden puntual como: f < g si y solo si fy(a) > gi(a) y f(b) < g™ (b) para
todoa€ AybeB.
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a < (fTAgT)b) = fT(b) AgT(b) siysolosi b<(frAge)a)=fi(a)Agi(a)
para toda a € Ay b € B. Por lo tanto f A g € Gal(A, B). O

Para cada {f;}icx C Gal(A, B), el infimo se describe de la misma forma
/\ieX fz = <(/\ieX fi)+a (/\ieX fz)+>

Asi, si A y B son grandes reticulas completas, entonces (Gal(A, B),<,A) es una gran
A-semireticula completa lo que implica (Observacion 1.4) que es una gran reticula completa.
Esto motiva la siguiente proposicion.

Proposicion 1.23. (35| Sean A y B grandes copos.

1. Si A y B son grandes reticulas completas, entonces (Gal(A, B), <) (con el orden puntual)
es una gran reticula completa.

2. Si A y B son grandes reticulas distributivas, entonces (Gal(A, B), <) (con el orden pun-
tual) es una gran reticula distributiva.

3. Si A y B son grandes reticulas booleanas, entonces (Gal(A, B), <) (con el orden puntual)
es una gran reticula booleana.

4. St Ay B son grandes marcos, entonces (Gal(A, B), <) (con el orden puntual) es un gran
marco.

O

En la siguiente proposiciéon damos condiciones suficientes para que cada par de anti-isomor-
fismos g : A — B’y h : B — A’ entre subcoglomerados de los conglomerados parcialmente
ordenado A y B respectivamente, se pueda extender a una conexion de Galois entre A y B.

Notacion 1.24. Sean A y B conglomerados y sea f : A — B una asignacion. Denotamos
con fla a la restriccion de la asignacion f al subconglomerado A’ C A.

Proposicion 1.25. Sean A, B dos grandes copos y ® C A, & C B sistemas de cerrados. Si
® y @ son anti-isomorfos como grandes copos, entonces para cada par de anti-isomorfismos
g: P —d y h:d — P existe una unica f € Gal(A, B) tal que f-cerr = &, cerr-f =
¥ frle=9gy ffle =h

Demostracion. Sean A, B dos grandes copos y ® C A, & C B dos sistemas de cerrados
anti-isomorfos. Por la Observacién 1.10 tenemos que para cada sistema de cerrados existe un
operador cerradura. Sean ¢ : A — Ay ¢ : B — B dos operadores cerradura tales que
e(A) =P vy ¢'(B)=9".Sean g: & — &' y h: & — P los anti-isomorfismos.

Vamos a definir dos asignaciones f, : A — By f*: B — A como f,(a) = g(¢(a)) y
S (0) = h(¢'(b)).
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Notemos que fy y f* invierten el orden pues ¢, ¢’ lo preservan y g, h lo invierten. Falta
demostrar que f,fT y f*fi son asignaciones inflatorias.

Para cada a € A tenemos que a < ¢(a), por lo tanto fi(a) > fi(p(a)) y

pla) = [T (f(a)) < [T (f+(p(a)))

pues fT(fi(a)) = h¢'(g(p(a))) = hg(p(a)) = ¢(a). Por lo tanto f*f, es creciente. De forma
analoga para f, fT.

Se sigue que f = (fy, fT) € Gal(A, B) con f-cerr = ®y cerr-f = ®'. Es claro que fi|e = ¢
y fTler = h por la definicion de f.

Demostraremos la unicidad: Sea k € Gal(A, B) tal que k-cerr = ®, cerr-k =@, k|l =g
y kT|er = h, luego para toda a € A se cumple a < ¢(a), se sigue que a < kTk,(a) <
K () = (a) esto implica que kk, (a) = p(a) y ki (a) = bk ks (a) = b, (p(a)), por lo
tanto ki (a) = ki (p(a)) = g(e(a)) = fi(a) y de forma anéloga para toda b € B tenemos que
kT (b) = f(b). Por lo tanto k = f. O

En este trabajo estamos interesados particularmente en estudiar las conexiones de Galois
entre los conglomerados p(A) y p(B), con Ay B dos clases. Recordemos que si A es una clase
propia, entonces p(A) es un conglomerado.

Definicion 1.26. Sean A y B dos clases. Una polaridad es una conexion de Galois entre los
conglomerados (p(A), C) y (p(B),<).

Sean Ay B dos clases, luego p(A x B) denota al conglomerado de todas las relaciones entre
Ay B. Las polaridades entre p(A) y o(B) se pueden ver de manera sencilla como relaciones
entre A y B como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 1.27 ([13|, Proposicion 7). Sean A y B conglomerados parcialmente ordenados,
entonces existe un isomorfismo de orden entre los conglomerados (p(A x B),C) vy

(Gal(p(A), p(B)), <)
Demostracion. Sean A : Gal(p(A), p(B)) — p(A X B) v p: 9(Ax B) — Gal(p(A), p(B))

asignaciones dadas como

M) =H{(@,b) e Ax B |be fi({a})} (1.1)
(notese que esta relacion es igual a {(a,b) € Ax B |a€ fT({b})}) vy
u(R) = (fr, /%) (1.2)

donde
fr(U)={be B | (a,b) € R, YV aeU}, paratoda U € p(A),
fR(V)={a€ A] (a,b) € R,V bV}, paratoda V € p(B).

4De aqui en adelante a este teorema, lo llamaremos: Teorema de Polaridades.
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Por definicién fr y f® son antitonas, ademas frf® y f®fr son operadores cerradura. Por
lo tanto (fr, f®) € Gal(p(A), p(B)).

A preserva el orden. Sean f,g € Gal(p(A), p(B)) tales que f < g, luego para toda U € p(A)
se tiene que f4(U) C g4+ (U). Por lo tanto (a,b) € \(f) implica que b € f({a}) C g+ ({a}), es
decir, (a,b) € A(g), se sigue que A(f) C A(g).

p preserva el orden. Sean R, S € p(A x B) tales que R C S y sea U € p(A), luego tenemos
que b € fr(U) implica que (a,b) € R C S para toda a € U, por lo tanto b € fs(U). Se sigue
que fr < fs, de forma analoga f® < fS. Por lo tanto u(R) < u(S).

\ y 1 son inversas una de la otra.
Sea f € Gal(p(A), p(B)), luego p(A(f)) = p({(a,b) € Ax B | be fr({a})}).

Sean R = {(a,b) e Ax B |be fL({a})}, U € p(A) yV € p(B), luego
RU)={beB|(a,b) eRVacU}={beB|be fi({a}),VaecU} = f.(U)
RV)={acA]|(a,b) eR,VbeV}={acA|lac fT{b}),VbeV}=fHV)

Por lo tanto u(\(f)) = f.

Sea R € p(A x B), luego A\(u(R)) = M{fr, [®)), donde
M{fr. [7) ={(a,b) e Ax B | b€ fr({a})} = {(a,0) € Ax B | (a,b) e R} =R
Por lo tanto A(u(R)) = A((fr, [®)) = R.

Concluimos que ¢ y A son isomorfismos de orden. O]
Notacion 1.28. Dada R € p(A x B), denotamos a u(R) como (f)r = (fr, fR).

Observacion 1.29. Sea {R;},cx una familia de relaciones de A x B. Por el Teorema 1.27
tenemos que a la relacion (),cx Ri le corresponde la polaridad (f)n,_ v, = Niex(f)r: que es

el infimo de la familia de polaridades {(f)r,tiex C Gal(p(A), p(B)).

Hay miembros de Gal(A, B) que generan a todos sus miembros, en el siguiente sentido.
Sean Ay B dos conglomerados parcialmente ordenados, definimos para cadaa € Ay b € B la
asignacion p,p : A — B dada como:

1 s z=0
pa,b(x):{ b st 0<z<a
0 si z<£a

Proposicion 1.30. (|35], Teorema 2.5) Sean A y B grandes reticulas. Entonces para cada
a€Aybe B tenemos que (Pap, Pva) € Gal(A, B). Ademds para toda f € Gal(A, B), existen
{aitiex €A y{b;j}jey C B tal que f es supremo de {(Pa, ;s Pv;.a;) biex jev © Gal(A, B).
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Demostracion. Sean A'y B grandes reticulas y sea f € Gal(A, B).
Afirmamos que f = VA{(pb,a,pa,b> la=[f"fi(z) vy b= fi(2)}.
xe

Notemos que si z € A, y si tomamos a = f1f, (x) y b= fi(z), entonces p,p(x) = fi(x) = b,
pues * < fTf (x) = a. Por otro lado para todo y € A tal que y # x y y # 0, tenemos que
Pap(y) < Pap(x), pues siy £ o < fFf(z) = a, entonces p,p(y) =0y siy <z < f7fi(z) =aq,
entonces pap(y) = b = pap(z). Ademés si y < z, entonces p,p(z) < pory(y) donde o’ = f*f, (y)
y U = fi(y), pues b = fi(z) < fi(y) = V. De esta forma p,(y) toma su valor maximo cuando

a=frfi(y) y b= fr(y).

Por lo tanto para toda y € A, entonces \/ {pap(y) | a = fTfi(z) v b= fi(x)} = f+(v).
z€A

Concluimos que fi = \/ {pap | @ = [*f(x) v b= fi(2)}.

z€A

De forma similar, para z € B tenemos que pj 4(2) toma su valor méximo cuando b = f, f(z)
Y a = f*(2), es decir, cunndo o f*() = fu() ¥ [*() = f*fof*(2) = fof () = a. Por

lo tanto para toda z € B, tenemos que \/ {ppa(2) | @ = fTfi(x) v b= fi(x)} = fT(2).
€A

Coneluimos que \/ {pua |0 = f*f1(x) ¥ b=filw)} = f*

Por lo tanto f = \/ {(Pba;Pap) | a = fTfi(z) v b= fi(x)}. O

T€EA

La siguiente observacion es importante, pues mas adelante nos servira para dar ejemplos de
relaciones bicerradas con respecto a ‘H y contraejemplos para alguna situaciones.

Observacion 1.31. Sean A y B dos conglomerados parcialmente ordenados. De la Proposicion
1.30 tenemos para cada a € A y b € B, (Dap, Poa) € Gal(A, B), ademds Im(py,) = {0,a,1} y

Im(pap) = {0,0,1}.

En el caso de polaridades tenemos para U € p(A) yV € o(B), (puv,pvu) € Gal(p(A), p(B))
donde pyyv : p(A) — p(B) estd definida como

B si A =0
pU,V(A/) = { V st @ - A’ - U
0 si AU

ypvu : 9(B) — p(A) estd definida de forma similar. Por el Teorema 1.27 a esta polaridad
(puv,pvu) le corresponde la relacion R = {(a,b) e Ax B |bepyy({a})} =U x V.

1.3. Teorias de torsidon

En 1964 S. E. Dickson en [10], introduce la axioméatica de una teoria de torsiéon en una categoria
abeliana, demostrando que este concepto es equivalente a la nociéon de radical idempotente en el
sentido de Maranda, quien en 1964 en Injective Structures (ver [23|) introduce los conceptos de
prerradical, radical y radical de torsion (radical exacto izquierdo), demostrando que existe una
correspondencia biyectiva entre las Topologia de Gabriel del anillo y los radicales de torsion.
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Ademés, establece una correspondencia biyectiva entre las teorias de torsién hereditarias y los
radicales exactos izquierdos.

Las teorfas de torsion han mostrado ser ttiles en el estudio de médulos y anillos. Por ejemplo,
ellas ayudan a generalizar el concepto de localizacion de un anillo (ver Golan [17] y [18]) ¥
desde su introducciéon han habido muchas generalizaciones de este concepto, principalmente
considerando el subfuntor del funtor identidad asociado a alguna teoria de torsion, el cual
resulta ser un radical idempotente. La teoria general de prerradicales ha sido desarrollada por
Bican, et al (ver [5]) y por Raggi, et al (ver [29]). Una generalizacion més fue hecha por Barr en
[4], considerando una monada idempotente sobre una categoria (no necesariamente abeliana).
Otra nocion de teorias de torsion fué introducida por Cassidy, et al en [8]. Ellas consideradas
como una conexion de Galois inducida por la relacion H (también introducida por Dickson en
[10]), la cual esta definida como Hom 4(M, N) = 0 para objetos de la categoria A, junto con
una conexion de Galois sobre el conglomerado de clases de morfismos, la cual define pares de
subcategorias llamadas sistemas de prefactorizacion. En [27], Picado estudi6 ambas nociones y
la relacion entre ellas.

En esta seccion damos definiciones de clases de R-moddulos como clases de torsion y clases
libres de torsion, teorias de torsion y teorias de torsion hereditarias. A continuacién damos
algunas propiedades de cerradura para clases en una categoria abeliana (ver Apéndice A).

Definicion 1.32. ([9], Capitulo 2) Sea A una categoria abeliana bicompleta. Una clase
€ € p(A) es cerrada bajo:

1. Monomorfismos: Si dados M € ¢, N € R-Mod y un monomorfismo f: N — M,
entonces se tiene que N € € .

2. Epimorfismos: Si dados M € €, L € R-Mod y un epimorfismo g : M — L, entonces
se tiene que L € €.

3. Sumas directas: Si dada {My}ocn € € se tiene @ M, € €.

aEA

4. Productos directos: Si dada {M,}ocr € € se tiene [[ M, € €.

a€EA

5. Extensiones: Si dada una sucesion exacta 0 — N — M — L — 0 con N, L € €
se tiene M € €.

6. Para A= R-Mod. Cdpsulas inyectivas: Si M € € entonces E(M) € €.°

Con las propiedades de cerradura se definen las siguientes clases de objetos de A que son
importantes en nuestro trabajo.

Definicion 1.33. ([9], Capitulo 2) Sea A una categoria abeliana bicompleta. Una clase

€ € p(A) es:

1. Clase de pretorsion si es cerrada bajo epimorfismos y sumas directas.

5En una categoria abeliana no necesariamente hay capsulas inyectivas, pero en R-Mod si.
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2. Clase de torsion si es cerrada bajo epimorfismos, sumas directas y extensiones.
3. Clase libre de pretorsion si es cerrada bajo monomorfismos y productos directos.

4. Clase libre de torsion si es cerrada bajo monomorfismos, productos directos y exten-
siones.

5. Clase de pretorsion hereditaria si es cerrada bajo epimorfismos, monomorfismos y
sumas directas.

6. Clase de torsion hereditaria si es cerrada bajo monomorfismos, epimorfismos, sumas
directas y extensiones.

7. Para A = R-Mod. Clase libre de torsion hereditaria si es cerrada bajo cdpsulas
inyectivas, epimorfismos, productos directos y extensiones.

Notacion 1.34. Sea A una categoria abeliana bicompleta. Definimos los siguientes conglome-
rados:

1. T-tors ={T € p(A) | T es clase de torsion}.
2. L-tors ={F € p(A) | F es clase libre de torsion}.
3. T-torsh ={T € p(A) | T es clase de torsion hereditaria}.

4. L-torsh ={F € p(R-Mod) | F es clase libre de torsion hereditaria}.

La siguiente definicion de teorias de torsion aparece en el articulo de Dickson [10] "A torsion
theory for abelian categories”.

Definicion 1.35. Una teoria de torsion para una categoria abeliana bicompleta </ es una
pareja ordenada (T,F) de clases de objetos de o/ que satisface los siguientes aziomas:

1. TNnF ={0}.
2. T es cerrada bajo epimorfismos.
3. T es cerrada bajo monomorfismos.

4. Para cada objeto A € A existe una sucesion exacta 0 — T —> A — F — 0 con
TeTyFeF.

Mas adelante damos una equivalencia de esta definicién, la cual ademés nos dice coémo
generar teorias de torsion usando una conexion de Galois sobre p(.A).
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1.4. Prerradicales

Los prerradicales son muy importantes en nuestro estudio de relaciones bicerradas con respecto
a H, debido a la relaciéon que tienen con las clases de R-moédulos. En esta seccion damos la
definicion de prerradical y las propiedades bésicas del conglomerado de todos los prerradicales
sobre un anillo R, denotado R-pr. Presentamos dos operaciones binarias (producto y coproduc-
to) y se define un orden parcial sobre este conglomerado con lo que resulta una gran reticula
completa. Ademés definimos dos importantes tipos de prerradicales, alfa y omega. También
damos algunas correspondencias entre prerradicales, clases de modulos y teorias de torsion.

En este trabajo los anillos que consideramos son anillos asociativos con 1 (no necesariamente
conmutativos).

Definiciéon 1.36. Un prerradical o sobre el anillo R es una asignacion o : R-Mod — R-Mod
que cumple: para cada M € R-Mod se tiene que (M) < M y para todo R-homomorfismo
f: M — N se tiene que f(o(M)) < o(N); esto induce un funtor que es un subfuntor del
funtor identidad en R-Mod.

Denotamos con R-pr el conglomerado de todos los prerradicales sobre R.

Observacion 1.37. Aunque en la literatura R-pr se considera como una clase (ver [29]), en
esta tesis es un conglomerado, puesto que todo prerradical sobre un anillo R es una subclase de
la clase (R-Mod)? (ver Apéndice C). Ademds esta consideracion hace que nuestros resultados
sean congruentes con los isomorfismos que obtendremos mds adelante.

Observacion 1.38. Sea 0 € R-pr, entonces o(R) siempre es un ideal (bilateral) de R. Como
ejemplo tenemos el ideal J(R), que es el radical de Jacobson del anillo R.

Definicion 1.39. Sea 0 € R-pr. El coprerradical de o es la asignacion ¢* : R-Mod —
R-Mod definida como o*(M) := M/o(M), el cual a cada morfismo f : M — N le asigna el
morfismo o*(f) : M/o(M) — N/o(N). Por lo tanto o induce el funtor o*.

En la siguiente proposiciéon vemos el comportamiento de los prerradicales sobre R con res-
pecto del producto directo y suma directa. En este trabajo, cada vez que mencionemos a una
familia de R-modulos, esta siempre estaré indicada por un conjunto.

Proposicion 1.40. Sea 0 € R-pr y {M,}aea € R-Mod, entonces se tiene que:

1. o(@ M) = @ o(M.).

a€EA aEA
2. o([] Ma) < ] o(M.).
a€A a€EA

Demostracion. Sean {M,}aen € R-Mod y o € R-pr:

1. Para cada § € A tenemos la inclusion canodnica 15 : Mz — € M, y la proyeccion
a€A
canodnica pg : @ M, — Mjz. Entonces para cada € A tenemos que
acl
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tp(0(Mpg)) < U(QGGBAMQ : (1)
y p6(0<a€A Ma)) < o(Mp), (2)

Demostraremos la igualdad por doble contencion:

<) Sea v € a( P M,) < @ M,. Por (2) para todo 5 € A, pg(p) € o(Mp). Por lo tanto

acl aEA
v e @ o(M,). Luego (P M,) < @ o(M,).
acl a€cl acl
>) Sea ¢ € Po(M,) < @ M, Dado que sop(¢) es finito, podemos escribir:
acA agl
© = Y ta,(Pa,(¢)), donde sop(¢) = {ai,...,an}, como ¢ € P o(M,) sucede para
k=1 acl

cada coordenada que ¢z = pg(p) € o(Mp). Por (1) para cada k € {1,...,n} tenemos
que g, (vs,) € o(EP M,). Por lo tanto ¢ = > ta,(¢a,) € (D M,). Por lo tanto

aEA k=1 a€el

o(@ M) 2 @ o (M)

2. Para cada € A consideramos las proyecciones canonicas pg : [[ My — Mps. Sea ¢ €

acl
o([] Ma,), entonces tenemos que ps(o( [[ Ma)) < 0(Mg), de donde pg = pg(p) € o(Mp)
acl acl
para cada € A, luego ¢ € [] o(M,). Por lo tanto o( [[ M.) < [] o(M,).
aEA acA a€A

En R-pr describimos un orden parcial < como:
o < 7 siy solo para toda M € R-Mod (M) < 7(M)
de esta forma (R-pr, ) es un conglomerado parcialmente ordenado (gran copo). Ademaés:
1. Existe el infimo de o y 7 que se puede describir como:
(e ANT)(M) =o(M)NT(M) para toda M € R-Mod.

También podemos describir el infimo arbitrario para {o, }acc € R-pr como ( A\ 0,)(M) =
aeC
(N oa(M) para toda M € R-Mod, con C una clase.’

ael
2. Existe el supremo de o y 7 que se puede describir como:

(e VT)(M)=0(M)+ (M) para toda M € R-Mod.

También podemos describir el supremo arbitrario para {o, }acc € R-pr como ( \/ 0,)(M) =

ael
> 04(M) para toda M € R-Mod, con C una clase.
ael
Proposicion 1.41. [29] (R-pr, <, A, V) es una gran reticula completa.” 0J

6 Aunque C es una clase, se puede describir el infimo arbitrario de {04 }aec € R-pr pues existe un conjunto A

tal que ( A\ oo)(M) = ( A\ 0a)(M) ya que para toda M € R-Mod, {c,(M) | a € C} siempre es un conjunto.
aeC a€EA
De forma similar se describe el supremo arbitrario.

"Recordemos que R-pr siempre es un conglomerado.
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Notacion 1.42.

1. Para cada o,7 € R-pr, podemos definir el intervalo

lo.7]:=={n€Rpr|o=<xn=<7}
2. Sean A y B clases. Sea F': A — B una asignacion y B' C B, denotamos

F(B):={AecA| F(A)eB).

Vamos a definir dos tipos de prerradicales: alfa y omega que son muy importantes en el
estudio de los prerradicales, ya que todo prerradical es supremo de prerradicales alfa e infimo
de prerradicales omegas.

Definicion 1.43. (|29], Definicion 4) Sea M € R-Mod y N < M, definimos para cada
K € R-Mod los siguientes prerradicales:

1L aff(K)=>{f(N) | f: M — K}.
2. WwM(K) =9 (N) | g: K — M}.

Recordemos que para todo M € R-Mod, Try() v Reju() son prerradicales que estan
definidos como Trp (K) =Y {Im(f) | f: M — K}y Reju(K) = ({ker(g) | g : K — M},
asi estos dos prerradicales son o} y wi! respectivamente.

Definicion 1.44. Sea M € R-Mod y N < M. Se dice que N es un submddulo totalmente
invariante con respecto a M si para todo f € Hompg(M, M) se tiene que f(N) < N.

Notemos que si N es un submoédulo totalmente invariante de M entonces aX (M) = N y

wM (M) = N. En la siguiente proposicion se describen los submoédulos totalmente invariantes y

su relacion con los prerradicales.

Proposicion 1.45. [29] Sea M € R-Mod. Entonces N es un submddulo totalmente invariante
de M si y solo si existe o € R-pr tal que (M) = N. O

Observacion 1.46. Sea gl <pr R, entonces I es totalmente invariante en R si y solo si I es

ideal bilateral de R.

Proposiciéon 1.47. [29] Sea M € R-Mod y N un submddulo totalmente invariante de M.

Tenemos que o(M) = N si y solo si X <o < Wi O
De la proposicién anterior tenemos que oY’ es el menor prerradical que le asigna a M el
M

submoédulo Ny wjy es el mayor prerradical con la misma propiedad. Ademas para todo
o € R-pry todo M € R-Mod se tiene que o(M) es un submodulo totalmente invariante de M.

Los prerradicales alfa y omega son muy importantes en teoria de prerradicales pues todo
prerradical se puede ver como supremo de prerradicales alfa e infimo de prerradicales omega.
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Proposicion 1.48. Sea 0 € R-pr, entonces o puede escribirse como

o=\ =/ @i

MeR-Mod MeR-Mod

O

En R-pr existen cuatro operaciones clasicas, A, V, -y :, ya dimos las dos primeras, ahora
damos las otras dos.

Definicion 1.49. ([29], Definicion 2) Sean o, 7 € R-pr.
1. El producto de o y 7 como (o7)(M) := o(7(M)) para toda M € R-Mod.

2. El coproducto de o y T como (o : 7)(M) es el submddulo de M tal que
(0 :7)(M)/o(M) = 7(M/o(M))
para toda M € R-Mod.
De la definicién anterior, para todo M € R-Mod y 0,7 € R-pr, tenemos que el coproducto

de o, 7 esta definido como (o : 7)(M) = p (T(M/o(M))). Esto se puede ver en el siguiente
diagrama.

| |

0—=0o(M)—(0:7)(M)—>7(M/o(M)) —0
(M)C M M/o(M)——0

0——o0

Observacion 1.50. La operacion coproducto también puede ser llamada pullback o producto
fibrado, pues cumple con la propiedad universal. Como podemos ver, (o : 7)(M) es un pullback
del siguiente diagrama:

7(M/o(M))

|

M——M/o(M)

Para todo 0,7 € R-pr se tiene que o7 0 X (0:7) ¥y o7 <7 < (0 :7) lo que implica que
oT X 0AT < 0oVT =< (0:7),ademas en general el producto y coproducto no son conmutativos
pero si son asociativos.

A continuacion presentamos algunos tipos de prerradicales que son muy importantes, pues
algunos de ellos estan en correspondencia biunivoca con clases de torsion, clases libres de torsion
y teorias de torsion.

Definicién 1.51. [29] Sea 0 € R-pr, o se llama:
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1. Radical si para cada M € R-Mod se tiene que o(M/o(M)) = 0.
2. Idempotente si para cada M € R-Mod se tiene que o(a(M)) = o(M).

3. Exacto izquierdo si para cada sucesion evacta 0 — M — N — L — 0, la sucesion
0 —o(M)— o(N) — o(L) es exacta.

4. t-radical si para cada M € R-Mod se tiene que o(M) = o(R)M.

Tenemos que o es radical si y solo si es idempotente con respecto al coproducto, es decir,
para toda M € R-Mod tenemos que (o : 0)(M)/o(M) = o(M/o(M)) = 0 lo cual significa que
(0:0)(M)=0c(M).

Notacién 1.52. Denotamos con:
1. R-idem el conglomerado de todos los prerradicales idempotentes sobre R.
2. R-rad el conglomerado de todos los radicales sobre R.
3. R-radidem el conglomerado de todos los radicales idempotentes sobre R.
4. R-lep el conglomerado de todos los prerradicales exactos izquierdos sobre R.

5. R-trad el conglomerado de todos los prerradicales exactos derechos sobre R.

Para cada I < R ideal y M € R-Mod tenemos af(R) = I y af(M) = IM = of(R)M, por

lo tanto o es un t-radical.

Proposicion 1.53. ([36], Proposicion 1.7) o € R-pr es exacto izquierdo si y sdlo si para todo
M € R-Mod y N < M se tiene que o(N) =o(M)NN. O

Observacion 1.54. Sea 0 € R-pr ezacto izquierdo, luego para toda M € R-Mod, o(M) < M
lo que implica que o(o(M)) = o(M)No(M) = o(M), es decir, todo prerradical exacto izquierdo
es idempotente.

Sea o t-radical, luego para toda M € R-Mod se tiene que o(M/o(M)) = I(M/IM) =0 con
I =0(R), es decir, todo t-radical es radical.

En el capitulo 4 obtendremos conexiones de Galois is6tonas sobre R-radidem, donde la parte
residuada y residual de algunas de ellas son un producto y coproducto respectivamente, luego
las siguientes proposiciones no son tutiles para este proposito.

Proposicion 1.55. ([29], Teorema 8) Sean 7 € R-pr y {04 }acc C R-pr. Entonces

1. ( oa)7 =V (0a7).

aeC aeC

2. (1: N\ o) = N (7:04). O

aeC aeC
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Proposicion 1.56. ([36], Capitulo VI) Dado o € R-pr son equivalentes:
1. o preserva epimorfismos.
2. Para toda M € R-Mod, se tiene que o es t-radical.
3. 0 =al con I ideal de R. 0

Proposicion 1.57. ([36], Capitulo VI) Sean 0,7 € R-idem, entonces (o : 7) € R-idem. O
Proposiciéon 1.58. ([36], [23] § 4, Proposicion 1) Sean 0,7 € R-rad, entonces ot € R-rad. [

Definicién 1.59. ([30], Definicion 3.1) Sea 0 € R-pr. Definimos totalizador t(c) de o como:
t(o) = N{r € A;}, donde A, ={r € Rpr | (o :7)=1}.

Notemos que para todo o € R-pr se tiene que (o : t(0)) = 1 y para todo ideal I < R
tenemos que el totalizador de aff es t(af)(M) = {m € M | Im =0} con M € R-Mod.

Proposicién 1.60. Sea I < R un ideal, entonces t(alt) = agﬁ.

Demostracion. Sean N € R-Mod y n € t(aft)(N) luego In = 0 por lo tanto n = (1+1)n lo que
implica que n € a};%(]\f) pues para d, : R/I — N tenemos que d,(1+ 1) = (1 + I)n = 1In.
Por lo tanto ¢(af')(N) < aj);(N).

Sea n € aﬁ%(N), entonces n = (1 + I')n lo que implica que In = 0 por lo tanto n € t(a®)(N)

y agyr(N) < taf)(N).

Por lo tanto t(af) = agﬁ. O

De la proposicion anterior se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 1.61. Sea I < R ideal, entonces t(aff) = Homg(R/I, ).

Demostracion. Sean I < R un ideal, lo que sigifica que R/I es un R-bimo6dulo y por lo tanto
para toda M € R-Mod, Homg(R/I, M) € R-Mod.

Sea N € R-Mod, ¢ : Homg(R/I,N) — t(af)(N) dada como o(f) = f(1+1) y
Y t(ad)(N) — Hompg(R/I, N) dada como ¢ (z) = d,.

Sea f € Homp(R/1, N), luego $(p(f)) = 6(f(1+ 1)) = Tz = /.
Sea z € t(al)(N), luego p(¥(z)) = ¢(d,) = d(1 + 1) = (1 4+ Iz = .

Por lo tanto v = Id y o = Id. O]

De la proposicion anterior tenemos que para cada ideal I de R, t(af) es exacto izquierdo.



28 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definiciéon 1.62. Sean o,7 € R-pr:

1. Potencias: o' = 0,02 = 00,--- ,0"™ = go™ para toda n € N. Para X + 1 un ordinal
sucesor definimos o = go?, para X\ un ordinal limite se define o* = )\ o”.
B<X
Podemos considerar el prerradical & := N\ o, donde OR es la clase de todos los
AEOR
ordinales.

2. Copotencias: 11y = 7, T2y = (T : T), -+, Tm) = (T : Tw—1)) para toda n € N. Para
un ordinal sucesor A + 1 definimos T(x41) = (T : T(n)), para A un ordinal limite se define
o0 = V T

B<A
Podemos considerar el prerradical 7:= \/ 7.8
AEOR

Para cada prerradical o existe el mayor idempotente por debajo de o como se puede ver en
la siguiente proposicion.

Proposicion 1.63. ([36], Capitulo VI) Dado o € R-pr resulta:
1. 0 < o.

es un prerradical tdempotente.

Q)

2.

Q)

3. 0 es el mayor idempotente por debajo de o. 0

Para cada prerradical 7 existe el menor radical por encima de o como se puede ver en la
siguiente proposicion.

Proposicion 1.64. ([36], Capitulo VI) Dado T € R-pr resulta:

A

1. 7XT.

2. T es un radical.

al

3. T es el menor radical por encima de T. 0]

il

Proposicion 1.65. ([36], Capitulo VI) Sea o0 € R-pr resulta:
1. Si o es idempotente, G también lo es, es decir, es radical idempotente.

2. Si o es radical, ¢ también lo es, es decir, es radical idempotente. [l

8A este tipo de construccién de prerradicales 7 y 7 se le llama construcciones de Amitsur, ver [17], [18] y
[36].
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Para cada ideal I de R y para cada M € R-Mod tenemos que
ap(M) = I’M = I(IM) = af (IM) = o' (af (M)) < af (M)

or consigulente tenemos que « i1 < a7, para toda n € N. esto induce la cadena de prerradi-
In+l = =7 ;
cales

04...404?4...4(1“4...4@%%0&?#1

Recordemos por la Definicion 1.62 que (aff)"™ = af(af)" para toda n € N. Esto motiva

la siguiente proposicion.

Proposicién 1.66. Sea I < R un ideal. Entonces (af)" = off, para toda n € N.

Demostracion. Sean I < R un ideal y M € R-Mod. Tenemos que para n = 1 la afirmacion es
cierta. Supongamos que se cumple para n = k, luego por hipoétesis de inducciéon tenemos que
(af)* = aft, de esto tenemos las siguientes igualdades

(ag) (M) = o' (o))" (M) = o' (agi (M) = I(I*(M)) = I*"/(M) = s (M).

Por lo tanto para toda n € N se cumple (af)" = af,. O

También para cada ideal I de R y para cada N € R-Mod tenemos que t(af’) < t(afh) pues
sir € t(aff)(N) entonces I*r = I(Ir) = I0 = 0, por lo tanto r € #(af)(N). Luego tenemos la
cadena de prerradicales

0stlar) S tlaft) < - < tafh) S - s tlaff) S - - < 1
Recordemos de la Definicién 1.62 que t(aft) ) = (t(af) : t(af) 1)), donde n € N.

Proposicion 1.67. Sea I < R ideal. Entonces t(af) ) = t(af), con n € N.

Demostracion. Sean I < Ridealy M € R-Mod. Paran = 1 la afirmacioén es cierta. Supongamos
que es cierta para n = k, luego t(aft) 1) = (E(af), t(ad) ) v

(t(ag) = tag)) ) (M) /t(af) (M) = t{ar) a (M/t(af)(M))
= {m +t(af) (M) | I*(m +t(af)(M)) = t(a7) (M)}
={m € M | I*m < t(a')(M)}/t(a]) (M)
={m e M | I'*"'m = 0}/t(a7")(M)
= t(agin) (M) /t(a7') (M)
Por lo tanto t(af) 1) = (H(af) : t(ak)) = t(ak,).

Concluimos para toda n € N que t(aff)) = t(afh). O

El siguiente lema es importante porque lo vamos usar en algunas demostraciones.
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Lema 1.68. [22| Sea A una categoria abeliana. Sean A, A', B, B',C,C" € A. Supongamos que
tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

0 A B C 0

ook

0 A B’ C’ 0

1. Si f y g son isomorfismos entonces h también lo es.
2. Si f y h son isomorfismos entonces g también lo es.

3. Si g y h son isomorfismos entonces f también lo es. 0

De las proposiciones 1.66 y 1.67 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 1.69. Para un ideal I < R son equivalentes:
1. I es idempotente.
2. af es idempotente.
3. t(ak) es radical.

Demostracion. 1< 2) Se deduce de la Proposicion 1.66.

1 = 3) Sea I < R un ideal idempotente, ya tenemos que (t(af) : t(af)) = t(ak), como I es
idempotente por hipotesis, t(af) = t(aft). Por lo tanto t(af) es radical.

3 = 1) Sea t(af') radical, luego t(af) = (t(af) : t(af)) = t(ak), se sigue que para todo
M € R-Mod, t(af)(M) = t(ak)(M), en particular R/I = t(af)(R) = t(aft)(R) = R/I?de

esta forma tenemos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas:

0 I R R/I 0
0 r R R/I?—=0

Por el Lema 1.68 tenemos que la inclusion ¢ es un isomorfismo, es decir, 7 es la identidad y por
lo tanto 1% = 1. O

Proposicion 1.70. ([36], Capitulo VI) Sea o € R-pr, entonces existe el mayor prerradical
exacto izquierdo por debajo de o, al cual denotamos como 0.

1.5. Prerradicales y clases de R-modédulos

Puesto que el concepto de teorias de torsion es equivalente a la nocion de radical idempotente en
el sentido de Maranda [23| (también ver [36], Cap. VI, Proposiciones 2.3 y 2.4), en esta seccion
veremos como se relacionan estos dos conceptos. Por consiguiente damos un isomorfismo entre
los conglomerados R-radidem y T -tors, y otro entre los conglomerados R-radidem y L-tors.
Estos isomorfismos los usamos para describir los cerrados de algunas conexiones de Galois
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entre T-tors y L-tors y para obtener un isomorfismo de orden entre las relaciones bicerradas
con respecto a H y todas las conexiones de Galois isotonas sobre R-radidem. Esto tltimo
nos ayuda, en el caso particular de un anillo semisimple artiniano, a determinar la estructura
reticular del conglomerado Gal(T-tors, L-tors).

En la siguiente proposicion se dan dos asignaciones, una de p(R-Mod) a R-idem y otra de
o(R-Mod) a R-rad.

Proposicion 1.71. (|30], Proposiciéon 2.1) Sea € € p(R-Mod). Entonces:

1.\ bt es idempotente y \/ ol = \/ adf donde T es la menor clase de torsion que
Me% Me% MeT
contiene a 6, es decir, si 6 es clase de torsion, entonces \/ odt es radical idempotente.
Me%
N N N N
2. N\ wy esradical y N\ w) = N\ wy donde F es la menor clase libre de torsion que
Ne% Ne¥% NeF
contiene a €, es decir, si 6 es clase libre de torsion, entonces )\ w{ es radical idempo-
Ne&
tente.
O

A cada prerradical le podemos asociar dos clases de R-mo6dulos como lo vemos en la siguiente
definicion (ver [29)]).

Definicion 1.72. Sea 0 € R-pr. Definimos las siquientes clases de R-mddulos:
1. T, ={M € R-Mod | (M) = M}.
2. F, ={N € R-Mod | 6(N) = 0}.
La definicion anterior nos induce dos asignaciones entre el conglomerado de todos los pre-

rradicales sobre R y el conglomerado de todos las clases de R-mo6dulos:

1. La asignacion o +— T, preserva el orden; Sean 0,7 € R-pr tales que o < 7y M € T,
entonces M = (M) < 7(M) < M esto implica que 7(M) = M, por lo tanto M € T, y
T, CT,.

2. La asignacion o — [F, invierte el orden; Sean 0,7 € R-pr tales que 0 < 7y N € F,
entonces o(N) < 7(N) = 0 esto implica que o(NN) =0, por lo tanto N € F, y F, CF,.

Proposicion 1.73. ([36], Capitulo VI, Proposicion 1.4) Sea o € R-pr. Entonces:
1. T, es una clase de pretorsion.
2. F, es una clase libre de pretorsion

En general las asignaciones de la definicién 1.72 no son inyectivas como veremos en las
siguientes dos proposiciones.
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Proposicion 1.74. Sea 0 € R-pr, entonces T, = Ts.
Demostracion. 2) Sea M € Ty, luego M = o(M) < o(M), por lo tanto o(M) = M lo que
implica que M € T, y Tz CT,.

C) Sea M € T,, luego o(M) = M, 0?>(M) = o(M) = M. Supongamos que c*(M) = M,
entonces oMY (M) = o*o(M)) = c*(M) = M.

Si A es un ordinal limite y suponemos (M) = M para todo 8 < )\, entonces

(M) = (N o*) (M) = () (M) = M

B<A B<A

se ha demostrado por induccién transfinita que para todo A € OR que o(M) = M.

Por lo tanto o(M) = ( A\ o*)(M) = M, es decir, M € Tg. Por lo tanto T, C Tj. O
AEOR

Proposicion 1.75. Sea 7 € R-pr, entonces F, = [F~.

Demostracion. Sea N € Fz, luego 7(N) < 7(N) = 0 pues 7 < 7 lo que implica que 7(N) = 0.
Por lo tanto N € F, y F, D F-.

Sea N € F. entonces 7(IN) =0, 7(2)(N) = 0 pues (7 : 7)(N)/7(N) = 7(N/7(N)) = 7(N) = 0,
supongamos que 7y(N) = 0, entonces 7(x41)(IN) = (7 : 7)) (IN) = 0 pues

(71 70)(N)/T(N) = 700 (N/T(N)) = 73 (N) = 0

Si A es un ordinal limite y suponemos que 75 (N) = 0 para toda 3 < A entonces

Ty (N) = (\/ 75)(N) = D7) (N) = 0

B<A B<A

se ha demostrado por induccién transfinita que para todo A € OR que 75 (N) = 0.

Por lo tanto 7(N) = (/' 7(5))(IV) = 0, es decir, N € F~. Por lo tanto F. C Fx. O
AeOR

Proposicion 1.76. Existe un isomorfismo de orden entre R-radidem y T -tors.

Demostracion. El isomorfismo esta dado por las asignaciones ® : R-radidem —> T-tors y
U : T-tors — R-radidem definidas como ®(c) = T, y ¥(T) = \/ il
MeT

® y U preservan el orden. Por la Proposiciéon 1.74 al ser 0 = 7 resulta que ® es inyectiva.
De la Proposicion 1.73 tenemos que T, es una clase de pretorsion, la cual demostraremos que
también es cerrada bajo extensiones; sea 0 — N — M — L — 0 una sucesiéon exacta con
N,L €T,, M € R-Mod. Como o es radical idempotente tenemos que M /o (M) es un moédulo
libre de torsion, consideremos el funtor contravariante Homg( , M/o(M)), luego tenemos la
sucesion exacta

0 — Hompg(L, M/o(M)) — Homg(M, M /o(M)) — Hompg(N, M /co(M))
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donde 0 = Hompg(L, M/o(M)) = Hompg(N, M/o(M)) por lo tanto Homg(M, M/o(M)) = 0,
esto implica que M = (M) y por lo tanto M € T,.

Concluimos que ®(0) es una clase de torsion. De la proposicion 1.71 tenemos que

U(T) = V olf es un radical idempotente. De lo anterior tenemos que ® y ¥ son isomor-
MeT
fismos uno el inverso del otro. O

Proposicion 1.77. Existe un anti-isomorfismo de orden entre R-radidem y L-tors.

Demostracion. El anti-isomorfismo esta dado por las asignaciones @' : R-radidem — L-tors
y W' : L-tors — R-radidem definidas como &' (1) =TF, y ¥'(F) = A w{.
NEF

&’ yv U invierten el orden. Por la proposicion 1.75, &’ es inyectiva y por la proposiciéon 1.73
[, es una clase libre de pretorsion, demostraremos que también es cerrada bajo extensiones;
sea 0 — N — M — L — 0 una sucesion exacta con N,L € F., M € R-Mod. Como
7 es radical idempotente tenemos que 7(M) es un modulo de torsion, consideremos el funtor
covariante Hompg(7 (M), ), luego tenemos la sucesion exacta

0 — Hompg(N, M/7(M)) — Hompg(M, M/7(M)) — Hompg(L, M/7(M))
donde 0 = Hompg(o(M), N) = Hompg(c(M), L) por lo tanto Hompg(o (M), M) = 0, esto implica
que 7(M) =0y por lo tanto M € F..

Concluimos que ®'(7) es una clase libre de torsion. De la proposicion 1.71 tenemos que

U/(F) = A w} esunradical idempotente. De lo anterior tenemos que ® y ¥’ son isomorfismos
NeF
uno el inverso del otro. O

De las dos proposiciones anteriores tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 1.78. (|36], Capitulo VI) Sea (T,F) una teoria de torsion, entonces \/ alt =
MeT

O

N\ wi, es decir, es un radical idempotente.
NeF

De las proposiciones anteriores tenemos la siguiente correspondencia.

Proposicion 1.79. ([36], Capitulo VI) Eziste una correspondencia biunivoca entre el conglo-
merado de todos los radicales idempotentes y el conglomerado de todas las teorias de torsion.

Demostracion. De la Proposicion 1.78 tenemos que a cada teoria de torsion le corresponde
un unico radical idempotente. Sea o € R-radidem. Sea M € T, N[F,, esto implica que M =
o(M)=0.Sea M € T, y g: M — L un epimorfismo, se sigue que L = g(M) = g(o(M)) <
o(L) < L. Por lo tanto L € T,. Sea N € F, y f: M — N un monomorfismo, se sigue que
f(o(M)) <o(N)=0. Por lo tanto o(M) =0y M € F,.

Sea M € R-Mod, luego existe la sucesion exacta 0 — o(M) — M — M/o(M) — 0
cono(M)eT,y M/o(M) € F,. Por lo tanto (T,,F,) es una teoria de torsion O
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Proposicion 1.80. ([36], Capitulo VI) Dado o € R-pr, son equivalentes:
1. o es exacto izquierdo.

2. Para toda M € R-Mod y para todo N < M se tiene que o(N) = N No(M).

3. o es idempotente y T, es cerrada bajo monomorfismos. O

Las siguientes correspondencias las usamos para caracterizar a los prerradicales exactos
izquierdos que preservan productos como un funtor Homg(L, ), pues los usaremos para generar
relaciones bicerradas con respecto a H.

Proposicion 1.81. (|36], Capitulo VI) Eziste una correspondencia biunivoca entre R-lep y el
conglomerado de todas las clases de pretorsion hereditarias. 0

Proposicion 1.82. ([36], Capitulo VI) Eziste una correspondencia biunivoca entre el conglo-
merado de los radicales exactos izquierdos (R-lepN R-rad) y el conglomerado de todas las clases
(teorias) de torsion hereditarias. O

Notacion 1.83. Sea I un ideal izquierdo de R y sea a € R. Denotamos con (I : a) al ideal
izquierdo {r € R | ra € I}.

Definicion 1.84. Una familia £ de ideales izquierdos del anillo R se llama filtro lineal si
cumple las siguientes condiciones:

1. SileZ yl CJ entonces J € L.
2. 8i1,J e X, entonces I NJ e L.
3. Sile?, ac R entonces (I :a) € L.

Denotamos con Z-fil al conjunto de todos los filtros lineales de R.

Proposicion 1.85. Sea I < R un ideal, entonces £ = {pJ < R | I C J} es un filtro lineal
generado por I.

Demostracion. Sea I < R un ideal,
1. Sea J e &y JCJ, entonces I C J C J'. Por lo tanto J' € Z;.
2. Sean J,J' € &, luego I C JNJ'. Por lo tanto J N J' € Z.

3. Sean J € Ly a € R. Sear € I, entonces ra € I, esto implica que r € (J : a). Por lo
tanto I C (J : a), esto implica que (J : a) € .

Conluimos que .Z; es un filtro lineal. n
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Definiciéon 1.86. Sean M € R-Mod y m € M. El anulador de m en R, es el ideal izquierdo
{r € R | rm = 0} que es denotado como ann(m). Y el anulador de M en R es el ideal

izquierdo () ann(m) que es denotado como ann(M).
meM

Teorema 1.87. (|36], Capitulo VI) Hay una correspondencia biunivoca entre el conglomerado
de todas clases de pretorsion hereditarias y el conjunto de todos los filtros lineales de R.

Demostracion. Las asignaciones que dan la correspondencia biunivoca estdn dadas como:
1. T— & ={rI < R|R/I €T}
2. —Tye={M € R-Mod |V me M, ann(m) € L}.
O

Observemos que el conglomerado de todas las clases de pretorsion hereditarias puede con-
siderarse como un conjunto, esto como resultado del teorema anterior.

Proposicion 1.88. Eziste una correspondencia biunivoca entre el conjunto de todos filtros
lineales generados por un ideal y el conglomerado de todos los prerradicales exactos izquierdos
tales que sus de clases de pretorsion hereditarias correspondientes son jansianas (son cerradas
bajo productos directos).

Demostracion. Sea £ € %-fil generado por I < R, por el Teorema 1.87 a .Z7 le corresponde
una unica clase de R-moédulos T¢, que es de pretorsion hereditaria, falta ver que es cerrada
bajo productos directos.

Observemos que si M € Ty, entonces ann(m) € £ para toda m € M lo que significa

que I C ann(m) para toda m € M, por lo tanto IM < ann(M)M = 0 y como consecuencia
Ty, ={M € R-Mod | IM = 0}.

Sea {My}aen € Ty, entonces IM, = 0 para toda a € A, por lo tanto I( [[ M,) =
acA

[T IM, = 0. Concluimos que [[ M, € Ty, v T, es cerrada bajo productos directos.
aeA a€N

Sea T una clase de pretorsion hereditaria cerrada bajo productos directos. Por el Teorema
1.87 a T le corresponde un tnico filtro lineal Z7. Falta ver que £t esta generado por un ideal.

Tenemos que %1t = {I < R | R/I € T}. Consideremos Iy = [ -Zr y veamos que Iy € 2.

Para cada I € %1 tenemos que R/I € T. Consideremos el diagrama:
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f es inducida por la propiedad de universal del producto directo con

ker(f) = ﬂ ker(my) = ﬂ I =1

IeYr Iesy

Por el primer Teorema de isomorfismo tenemos que R/Iy = Im(f) < ][] R/I es decir,
1€y
existe un monomorfismo

R/Iy — Im(f) — [] R/I

Ier

como T es cerrada bajo monomorfismos y productos tenemos que [[ R/I € Ty R/Iy € T, lo
S%y
que significa que Iy € Zr, es decir, £t tiene elemento menor y es Ij.

Demostraremos: £ = &7, .

C) Sea I € 4, entonces por la definicion de Iy tenemos que Iy C I lo que implica que
I € &4, Por lo tanto %1 C .Z,.

D) Sea I € ., entonces Iy < I y tenemos un epimorfismo R/ly — R/I. Como R/Iy € T
entonces R/I € T lo que significa que I € Z. Por lo tanto %1 2 .%,.

Por lo tanto .21 = .&,. O

1.5.1. Ideales puros

Los resultados que presentamos en esta seccion los usamos para caracterizar a los prerradicales
exactos como un producto tensorial, puesto que esto nos ayudaré cuando con pares adjuntos
generemos relaciones bicerradas con respecto a H.

Recordemos que un R-modulo M es plano si el funtor ~ ®gz M es exacto.
Proposiciéon 1.89. ([15], Proposicion 4.12) Sea I < R un ideal derecho. Son equivalentes:

1. R/I es plano.

2. Para todo M € R-Mod y N < M se tiene que IN = NN IM.

3. Para todo J < R se tiene que IJ =1MNJ.

4. Para cada r € I se tiene que r € Ir. U]

De la proposiciéon anterior tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.90. Sea I < R tal que R/I es plano, entonces I es idempotente.

Demostracion. Sea I < R un ideal tal que R/I es plano, en la Proposicion 1.89 tenemos que
para todo M € R-Mody N < M, IN = NNIM, en particular para [ tenemos I =1NI = 1.
Por lo tanto I es idempotente. O
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Hacemos notar que todo prerradical preserva monomorfismos. Los prerradicales que pre-
servan epimorfismos son aff con I < R ideal, por lo tanto para demostrar que ol es exacto

derecho basta demostrar que es exacto izquierdo.

Definiciéon 1.91. Sea I un ideal (bilateral) de R. Decimos que I es un ideal puro si y sélo si
para todo tdeal J < R se tiene que [J =1NJ.

Proposicion 1.92. I < R es un ideal puro si y sélo si ol es exacto.

Demostracion. =) Sean M € R-Mod y N < M, entonces como I es puro, por la Proposicion
1.89 tenemos que
o (N)=IN=NNIM = Nnaf(M).

Debido a la Proposicién 1.53 af es exacto izquierdo y como es un t-radical preserva epi-

morfismos lo que implica que ol es exacto.

<) Sea alt exacto, entonces para toda M € R-Mod y N < M tenemos que

IN =a(N)=Nnao(M)=NnIM

por lo tanto de la Proposiciéon 1.89 tenemos que I < R es puro. O
Corolario 1.93. Sea o un prerradical exacto, entonces o = aft con I < R ideal puro. 0]

Proposicion 1.94. Sea I < R un ideal puro, entonces af =1 ®p .
Demostracion. Por hipotesis I es puro y por lo tanto aff es exacto, por el Teorema B.4,

ol ~ [ ®p  para algin L € R-BiMod pues los prerradicales preservan coproductos. Lue-

go tenemos que off 2 off(R)@p  =1®x . O

Los siguientes lemas los usamos para dar un isomorfismo natural entre R/I ®z y un
prerradical para cuando generemos relaciones bicerradas con pares adjuntos.

Lema 1.95. ([15], Lema 4.11) Si I < R es un ideal derecho entonces:

1. Para cada R-mddulo izquierdo M existe un isomorfismo ¢y : R/I Qg M — M/IM tal
que para cadar+1 € R/I ym € M se tiene que oy ((r+1) @ m) =rm + IM.

2. Para cada morfismo f : N — M exziste un morfismo f#* : N/IN — M/IM tal que el
siguiente diagrama conmuta:

R/I®f

R/I®r N R/I@r M
lSON \LSOM
f#
N/IN M/IM
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De la Proposicion 1.61 y el Lema 1.95 tenemos el siguiente lema, con el cual caracteriza-
mos a cada elemento del par adjunto (R/I ®z _,Hompg(R/I, )) como un coprerradical y un
prerradical, donde [ es ideal bilateral de R. Recordemos que t(o) es el totalizador de o € R-pr.

Lema 1.96. Para cada ideal I de R, existen los isomorfismos naturales:
1 (o)~ R/T®p_.
2. t(a®) = Homg(R/I,_).

Del lema anterior tenemos que para cada ideal I < R, ((af)*, t(af)) : R-Mod — R-Mod es
par adjunto. En el siguiente resultado tenemos una caracterizacion de los prerradicales exactos
izquierdos que preservan productos directos, para este propoésito usaremos la correspondencia
entre filtros de ideales generados por un ideal y prerradicales exactos izquierdos que preservan
productos.

Proposicion 1.97. Sea 0 € R-lep que preserva productos directos, entonces existe un ideal
I < R tal que o = t(at). En particular o = Homg(R/I, ).

Demostracion. Sea o € R-lep, entonces por la Proposicion 1.81, T, es clase de pretorsion
hereditaria cerrada bajo productos a la cual le corresponde un filtro lineal .Z; generado por un
ideal I < R.

Por la correspondencia biunivoca de las Proposiciones 1.82 y 1.88 tenemos que o es tal que

T,={M |VmeM, ann(m) € £} ={M € R-Mod | IM =0} = R/I-Mod.
esto significa que para toda M € R-Mod, o(M) = M/IM.

En la Proposicién 1.61 tenemos que t(af) =2 Homp(R/I, )y por lo tanto es un prerradical
exacto izquierdo que preserva productos lo que significa que

Tyury = {M € R-Mod | t(af)(M) = M} = {M € R-Mod | IM =0} =T,

por la correspondencia biunivoca entre filtros lineales generados por un ideal y prerradicales ta-
les que su clase de pretorsion hereditaria es cerrada bajo productos tenemos que o = t(aft). Por
lo anterior y por el Teorema B.8 (Watts-Eilenberg) tenemos que para cada prerradical o exacto
izquierdo que preserva productos existe un R-bimédulo L = R/I tal que 0 = Hompg(R/I, )
con I < R ideal. O

1.6. Funtores exactos

Los conceptos bésicos de Teoria de Categorias se pueden consultar en [24] y [20]. En esta seccion
so6lo damos algunas propiedades de los funtores exactos que mas adelante usamos para obtener
relaciones bicerradas con respecto a ‘H inducidas por bifuntores casi continuos. Recordemos
que en una categoria abeliana tenemos los conceptos de sucesion exacta y de funtor exacto (ver

Apéndice A).
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Definiciéon 1.98. ([2|, Capitulo 5) Sean o/ y A categorias abelianas. Un funtor F' : of — B
es exacto izquierdo si para toda sucesion exacta 0 — N — M — L — 0 en o7 se tiene
que la sucesion 0 — F(N) — F(M) — F(L) es ezacta en A.

Proposicion 1.99. (|2], Capitulo 5) Sean o7 y & categorias abelianas. Para un funtor F :
g — P son equivalentes:

1. F' es exacto izquierdo.
2. Para cada sucesion exacta 0 — N — M — L en o/, la sucesion

0 — F(N) — F(M) — F(L) es exacta en A. O

Definiciéon 1.100. ([2], Capitulo 5) Sean o7 y B categorias abelianas. Un funtor F' : of — B
es exacto derecho si para toda sucesion exacta 0 — N — M — L — 0 en &/ se tiene
que la sucesion F(N) — F(M) — F(L) — 0 es ezacta en A.

Proposicion 1.101. (2|, Capitulo 5) Sean &7 y B categorias abelianas. Para un funtor F' :
g — A son equivalentes:

1. F' es exacto derecho.
2. Para cada sucesion exacta N — M — L — 0 en o/, la sucesion

F(N) — F(M) — F(L) — 0 es ezacta en A. O

Proposicion 1.102. (|22], Capitulo I) Sean < una categoria abeliana y E : M’ SN VN
M" — 0 una sucesion (no necesariamente exacta). Supongamos que para cada N € <f tenemos
que la sucesion

0 — Hom,, (M", N) -2 Hom,, (M, N) - Hom,, (M’, N)

es exacta. Entonces E es exacta. O

Proposiciéon 1.103. (|22, Capitulo I) Sean </ una categoria abeliana y E : 0 — N’ N

g . .
N — N" una sucesion en A (no necesariamente exacta). Supongamos que para cada M € of
tenemos que la sucesion

0 — Hom (M, N) 2 Hom(M, N) -2 Hom (M, N")

es exacta. Entonces E es exacta. O
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1.7. Pares adjuntos

En esta seccion damos la definicion de par adjunto y algunas de sus propiedades. En el apéndice
B se enuncian y se dan las demostraciones los Teoremas de Watts-Eilenberg (ver [32], Teoremas
5.45 y 5.50) que son muy importantes en nuestro de estudio relaciones bicerradas con respecto
a H que son inducidas por pares adjuntos.

Definicion 1.104. [24] Sean & y A categorias. Una adjuncion de o/ a A es una tripleta

(F,G,): o — B donde F' y G son funtores
F

o B

a
y donde @ es una funcion que asigna a cada par de objetos A € o7 y B € B una biyeccion

wap: Homg(F(A), B) = Hom, (A, G(B))

que es natural en A y B. Al par (F,G) lo llamaremos par adjunto, a F adjunto izquierdo
y a G adjunto derecho.

Teorema 1.105. Sean A y B categorias abelianas. Si (F,G) : A — B es un par adjunto,
entonces I' es exacto derecho y G es exacto izquierdo.

Demostracion. Sea A’ — A — A” — 0 una sucesion exacta en A.

Aplicando el funtor Homy4( , G(B)) tenemos que la sucesion:
0 — Homy (A", G(B)) — Homy4 (A, G(B)) — Homy(A', G(B))

es exacta en A. Por la adjuncion de (F, G) y los isomorfismos naturales

0 — Hom (A", G(B)) — Homu(A, G(B)) — Hom4(4', G(B))

; - -

0 — Homp(F(A”), B) — Hompg(F(A), B) — Hompg(F(A’), B)
se deduce para toda B € B la exacticud de la sucesion
0 — Hompg(F(A"), B) — Homp(F(A), B) — Homg(F(A"), B)

Por la Proposicion 1.102 tenemos que la sucesion F(A') — F(A) — F(A”) — 0 es
exacta. Concluimos que F' es un funtor exacto derecho.

De la misma forma se demuestra que el funtor G es exacto izquierdo. O

Teorema 1.106. (|20], Capitulo VII) Sean A y B categorias abelianas bicompletas. Si
(F,G) : A — B es un par adjunto, entonces F preserva todos los limites pequenos y G
preserva todos los colimites pequenos.

O



Capitulo 2

Teorema de Domenach-Leclerc

En esta tesis extendemos el concepto de teorias de torsion, esta extension relaciona tres con-
ceptos; relaciones bicerradas, teorias de torsion y bifuntores casi continuos. Por ejemplo, las
relaciones bicerradas con respecto a H nos van a definir las teorias de torsion, teorias de torsion
hereditarias y las R-teorfas de torsion. Las teorias de torsion se definen usando la conexion de
Galois a la que le corresponde (por el Teorema de Polaridades) la relacion H, esta conexion
nos determina las familias de Moore T-tors y L-tors con las que trabajamos, con las cuales
determinamos si una relaciéon es bicerrada.

2.1. Teorema de Domenach-Leclerc

En este capitulo damos el concepto de relaciéon bicerrada y un teorema que es fundamental en
nuestro estudio de las relaciones bicerradas con respecto a los conglomerados T-tors y L-tors,
el cual llamamos Teorema de Domenach-Leclerc (ver [11], Teorema 4.1), pues partiremos del
hecho de que las teorias de torsion inducen una conexion de Galois especifica sobre p(R-Mod).
El Teorema 1.27 (de Polaridades) resulta ser un caso particular del Teorema de Domenach-
Leclerc como veremos mas adelante.

Aunque estamos interesados en el caso de que A sea una clase y por lo tanto p(A) resulte
ser un conglomerado, damos las siguientes definiciones para conjuntos como en [11] seccion 3 y
4. Esto no afecta el desarrollo de este trabajo, como se explica en el apéndice C.

Definicion 2.1. Sean A un conjunto, ¢ : p(A) — p(A) un operador cerradura y ® C Im(p).!

St © satisface:
1. A€ ®.
2. ® C® implica P € .2

entonces ® es llamada una familia de Moore y llamamos a (A, @) un espacio cerradura.

Notemos que para cada operador cerradura ¢ : p(A) — p(A), Im(p) es una familia de
Moore, pues A C p(A) C Ay es cerrada bajo intersecciones arbitrarias (ver Proposicion 1.8).

'En [11] toman la familia de Moore como ® = Im(yp).
2Considerando @’ = () obtenemos 1.

41



42 CAPITULO 2. TEOREMA DE DOMENACH-LECLERC

Definicion 2.2. Sean (A, @) y (B, ¢') dos espacios cerradura con sus correspondientes familias
de Moore ® y @' respectivamente. Se dice que una relacion R € p(A x B) es bicerrada con
respecto a © y Y’ si satisface:

1. Para todo a € A, aR € ¥, donde aR = {b € B | (a,b) € R}.
2. Para todo b € B, Rb € ®, donde Rb={a € A | (a,b) € R}.

El conjunto de todas las relaciones bicerradas lo denotamos por Ry .

Observacion 2.3. Si A es una clase propia, entonces sequiremos llamando espacio cerradura
al par (A, @) y una de familia de Moore al conglomerado ®, al igual que en el caso de conjuntos.
De forma similar, si A y B son clases, entonces cada relacion R € p(A x B) es una clase y por
lo tanto Ry es el conglomerado de todas relaciones bicerradas con respecto a los conglomerados
® y &', FEsto no causa problemas como se explica en el apéndice C.

El conjunto de relaciones bicerradas cumple las condiciones 1 y 2 de la definicién 2.1 como
se demuestra a continuacion.

Proposicion 2.4. Sean (A, ), (B,¢') dos espacios cerradura, ® y @ sus familias de Moore
correspondientes. El conjunto de relaciones bicerradas R, con respecto a ® y ' cumple:

1. Ax Be 7z¢¢u

2. Para cada {Ro}aea € Ryws () Ra € Ryyr-
acA

Demostracion.

1. Tenemos que A € &y B € ¢’ se sigue que a(Ax B) ={be B | (a,b) ¢ AxB} =B e d
paratodaa € Ay (Ax B)b={a € A| (a,b) € Ax B} = A € ® para toda b € B. Por
lo tanto A X B € R,y

a) Paratodaa € Aytodaa € A tenemos que aR,, € ¥’, esto implica que [ aR, € ',

a€cA
ademés tenemos [ aR, = a( ) Ra).
ach acA

b) Para toda b € By toda a € I tenemos que R,b € ® esto implica que (| R,b € P,
aEA
ademas tenemos [ R,b= () Ra)b.

a€el aEA

Concluimos que (] Ry € Ry
acl
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A continuaciéon damos las asignaciones para la demostracion del Teorema de Domenach-
Leclerc. En [11] se definen dos asignaciones p y v de la siguiente forma:

Sean (A, ¢), (B, ¢') dos espacios cerradura, ® y ¢’ sus familias de Moore correspondientes.

Sea i : p(A x B) — ®'® x ®* definida como p(R) = (u1(R), p2(R)), donde las compo-
nentes estan dadas como

mR): & — &', (R)(U) =¢([)aR), Ue®

acU

pe(R): ® — @, 1n(R)(V) = o([ | Rb), V €',

beV

Definimos las asignaciones:
v 1 @ — (A x B), n(f) ={(a,b) e Ax B |be f(e({a}))}
vy @ — p(A x B), m(g) = {(a,b) € Ax B | a€g(¢({0}))}

Donde ®'® es el conjunto de funciones f : ® — & y ®% es el conjunto de funciones
g: P — O

Proposicion 2.5. ([11], Seccion 4) Sean (A, ¢),(B,¢") dos espacios cerradura, ® y @' sus
familias de Moore correspondientes. Entonces:

1. Para cada R € p(A x B) las asignaciones p1(R) y pe(R) son antitonas.

2. Las asignaciones (i1 y [2 Son is6tonas.

3. Las asignaciones vy y vy son isotonas.

4. SiR € R,y entonces p(R) € Gal(®, D).

5. Si f € Gal(®, ') entonces vi(f+) = va(fT) y1(f1) € Ry
Demostracion.

1. Sea R € p(A x B) y sean U, U’ € p(A) tales que U C U’, luego (] aR 2 () aR lo que

acU acU’
implica que p; (R)(U) = ¢'() aR) 2 ¢'( ) aR) = u1(R)(U’). Concluimos que 1 (R)
aclU aclU’
es una asignacion antitona, de la misma forma se prueba que pz(R) es una asignacion
antitona.

2. Sean R, S € p(A x B) tales que R C S, entonces para toda a € A se tiene que aR C aS
lo que implica que () aR C [) aS para toda U € p(A), esto a su vez implica que

acU acU
i (R)(U) =¢'() aR) C ¢'(() aS)(U) = p1(S)(U). De la misma forma se prueba que
aclU acU

[to €s una asignacion isétona.
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3. Sean f1, fo € ®'® tales que f; < fo, luego como ¢ preserva el orden tenemos para toda
a € Aque fi(¢({a})) € f2(¢({a})). Se sigue que

{(a,0) e Ax B [be file({a}))} S{(a,b) e Ax B[ be fa(e({a}))}
esto implica que v (f1) C v1(f2). Por lo tanto vy preserva el orden.
De forma anéloga se demuestra que vy preserva el orden.

4. Sea R € R,,. Por 2 tenemos que 1(R) : & — &' y us(R) : ® — & son dos

asignaciones antitonas. Demostraremos que ps(R)oug(R) v 1 (R)opz(R) son operadores
cerradura. Sea U € @, luego 11y (R)(U) = ¢'(() aR) y

acU

neR)(u®)(U) =¢( (] RH2U
beru (R)(U)

Por lo tanto pz(R) o 1 (R) es un operador cerradura y de la misma forma lo es p;(R) o
p2(R). Concluimos que u(R) = (u1(R), u2(R)) € Gal(®, d').

5. Por el Teorema 1.27 tenemos para cada f € Gal(®, P’) tenemos que

vi(fi) ={(a,b) € AxB b€ fi(p({a}))} = {(a,0) € AxBla € fH(¢({b}))} = va( 7).
Por lo tanto v; = vs.

Sea a € A, entonces avy(fy) ={be B |be f.(¢({a}))} € ¢ De la misma forma para
toda b € B tenemos que v (f4)b € ®. Por lo tanto v4(f*) € Ryy.

]

El siguiente teorema es fundamental en esta tesis, puesto que es el punto de partida. El
teorema se enuncia para conjuntos (como viene en [11]|, Teorema 4.1) pero se puede aplicar
cuando A y B son clases propias.

Teorema 2.6. (Domenach-Leclerc) ([11]|, Teorema 4.1) Sean A y B dos conjuntos. Sean
(A, p) y (B,¢') dos espacios cerradura con sus correspondientes familias de Moore & y @
respectivamente. Existe un isomorfismo de orden entre (Ryy, C) y (Gal(®,®'), <).

Demostracion. Sean R € Ry y f € Gal(®,®’). Por la Proposicion 2.5, u(R) € Gal(®,®') y
n(fy) = Vz(f+> € Ryy-

Sea v : Gal(®,d") — p(A x B), y por la Proposicion 2.5 sea v(f) := v1(fy) = va(fT). Se
demostrarda: vu(R) = R.

C) Sea (a,b) € vu(R) y consideraremos pu(R) = (f)r, se sigue que vu(R) = v((f)r) =

{(a,b) | b € fr(v({a}))}, porlo tanto b € fr(¢({a})) = ()1 =R C aR lo que implica que
z€p({a})
(a,b) € R pues a € p({a}). Concluimos que vu(R) C R.

D) Sea b € aR, luego (a,b) € R lo que implica que a € Rb y {a} € Rb por lo tanto
¢({a}) C Rb, luego si x € p({a}) implica que x € Rb, se sigue que (z,b) € R y b€ zR.
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PorlotantoaRC (] 2R =¢'( [ 2R)= fr(¢({a})). Concluimos que b € fr(¢({a}))
zep({a}) zep({a})
lo que implica que (a,b) € vu(R).

Por lo tanto R C vu(R), luego vu(R) = R.

Se demostrarda: uv(f) = f.
Sea [ € Gal(®,d’), tenemos para todo U € ® tenemos que U = |J p({a}) = o( U v({a})),

luego £4(0) = () Folel{al) = () avl) = fup (D)

acU

Por lo tanto fi = fu(p)|e,e

De forma andloga f+ = f*¥)|4 . Por la proposicién anterior pv(f) = (Huploe = 1.

Concluimos que (R, C) = (Gal(®, d'), <). O

El Teorema de Polaridades es un caso particular del Teorema de Domenach-Leclerc como
lo mostramos.

Observacion 2.7. Sean A y B dos clases, ¢ : p(A) — p(A) y ¢ : p(B) — p(B)
operadores cerradura dados como la identidad y las familias de Moore ® = p(A) y &' = p(B),
de esta forma R,y = (A x B) y para cada R € Ry y (f)r € Gal(p(A), p(B)) tenemos que:

frR{a})={be B| (a,b) € R} =aR, a € A,
fR{b}) ={ac A| (a,b) e R} =Rb, be B,

por lo tanto

fr(U)=[)aR, Uecp(d) y fA(V)=Rb Ve pB).

2.2. Teorias de torsiéon como una conexion de Galois

En esta seccién vemos como las teorias de torsion y las teorias de torsion hereditarias en
R-Mod son inducidas por dos conexiones de Galois sobre p(R-Mod), a las cuales les correspon-
den (por el Teorema de Polaridades) las relaciones; H y h definidas, como Hom4(M, N) =0y
Hompg (M, E(N)) = 0, respectivamente. De esta forma, veremos que todo miembro del conglo-
merado (f)s-cerr resulta ser miembro del conglomerado (f)y-cerr y todo miembro del conglo-
merado cerr-(f); resulta ser miembro del conglomerado cerr-(f)z. Esto nos motiva a definir
un preorden < en Gal(p(R-Mod), p(R-Mod)). Con esta relacion tendremos el concepto de re-
lacion bicerrada con respecto a otra relacion y el de conexion de Galois bicerrada con respecto
a otra conexion de Galois, por consiguiente tendremos el conglomerado de todas las relaciones
bicerradas con respecto a H.

Al igual que Dickson en [10], la siguiente definicion y las siguientes proposiciones (excepto
para el caso hereditario, donde interviene la capsula inyectiva) se plantean para categorias
abelianas, ya que en ellas tenemos productos y coproductos, y los conceptos de sucesion exacta
y funtor exacto (ver Apéndice A).
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Notacion 2.8. Sea A una categoria abeliana. Definimos
H:={(M,N) € A? | Hom4(M, N) = 0}, donde A*> = A x A.
La relacion H es fundamental en nuestro estudio ya que su polaridad correspondiente
(f)un € Gal(p(A), p(A)) induce las familias de Moore (f)y-cerr y cerr-(f)y con las que vamos

a trabajar. La siguiente demostracion se desarrolla por completo pues nos da una idea de como
podemos generar relaciones bicerradas usando bifuntores.

Proposicion 2.9. Sean A una categoria abeliana bicompleta y (f)y € Gal(p(A), p(A)). Para
cada € € p(A):

1. f*(%) es una clase de torsion.
2. fu(%) es una clase libre de torsion.
Demostracion. Sea € € p(A)

1. Demostraremos que f7(%’) es una clase de torsion.

fH(€) es cerrada bajo epimorfismos: Sea g: M — L un epimorfismo con M € f*(¥)
y L € A. Sea N € €, se sigue que Homy(L, N) — Hompg(M, N) es monomorfismo con
Homy (M, N) = 0, por lo tanto Homy4 (L, N) = 0, esto implica que L € f*(%).

fH(€) es cerrada bajo coproductos: Sean {My}aen C f7(€)y N € €, tenemos para cada

a € A que Hom4(M,, N) = 0 por lo tanto Hom4 (& M,, N) = [[ Homu(M,,N) = 0.
aEA aEA

Por lo tanto @@ M, € f*(¥).

a€el

f*(€) es cerrada bajo extensiones: Sea 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesién
exacta con M, M" € f*(€)y M € A. Sea N € €, luego tenemos que la sucesion

0 — Homy(M", N) — Hom (M, N) — Hom4(M', N)

es exacta con Homy(M”, N) = Hom4(M', N) = 0, lo que implica que Hom4 (M, N) = 0.
Por lo tanto M € f*(%).

Concluimos que f(%’) es una clase de torsion.
2. Demostraremos que f#(%) es una clase libre de torsion.

fu(€) es cerrada bajo monomorfismos: Sea L — N un monomorfismo con N € fy,(%)
y L € A. Sea M € €, luego Hom 4(M, L) — Homy(M, N) es un monomorfismo con
Homy (M, N) = 0, lo que implica que Hom4(M, L) = 0. Por lo tanto L € fx(%).

fu(€) es cerrada bajo productos: Sean { Ny }acr € f1(€) y M € €, luego paracada o € A

tenemos que Hom 4(M, N, ) = 0, por lo tanto Hom 4(M, [] No) = [] Homyu(M, N,) = 0.
aeA aEA

Por lo tanto [[ N, € fu(%).

a€A
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fu(€) es cerrada bajo extensiones: Sea 0 — N’ — N — N” — 0 una sucesion
exacta con N', N" € f3(€¢)y N € A. Sea M € €, luego tenemos que la sucesion

0 — Homy (M, N') — Homy (M, N) — Hom4(M, N")

es exacta con Homy (M, N') = Homyu (M, N”) = 0, esto implica que Hom4 (M, N) = 0.
Por lo tanto N € fy(%).

Concluimos que f# (%) es clase libre de torsion.

Con la conexion de Galois (f)y podemos definir e inducir las teorias de torsion.

Proposicion 2.10. Sea A una categoria abeliana bicompleta. Para (f)y € Gal(p(A), p(A)) y
toda € € p(A), se tiene que (f*f3(€), fu(€)) y (f(E), fufM(€)) son teorias de torsion.

Demostracion. Sea € € p(A), luego tenemos que:

fu(@)={NeA|(M,N)eHV M e €}
={N € A| Homy(M,N)=0,Y M € ¢}

(€)= {M e A| (M,N) € H,Y N € f(%)}
= {M e A | Homyu(M,N)=0,¥Y N € f,4(€)}

Probaremos que la pareja (f7 f3(€), f3(%€)) cumple las condiciones de la Definicién 1.35.

1.
2.

Sea M € f"f4(€) N fx(€), se sigue que Homy(M, M) = 0 y entonces M = 0.

Por la Proposicion 2.9 f*(fx4 (%)) es clase de torsion y por lo tanto es cerrada bajo
epimorfismos.

Por la Proposicion 2.9 f3(%) es una clase libre de torsion y por lo tanto es cerrada bajo
monomorfismos.

Sean Ac Ayt= A w) que es un radical idempotente (ver Proposicién 1.71).
Nef (%)

Sea 0 — 7(A) — A — A/7(A) — 0 una sucesion exacta, donde A/7(A) € f4(¥)
pues T(A/T(A)) = 0 (ver Definicion 1.72 y Proposicién 1.77). Veamos que 7(A) €
ffu(€);sean N € fu(€) y f € Homyu(r(A), N), Tuego f((r(A))) = f(7(4)) < 7(N) =
0. Por lo tanto f = 0 y Homu(7(A), N) = 0 para todo N € fx(%) . Concluimos que
7(A) € [ fu(%).

Por lo tanto (f* f#(€), f (%)) es una teorfa de torsion. De forma anéloga se demuestra que
(f7UE), frf™(€)) es una teoria de torsion. O

Las asignaciones f3 y f* son las denotadas como R y L por Dickson en [10], seccion 3,
Proposiciones 3.1, 3.2 y 3.3. De esta forma tenemos una definiciéon equivalente de teorias de
torsion (ver definicion 1.35) usando la conexion de Galois (f)y.
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Definicion 2.11. Una teoria de torsion para una categoria abeliana bicompleta A, es una
pareja ordenada (T,F) de clases de objetos de </ tales que fy(T)=TF y f*(F)=T.

Usando la definicion anterior podemos determinar nuestras familias de Moore (f)y-cerr y
cerr-(f)y con las que vamos a trabajar a lo largo de esta investigacion.

Proposicion 2.12. Sean (f)y € Gal(p(A), p(A)) entonces:
1. (f)n-cerr =T -tors.
2. cerr-(f)y = L-tors.

Demostracion.

1. Por la Proposicion 2.9 tenemos que (f)y-cerr C T-tors. Sea T € T-tors, luego
T = {M € R-Mod | Homg(M,N) =0,¥ N € F} = f*(F)

donde (T, ) es una teoria de torsion. Luego T € (f)y-cerr, lo que implica que T-tors C
(f)a-cerr.

Concluimos que (f)y-cerr = T-tors.

2. Por la Proposicion 2.9 tenemos que cerr-(f)y C L-tors. Sea F € L-tors, luego
F ={N € R-Mod | Homg(M,N)=0,¥v M € T} = fy(T)

donde (T,TF) es una teoria de torsion. Por lo tanto F € cerr-(f)y, lo que implica que
L-tors C cerr-(f)y.

Concluimos que cerr-(f)y = L-tors.

]

La siguiente proposiciéon nos ayuda a determinar los cerrados de conexiones de Galois indu-
cidas por ciertos bifuntores casi continuos que definiremos en el capitulo 3.

Proposicion 2.13. € € p(A). Entonces:

1. fHf3(€) es la menor clase de torsion que contiene a € .

2. [ f1(€) es la menor clase libre de torsion que contiene a € .
Demostracion.

1. Tenemos que € C f*f4(%), pues f*fy es un operador cerradura. Sea T una clase de
torsion tal que 4 C T entonces € C f7fy(€) C fHfu(T) = T, esto significa que
" f2(%) es la menor clase de torsién que contiene a %

2. Se demuestra de la misma forma que en 1.
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]

A continuaciéon damos la Proposicion 3.1 que viene en [10] usando la Proposicion 1.16 y la
conexiéon de Galois (f)y.

Proposicion 2.14. Para cada € € p(A) se tiene que:
I %) 0% = {0} y [4(%) N = {0},

2. Si{C}icx es una familia de clases de objetos de <7, entonces fy(U;cx €i) = Niex [ (%)
Yy fH(UzeX i) = ﬂieX fH(%)
U

Las teorias de torsion hereditarias también se pueden definir usando una conexion de Galois
sobre p(R-Mod), asi pues vamos a definir la relacion que les corresponde.

Notacion 2.15. (R-Mod)? := R-Mod x R-Mod y con E(N) denotamos la cdpsula inyectiva
de N, ademds definimos:

h:={(M,N) € (R-Mod)? | Homgz(M, E(N)) = 0}.

Con la relacién h vamos a definir las teorfas de torsion hereditarias (como en la Definicion
2.11) usando la conexion de Galois correspondiente, la cual demostraremos que esta contenida y
es bicerrada con respecto a H. Recordemos que para cada familia { N, }aea € R-Mod se cumple

que E( I;IA N,) = I;IA E(N,) y por lo tanto Hompg(M, E( I;IA N,)) = Hompg(M, I;IAE(NQ)) =
[[ Homg(M, E(N,)).

acA

Proposicion 2.16. Sea (f); € Gal(p(R-Mod), p(R-Mod)). Para cada € € p(R-Mod):
1. fA(€) es una clase de torsion hereditaria.

2. fu(€) es una clase libre de torsion hereditaria.

Demostracion. Sea € € p(R-Mod). Usando el hecho de que para todo M,N € R-Mod,
Hompg(M, E(N)) = 0 implica que Homg(M, N) = 0, usando este hecho, podemos deducir
la demostracion con en la Proposicion 2.9. Asi tenemos que f"(%’) es una clase de torsion y
frn(%€) es una clase libre de torsion. Solo falta demostrar lo siguiente:

1. fA(¥) es cerrada bajo monomorfismos. Sean L s M un monomorfismo con M € (%),
L#0y N € %.Seag € Homg(L, E(N)), entonces g(L)NN = 0 pues Homg(M, E(N)) =
0y f es un monomorfismo lo que implica que g = 0. Por lo tanto L € f"(%), concluimos
que f(%) es una clase de torsién hereditaria.

2. fu(€) es cerrada bajo capsulas inyectivas. Sean N € f(€)y M € €.Sea g € Homg(M, E(N)).
Como g(M) < E(N) y Homg(M,N) = 0 tenemos que g(M) NN = 0, esto implica que
g(M) = 0. Por lo tanto E(N) € (%), concluimos que f(%€) es una clase libre de torsion
hereditaria.
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]

Definicion 2.17. Una teoria de torsion hereditaria es una pareja ordenada (T,F) de clases
de objetos de o/ tales que fr(T)=TF y f*(F) =T.

Si en la demostracion de la Proposicion 2.12 consideramos A en vez de H, tenemos la
demostracion de la siguiente proposicion.

Proposicion 2.18. Sean (f); € Gal(p(R-Mod), p(R-Mod)) entonces:
1. (f)n-cerr =T -torsh.
2. cerr-(f)n = L-torsh. O

Recordemos que toda clase de torsion hereditaria es clase de torsion y toda clase libre de tor-
sion hereditaria es clase libre de torsion. A continuacién demostramos como estan relacionadas
las conexiones de Galois (f)» v (f)n-

Proposicion 2.19. h es bicerrada con respecto a las familias de Moore T -tors y L-tors.

Demostracion. De la Proposicion 2.16 tenemos que para todo M € R-Mod, f"({M}) = hM es
una clase de torsion hereditaria y fr({M}) = Mh es una clase libre de torsion hereditaria. Por
lo tanto f*"({M}) € T-torsy fa({M}) € L-tors, esto implica que h es una relacién bicerrada
con respecto a T-tors y L-tors. m

Observacion 2.20. Algo notable de las relaciones h y H es que h C H y ademds

(f)n-cerr C (f)y-cerr y cerr-(f)n C cerr-(f)u

FEstas dos situaciones (entre dos relaciones) no siempre se dan, como veremos en la siguiente
seccion.

2.3. Relaciones bicerradas con respecto a una polaridad

Puesto que nuestro interés es estudiar relaciones bicerradas con respecto a la relacion H, en
esta seccion, a diferencia de la anterior (donde estudiamos relaciones bicerradas con respecto a
cualesquiera dos familias de Moore), nos centramos en estudiar relaciones que son bicerradas
con respecto a otra relacion dada; esto se traduce (como veremos mas adelante), en que las
familias de Moore sean inducidas por una relacion R € p(A x B) dada, es decir, ® = (f)g-cerr
y ® = cerr-(f)r, y donde los operadores cerradura respectivos son ¢ = fRfp v ¢ = frf®.
El concepto de relacion bicerrada con respecto a otra relacion surge de la correlacion que existe
entre las polaridades (f)z y (f)r (ver Observacion 2.20), la cual nos motiva a definir un preorden
= en el conglomerado Gal(A, B); este preorden (en el caso de polaridades) induce un preorden
en el conglomerado p(A x B), con esto obtendremos una aplicacion del Teorema de Domenach-
Leclerc cuando las familias de Moore son inducidas por una relaciéon, ademas con el preorden
obtenemos una generalizacion de este teorema.
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En la Observacion 2.20 tenemos dos relaciones R, S € (A x B) que cumplen; S C Ry
(f)s-cerr C (f)r-cerry cerr-(f)s C cerr-(f)r, esto en general no se cumple como se demuestra
a continuacion.

Proposicion 2.21. Sean A y B dos clases. Entonces para toda R € p(A x B) se tiene que:
(f)axp-cerr C (f)r-cerr y cerr-(f)axp C cerr-(f)r.

Demostracion. Sea R € p(A x B), entonces

1. Para toda U € p(A), faxp(U) ={be€ B | (a,b) € Ax B,Ya € U} = B, por lo tanto
cerr-(f)axs = {B}.

2. Para R tenemos que fr(0)) = {b € B | (a,b) € R,Va € 0} = B (ver Observacion 1.18),
es decir, B € cerr-(f)gr.

Por lo tanto cerr-(f)axp C cerr-(f)r para toda R € p(A x B).
De forma analoga se demuestra que (f)axp-cerr C (f)r-cerr.

Concluimos que (f)axp-cerr C (f)r-cerr y cerr-(f)axp C cerr-(f)r. [

La Observacion 2.20 y la Proposicion 2.21 motivan la siguiente definiciéon con la que también
vamos a tener el concepto de relacion bicerrada (como en la definicion 2.2), ademas obtenemos
el concepto de conexion de Galois bicerrada con respecto a dos sistemas de cerrados que no
necesariamente son familias de Moore.

Definicion 2.22. Sean A y B grandes copos. Definimos la relacion = en Gal(A, B) como
f =g siy solo si f-cerr C g-cerr y cerr-f C cerr-g, luego =< es un preorden que induce una
relacion de equivalencia ~ en Gal(A, B) que a su vez induce un orden en Gal(A, B)/ ~.

Observacion 2.23. Como consecuencia de la Proposicion 2.21 y la definicion 2.22 tenemos
que el conglomerado (Gal(p(A), p(B)), <) siempre tiene como elemento menor a (f)axp-

Notemos que si f,g € Gal(A, B) son tales que f < g y ¢ = f no necesariamente f = g.
En el Apéndice D damos ejemplos de conexiones de Galois que cumplen lo anterior y no se da
la igualdad.

Observacion 2.24. Sean A y B dos clases. Sean R € p(A x B) y (f)r € Gal(p(A), p(B))
la polaridad correspondiente, y sean ® = (f)r-cerr y O =cerr-(f)r las familias de Moore
que corresponden a los operadores cerradura ¢ = fRfp : A — A y ¢ = frf®: B — B
respectivamente. Entonces

S € R,y siysilosi (fls < (f)r.
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=) Sea S € Ryy. Por la Observacion 2.7, para toda a € A, aS = fs({a}) € cerr-(f)r,

esto implica que fs(U) = () aS € cerr-(f)r para toda U € p(A). Ademds para toda b € B,
aclU

Sb = fs({b}) € (f)mr-cerr, esto implica que fS(V)= [\ Sb € (f)r-cerr para toda V € o(B).
be
Por lo tanto (f)s < (f)r- "

<) Sea S € p(A x B) tal que (f)s = (f)r, entonces para toda a € A y b € B tenemos que
aS = fs({a}) € cerr-(f)r y Sb= fS({b}) € (f)s-cerr. Por lo tanto S € Ry .

Con la Definiciéon 2.22 vamos a dar el concepto de relacion bicerrada con respecto a otra
relacion dada. Usando el Teorema 1.27 (de Polaridades) y la Observacion 2.24 tenemos que el
preorden < en Gal(p(A), p(B)) induce un preorden = en @(A x B).

Definicion 2.25. Sean A y B dos clases. Sean R,S € p(A x B). Definimos la relacion <
en (A x B) como: S < R si y sélo si (f)s 2 (f)r, luego < es un preorden que induce una
relacion de equivalencia ~ en p(A X B) definida como sigue:

S~R siysdlosi (f)s~ (f)r-
1. Diremos que S es bicerrada con respecto a R si y sdlo si S < R.

2. Diremos que g € Gal(p(A), p(B)) es bicerrada con respecto a (f)r siy solo si g < (f)r.

De la definicién anterior surge de manera natural el concepto de conexién de Galois bicerrada
con respecto a otra, como lo vemos a continuacion.

Definicion 2.26. Sean A, B dos grandes copos y f,g € Gal(A, B). Diremos que g es bicerrada
con respecto a f si y solo si g < f.

De la observacion 2.24 tenemos que la definicién anterior coincide con la de la Definicion
2.2 cuando las familias de Moore son ® = (f)g-cerr y @ =cerr-(f)r las familias de Moore
que corresponden a los operadores cerradura ¢ = fRfr : A — A y ¢ = fgf®: B — B
respectivamente, con R € p(A x B).

Notacion 2.27. Sean A y B dos clases. Sean f € Gal(A,B) y R € p(A x B). Definimos los
conglomerados:

1. [flx:=={9 € Gal(A,B) | g < [} (es el conglomerado de conezxiones de Galois bicerradas
con respecto a f).

2. [fl~ ={g9 € Gal(A,B) | g~ [}
3. Rlx:={Sep@AxB)|S <R}
4. Rl.:={SepAxB)|S ~R}.

Observacion 2.28. De la Proposicion 2.21 tenemos que Ax B € [R]|< para toda R € p(Ax B).
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De la Observacion 2.24 tenemos que R, = [R]|< para cada R € p(A x B) donde los
operadores cerradura son ¢ = fRfgr v ¢ = frf® y las familias de Moore correspondientes
O = (f)r-cerr y @ = cerr-(f)r; de esta forma obtenemos una aplicacion del Teorema de
Domenach-Leclerc usando nuestro preorden <:

1%

(Gal((f)w-cerr, cerr-(f)r), <) = ([R]z, ).

Observacion 2.29. De lo anterior tenemos que para toda R € [H]<, (f)r-cerr C T -tors
y cerr-(f)r C L-tors, es decir, para cada € € p(R-Mod), fR(%€) es una clase de torsion y
fr(€) es una clase libre de torsion.

2.4. Un caso particular del Teorema de Domenach-Leclerc

En el Teorema de Domenach-Lecler no se pide que entre las familias de Moore ® y @’ exista un
anti-isomorfismo, luego surge la pregunta ;Hay una condicion que deba cumplir (Gal(®, '), <)
para que exista un anti-isomomorfismo entre las familias de Moore ® y ®'?. Esta condicion,
como veremos mas adelante, es que (Gal(®,d’), <) tenga elemento mayor, como se demuestra
en la Proposicion 2.32, de hecho podemos estudiar esta misma condicién en el caso general
cuando A y B son reticulas completas usando el preorden < en Gal(A, B).

En lo que sigue, al igual que en el articulo [11], usaremos conjuntos. Como se explica en el
apéndice C, si necesitamos usar una clase o un conglomerado en vez de un conjunto lo podemos
hacer, pues esto no afecta los resultados.

Definicion 2.30. Sean A y B copos. Sea f = (fy, fT) € Gal(A, B), decimos que f es un
anti-isomorfismo cuando f, y [+ son anti-isomorfismos.

Observacion 2.31. De la Proposicion 1.30 tenemos que para cada a € A yb € B, (Pap, Pba) €
Gal(A, B) y de la Observacion 1.31:

<pa,bapb,a>'cerr = {07 a, 1} y Cerr—<pa,b7pb,a> = {07 b7 1}

Proposicion 2.32. Sean A y B copos. Para f € Gal(A, B) son equivalentes:
1. f es anti-isomorfismo.
2. f es un elemento mayor de (Gal(A, B), <).?

3. f-cerr=A y cerr-f =B.

3Un elemento mayor puede no ser tnico, pues < es un preorden. Esto se ilustra en el Apéndice D, Ejemplo
D.2.
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Demostracion. 1 = 2) Sea f € Gal(A, B) un anti-isomorfismo, luego fT(B) = Ay f.(A) =B
por lo tanto para toda g € Gal(A, B) tenemos que g-cerr C A= fT(B) y cerr-g C B = f.(A)
lo que significa g < f, esto implica que f es un elemento mayor de (Gal(A, B), <).

2 = 3) Sea f € Gal(A, B) un elemento mayor de (Gal(A, B), <) y supongamos que f-cerr G A.
Tenemos para toda g € Gal(A, B) que g = f, en particular para (p,p, ppo) < f paratodaa € A
y b € B (Proposicion 1.30).

De la Observacion 2.31 tenemos que (pap, Poa)-cerr = {0,a,1} y cerr-(pap, poa) = {0,0,1}.
Tomemos a € A\ f-cerr, entonces para toda b € B tenemos que (pap, Poa) € Gal(A, B) y por
la Observacion 2.31 tenemos que (Pgp, Pp.a)-CETT ; f-cerr pues a ¢ f-cerr lo que significa
que (Pap;Pva) 2 f v por lo tanto f no es elemento mayor de (Gal(A, B),=) lo cual es una
contradiccion. Por lo tanto f-cerr = A y de forma analoga cerr-f = B.

3 = 1) La implicacion es clara. O

Lema 2.33. Sea f. : A — B un anti-isomorfismo de reticulas completas, entonces f, es
la parte residuada de una conexion de Galois f € Gal(A, B). En tal caso f = (fi, f1) es un
elemento mayor de (Gal(A, B), =) y el conjunto de elementos mayores es [f]~.

Demostracion. Sean f, : A — B un anti-isomorfismo de reticulas y S C A, para todo s € S
tenemos que s < \/ S por lo tanto f1(\/S) < fi(s), por lo tanto f(\V.S) < A f+(95).

Como f es biyectiva tenemos que existe un tnico x € A tal que f (x) = A f.(5) € B,
luego Vs € S, fi(z) < fi(s) siy solosixz > s, sesigue que z > \/S lo que implica que

A f+(S) = fr(x) < f1(VS).

Por lo tanto f(\/S) = A f+(S) y [+ es parte residuada de f € Gal(A, B) (ver Proposicion
1.15).

Ademés como A y B son reticulas completas de la Proposicion 1.15 tenemos que existe
f*: B — A definida como f*(b) =\/{a € A| fi(a) > b} tal que ftf, =iday f.fT =idg.
Luego por la Proposicion 2.32, f = (f;, f7) es un elemento mayor en (Gal(A, B), <).

Sea g € Gal(A, B) un elemento mayor de (Gal(A, B), <), luego f-cerr = A C g-cerr y
cerr-f = B C cerr-g por lo tanto f < g y f > g pues f es también elemento mayor por
lo tanto f ~ g. Por lo tanto g € [f]~. O

La siguiente proposicion responde a la pregunta planteada al principio de esta seccion. ;Que
condiciéon debe cumplir (Gal(®, '), =) para que exista un anti-isomomorfismo entre las familias
de Moore @ y ¢'7.

Proposicion 2.34. Sean A y B conjuntos. Sean (A, ), (B,¢') espacios cerradura y sus fa-
milias de Moore correspondientes ® y ®'. Entonces (Gal(®,®’), <) tiene elemento mayor, si y
solo si existe f € Gal(p(A), p(B)) tal que f-cerr = ® y cerr-f = P'.
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Demostracion. =) Tenemos que (Gal(®,d'), <) tiene elemento mayor y por la Proposicion
2.32 @ y ¢’ son anti-isomorfos. Por lo tanto por la Proposicion 1.25 existe f € Gal(p(A), p(B))
tal que f-cerr = @ y cerr-f = @',

<) Sea f € Gal(p(A), p(B)) tal que f-cerr = ® y cerr-f = ', luego por la proposicion 1.13 &

y @' son anti-isomorfas como copos. Por lo tanto por la Proposicion 2.32 (Gal(®, ®’), <) tiene
elemento mayor. O

La siguiente proposiciéon es un resumen del Teorema de Polaridades 1.27, Teorema de
Domenach-Leclerc 2.6, de la Observacion 2.24 y de las Proposiciones 2.32 y 2.34.

Proposicion 2.35. Sean A y B conjuntos. Sean R € p(A x B) y (f)r € Gal(p(A), p(B)).
Consideremos los espacios cerradura (A, o) y (B,¢'), donde ¢ = fRfg y ¢ = frf® son los
operadores cerradura con sus familias de Moore correspondientes ® y ®'. Entonces:

1. Existe una correspondencia biunivoca entre [(f)r]~ y los anti-isomorfismos entre ® y &’.
2. Existe una correspondencia biunivoca entre [(f)r|~ v [R]~.

3. Existe un isomorfismo de orden entre [(f)r]< v [R]<. O

2.5. Teorema de Domenach-Leclerc generalizado

En esta seccion damos el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, el cual no tiene la res-
triccion (como el teorema original) de estar definido para conjuntos potencia. Puesto que este
teorema (generalizado) lo hacemos usando reticulas completas (que no necesariamente son con-
juntos o clases potencia), vamos a usar sistemas de cerrados (ver seccion 2.1) en lugar de familias
de Moore.

A continuacion definimos las conexiones de Galois bicerradas con respecto a los sistemas de
cerrados ® C Ay &' C B.

Definiciéon 2.36. Sean (A, ®) y (B, ") donde A, B son reticulas completas, ® C A y ® C B
son sistemas de cerrados con ¢ y ¢ los operadores cerradura correspondientes, entonces

[@,®]< :={g € Gal(A, B) | g-cerr C ® y cerr-g C ®'}.

A los elementos del conjunto [®, ®'|< les llamaremos conexiones de Galois bicerradas con
respecto a © y P’.

La definicion anterior coincide con la Definicién 2.26 cuando los sistemas de cerrados son
O = f-cerr y ® = cerr-f para alguna f € Gal(A, B). De esta forma, al igual que en la seccion
2.3, donde hablamos de relaciones bicerradas con respecto a otra relacion dada, en esta seccion,
usando las Definiciones 2.22 y 2.36 damos el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado, en
cual trata de conexiones de Galois con respecto a otra.
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En la Proposicion 1.25 dimos las condiciones para que una conexion de Galois entre subcopos
se pueda extender a una conexion de Galois entre los copos que los contienen, también se
demostré que esta extension es tnica. En el préoximo lema damos las condiciones para que
una conexion de Galois entre dos copos la podamos restringir a una conexién de Galois entre
subcopos.

Notacion 2.37. Sean f € Gal(A,B), A’ C A y B’ C B. Denotaremos la conezion de Galois
[ con la restriccion-correstriccion a los subconjuntos A" y B’ como f|a pr.

Lema 2.38. Sean A, B copos y f € Gal(A,B). Sean A* C A y B C B subcopos tales que
f+(A) C B y fH(B") C A, entonces f induce una tinica f € Gal(A', B') tal que flap =f.

Demostracion. Sean f € Gal(A,B),A’ C Ay B' C B tales que f,(A") C B'y ff(B') C A,
luego b < fy(a) siy solo si a < fH(b) para todo a € A y b € B, en particular para todo

a € Ayl € B, hacemos f = f|4 p. Por lo tanto f € Gal(A’,B’) y es tnica pues es la
restriccion-correstriccion de f. O]

A continuacion damos el Teorema de Domenach-Leclerc generalizado. Antes vamos definir
a los espacios cerradura, usaremos este nombre al igual que en la Definicion 2.1 pues no afecta
el desarrollo de la demostracion.

Definiciéon 2.39. Sea A un conjunto. Un espacio cerradura es una tripleta (A, ¢, ®) donde
¢ : A— A es un operador cerradura y ® = Im(yp) es su sistema de cerrados.

Teorema de Domenach-Leclerc Generalizado 2.40. Sean (A, ¢, ®) y (B, ¢, ®') espacios
cerradura. Existe un isomorfismo de orden entre ([®,?'|<, <) y (Gal(®,d), <).

Demostracion. Sean (A, p, @) v (B, ¢', ®’) espacios cerradura. Consideremos las corresponden-
cias:

a: @, &)< — Gal(®, &) y B:Gal(d,) — [®, ]

dadas como «(g) = g, donde g es la restriccion-correstriccion (como en el Lema 2.38), y
f(h) =h = (hy,h") donde h, : A — B esta dada como h(a) = h;(¢(a)) y h*: B — A

esta dada como h*(b) = ht(¢'(b)) es la extension (que es tinica) como en la Proposicion 1.25.
a 'y [ estan bien definidas (ver Lema 2.38 y Proposicion 1.25).

Veamos que « y [ son inversas una de otra:

Sea h € Gal(®, '), luego a(f(h)) = a(h) = h. Es claro que h = h, pues h es solo la

restriccion-correstriccion. Por lo tanto aff = id.

Sea g € [©, '] <, luego B(a(g)) = f(g) = g. Notemos g es la restriccion-correstriccion de g
y g es la extension que es unica. Por lo tanto Sa = id.

Notemos que « y 3 preservan el orden.

Por lo tanto ([®, ?']<, <) = (Gal(D, D), <). O
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Observemos que para cada f € Gal(A, B) tenemos que f-cerr y cerr-f son sistemas de
cerrados, asi que podemos aplicar la generalizaciéon del Teorema de Domenach-Leclerc a los
espacios de cerradura (A, ¢, f-cerr) y (B, ¢, cerr-f), con p = fTfi y ¢ = f fT.

Corolario 2.41. Sean A, B reticulas completas y f € Gal(A, B). Entonces existe un isomor-
fismo de orden entre ([f]< <) y (Gal(f-cerr,cerr-f), <). O

En el caso de que las reticulas sean A = p(A’), B = p(B’) y los sistemas de cerrados sean
& = f-cerr y ® = cerr-f para alguna f € Gal(A, B) tenemos una aplicacién del Teorema de
Domenach-Leclerc:

([flz, <) = (@, ¥, <) = (Gal(P, ), <) = (R, ©)

Py’
donde p = ff, y ' = fi f.

2.6. Relaciones bicerradas y R-teorias de torsiéon

En esta seccién introducimos el concepto de R-teorias de torsion, el cual generaliza el de las
Teorias de torsion dado por Dickson en [10]. Existen mas generalizaciones de este concepto,
por ejemplo; una fue hecha por Barr en [4], considerando una ménada idempotente sobre una
categoria (no necesariamente abeliana). Otra nocion de teorias de torsion fué introducida por
Cassidy en [8]. Aqui se considera una conexion de Galois inducida por la relacion H (también
introducida por Dickson en [10]), la cual esta definida como Hom4(M, N) = 0 para objetos de
la categoria A, junto con una conexiéon de Galois sobre el conglomerado de clases de morfismos,
la cual define pares de subcategorias llamadas sistemas de prefactorizacion. La generalizacion
que presentamos en esta tesis, al igual que Barr y Cassidy, es considerando una conexiéon de
Galois pero inducida por cualquier relacién bicerrada con respecto a H. Esta generalizacion
relaciona tres conceptos; relaciones bicerradas, teorias de torsion y bifuntores casi continuos,
como veremos mas adelante.

Recordemos que una teoria de torsion es una pareja de clases de R-modulos (T,F) que
cumple fy(T) = F y f*(F) = T; asi, usando este mismo razonamiento podemos definir para
cada R € [H]< las R-teorias de torsion también como parejas de clases de R-modulos que van
a cumplir las mismas condiciones como vemos a continuacion.

Definicion 2.42. Sea R € [H]<. Una R-teoria de torsion es una pareja de clases de R-
mdodulos (T,TF) tales que fr(T)=TF y fR(F)=T.*

Recordemos que una teoria de torsion (T,F) es llamada hereditaria si T es cerrada bajo
monomorfismos y [ es cerrada bajo capsulas inyectivas (ver [36] capitulo 4, seccion 3).

Ejemplo 2.43. Para las relaciones bicerradas H y h tenemos:

4La condiciones de esta definicion se pueden aplicar incluso para relaciones que no son bicerradas con respecto
a H. Por ejemplo, si definimos la relacion S como Ext}z(M, N) =0, con M,N € R-Mod, entonces las parejas
de clases de R-modulos (D, E) que cumplen fs(D) = & y fS(£) = D no son teorias de torsion, pero si son
teorias de cotorsion, las cuales fueron originalmente estudiadas por Salce L. en [34], quien di6 la definicion
de teorias de cotorsion para el anillo Z.
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1. Las H-teorias de torsion son las teorias de torsion.

2. Las h-teorias de torsion son las teorias de torsion hereditarias.

Usando las Proposiciones 1.71, 2.10 y 2.13 tenemos el siguiente resultado que usaremos
en la seccion 3.3 para describir los cerrados de algunas conexiones inducidas por relaciones
bicerradas.

Proposicion 2.44. Para cada € € p(R-Mod) tenemos que:

. Vay= V ag= A .
Me% MefH £3,(%) Nefn(%)

2. N\ W= AN wi= V o
Ne% Nefu fH(€) Me f3(€)

En la Proposicién 2.13 se demostré para la relacion H que f* (%) es la menor clase de
torsion que contiene a € € p(R-Mod), sin embargo, esto no es cierto si cambiamos la relacion
H por otra relacion distinta R, es decir, fRfr(%) es una clase de torsién que contiene a ¢
pero no necesariamente es la menor clase con esta propiedad, a pesar de ser el menor miembro
de (f)r-cerr que contiene a €. Esta situacion la veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.45. Sea R = (R-Mod)?, entonces para toda € € p(R-Mod),
fr(€) = {N € R-Mod | (M, N) € (R-Mod)2,YM € €} = R-Mod
fRfr(€) ={M € R-Mod | (M,N) € (R-Mod)?,VN € fr(%)} = R-Mod

Por lo tanto fRfr(€) = R-Mod es el menor miembro de (f)r-cerr que contiene a € pero
no necesariamente es la menor clase de torsion con esta propiedad, pues st € = {0} entonces
{0} € fRfr({0}) = R-Mod. Similarmente, [rf®(€) no necesariamente es la menor clase
libre de torsion que contiene a € .

Recordemos que para toda M € R-Mod, o < ol ademés fy({M}) = Forr = For y
M
PUMY) =T =T

M
Wo

(ver Proposiciones 1.74 y 1.75).

Corolario 2.46. Sea M € R-Mod, entonces

1. T es la menor clase de torsion que contiene a {M}.
M

2. F—; es la menor clase libre de torsion que contiene a {M}.
“o

Por la Observacion 2.29 para cada R € [H]< tenemos que fR(R-Mod) es clase de torsion
y fr(R-Mod) es clase libre de torsion, asi que podemos usar este hecho podemos definir dos
radicales idempotentes asociados a estas dos clases de R-modulos.
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Definicion 2.47. Sea R € [H]<, entonces:

1. or = Trmp-Mod) = \V ot
Me fR(R-Mod)

2. T = Rejp(R-Mod) = N w .
Né fr(R-Mod)

Observacion 2.48. Para cada R € [H]< tenemos que or, T € R-radidem. Ademds como fr
y f® son antitonas, tenemos

1. Typ = fR(R-Mod) = N\(f)r-cerr.

2. Fry = fr(R-Mod) = " cerr-(f)r.

Observemos que cada T, € (f)r-cerr cumple que T,, C T, lo que signifca que og < o (ver
Proposicion 1.76), y cada F, € cerr-(f)r cumple que F., C F. lo que significa que 7 < g (ver
Proposicion 1.77), esto nos permite definir dos conglomerados de radicales idempotentes (uno

asociado a (f)r-cerr y otro a cerr-(f)r) que nos van a servir para analizar mejor las relaciones
bicerradas a través de los prerradicales.

Notacion 2.49. Sea R € [H]<, entonces:
1. [[or,1]] := {0 € R-radidem | T, € (f)r-cerr}.

2. [0, R]] := {7 € Rradidem | F, € cerr-(f)r}.

Por definicién [[or, 1]] C [or, 1] N R-radidem y [[0,7&]] C [0, 7r] N R-radidem. La igualdad
no siempre se da, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.50. Sean 0,7 € R-radidem tales que o # 7. Por la Proposicion 1.30 tenemos para
T,,F, que (pr, ¥, pr, 1,) € Gal(T -tors, F-tors), esto implica que su correspondiente relacion
Ripr, o pe, o) Sobre R-Mod es bicerrada con respecto a H, pues por la Observacion 1.31 tenemos

que (pr, F,,pr,r,)-cerr = {{0}, T, R-Mod} y cerr-(prr, prr) = {{0}. F;, R-Mod}, luego

[lor,1]] = {0,0,1} y [[0,mr]] ={0,7,1}, donde R = RWEW,D, or=0 y mm=1.

Notemos que {0,7,1} = [[0,1]] & R-radidem N[0, 1] = R-radidem pues o € R-radidem pero
o & {0,7,7r} ya que o # T por hipdtesis. Por la misma razon {0,0,1} = [[0,1]] & R-radidem
pues T & {0,0,1}. Concluimos que

1. [[or,1]] = [[0,1]] # [oR, 1] N R-radidem = R-radidem.
2. [0, mR]] # [0, /] N R-radidem = R-radidem.

Definicién 2.51. Sea R € [H]<. Diremos que:
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1. Elintervalo [[or,1]] se llena si se da la igualdad [[oR, 1]] = [or, 1] N R-radidem.

2. El intervalo [[0, Tr]] se llena si se da la igualdad [[0, Tr]] = [0, /] N R-radidem.

Recordemos que si A y B son dos grandes reticulas y f : A — B es un isomorfismo de
copos, entonces f es un isomorfismo de grandes reticulas.

Observacion 2.52. Para cada o € [[oR, 1]] tenemos que fr(T,) =F, dondet= N\ wp,
NEfR(To)
de forma andloga para cada T € [[0, TR]] tenemos que fR(F,) =T, donde c = \/ o}t
MefR(Fr)

Usando la Proposicion 1.78 y la Observacion 2.52 vamos a describir en la siguiente propo-
sicion dos isomorfismos de orden sobre R-radidem inducidos por R.

Proposicion 2.53. Sea R € [H]<. Eziste un isomorfismo de orden entre [[or, 1]] y [[0, Tr]].

Demostracion. Sean Mg : [[or, 1]] — [[0,7r]] v 7w : [[0,7Tr]] — [[or, 1]] asignaciones dadas

como A\g(o)= A w¥ vy mr(n)= V o
Nefr(To) MefR(Fr)

Tenemos que \g y Jir estan bien definidas. Por la Proposicién 1.78 y la definicon de [[og, 1]]

v [[0,7r]] tenemos que \/  ajp € [for, 1] v A wp €[[0, ]
MefR(F,) Nefr(Ts)

AR ¥ Jir son inversas una de la otra: Sean o € [[or,1]] luego

ROr(@) =\ aji=0o

MEeM Pz

pues T, = fR fr(T,) = [R(F5;,) lo que significa que fir(Ar(0)) = 0. De forma analoga, para
cada 7 €][[0, 7r]] tenemos que T, = fr fR(F,) = fR(Tux(-) lo que significa que Ag (AR(7)) = 7.

Por lo tanto Ag v fig son isomorfismos.

Ar preserva el orden: Sean oy, 0y € [[UR,_l]] tales que 01 < o9, luego T,, C T,, lo que
implica que fr(T,,) C fr(T,,), se sigue que Ag(c1) = A  wi=<x A w =Ir(o2).

Nefr(Toy) Nefr(Toy)

IR preserva el orden: Sean 11,79 € [0, 7r]| tales que 7 < 7, luego F,, C F,, lo que implica

que fR(Fﬁ) C fR(FW) se sigue que, M_R(Tl) = V O‘% < \/ O‘% = M_R(T2)'

MefR(Fr,) MefR(Fr,)

Concluimos que AR y fir son isomorfimos de orden. O



2.7. CONEXIONES DE GALOIS SOBRE RADICALES IDEMPOTENTES. 61

2.7. Conexiones de Galois sobre radicales idempotentes.

En esta seccién extendemos los isomorfismos de orden A\g y Tig de la Proposicion 2.53 a
una conexion de Galois isétona sobre R-radidem usando las correspondencias entre clases de
R-moédulos y radicales idempotentes dadas en las Proposiciones 1.76 y 1.77; esta extension
resulta ser tnica. En la siguiente proposicion se describen las asignaciones que extienden estos
isomorfismos de orden.

Proposicion 2.54. Sea R € [H]<. Sean Am, pr : R-radidem — R-radidem asignaciones

dadas como Ar(0)= A W v wr(r)= \/ i, entonces

Nefr(To) MefR(F,)
(AR, pr) € Gal;(R-radidem, R-radidem),
ademds Im(ur) = [[or, 1]] vy Im(Ar) = [[0, R]]-

Demostracion. Por la Proposicion 2.53 podemos ver que Agr y pur preservan el orden. Por lo
tanto basta demostrar que urAr es un operador cerradura y Agrpugr €s un operador interior.

prAR es un operador cerradura: Sea o € R-radidem, luego T, C fRfgr(T,) por lo tanto
por la Observacion 2.52 tenemos

o=V ay< V ay= V ay=pr(r(0))
MET, MefRfr(T,) MefR(Fx))

Por lo tanto ug AR es creciente. Ademas f® fg es un operador cerradura por la tanto preserva
el orden, lo que significa que para todo 0,1 € R-radidem tal que ¢ < 7 (si y solo si T, C T,),
se sigue que fRfr(T,) C fRfr(T,), esto significa que

pr(Ar(0)) = V ooayn s V. ajr = pr(Ar(n)
MefRfr(To) Me fR fr(Ty)
es decir, ugr Ag preserva el orden. Ademas
HRAR (HRAR(0)) = V ayr= Vo=V ajf = urAr(0)
MefRfr(fRfr(Ts)) MefR fr(Ts) MefR(Fx))

por lo tanto urAr es idempotente y por lo anterior, es un operador cerradura.

ARUR €5 un operador interior: Sea T € R-radidem, luego F, C frf®(F,) por lo tanto por
la Observacion 2.52 tenemos

AR(pr(T) = A wi= A w s A w=T
Nefr(Tyur)) NefrfR(F-) NeF,

Por lo tanto Agrur es decreciente. Como fg f® es un operador cerradura, tenemos que para
toda o,n € R-radidem tales que o < 7 (si y solo si F, 2 F,) que fr fR(F,) 2 frf®(F,) lo que
significa que

M(pr(@) = A wi's A w) = Ar(ur(®).
NefrfR(E) NefrfR(E,)

es decir, Agpugr preserva orden. Ademaés



62 CAPITULO 2. TEOREMA DE DOMENACH-LECLERC

ARUR(ARKR(T)) = A wy= N w'= A wy =rur(7)
NefrfR(frfR(Fr)) NefrfR(F-) Nefr(Tyu))
por lo tanto A\grpur es idempotente, se sigue que es un operador interior.

Por lo tanto (Ar, ur) € Gal;(R-radidem, R-radidem). Por la Observacion 2.52 y la Propo-
sicion 2.53 concluimos que Im(ur) = [[or, 1]] vy Im(Ar) = [[0, Tr]]. O

De la proposicion anterior tenemos que (Ar, ur) € Gal;(R-radidem, R-radidem) para cada
R € [H]<, lo que implica que purAr es un operador cerradura y cumple que Im(urAr) =
Im(ur), ademéas Agpr es un operador interior y cumple que Im(Arpur) = Im(Ar). De esto
se deduce el siguiente resultado.

Corolario 2.55. Sea R € [H]<, entonces:
1. [[or, 1]] es cerrado bajo infimos arbitrarios.
2. 1[0, ]| es cerrado bajo supremos arbitrarios.

Por lo tanto [[or,1]] y [[0, Tr]] son grandes reticulas completas.

Aplicando el Teorema de Domenach-Leclerc a las familias de Moore (f)y-cerr = T-tors y
cerr-(f)y = F-tors, donde f* fy, v f2 ™ son los operadores cerradura, tenemos el isomorfismo

de orden
([H]<, C) = (Gal(T-tors, L-tors), <)

y partiendo de la Proposiciéon 2.53 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.56. Existe un isomorfismo de orden entre:
(Gal(T -tors, L-tors), <) y (Gal;(R-radidem, R-radidem), <).

Demostracion. Sea ¥ : Gal(T-tors, L-tors) — Gal;(R-radidem, R-radidem) dada como

U(f) = (A\p,py) donde A\p(o) = A wl v w(r) = V aif (como en la Proposi-
Nefi(Ts) Mef+(Fr)
con 2.54).

Sustituyendo en la Proposicion 2.54 a (f)r por f tenemos que sy sy preservan el orden,
Arfty es un operador interior y piy Ay es un operador cerradura. Por lo tanto W esta bien definida.

U preserva el orden: Sean f, g € Gal(T-tors, L-tors) tales que f < g.
Sean W(f) = (As, piy) v W(g) = (Ag, ptg). Como fo(T,) € g+(To) v f(F;) C g7 (F;) tenemos

que
Aplo) = /\ Wy = /\ wy = Ag(0)

Nefi(To) Neg4(To)
pr)= "\ aiis \/ ol =pn)

Mef+(F;) Megt(F)

Por lo tanto W(f) < W¥(g) y ¥ preserva el orden.



2.7. CONEXIONES DE GALOIS SOBRE RADICALES IDEMPOTENTES. 63

Sea © : Gal;(R-radidem, R-radidem) — Gal(T-tors, L-tors) dada como O(g) = (fy, f1)
donde f+(T0) = Fg+(g) y f+(FT) = Tg+(7-).

f+y [T invierten el orden: Sean T, ,T,, € T-tors tales que T,, C T,, entonces g.(o1) <
g4+(02) siy solo si f1(T,,) = Fy (0s) € Fg, (o) = [+(Ts,). Sean F.,F,, € L-tors tales que
F, C T, entonces g*(m) < gt (m) siy solo si fH(Fyr(r) = Togrr) € Tygrir)y = T (Fgt(m))-
Por lo tanto f, y f* invierten el orden.

Veamos que f, f*y f*fy son operadores cerradura. Sea T, € T-tors, tenemos que o < gt g, (o)
pues gtg, es un operador cerradura, por lo tanto

f+f+(TU) = f+(F9+(ff)) = T9+g+(0) 2 T,

Por lo tanto f, f es un operador cerradura.

Sea F,. € L-tors, tenemos que g, g7 (7) < 7 pues g, g* es un operador interior, por lo tanto
f+f+(Fr) = f+(Tg+(T)) = Fg+g+(7') D F;

Por lo tanto f, f* es un operador cerradura y de esta forma © esta bien definida.

© preserva el orden. Sean f,g € Gal;(R-radidem, R-radidem) tales que f < g, luego fi (o) =
g+(0) v fT(r) < g7 (7). Por lo tanto

Treer) S Tormy ¥ Frio) € Fgi(0)

Por lo tanto ©(f) < ©(g) y © preserva el orden.

U y © son inversas una de la otra.

Sea f € Gal(T-tors, L-tors), tomemos g = O(V(f)) = O((\r, ug)). Sea T, € T-tors, luego
tenemos que g4 (Ty) = Fy o) = f+(To) v g7 (F;) = Ty = f7(F;), lo que implica que
O(U(f)) = f. Por lo tanto OV = 1.

Sea (A, p) € Gal;( R-radidem, R-radidem), tomemos g = W(O((\, 11))), con

g(@)= N\ w'= N w=x0)

Nefi(Ts) NEF) (o)
o=\ ai= \ ali=n0)
Mef+(F-) MEeT,,

lo que implica que W(O((\, 1)) = (A, p). Por lo tanto VO = 1.

Por lo tanto ¥ y © son isomorfismos de orden. O]

De lo anterior se deduce el siguiente corolario que en el capitulo 4, seccion 4.2 lo usaremos
para determinar la estructura reticular de [H|< cuando R es un anillo semisimple artiniano.

Corolario 2.57. FExiste un isomorfismo de orden entre las grandes reticulas:
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((H]<,<S) vy (Gal;(R-radidem, R-radidem), <).

Demostracion. Del Teorema de Domenach-Leclerc tenemos el isomorfismo de orden entre [H]< y
Gal(T-tors, L-tors) y de la Proposicion 2.56 el isomorfismo de orden entre Gal(T-tors, L-tors)
y Gal;( R-radidem, R-radidem). Concluimos que [H]<x = Gal;(R-radidem, R-radidem) y este
isomorfismo es de orden. ]

Observacion 2.58. Usando la Proposicion 2.54 podemos definir la asignacion
¢ : [H]x — (R-radidem)? como

URAR(0), Ar(0)) | 0 € R-radidem}
), ARpr(7)) | T € R-radidem}
) [

| o € [lor, 1]}
| 7 [10,7w]]}

donde (Ar, pr) € Gal;(R-radidem, R-radidem), entonces ((H) = {(0,0) | o € R-radidem} es
la diagonal de (R-radidem)?, ademds ((R) son las parejas de prerradicales que le corresponden
a las R-teorias de torsion, es decir, (T, Frp(0) ¥ (Tur(r): Tr) son R-teorias de torsion para
cada o € [[or, 1]] y T € [[0,R]]. Notemos que C es inyectiva y que H = U (T, xF,).

o€ R-radidem

R(T
o, A
pr(T

Rr(0))
),T)

A continuacién damos ejemplos de algunas relaciones bicerradas con respecto a H y en el
siguiente capitulo estudiaremos relaciones bicerradas inducidas por bifuntores.

Ejemplos 2.59.
1. h,H € [H]< (ver Observaciones 2.20 y 2.28). En estos casos

[[o%, 1]] = R-radidem = [[0, 7]] v [[os,1]] = R-rad N R-lep = [[0, 7]].

2. (R-Mod)? € [H]< pues para toda € € p(R-Mod)
Firatoa2(€) = {N € R-Mod | (M, N) € (R-Mod)? ¥ M € R-Mod} = R-Mod = F,

de forma andloga fEMY*(€) = R-Mod = Ty. Por lo tanto
(f)(r-Moayz-cerr € (f)u-cerr y cerr-(f)r-moay2 € cerr-(f)au.

En este caso 0(r-mody2 = 1 Y T(r-mody2 = 0, por lo tanto [[0(g-voa)2, 1)) = {1} ¥ [[0, T(r-Moa)2]] =

{0}

3. Sean T € T-tors y F € L-tors, donde (T,F) no necesariamente es una teoria de torsion.
Por la Proposicion 1.30 y la Observacion 1.31, (prr,prr) € Gal(T -tors, L-tors) y estd
definida como:

R-Mod si T ={0} R-Mod si  F ={0}

p’]l’,]F(T):{ F S? {O}CTQT Yy p]Fy'ﬂ‘(F):{ T St {O}CIQF
0y si  TgT (0} si FCF



2.7. CONEXIONES DE GALOIS SOBRE RADICALES IDEMPOTENTES. 65

y por el Teorema de Domenach-Leclerc le corresponde la relacion

R = {(M,N) € (R-Mod)* | M € prx(¢'({N}))}
= {(M,N) € (R-Mod)* | M € pw,T(F@)}

= (R-Mod x {0}) U (T x F) U ({0} x R-Mod)

donde ' = fuf" y ¢ ({N}) = ]FW es la menor clase libre de torsion que contiene a N

(ver Proposicion 1.71). Es claro que esta relacion R es bicerrada con respeto a H pues
cumple que

(f)r-cerr = {{0}, T, R-Mod} C (f)y-cerr y
cerr-(f)r = {{0},F, R-Mod} C cerr-(f)u,

ademds [[or,1]] = {0, V oA, 1} vy [[0,7R]] = {0, A wl',1}. En este caso usando
MET NEF
la conexion de Galois (prr,prr) y las Proposiciones 1.76 y 1.77, podemos describir su

correspondiente conexion de Galois isétona (Ar, pr) sobre R-radidem como:

0 5t o= 1 51 T=1
A wY si 0<o=<x \V ot Vot si Awd=x7=<1
Ar(0) = { NeF Smer Ty pr(T) = Q4 mer NeF
1 si. o#& \V ol 0 st A w &7
MeT NeF
pues por la Proposicion 2.5 Mr(c)= A wi¥ v wr(r)= V ot
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Capitulo 3

Bifuntores que inducen relaciones
bicerradas

Ya que nuestro objetivo es estudiar las relaciones bicerradas con respecto a H (o respecto a
los conglomerados T-tors y L-tors), vamos a generar estas relaciones usando bifuntores que
tengan propiedades semejantes (méas débiles) a las del bifuntor Homg( , ). Por consiguiente
introduciremos los conceptos de funtores covariantes (contravariantes) casi continuos, funtores
covariantes (contravariantes) casi cocontinuos y bifuntores casi continuos, veremos sus pro-
piedades como la de composicion, coproducto, que sus imagenes inversas preservan clases de
torsion o libres de torsion, segtun sea el caso, etc. Nos enfocamos principalmente en estudiar
los bifuntores Hompg(F(_), )y Homg( ,G( )), para cuando F' es un funtor covariante casi
cocontinuo y G es un funtor covariante casi continuo, y estudiaremos con méas detalle cuando
F y G formen un par adjunto. Por consiguiente podemos formular la pregunta: ;Cada relacion
bicerrada con respecto a H es inducida por algin bifuntor de esta clase?.

3.1. Funtores casi continuos y casi cocontinuos

Aunque estamos interesados en R-Mod, las siguientes definiciones las haremos para categorias
abelianas bicompletas.!

Sean o/, B y € categorias abelianas. Para el bifuntor Hom(_, ): .9 x 8 — % podemos
definir la relacion H = {(4, B) € & x £ | Hom(A, B) = 0} y de forma analoga a Dickson en
[10] podemos definir las R-teorias de torsion, donde R es una relacion bicerrada con respecto
a H. A continuacion definimos funtores con las propiedades suficientes para inducir relaciones
bicerradas con respecto a H.

Sean o/ y A categorias abelianas bicompletas. Para cada {N,}aen € &7 y cada proyeccion
canodnica pg : [[ No — Nj tenemos que:
acl

1. Cada funtor covariante G : & — % induce morfismos G(pg) : G([[ No) — G(N3) y
acl
por la propiedad universal del producto existe un morfismo

[1 G(pa) : G(II No) — I G(No) tal que Ker(]] G(pa)) = () Ker(G(pa)).

aEN acl acA acl a€el

!Una categoria abeliana es bicompleta si tiene productos y coproductos. Ver apéndice A.

67
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2. Cada funtor contravariante F' : &/ — 2 induce morfismos F(pg) : F(Ng) — F(]] Na)
a€A
y por la propiedad universal del coproducto existe un morfismo

P F(pa) : QQE}AF(NQ) — F<a1;[/\ N,) tal que Im(QI;IA F(pa)) = O%\Im(F(pa)).

a€N

De forma analoga, para cada {N,}aen € & y cada inclusion canoénica ig : Ng — @ N,
a€A
tenemos que:

1. Cada funtor covariante G : &/ — 2% induce morfismos G(ig) : G(Ng) — G(€D N,) y
acl
por la propiedad universal del coproducto existe un morfismo

D Glia) : B G(N,) — G(P N.) tal que Im(@ Glin)) = 3 Im(G(in)).

a€eN a€N a€EA a€A a€EA

2. Cada funtor contravariante F' : &/ — 2 induce morfismos F(ig) : F(@ No) — F(Np)
a€A
y por la propiedad universal del producto existe un morfismo

[[ F(ia) : @ F(Ny) — F(]] Na) tal que Ker([] F(ia)) = () Ker(F(ia)).

acA a€eN a€eN acA a€el

Definicién 3.1. Sean A y B categorias bicompletas.
1. Un funtor F': A — B es continuo si preserva todos los limites pequenos.

2. Un funtor F : A — B es cocontinuo si preserva todos los colimites pequenos.

Notemos que un funtor cocontinuo en particular preserva coproductos y un funtor cocontinuo
en particular preserva productos (ver Apéndice B), esto motiva a usar los nombres de “casi
continuo” y “casi cocontinuo” para nombrar a los funtores que tienen propiedades més débiles
pero si suficientes para definir relaciones bicerradas con respecto a H.

Definicion 3.2. Sean of y A categorias abelianas bicompletas y {Na}aecr C /. Un funtor
covariante G : o/ — B se llama:

1. Cast continuo si exacto izquierdo y cumple que Ker( [[ G(pa)) = 0, es decir, [] G(pa) :
acA acl
G([] No) — 1] G(No) es un monomorfismo donde ps : [[ No —> Ng es la proyec-
aEA acl acl
ci0n canonica.

2. Casi cocontinuo si es exacto derecho y cumple que Im(ED G(in)) = G(EP Na.), es
acl acl
decir, @ G(in): @ G(N,) — G(EP N,) es un epimorfismo donde ig : N3 — €@ N,
acA ach acl ach
es la inclusion candnica.

Definicion 3.3. Sean &7 y A categorias abelianas bicompletas y {My}aca € <. Un funtor
contravariante F' : of — A se llama:



3.1. FUNTORES CASI CONTINUOS Y CASI COCONTINUOS 69

1. Cast continuo si es exacto izquierdo y cumple que Ker( ][] F(i,)) = 0, es decir,
a€cl
[[ Flia) : F( M,) — [] F(M,) es un monomorfismo donde ig: Mg — € M, es
acel acA acA acl

la inclusion canonica.

2. Casi cocontinuo si es exacto derecho y cumple que Im(@ F(p.)) = F([] M),
acA aEA
es decir, @ F(pa): @ F(M,) — F(]] Ma) esun epimorfismo dondepg : [[ Mo —
a€A acA aEA agl
Mg es la proyeccion candnica.

Para dar ejemplos de funtores covariantes y contravariantes casi continuos y casi cocontinuos
necesitamos las siguientes definiciones y la siguiente proposicion.

Definiciéon 3.4. ([33], Definicion 0.1.6) Sean R y S dos anillos. Un R-S-bimddulo M es tanto
un R-modulo izquierdo como un S-mddulo derecho, y ademds, para todo r € R, s € S vy
m € M, (rm)s = r(ms). Por consiguiente, R-Mod-S es la categoria cuyos objetos son R-S-
bimaodulos y cuyos morfismos f : M — N, son morfismos de R-S-bimddulos que son tanto
morfismos de modulos R-modulos izquierdos como morfismos de S-modulos derechos, es decir,
fm4+m') = f(m)+ f(m') y f(irms)=rf(m)s para todo m,m' € M, re R yse€ S

Observacion 3.5. Un R-S-bimddulo es escencialmente un mddulo izquierdo sobre el anillo
R®zS°, donde S° es el anillo opuesto de S (ver [2], capitulo I). Por consiguiente, un morfismo
de R-S-bimodulos es un morfismo de R ®z S°P-mddulos izquierdos.

De la observacion anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.6. (|33], Proposicion 1.7.31) Sea R un anillo. Cualquier R ®z R°P-mddulo M
puede verse como un R-R-bimddulo bajo la multiplicacion escalar re = (r@ 1)z y xr’ = (1&r)z,
esto induce un isomorfismo entre las categorias R ®z R°?-Mod y R-Mod-R. U

Notacion 3.7. R-BiMod := {M € R-Mod | M € R ®; R°*-Mod}.

Definiciéon 3.8. ([31]) Un R-mddulo izquierdo M es Mittag-Leffler si el homomorfimo cano-
nico
(] No) @ M — T (Na ®r M)

a€A a€A

es un monomorfismo para cada familia {Ny}aea € Mod-R. Andlogamente se define un R-
modulo derecho Mittag-Leffier.

Por ejemplo, cada R-mo6dulo finitamente presentado es un R-médulo Mittag-Leffler. Ade-
mas, la clase de todos los R-mo6dulos Mittag-Lefler es cerrada bajo coproductos arbitrarios,
submoédulos puros y extensiones.

Observemos que todo funtor covariante continuo es un funtor covariante casi continuo y
todo funtor covariante cocontinuo es un funtor covariante casi cocontinuo.
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Ejemplos 3.9. A continuacion damos ejemplos de funtores covariantes casi continuos, casi
cocontinuos, funtores contravariantes casi continuos y casi cocontinuos.

1. En los siguientes tres ejemplos L € R-BiMod.

a)
b)
c)

L ®r : R-Mod — R-Mod es un funtor covariante exacto derecho y preserva
coproductos, por lo tanto un funtor covariante cocontinuo.

Hompg(L, ): R-Mod — R-Mod es un funtor covariante exacto izquierdo y preser-
va productos, por lo tanto un funtor covariante continuo .

Hompg( ,L) : R-Mod — R-Mod es un funtor contravariante exacto izquierdo y

para toda {My}aen € R-Mod cumple Homg( P M., N) = [] Homg(M,, N), por
a€A a€EA

lo tanto es un funtor contravariante continuo.

2. Todo prerradical preserva coproductos (ver Proposicion 1.40) y monomorfismos, por lo
tanto los prerradicales exactos derechos son funtores covariantes cocontinuos, los cuales
por el Corolario 1.93 son todos los aft con I < R ideal puro.

3. Sea (F,G) : R-Mod — R-Mod un par adjunto. Entonces F es un funtor covariante
cocontinuo y G es un funtor covariante continuo (ver Teoremas 1.105 y 1.106).

4. Los siguientes son ejemplos de funtores que son casi continuos pero que no necesariamente
s0m continuos.

a)

b)

Todo prerradical o cumple o( [[ Ma) < [] 0(My) para toda {M,}aea € R-Mod
a€A a€A
(ver Proposicion 1.40), por lo tanto los prerradicales exactos izquierdos son funto-

res covariantes casi continuos que no necesariamente son continuos. Por ejemplo,
tenemos al prerradical t : Z-Mod — Z-Mod, el cual asigna a cada Z-mdodulo M, su
submddulo de torsion t(M). Este es un prerradical exacto izquierdo que no preserva
productos en general.

Para cada R-modulo derecho M, M ®pr  es un funtor covariante casi continuo St
y solo st Mg es plano y Mittag-Leffler. Como el funtor M Qg _ es exacto derecho,
entonces es exacto si y solo si M es plano. La definicion de un modulo Mittag-
Leffler M es justo la condicion 1 de la Definicion 3.2 aplicado al funtor M ®pr
(ver Definicion 3.8).

Ademds, si {My}aen € R-Mod es una familia de R-mddulos derechos planos Mittag-

Leffier, entonces @ M, es un R-mddulo derecho plano Mittag-Leffier, lo que implica
acl
que (D M,) ®gr _ es un funtor covariante casi cocontinuo.
acl

Para cada M € R-Mod, Homg(M, ) es un funtor covariante casi cocontinuo si y
sélo si M es proyectivo (lo cual es equivalente a decir que el funtor Homg(M, ) es
exacto derecho) y tiene la siguiente propiedad: para cada familia { Ny }aex € R-Mod,

la imagen de cada morfismo M — @ N, estd contenido en @ N, donde A es
aEN acN

un conjunto finito de A. Esta propiedad es justo la condicion 2 de la Definicion 3.2.

aplicada al funtor Homg(M, ) y puede considerarse como una propiedad dual a la

de ser Mittag-Leffiler.
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3.1.1. Propiedades de funtores casi continuos y casi cocontinuos

En esta seccion damos propiedades de los funtores casi cocontinuos y continuos, las cuales son
muy importantes para generar relaciones bicerradas. Demostramos que el producto y copro-
ducto de funtores casi continuos (cocontinuos) es un funtor continuo (cocontinuo), también
estudiamos la composicion de este tipo de funtores.

De aqui en adelante ./ y % denotaran categorias abelianas bicompletas.

Proposicion 3.10. Sean {F; : of — Blicx y{G; : o — B}icx familias de funtores.

1. Si F; es un funtor covariante casi cocontinuo para toda i € X, entonces @ F; y [] Fi
i€X i€X
son funtores covariantes casi cocontinuos.

2. Si G; es un funtor covariante casi continuo para toda i € X, entonces @ G; y [[ Gi son
iex iex
funtores covariantes casi continuos.

Demostracion. Solo probaremos 1), pues la parte 2) es completamente anéloga. Por la Propo-

sicion A.9, € F; es un funtor exacto derecho pues cada F; es un funtor exacto derecho. Sea
1€X

{My}aca una familia de objetos en .o7. Por hipotesis, para cada i € X el morfismo induci-

do @ Fi(ia) : @ F;(M,) — F,( M,) es un epimorfismo. Si llamamos v; a este morfis-

a€gl aEN a€cA
mo entonces el morfismo inducido ¢ : @ @ Fi(M,) — D F,( P M,) es un epimorfismo.
i€X a€A i€eX  aeX
Usando el hecho que @ @ Fi(M,) = @ P F;(M,) concluimos que el morfismo inducido
1€X a€EA acNieX

P (P Fi)(ia) es un epimorfismo.

acN ieX

Por lo tanto @ F; es un funtor covariante casi cocontinuo. El caso contravariante se demuestra

ieX
de manera similar. O

De la proposicion anterior tenemos el producto y coproducto de funtores covariantes casi
continuos resulta ser covariantes casi continuos. De igual manera, nos interesa saber que pasa
si componemos funtores covariantes casi continuos y funtores covariantes casi cocontinuos y ver
en qué casos siguen siendo casi continuo (casi cocontinuo).

Observacion 3.11. Para un funtor covariante casi continuo G : o/ — A, la condicion
Ker([] G(pa)) = 0 es mds débil que la propiedad de que preserve productos directos, sdlo
a€A

significa que ¢ @ G([] No) — [] G(Na) es un monomorfismo para toda {Ny}taer C o,
a€cl aEN
donde pg : [[ Na — Nz es la proyeccion candnica. Notemos que si ¢ es un isomorfismo,
a€A
entonces G es un funtor covariante continuo.

Para simplificar la notacién denotaremos la composicion G o F' como GF'. Demostraremos
las dos composiciones que usaremos mas adelante, el resto de ellas la mencionamos en otra
proposicion.
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Proposicion 3.12. Sean F : of — By G : B — € dos funtores covariantes casi continuos.
Entonces GF' es un funtor covariante casi continuo.

Demostracion. Sea 0 — N — M — L — 0 una sucesion exacta en o7, luego la sucesion
0 — F(N) — F(M) — F(L) es exacta en % . Por la Proposicion 1.99, la sucesion

0 — GF(N) — GF(M) — GF(L)

es exacta en €. Por lo tanto GF es un funtor exacto izquierdo. Sea {M,},ecn C &7, para cada

proyeccion canoénica pg : [[ M, — Mjp tenemos que F' y GF inducen los morfismos:
a€el

Fpg) : F(II Ma) — F(Mg) y GF(pg) : GF(]] Ma) — GF(Mp)

a€EA aEA

que inducen el morfismo [] F(ps) : G([] Ma) — ][] G(M,) que es monomorfismo por
a€cl aEN aEA
hipotesis y el morfismo [[ GF(pg) : GF([] M.) — [ GF(M,) el cual vamos a demostrar
a€cl a€cA a€A
que es monomorfismo.

Como G es exacto izquierdo tenemos que G([[ F(pg)) : GF(]] Ma) — G(][] F(M,)) es
acA acA acl
monomorfismo y tenemos siguiente diagrama conmutativo al cual le aplicamos G:

II F(pa) G(II F(pa))
}?(II A4@)%§§47> II }7(A4¢) — (;}P(II A4d)>%4gfﬁgggge-(;(11 }7(A4A))
ael a€el acl aGAY
F(m)l % GF(pB)l % J{H G(qa)
F(Mj) GF(M;) - agA GF(M.))

es decir, para cada proyeccion canonica gz : [[ F(M,) — F(Mjz) tenemos que G
aEA
induce un morfismo G(gz) : G([] F(M,)) — GF(Mps) y por lo tanto existe el morfismo

acA

Il Glqn) : G(I] F(M,)) — ]I GF(M,) que es un monomorfismo por hipotesis. De esta
aEN aEA a€cA
forma tenemos el siguiente diagrama:

G(II F(pa))

GF(I] Ma) e G(II F(M.))
acel acA
\ %)
[1 GF(M,) ™
acl

donde ¢ = [[ G(¢a)G(]] F(pa)) es un monomorfismo, sea 75 : [[ GF(M,) — GF(Mp) la
a€A a€A acl
proyeccion canodnica, se sigue que

msp = s [1 G(¢a)G(I] F(pa)) = Ggs)G(I] G(pa)) = GF(pg) = ms [T GF(pa)

aclA ac acA aeA
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por la unicidad del morfismo [[ GF(p,) tenemos que ¢ = [[ GF(pa)-
aEN acA

Por lo tanto Ker(p) = Ker(][] GF(p.)) = 0, como ya demostramos GF' exacto izquierdo,
a€el
entonces es casi continuo. U

Observacion 3.13. Para un funtor covariante casi cocontinuo F : o — A, la condicion
Im(P Flin)) = F(P M,) significa que ¢ : @ F(M,) — F( M,) es un epimorfismo

a€N a€N a€EA a€EA
que es mdas débil que la propiedad de preservar coproductos, donde ig : Mg — @ M, es la
acA
wnclusion candnica. Notemos que si ¢ es un isomorfismo, entonces ' es un funtor covariante

cocontinuo.

Proposicion 3.14. Sean F : o — B un funtor covariante casi cocontinuo y G : B — €
un funtor contravariante casi continuo, entonces GF' es un funtor contravariante casi continuo.

Demostracion. Sea 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion exacta .7, luego como F' es
un funtor covariante exacto derecho, la sucesion F(M') — F(M) — F(M") — 0 es exacta
en %, ademés como (G es un funtor contravariante exacto izquierdo, la sucesiéon
0 — GF(M") — GF(M) — GF(M') es exacta, por lo tanto GF es un funtor contra-
variante exacto izquierdo.

Sea {M,}aer € 7, los funtores F''y GF inducen para cada inclusion canodnica ig : Mz —
@ M, los morfismos

a€eN

F(ig) : F(Mg) — F(@ M,) y GF(ig) : GF(@ M,) — GF(Mp)

aEA aeA

como F' es un funtor covariante casi cocontinuo @ F(ig) : @ F(M,) — F( M,) es un
acl acl acl
epimorfismo lo que implica que G(& F(ig)) : GF(@ M,) — G(P F(M,)) es un mono-
aEN acA acl
morfismo, ademas tenemos el siguiente diagrama conmutativo al que le aplicamos G:

F(M ) F(iﬂ)F(G} Ma) GF(M ) GF(ig) GF(@ Ma)
B aEN B agE
A . )
D Flip) - G( D F(ig))
x :aEI s 'BT G(LB) \[ aEA s
D F(Mp) [ GF(Mp)) - _ _G(D F(Mp))
a€A aEA aEA

De forma anolaga para cada inclusién canoénica tg : F(Mg) — € F(M,) el funtor G in-
a€cl
duce un morfismo G(ig) : G( F(M,)) — GF(Mp) y por lo tanto existe el morfismo
a€cl
[ G(eg) : GF (P M,) — [] GF(M,), por consiguiente tenemos el siguiente diagrama con-
acl aEN aEN

mutativo:
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G( &P F(ip))
GF(D M.) och G(D F(M.))
aEA acA
\ 4!)
[ GF(M,) ™
a€EA

donde n = [[G(ta)G(EP F(ig)) es un monomorfismo, sea 75 : [[ GF(M,) — GF(Mjs) la
aEN a€EA
proyeccion canodnica, luego

msn =75 [ [ G(Ja)G(D Fig)) = G(15)G(D Flig)) = GF(ig) = 75 [[ GF(ia)

aeA a€N a€N

Por la unicidad del morfismo inducido, n = [[ GF(i,) tenemos que [[ G(1o)G(EP F(ig)) =
ach acA
[1 GF(ia), por lo tanto () ker(GF(i,)) = 0 . Por lo tanto GF' es un funtor contravariante
aEA aEA
casl continuo. [

En la siguiente proposicion hacemos una lista de composiciones de funtores covariantes y
contravariantes, casi continuos y casi cocontinuos como en las Proposiciones 3.12 y 3.14.

Notemos que si 0 — M’ — M — M"” — 0 una sucesion exacta y F' : A — B
es un funtor contravariante exacto derecho y G : B — C es un funtor covariante exacto
izquierdo, entonces la sucesion F(M") — F(M) — F(M) — 0 es exacta y la sucesion
GF(M") — GF(M) — GF(M) es exacta, sin embargo, el primer morfismo no necesaria-
mente es monomorfismo ni el segundo epimorfismo. Luego estamos interasados en composiciones
de funtores que den como resultado que el primer morfismo sea monomorfismo o que el segundo
sea epimorfismo (segin se necesite), asi que en la siguiente proposicion sélo damos una lista de
las composiciones que nos van a ser Tutiles.

Proposicion 3.15. Sean F: A — B y G : B — C funtores.
1. 8v F y G son covariantes casi continuos entonces GF' es covariante casi continuo.
2. Si F y G son covariantes casi cocontinuos entonces GF' es covariante casi continuo.

3. Si F' es covariante casi continuo y G es contravariante casi cocontinuo entonces GF' es
contravariante cast continuo.

4. Si F' es covariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo entonces GF' es
contravariante casi continuo.

5. Si I es contravariante casi continuo G es contravariante casi cocontinuo entonces GF' es
covariante casi cocontinuo.

6. Si F es contravariante casi cocontinuo y G es contravariante casi continuo entonces GF
es covariante casi continuo.
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7. St F es contravariante casi continuo y G es covariante casi continuo GE' es contravariante
cast continuo.

8. St F es contravariante casi cocontinuo y G es covariante casi cocontinuo entonces GF' es
contravariante cast cocontinuo. U

Esto lo podemos resumir en el siguiente cuadro. Denotamos:
1. Cov CC := funtor covariante casi continuo:
2. Cov CCoc := funtor covariante casi cocontinuo:
3. Contra CC := funtor contravariante casi continuo:

4. Contra CCoc := funtor contravariante casi cocontinuo:

G K Cov CC Cov CCoc | Contra CC | Contra CCoc
Cov CC Cov CC ————— | Contra CC -
Cov CCoc ———— | CovCCoc | —— | Contra CCoc GoF
Contra CC —— | Contra CC| —— Cov CC
Contra CCoc | Contra CC| — | Cov CCoc

Observacion 3.16. Sea un funtor F' : R-Mod — R-Mod. Entonces F' induce dos asignaciones
que preservan el orden

E: p(R-Mod) — p(R-Mod) vy E: o(R-Mod) — p(R-Mod)

definidas como P (€) ={F(M) | M €%} y F (2) = {M € R-Mod | F(M) € 2}, y
- — =
cumplen que F o F es un operador cerradura y F o F un operador interior, esto significa que
(ver [13], Ejemplo 2)
—
(F, F) € Gal;(p(R-Mod), p(R-Mod)).

Los funtores covariantes casi continuos y casi cocontinuos tienen una muy importante pro-
piedad que nos ayuda a calcular los cerrados de las conexiones de Galois que inducen.

(_
Proposicion 3.17. Sea ' : R-Mod — R-Mod un funtor casi cocontinuo. Entonces F preserva
clases de torsion.

Demostracion. Sea T una clase de torsiom.

F (T) es cerrada bajo epimorfismos. Sean M € F (T), M’ € R-Mod y M — M’ un epi-
morfismo, por hipdtesis F' es exacto derecho y por lo tanto F'(M) — F(M’) es un epimorfismo

con F(M) € T esto implica que F(M') € T. Por lo tanto M’ € P (T).
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F (T) es cerrada bajo sumas directas. Sea {Mgy}aen C P (T), luego para cada a € A,

F(M,) € T, lo que implica que @ F(M,) € T pues es una clase de torsion. Por hipotesis
a€A

D F(in) : @ F(M,) — F(@ M,) es un epimorfismo con ig : Mz — € M, la inclusion

aEA aEA a€cA aEA

canbnica, y por hipotesis T es cerrada bajo epimorfismos. Por lo tanto F(@ M,) € T, lo que
acl

significa que @@ M, € P (T).

a€eN

+—
F (T) es cerrada bajo extensiones) Sea 0 — M’ Ly M % M" — 0 una sucesion

/ " pa / ﬁ; m "
exacta con M’ M" € F (T) y M € R-Mod, luego F (M) F(M) F(M") — 0 es
exacta con F(M'), F(M") € T. Sea o € R-radidem tal que que T = T,, aplicando el funtor
Hompg( , F(M)/o(F(M))) tenemos la siguiente sucesion exacta:

0 — Homp(F(M"), F(M)/o(F(M))) — Homp(F(M), F(M)/o(F(M))) —
— Hompg(F(M'), F(M)/o(F(M)))
Como F(M)/o(F(M)) € F, entonces
Homp(F(M'), F(M)/o(F(M))) = Homp(F(M"), F(M)/o(F(M))) = 0

Por lo tanto Hompg(F (M), F(M)/o(F(M))) = 0, luego F(M)/o(F(M)) = 0 lo que significa
que o(F(M)) = F(M), se sigue que F (M) € T,. Por lo tanto M € F (T,).

-
Concluimos que F' (T) es clase de torsion. O

-
Proposicion 3.18. Sea G : R-Mod — R-Mod un funtor casi continuo. Entonces G preserva
clases libres de torsion.

Demostracion. Sea F una clase libre de torsion.

G (F) es cerrada bajo monomorfismos) Sea N & G (F) y N’ — N un monomorfismo, como
G es exacto izquierdo, G(N') — G(N) es un monomorfismo con G(N) € F, lo que significa

que G(N') € F. Por lo tanto N’ € E (F).

G (F) es cerrada bajo productos directos) Sea { Ny} aecn C G (F), luego para cada a € A,
G(N,) € F y como F es cerrada bajo productos, entonces [[ G(N,) € F. Por hipétesis G es

aEA
casi continuo esto implica que [] G(pa) : G([] No) — ]I G(N,) es un monomorfismo con
acA aEA acA
ps: [ No — Nj la proyeccion canoénica, como F es cerrada bajo monomorfismos se cumple

aEA

que G([] Na) € F lo que significa que [[ N, € G (IF).

a€N acA
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<
G (F) es cerrada bajo extensiones) Sea 0 — N’ 5 N %5 N" —5 0 una sucesion exacta

con N',N" € G (F) y N € R-Mod, luego 0 — G(N’) “n G(N) &t} G(N") es exacta con
G(N'),G(N") € F. Sea 0 € R-radidem tal que F = F,, aplicando el funtor Homg(c(G(N)), )

tenemos la sucesién exacta
0 — Homp(o(G(N)), G(N')) — Homp(a(G(N)), G(N)) — Homp(c(G(N)), G(N"))

Como o(G(N)) € T, entonces Hompg(c(G(N)), G(N')) = Homg(c(G(N)),G(N")) = 0, por
lo tanto Hompg(o(G(N)), G(N)) = 0 lo que significa que o(G(N)) = 0. Por lo tanto G(N) € F,,

.
yasi N € G (F,).

Concluimos que G (F) es clase de libre torsion. O

3.2. Relaciones bicerradas inducidas por bifuntores casi con-
tinuos

En esta seccion definimos un tipo de bifuntor, el cual es casi continuo en cada una de sus
variables, y que tiene propiedades suficientes para inducir relaciones bicerradas con respecto
a H. Estos bifuntores extienden al bifuntor Hom,( , ) que es continuo en cada una de sus
variables. Ademas damos ejemplos de este tipo de bifuntores.

Definicion 3.19. Sean &/, B vy € categorias abelianas bicompletas. A wun bifuntor
K(_, ): 9 x B — € lo llamaremos bifuntor casi continuo si cumple:

1. Para toda M € A, K(M, ) es un funtor covariante casi continuo.

2. Para toda M € B, K(_, M) es un funtor contravariante casi continuo.

Ejemplos 3.20. Damos algunos ejemplos de bifuntores continuos:
1. El funtor Hompg(_, ) es un bifuntor continuo pues para toda M € R-Mod:

a) Hompg(M, ) es un funtor covariante continuo.

b) Hompg(_, M) es un funtor contravariante continuo.

2. Sea (F,G) : R-Mod — R-Mod un par adjunto, entonces F es un funtor covariante
cocontinuo y G un funtor covariante continuo (Teoremas 1.105 y 1.106), por lo tanto
por la Proposiciones 3.12 y 3.1/ los bifuntores Homg(F(_ ), ) y Homg(_ ,G(_)) son
continuos.

3. Sean I un ideal puro de R y F = af. Por las Proposiciones 1.40 y 1.92, F es un funtor
covariante cocontinuo, entonces Hompg(F(_), ) es un bifuntor continuo pues para toda

M € R-Mod:

a) Homg(F(M), ) es un funtor covariante continuo.
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b) Hompg(F(_ ), M) es un funtor contravariante continuo por la Proposicion 3.14.

Ejemplos 3.21. Los siguientes son ejemplos de bifuntores casi continuos (que no necesaria-
mente son continuos).

1. Sea R = 7Z y t : Z-Mod — Z-Mod el funtor de torsion. FEste funtor es un funtor
covariante casit continuo ver Ejemplo 3.9-4-a. De esta forma para toda M € Z-Mod
tenemos que:

a) Homgz(M,t(_)) es un funtor covariante casi continuo que no es continuo (Proposi-

cion 3.12), pues para toda { My }aen C Z-Mod tenemos que t( [[ My) — ] (M)
acl a€A
es un monomorfismo que no necesariamente es un isomorfismo, esto implica que

Homgz (M, t( [] Ma)) — Homgz(M, T t(M.) —» [] Homg (M, t(M,)) sea un mo-
a€cl a€cA aEA
nomorfismo que no necesariamente es un isomorfismo.

b) Homgy( ,t(M)) es un funtor contravariante continuo.
Por lo tanto Homg(_,t(_)) es un bifuntor casi continuo (que no es continuo).

2. Para todo M € R-Mod tenemos

a) Del Ejemplo 3.9-4-b tenemos que si Ng es plano y Mittag-Leffler, entonces N @
es un funtor covariante casi continuo. Por lo tanto Homgr(M, N @ ) es un funtor
covariante casi continuo que no es continuo necesariamente.

b) Homg( ,N ®r M) es un bifuntor contravariante continuo.

Por lo tanto si Nr es plano y Mittag-Leffler, Homg(_ , N ®gr ) es un bifuntor casi
continuo que no es continuo.

3. Si {Ny}taen € R-Mod es una familia de R-mddulos derechos planos y Mittag-Leffler,

entonces (D No) ®r _ es un funtor covariante casi cocontinuo (ver Ejemplo 3.9-4-b).
acA
Por lo tanto, por el ejemplo anterior, Hompg(_, (P Na)®r_) es un bifuntor casi continuo
agl
que no es continuo necesariamente.

4. Para todo M € R-Mod tenemos

a) Si tomamos al R-mddulo N como en el Ejemplo Ejemplo 3.9-4-c, entonces
Hompg(N, ) es un funtor covariante casi cocontinuo y por lo tanto el funtor
Hompg(Hompg(N, ), M) es contravariante casi continuo.

b) Homgz(Hompg(N, M), ) es un funtor covariante continuo.

Por lo tanto el bifuntor Homg(Hompg(N, ), ) es un bifuntor casi continuo que no es
continuo necesariamente.

De ahora en adelante nos enfocaremos en la categoria R-Mod, la cual es la que nos interesa
estudiar pues cada relacién bicerrada induce una conexion de Galois sobre R-radidem (ver
Proposicion 2.54).
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Notacion 3.22. Sean K(_, ): (R-Mod)®? x R-Mod — Ab un bifuntor y H : R-Mod —
R-Mod un funtor, denotamos:

1. R := {(M,N) € (R-Mod)? | K(M,N) = 0}.
2. REH) .— {(M,N) € (R-Mod)? | K(H(M),N) = 0}.
3. Ry := {(M,N) € (R-Mod)? | K(M, H(N)) = 0},

Proposicion 3.23. Sean Ki(_, ),Ka(_, ):(R-Mod)® x R-Mod — Ab bifuntores tales
que Ki(_,_ )= Ks(_,_), entonces Rix,) = Rky).

Demostracion. C) Sea (M,N) € Rk, luego 0 = K(M,N) = Ky(M,N). Por lo tanto
(M,N) € Rk, lo que significa que R(x,) € Ryx,). La demostracion de Rx,) € Rx,) es
analoga. O

El siguiente teorema es muy importante, pues en él demostramos que cada bifuntor casi
continuo cumple con las condiciones suficientes para inducir una relaciéon bicerrada con respecto

aH.

Teorema 3.24. Sea K(_, ) : (R-Mod)® x R-Mod — Ab un bifuntor casi continuo. Entonces
Rix) € [H]<.

Demostracion. Primero se demostrard: fRu0 (%) es clase de torsion para toda € € p(R-Mod).

1. fRu(€) es cerrada bajo epimorfismos: Sean M € fRw)(€) y g: M — M" un epimor-
fismo.

Sea N € €, como K(_,N) es exacto izquierdo, K(M",N) — K (M, N) es un mono-
morfismo con K (M, N) = 0 lo que implica K(M", N) = 0. Por lo tanto M” € fRuo(%).

2. fRu(E) es cerrada bajo coproductos: Sea {My}aen C fR9(€) y N € €. Para ca-
da a € A se tiene que K(M,, N) = 0 y por hipotesis (| Ker(K(in, N)) = 0 donde

a€A

ig: Mz — @ M, es lainclusion canénica, por lo tanto K (@ M,, N) — [[ K(M,, N)
acA acA
es un monomorfismo con [[ K(M,, N) = 0, luego tenemos que K (€ M,, N) = 0. Por
acA YSIIN
lo tanto @ M, € fRu(¥).
a€cl

3. fRe(F) es cerrada bajo evtensiones:

Sea 0 — M' Lo M %5 M” — 0 una sucesion exacta con M, M" € fRe(€) y
M € R-Mod. Sea N € €, como K(_,N) es exacto izquierdo, la sucesion

K(g,N) K(f,N)

0—— K(M" N) K(M,N) K(M',N)

es exacta, con K(M" N) = K(M',N) = 0, esto implica que Im(K(f, N)) = 0, por lo
que K(M,N) = Ker(K(f,N)) = Im(K(g,N)) = 0. Por lo tanto M € fRw(%).

Por lo tanto fR0 (%) es clase de torsion.
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Ahora se demostrard: fr (%) es clase libre de torsién para toda ¢ € p(R-Mod).

1. fRu)(€) es cerrada bajo monomorfismos: Sean N € fR,(€) y N' — N un monomor-
fismo.

Sea M € €, como K(M, ) es exacto izquierdo, tenemos que K(M,N') — K(M,N)
es un monomorfismo con K(M,N) = 0 por lo tanto K(M,N’) = 0. Por lo tanto N’ €

fR(K) (cg)

2. fRu(E) es cerrada bajo productos directos: Sean {Ng}taea C R (€) v M € €.

Tenemos que K (M, N,) = 0 para toda v € A donde pg : [[ No —> N es la proyeccion
aEN
canodnica, luego por hipotesis [ Ker(K(M,p,)) =0, lo que implica que
YSHIN

[I K(M,pa) : K(M, T[] No) — [1 K(M, Na)

a€EA aEA aEA

es monomorfismo con [[ K(M,N,) = 0. Por lo tanto K(M, [[ N.) = 0 esto implica

acA agl
que K (M, [T No) =0y por lo tanto [[ No € fr, (7).

aEA acl

3. fRu)(€) es cerrada bajo extensiones:

Sea 0 —s N’ L5 N %5 N” — 0 una sucesion exacta con N N" € fry,(€) vy
N € R-Mod. Sea M € €, como K (M, ) es exacto izquierdo, tenemos que la sucesion

K(M.,f) K(M.g)

0—— K(M,N) K (M, N) K (M, N")
es exacta con K(M,N') = K(M,N") = 0 lo que implica que Im(K(M,g)) = 0, por lo
tanto K (M, N) = Ker(K(M,g)) = Im(K(M, f)) =0 . Por lo tanto N € fr,,(?).

Por lo tanto fr ., (%) es clase libre de torsion.

Concluimos que (f)Rr, = (f)u, lo que significa que Ryx) € [H]<. O

Ahora vamos a analizar los casos de los bifuntores K (F(_), ) con F un funtor casi cocon-
tinuoy K(_,G(_)) con G un funtor casi continuo. Estas composiciones nos van a dar muchos
ejemplos de bifuntores casi continuos.

Proposicion 3.25. Sea F': R-Mod — R-Mod un funtor casi cocontinuo y sea K(_, ) un
bifuntor casi continuo, entonces K(F(_), ) es un bifuntor casi continuo y RUST) € [H)<.

Demostracion. Para cada N € R-Mod tenemos que K(_, N) es un funtor contravariante casi
continuo y como por hipotesis F' es un funtor casi cocontinuo entonces por la Proposicién 3.14
K(F(_),N) es un funtor contravariante casi continuo. Por hipdtesis para toda M € R-Mod,
K(M, ) es un funtor covariante casi continuo lo que implica que K(F(M), ) es un funtor
covariante casi continuo. Por lo tanto K(F(_), ) es un bifuntor casi continuo por el Teorema

3.24, REH) ¢ [H]<. O
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Usando las Proposiciones 3.10 y 3.14, y el Teorema 3.24 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.26. Sea K(_, ) un bifuntor casi continuo, entonces:
1. 8i F: R-Mod — R-Mod un funtor casi cocontinuo, entonces RIS ¢ [H]<.

2. Si{F;,: of — Blicx una familia de funtores casi cocontinuos, entonces RE®iext) ¢

[H]<.

U

%
De la Proposicion 3.17 tenemos para cada funtor covariante casi continuo F', que F preserva
clases de torsion. Luego tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.27. Sea F' : R-Mod — R-Mod un funtor casi cocontinuo y sea K(_, ) un

bifuntor cast continuo. Entonces f =F ry, Y frosm = [y, F-

Demostracion. Sea € € p(R-Mod), se sigue que

FRYE() = {M € R-Mod | K(F(M),N)=0VN € ¢}
={M € R-Mod | F(M) € R (¢)}
= F (fR0(%))

Frter (€)= (N € R-Mod | K(F(M),N) =0 YM € ¢}
— (N € R-Mod | K(M,N)=0Y M € F (%)}
= fr (F (€))

. — -
Por lo tanto fR(K'D =F fRwo y frucr) = fR(K) F. -

. ., (K;F) . . .
Las factorizaciones de fguxir) y R’ las podemos ver en los siguientes diagramas:

fR(K;F) R(KF)
p(R-Mod) o(R-Mod) ©(R-Mod) o(R-Mod)
P e
©(R-Mod) ©(R-Mod)

Proposiciéon 3.28. Sea G : R-Mod — R-Mod un funtor covariante casi continuo y sea
K( , ):(R-Mod)?” x R-Mod — Ab un bifuntor casi continuo, entonces K(_,G(_)) es un
bifuntor casi continuo y Rk, € [H]<.
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Demostracion. Por hipotesis para cada M € R-Mod, K(M, ) es un funtor covariante casi
continuo y GG es un funtor covariante casi continuo, luego por la Proposicion 3.12 tenemos que
K(M,G(_)) es un funtor covariante casi continuo, ademéas por hipotesis para toda N € R-Mod,
K(_,N) es un funtor contravariante casi continuo lo que significa que K(_, G(N)) es un funtor
contravariante casi continuo. Por lo tanto es K(_,G(_)) es un bifuntor casi continuo y por el
Teorema 3.24, Rk.q;) € [H]<. O

Usando las Proposicion 3.10 y 3.12, y el Teorema 3.24 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.29. Sea K(_, ) un bifuntor casi continuo, entonces:
1. Si G : R-Mod — R-Mod un funtor casi continuo, entonces R(x.q) € [H]<.
2. Si{G;: o — Blicx una familia de funtores casi continuos, entonces Rix.p,.va:) €

[H]<.

F
En la Proposiciéon 3.18 demostramos que para cada funtor casi continuo G, G preserva
clases libres de torsion. Esta propiedad nos ayuda a calcular los cerrados de la conexion de
Galois que induce.

Proposicion 3.30. Sean G : R-Mod — R-Mod un funtor casi continuo y K(_, ) un bifuntor
casi continuo. Entonces fRuo) = fRuco) 5 Y fR(K;G) = 6 fR(K)~
Demostracion. Sea € € p(R-Mod), se sigue que
fREo (€)= {M € R-Mod | K(M,G(N))=0VN € €}
— (M € R-Mod | K(M,N) =0 VN €¢ (%)}
= [P (G (6))

FRuce, (€) = {N € R-Mod | K(M,G(N)) =0YM € ¢}
={N € R-Mod | G(N) € fr,(€)}

<$—
=G (fR(K) (Cg))
— —
Por lo tanto fRuce) = fRuo ¢ y MRixey = G Ry - H

Las factorizaciones de fRua) y fR( iy S€ pueden ver en los siguientes diagramas conmutativo:

o(R-Mod) ©(R-Mod)
fR(K> R(k,;q)
R0) £
©(R-Mod) o(R-Mod) (R-Mod) ©(R-Mod)
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).

De aqui en adelante nos enfocamos en los bifuntores casi continuos Homg(F(_), )y Hompg( ,G( ))
cuando F' es un funtor covariante casi cocontinuo y G es un bifuntor casi continuo; primero
estudiamos cuando F' y G no forman un par adjunto, esto va a implicar que las relaciones
bicerradas inducidas por estos bifuntores sean diferentes, después cuando que F' y G formen

un par adjunto, pues en este caso inducen la misma relacion. Calcularemos los cerrados de las
conexiones de Galois que inducen estos dos bifuntores casi continuos. Ademéas demostramos que

las relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos contienen a H.

3.3. Relaciones inducidas por el bifuntor Homp(

Denotaremos asi a las siguientes relaciones:
RY := {(M,N) € (R-Mod)? | Homg(F(M), N) = 0}.

Rg = {(M, N) € (R-Mod)? | Homg(M,G(N)) = 0}.

3.3.1. Homp(F(_), ) con F un funtor covariante casi cocontinuo

En esta seccion describimos los cerrados de la conexion de Galois asociada a RY, las

R -teorfas de torsion y la correspondiente conexion de Galois isétona sobre R-radidem. Recor-
—

demos que para cada funtor F' : R-Mod — R-Mod, € € p(F (R-Mod)) siysélosi VM € €,
%
M € F (R-Mod).

De aqui en adelante F' denotard un funtor covariante casi cocontinuo.

Proposicién 3.31.

1. (f)gr-cerr = {}? (T,) | 0 € R-radidem}.
—

2. cerr-(f)gr = {fu(%) | € € p(F (R-Mod))}.

— —
Demostracion. Por la proposicion 3.27 tenemos que fRF =F f* y fgr = fu F, luego para
cada € € p(R-Mod) tenemos que f*(%) es una clase de torsién, por lo tanto f*(%) = T,

para alguna o € R-radidem, se sigue que E fH(e) = <]4: (T,), esto que implica que:

(f)gr-cerr = {; (T,) | o € R-radidem},

—

Ademas cerr-(f)gr = {fu(%) | € € p(F (R-Mod))}. O

ﬁ
En la siguiente proposicion vemos una propiedad de F' (R-Mod) que es ttil para describir

los cerrados de (f)gr. Recordemos que definimos al prerradical mqr = A wl’ (ver

Néfpr(R-Mod)
Definicion 2.47).

4>
Proposicién 3.32. T,_,. es la menor clase de torsion que contiene a F (R-Mod).
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Demostracion. Dado que fHfy : p(R-Mod) — @(R-Mod) es un operador cerradura y

for = fu E (Proposicién 3.31), y ademés F, ., = fgr(R-Mod) (Observacién 2.48), entonces
tenemos que

F (R-Mod) C f* f(F (R-Mod)) = f*(fgr(R-Mod)) = f*(F, ,) =T,

RE

Sea T una clase de torsion tal que F (R-Mod) C T, entonces
—
Trr = 7 fu(F (R-Mod)) C f™ fo(T) = f*(F) = T.

5
Por lo tanto T,_,. es la menor clase de torsion que contiene a F' (R-Mod). ]

Notemos que ]? (R-Mod) no siempre resulta ser una clase de torsiéon en R-Mod como
veremos en el siguiente ejemplo. Recordemos que M € R/I-Mod si y sblo si IM = 0, ademaés
R/I @r M = M/IM (ver Lema 1.95).

Ejemplo 3.33. Sean 27Z ideal de Z y el funtor covariante cocontinuo F = Z/27 @7 . Veamos
—

que F (Z-Mod) = Z/27Z-Mod es una clase en Z-Mod que no es cerrada bajo extesiones. Sea

0= Zy L3 Zy % Zy — 0 una sucesion ezacta con f()y =2 9(1)=938)=1yg2) =0

donde Zo € 7./27Z-Mod. Tenemos que 227, # 0, es decir, Zy ¢ 7./2Z-Mod. Por lo tanto

Z./27-Mod no es cerrada bajo extensiones lo que implica que no es una clase de torsion (ni
clase libre de torsion) en Z-Mod.

Observacion 3.34. Usando la Proposicion 1.71 podemos describir al prerradical Tgr asociado
a la relacion RY como

wmr= V oaii= Vo oay= A o«

Me F(R-Mod) MeTrgp NeFrar

Proposicion 3.35. Sea T € T-tors. Si T € p(ﬁ (R-Mod)), entonces F € cerr-(f)gr, donde
(T, F) es una teoria de torsion.

—

Demostracion. Sea T € T-tors tal que T € p(F (R-Mod)), entonces T = F (¢) para alguna
_>

¢ € p(R-Mod), lo que implica que frr(€¢) = fu F (¢) = fu(T) = F, por lo tanto

F e cerr-(f)gr. O

El reciproco de la proposicion anterior en general no se cumple, es decir, si F € cerr-(f)grr
—

entonces no necesariamente T € p(F (R-Mod)), donde (T,F) es una teoria de torsion como
vemos a continuacion.

Ejemplo 3.36. Para el funtor covariante cocontinuo F = 7./27 &y  tenemos por el Ejemplo

—

3.33 que F (Z-Mod) = Z/2Z-Mod no es una clase de torsion, luego por la Proposicion 3.32
tenemos que T._, es la menor clase de torsion que contiene a Z./27-Mod, esto significa por la
Proposicion 3.31 que
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frr(Z-Mod) = fy F (Z-Mod) = fu(Z/2Z-Mod) = fu(T_,) = F.

RrREF

Luego ¥, € (f)rr-cerr pero T, . & F (Z-Mod) ain cuando (T
torsion.

rors Fry ) €8 una teoria de

La Proposicion 3.35 motiva a la siguiente proposicion.

Proposicion 3.37. 7 € [[0, Trr]] si y sdlo si existe € € p(R-Mod) tal que 7= \/  all.

",
Me F(%)

Demostracion. =) Sea T € [[0, 7gr]|, esto que significa que F. € cerr-(f)gr, se sigue que
—
F, = fu(F (¢)) para alguna ¢ € p(R-Mod), por lo tanto por las Proposiciones 1.78 y 2.44

tenemos que 7= A wi= V aff= V oL
NeF- MEeT, MGF(%))
<)Sean ¥ € p(R-Mod)y 7= \/ obf porlaProposicion2.447= A w) = A W,
MEF(%) ek Nefu(F (%))
—
luego F,. = fy(F (€)) € cerr-(f)gr. Por lo tanto 7 € [|0, 7r]| - O

Recordemos que para toda R € [H]< tenemos que [[0,7r]] C [0, 7r] N R-radidem y en el
Ejemplo 2.50 vimos que para ciertas relaciones bicerradas no se da la igualdad. Una condicion
suficiente para que se de la igualdad la damos en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.38. Si ]? (R-Mod) es clase de torsion, entonces [0, qr]] = [0, Tp x| R-radidem.
%
Ademds en este caso F (R-Mod) =T

TRF .

Demostracion. Siempre tenemos que [[0, Tgr]] € [0, Tgr] N R-radidem.

Sea 7 € R-radidem N [0, 7gr], entonces 7 X 7gr lo que significa que T, C T, .. Por hipotesis
F (R-Mod) es una clase de torsion y debido a la Proposicion 3.32 F (R-Mod) = T,,_,., por lo
tanto tenemos T, C F (R-Mod), de modod que por la Proposicion 3.35, F, € cerr-(f)gr lo
que significa que 7 € [[0, Trr]].

Por lo tanto [[0, 7g*]] 2 [0, Tp+] N R-radidem. Concluimos que [[0, Tgr]] = [0, Tg r] N R-radidem.
[l

-
Usando el hecho de que F preserva orden, tenemos una descripcion de la clase de R-moédulos

N(f)gr-cerr.
Proposicion 3.39. F ({0}) = N(f)gr-cerr.

Demostracion. Tenemos que (f)gr-cerr = {E (T,) | ¢ € R-radidem} (Proposicion 3.31).
— Pl — —

Como F preserva orden entonces ' ({0}) = F (Ty) C F (T,) para todo o € R-radidem. Por lo
— Ve —

tanto F ({0}) C N(f)gr-cerr. Como F ({0}) € (f)gr-cerr entonces ((f)gr-cerr € F ({0}).

Por lo tanto ({0}) = N(f)gr-cerr. O
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Notemos que P ({0}) es el "nticleo” del funtor F.

Usando la conexion de Galois inducida por una relacion bicerrada R € [H]< (ver Proposicion
2.54) tenemos una descripcion de el conglomerado de todas las R'-teorias de torsion (ver
Observacion 2.58):

{(F (T,),F,) | 7 € [0, 7pe]]} = {(Tyuer (), F=) | 7 € ([0, 7Rr ][}

Partiendo de la Proposicion 3.10 estudiaremos la relacion que existe entre el coproducto de
funtores covariantes casi cocontinuos y las relaciones bicerradas que inducen. Esto nos ayuda a
saber la estructura reticular de ([H]<, C), como veremos en el capitulo 4, en el caso de que R
sea un anillo semisimple artiniano.

Recordemos que si {R,} C [H]<, entonces (R, € [H]< (ver Proposicion 2.4).

Proposicion 3.40. Sea {F; : R-Mod — R-Mod},cx una familia de funtores covariantes casi
cocontinuos y F' : R-Mod — R-Mod un funtor covariante casi cocontinuo. Entonces:

1. R¥exh = _ RM.
2. RF"Y =RF.
%
3. (Biex F)(T) =Nyex E(T) para toda T € T -tors.

4. (fr@iex 7 )(€) = Niex f’).[?i(%) para toda € € p(R-Mod).
Demostracion.

1. Tenemos por la Proposicién 3.10 que €,y F; es un funtor casi cocontinuo, esto significa
por el Teorema 3.24 que R¥<X"* € [H]~. Ademas para toda M € R-Mod, (@, Fi)(M) =
D,cx Fi(M) (ver Apéndice A, Observacion A.6). Se sigue que

R®iex i — {(M, N) € (R-Mod)? | HomR((@ E)(M),N) =0}
= {(M,N) € (R-Mod)? | HomR(@ Fi(M),N) =0}
= {(M,N) € (R-Mod)? | HHomR(MM),N) =0}

= {(M, N) € (R-Mod)? | Homp(F,(M), N) = 0,¥i € X}

:ﬂRﬂ

ieX
y por el Teorema de Polaridades tenemos que (f)ger, = ( f)ﬂRp,., esto implica que el
infimo de la familia {(f)gr }iex de conexiones de Galois es A(f)rm = (f)ger (ver

Definicion 1.21).

2. Por 1 tenemos que R¥" = NR =RF.
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3. Recordemos que si M € R-Mod y T es una clase de torsion tal que @,y Fi(M) € T,,
entonces F;(M) € T para toda ¢ € X, pues T es cerrada bajo epimorfismos y para j € X
existe un epimorfismo p; : @,y Fi(M) — F;(M). Por la Proposicion 3.10 €, Fi es
un funtor covariante casi cocontinuo, se sigue que

-
(@ F)(T) = {M € R-Mod | (@ F)(M) e T}
= {M € RMod | (P F.(M) € T}
= {M € R-Mod | ;}(M) € T,,Vi € X}
— ﬂ{M € R-Mod | F;(M) € T}

i€X
<_
= F (D).
i€eX

Por 1o tanto (B, £)(T) = Nyex £ (T).
4. Sea € € p(R-Mod), entonces
(fr@icx 1:)(%) = {N € R-Mod | Homp((EP F;)(M),N) = 0,vM € €}

ieX
= {N € R-Mod | Homp(€P Fi(M),N) = 0,YM € ¢}
€X
={N € R-Mod | |[Homp(F;(M),N) =0,YM € ¢}

ieX
={N € R-Mod | Homg(F;(M),N) =0,VM € €,Vi € X}
={N € R-Mod | Homg(M,N) =0,VM € F;(¥¢),Vi € X}
= N /u(F(@)).
ieX
Por lo tanto (fr@icx 7 )(€) = Niex f;.[?,(cf)

O
Los prerradicales exactos derechos son ejemplos de funtores covariantes cocontinuos. Por el
Teorema B.4 (Watts-Eilenberg) tenemos que si n € R-trad, entonces n = n(R) ®g _ y por la

Proposicion 1.94 n = a* 2 T @z con n(R) = I < R ideal puro. Luego para un prerradical o
tenemos las siguientes equivalencias (ver Proposiciones 1.56 y 1.94)

o es exacto derecho < o es exacto izquierdo y preserva epimorfismos < o es t-radical exacto

izquierdo < o = aff con I un ideal puro de R.

Ejemplo 3.41. Para cada n € R-trad tenemos la relacion bicerrada
R" = {<M) N) € (R_MOd)Z | HomR(n(M)a N) = 0}

FEsta relacion bicerrada R" es la misma que la inducida por un par adjunto (I®g ,Hompg(I, ))
(cuando I es un ideal puro) que se estudiard mas adelante, cuando veamos relaciones bicerradas
mducidas por pares adjuntos.
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3.3.2. Homp(_ ,G(_)) con G un funtor covariante casi continuo

En esta seccion se describen los cerrados de la conexiones de Galois asociada a la relacion Rg
con GG un funtor covariante casi continuo, las Rg-teorias de torsion y la correspondiente conexion
de Galois is6tona sobre R-radidem. Primero probaremos una propiedad muy importante de los
funtores covariantes casi cocontinuos.

De aqui en adelante G denotara a un funtor covariante casi continuo.

Proposicién 3.42.
L. (f)rg-cerr = {fX(€) | € € p(G (R-Mod))}.
2. cerr-(f)r = {5 (F,) | o € R-radidem}.
Demostracion. Por la proposicion 3.30 tenemos que fR¢ = f# 5 Y JRe = <C_¥ fn , se sigue que

(f)rg-cerr = {f*(€) | € € p(C (R-Mod))},

y para cada ¥ € p(R-Mod) tenemos que f#(%) es una clase libre de torsion, se sigue que
— —
G f4(€¢) = G (F;) donde 7 € R-radidem, esto implica que:

cerr-(f)rg = {5 (F,) | 7 € R-radidem}.

]

Para cada R € [H]< tenemos definida la clase libre de torsion F., (Observacion 2.48) que
cumple la siguiente propiedad.

—
Proposicion 3.43. F,, = es la menor clase libre de torsion que contiene a G (R-Mod).

5
Demostracion. Como fy f* es un operador cerradura, por la Proposiciéon 3.42 fRe = f% ¢ vy
fR¢(R-Mod) =T ., (Observacion 2.48), se tiene que

OR,
Pt M Rg H

G (B-Mod) C f f™(G (B-Mod)) = f(f"¢(R-Mod)) = f™(Top,,) = For,,.
Sea [F una clase libre de torsion tal que ZJ (R-Mod) C F, entonces

For, = fuf™ (G (R-Mod)) C ff*(F) = F.

—
Por lo tanto Fop, . es la menor clase libre de torsion que contiene a G (R-Mod). ]

Observacion 3.44. Usando la Proposicion 1.71 podemos describir al prerradical or,, acosiado
a la relacion Rg como



3.3. RELACIONES INDUCIDAS POR EL BIFUNTOR HOMg(_, ). 89

—

O'RG = /\ W
NeEG(R-Mod)

N _ N _ M
o= N w= V a
NeFog, METog

Proposicion 3.45. Si F es una clase libre de torsion tal que F € p(a (R-Mod)), entonces
T € (f)r,-cerr, donde (T,IF) es una teoria de torsion.

—

Demostracion. Sea F € L-tors tal que F € p(G (R-Mod)), entonces F = C (¢') para alguna
—

€ € p(R-Mod), lo que implica que fR¢(€¢) = f* G (€¢) = f*(F) = T, por lo tanto T €

(f)mg-cerr. O

El reciproco de la Proposicion 3.45 no se cumple en general, es decir, si T € (f)r,-cerr no
_>

necesariamente F € o(G (R-Mod)), donde (T, F) es una teoria de torsién como lo mostramos
en el siguiente ejemplo. Recordemos que para cada ideal I de R y cada M € R-Mod que
Homg(R/I, M) = M/IM.

Ejemplo 3.46. Sea 27 wun ideal de 7Z vy consideremos el funtor covariante casi continuo
—
G = Homg(Z/2Z, ), luego G (Z-Mod) = Z/2Z-Mod no es una clase libre de torsion en
ﬁ
Z-Mod (ver Ejemplo 3.33). Por lo tanto Fop . € G (Z-Mod) aunque Top . € (f)rg-cerr.

Recordemos que definimos el prerradical og, = V oM (ver Defincion 2.47).
Me fRG (R-Mod)

Proposicion 3.47. o € [[or,, 1]] si y sdlo si existe D € p(R-Mod) tal que 0 = N\ wi.
Nea(ﬁj)

Demostracion. =) Sea o € [[org, 1]], luego T, = fH(a (2)) para alguna 7 € p(R-Mod), por

lo tanto por las Proposiciones 1.78 y 2.44 tenemos que 0 = \/ o= A wl= A .
MEeT, MEeF, Mea(@)
<) Seaoc = A w) con 2 € p(R-Mod), por la Proposicién 2.44 ¢ = \/ o¥f =
Mec(2) MET,
—
V oM Tuego T, = f(G (2)) € (f)re-cerr. Por lo tanto o € [[or, 1]]. O

MefH(G(2))

Recordemos que o € [[or,, 1]] es cerrado bajo infimos arbitrarios (Observacion 2.55) pues
es un sistema de cerrados.

Para toda R € [H]< siempre tenemos que [[or,1]] C [or, 1] N R-radidem. Las condiciones
para que se de la igualdad ve en el siguiente corolario.

Proposicion 3.48. Si ZJ (R-Mod) es una clase libre de torsion, entonces [[org, 1]] = [org, 1]N
SN
R-radidem. Ademds en este caso G (R-Mod) = F

O'RG .
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Demostracion. Siempre tenemos que [[org, 1]] C [or,, 1] N R-radidem.

Sea o € [oxr, 1] N R-radidem, entonces ogr < ¢ lo que significa que F, C IFURG. Por hipotesis

— —

G (R-Mod) es una clase libre de torsion, entonces por la Proposicion 3.43 G (R-Mod) = F
%

por lo tanto F, € p(G (R-Mod)), asi por la Proposicion 3.45 T, € (f)r,-cerr lo que significa
que o € [[oRr,, 1]].

OR()

Por lo tanto [[or,, 1]] 2 [oRr,, 1] N R-radidem, se sigue por lo anterior que [[or,, 1] = [ory, 1]N
R-radidem. O

a (R-Mod) no siempre es una clase libre de torsion. Sea G = Homgy(Z/nZ, ), luego

—

G (Z-Mod) = Z/nZ-Mod y del Ejemplo 3.33 sabemos que es una clase en Z-Mod que no
es cerrada bajo extensiones.

e
Partiendo del hecho que (& preserva orden tenemos una descripcion de () cerr-(f) g,

Proposicion 3.49. G ({0}) =N cerr-(f)re-

Demostracion. Tenemos que cerr-(f)r, = {5 (F,) | ¢ € R-radidem}, como G preserva orden
entonces G ({0}) C G (F,) para todo o € R-radidem. Por lo tanto G ({0}) € Neerr-(f)rg-
Como G ({0}) € cerr-(f)r,, entonces () cerr-(f)mr,-cerr C <(_} ({0}).

Por lo tanto <(_} ({0}) = N cerr-(f)re- O

La clase de las Rg-teorias de torsion es (ver Observacion 2.58):

{(To.G (F,) | 0 € [[omg 1] = {(To, Fang, () | 0 € [lore, 1]}

Observacion 3.50. Las teorias de torsion hereditarias son inducidas por el bifuntor
Hompg(_,E(_)), el cual no es casi continuo pues la asignacion E(_) : R-Mod — R-Mod
considerada como un funtor (usando un axioma de eleccion sobre clases) no es un funtor cova-
riante cast continuo pues no es exacto izquierdo, pero induce la relacion que es h bicerrada con
respecto a [H]<. Queda la prequnta, si h puede ser inducida por un bifuntor casi continuo.

Tenemos resultados similares para funtores covariantes casi continuos y para el producto de
funtores covariantes casi continuos.

Proposicion 3.51. Sean {G; : R-Mod — R-Mod},cx una familia de funtores covariantes
casi continuos y G : R-Mod — R-Mod un funtor casit continuo, entonces:

1. Rye =N Re,.

ieX 1€X

2. Rgx = Rg, donde X es un conjunto.
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3. (i iieX Gi)(F) = Nicx (CTZ(]F) para toda F € F-tors.

4 (fRHiGX G)E) = Niex fRGi(€) para toda € € p(R-Mod).

Demostracion.

1. Por la Proposicion 3.10 tenemos que [] G; es un funtor casi continuo, esto significa por
ieX

el Teorema 3.24 que Ry ¢, € [H]<. Ademas para toda N € R-Mod, (][] G;)(N) =
ieX 1€X

I] Gi(N) (ver Apéndice A, Observacion A.6). Se sigue que

i€X

R o = {(M,N) € (R-Mod)* | Homg(M, (] [ G:)(N)) = 0}

i€X

— {(M,N) € (R-Mod)? | Homp(M, H G4(N)) = 0}
= {(M,N) € (R-Mod)* | []Homp(M,G;(N)) =0}

1€X

={(M,N) € (R-Mod)? | Homg(M,G;(N)) =0,Vi € X}

ieX
ademas por el Teorema de Polaridades tenemos que (f)r ;; . = [ (f)Rg,, esto implica
i€x ' EX ‘
que el infimo de la familia de polaridades {(f)rg, tiex es A (f)rg, = (fIr g o, (ver
1€X iex

Definicion 1.21).
2. Por 1 tenemos que Rgx = ([ Rg = Re.

3. Sea F es una clase libre de torsion. Recordemos que si N € R-Mod tal que [[ G;(N) € F,
entonces G;(N) € F para todo i € X, pues F es cerrada bajo monomorfismos y para cada
J € X existe un monomorfismo h; : G;(N) — [[ Gi(N). Sea 7 € R-radidem, luego

-
[[G:i@®) ={N € R-Mod | [] Gi(N) € F}

= {N € R-Mod | G;(N) € F,Vi € X}
= ({N € R-Mod | Gi(N) € F}

ieX
(_
— ﬂ G; (F).
ieX

Por lo tanto (i iieX Gi)(F) = Nicx a(lﬁ‘)
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4. Sea € € p(R-Mod), entonces
fRlex @ (€) = {M € R-Mod | Homp(M, [ [ Gi(N)) = 0,VYN € ¢}

1€X
={M € R-Mod | []Homp(M,G;i(N)) =0,¥N € ¢}
i€X
= {M € R-Mod | Homg(M,G;(N)) =0,YN € ¢€,Vi € X}
— {M € R-Mod | Homgz(M,N) = 0,YN € G;(%),Vi € X}
= N I*(Ci()).
i€X
Por lo tanto (f"Tliex @)(€) = () fRe(%).
ieX

]

Algunos prerradicales exactos izquierdos son ejemplos de funtores casi continuos que no
necesariamente son continuos (ver Ejemplo 3.9-4-a), asi para cada v € R-lep tenemos al bifuntor
casi continuo Homg( ,v(_)) y R, la relacion que induce. En el capitulo 4 damos un ejemplo
de este tipo de relaciones bicerradas cuando el prerradical es t(a¥) con I un ideal de R.

3.4. Relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos

En este seccion estudiaremos relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos. Nos basaremos
en los Teoremas de Watts-FEilenberg (ver Apéndice B, Teoremas B.4 y B.10) que a grandes rasgos
dicen:

1. Un funtor entre categorias de médulos es un adjunto derecho si y sélo si preserva limites.

2. Un funtor entre categorias de médulos es un adjunto izquierdo si y sélo si preserva coli-
mites.

3. En un par adjunto (F,G), F' preserva colimites y G preserva limites.

4. Para cada par adjunto (F, ), existe L € R-BiMod (unico salvo ismorfismo) tal que
F=L ®r ¥ G= HOHIR(L, _)

K;L®r_) K;F)

Y R(x;Homp(L, ) en lugar de R/

p—

De esta forma podemos estudiar las relaciones R'
vy R(k;a), esto con el fin de tener una mejor descripcion de las relaciones bicerradas inducidas
por pares adjuntos. De esta forma tenemos

REEOR) — f(M, N) € (R-Mod)? | K(L ®z M,N) =0} y
R(kitomp(r._)) = { (M, N) € (R-Mod)* | K(M,Hompg(L, N)) = 0}
En esta seccion seguiremos estudiando las relaciones bicerradas inducidas por los bifuntores

Hompg(F(_), ) = Hompg(_,G(_)) con (F,G) : R-Mod — R-Mod un par adjunto, en este
caso R = Rg.

De los Teoremas 1.105 y 1.106 se deduce el siguiente resultado.



3.4. RELACIONES BICERRADAS INDUCIDAS POR PARES ADJUNTOS 93

Proposicion 3.52. Sea (F,G) : R-Mod — R-Mod un par adjunto, entonces F' es un funtor
covariante cocontinuo y G es un funtor covariante continuo. U

Notese que por lo anterior tenemos una asignaciéon de la categoria de funtores covarian-
tes cocontinuos Funce..(R-Mod, R-Mod) a [H]< dada como F — RY y ademés existe una
equivalencia entre las categorias Funce..(R-Mod, R-Mod) y R-BiMod (ver Teorema B.11); por
consiguiente para cada funtor covariante continuo F' podemos estudiar la relacion R¥®r— en
vez de la relacion RF, ya que para F existe L € R-BiMod tal que F' = L @ _ (ver Teorema
B.5) y esto implica que Homg(F(_ ), ) = Homg(L ®r , )y de esta forma RF = RE®r_
(ver Proposicion 3.23).

Notacion 3.53. Por el Teorema B.10, cada par adjunto (F,G) : R-Mod — R-Mod se puede
describir como F' = L®g  y G = Homg(L, ) para alguna L € R-BiMod, que es dnica salvo
1somorfismo, de esta forma denotaremos:

R[L} = RF B RG'.
La relacion Rz es independiente del representante como se demuestra a continuacion.

Proposicion 3.54. Sea (F,G) : R-Mod — R-Mod un par adjunto. Sean L, K € R-BiMod
tales que F = L®p , F =2 K®r , G = Homg(L, ) y G = Homg(K, ). Entonces
Rz = Rix)-

Demostracion. C) Sea (M, N) € Ry, entonces Homg(L ®r M, N) = 0. Por hipétesis L ®p
M = K ®r M, esto implica que Homg(K ®r M, N) = Homg(K ®g M, N) = 0. Por lo tanto
(M, N) S R[K}.

D) Se demuestra de forma similar. O

A continuacion demostramos propiedades de las relaciones bicerradas inducidas por pares
adjuntos (o por R-bimo6dulos), asi pues definimos una relacion < en la clase de todos los
R-bimoédulos, la cual seréd ttil para describir mejor a las relaciones bicerradas inducidas por
bimoédulos.

Recordemos que dados L, K € R-Mod, decimos que L genera a K si existe un epimorfismo
LX) — K, con X un conjunto, en este caso L genera a K como R-moédulo izquierdo. Por
lo tanto si L y K son dos R-bimo6dulos tales que L genera a K, entonces L genera a K como
R-bimodulos, es decir, el epimorfismo LX) — K es un morfismo de R-bimédulos (o de forma
equivalente, un morfismo de R ®7 R°P-mo6dulos izquierdos, ver Observacion 3.5 y Proposicion

3.6).
Proposicion 3.55.
1. Para cada familia {L;}iex € R-BiMod, Rig,_, 1) = Nicx Rzi-

2. Para cada L € R-BiMod, Ry ) = Ryy.
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3. Sean L, K € R-BiMod. Si L genera a K (como R-bimddulos), entonces Ry C Rig).
Demostracion.

1. Sea{L;}iex C R-BiMod. Sea F; =2 L;®g paratodai € X, entonces @ F; = P L;®gr_,
ieX i€eX
luego por la Proposicion 3.40 tenemos las siguientes igualdades

Rig =RPex = N R" = ] Ryr,.

1€X 1€X

i€X Li]

2. Por 1, R[L(X)] = ﬂR[L] = R[L]

3. Si L genera a K, entonces existe un epimorfismo LX) — K. Entonces, para cada

M € R-Mod, LX) @ M — K ®p M es un epimorfismo y por lo tanto
Homp(K @i M, N) — Homp(LX) @z M, N)

es un monomorfismo para toda N € R-Mod, se sigue que Homp(LX) ®@r M, N) = 0
implica que Hompg(K ®g M, N) = 0. Concluimos que R = R € Rigg.-

O

Corolario 3.56. Sean I,.J < R ideales tales que I C J, entonces Rir/n € Riryg)-

Dado que para todo M € R-Mod, M = R ®r M, tenemos que H = Rgj, por consiguiente
en la siguiente proposicién mostramos como se relacionan H y Rz, donde L es un R-bimé6dulo.

Proposicién 3.57. Sea L € R-BiMod, entonces H C Ryy).

Demostracion. Para todo L € R-BiMod tenemos que existe un epimorfismo RX) —s L para
algin conjunto X, esto implica por la Proposicion 3.55 que H = Rr) = Rz € Ryz). O

En el capitulo 4, seccion 4.2 damos un ejemplo de un anillo donde se cumple que si R es
una relacion bicerrada tal que H C R, entonces R es inducida por un par adjunto.

Por la Proposicion 3.55-3 tenemos que si L genera a K, entonces Ryz; € Rk y si K genera a
L, entonces Rix] € Rz, esto implica que si L y K se generan uno al otro, entonces Rz = Riky.

Notacién 3.58. Para L € R-BiMod denotamos por [L]|.. a la clase de equivalencia de L y por
R-BiMod/ ~ al conglomerado de todas las clases de equivalencia, de esta forma tenemos un
orden parcial definido como [L]. < [K]|~ siy sdlo si L genera a K.

La siguiente proposiciéon es importante para tener una mejor descripcion de las relaciones
bicerradas inducidas por pares adjuntos y nos da una ubicacion de estas relaciones. Denotaremos
[H, (R-Mod)?] :={R € [H]< | H C R}.
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Proposicion 3.59. Eziste un morfismo de orden ¥ : R-BiMod/ ~ — [H]< definido como
U([L].) = Ryyy. Ademds Im(¥) C [H, (R-Mod)?].

Demostracion. Por la Proposicién 3.55-3 tenemos que si L genera a K entonces Ry € Rg,
luego si K € [L]., entonces K ~ L y Ry = Rk pues por la Proposicion 3.54 esta asignacion
es independiente del representante. Por lo tanto la asignacion W([L].) = Rz esta bien definida.

Sean L, K € R-BiMod/ ~ tales que [L]. = [K]~, entonces por definicion del orden parcial
= en R-BiMod/ ~ tenemos que L genera K y por la Proposicion 3.55-3 V([L].) = Ry C
Rix) = ¥([K]~). Por lo tanto ¥ preserva el orden.

Por la Proposicién 3.57 tenemos que para toda L € R-BiMod, H C Ry y esto implica que
H C Ry = Y([L].) para toda [L]. € R-BiMod/ ~. Concluimos que Im(¥) C [H, (R-Mod)?].
O

Observacion 3.60. En el Teorema B.11 tenemos una equivalencia entre las categorias R-BiMod
y Funce,.(R-Mod, R-Mod), luego podemos definir un relacion ~ en Funce..(R-Mod, R-Mod)
dada como F ~ F' si y solo si RY = RY y de esta forma tenemos una asignacion de
Funce,.(R-Mod, R-Mod)/ ~ a [H]< como se ve en el siguiente diagrama conmutativo:

R-BiMod/ ~ L [H]<

Funceo.(R-Mod, R-Mod)/ ~

U no necesariamente es inyectiva, como lo mostramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.61. Sean R =Z y (T,F), donde T es la clase de todos los grupos abelianos divisibles
y I es la clase de los grupos abelianos reducidos. Luego (T,F) es una teoria de torsion que no
es hereditaria, pues Q € T, pero Z es un submodulo de Q que no es divisible, es decir, T es
una clase de torsion que no es cerrada bajo monomorfismos, lo cual implica que F es una clase
libre de torsion que no es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Por lo tanto T & (f)p-cerr y F & cerr-(f)n, esto implica que (f)n-cerr # (f)y-cerr y
cerr-(f)n # cerr-(f)y. Se sigue por el Teorema de Polaridades que (f)n # (f)n v h # H,
es decir, la contencion h C H es estricta. Se concluye por las Proposiciones 3.57 y 3.59 que
h & Im(V), es decir, en este caso ¥ no es suprayectiva.

El siguiente teorema es muy importante para describir la conexién de Galois correspondiente
a la relacion bicerrada Ryr) con L € R-BiMod; nos sirve para calcular (f)r,,-cerry cerr-(f)ry,;,
para tener una mejor descripcién de las Ryzj-teorfas de torsion; ademds en él se relacionan
resultados para funtores covariantes continuos y cocontinuos obtenidos en las secciones 3.2 y
3.3.

De aqui en adelante (F,G) : R-Mod — R-Mod denotara un par adjunto, L denotaré al
R-bimodulo que lo representa y Rz la relacion bicerrada inducida.
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Teorema 3.62. Sean (F,G) y Ry € [H]<. Entonces

fR[L] — fH a — Ef?‘[

fR[L] = f?‘l F = Gf'H

Demostracion. Sea (F,G), luego R” = R¢ lo que implica por el Teorema de Polaridades que
(f)rr = (f)r. y combinando las igualdades de las Proposiciones 3.31 y 3.42 tenemos

f’H
Ju

fR[L] _ f’H
TRy = fu

L QU
[

QT =t

[]

La factorizacion de fRu y fr;, del teorema anterior puede verse en los siguientes diagramas
comutativos.

©(R-Mod) o(R-Mod)
fR/m7 o i Yf;\
o(R-Mod) p(R-Mod) o(R-Mod) ©(R-Mod)
g T 8
©(R-Mod) p(R-Mod)

Estas igualdades van a ser muy importantes pues nos van a ayudar a determinar los cerrados
de la conexion de Galois inducida por el par adjunto (F, G). Usando el teorema anterior tenemos

una descripcion mas clara y sencilla de (f)g,,,-cerr y cerr-(f)r

(L] (]

En el caso de un par adjunto podemos usar las Proposiciones 3.31, 3.42 y el Teorema 3.62
para calcular de los cerrados de la conexién de Galois correspondiente.

Proposicion 3.63. Sean (F,G) y Ry su relacion bicerrada correspondiente. Entonces:
1. (f)R[L] -cerr = {F (Ty) | o € R-radidem}.

2. cerr-(f)ry, = {G (F,) | o € Rradidem}.
O

Usando la proposiciéon anterior para cada L € R-Bimod podemos describir la clase de todas
Rp)-teorias de torsion como (ver Observacion 2.58):

—

{(F (T,),F,) | 7€ [[0,7m, )1} = {(To, G (F,)) | o € [[omy,,, 1]}
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Como F y 5 preservan orden, siempre tenemos las dos Rjpj-teorfas de torsion
«— —
(F ({0}), R-Mod) y (R-Mod, G ({0})).

— —
Ademaés tenemos tres formas de describir a las clases de R-modulos F ({0}) v G ({0})
usando prerradiciales. Para esto tenemos la siguiente definicion.

Definicion 3.64. Sea L € R-BiMod y M € R-Mod. Definimos el anulador en M de L como
Annp(M)={me M |l®@m=0,VI]eL}.

Proposicién 3.65. [36] Sea L € R-BiMod, entonces Annp(_) es un prerradical. O

Observacion 3.66. Annp (M) = M si y solo si L @g M = 0. Por lo tanto
Tann, = {M € R-Mod | Annp(M) =M} ={M € R-Mod | L ®r M = 0}.
Para cada R € [H]< es importante tener una descripcion de las clases de R-modulos
N(f)r-cerr y (\cerr-(f)r pues son las que nos determinan donde empiezan y donde ter-

minan los subintervalos de prerradicales [[or, 1]], [[0, Tr]] ¥ los dos subintervalos de clases de
R-moédulos donde estéan los cerrados (f)g.

Proposicion 3.67. Sean (F,G) y Ry € [H]<. Las siguientes clases de R-mddulos son iguales:

1 N(f)ry, -cerr.
2. F ({0}).
3. {M € R-Mod | Homg(M, N) =0, YN € ¢ (R-Mod)}.

4' TAnnL-

Demostracion. 1=2) Se demostré en la Proposicion 3.39.

2=3) Tenemos que
JRu(R-Mod) = (G (R-Mod)) = F (f*(R-Mod)) = F ({0}).
2=4) Por hipotesis ' = L ®p  con L € R-BiMod, entonces
7 ({0}) = {M € R-Mod | F(M) = 0}
={M € R-Mod | L®g M =0}
={M € R-Mod | Ann,(M) =M}

= TAnnL
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Proposicion 3.68. Sea (F,G) y Ry € [H]<. Las siguientes clases R-mddulos son iguales:

1. Neerr-(f)ry,-

2. G ({0}).

3. {N € R-Mod | Homg(M,N) = 0 ¥YM € F (R-Mod)}.
4. For

5 fu({L})

Demostracion. 1=2) Se demostro6 en la Proposicion 3.49.

2=3) Tenemos que

—

fry (R-Mod) = fu(F (R-Mod)) = G (fu(R-Mod)) = & ({0}).

2=4). Por hipotesis G = Hompg(L, ) con L € R-BiMod, entonces

G ({0}) = {N € R-Mod | G(N) = 0}
= {N € R-Mod | Homp(L, N) = 0}

=F_r
or

4=5) Tenemos que fy({L}) = {N € R-Mod | Homp(L, N) =0} =F,¢. O

Observacion 3.69. Por la Proposicion 3.63 y la proposicion anterior, para (F,G) tenemos:

1. F(T,)={M € RMod | Lor M € T,} = {M € R-Mod | o(L @ M) = L @5 M}.

QT =t

2. G (F,) = {N € R-Mod | Homg(L, N) € F,} = {N € R-Mod | Ta(N) = 0}.

Como resultado de las Proposiciones 3.35 y 3.45 tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.70. Sea (F,G). Entonces:

1. SiTe p(]? (R-Mod)), entonces F € cerr-(f)r,,, donde (T,F) es una teoria de torsion.

2. SiFe p(a (R-Mod)), entonces F € (f)R,,,-cerr, donde (T,FF) es una teoria de torsion.

(L]

El siguiente corolario es una consecuencia de las Proposiciones 3.38 y 3.48.

Corolario 3.71. Sea (F,G) tal que F (R-Mod) es clase de torsion y C (R-Mod) es clase libre
de torsion. Entonces

— —
1. F (R-Mod) = Tr, y G (R-Mod) = Fop .
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2. [loryy, 1] = [ory,, 1] N Rradidem y [[0, 7R, ]] = [0, 7R ;] N R-radidem, es decir, los dos
intervalos se llenan.

3. ([ory,, 1] N Rradidem, <) = ([0, TR ;] N R-radidem, <). O

Recordemos que cada relacion bicerrada R € [H]< induce una conexion de Galois isétona
sobre R-radidem (ver Proposicion 2.53). Luego en el caso de un par adjunto tenemos una
descripcion de esta conexion de Galois.

Observacion 3.72. Usando las Proposiciones 2.54, 3.37, y 3.47, para cada L € R-BiMod
podemos describir a (Ary,,, kr,,) € Gal;(R-radidem, R-radidem) como

)\R[L] ()= V a% = A W(J)V Y AR ()= A w(])V =V O‘%'
MEF(Ty) NeG(F,) NeG(F-) MeR(T,)

donde F =2 L®r y G=Homg(L, ). Ademds

—

F (T, = T“R[L] (), T € R-radidem y 5 (F,) = IF,\R[L] (o), 0 € R-radidem.

y las Ryy)-teorias de torsion son (ver Observacion 2.58):

(T7, G (Fs)) = (F (Tan, 1) Fany ) 0 € llom, 1]

(G (T,),F) = (T, G (B ), 7 € [0, 7R])-

(L] (L]

3.5. Relaciones inducidas por un ideal puro

En esta seccién tomaremos como ejemplo de par adjunto a (I ®z ,Hompg(I, )) donde el
R-bimoédulo es I, un ideal de R. Principalmente nos enfocaremos en estudiar cuando I es un
ideal puro, pues esta condicion simplifica los calculos para determinar (f)r,,-cerr y cerr-(f)ry,-
Para lograr esto vamos a usar un isomorfismo natural entre un prerradical o y el funtor I ®g .
Para un ideal I de R y su relacion correspondiente Ry tenemos por el Teorema 3.62 y la
Proposicion 3.63:

1. fRu = f"o HomR(I,_; = §®R_ o fH.

2. fry =fuo I®r = Homp(I, ) o fu.

3. (f)ry-cerr ={{M € R-Mod | I @ M € T,} | o € R-radidem}.

4. cerr-(f)ry, = {{N € R-Mod [Homg(I,N) € F;} | 7 € R-radidem}.
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Para cualquier ideal I de R, estas clases de R-médulos {M € R-Mod | I g M € T,} y
{N € R-Mod |Hompg(I,N) € F,} son dificiles de describir; sin embargo, si al funtor I ®p
lo podemos describir como un prerradical, es decir, que exista ¢ € R-pr tal que I ®r = 0o,
entonces esta descripcion se simplifica bastante. Para ver al funtor I/ ®z  en términos de un
prerradical, este debe preservar monomorfismos, es decir, ser exacto. Recordemos que si o € R-
lep, entonces o = a¥ con I < R un ideal puro (ver Proposicién 1.92), luego por la Proposicion
1.94 tenemos que [ ®z = aff. Usaremos este hecho para estudiar la relacion R usando el

prerradical off, es decir,

Ry = {(M,N) € R-Mod | Hompg(af (M), N) = 0}.

— —>
en este caso tenemos las igualdades fRin = of "y TRy = fu af. Primero vamos a calcular

a los infimos de las familias de Moore (f)r,,-cerr y cerr-(f)ry,,-

Proposicion 3.73. Sea I < R un ideal puro, entonces:
1. Tyory = ((f)wy, -cerr.
2. For = Ncerr-(f)r
3. Tyary = Fyn.
Demostracion.

1. Recordemos que fR1(R-Mod) = (\(f)ry,-cerr y t(af)(M) = M siy solo si IM = 0.

(-

C) Sea M € Tyr), se sigue que Homp(af(M),N) = HomR(]M N) =Homg(0,N) =0
para toda N € R-Mod. Por lo tanto M € N()ry-cerr y Tyamy © N )ry-cerr.

D) Sea M € ((f)ry-cerr, luego Hompg(az (M), N) = 0 para toda N € R-Mod, por

lo tanto Homg (o (M), M) = 0, esto 1mphca que IM = 0 lo que es equivalente a que

t(af)(M) = M. Por lo tanto M € T,,n, luego fR1(R-Mod) C Ty,

Por lo tanto, por el Corolario 1.69, t(a¥) es un radical idempotente lo que implica que

Tt(a?) = ﬂ(f)R[I]'CGW-

2. Recordemos que fr,(R-Mod) = cerr-(f)ry, v of'(N) = IN = 0 si y solo si
t(a®)(N) = N.

C) Sean N € For, M € R-Mody [ € Hompg(IM,N). Sea m € IM, luego m = > r;m;
i=1

conm; € My r; €I, por lo tanto f(m) = f(>rim;) = Z'r’lf(mi) =0, pues IN = 0.
i=1
Concluimos que Homg(IM, N) = 0, luego N € Ir,, (R Mod)
D) Sea N € me (R-Mod), luego Homg(I/M, N) = 0 para toda M € R-Mod, por lo tanto
Hompg(IN, N) = 0, se sigue que IN = 0. Concluimos que N € F.r, luego fry, (R-Mod) C
F r.
a1

Por lo tanto For = ((f)ry,-cerr.
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“—

3. De las Proposiciones 3.67 y 3.68 tenemos que af ({0}) = {M € R-Mod | of(M) =
0} = Tyary v {N € R-Mod | Hompg(I, N) = 0} = F,; = F_7. Como I es un ideal puro,
I

entonces af y t(a¥) son radicales idempotentes (ver Corolario 1.69), esto implica por 2
al R

que af = ag.

Por lo tanto F 7 = F,r, lo que implica por 1y 2, que t(af)(M) = M si y solo si
I

af (M) =0, es decir, Ty(ary = For.

]

Notese que al = af cuando I es idempotente.

En [36], Capitulo IV, Proposiciones 2.1 y 2.2 se demuestra que si T es una clase de torsion,
entonces existe una clase libre de torsion I tal que (T, F) es una teoria de torsion. También se
demuestra que toda clase libre de torsiéon IF es parte de una teoria de torsion.

Observacion 3.74. De la Proposicion 3.73 tenemos que si I es un ideal puro de R, enton-
ces Tt(aﬁ) = IFQ?, esto significa que existen clases de R-modulos X y Z tales que (X,IFOC?) Y
(Tyary, £) son teorias de torsion.

Uno de los conceptos importantes relacionados con la teoria de torsion es el de teoria de
torsion y libre de torsion (llamada terna TTF) introducida por J.P. Jans en [21]|. Consiste en
una terna (X, ), Z) de clases de una categoria abeliana tal que ambos pares (X,)) y (Y, 2)
son teorias de torsion. En este caso se dice que ) és una clase TTF. Cuando la categoria
abeliana es R-Mod entonces tenemos el siguiente resultado de J.P. Jans:

Teorema 3.75. ([21], Corolario 2.2.) Las ternas TTF en R-Mod estdin en biyeccion con los
1deales bilaterales idempotentes de R. La asignacion estd dada como:

I'—{N € RMod | IN =0} = F,».

Observacion 3.76. De la Proposicion 3.73 tenemos que para cada ideal puro I de R,
Tiar) = For es una clase TTF.

Del Teorema 3.75 y la Proposicion 3.73 tenemos que si I es un ideal idempotente de R (que
no necesariamente es puro), entonces tenemos la clase TTF, ']I‘t(a?) = Fa}a, pero ser idempotente
no es suficiente para que el funtor covariante aff & I @  sea continuo (exacto derecho y que
preserve coproductos), por consiguiente hemos pedido que el ideal sea puro.

*)
Proposicion 3.77. Sea I < R ideal puro, entonces af (R-Mod) es clase de torsion.

Demostracion. Por hipotesis I es puro, lo que implica por la Proposiciones 1.56 y 1.90 que ol
_>

es radical exacto izquierdo, asi pues off (R-Mod) = {af(M) | M € R-Mod} = T,z es una clase
de torsion que ademas es hereditaria. O
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Corolario 3.78. Sea I < R un ideal puro, entonces [[0, 7r,)]] = [0, af] N R-radidem.,

_)
Demostracion. Por hipotesis I es puro y por la Proposicion 3.77 tenemos que of (R-Mod)

es una clase de torsion. Por lo tanto por la Proposicién 3.38 tenemos la igualdad [[0, Tr,,]] =
[0, af] N R-radidem. O

%
Para un ideal puro I tenemos que (f)g,,-cerr = {af'(T,) | 0 € R-radidem} y

(1]

R R
a(T,) = {M € R-Mod | of(M) € T,}
— {M € R-Mod | o(IM) = IM}

donden= \/ aif
Meak(T,)

En este caso, de la Proposicion 3.73 tenemos que ORy;, = t(alt) y TRy = af. v por el Corola-
rio 3.78 tenemos wun isomorfismo de orden entre los intervalos [[org,1]] ¥
[0, 7R,,] = [0,77] N R-radidem. Notemos que si R € [H]< y uno de los intervalos [[og, 1]]
6 [[0, 7r]] se llena, entonces el otro intervalo no necesariamente se llena, como lo veremos en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.79. Sea R un anillo semisimple artiniano tal que R = I & J, con I,J < R

ideales minimos, en este caso R-radidem = {0, aff 1} y es una reticula booleana (ver [29),

Teorema 11). Ahora sea For una clase libre de torsion. Por la Proposicion 1.30 tenemos que

f= <pR-Mod,FaR;pFaR,R_MOd> € Gal(T -tors, F-tors), con f-cerr = {{0}, R-Mod} y cerr-f =
I I

{For, R-Mod}; esto significa que [[or,,1]] = {0,1} # R-radidem, es decir, [[or,,1]] no es
un intervalo que se llena porque le faltan los prerradicales off, aff. Sin embargo, el intervalo

[0, 7w, ]] = {0, af'} = [0, af] N R-radidem s se llena.

Para concluir el estudio de este caso, nos ayudaria saber si {Hompg(I, N) | N € R-Mod} es
una clase libre torsion (ver Corolario 3.71). Para més detalles ver en seccion de preguntas. En
el siguiente capitulo estudiaremos a la relacion inducida por el R-bimédulo R/1.

Notemos si {I;}icx es una familia de ideales puros de R, entonces Rig, . 1) = Niex Rin
(ver Proposicion 3.55), es decir, existe una asignacion (antitona) de la reticula de todos los
ideales puros de R a [H]<, dada como I — Ryjj; esta asignacion se estudiard mas a detalle en
el capitulo 4 para el caso de un anillo semisimple artiniano.



Capitulo 4

Relaciones bicerradas Ry /1]

Aunque definimos a los bifuntores casi continuos, en este capitulo so6lo tomaremos bifunto-
res continuos, esto porque vamos a seguir usando pares adjuntos y al bifuntor Hompg( , ).
Queda pendiente estudiar las relaciones inducidas por bifuntores casi continuos que no sean
continuos. En este capitulo estudiaremos las relaciones bicerradas inducidas por el R-bimédulo
R/I o equivalentemente por el par adjunto (R/I ®p ,Hompg(R/I, )), donde I es un ideal
de R; en este caso los bifuntores continuos asociados al par adjunto son Homg(R/I ®p , )
y Hompg( ,Hompg(R/I, )). Calcularemos los cerrados de las conexiones de Galois correspon-
diente a Rygr/5) y las Rg/p-teorfas de torsion. Para estudiar de forma mas sencilla la conexion
de Galois que induce Rjg/; usaremos los isomorfismos naturales del Lema 1.96:

(o) = R/I®r _ y tlaf)=Homp(R/I, ).

De esta forma estudiamos la relacion Ryg/; inducida por los bifuntores casi continuos
Hompg((af)*, ) = Hompg( ,t(af)). Observemos por el Teorema 1.105 que (aff)* es exacto

derecho y preserva coproductos, t(af) es exacto izquierdo y preserva productos.
Ahora describiremos (f)ryy,,-cerr, cerr-(f)ry,, v las Rir/n-teorfas de torsion.

— —

Proposicion 4.1. Sea I < R un ideal. Entonces (af)* (R-Mod) = t(af) (R-Mod) = R/I-Mod.
Demostracion. Sea M € R-Mod, entonces (af)*(M), t(a®)*(M) € R/I-Mod si y solo si res-
pectivamente [((af)*(M)) = I(M/IM) =0y It(a®)(M) = 0.

— —

Por lo tanto (aff)* (R-Mod) = t(af) (R-Mod) = R/I-Mod. O

Recordemos que por el Teorema 3.62 que

fRim = (@) = Y U(ad) v fry = ) fu = fu (@)

Para este par adjunto tenemos una descripciéon mas explicita del infimo de cada familia de

Moore (f) -cerry cerr-(f)

Rir/n Rir/n-

103
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-
Tenemos para cada ideal I de R que (af)* ({0}) = {M € R-Mod | (of)*(M) =0} = T,x
E—

y (af)* (R-Mod) = R/I-Mod, luego por la Proposicion 3.67 tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 4.2. Sea I un ideal de R. Las siguientes clases de R-mddulos son iguales:
1. T r.
I
2. {M € R-Mod | Homg(M,N) =0, ¥V N € R/I-Mod}.

S ()R -cerr. O

—

De forma similar, tenemos para cada ideal I de R que t(af) (R-Mod) = R/I-Mod y

H
t(a®) ({0}) = {N € R-Mod | t(aF)(N) =0} = Fy(ary, luego por la Proposicion 3.68 tenemos
el siguiente resultado.

Proposicion 4.3. Sea I un ideal de R. Las siguientes clases de R-maodulos son iguales:
1. ]Ft(a?)
2. {N € R-Mod | Homg(M,N) =0VM € R/I-Mod}.

3. Neerr-(f)rgn- O

Usando el Teorema 3.62 podemos describir a los cerrados correspondientes a ( f) usando

‘ Rir/1
prerradicales.

Proposicién 4.4. Para (f)r,,, tenemos:

R/I

1. Para todo T € R-radidem tenemos que fRe/M(F,) = Tyr..y.

OCI T

2. Para todo 0 € R-radidem tenemos que fr,,,(To) = Foyan)-

Demostracion.

1. Sea 7 € R-radidem, entonces tenemos

«—

(af)* (T,) = {M € R-Mod | M/af{(M) € T,}
— (M € R-Mod | 7(M/af{(M)) = M/af (M)}
- T(a?v)

2. Sea 0 € R-radidem, entonces tenemos

«—

t(ar) (Fs) = {N € R-Mod | t(af')(N) € F,}
= {N € R-Mod | ot(a®)(N) = 0}
= Fotap)
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De la proposicién anterior tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.5. Para (f) tenemos:

Rir/n

1. (f)R[R/I] -cerr = {']I‘(a?#) | 7 € R-radidem}.

2. cerr-(f) = {Foyar) | 0 € Rradidem}.

Rir/n

En [36], Capitulo VI tenemos que si 0,7 € R-idem, entonces (¢ : 7) € R-idem, y en [36]
Capitulo VI y en [23] § 4, Proposiciéon 1, tenemos que si 0,7 € R-rad, entonces o7 € R-rad.
La Proposicion 4.4 motiva las siguientes dos proposiciones de Teoria de prerradicales, estos
resultados no aparecen en la literatura. Recordemos que para toda o, 7, € R-pr se cumple la
propiedad asociativa para el coproducto, es decir, ((o : 7) :v) = (0 : (T : v)).

Proposicion 4.6. Sean 7 € R-rad y o un t-radical, entonces (o : 7) € R-rad.

Demostracion. Sea M € R-Mod, como o(M) < (o : 7)(M) tenemos que existe un epimorfis-
mo M/o(M) — M/(c : 7)(M) y como o es t-radical, preserva epimorfismos. Por lo tanto
0=0(M/o(M)) — o(M/(c : T)(M)) es un epimorfismo, luego o(M/(c : 7)(M)) = 0, con
esto tenemos:

(0 :7)[M/ (o T)(M)]/o[M/(o : T)(M)] = 7([M/(o : 7)(M)]/o([M/(0 : T)(M)])

por lo tanto

(0:7)(M/(o - 7)(M)) = 7(M/(o :7)(M))

pues 7 es radical y (o : (7:7)) = (0 : 7). Por lo tanto (o : 7) es radical. O

Proposicion 4.7. Sean o € R-idem y 7 € R-lep. Entonces ot € R-idem.

Demostracion. Sea M € R-Mod, luego or(M) < 7(M) por lo tanto

7(o7(M)) = o7(M) N7(7(M)) = o7(M) N 7(M) = o7(M)
Se sigue que o(toT(M)) = o(or(M)) = or(M). Por lo tanto o7 € R-idem. O

De las dos proposiciones tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.8. Sea I ideal de R. Entonces
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1. Para cada 7 € R-radidem, (af : 7) € Rrad, pues af es un t-radical.

2. Para cada o € R-radidem, ot(alt) € R-idem, pues t(alt) es exacto izquierdo. O

Recordemos (ver Proposicion 4.4) que para cada o € R-radidem, Ag, (o) es el dnico

radical idempotente tal que fr,,,(T,) = IE‘,\R[R/” (0) ¥ para cada 7 € R-radidem, ur,,,,(7) es

el tinico radical idempotente tal que fRi#/1(F,) =T

= Ty, () (ver Observacion 3.72).

Corolario 4.9. La conexion de Galois isdtona (AR, s Rz, ) S0bre R-radidem estd descrita
como:

1. )\R[R/U (o) = ot(a?), para cada o € R-radidem.

—

2. MR r/1 (1) = (Cvff2 : T), para cada T € R-radidem. 0

Una consecuencia de la observacion 2.58 y del corolario anterior es el siguiente corolario.

Corolario 4.10. EI conglomerado de todas las Rir/p-teorias de torsion es
{(T i) Fo) | 7 € 110, 7mp I} = {(To, Fry) | 0 € [lomyp 0 113

O

En la siguiente secciéon nos enfocaremos principalmente a estudiar relaciones Rr/yy donde
el ideal I es idempotente.

4.1. Relaciones Rg/;) con [ un ideal idempotente

En esta seccion, al igual que la anterior, vamos a estudiar relaciones bicerradas inducidas por pa-
res adjuntos, s6lo que ahora estamos interesados en saber qué pasa si el par adjunto (F, G) cum-
ple que
N

F (R-Mod) = R/I-Mod es una clase de torsion y a (R-Mod) = R/I-Mod es una clase libre de

torsion. En el Ejemplo 3.33 se mostré que para el funtor covariante cocontinuo F' = Z/2Z ®7,
—

F (Z-Mod) = Z/2Z-Mod no es una clase de torsion (ni clase libre de torsion) en Z-Mod, esto
mostr6 que no todos los ideales I de un anillo R hacen que R/I-Mod sea una clase de torsion o
libre de torsion. Ademas estamos interesados en ver qué pasa cuando los intervalos de prerradi-
cales [[ory ;5 1] ¥ [[0, TRys, ] se llenan (ver Corolario 3.71) y saber que caracteristicas tienen
los prerradicales que pertenecen a estos intervalos.

A continuacién vemos que la condicién de que el ideal I sea idempotente es suficiente para
que R/I-Mod sea una clase de torsion.

Proposicion 4.11. Sean I < R ideal y 0 — N I M L5 L — 0 una sucesion evacta. Si
IN =IL =0, entonces I*M = 0.
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Demostracion. Sea m € M, luego por hipotesis Ig(m) = 0. Por lo tanto para toda i € I
tenemos que g(im) = ig(m) € Ker(g) = Im(f), luego existe n € N tal que f(n) = im y para
toda j € I tenemos que jn = 0, se sigue que 0 = f(jn) = jf(n) = j(im) = ji(m). Por lo tanto
cada m € M es anulado por ji con i, j € I, es decir, I?°M = 0. O

Corolario 4.12. Sean I < R un ideal idempotente y ) — N Ly M 25 L — 0 una sucesion
exacta tal que IN = IL =0, entonces IM = 0.

Proposicion 4.13. Sea I < R un ideal idempotente, entonces R/I-Mod es clase de torsion y
clase libre de torsion en R-Mod.

Demostracion. Sea I < R un ideal idempotente, luego por el Corolario 1.69 tenemos que aff

es idempotente y t(alt) un radical. Ademéas aft es radical y t(alt) es idempotente, por lo tanto

Tt(a?) es una clase de torsion y Fa? es una clase libre de torsiéon, y por la Proposiciéon 4.1

Tyar) = For = R/I-Mod. 0

Una consecuencia de la Proposicion 4.13 es que si [ < R es un ideal idempotente entonces
H

se cumplen las hipotesis del Corolario 3.71, es decir, (a®)* (R-Mod) es una clase de torsion y
—

t(af) (R-Mod) es una clase libre de torsion, luego tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.14. Sea I < R ideal idempotente, entonces [[ory,,,, 1] = [af, 1] N R-radidem
y ([0, TRy )] = [0, ()] N R-radidem.

Demostracion. Sean I un ideal idempotente y el par adjunto {(af)*,¢(af)). Por la Proposicion

e
4.13 tenemos que t(a®) (R-Mod) = R/I-Mod es una clase libre de torsion, esto implica por la
Proposicion 3.38 que [[or,,,, 1] = [of, 1] N R-radidem.
H

De forma similar, por la Proposicién 4.13 tenemos que (aff)* (R-Mod) = R/I-Mod es una clase
de torsion, esto implica por la Proposicion 3.48 que [[0, 7w, ]| = [0, t(af)] N R-radidem.  [J

Recordemos del Ejemplo 3.79 que si R € [H]< es una relacion tal que [[or, 1]] es un intervalo
que se llena, entonces no necesariamente implica que el intervalo [[0, 7r]] se llene (y viceversa),
luego es interesante cuando los dos intervalos se llenan, pues los prerradicales que pertencen
a los intervalos de la Proposicion 4.14 se pueden describir de manera explicita. El siguiente
teorema se deduce de las Proposiciones 2.53 y 4.14.

Teorema 4.15. Sea I < R ideal idempotente, entonces existe un isomorfismo de orden entre
([l 1] N Rradidem, 5) y ([0, t(aF)] N R-radidem, <). ]

La conexion de Galois isotona (AR, , URz ;) Sobre R-radidem que dimos en el Corolario
4.9 se pueden simplificar cuando I es un ideal idempotente. De las Proposiciones 1.57, 1.58, 4.6,
4.7 y el Corolario 4.8 se deduce el siguiente corolario. Recordemos que I es un ideal idempotene
siy solo si af es idempotente y t(af) es radical exacto izquierdo (ver Corolario 1.69 y Lema

1.96).
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Corolario 4.16. Si I es un ideal idempotente de R entonces:

1. Para cada 7 € R-radidem, (af: 7)€ R-radidem.

2. Para cada o € Rradidem, ot(alt) € R-radidem. 0

Partiendo del corolario anterior, la conexion de Galois is6tona ()\R[ /10 MRz, 1]> sobre R-radidem
inducida por el R-bimodulo R/I queda como sigue.

Corolario 4.17. Si I es un ideal idempotente de R, la conexion de Galois isétona <)\R[R/I] , /’LR[R/I]>
sobre R-radidem se describe como:

ARy (0) =0 "), para todo o € R-radidem,
(o

t(a
HR g/ p (1) = ?

7), para todo T € R-radidem.

ademds,

1. Im(pry,,,,) = [of', 1] N R-radidem.

2. Im(Ar [0, t(a®)] N R-radidem.

[R/I] )
3. ([af, 1] N Rradidem, <) = ([0, t(aF)] N R-radidem, x).
4. El conglomerado de todas Ryg/p-teorias de torsion es (ver Observacion 2.58)

{(To,Fyi(uny) | o € [af, 1] N Rradidem}) = {(T F.) | 7 € [0,t(af)] N R-radidem}).

ot(ag
U

De la Proposicion 4.14 tenemos que si I es un ideal idempotente, entonces tenemos las
igualdades [[og,, ,, 1] = [af, 1] N R-radidem y [[0, 7g, o/ 1 = [0,t(af)] N R-radidem, esto sig-
nifica por el Corolario anterior que para todo o € [aff, 1] N R-radidem existe 7 € R-radidem
tal que 0 = pRry,,,(7) = (7' : 7), de la misma forma si 7 € [0,#(a7')] N R-radidem, entonces
T = ARy (0) = ot(af’) para algin ¢ € R-radidem. Esto demuestra los siguientes dos resulta-
dos Teoria de Prerradicales.

Corolario 4.18. Sea R un anillo y I < R ideal idempotente. Para 7 € R-radidem son equiva-
lentes:

1. 7= t(a?).

2. FEriste o € R-radidem tal que T = ot(al). O

Corolario 4.19. Sea R un anillo y I < R ideal idempotente. Para o € R-radidem son equiva-
lentes:

1. ot g0

2. FEriste 7 € R-radidem tal que o = (aft : 7). O
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4.2. Relaciones bicerradas en anillos semisimples

En esta seccion demostramos que si R es un anillo semisimple artiniano, entonces no todas las
relaciones bicerradas con respecto a H son inducidas por pares adjuntos, también determinamos
la estructura reticular de [#]<; si R es un anillo semisimple con | R-simp| = n, entonces ([H]<, C)
(o equivalentemente Gal(T-tors, L-tors)) es una gran reticula Boolenana con 2" elementos y
las relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos forman una reticula Booleana en [H]< con
2" elementos, més atin, demostramos que el intervalo de relaciones bicerradas [H, (R-Mod)?] =
Im ().

Notacion 4.20. R-simp denota un conjunto de representantes de clases de isomorfismos de
R-maddulos simples.

En esta seccion aplicamos los resultados previos a los anillos semisimple artinianos. Recor-
demos que las siguientes condiciones son equivalentes (ver [29]|, Teorema 11):

1. R es un anillo semisimple artiniano con |R-simp| = n;
2. R-pr es una gran reticula Booleana de 2" elementos;

3. Para cada 0 € R-pr, 0 = \/gs o para algin S C R-simp.

En este caso, cada prerradical es un radical idempotente, de hecho, es un radical exacto
izquierdo. La siguiente proposicion la usamos para describir de forma mas simple la conexiéon
de Galois is6tona sobre R-radidem inducida por Rg/p.

Proposicion 4.21. Sean R un anillo semisimple artiniano y o, 7 € R-pr.
1. Si o es un prerradical exacto izquierdo entonces oT = o N\ T.
2. Si T es un t-radical entonces (0 :7) =0V T.
Demostracion.
1. Si o es un prerradical exacto izquierdo y M € R-Mod entonces o(tM) = o(M) N 7(M).
2. Si 7 es un t-radical y M € R-Mod entonces 7(M) = IM para algin ideal I de R. Por
lo tanto (o : 7)(M)/oM = 1(M/oM) = I(M/oM) = (IM + oM)/oM: concluimos que
(0:7)(M)=7(M)+o(M).
O

El Teorema de Domenach-Leclerc nos permite saber la cardinalidad y la estructura reticular
de [H]< cuando R es un anillo semisimple artiniano, como lo demostramos a continuacion.

Proposicion 4.22. Si R es un anillo semisimple artiniano con |R-simp| = n, entonces [H]<
es una gran reticula Booleana de cardinalidad o’
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Demostracion. Si R es un anillo semisimple artiniano con |R-simp| = n entonces R-pr =
R-radidem es una gran reticula Booleana con 2" elementos. Por lo tanto T-tors y L-tors también
son grandes reticulas Booleanas isomorfas a un conjunto potencia p(X,), donde X,, = {1,...n}.
Como fué definido en (1.1) y (1.2) Teorema 1.27, y usando el Corolario 2.57, tenemos los
isomorfismos de reticulas:

[H])< = Gal(T-tors, L-tors) = Gal(p(X,), p(X,)) = p(X, x X,)

Por lo tanto #[H]< = #p(X,, x X,,) = 2. O

Si R es un anillo semisimple artiniano entonces cada ideal es idempotente. Por lo tanto,
aplicando el Corolario 4.17 y las Proposiciones 4.14 y 4.21 tenemos:

Corolario 4.23. Si R es un anillo semisimple artiniano e I es un ideal de R entonces:

1. {[orgy, 1] = [oF, 1] N R-radidem y [[0, 7g, = [0, t(af)] N R-radidem.

R/I]]]

2. La conexion de Galois isotona </\R[R/I]’/’LR[R/I]> sobre R-radidem = R-pr estd descrita
como:

ARy (0) = ot(al) = o At(al), para todo o € R-pr,
= (a7

HR g7 (T) :7) =af V1, para todo T € R-pr.

3. El conglomerado de todas Rir/p-teorias de torsion es

{(To, Fopyamy) | 0 € [af',1] N Rradidem} = {(T 5y, F,) | 7 € [0,t(a7’)] N R-radidem}.

4. Esta conexion de Galois isotona induce los isomorfismos de orden:
([a¥, 1] N R-radidem, <) = ([0, t(aF)] N R-radidem, <)
([0, aF] N R-radidem, <) = ([t(a}), 1] N R-radidem, <).

U

El primer isomorfismo es el que viene en el Corolario 4.17. El dltimo isomorfismo es debido
a que si I es un ideal de R entonces existe un ideal J de R tal que R = I & J, esto significa que
J =R/, t(al) =alty aff = t(al), pues en este caso para cada M € R-Mod, M = IM & JM,
luego M/IM = JM. Por lo tanto R/I ®r = (af)* = off. Por el Lema 1.96 tenemos, para
todo J un isomorfismo natural entre los funtores J®g_ y off; de esta forma por la Proposicion
3.23 tenemos que Ry = Rgr/q.

En la Proposicion 3.59 demostramos que existe un morfismo de orden ¥ : R-BiMod/ ~ —
[H]< que esta definido como ¥([L].) = Ryy.

Proposicion 4.24. Si R es un anillo semisimple artiniano entonces V¥ es inyectiva.
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Demostracion. Si L € R-BiMod y N € R-Mod entonces Homg(L,N) = 0 si y s olo si
Hompg(L ®g R, N) = 0. Por la Proposicién 3.68 tenemos que fr,,({R}) = fu({L}) =
Por lo tanto, si L, K € R-BiMod son tales que Ry1) = Rk) entonces F,r = fr,,({R })

fri ({B}) = Fox

Como R es un anillo semisimple Artiniano, af y o son radicales idempotentes, se sigue
por la correspondencia biunivoca entre clases libres de torsién y radicales idempotentes que
af = ok es decir, existen epimorfismos LX) — K y K&) — L con X y Y conjuntos.
Concluimos que [L]. = [K]~. y por lo tanto ¥ es inyectiva. O

Recordemos (ver [7], §7 y §8) que si R es un anillo semisimple artiniano entonces cada
elemento de R-BiMod es isomorfo a una suma directa de ideales de R, de hecho, es una su-
ma directa de ideales minimos de R. Sean I, I, ... I, los ideales minimos, considerando que
| R-simp| = n y R es un producto de n anillos de matrices sobre anillos con division. Sea Z(R)
la reticula de ideales de R. Observemos que al ser R semisimple artiniano, Z(R) es una reticula
Booleana con 2" elementos. Cada ideal de R puede ser escrito de forma tinica como I = @, I;
para A C {1,...n}. Consideremos la siguiente asignacion.

Proposicion 4.25. Sea R es un anillo semisimple artiniano. Entonces existe un anti-isomorfismo
de orden:

o : I(R) — R-BiMod/ ~
definido como ®(I) := [I]~.

Demostracion. Si I,J son ideales de R tales que J C I entonces, como R es semisimple arti-
niano, la inclusion J < I se escinde, esto significa que I = J @ I’ para algun ideal I’, asi que
existe un epimorfismo I — J, es decir, I genera a J y por la Proposicion 3.55-3 y la notacion
3.58 [I]~ = [J]~. Esto prueba que ® es un morfismo que invierte el orden.

Ahora supongamos que I genera a J. Entonces existe un epimorfismo I*X) — .J. Supongamos
que I = @ iy J = @,epl;. Para cada j € B existe un epimorfismo g; 10— Iy
para cada i € A existe una inclusion ¢; : [; — IX). Luego, para cada j € B existe iy € A tal
que gj o t;, # 0. Como cada R-moédulo es inyectivo, existe un endomorfismo f : R — R tal
que f = hjog; o, donde h; : [; — R es la inclusiéon y como I;, y I; son ideales minimos
debemos tener que [;, = f(I;,) = I;. Concluimos que B C A, es decir, J C I. Anéalogamente,
si [J]~ = [I]~, entonces I C J. Esto implica que ® es inyectiva.

I , donde

Ahora sea [L]. € R-BiMod/ ~. Entonces podemos escribir L = @, ., I;
AC{l,...n} y [L]. = [@,c4 Li]~- Esto prueba que ® es sobreyectiva, y de esta forma se
prueba que ® es un anti-isomorfismo. n

Para cada ideal I tenemos (¥ o ®)(I) = Ryy. Esto se puede ver en el siguiente diagrama
conmutativo:
Z(R) —2> R-BiMod/ ~

)
Yod i

[H]<
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De esta forma, podemos describir la imagen de ¥, la cual es también imagen de Wo ®. Por la
Proposicién 3.55, para cada I € Z(R), tal que I = @, , I;, tenemos que (Vo ®)(I) = (,c4 Rz

Corolario 4.26. Si R es un anillo semisimple artiniano con |R-simp| = n, entonces:
1. R-BiMod/ ~ es una reticula Booleana con 2™ elementos.
2. Im(V) = {(N;ea Ry | ACSA{1,...,n}} es una reticula Booleana con 2" elementos.

O

Una consecuencia de lo anterior es que si n > 2, entonces ¥ no es sobreyectiva, es decir, en
este caso existen relaciones bicerradas que no son inducidas por bimédulos (o pares adjuntos).
Observar que, en particular, el elemento mas grande de Im(¥) es (¥ o ®)(0) = (R-Mod)? y el
elemento minimo de Im(¥) es (¥ o ®)(R) = H, pues H = Rz} = Rigy1,; = [ Ryz)- De hecho,
es interesante que Im(¥) = {R € [H]< | H C R}. Para probar esto necesitamos el siguiente
lema.

Lema 4.27. Sea R un anillo cualquiera. Sea R € [H]<. Si {M;}ica y {N,}jen son familias de
R-mddulos tales que (M;, N;j) € R para todo i € A, j € B, entonces (D;c Mi, D5 N;) € R.

Demostracion. Por hipotesis, para todo i € A, j € B tenemos M; € fR({N;}), la cual es una
clase de torsion, pues R € [H]<. Por lo tanto @, , M; € fR({N;}), es decir, (P,.4 Mi, N;) €
R. Esto implica que N; € fr({&,;c4 M;}), la cual es una clase libre de torsién, de nue-
vo usando el hecho que R € [H]«. Concluimos que D,z N; € fR({D;cs Mi}), es decir,

<®i6AMi7@jGBNj) € R. ]

Proposicion 4.28. Si R es un anillo semisimple artiniano, entonces:
Im(V)={R e [H]< | H CR}.

Demostracion. Supongamos que R-simp = {S1,...S,}, I1,..., I, son los ideales minimos de R
tales que existen monomorfismos S; ~— I;, y como antes, denotamos con X, = {1,...n}. Sea
R € [H]< tal que H € R. Consideremos C' = {i € X,, |(5;,S;) € R} y I = @, I;- Observemos
que, para cada S € R-simp, existe un monomorfismo S — I si y solo si (5,5) ¢ R.

Afirmamos que R = Ryp = ;e Ryzy)- Sea (M, N) € R. Supongamos que S € R-Simp
es tal que existen monomorfismos S — IM y S »— N. Como (M,N) € R tenemos que
M € fR({N}), la cual es una clase de torsion, pues R € [H]<. Dado que R es semisimple
artiniano, el monomorfismo S »— M se escinde, luego existe un epimorfismo M — S. Por
lo tanto S € fR({N}) (pues es una clase de torsion), lo que implica que (S, N) € R. Es-
to implica que N € fr({S}), la cual es una clase libre de torsion. De esta forma, también
S € fr({S}), se sigue que (S, 5) € R, esto contradice el hecho de que existe un monomorfismo

S — I. Concluimos que si S,T € R-simp son tales que existen monomorfismos S — IM y
T > N entonces S # T. Por lo tanto Hompg(/M, N) = 0, es decir, (M, N) € Ryy.

Por otra parte, si (M, N) € Ry, como R es semisimple artiniano, podemos escribir M =
D.cs STy N =@, 5", donde A, B C X, y XY, # @ paracadai € Ay j € B.
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Tomemos cualquier i € Ay j € B. Si i = j entonces, como Homg(IM, N) = 0 y en este caso
existen monomorfismos S; — M y S; — N entonces no existe un monomorfismo S; — I, es
decir, (S;,5;) € R. Sii # j entonces Hompg(S;,S;) = 0y como H C R, tenemos que en este
caso (5;,5;) € R. Por el Lema 4.27 concluimos que (M, N) € R y con esto terminamos la
prueba. O]

Lo anterior lo ilustramos con un ejemplo de un anillo semisimple artiniano que tiene sélo
dos ideales simples.

Ejemplo 4.29. La siguiente figura muestra la reticula Booleana de 16 elementos que consta
de relaciones bicerradas sobre un anillo semisimple artiniano R con |R-simp| = 2. El elemento
mayor es (R-Mod)? y el elemento menor es © = {(M,N) | M =06 N = 0}. En la parte
superior de la reticula esta remarcada la imagen de V, la cual es isomorfa a la reticula Booleana

de los 4 ideales de R.

(R-Mod)?

Ademds
H = (R-Mod X {O}) U (Ta? X ]Fa? ) U (Ta}% X Fa? ) U ({O} X R—Mod).
1 1 2 2

donde

(R-Mod x {O})U(']I'Oé?i xFaﬁ)U({O} x R-Mod), (R-Mod x {O})U(']I‘a?2 XIE‘O%)U({O} x R-Mod) €
[H]< y son las relaciones correspondientes a las coneziones de Galois (p1 , F n DF o T 1) Y

(DT wF psDF T ) respectivamente, esto usando la Proposicion 1.30 y la Observacion 1.51.

R
I Iy I,

En el capitulo anterior y este obtuvimos para los pares adjuntos (I ® g ,Homg(I, )) y
(R/I ®r _,Hompg(R/I, _)) vy sus relaciones bicerradas inducidas Ry, Rig/5 respectivamente:

1. Si I es un ideal puro, entonces para Ry obtuvimos el isomorfismo de orden entre los
intervalos [[or,;, 1]] ¥ [[0, 7Ry, ]] = [0, @7l N R-radidem.
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2. Si I es idempotente, entonces para Rir/; obtuvimos el isomorfismo de orden entre los
intervalos [[or,,,,, 1]] = [@f', 1] N R-radidem y [[0, 7R, ,]] = [0, ¢(f")] N R-radidem.

3. Si R es un anillo semisimple artiniano tenemos los isomorfismos de orden (ver Corolario

4.23):
([0, 071, =) = ([tla7), 1], %),

({[a7, 1], <) = ([0, t(a])], <)



Capitulo 5

Preguntas y problemas

En esta secciéon enunciamos algunas preguntas, problemas y conjeturas.
Preguntas relacionadas con bifuntores.

1. La pregunta més general relacionada con bifuntores es: ;Toda relacion R € [H]< es
inducida por un bifuntor?

2. La asignacion Hompg(_ , F(_)) no es un bifuntor casi continuo, pues E es una asignacion
que no es un funtor. Sin embargo, induce la relacion A que es bicerrada con respecto a
‘H. Luego ;Existe un bifuntor casi continuo con el que se pueda definir a las teorfas de
torsion hereditarias?

3. Para cada L € R-BiMod tenemos la relacién bicerrada Rz, que es inducida por el bifuntor
continuo Homp(L ®p _, _) = Hom(_,Homg(L, _)), esta relacién cumple que H C Ry
(ver Proposicion 3.57). jExiste alguna relacion entre las relaciones bicerradas R tales que
H C R y los bifuntores casi continuos?, pues en el caso de un anillo semisimple artiniano,
todas estas relaciones estan inducidas por un bifuntor continuo.

Preguntas y problemas relacionadas con pares adjuntos.

1. Para el par adjunto ((af)* ¢(a®)) tenemos que si I es un ideal que no es idempotente,
H

H
entonces (aft)* (R-Mod) y t(af) (R-Mod) no son clase de torsion y clase libre de torsion

en R-Mod respectivamente (ver Ejemplo 3.33), sin embargo, si I es idempotente estas
dos clases si son de torsion y libre de torsion respectivamente en R-Mod (ver Proposicion
4.13). Luego tenemos la siguiente conjetura:

—

Si (F, G) es un par adjunto, entonces: ' (R-Mod) es clase de torsion si y sélo si G (R-Mod)
es clase libre de torsion.

2. Sabemos que si (F,G) es un par adjunto tal que F (R-Mod) es clase de torsion y G
(R-Mod) es clase libre de torsion, entonces los intervalos [[or,,,;, 1]] ¥ [[0, 7r,,]] se llenan
(ver Corolario 3.71).

El reciproco es: si los intervalos [[ory,,, 1]] ¥ [[0, TR, ]] se llenan, entonces g)}_?) (R-Mod) es

clase de torsion y C (R-Mod) es clase libre de torsion?.

115
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3. Sea (F,G) un par adjunto tal que F (R-Mod) y C (R-Mod) son clase de torsion y clase
libre de torsion en R-Mod respectivamente, entonces ;F = of y G = Hompg(I, ), con
I un ideal puro 6 F = (af)* y G = t(ak), con I un idel idempotente?, es decir, en este
caso, jpara F'y G so6lo hay estas dos opciones?

4. Para el par adjunto (I ®z ,Hompg(I, )), donde I es un ideal de R, nos falta determinar
( f)Rm—cerr y cerr-(f )Rm. Si I es un ideal puro se simplifica la descripcion, pero atun no
hemos demostrado que la clase de R-mo6dulos {Hompg(I, N) | N € R-Mod)} es una clase
libre de torsion. Esto nos ayudaria a implicaria:

a) [[ory,, 1]] = [t(af), 1] N R-radidem.
b) Fyar) = {Homp(I,N) | N € R-Mod}, pues esto implicaria que

[lorys 1] = [t(af), 1] N R-radidem y [t(af), 1] N R-radidem 2 [0, o] N R-radidem.

Pues al ser I un ideal puro tenemos que [[0, 7r,]] = [0, a7'] N R-radidem (ver Co-

rolario 3.78) y una condiciéon suficiente para responder los puntos a) y b) es que
{Hompg(I,N) | N € R-Mod} sea una clase libre torsion (ver Corolario 3.71).

Preguntas relacionadas con anillos e ideales.

1. De la Proposicion 4.22 tenemos que si R es un anillo semisimiple artiniano, entonces [H|<
y Im(¥) son reticulas booleanas. Luego tenemos la siguiente conjetura:

Im(¥) = {R € [H]< | H € R} y es una reticula booleana si y s6lo si R es semisimple
artiniano.

2. Si R es un anillo tal que todos sus ideales son idempotentes, entonces ; Como es la imagen

del morfismo Wo @ : Z(R) — [H].7,

3. Para cada I ideal de R tenemos la cadena de ideales I D [? D --- D [* D ... D {0} y
cada ideal de esta cadena induce una relaciéon bicerrada, de modo que por el Corolario
3.56 tenemos la cadena de relaciones bicerradas

R[R/I] ) R[R/IQ} D..- D R[R/I”] D..- D R[R} = H.

Usando las contrucciones de Amitsur podemos encontrar al mayor idempotente por debajo

—

de cada of,, denotado off y al menor radical por encima de cada t(al,), denotado t(af).
De esta forma tenemos para todo n € N que Tor, =T v Fyar,) = Fygry. Luego
aj n

t(af)
TR (F-Mod) = fy(R/1"-Mod) = Fiar,) = F@, Vn e N,
fRir/m(R-Mod) = f*(R/I"-Mod) = Tor, = T;?, Vn € N.
Es decir, or,; = ORginy ¥ TRy = TRig,m Para todon € N. Asi surge la pregunta:

(Rir/ri) ~ Rig/1s) para cada i,j € {1,--- ,n}?, o de forma equivalente



117

l0mpe ) = oy 1 ¥ 10,7 )] = 10,78, 117

Este caso es interesante, pues en la Proposicion 2.21 se demostré que si R, S € [H]< son
tales que R C S, entonces no necesariamente R < S. En el caso de un anillo semisimple
artiniano R, ya tenemos una descripciéon de todas las relaciones inducidas por ideales.

Problemas a desarrollar: bifuntores casi continuos que no necesariamente son con-
tinuos.

En la parte final de la tesis nos centramos principalmente en inducir relaciones bicerradas
con bifuntores continuos y en estudiar las conexiones de Galois correspondientes. Quedan por
desarrollar més casos de bifuntores continuos y los casos de bifuntores casi continuos (que no
sean continuos) como los del Ejemplo 3.21:

1. Homgz( ,t(_)), donde t es el funtor de torsion.
2. Homg( ,N ®g ), donde Ng es plano y Mittag-LefHer.

3. Homg(_, (P No)®gr_ ), donde {N,}taea € R-Mod es una familia de R-modulos derechos
acl

Mittag-Leffler.

4. Hompg(Hompg(N, ), ), donde N es como en el Ejemplo 3.9-4-c.

Problema a desarrollar: Relaciones bicerradas sobre Z.

El caso del anillo Z es interesante estudiar pues no tiene ideales idempotentes y para todo
ideal propio nZ de Z (n € N) tenemos que Z/nZ-Mod no es una clase de torsion ni clase libre de
torsion. Para este anillo tenemos a el funtor de torsiéon que es un funtor covariante casi continuo
Yy que no es continuo.

Proposicion 5.1. ([13], Proposicion 3 (6)) Sean A y B dos reticulas completas y sea [ €
Gal;(A, B). Entonces las funciones fi y f* estin determinadas de forma iunica (una por la
otra) como:

frl@)=NbeB|a<fTb)} y f7(b) =V{aec Al fi(a) <b}.

Ejemplo 5.2. El funtor de torsion t € Z-pr es covariante casi continuo (ver Ejemplo 3.9-4a)
e induce la relacion bicerrada

R; = {(M, N) € (Z-Mod)? | Homz(M,t(N)) = 0}.

la cual induce la conexion de Galois isétona (Ar,, pr,) sobre Z-radidem (ver Proposicion
2.54). Como t es radical exacto izquierdo, para cada T € Z-radidem, 7t € Z-radidem (proposi-
ciones 1.58 y 4.7) y por lo tanto por la Proposicion 3.42
H
t

cerr-(f)r, = {t (F,) | 7 € Zradidem} = {F,; | 7 € Z-radidem}
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asi tenemos que AR, : Z-radidem — Z-radidem estd dada como Ar,(7) = 7t. Por la Proposi-
cion 5.1 tenemos que ugr, estd determinada de forma unica como:

pr, (1) = \/{o € Zradidem | A, (o) < 7} = \/{0 € Zradidem | ot < 7}.

Tenemos que t ({0}) = Fy, esto implica que T, =t y or, = V{0 € Z-radidem | ot = 0}.
1. ;En este caso como son los intervalos [[or,, 1]] y [[0, mr,]] = [0,t] N Z-radidem ?.

2. sComo son las Ry-teorias de torsion?.

3. ¢Los elementos de [0,t] N Z-radidem son de la forma Tt con T € Z-radidem (como en el
Corolario 4.18)?

Relaciones inducidas por otros bifuntores en R-Mod

El Teorema de Polaridades nos permite para toda S € p((R-Mod)?) tener a las familias de
Moore (f)s-cerr, cerr-(f)s y con esto obtener conglomerado de relaciones bicerradas [S]<. Por
consiguiente, también podemos definir parejas de clases de R-modulos (X,)) que cumplan:
fs(X) =Yy f5(¥) = X. Por ejemplo, podemos tomar el bifuntor Extyp( , )y a la relacion

S = {(M,N) € (R-Mod)? | Extp(M, N) = 0}.

Observemos que esta relacion esté inducida por un bifuntor que no es casi continuo.

Con la relacion S podemos definir a las teorias de cotorsion, la cuales fueron originalmente
estudiadas por Salce L. en [34], quien di6 la siguiente definicion para el anillo Z.

Definicion 5.3. (Ver [34]) Una teoria de cotorsion en una categoria abeliana A es una
pareja (D, &) de clases de objetos de A tal que fs(D) =& y fS(€) = D.

D es llamada una clase de cotorsion y € una clase libre de cotorsion.

Ejemplos de teorias de cotorsion:

1. (D,€) si D = A, entonces £ es la clase de objetos inyectivos.

2. (D,€) si &€ = A, entonces D es la clase de objetos proyectivos.

3. (D,€) si D = R-Mod, entonces & es la clase de modulos inyectivos.
4. (D,€) si € = R-Mod, entonces D es la clase de médulos proyectivos.
El bifuntor Ext}(_, ) tiene las siguientes propiedades:

1. Ext%(M, N) = Homg(M, N) para toda M, N € R-Mod.

2. Para toda {M,} € R-Mod y N € R-Mod, Ext}(6p M,, N) = []Exty(M,, N) y para
toda M € R-Mod, Ext%(_, M) es un funtor contravariante y que no es exacto.
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3. Para toda {N,} € R-Mod y M € R-Mod, Ext}(M,[[Na) = [[Exth(M, N,) y para
toda M € R-Mod, Ext; (M, ) es un funtor convariante y que no es exacto.

Por consiguiente el bifuntor Ext;,(_, ) no es casi continuo.

Para la conexion de Galois (f)s € Gal(p(A), p(A)),

1. ;Cémo son los conglomerados (f)g-cerr y cerr-(f)s?

2. ;Como generamos relaciones bicerradas con respecto a S7

3. iSe pueden generar relaciones bicerradas con respecto a S con bifuntores?

4. Para cada T € [S|< jPodemos definir a las T-teorias de cotorsion?.
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Conclusiones

El planteamiento de esta investigacion fué aplicar las conexiones de Galois a las teorfas de
torsion. Esto resulté en una extension del concepto de teorias de torsion sobre la categoria de
R-modulos a R-teorfas de torsion; esta extension relaciona tres conceptos; relaciones bicerradas,
teorias de torsion y bifuntores casi continuos.

Para estudiar relaciones bicerradas con respecto a H usamos el Teorema de Domenach-
Leclerc y definimos un preorden < en Gal(A, B), que en caso de que A y B fueran conjuntos
potencia o conglomerados de todas las subclases de algunas clases, induce un preorden en
(A x B). Con este preorden dimos el concepto de una relacion con respecto a otra relacion, y
el concepto de conexiéon de Galois bicerrada con respecto a otra conexion de Galois y con esto
obtuvimos el que llamamos Teorema de Domenach-Leclerc generalizado.

Dado que nuestro objetivo es estudiar relaciones biceradas con respecto a H, por lo que
tuvimos que generarlas; para esto creamos los conceptos de funtor casi continuo, funtor casi
cocontinuo y bifuntor casi continuo, los cual extiende los conceptos de funtor continuo, funtor
cocontinuo, y bifuntor continuo respectivamente. Estos funtores casi continuos (cocontinuos)
resultan tener propiedades interesantes como las de que sus imagenes inversas preservan clases
de torsion (libres de torsion), que los podemos componer, hacer el producto y coproducto de
ellos y mantienen sus propiedades. Ademas estas propiedades nos ayudaron a describir los
cerrados de las conexiones de Galois que inducen.

En la parte final de la tesis nos centramos principalmente en inducir relaciones bicerradas
con bifuntores continuos y en estudiar sus conexiones de Galois correspondientes. Usamos los
Teoremas de Watts-Eilenberg para describir los funtores covariantes continuos y cocontinuos
con un R-bimoédulo, asi desarrollamos como ejemplo particular los casos de los pares adjuntos
(I ®r _,Homg(I, ))y (R/I ®r _,Hompg(R/I,_)) y sus relaciones bicerradas inducidas Ry
vy Rg/n), respectivamente donde I es un ideal de Ry obtuvimos:

1. Si I es un ideal puro, entonces para Ry; obtuvimos el isomorfismo de orden entre los

intervalos [[or,,;, 1]] ¥ [0, @] N R-radidem, donde or,,, = t(af).

2. Si I es idempotente, entonces para Rr/; obtuvimos el isomorfismo de orden entre los
intervalos [aff, 1]N R-radidem y [0, t(af)]N R-radidem. Esto nos llevo a saber exactamente
cuales son los elementos de estos intervalos, esto se enuncia en los Corolarios 4.18 y 4.19.

3. Si R es un anillo semisimple artiniano obtuvimos la conexién de Galois is6tona <)\R[ a/ns HR g, H)
sobre R-radidem descrita como (ver Corolario 4.23):

AR

[Rpp p (T) = (aff :7) = af v 7, para todo 7 € R-pr.

(o) = ot(af) = o At(al), para todo o € R-pr,

[R/T]
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y obtuvimos los isomorfimos ([0, o], <) = ([t(af), 1], %) v ([af, 1], %) = ([0, t(aP)], x).
Ademaés, demostramos que en este caso [H]< es una retiucla booleana de cardinalidad 2”2,
donde n = |R-simp| y que todas las relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos
forman una reticula booleana en [H]< de cardinalidad 2".

En el Ejemplo 4.29 ilustramos esta situaciéon para un anillo semisimple tal que R = I1 &1 y
mostramos en la figura de este ejemplo como quedan las relaciones bicerradas con respecto
a [H]< y las relaciones bicerradas inducidas por pares adjuntos.

Queda por desarrollar mas casos de bifuntores continuos y bifuntores que no necesariamente
son continuos como los del Ejemplo 3.21 y las preguntas que tienen que ver con pares adjuntos.



Apéndice A
Categorias abelianas

En este apéndice damos definiciones, equivalencias y propiedades de las categorias abelianas,
puesto que en ellas surgen de forma natural los conceptos de sucesiones exactas, sucesiones
exactas cortas, funtores derivados entre otros; algunos ejemplos de teoremas importantes en el
estudio de categorias abelianas son el lema de los cinco, lema de los cinco corto y el lema de la
serpiente entre otros.

Definicion A.1. Una A una categoria se dice:
1. Completa si todos los diagramas pequenos en A tienen limite en A.
2. Cocompleta si todos los diagramas pequenos en A tienen colimite en A.

3. Bicompleta si es completa y cocompleta.
De la definicién anterior tenemos que la categoria R-Mod es bicompleta.

Definicion A.2. Una categoria o/ es preaditiva si:
1. La composicion de funciones Hom (B, C) x Homy (A, B) — Hom (A, C) es bilineal.
2. Para cada par A, B € o/, Hom (A, B) es un grupo abeliano.
3. Cada grupo abeliano Hom (A, B) tiene elemento cero.

Ademds < es aditiva si cada par de objetos tiene producto y coproducto.

Definicion A.3. (|24], Capitulo VIII) Una categoria <7 es abeliana si es preaditiva y cumple:

~

. o tiene objeto cero.

2. Para cada par de objetos de &7 existe un producto y un coproducto.
3. Todo morfismo de </ tiene kernel y cokernel.

4. Cada monomorfismo es kernel de algin morfismo.

5

. Cada epimorfismo es cokernel de algin morfismo.
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Esta definicion es equivalente a la siguiente:

1. Una categoria es preaditiva si todos los conjuntos de homomorfismos son grupos abelianos,
tiene objeto cero, y la composicion de morfismos es bilineal.

2. Una categoria preaditiva es aditiva si todo par de objetos tiene producto y coproducto.

3. Una categoria preaditiva es abeliana si todo monomorfismo y epimorfismo es normal. Esto
significa que todo monomorfismo es el niicleo de algiin morfismo y que todo epimorfismo
es el contcleo de algiin morfismo.

De 1 tenemos que dado cualquier par de objetos A, B de una categoria abeliana A, el
morfismo cero de A a B esta definido como el tnico elemento cero del conjunto de homomor-
fismos Hom4(A, B), ya que es un grupo abeliano. También, puede ser definido como la tnica
composicion A — 0 — B, donde 0 es el objeto cero de la categoria.

Proposicion A.4. (24|, Capitulo VIII) En una categoria abeliana <7 cada morfismo f: A —
B tiene una factorizacion f = me, con m un monomorfismo y e un epimorfismo.

Definicion A.5. Sea A una categoria normal y conormal con kerneles y cokerneles. Diremos
que es A es una categoria exacta si cada morfismo f: A — B puede escribirse como una
composicion f = me, donde e es un epimorfismo y m es un monomorfismo.

De la Proposicion A.4 tenemos que una categoria abeliana es una categoria exacta (que
ademés es aditiva con productos finitos), es decir, el concepto de sucesion exacta surge de
manera natural en este entorno y esto da lugar al concepto de funtor exacto.

A.1. Propiedades de funtores exactos

A continuaciéon vemos algunas propiedades de los funtores exactos. La siguiente propiedad no
s6lo la cumplen las funciones sino también los funtores.

Observacion A.6. Sea {f; : M; — N, }icx una familia de morfismos. Entonces:
1. hn(@iex fi) = @ieX Im(f;) y Ker(@iex fi) = @ieX Ker(f;).
2. [m(HieX fi) = HieX Im(fi) y KeT(HieX fi) = HieX Ker(f;).

Proposicion A.7. Sean </ una categoria abeliana bicompleta y {0 — N; f—> M, % L, — 0}iex
una familia de sucesiones exactas en <7 , entonces las sucesiones:

10— @iEX N; ®—f> @ieX M; GB_g; @iEX Li — 0.

2.0 — [liex Ni S [Ticx M Hs [Liex Li — 0.

son exactas.
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Demostracion. Por la Observacion A.6, ker(@,.x 9i)) = Piex ker(g) = Piex Im(fi) =
Im(6P,cx fi), ademas como cada f; es monomorfismo, entonces €, v fi es monomorfismo y
cada g; es un epimorfismo, entonces €,y g; es epimorfismo por lo tanto la sucesion es exacta.

De forma anéloga se demuestra que la sucesion en 2 es exacta. O]

Proposicion A.8. Sean of y A categorias abelianas bicompletas. Sea {F; : of — PB}icx una
familia de funtores covariantes. Entonces [[,cx Fi y @,cx Fi son funtores covariantes.

Demostracion. Tenemos que [ ], F; : @ — 2 es una asignacion definida como (][, £3)(M)
[Licx Fi(M) para todo M € & y a cada morfismo f : M — N le asigna el morfismo

(ITiex F)(f) : ULiex Fi)(M) — (ILex Fi)(IV) dado como
((TLiex FNUNM) = (T Liex (F () (M) = [Licx (F:(f)(M),
ademas ([[;cx £5)(1n) = [Liex Fi(1mr) = [icx LRy = 1,y m(01)-

Sean f : N — My g : M — L dos morfismos, se sigue por la Observaciéon A.6 que

(ILiex F)(go f) = Tliex Filgo f) = ILiex (Fi(g) © Fi(f)) = (ITiex Fi(9)) © (I Liex Fi(f))- Por lo

tanto [ [, F5 es un funtor covariante.

De forma analoga para @, F;. O

Proposicion A.9. Sea {F; : &/ — B}icx una familia de funtores:

1. Si F; es exacto izquierdo para cada i € X, entonces [[.cx Fi y @,cx Fi son funtores
exactos 1zquierdos.

2. Si Fj es exacto derecho para cadai € X, entonces [[,cx Fi y @B,cx Fi son funtores exactos
derechos.

Demostracion. Sea 0 — N i> M 25 [, — 0 una sucesién exacta en .o7.

1. Tenemos la sucesion HZGX H—{ [Licx Fi(M;) ) ) [Licx Fi(Li). Como Fj es un
funtor exacto para cada ¢ € X ademas tenemos que F;(f) es un monomorfismo para toda

i € X, por lo tanto Ker(]_[iex Fi(f)) = [Liex Ker(Fi(f)) = 0. Luego Im([[,cx Fi(fi)) =
ey Im(F(£) = Thex Ker(Fig) = Ker(IL,ex Fi(g:). Por lo tanto [, Fi es un

funtor exacto izquierdo.
De forma analoga para €, I
2. La demostracion es simliar para funtores exactos derechos.
O

Se dice que un funtor F' : A — B preserva un limite £ = {J N D;} del diagrama

D :J — Asiempre que F(L) = {F(J) — k F(D;)} es un limite del diagrama FoD : J — B.

Nocion dual: F' preserva colimites.
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Definicion A.10. Sean A y B categorias completas. Un funtor F : A — B es continuo si
preserva todos los limites pequenos.

Como ejemplo tenemos que el funtor continuo Hom4 (M, ) es continuo para todo objeto
M de A.

Definicion A.11. Sean A y B categorias cocompletas. Un funtor F': A — B cocontinuo si
preserva todos los colimites pequenos.

Como ejemplo tenemos que el funtor M ®z  es cocontinuo para todo R-médulo derecho

M.



Apéndice B
Teoremas de Watts-Eilenberg

Los Teoremas de Watts-Eilenberg nos ayudan en nuestro estudio de relaciones bicerradas con
respecto a H inducidas por pares adjuntos, y nos ayudan a caracterizar a cada prerradical
exacto derecho que preserva productos con un funtor Homg(R/I, ), donde I es un ideal de R
y a cada prerradical exacto izquierdo como un producto tensorial aff con I ideal puro de R.

En esté apéndice damos las demostraciones de los Teoremas de Watts-Eilenberg, que a
grandes rasgos dicen:

1. Un funtor entre categorias de modulos es un adjunto derecho si y sélo si preserva limites.

2. Un funtor entre categorias de modulos es un adjunto izquierdo si y sélo si preserva coli-
mites.

3. Si (F,G) es un par adjunto, entonces F' preserva colimites y G preserva limites.

4. Para cada par adjunto (F,G), existe L € R-BiMod (tunico salvo ismorfismo) tal que
FXL®gr vy G=Homg(L, ), esdecir, F es un funtor covariante cocontinuo y G es
un funtor covariante continuo (ver Definiciones A.10 y A.11).

Proposicion B.1. [2| Sean R y S anillos y sea U = sUg un bimddulo. Entonces:
1. Homg (U, ) :S-Mod — R-Mod es un funtor.

2. U®gr : R-Mod — S-Mod es un funtor.

O
Definicion B.2. Una resolucion libre de un R-modulo M es una sucesion exacta
= FE M E L RS RS M—0
en la cual cada F,, es un R-mddulo libre.
Proposicion B.3. [32] Cada R-mddulo M tiene una resolucion libre. O
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Teorema B.4. (|32, Teorema 5.45) Sea F': R-Mod — S-Mod un funtor exacto derecho que
preserva sumas directas. Entonces F' = L ®r _ para algin sLgr bimodulo. Ademds, podemos
escoger L = F(R).

Demostracion. Primero le daremos estructura a F'(R) de S-izquierdo- R-derecho-bimé6dulo. Por
la Proposicion B.1 tenemos que F(R) es un S-modulo izquierdo. Ahora daremos a F/(R) una
estructura de R-mo6dulo derecho. Para cada M € R-Mod y m € M tenemos un morfismo
dy, : R — M definido como d,,(r) = mr.

Luego F(d,,) : F(R) — F(M) es un morfismo. Definimos 7 : F(R) x M — F(M) como
v ((r,m)) = F(d,,)(r) donde r € F(R). Si tomamos M = R, entonces 7 : F(R)x R — F(R)
da una estructura de R-modulo derecho a F/(R). Tenemos que 7y : F(R) x M — F(M) es
bilineal, y 75, induce un morfismo Ay : F(R) g M — F(M). Si denotamos L = F(R),
entonces A : L g — F es una transformaciéon natural.

Observemos que Ag : L ®g R — F(R) es un isomorfismo (para L = F(R)); ademas, como

L®g y F preservan sumas, Ay : L ®@p M — F(M) es un isomorfismo para cada R-modulo
libre M.

Sea M un R-moédulo derecho cualquiera. Por la Proposicién B.3, existe una sucesion exacta
C — A— M — 0, donde C'y A son libres. Como L ®g y F son exactos derechos, existe
un diagrama conmutativo con filas exactas:

LRrC——LRrRA—LRIp M —0

b e

F(C) F(A) F(M)—=0

Se tiene que A\¢ y Ag son isomorfismos, por el Lema 1.68 tenemos que A,; es un isomorfismo.
Por lo tanto A : L ®z _ — F' es un isomorfismo natural. O

Teorema B.5. (32|, Teorema 5.51) Para un funtor F' : R-Mod — S-Mod, las siguientes
condiciones son equivalentes:

1. F preserva limites, es decir, F' es cocontinuo.

2. F es exacto derecho y preserva sumas directas.

3. F=L®g  para algun sLr bimodulo.

4. Existe un funtor G : S-Mod — R-Mod tal que (F,G) es un par adjunto.

Demostracion. 1 = 2) Los conticleos y sumas directas son limites.
2 = 3) Teorema B.4.

3 = 4) Tenemos que (L ®r ,Homg(L, )) es un par adjunto. Podemos tomar G =
Homg(L, ), asi (F,G) es un par adjunto.

4 = 1) Teorema 1.106. O
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Definicion B.6. Un R-mddulo C es un cogenerador para R-Mod si, para cada R-maodulo M
y cada m € M diferente de cero, existe f: M — C con f(m) # 0.

Teorema B.7. ([32|, Lema 5.49) Euxiste un cogenerador inyectivo para R-Mod.

Demostracion. Definimos C' un R-modulo inyectivo que contiene a @ R/I, donde I < R es
I<R
un ideal izquierdo. Si M € R-Mod y m € M distinto de cero, entonces Rm = R/I para algun

ideal I < R. Consideremos el diagrama:

donde 7 es la inclusion y f es un isomorfismo de < m > a un submoédulo de C' isomorfo a R/I.
Como C es inyectivo, existe un homomorfismo g : M — C' que extiende a f y asi g(m) # 0. [

Teorema B.8. (|32], Teorema 5.50) Sea G' : S-Mod — R-Mod un funtor que es eracto
izquierdo y preserva productos. Entonces G = Homg (L, ) para algin gL g-bimddulo.

Demostracion. Para M € S-Mod y un conjunto X, tenemos M*X = [[ M, donde M, = M
zeX

para todo x € X. Consideremos M* como el conjunto de todas las funciones X — M; en
particular, podemos considerar e = 1,; € M™. Si x € M entonces la z-ésima coordenada de e
es x, luego

pe(€) =2
donde p, : MM — M es la proyeccién canénica. Escogemos un cogenerador inyectivo C' de
S-Mod y sea [[C = C). Para cada x € G(C) tenemos una proyeccion p, : [[C — C que
induce el morfismo G(p,) : G(][[C) — G(C)

G(C)%©) - G(I10)
G(0)

Es decir, G(p,)0 = 7, para todo z € G(C'). Como G preserva productos sea
€= 1g(c) S G(C)G(C)

Definimos 7 : Homg(][ C, C) — G(C') como 7(f) = G(f)(0(e)). La asignacion 7 es un epimor-
fismo, si x € G(C), entonces la z-ésima proyeccion p, : [[C — C existe. Como G preserva
productos, G(p,) es la proyeccion de G([]C) = G(C)¥), Tuego G (p.)(0(e)) = m.(6(e)) = .

Entonces 7(p,) = x y T es epimorfismo.

Describiremos a Ker(7). Si N es un submodulo de [[ C con inclusion i : N — [[ C, podemos
identificar G(IV) como el submodulo Im(G(i)) de G(J[ C), pues G es exacto izquierdo, es decir,
preserva monomorfismos (el kernel es un limite inverso).
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Definimos L = ({N < [[C | 6(e) € G(N)}, L = lim N; se sigue que G(L) = imG(N) =
(N G(N); tenemos que O(e) € G(L).

Para f : [[C — C tenemos:

f € Ker(r) siysolosi0=7(f) = G(f)(0(e)) siy solosibe) € Ker(G(f)) siy solo si
e € G(Ker(f)) (pues G es exacto izquierdo) siy solo si L C Ker(f) (por definicion de L).

Sij: L — J]C es lainclusion, entonces j* : Homg(][ C,C) — Homg(L, C') es epimorfismo
pues C' es inyectivo y f € Ker(j*) siy solo si j*(f) = f7 = 0. Entonces f € Ker(5*) siy solo
si L =1Im(j) C Ker(f), luego Ker(j*) = Ker(r).

La sucesion exacta 0 —» L —» [[C 2 J]C/L — 0y C inyectivo nos da que la fila de
arriba es una sucesion exacta:

0 —= Ker(r) —= Homg([] C, C') = Homg(L, C) —0

0— Ker(r) — Homg([[ C, C) — G(C) 0

De nuestros calculos obtenemos que la sucesion de abajo es exacta. Como Ker(t) = Ker(j*),
los dos cokerneles son isomorfos via:

A¢ : Homg(L,C) — G(C)

dada como A¢(f) = G(f)(e) (este hecho es en general: Siaw: A — Xy f: A — Y son
epimorfismos con el mismo kernel, entonces X =Y via z — (E (x))). Es facil comprobar que

A @ Homg(L, ) — G es una transformacion natural, donde Ay; : Homg(L, M) — G(M)
esta dada por A\ (f) = G(f)(e).

Para cualquier R-moédulo M, existe un monomorfismo M —
el vector cuya f-ésima coordenada es f,,. Existe una sucesion exacta

CHoms(M.C) dado como m — fin,

0— M —CX — Y

para conjuntos X y Y, pues tenemos la epi-mono factorizacion C* — CX /M — C¥. Como
G y Homg(L, ) son exactos izquierdos, existe un diagrama conmutativo con filas exactas:

0 — Homg(L, M) — Homg(L, C*) — Homg (L, CY)
)\M lAcX lACY

0 G(M) G(CX) G(CY)

Las asignaciones Acx y Agv son isomorfismos, pues A¢ es un isomorfismo y ambos preservan
productos; por el lema del tres tenemos que \j; es un isomorfismo.

Concluimos que Homg(L, )= G. Recordemos que L € S-Mod y por la Proposicion B.1 L es
también un R-moédulo derecho. O
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Teorema B.9. ([32], Teorema 5.52) Para un funtor G : S-Mod — R-Mod son equivalentes:
1. G preserva colimites, es decir, G es continuo.
2. G es exacto izquierdo y preserva productos.
3. G = Homg(L, ) para algin gLg-bimddulo.
4. Existe un funtor F': R-Mod — S-Mod tal que (F,G) es un par adjunto.

Demostracion. 1 = 2) Los kerneles y productos directos son colimites.
2 = 3) Teorema B.8.

3 = 4) Tomamos F = L ®g , donde gLk es un bimodulo (Proposicion B.1 y Teorema
B.8). De esta forma (F,G) = (L ®r ,Homg(L, )) es un par adjunto.

4 = 1) Teorema 1.106. []
En el siguiente teorema se relacionan los Teoremas B.5 y B.9.

Teorema B.10. Sea (F,G) : R-Mod — S-Mod un par adjunto, entonces existe un sLg
bimddulo tal que F = L ®r  y G = Homg(L, ). Ademds L es unica salvo isomorfismo.

Demostracion. Por el Teorema B.4 tenemos que F' = L®g para algin gLg-bimodulo, veamos
que este mismo bimodulo sirve para GG. Para toda M, N € R-Mod tenemos:

Hompg(M,G(N)) = Homg(F (M), N) = Homg(L ®p M, N) = Hompg(M, Homg(L, N))
por lo tanto tomando M = R tenemos que
G(N) =2 Homg(R,G(N)) = Hompg (R, Homg(L, N)) = Homg(L, N)
esto es para toda N € R-Mod. Por lo tanto G = Homg(L, ).
Sean L, L, bimodulos tales que FF = L1 ®r vy F = Ly ®gr _, entonces
2L @p REF(R)= Ly®r R= Ly

y como F(R) € S-Mod, entonces L; = Ly como R-S-bimédulos. O

De los resultados anteriores se tiene el siguiente teorema:

Teorema B.11. Sean R y S anillos. Entonces existe una equivalencia de categorias:
S-Mod-R — Funce.(R-Mod, 5-Mod).

Donde Funce..(R-Mod, S-Mod) es la categoria de funtores cocontinuos.
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Apéndice C

Los tres niveles y fundamentacion de
Grothendieck

A lo largo de esta tesis trabajamos con colecciones de clases propias, es decir, que no
son conjuntos, como por ejemplo: p(R-Mod), T-tors y L-tors; luego necesitamos un marco
de referencia suficientemente amplio que no sélo incluya a conjuntos y a clases sino también
a estas colecciones de clases. Damos dos fundamentaciones que incluyen a colecciones que
tienen como elementos a clases propias; una es la llamada de los tres niveles; conjunto, clase
y conglomerado y la otra son los universos de Grothendiek. Esto se puede consultar en [1]
(capitulo 0, Fundamentaciones) y en [3] (capitulo I).

C.1. Tres niveles: conjunto, clase y conglomerado

Ya conocemos la axiomatica usual de conjuntos (ZFC), asi que sélo mencionaremos de forma
resumida la de clases y la de conglomerados.

Clases: El concepto de "clase” ha sido creado para hacer frente a "grandes colecciones de
conjuntos”. En particular, requerimos que:

1. Los elementos de cada clase son conjuntos.

2. Para cada "propiedad” P, podemos construir a la clase de todos los conjuntos con la
propiedad P.

Por lo tanto existe la clase més grande; la clase de todos los conjuntos, llamado universo,
denotado por U. Las clases son precisamente subcolecciones de U. Asi, dadas dos clases A
y B, uno puede formar las clases ANB, AUB y A x B. Debido a esto, no hay problema al
definir asignaciones entre clases, relaciones de equivalencia entre clases, etc. Una familia
(Ai)iex de conjuntos es una funcion A : I — U (envia a cada ¢ € X a A(i) = A;).
En particular si X es un conjunto, entonces se dice que (A;);cx esta indicada por un
conjunto.

3. Si X3, ..., X, son clases, entonces también lo es la n-ada (X3, ..., X,,).

4. Cada conjunto es una clase (de forma equivalente; cada miembro de un conjunto es un
conjunto).
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Luego los conjuntos son clases especiales. Las clases que no son conjuntos se llaman
clases propias. Ellas no pueden ser miembro de alguna clase, esto debido a la paradoja de
Russell; "Consideremos las clases que no son miembros de si misma. ;Una clase es o no
un miembro de si misma?. Si es un miembro de si misma, deberia poseer las propiedades
que definen a dicha clase, que consisten en no ser miembros de si mismas. Si no es un
miembro de si misma, no debe poseer la propiedad definitoria de la clase, y por tanto
debe ser un miembro de si misma. Asi cada alternativa lleva a su opuesta y existe una
contradiccion."

5. No existe una sobreyeccion de una clase a un conjunto.

Esto significa que cada conjunto debe tener "menos” elementos que una clase propia.
Entonces las clases son llamadas clases pequenas, y las clases propias clases grandes.
Esta distincion entre pequenas y grandes llega a ser crucial para muchas consideraciones
categoricas.

Las limitaciones del marco de referencia descrito arriba se hacen evidentes cuando tratamos
de realizar ciertas construcciones con categorias, por ejemplo, cuando se forman extensiones de
categorias o cuando se forman categorias que tienen categorias o funtores como objetos. Cada
miembro de una clase debe ser un conjunto y & no es un conjunto, asi que no podemos formar
la clase {U} cuyo tnico miembro es una clase, mucho menos formar una clase cuyos miembros
son subclases de U o todas las asignaciones de U a U.

Conglomerados: El concepto de "conglomerado” ha sido creado para hacer frente a "co-
lecciones de clases”. En particular, requerimos que:

1. Cada clase es un conglomerado.

2. Para cada "propiedad” P, uno puede formar el conglomerado de todas las clases con la
propiedad P.

3. Los conglomerados son cerrados bajo los mismas construcciones que en la teoria de con-
juntos, es decir, son cerrados bajo la formaciones de pares, uniones, productos (de familias
indexadas por un conglomerado), etc.

Por lo tanto podemos formar el conglomerado de todas las clases asi como "asignaciones”
entre conglomerados y familias de conglomerados.

Ademas requerimos:

4. El Axioma de FEleccion para Conglomerados; esto es, para cada sobreyeccion entre dos
conglomerados f : X — Y existe una inyeccion g : Y — X con f o g = idy.

En otras palabras, cada relaciéon de equivalencia en un conglomerado tiene un sistema de
representantes. Observemos que este axioma de eleccion implica un Azioma de Eleccion
para Clases y también el conocido Azioma de Eleccion para Conjuntos.

Como nuestro proposito es tener un marco de referencia que incluya a colecciones de clases,
no necesitamos algo mas grande que considere por ejemplo, a la coleccién de todos los conglo-
merados. Sin embargo, en la siguiente seccion mencionamos a los universos de Grohtendieck
que incluyen a todo tipo de colecciones.
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C.2. Universo de Grothendieck

Otra forma de tener una fundamentacion en la cual se permite tener a colecciones de clases son
los universos de Grohtendieck. Esto se puede consultar en [3] capitulo L.

Un universo de Grothendieck tiene por objeto proporcionar un conjunto en el que todas
las matemaéticas se pueden realizar. Los elementos de un universo de Grothendieck a veces se
llaman los pequenos conjuntos. Para cada conjunto x, existe un universo U que tiene como
elemento a x, es decir, x € U. De esta manera, cada vez que cualquier operacion lleva a
uno fuera de un universo de Grothendieck dado, se garantiza que no sea mas grande que algin
universo de Grothendieck. La existencia de un universo de Grothendieck equivale a la existencia
de cardinales fuertemente inaccesibles.

La propuesta original de Grothendieck fue agregar el siguiente axioma de universos a los
axiomas usuales de la teoria de conjuntos:
Definicion C.1. Un universo de Grothendieck es un conjunto no vacio U que tiene las
siguientes propiedades:

U SizeUdysiyéex, entonces y € U, es decir, U es transitiva.

U, Siz,ye€ U, entonces {z,y} € U.

Us; Sixe U, entonces p(x) € U, donde p(x) es el conjunto potencia.

Uy, Si{z;i}icx es una familia de elementos de U, entonces | J,.;z; € U.

iel
De los axiomas anteriores se deduce:

1. Si x € U, entonces {z} € U.
Si x es un subconjunto de y y y € U, entonces x € U.
Si z,y € U, entonces (z,y) = {{z,y},x} € U (definicion de Kuratowski).
Siz,y € U, entonces Uy, x xy € U.

Si {z;}icx es una familia de elementos de U, entonces [], . ; € U.

S A

Si x € U, entonces card(x) < card(U) (estrictamente). En particular la relacion U € U
no se satisface.

Con lo anterior se pueden hacer todas las operaciones usuales de teoria de conjuntos par-
tiendo de elementos del universo, sin que por ello el resultado final deje de ser un elemento del
universo. La nocién de universo tiene por principal interés el de permitir una definicién de las
categorias usuales:

1. La categoria de los conjuntos que pertenece al universo U (U-Conj).
2. La categoria de los espacios topolégicos que pertenece al universo U.
3. La categoria de los grupos abelianos que pertenece al universo U (U-Ab).

4. La categoria de todas las categorias que pertenece al universo U.
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Apéndice D

Conexiones de Galois sobre R?

D.1. Relaciones bicerradas en el plano

En este apéndice damos ejemplos de polaridades sobre R, pues en este caso las relaciones de
R? se pueden visualizar y esto nos puede ayudar a entender mejor a las polaridades y a las
relaciones bicerradas en general. Presentamos el ejemplo del disco unitario con centro en el
origen el cual es interesante de estudiar.

Ejemplo D.1. Sean A,B C R. Para A x B tenemos que (f)axp € Gal(p(R),p(R)) y
(faxp-cerr = {0, A, R} y cerr-(f)axs = {0, B,R} (ver Observacion 1.81). En este caso
#Gal((f)axp-cerr,cerr-(f)axp) = 6 y por lo tanto #]A x B]< = 6. Asi en la siguiente figura
vemos como queda la reticula ([A x B]<,C):

RQ

(AxR)U(R x B)

AxR Rx B

Por la Proposicion 1.30 tenemos que para toda f € Gal(p(R), p(R)) existen {A;}iex, {B;}jey C
R tales que f es supremo de {pap,pp,aticx,jey € Gal(p(R), p(R)).

Ejemplo D.2. Sea D € p(R?) el disco unitario con centro en el origen, luego para toda A €
o(R), fo(A) = {B ER | (a,h) € D,¥a € A} y f2fp(A4) = {A€R | (a,b) € D, b€ f(A)}.
Tomemos A C [0, 1], entonces como podemos ver en la primera figura fo(A) = [—€, €| con
0<e<1yenlasequnda figura fPfp(A) =[-d,0] con 0 << 1.
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Ax[—e,€] fp
[—0,0] X [—€,€]
A 7P fo(A)

-1

De las figura anteriores vemos que (f)p-cerr = {0} U{[—€,¢] | 0 < e <1} U{R} = cerr-(f)p,
pues

R  si A=10
fo(A) :{ [—e,e] si DCAC[-1,1], con0<e<1
0 st AZ[-1,1]

Sea E la region simétrica con respecto a los ejes y delimitada por f(r) =1—z, 0 <z <1,
como se ve en las siguientes figuras. Luego para toda A C [—1,1] tenemos que fg(A) = [—¢€, €|
con0<e<1y fBfg(A)=1[-6,0] con0 <6 <1 (igual que para el disco unitario). Esto se
puede ver en la siguiente figura.

1

Axlzed] | fa(A)=l-<d [odlxl=edl e ()

-1

De esta forma (f)g-cerr = {0} U{[—€,¢] | 0 < € < 1} U{R} = cerr-(f)g, es decir,
E € [D].. De hecho, todas las relaciones F € p(R?) tales que F ~ D son las regiones simétricas
con respecto a los ejes que estan delimitadas por las funciones f : [0,1] — [0,1] tales que

son biyectivas mondtonas estrictamente decrecientes y por lo tanto continuas. Probemos esta
afirmacion.:

Sea F € p(R?) tal que F ~ D, esto implica que para cada A, B € p(R), fr(A) = [—¢€,¢| y
fE(B) = [-6,6] con€,6 €[0,1]. Esto significa que F es simétrica con respecto a los ejes.
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Supongamos que ¥ estd delimitada en [0,1] x [0, 1] por una funcion f :[0,1] — [0, 1] que
no es dececiente. Como f no es decreciente y delimita a F en [0,1] x [0, 1], entonces existen
Ty, Ty € [0,1] tales que xy < xy y f(x1) < f(xa), esto significa que el punto (xy, f(x2)) € F pues
se sale de la region delimitada. Esto contradice el hecho de que f es no decreciente. Por lo tanto
f es una funcion decreciente y debe ser biyectiva, pues sino lo es, encontremos un punto de [0, 1]
que no estd en algin intervalo [—e, €] contradiciendo el hecho de que ese intervalo pertenezca a
cerr-F. Con esto concluimos lo que queriamos mostrar.
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