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Introduccion

Entropia clasica.

Un concepto central de la teoria de la informacion es la entropia. La entropia
es una medida de la cantidad de informacién (6 incertidumbre) contenida en una
fuente de informacién. También puede ser usada para cuantificar los recursos
necesarios para almacenar la informacién ver [11]. La fuente puede ser modelada
como un proceso estocastico y esto motiva el que se defina la entropia de Shan-
non, H(X) de una variable aleatoria X en ({2, P),un espacio de probabilidad
finito, como

H(X)=- Z Dz 10g pa,
zEX(Q)

donde {p,} es la distribucién de probabilidad de X, y por definicién se acepta
que 0log0 = 0.

Entropia cudantica.

Shannon [17] introdujo su definicién en 1948 pero mucho antes, en 1927 von
Neumann [19,20], queriendo extender la teoria cldsica de la mecdnica estadistica
(desarrollada por Gibbs, Boltzman et al.) al dominio cudntico, mas que buscar
desarrollar una teoria de la comunicacién cuantica, introdujo las nociones de
estado mezclado, representado por una matriz p de densidad ( i.e. p > 0,
trp = 1, donde trp denota la traza de la matriz p ) y su entropia definida como

S(p) = —tr(plogp),

expresion que, en términos de los valores propios de p, se puede escribir como
S(p) = = .cqAelog Ay, donde nuevamente por definicién 0log0 = 0.

Como las matrices de densidad diagonales (llamadas estados clésicos) corres-
ponden a distribuciones de probabilidad, de la igualdad anterior se sigue que la
entropia de Shannon es un caso especial de la de von Neumann.

Consideremos un sistema compuesto, cuyo espacio de Hilbert es un producto
tensorial Hap = Ha ® Hp de los espacios de Hilbert de dos sistemas A y B.
Cuando el estado del sistema compuesto estd descrito por la matriz de densidad
pap los estados de los subsistemas estdn dados por las matrices de densidad,

vii



viii INTRODUCCION

pa =1tre(paB),y pg = tra(pap) obtenidas al tomar la traza parcial ( ver la
Seccién 2.1 para la definicién de traza parcial).

El objetivo principal de este trabajo es discutir las interrelaciones que hay
en un conjunto importante de desigualdades relacionadas con la entropia de
los subsistemas de un sistema compuesto y algunas aplicaciones en la teoria
cuantica de la informacién; algunas de las desigualdades son las siguientes:

La subaditividad

S(pap) < S(pa)+S(pn),

demostrada en [7];
la concavidad de la entropia,

SO+ (L= N)p) > AS () + (1 - N) S (6),

demostrada en [9, 21], que como veremos puede obtenerse usando la desigualdad
de subaditividad.

Y cuando el sistema compuesto consta de tres subsistemas se cumple la
siguiente desigualdad ma&s fuerte conocida como subaditividad fuerte que se
suele simbolizar, por sus siglas en inglés como (SSA)

S(pasc) +8(pp) < S(par) + S (pBC),

esta desigualdad fue probada en [9].

Entropia relativa cuantica.

Un concepto 1til en la discusion de la entropia que ademaés es interesante
por derecho propio es el de la entropia relativa cudntica; se define para matrices
de densidad ( i.e., matrices positivo semi-definidas de traza 1) tales que kero C
ker p, como

S(pll o) =trplogp—trplogo.

La definicién anterior todavia funciona si eliminamos la condicién de que los
operadores sean de traza 1.

Veremos en el capitulo cuatro, que la (SSA) puede ser reenunciada como una
propiedad de monotonia de la entropia relativa bajo el operador traza parcial
como

S(paB | Ia®pp) < S(pape || I ® ppe) -

Mas aun la entropia relativa es mondtona bajo operadores ® completamente
positivos (CP) que preservan la traza, (de los cuales la traza parcial es un caso
particular) es decir se cumple que:

S(@ @) [[eM) <S5



ix
Panorama general.

En este trabajo restringiremos nuestra discusion a espacios de Hilbert com-
plejos de dimensidén finita y asumiremos, salvo que se especifique otra cosa,
que las matrices de densidad consideradas son estrictamente positivas.

Lo que resta del escrito esta estructurado de la siguiente manera:
En el capitulo 1, recordamos algunos conceptos basicos y se discuten los resul-
tados de la teoria de los espacios de Hilbert necesarios en la tesis, entre otros: el
importante teorema espectral para operadores normales y con base en él presen-
tamos el calculo funcional para esta clase de operadores; las propiedades bésicas
de la traza de un operador lineal y los productos tensoriales tanto de espacios
de Hilbert como de operadores.

En el capitulo 2, introducimos la terminologia y nociones bésicas relacionadas
con la entropia de von Neumann: la nocién de traza parcial; el proceso de purifi-
cacién; la descomposicién de Schmidt; el concepto de operador completamente
positivo (CP) y una generalizacién de la representacién de Lindblad [10].

En el capitulo 3, discutimos los antecedentes de las nociones de von Neu-
mann: propiedades basicas de la entropia de Shanonn, la entropia condicional
e informacion conjunta; la desigualdad de Klein junto con una condicién nece-
saria y suficiente para que se cumpla la igualdad; terminamos el capitulo con
las propiedades basicas de la entropia y la entropia relativa de von Neumann.

En el capitulo 4, que es el nicleo de este trabajo aparece inicialmente el
bagaje matematico necesario para el resto del capitulo; luego demostramos las
desigualdades siguientes junto con una condicién necesaria y suficiente para que
se dé la igualdad (excepto de CON) :

(SSA) La subaditividad fuerte

(MONO) La monotonfa de la entropia relativa bajo operadores CP que
preservan la traza.

(MPT) La monotonia de la entropia relativa bajo la traza parcial.

(CVX) La convexidad conjunta de la entropia relativa.

(CON) La concavidad de la entropia condicional.

Terminamos el capitulo cuatro discutiendo la equivalencia entre estas cinco de-
sigualdades.

En el capitulo 5, presentamos algunas aplicaciones y perspectivas: la de-
sigualdad de subaditividad junto con una condicién de igualdad; la concavidad
de la entropia con una condicién de igualdad; la desigualdad del procesamien-
to de datos y presentamos una prueba completa de la importante desigualdad
conocida como la cota de Holevo.

En el apéndice abarcamos algunos temas clasicos necesarios en el trabajo:
las nociones de convexidad, concavidad y el teorema de Jensen; la notacion O;
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la derivada y la integral de Riemann de funciones con dominio en un intervalo
de ndmeros reales y con valores en B (H) .

Finalizamos esta introduccién con los siguientes comentarios:

a) El trabajo es auto-contenido en el sentido de que los resultados relevantes
presentados que se escapan del ambito de los conocimientos generales estan
demostrados en la tesis.

b) Este trabajo estd basado en algunas de las ideas principales del articulo
[16] de Mary Beth Ruskai (MBR) a saber, la demostracién de las desigualdades
SSA, MONO, MPT y CVX de la lista escrita lineas arriba, todas ellas con una
condicion necesaria y suficiente de igualdad, asi como la equivalencia entre ellas.

Nuestros principales aportes y diferencias en relacién al mencionado articulo,
son:

En el capitulo 2, desarrollamos las propiedades del operador traza parcial
y damos una prueba completa de una version general de la representacion de
Lindblad. En el articulo de MBR se bosqueja la prueba del resultado para el
caso en que el dominio y codominio del operador CP involucrado son iguales
y se menciona que la representacién propuesta es vélida en el caso en que esta
condicién es eliminada. Nosotros demostramos esto tltimo.

En el capitulo 3, demostramos completamente la desigualdad de Klein junto
con una condicién necesaria y suficiente para que se cumpla la igualdad. Esta
desigualdad y su condicién de igualdad resultan muy ttiles para demostrar las
condiciones de igualdad de las desigualdades mencionadas en los capitulos 4 y
5; también agregamos las propiedades basicas de la entropia de von Neumann.

En el capitulo 4, demostramos la férmula de Lie y la desigualdad de Golden-
Thompson; anadimos la desigualdad CON y disenamos una ruta diferente para
demostrar las equivalencias, si bien para probar que MONO implica JCX, de-
sarrollamos el bosquejo que da MBR. También presentamos una condicion

necesaria (Corolario 4.11), al parecer nueva, para que se cumpla la igualdad en
MONO.

En el capitulo 5, sin ser completamente original, la demostraciéon de la de-
sigualdad de la concavidad junto con su condiciéon de igualdad, no es la que
aparece en [16]; aunque la prueba de la cota de Holevo se basa en el esbozo que
da MBR, nosotros desarrollamos una demostracion que tiene las ventajas de
ser poco conocida, muy simple y que utiliza la teoria que hemos desarrollado.



Capitulo 1

Elementos de los espacios
de Hilbert

1.1 Nociones basicas

Por un espacio de Hilbert H siempre se entenderad un espacio vectorial complejo
dimensionalmente finito con un producto interno (-,-) lineal conjugado en la
primera variable y lineal en la segunda.

Usamos el simbolo B (H1,Hz) (6 B(H1) cuando H; = Hsa) para el espacio de
Banach de operadores lineales T' de H; en Hs con la norma

T
a0 ||zl

siendo el espacio H; de dimensién finita se sabe que ||T']| < co. La norma de T
también se puede calcular como [|T'|| = sup,=1 |7z = sup, < [Tz .

Antes de proseguir convenimos en usar como sinénimos las palabras
matriz y operador lineal.
Para T € B (H1, H2) se define su adjunto como el dnico operador T* € B (Ha, H1)
tal que
Vo € Ho, Yy € Hi, (x,TYy), = (T"z,y), .

Si S, T € B(H1,H2) v A€ C se tienen las siguientes propiedades:
a) AS+T)" =AS*+ T*
b) (ST)* = T*5*

) (§*) =S



2 CAPITULO 1. ELEMENTOS DE LOS ESPACIOS DE HILBERT

d) |57l = [I51-
Con relacién a la operacién de adjuncion se definen las siguientes clases de
operadores.

Definicién
a) Un operador A € B(H) es Hermitiano o auto-adjunto si A* = A.

b) Cuando un operador N € B(H) satisface NN* = N*N se dice que es
normal.

¢) U € B(H1,Hz) es unitario si es un isomorfismo (i.e. un operador lineal
biyectivo) isométrico (i.e. ||[Uz||, = |z||;) 6 equivalentemente si U*U = Iy, y
UU* = Iy,.

d) V € B(H1,Hs) es una isometria parcial, si para h € [ker V]©, |[Vh| =
Ih]] . El espacio [ker V]l se llama espacio inicial de V' y el espacio ranV es
llamado espacio final de V.

Como veremos en las proximas secciones, los operadores auto-adjuntos y

normales tienen propiedades importantes.

Supongamos que ¢ es un vector de H; y ¢ es vector de Hz, definimos el
operador lineal |1){p| de H; en Ho mediante la correspondencia

) (el ¢ = (. Q) ¥, V¢ E€H

Es fécil verificar que la funcién (v,u) — |u)(v|] de H x H a B (H) satisface lo
siguiente:

a) [u)(v| s lineal en u y lineal conjugada en v.

b) (|v) (ul)* = |u)(v|, en particular [u)(u| es auto-adjunto.

c) [u){v[ [¥){p] = (v,¥) [u){p].

d) [[lu) |l = [ful Jo] -

e) Para todo A € B(H), A [u)(v] = |Au)(v] v |u)(v] A = [u)(A*0].

Podemos apreciar la utilidad de la notacién anterior en la siguiente propiedad
llamada la relacién de completez para bases ortonormales:
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Si {|é)} es una base ortonormal de H todo vector se escribe como v =
320y, donde i = (i,0) y por tanto (3;17) (1) v = (3, 13) 1) (5, e i) =
Zj P ANEVIIDES Zj i (d4) [7) = Zj ; |j) = v, es decir

Zm (i|=1.

Dado un subespacio W de H, con una base ortonormal |1),[2),...,|k) se
define la proyeccion ortogonal P sobre YW como

se puede demostrar que la suma no depende de la base ortonormal elegida, y es
inmediato verificar que las proyecciones ortogonales forman parte de la clase de
los operadores auto-adjuntos.

1.2 Descomposicién espectral

Definiciones. Sea A € B(H), con H un espacio de Hilbert de dimensién finita.
Un vector v no cero tal que Av = Av es un vector propio del operador lineal
A y el nimero complejo A es el valor propio de A correspondiente a v. Los
valores propios también se pueden definir como las raices del polinomio p4 (\) =
det (AT — A) llamado polinomio caracteristico de A; puesto que nuestros
espacios de Hilbert son complejos el teorema fundamental del dlgebra garantiza
que todo operador tiene al menos un valor propio y su correspondiente vector
propio.

El conjunto de vectores propios correspondientes a un valor propio A es el
espacio propio asociado a A; el conjunto de valores propios de un operador es
su espectro; observe que el espectro es un conjunto finito porque esta formado
por los ceros del polinomio caracteristico.

Se dice que A es diagonalizable si existe una base ortonormal de vectores
propios suyos {w;} C H con valores propios correspondientes {\;} tales que
A = 3" i |lw;) (w;| . También se dice A que se diagonaliza con respecto a la
base {w;}.

Ahora comentaremos algunas propiedades que nos serviran para demostrar
la que tal vez, sea la propiedad mas importante de los operadores normales: que
son diagonalizables.

Si N es operador normal, entonces
a) ker N = ker N*, lo que se muestra desarrollando (N*z, N*x) y usando que
NN* = N*N.
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b) Si z es un elemento tal que Na = Az, entonces N*z = Az ; porque (N — \I)
es normal y por la propiedad a), si (N — M)« = 0, también (N — )"z = 0.

¢) Si v es un vector propio de N tal que Nv = vy v, w son vectores ortogonales,
entonces también Nw y v son ortogonales, pues (v, Nw) = (N*v,w) = X (v, w) .

Teorema 1 (Descomposicion espectral). Cualquier operador normal N en un
espacio de Hilbert H es diagonal con respecto a alguna base ortonormal de H.
Reciprocamente, cualquier operador diagonalizable es normal.

Demostracion. La proposicion reciproca es inmediata.

Probaremos la proposiciéon directa por induccién en d = dimH. El caso 1 es
trivial. Sea d = n, como estamos tratando con espacios complejos, toda matriz
tiene n valores propios. Por las propiedades mencionadas arriba, N y N* tienen
un vector propio comin wj, que podemos suponer con norma 1.

Sea W = {wl}J‘, por la propiedad c) la restriccién de N a W estd bien
definida y por la hipétesis de induccidn, existe {ws, ws, ..., w, } una base ortonor-
mal de W constituida por vectores propios de N. Es claro que {wq, wa, ..., wy }
es una base ortonormal de H, por ende todo v € H se expresa como v = ), a;w;
y entonces (D, Aj [wi) (wi])v =Y, Miayw; = N (D, aw;) .

Concluimos que para todo operador normal N existe una base ortonormal
de H, {w;} formada por vectores propios de N con valores propios asociados
{\i} tales que

N =" Ai|w) (wi]. QED

Observemos que la expresién anterior equivale a decir que N =Y, \; P; donde
P; es la proyeccion sobre el espacio propio asociado a \;.

Aqui tenemos una consecuencia del teorema espectral.

Teorema 2 (Diagonalizacidn simultdnea). Los operadores Hermitianos A, B
€ B(H) conmutan si, y sdlo si, existe una base ortonormal de H con respecto a
la cual A y B son diagonalizables simultineamente.

Demostracion. Demostremos la afirmacion directa ya que la reciproca es
inmediata.
Sea A=) aP, donde los valores propios {a} son distintos entre si y P, es la
proyeccion sobre el espacio propio E, asociado con a.
Observemos que
B(E,) C E,

pues si x € E, se cumple ABr = BAx = Bax = aBuw, asi la restriccién
B, = P,BP, de B a E, esta bien definida y es Hermitiana, por ende F, tiene
una base ortonormal de vectores propios de B, (note que también son vectores
propios de A).

Veamos ahora que cada vector propio u € F, de B, también lo es de B,
en efecto, si B,u = bu tenemos que bu = B,u = P,BP,u = P,Bu = Bu pues
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Bu € E, por la primera observacion. Asi, por cada F, hay una base ortonormal
de vectores propios de A y B. La base buscada para H es la unién de dichas
bases. QED

Antes de proseguir, conviene destacar que el Teorema 2 no es consecuencia
necesariamente del teorema espectral, de hecho es un caso especial del siguiente
teorema del Algebra Lineal, ver [12] :

Sean U y T operadores lineales de V en V, donde V' es un espacio vectorial
de dimensioén finita. Si U y T son diagonalizables, las siguientes condiciones son
equivalentes:

a) TU =UT
b) T y U son simultdneamente diagonalizables.

1.3 Operadores positivos
Definicién. Un operador P € B(H) es positivo o positivo semi-definido, si
Vo € H,(Pz,z) >0

Esto se simboliza con P > 0. Si ademds (Pxz,x) = 0 sélo es posible con
x = 0 diremos que P es un operador positivo-definido 6 estrictamente positivo
y escribiremos P > 0. También definimos A > Bsi A— B > 0.

Ejemplos.

a) Yu € H, |u) (u] es positivo.

b) VT € B(H), T*T y TT* son positivos y T > 0= T* >0

c) Si T, S € B(H) son operadores positivos, entonces AS+ 71" es un operador
positivo si A es un real no negativo.
Proposicion 3 Si P > 0, entonces P es Hermitiano.

Demostracion. Todo operador T se expresa como T = A + iB con A,B
Hermitianos por ejemplo,

1

1
A==-(T+T*) yB=
(T+T")y 5

; (-1

y en la expresion para P, se tiene que B = 0. QED

Proposicién 4 Sea P € B(H) un operador normal y sea {\;} su espectro,
entonces P es un operador positivo si, y sélo, si \; > 0 para toda i.
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Demostracion. Sea P =Y. \; |w;) (w;| su descomposicién espectral.
La afirmacién directa es inmediata de que \; = (w;, Pw;). Reciprocamente,
seax € Hyx =), a;w; suexpresiéon en términos de la base ortonormal {w;},
luego (x, Px) = >, \i |ai|2 , por lo cual se cumple la afirmacién reciproca. QED

Se puede reenunciar la proposicién anterior de la siguiente forma :

Proposicién 5 (Descomposicion espectral para operadores positivos). Para to-
do operador positivo P € B(H) existe una base ortonormal de H formada con
vectores propios de P, {w;} con valores propios correspondientes {\;} tales que

P = Z/\i |w;) (w;| con A\; > 0.

1.4 Calculo funcional

Dada una funcién f de valores complejos con dominio en algin subconjunto
de los complejos que contenga el espectro de un operador normal N usando su
descomposicion espectral se define un operador normal asociado con f como

f(N)= Z I () |wi) (wil.

Este procedimiento se usa para definir la raiz cuadrada de un operador positivo,
la exponencial de un operador normal, el logaritmo de un operador positivo
definido (o estrictamente positivo), é el operador inverso de uno estrictamente
positivo.

Por ejemplo, dado un operador A sabemos que AA* >0y A*A > 0 por lo
que VAA* y / A* A estéan bien definidos y son operadores positivos. El ultimo
recibe el nombre de valor absoluto de A y se simboliza con

|A] = VA A

1.5 Descomposiciéon polar de un operador

Teorema 6 Sea A un operador lineal en el espacio de Hilbert H. Entonces
existen un operador unitario U y un operador positivo K = v/ AA* tales que

A=U|A| = KU,

ademds |A] y K son los inicos operadores positivos que satisfacen estas igual-
dades, y si A es invertible U es unico.
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A la primera expresion se le conoce comunmente como la descomposicion
polar, mientras que a la segunda algunas veces se le llama la “descomposicion
polar derecha”.

Demostracion. Sea )y . A; |w;) (w;|, (A; > 0) la descomposicién espectral de
J=14].

Si definimos 1; = Aw;, se cumple que (1;,1;) = A\2.

Para aquellos i tales que A; > 0 definase ¢; = ¥;/\;. Vemos que satisfacen
(@i, ;) = (wi, A*Aw;) /NiA; = (w;, J2w;) /A;A; = 6;; por lo que son un con-
junto ortonormal que podemos extender a una base ortonormal que seguimos
simbolizando con ;.

Consideremos el operador unitario U = ), |¢;) (w;|, luego si A; > 0, tene-
mos que UJw; = A\jp; = ¥; = Aw; y cuando \; = 0, UJw; = 0 = 9; lo que
prueba que A y UJ coinciden en los bésicos w; y en consecuencia son iguales.

J es tnico pues al multiplicar por A* = JU™ en el lado izquierdo de A = U J
obtenemos J? = A*A de donde J = v/A* A. Una pequeiia reflexién nos convence
que J es invertible si A es invertible, asi U estd determinado por la igualdad
U=AJ1.

Para ver la descomposicion polar derecha, A =UJ = UJU*U = KU donde
K = UJU* y puesto que AA* = KUU*K = K? debemos tener K = v AA*.
QED

1.5.1 Descomposicién usando valores singulares

Lema 7 (Descomposicién usando valores singulares). Si A es una matriz cuadra-
da, entonces existen matrices unitarias U,V y una matriz diagonal D con en-
tradas no negativas tales que A = UDV.

Los elementos de la diagonal de D son llamados los valores singulares de A .

Demostracion. Consideremos la descomposicién espectral
Al =" NiJwi) (wi,
i

donde {w;} es una base ortonormal. Sea V* la matriz de cambio de la base
estdndar § a la base {w;}, entonces |A| = V*DV donde D es la representacién
de |A| en la base {w;} . Luego usando la descomposicidén polar, existe una matriz
unitaria R tal que A = R |A| concluimos que A = (RV*) DV es la descomposi-
cién buscada. QED
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1.6 La traza de un operador

Otra funcién de operadores importante es la traza de un operador. Como sabe-
mos, cuando A es una matriz cuadrada su traza es la suma de los elementos de
la diagonal tr(A) =3, A, vamos a reconsiderar esta funcién en la siguiente,

Definicién. La transformacién ¢r : B(H) — C definida por tr4 =
> (¢n, Apy) donde {¢,} es cualquier base ortonormal de H se llama la traza
de A.

Veamos que la definicién no depende de la base elegida: sea {u,,} otra base
ortonormal, luego

(¢n, Apn) = Zm (@ns Ym) (bm, Apn) = Zm (A*%m, on) (s Ym)
y por tanto 3, (on, Apn) = 32, 32, (A" m, @n) (P, Ym)

= Zm Zn <A*¢m, 9071> <90m 1ﬁm> = Em <A*wmvwm> = Zm <wm7Awm> s

el intercambio en el orden de las sumas se puede realizar porque son finitas.

Proposicion 8 La traza de un operador tiene las siguientes propiedades

a) tr : B(H) — C, es una funcién lineal continua con la norma de operadores.
b) trT* = trT
c) trT'S = trST cuando S € B(H,,H2), T € B(H,,H1) (latraza es ciclica).

d) trUTU ! = trT para cualquier operador invertible U. En particular cuando
U es unitario.

e) Si 0 < T entonces 0 < trT

f) trA=73", A, para todo A € B(H).

g) trT = suma de valores propios de T incluyendo multiplicidades.
h) tr A|u) (v| = (v, Au) para todos u,v € H.

Demostracion.
Las propiedades b), e) y f) son inmediatas.

a) La linealidad es inmediata. Para probar la continuidad, supongamos que
n = dimH y sea A\; un valor propio de T asociado al vector propio ¢;, que
podemos suponer de norma 1, entonces
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Nl* = (Tei, i) = |Teill* < (ITI| | ill)* de donde |A;| < ||| ahora usamos
g) y tenemos [trT| = |3, Xi| <D, |Ail < n||T| de donde se sigue la continuidad.

c) Sean {e,, }, {fm} bases ortonormales de H; y de Ha respectivamente, luego
<fmvSTfm>2 = <S*fm7Tfm>1 = Zn <S*fmaen>1 <€nanm>1 y por tanto

trST = Zm Zn <S*fmaen>1 <en;Tfm>1 = Zn Zm <T*enafm>2 <fmasen>2 =
Yon (T%en, Sen)y =3, (en,TSen), = trTS.
d) El resultado es inmediato de c).

g) Se usa f) y por d) podemos usar cualquier representacién matricial, pues
bien, usemos la descomposicion candnica de Jordan.

h) Sea v distinto de cero. No perdemos generalidad si suponemos que tiene
norma 1. Ahora completamos v a una base ortonormal digamos {v = ey, es..., €, }
y entonces tr A|u) (v| =", (e1, ;) (€, Au) = (e1, Au) . QED

1.7 Productos tensoriales

Mediante el producto tensorial podemos usar espacios de Hilbert para formar
espacios de Hilbert mas grandes. Supongamos que V y W son espacios de Hilbert
de dimension n y m respectivamente entonces V ® W es un espacio vectorial de
dimension nm.

Para justificar la existencia del producto tensorial y sus propiedades nece-
sitamos la siguiente discusién.

Proposicién 9 (Construccion del espacio vectorial libre con base S). Dado un
conjunto finito S = {s1,,,sn}, existe un espacio vectorial T sobre K que tiene
como base a {1s1,...,1s,} .

Demostracion. Definamos para cada s; € S y cada ¢ € K, el simbolo cs;
como la funcién ¢s; : S — K tal que ¢s; (s;) = cd;j. De esto es claro que
Va € K, a(cs;) = (ac)s; y (c+a)s; = as; + as;.

Sea 7T el espacio vectorial de todas las combinaciones lineales formales

C181 + €282 + ... +CnSp

es decir 7 consta de todas las funciones de S en K que se pueden escribir en la
forma "' | ¢;s; para algunos ¢; € K por lo que queda claro que es un espacio
vectorial sobre K.
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El espacio 7 tiene como base a las funciones {1s1, ..., 15, } pues éstas forman
un subconjunto linealmente independiente ya que si > ; ¢;1s; = 0 al evaluar
en el elemento s; la funcién del lado izquierdo obtenemos

n n
Zcilsi (Sj) = Zciléij = Cj,
i=1 i=1

es decir ¢; = 0 para cada j. QED

1.7.1 El Producto tensorial de espacios vectoriales

Sean V, W y U espacios vectoriales sobre un campo K.

Definiciéon. G : V x W — U es una funcién bilineal, si son lineales las
aplicaciones

VeV, w— G,w) vy YweV , vr— G(v,w)

Teorema 10 (Existencia del Producto tensorial y propiedades bdsicas). Si V' y
W son espactos vectoriales de dimension n y m respectivamente sobre un campo
K, entonces existe un espacio vectorial V@ W de dimension nm y una funcion
bilineal 7: V x W — V@ W, tal que (v,w) — v ® w satisface las siguientes
propiedades:

a) El productode v € V' yw € W se denota por v®@w y satisface las siguientes
relaciones:
Sivi,va e VyweW,

(V+v)Qu=v1Ww+v;@W
Siwy, wes e Wywvev,
VR (w1 +w) =v@wp + v wsy
Si ¢ es un escalar arbitrario y we € W ;v € V|
clvew)=(v)@w=vQ (cw)
b) Todo elemento del producto tensorial se puede escribir en la forma > ; Civ; QU;
para algunos escalares ¢;, y algunos v; € V,u; € W.

¢) Si{v1,...,vn} y {w1,..., W, } son bases de V y W respectivamente, entonces
los elementos v; ® w; , ¢ =1,...,n y j = 1,...,m constituyen una base de
VeWw.
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d) Propiedad Universal. Si U es un espacio vectorial sobre Ky £: VxW — U
es una funcién bilineal, entonces existe una wunica aplicacion lineal L :V ®
W — U tal que £ = L o7 es decir

Lw,w)=L(u®v) YveV, YwelV.

Prueba de a).
Sean {v1,...,vn}t y {w1,...,w,,} bases de V'y W y sea S :{Sij}ij un conjunto
cualquiera con nm elementos. Definimos V ® W como el espacio vectorial libre
sobre K con base §. Es decir V ® W es un espacio vectorial de dimensién
nm y consta de todas las combinaciones lineales formales de elementos s;; con
. . n m
coeficientes en K, o sea expresiones de la forma >, 3777 ¢85 con ¢;; € K.
. n m . 7 .
Siv=>3_ 2wy w=);_, yjw;son las expresiones de v y w en términos
de los bésicos se define su producto tensorial como el elemento

n m
VR W= Zinyjsij

i=1j=1

en particular v; ® w; = 555

Probemos que (v,w) — v ® w es bilineal. Sea v/ = Y1 | ziv; y sean
vy w como antes, entonces co+ v/ = Y| (cx; + &) v;, luego por definicién
(co+v)@w = 3730 (cas +7) yjsij = D235 Cxiyjsij + D23 D, TiYjSij =
cv ® w~+ v @ w. La prueba de la linealidad en el otro lado es semejante.

Prueba de b).
Con la notacién anterior, sabemos que un elemento arbitrario del producto
tensorial es de la forma £ =), > ; CijVi @ wy, reescribiéndolo tenemos que £ =

YU ® (Z] cijwj) lo que muestra el resultado.

Prueba de c).
Sean {v],...,v', } y {w!,...,v],} bases de V' y W respectivamente, siv =), z;v,
yw=> y ij§ son las expresiones en términos de los basicos de v y w, entonces
_ . !/ / 3 . !/ !/
VRW = YD Ty (v} ®wj) es decir los nm elementos v; ® w’; generan al
espacio vectorial V ® W de dimensién nm y por tanto, necesariamente son
linealmente independientes lo que prueba que forman una base.

Prueba de d).
Sea £ : V x W — U una funcién bilineal. Definiendo L (v; ® w;) = L (v;, w;),
sabemos que existe una unica trasformacién lineal L : VW — U. Ademas, si
v € V,w € W son elementos cualesquiera expresados (como antes) en términos
de los basicos, entonces

£v,w) = £ (S, X, pw;) = 5, 5 iy (v, wy) = L(v @ w).
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1.7.2 Producto tensorial de operadores

Como aplicacién de la propiedad universal del producto tensorial se puede jus-
tificar que, salvo isomorfismo de espacios vectoriales, el producto tensorial es
tnico. También se usa para construir el producto tensorial de operadores como
sigue.

Supongamos que V,W son espacios vectoriales de dimensién finita y que
A:V —V, B:W — W son operadores lineales. Definimos £:V x W —
V@ W como L (v,w) = Av ® Bw, es inmediato verificar que £ es una funcién
bilineal, entonces existe una unica funcién lineal L : VW — V@ W tal que
Lv®w)=L(v,w)=Av® Bo.

Se denota a L como A ® B es decir, A® B es el inico operador lineal tal que

YoeV,YVweV, (A® B)(v®w) = Av ® Buw.

Sea L,(V) el espacio vectorial formado por todas las transformaciones linea-
les de V en V. Observemos que se cumple que L,(V)RL, (W) C L (VW) y
como el subespacio vectorial de la izquierda tiene la misma dimension que el de
la derecha, vemos que en el contexto de dimensionalidad finita se cumple que

LV)RLL(W) = Lo(VRW).

Por 2) del teorema anterior esto significa que todo operador lineal L : V ®
W — V @ W se puede expresar como una combinacién lineal de productos
tensoriales de operadores lineales que van de V en V con operadores lineales
de W en W

1.7.3 Producto tensorial de espacios de Hilbert

Cuando (Hi,(-,-);) ¥y (H1,(:,-)5) son espacios de Hilbert de dimensién n y m
respectivamente, la construccion anterior nos proporciona el espacio vectorial
H1 ® Hs. Usando los productos internos de cada espacio se define un producto
interno en H; ® Hy de la siguiente forma:

Sean {vy,..,v,} v {w1,...,wy,} bases de Hy y Ha respectivamente, si v =
2irivi , v =30 wue , w = yw; y w = Yy ws son las expresiones
en términos de los bésicos, entonces se define el producto interno de v @ w =
> Zj 2y (v @w;) y v @w' =32 >0 @y (vr ® ws) como

(505 s 90, 5, X, 000l (0 8 0)) =

Zi,j%s Ty Y (Vis vr)q (W), ws),
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en particular (¢1 (v1 ® wy),ca (v2 ® w2)>® = C1c2 (U1, U2); (w1, W), . Se puede
verificar que esta funcién satisface los axiomas de un producto interno.

Con respecto a la norma inducida por (-, -) ,, H1 ®Hz es un espacio de Hilbert
ya que por ser un espacio de dimensién finita es completo, ademas si {¢;}, {¢;}
son bases ortonormales de H; y Hs respectivamente, entonces {¢; ® 1} es una
base ortonormal de Hi ® Hos.

La construccién anterior se generaliza cuando aparecen involucrados més de
dos espacios de Hilbert y se cumplen las siguientes propiedades del producto
tensorial de operadores.

Proposicion 11 Sean H;, i =1,2,...,n espacios de Hilbert de dimension fini-
ta. S1S =®_15 yT = & |15, donde S; : H; — H; , T; : Hiy — H;,
entonces

a) T* = @17 y ST = ®;S;T;
b) Si cada T; tiene un inverso, T tiene inverso y 7! = ®iT[1

c) T es auto-adjunto, unitario, normal o proyeccién si cada T; es auto-adjunto,
unitario, normal o proyeccién.

d) S es positivo si cada S; es positivo
f) Si T; = |u;)(v;| donde u;, v; € H;, entonces

T=|u1Qua®@ @ Up) (V1 ® V2 @ -+ @ Uy

Demostracion. Se sigue directamente de las definiciones y la omitimos.

Proposicién 12 Para todos S € B(H1) y T € B(Hz) se cumple
trS@T =trS trl.

Demostracion. Si {vy,...,un} y {w1,...,w,} son bases ortonormales de H;
y H2 respectivamente, {v; ® w;} es una base ortonormal, luego

Z (view;, ST (v; ®w;)) = Z (v; ® wj, Sv; ® Twj)
0,J i,

Z <‘Ui75’l)i> (wj,Tw]->
i,

Z <Ui7S’UZ‘>Z (wj,Tw]->. QED

i J
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1.8 Resultados auxiliares

A continuacién discutiremos dos lemas que serdan de utilidad en los capitulos
restantes, la razén de incluirlos aqui es que son similares en contenido y uno de
ellos es una propiedad referente al producto tensorial de operadores positivos.

Definicién. Sea 0 >0 y 0= >, A |u;) (u;] su descomposicién espectral,
entonces definimos el operador log o = >, A; |u;) (u;| donde

’):__ log)\i st A >0
T 0 St )\iZO

La diferencia fundamental con log p cuando p > 0 es que este tltimo es invertible
mientras que el que acabamos de definir no lo es en general.

Lema 13 Sea A un numero real y 0 un operador en H. Si A >0y o >0,
entonces
log (Ap) = log AT + log o.

Demostracion. Si o= >, pi |u;) (u;] es la descomposicién espectral de o, es
claro que Ao = >, A; |u;) (u;| es la descomposicién espectral de Ap y por ende

log Ao = >~ log (Apq) [ui) (us| = 3, (log A + log pu;) [us) (us| =

log A3, |ua) (uil + 22 log i [ui) (us| = log Al +log 0. QED

Lema 14 Sip,0 >0 con 9 € B(H1) y o € B(Ha), entonces
log (0 ® o) = (log o) ® Iy + I, @ (log o)
Demostracion. Si 37, Ai|ui) (wil, 32, nj|vj) (vj| son descomposiciones es-

pectrales de ¢ y o respectivamente, entonces ), ; Ainj [u; ® v;) (u; ® vj] es la
descomposicién espectral de ¢ ® o y por tanto

log (0@ a) = " log (\iny) [ui ® v;) (w; © vy,
i

pero esta suma, es igual a
20108 g [wi) (us| @ Jvg) (| + 32, ; logmj [us) (wil @ [vj) (vs] =

(iTog A us) (usl) & (32 105) (v51) + () (wsl) @ (2, Togms o) (vy]) =

(logo) ® I, + I ® (logo). QED



Capitulo 2

Representacion de Lindblad

2.1 La traza parcial

Advertencia sobre la notacién.

Sean H1, Hs, Hs espacios de Hilbert. Cuando se trata con productos tensoriales,
para hacer menos pesada la notaciéon se acostumbra simbolizar H; ® Ho ® Hs
con Hios, ¥ p12s simboliza un operador lineal de Hi23 en Hios. Si en un mismo
enunciado aparecen 9123 € B (Hi23), 012 € B(Hi2), 02 € B(Ha2) etc, significa
que g2 = tri30123, 012 = tr30123, etc. ( el simbolo tri3 (), ete. se definird en el
siguiente pdrrafo).

También se acostumbra abusar de la notacién y suprimir la identidad en pro-
ductos tensoriales de operadores, e.g. log 12 € B (Hi23) significa (log 12) ®1I5.
Sin embargo, cuando sea pertinente escribiremos explicitamente los simbolos.

Definicién. Sean H;, Hs espacios de Hilbert, y 012 un operador en His
definimos la traza parcial (en el espacio H1) de g12 como el operador g1 € B (H1)
tal que dada una base ortonormal {e;} de Hy se cumple que para cualesquiera
u, v € Hy,

(u,00) =) (u®ej 012 (v @), (TP1)
J
el operador traza parcial se simboliza con p; = tre012.
Nota: analogamente se define gy = try01s.

Demostraremos a continuacién la existencia de la traza parcial. Primero
veamos que la suma no depende de la base elegida. Sea {;} otra base ortonomal
de Hs y recordemos que trA |z){y| = (y, Ax) , luego

2 (u®pj, 012 (v® ;) =3 troz v @ ;) (u® p;| =

52 trore (J0) (ul @ |5 e]) = trowz (5, o) (ul @ log) (e5]) =

15
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lro1z [|v>(u\ ® (Zj |¢j><¢j|>:| =troiz2 ([v)(u| ® I>), es decir

Y (@000 (0@ @) = tro ([v){ul ® ).
J

Pongamos provisionalmente Ly (v) = 3, (u® ej, 012 (v®€;)), y observemos
que para u fijo L, () € B(H1,C) lo que se ve aplicando la desigualdad de
Schwarz y usando que la dimensién de Hs es finita. Aplicando el bien conocido
Lema de Riesz tenemos que existe un v’ € H; tal que (v/,v) = L,, (v) para todo
v € Hy, ahora haciendo variar a u podemos definir una funcién o : Hy — H;
tal que ou = u’. Se puede verificar que o es un operador lineal continuo. Por la
forma como fue construido tenemos que L, (v) = (ou,v) = (u,0*v) definimos
o1 = o* y por tanto o1 es el Unico operador lineal tal que Yu,v € Hy,

Z (u®ej, 012 (V®ej;)) = (u, 1v) .

%

El operador o7 es tinico porque de haber otro con la misma propiedad, digamos
p1, tendriamos que Yu,v € Hy, {u, 01v) = (u, p1v) de donde g; = p;. QED

Podriamos haber definido la traza parcial de la siguiente manera.

Proposicién 1 Sea 912 un operador en His y 01 € B(H1). Entonces o1 =
troo12 si, y solo si, para todo x € B(H;) se cumple que

tro1x = trois (z ® I) (TP2)

Demostracion. Para la implicacién directa, sean {e;},{f;} bases ortonor-
males de H; y Ho respectivamente, luego

trop(z®h) = Y (6® ;00 @@ Dh) (e f;)

4,3

Z Z<€z‘ ® fj, 012 (ze; @ fj))

i J

Z (€i, 01 (wey)) = troqz.

i

Reciprocamente, si g satisface (TP2), para u,v € Hj, se cumple que
(u, 01v) = troy |v){u| = troiz (Jv){u| ® I3), y como ya vimos en la prueba de
la independencia de la base,

troiz ([v){ul @ I2) = Z (u® fj, 012 (v ® f5)),

J

lo que demuestra (TP1). QED
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Proposicién 2 (Propiedades de la traza parcial). Para p12 un operador en Hia
se cumple lo siguiente,

a) La traza parcial es un operador lineal que preserva la traza, es decir, si
p12,712 € B(Hi2) y A € C, entonces

tro (Ap12 + 112) = Atrapia + trayia.

troie = tro; = tros.
c) Para todos p € B(H1), v € B(H2) se satisface que

tra(p®7y) = ptry, y
tri(p®y) = (trp)v.

En particular si pa € B(Ha),v8 € B(Hp) y trpa = tryg = 1, entonces
tra(pa®yB) =798 ¥ tre(pa ®YB) = pa.

Antes de iniciar las demostraciones merece la pena comentar, que en proposi-
ciones donde aparece involucrada la traza parcial, algunas veces convendra uti-
lizar la propiedad (TP1) y otras, su equivalente (TP2) como se ilustrard en las
siguientes demostraciones.

Demostracion.
a) Sean p; = tropia y y1 = trayi2 y € B(H1). Por la linealidad de la traza y
(TP2) tenemos,

tr{(Apr +m)x] = Atr(piz) +tr (11w)
= Arpe(z® L) +trye (x ® Ip)
= tr(Api2+72) (2@ I2).
)

b) Al usar (TP2) con x = I, se obtiene ¢r (p111) = tr (012 (I1 ® I2)].

c) Verificaremos que se cumple (TP1). Sea {f;} una base ortonormal de Hs y
sean u,v € H1 y A=, (f;,7 (fj)) = try. Calculando tenemos,

Y wefi(pey) ef) = > (e f;,werf)

J J

- Z<U7PU><fj,’ij>= Z(ij’}/fj> (u, pv)

J J
= (u,A\pv),

y por (TP1) concluimos que tro (p ®y) = Ap es decir, tra (p®7v) = p try.
QED

Del mismo estilo son las pruebas de las siguientes propiedades.
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Lema 3 Si 923 € B(Has) y 02 = tr3pes, entonces se cumple que
tra (Iy ® 023) = I ® 02.

Demostracion. Sean a,a’ € Hy y b,b' € Ha y sea {e;} una base ortonormal
de Hs. Calculando tenemos

Yila@b®e, (1 ®03)(d' @V ®e;)) =3, (a@b®e;,a @023 (V' ®e;)) =
>ila,a’) (D@ e, 023 (V' @ €;)) = (a,a) (b, 020') = (a @b, (I1 ® 02) (a' @V')),
es decir se cumple que

(a®@b,(I; ® p2) (' @V)) = Z (a®b®e;, (I ® 023) (' @V ®e;)).

%

Luego dados u,v € Hi2 por b) del Teorema 1.10 podemos expresarlos en la
forma uw =3, ar ®b,, v =73 a, ® b, y por la sesqui-linealidad del producto
interno, obtenemos que

Yoilu®e, (I1 ® 023) (V®e;)) =
Yl ar @) @ e, (11 ® 003) (X, a0 ®@by) ®e;)) =
Do dos i far @b @ e, (I1 @ 023) (a; @Y ®e;)) =

2o 205 (ar @by (I @ 02) (a @ B))) = (X2, ar @ br, (11 @ 023) (30, @ @ b)) =

(u, (I ® 02) v) , es decir se tiene que para todas u,v € Hia

(u, (I ® 02)v) =Y _(u@e;, (I @ 023) (v@e;)). QED

7

Desarrollaremos un resultado auxiliar que ocuparemos en el capitulo 4, pero
antes, necesitamos observar que si gi123 > 0 es un operador en Hizz y R =
(I1 ® (o2 + ul) ®I3)71 conu > 0, u € R, entonces R = [} ® Ry ® I3, donde
Ry = (02 +ul)™" > 0.

Proposicién 4 Sea 0123 € Higz con 123 > 0. Si 92 = tri30123, 012 = 1130123
Y 023 = 17110123, entonces

tr (012 ® I3) R (I1 ® 23) R] = tr [02R202R2] .
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Demostracion. Sean o1 € B(H1) y 02 € B(Hz2), se afirma que
tr [(0'1 & g9 ® Ig) R (Il ® Q23) R] = t?"O’lt’l" [UQRQQQRQ] .

En efecto, si {a},{b}, {c} son bases ortonormales de H1, H2, H3 respectivamen-
te, entonces
Dape a®@b@c,[(01 @0 ®I3) R(I1 @ 023) Rla®@b®@c) =
Doab e (0ia® Roosb®c, (I ® 023) a ® Rob® ¢) =
Za,b <0T(l ® RQJ;b, (Il X QQ) a X R2b> =
Yop D (@ ® Roosb, (01 ® I2) (IT @ 02) a ® Rob) =

Yo (Ra03b, (troy) 02 Rab) = troy Y-, (b, 02 R202R2b), observe que hemos usado
el lema previo al sumar sobre ¢ y la Proposicién 2 inciso ¢) en la peniltima
igualdad.

Ahora escribimos g12 = Y, 0} ® o} con algunos o} € B(H1) y 0 € B(H2);
no perdemos generalidad si suponemos que cada o} tiene traza 1. Por argumen-
tos de linealidad y usando lo anterior concluimos que
tr (012 ® I3) R (11 ® 023) R| = tr[02R202Ra] . QED

Lema 5 Sea p12 € B(Hi2) y v € B(Hs). Si g2 = tri1012, entonces
a) Cuando try =1,
triz (p12 ® ) = p2
b)
tri (P2 ®7) = p2 @7

Demostracion.
a) Sea Y € B(Hsz). Calculando tenemos que

tr(p2@y) (LYl =tr(p(LoY)®y) =
trp1o (I ®Y) try =trp1a (L QY ) =tr(p2Y ),
oseatr(pY )=tr(p2®v) (L QY & I3)

b) Sea {a}, una base ortonormal de H; y tomemos b, € Hay y ¢,c € Hs,
entonces

d (a@b@c(pa@y)adlb ed) = Y (a@b@cpa(a®d) @)

a a

= (end) Y @@ b.pr2 (@@ V)

a

(e, ) (b, pab)
= (e (pey)bad),
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O sea

<b®c,(p2®7)b’®c’):Z(a@b@c,(pm@wa@b/@c’),

a
luego usamos la linealidad del producto interno y el hecho de que podemos
escribir u = Y, b; ® ¢; y v = Y, b, ® ¢} con algunos b;,b; € Ha y ¢;,¢; € Hs
para concluir que (u, (p2 @ y)v) =Y, (a @ u, (p12 ® 7) @ ® v) para cualesquiera
u,v € Hoz. QED

2.2 Purificacion

Lema 6 (Purificacidn). Sea Hy un espacio de Hilbert. Dado 91 € B(H1), con
trop = 1 y 01 > 0, existen un espacio de Hilbert Hiz y 012 € B(Hi2) tal que
012 = |@){p| para algin ¢ € Hia con ||¢|| =1 y que satisface,

01 = tr2012 .

Este resultado se suele expresar diciendo que dado un estado cuantico g
(6 una matriz de densidad), existe un estado puro g12 (i.e. un operador de la
forma g12 = |¢)(p| para algin ¢ € Hiz con |l¢[| = 1) tal que o1 = trap12.

Demostracion. Escribamos a p; en su representacién espectral
m
01 = E Ai [oi) (il 5
=1

donde {p;} es una base ortonormal de H; de vectores propios de g1 asociados
a los valores propios {)\;}. Sea Ha un espacio de dimensién m con una base
ortonormal {t;}.
1
Sip =37 A2 @1, entonces g1z = |p)(p| es un estado puro tal que
01 = tr2012, en efecto calculando ||¢||® tenemos

(o) = Z)\f)\f (pi @ Vs, 05 @ ;)
1,J
i, i

Y usando la sesqui-linealidad de |-)(:| obtenemos,

11
o)l =D AZAZ L) (sl @ [a) (aby |
,J
de tal forma que por la linealidad de la traza parcial,
tra o)l = 32, ; AP AT tra [l@a){ws] @ [wha) (W51] = 325 ; AZAT [wi) (sl tr (v (W5)
11
=220 AT AT [ (o5l (W, 00) = 32 Ailea) (il . QED
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2.3 Descomposicién de Schmidt

Teorema 7 (La descomposicion de Schmidt). Para cualquier vector norma-
lizado ¢ € Hi ® Ha existen conjuntos ortonormales {¢;},{1;} de Hi y Ha
respectivamente tales que

¢ = Z Aipi ® i,
i
donde {\;} son nimeros reales no negativos que satisfacen ;A3 =1 .

Demostracion. Sean {e;},{fr} bases ortonormales de Hy y Ha, respectiva-
mente entonces {e; ® fi} es una base ortonormal de H; ® Hs y para algunos
escalares aj, podemos escribir

p= Zajkej R fr. (Sl)

Jik

En caso de que las dimensiones de H; y Ho no coincidan, ponemos algunos
ars = 0 para que la matriz A = (a;;) sea cuadrada, luego por el lema 1.7
existen matrices unitarias U,V tales que A = UDV, donde D es una matriz
diagonal con entradas no negativas. Por tanto, el elemento j,k-ésimo de A se
puede escribir como

ajr. = (UDV);y = 32w (DV)y = 32w (00, dirvek) = 32, ujidigVik,
sustituyendo esto en (S1) podemos escribir

=2k Wjidiivike; ® fro =32, dii (Zj ujiej) ® (Dp vik Sr) -

Definiendo
0i = ujiej, i = (Z Uikfk) » Ai = dig,
J k

y usando que U es unitaria (respec. V'), por la ortonormalidad de {e;} (respec.
{fr}) es fécil verificar que {¢;} y {¥;} son conjuntos ortonormales, y con base
es esto, al desarrollar (@, p) y usar que ¢ es un vector de norma 1 se obtiene
que Y ;A\ =1. QED

2.4 Operadores completamente positivos
Definicién. Un operador completamente positivo (CP), es una funcién
®: B(H1) — B(Hz) de la forma

=1

para algunos E; € B(H1, Hz) .
Comentemos que esta representacién de ® se llama representacién de Krauss
y que existen otras definiciones equivalentes para un operador CP, ver [6].
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Definicién. Una funcién lineal ¥ : B (H;) — B (Hz2) preserva la traza si
para todo ¢ € B(H;), se cumple que

trv (o) = tro.

A continuacién discutimos una clase especial de operadores CP que preservan
la traza.

Proposicion 8 La traza parcial es un operador completamente positivo que
preserva la traza.

Demostracion. Preserva la traza por la Proposicién 2 a).
Para probar la primera parte supongamos que tenemos un sistema conjunto
Hi2 y que deseamos descartar Hs.

Sea {v;},.; una base ortonormal de Hs.

Para cada i € J, definimos un operador lineal F; : H1s — H1 por

E; Z)‘j%@)vj =N¢;
J

donde {A;} C Cy {g;} € H1 . Observemos que cada E; estd bien definido pues
cada elemento de Hio se puede escribir como combinacion lineal de elementos
de la forma q® h, con ¢ € Hy y h € Hs pero cada uno de estos se expresa como

q®h=q® (Zjujvj) =22 1 ® vj.

Ahora verificaremos que para cada i, el operador adjunto Ef : H1 — Hia,
actliia como

Ef (g =q®v; ,

para esto, sean p,q € H1 y y € Ho expresado en términos de la base {v;} como
Y= o50;.
Calculando tenemos,
(q % U¢7>P® y) =205 (@@ v, p@vj) =3, a;(q,p) (vi, vj) = @i (g, p) (vi, vi) =
Qi \q;P)s

y por otra parte

(0. Ei(poy)) = <q, E; (Zj ap® vj)> = (¢, a;p) = ; (q,p) , es decir V p,q €
Hi1 v Yy € Ho se cumple que

(q@vi,pY) = (¢, Ei (p®Y)).

Con base en lo anterior abordemos el caso general; sean ¢ € Hy y Zj p;Ry; €
‘H12, entonces
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<q, E; (ijj ® yg)> =20 Ei(pj ®y;)) = 32, {4 ®vi, pj @y;) =

<q ® v, (Z] P ® y])> y podemos concluir que E (¢) = ¢ ® v;.

Ahora definimos ® : B(H12) — B(H1), tal que para todo v € B(Hi2),
O (v) =2 EivEY.
Verificaremos que para todo ¢ € B (H;) se cumple la igualdad

P (0@ |vj)(vy|) = 00550 = tra (0 ® |vj){vjr]) (R1)

en efecto, si ¢ € Hi,

@ (0@ ;) (v ) g =22 Bi (e ® |vj) vy ]) B (q) =

22 Ei(0® |vj)(vjr)) (q®@vi) = 32 Ei0g ® |vj)(vyr| vi] =
> (i vi) Ei [og ® vj] = E, [og ® vj] = 0;;:0q. Esto es

(0@ |vj)(vjr|) g = ;0.

Por otra parte, sea x € H; arbitrario. Usando la definicién de traza parcial se
tiene que

(z,tr2 (0 ® vj)(vy]) @) = 3o, (x @ vp, (0@ [v){vj]) g @ V) =
> (T @0, 09 @ Vi) (v vr) =30 (vjr,vp) (T @ vry 0 ® vj) =
(x @), 090 ®@v;) = (x, 09) (vjr,v;) = (x,05509) -

Por tanto, para toda x € H; se cumple que (z,tre (0 @ |vj)(vj]) q) = (x,0;;0(q)) ,
y podemos concluir que para todo g € H;

tra (0@ |v;)(vjr]) g = 6150 (q)

lo cual muestra que (R1) se cumple.

Como ® y try (+) son lineales, (R1) implica que son iguales como veremos a
continuacion.
Dado un elemento arbitrario u € Hs lo podemos escribir como combinacién
lineal en términos de la base {v;} y por ende, usando la sesqui-linealidad de |-) (|
todo |u)(u| € B (Hz) se puede escribir como combinacién lineal de elementos de
la forma |v;)(v;/|, entonces por la linealidad de ® y de try (-) la relacién (R1)
también es vélida para cualquier o € B(H;) y para todo |u){u| con u € Hs
arbitrario.
Esto ultimo implica que ® y ¢ro (+) coinciden en elementos de la forma o ® o
donde g es arbitrario y o es Hermitiano porque por el teorema espectral, o se
puede escribir como combinacién lineal de elementos de la forma |u;){u;| con
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Finalmente, ® y try (+) coinciden en elementos de la forma ¢ ® o donde g, o son
arbitrarios, pues recordemos que en la prueba de la Proposicién 1.3 vimos que
todo operador o se puede escribir como combinacion lineal de dos operadores
Hermitianos. QED

2.4.1 Adjunto de un operador CP

Dado un espacio de Hilbert H, en B (H) se define un producto escalar (-,-) ;¢
llamado producto interno de Hilbert-Schmidt de la siguiente manera

VS, T € B(H), (S,T),q=1trS"T.

Resulta que respecto a este producto interno el adjunto del operador CP
® : B(H1) — B(H2) con representacién de Krauss ® (z) = Y. | E;xE}, es el
operador @ : B(Hz) — B(Hy) tal que @ (y) = > i, EfyE;, Yy € B(H2) como

veremos a continuacion:
<y7 (I)x>HS = <y7 Zz Ele;k>Hs = 21 <y7 EixE;>HS = Zz tr (y*Elfsz*) =
Sitr (Biy Eir) = tr [(BiyE:) o] = tr (3, EfyE:)" x| =

(O, BfyEs),x) ;g ¥ Puesto que esta igualdad se cumple Vy € B(Hz),Vx €
B (H1) se concluye que

O (y) =Y EjyE:, Vy€B(Ha).

i=1

Observe que en el desarrollo anterior hemos usado la ciclicidad de la traza y
que estan en juego dos productos internos de Hilbert-Schmidt que podrian ser
distintos, pero que no obstante esto, los hemos simbolizado de la misma manera
para evitar cargar aun mas la notacion.

En la proposicién que sigue discutimos dos criterios necesarios y suficientes
para que un operador CP preserve la traza.

Proposicién 9 Un operador completamente positivo ® : B (H1) — B(Hz), con
representacion de Krauss ® (o) = Y., EioEf, E; € B(H1, Hs), preserva la

3
traza si, y sdlo si, su adjunto respecto del producto interno de Hilbert-Schmidt

® : B(Hy) — B(Hy) tal que @ (y) = Yoi i EfyE; para todo y € B(H2), es
unital i.e., ® (I2) = I J equivalentemente si, y sdlo s,

zn: EfE; =1,
=1



2.5. LA REPRESENTACION DE LINDBLAD 25

Demostracion. Supongamos que preserva la traza, entonces Vo € B(H1) ,
tro=1tr (3, EioE}) = >, tr (EfE;j0) =tr (3>, EfE;) o] donde hemos usado la
ciclicidad de la traza. Es decir para todo g se cumple,

tro =tr [6 (I2) g} .

Sea ® (I2) = >, Ai Jus)(u;] su descomposicién espectral donde {u;} es una base
ortonormal de Hy. Como @ (I5) luj)(uj| = Ajlu;){u;|, entonces para cada j,
1 =tr|uj)(uj| = tr® (I2) Ju;)(u;| = trA; |u;){u;| = A;, por lo tanto ® (I) = I.

Reciprocamente, suponiendo que Y., Ef E; = I, inferimos que Vo € B (H1),
tro=tr (X, B Ei) o = 3, tr (E{ Eig) = tr (S, FioE;) = tr®(g). QED

2.5 La representaciéon de Lindblad

En el siguiente teorema discutimos otra forma de representar a un operador ®
CP que preserva la traza, que generaliza una expresiéon dada por Lindblad en
[10], la representacién original establece que cuando el dominio y codominio de ®
coinciden, se cumplen los incisos b) y c¢) es decir, ® (9) = traU (0 ® |a) {a|) U*,
donde U es un operador unitario. En la versién que presentamos U es sélo una
isometria parcial pero en cambio ® : B (H;) — B(Hz), o sea, que el dominio y
codominio pueden ser distintos.

Terminamos este comentario destacando que en el inciso d) enunciamos otra
manera de representar el adjunto de un operador CP que preserva la traza que
serd 1til en el capitulo 4.

Teorema 10 (Representacion de Lindblad general) Sea @ : B(Ha) — B(HB)
un operador CP que preserva la traza, con representacidn de Krauss ® (o) =
Yoiii EioE}, donde E; € B(Ha,Hp) para cada i, entonces existen operadores
ViHa — HpRC" yU:Hs®C" — Hp ® C" tales que:

a) U, V son isometrias parciales.
b)
VoV*=U (o®|a){a])U*, 0€B(Ha),

donde a € C™ es un vector normalizado.

c)
D (0) = traVoV*, o€ B(Ha).

d) Si d:B (Hp) — B(Ha) es el adjunto de ® respecto del producto interno
de Hilbert-Schmidt se cumple que

(o) =V*(0® )V, YoeB(Hp).
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Demostracion Sea 3 = {b} una base ortonormal de C" y a € (3, definimos un
operador lineal U : H4 @ C* — Hp @ C" como U =0 en [Ha ® a]L y por

Uoa)=Y Ep®b VPeacHs®a, (L1)
bep

como P preserva la traza se cumple que Z?:l EXE; = I,y de esto resulta que U
es una isometria parcial con espacio inicial H 4 ® a como veremos a continuacion:
Sea ¢ € Ha, luego

(U @ a, Ut ®a) = (3, Byt @ b, Eyp @ ') =
D0 2w (B @b, By @) =37, 5 (Evth, Eyap) (b, 6') = 32, (Evth, Eptp) (b, )
=Dy (Evh, Byp) = 32, (U, By Eptp) = (1, 3, By Ept) = (1, 9) .
Ahora veremos que Vi) € Ha, Vb € {b}

U* (v ®@b) = EjY ®a, (L2)
para lo cual sea {¢} una base de H 4, luego
(WebU(p®a) = (@b, Eypeb) =73 @b Eypal) =
Dy (W, By o) (b, b) = (¢, Epp) (b, b) = (Eji), ) (a,a) = (Ep (¥) ® a, 0 @ a)
esto es

(Ur(p@b),p@a) = (Yob,U(p®a))
(Ey (W) ®a,p®a),

también si b’ # a se cumple que

(U (0 ®b), @) =(abU(pal)) =¥ ab,0)=

0= (B} (¥), ) (a, V) = (Ej ($) © a,p @) ,

es decir que para cualquier elemento ¢ ® b de la base {¢ ® b} tenemos que

U @b),p@b) = (B () @a,p@b),

por lo tanto se cumple la igualdad (L2).

Para continuar definimos j : Ha — Ha ® C™ mediante j (h) = h®a y
afirmamos que su adjunto j* : H4 ® C" — H 4 actia segin la correspondencia

J*(h®wv) = {(a,v)h. (L3)
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En efecto, sea un elemento arbitrario v € C™ expresado en términos de los
bésicos como v = ), apb, luego para elementos arbitrarios h, hy € Ha, tenemos
que

<h ®wv,j (h2)> = <h ®uv,he ® (L> = <h7 h2> <U7a> = <h’ h2> <Zb apb, a> =
<h7 h2> ZbOTba)v CL> = Qq <h7 h2> <CL, CL> = <Oéah, h2> )
esto es

(" (h®v),ha) = (h®wv,j(h2))
= ({(a,v) h, ha)

lo que muestra (L3).

Después definimos la funcién V : Hy — Hp ® C™ como la composicién
V = U o j y verificaremos que tiene las propiedades enunciadas:

a) Como U es una isometria parcial, por la forma en que estd definida V se
sigue inmediatamente que también es isometria parcial.

b) Sea {¢} una base ortonormal de Hn. Verificaremos que VoV* y
Uop ® |a) (a| U* son iguales en la base {¢ @ b} de Ha @ C".
En efecto:

VoV* (p @) Ujoj" U™ (¢ ®b) = Ujoj”™ (Ej ¢ ® a)

= Ujo(Eyp) =Uj(eEy¢) =U (eEyp ®a)
y por otra parte
Uo®la)(alU" (¢ @) Uo® la) {a| (Eyp ®a) =
U(eEyp®la)(ala) = (a,a)U(eEyp®a)=U (¢Ey¢ @a),

lo que demuestra b).

¢) Hagamos algunos célculos: sean x,y € H 4, luego

(@b VoV (yob) = (U (x®b),05°U" (y®b))
= (" (Byr®a), 0 (Eyy®a))
= <El;kx7 QE;;y> = <$,EbQE;y>,

y después sumemos para obtener que

(w,tra [VoV™]y) Z ®b, VoV (y®b))

Z x, EyoELy)
b

<:c, Z Eng;:y>
b
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y por la unicidad de la traza parcial concluimos que troVoV* = 3", EyoE; =
® (o).

d) Usaremos la definicién del producto interno de Hilbert-Schmidt (-,-) g s
la propiedad (TP2) de la traza parcial y la ciclicidad de la traza como sigue:
sean x € B(Hp), y € B(Ha) luego

(@, @Y) yo =tra*® (y) =tr® (y) a* =trtro (VyV*) ™| = tr [VyV* (z* @ I1)] =
trlV:-(z* @ L) Vyl =tr (V2 LV) y= (V2 ®LV,y) s y por lo tanto

(8@).y), = @@Wus
= <V*m ® IV, y>Hs ,
de aqui concluimos que P () =V*(z® L)V. QED

Para terminar este capitulo enunciaremos un corolario que conjunta los re-
sultados del Teorema 10 y la Proposicién 8.

Corolario 11 Una funcion ® : B(Ha) — B(Hp) es un operador CP que
preserva la traza si, y solo si, existen n € N, a € C™ un vector normalizado y
un operador U : Ha @ C* — Hp @ C" tales que:

P (o) =trU (0®la) (a])U*, o€ B(Ha).



Capitulo 3

Entropia

3.1 Entropia de Shannon 6 clasica

La entropia es una medida de la cantidad de informacién (o incertidumbre) con-
tenida en una fuente de informacién. También puede ser usada para cuantificar
los recursos necesarios para almacenar la informacién ver [11, 17]. La fuente
puede ser modelada como un proceso estocastico y esto motiva la siguiente
definicién.

Definicién (Entropia de Shannon). La entropia de Shannon H(X) de una
variable aleatoria X definida en (2, P), un espacio de probabilidad finito es

H(X)=- > p(x)logp(x)

z€X ()

donde p (z) = P(X =) = P (X' {z}) es la distribucién de probabilidad de
X, por tanto p(z) 20y -, cxq)p(z) =1

Completamos la definicién conviniendo en que 0log0 = 0 lo cual se justifi-
zlogx, x>0

es Continua €n cero ues
0, 2=0 » P

ca porque la funcién f(z) = {

xlogx — 0 cuando z — 0.

Observemos que la entropia de Shannon es una cantidad no negativa,
si la base elegida de los logaritmos es estrictamente mayor que 1. Otro factor que
determina la eleccion de la base, es el de la unidad en que se necesite expresar la
entropia. Cuando la base es 2, la entropia esta expresada en bits; y si se emplean
logaritmos naturales la entropia se mide en nats. Por ejemplo la entropia de
una moneda honesta es 1 bit 6 log(2) nat.

Usaremos logaritmos naturales a lo largo de este trabajo.

Ejemplo (funcidon de la entropia binaria.) La entropia de una variable
aleatoria X de dos resultados es Hpip, (¢) = —qlogq— (1 — ¢)log (1 — q), donde

29
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qy 1 — g son las probabilidades de los dos resultados. No es dificil ver que

Hy;n (q) es una funcién céncava y que alcanza su maximo en g = %

3.1.1 Entropia relativa de Shannon

La entropia relativa es una medida muy tutil para medir la cercania de dos
distribuciones de probabilidad p(x) y ¢ (z). Es una cantidad muy util porque
frecuentemente otras cantidades entréopicas pueden ser consideradas como casos
especiales de ella .

Definicién. Supongamos que p(x),q (z) son dos distribuciones de proba-
bilidad. La entropia relativa de p (x), respecto de ¢ (z) es

H(p(z) |l q(z Zp )log (p(x) /q(x)) = —H (X Zp )logq (

donde definimos —01log0 =0y —p(x)log0 = 400 si p(z) > 0.

Teorema 1 (No negatividad de la entropia relativa). Sean p (z),q(x) dos dis-
tribuciones de probabilidad, entonces

H(p(z)[lq(z)) 20
con igualdad si, y sdélo si, p(x) = q(x) para toda .

Demostracion. La desigualdad de Jensen (Apéndice A ), nos garantiza que
si f es una funcién estrictamente convexa, entonces f (>, a;x;) < Y. aif (zi),
con tal que cada a; > 0y >, a; = 1. Ademds, si cada a; es tal que 0 < a; < 1,
se obtiene la igualdad sdlo si los x; son iguales entre si.

En lo anterior, poniendo a, = q(z) y f(t) = tlogt, obtenemos

Hp) |l q(x) = Zp(w)log(p(x)/Q(w))

T

= z) (p(z) /q(x))log (p(z) /q(x))

xT

SN S
)=(sr)

Si por otra parte H (p (z) || g (x)) = 0, en el desarrollo anterior tenemos que

0 = Y al2)(p()/q(x)logp(z) /q(x)

<Z q(x) (p(x) /q (x))> log (Z q(z) (p(z)/q (ﬂr))> ,

vV
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y dado que en este caso f es una funcién estrictamente convexa, por lo ya
mencionado concluimos que para todo x se cumple que p (z) /¢ (z) = 1. QED

Un ejemplo de como la entropia relativa se usa para deducir propiedades es el
siguiente.

Teorema 2 Supongamos que X es una variable aleatoria con d wvalores, en-
tonces H (X) <logd con igualdad si, y sdlo si, X estd uniformemente distribui-

da.

Demostracion. Usaremos la no negatividad de la entropia relativa. Sea p (z)
una distribucién de probabilidad sobre X y sea ¢ (z) = 1/d la distribucién uni-
forme, entonces 0 < H (p(z) || 1/d) = —H (X)—-)_,.p(x)log(1/d) = —H (X)+
logd) . p(x) = —H (X) +logd y hay igualdad si, y sélo si, p(x) = 1/d para
cada z. QED

3.2 Entropia conjunta

Supongamos que X,Y son variables aleatorias; para contestar la pregunta de
cémo se relaciona la informacién contenida en X con la informacién contenida
en Y se introducen los conceptos de entropia condicional e informacion com-
partida.

Definicién. Sean X, Y variables aleatorias discretas. La entropia con-
junta de X, Y se define por

H(X,)Y)=-> plx,y)logp(z,y) ,
@y
donde p(z,y) = P(X =2,Y =y).

Intuitivamente, la entropia conjunta mide nuestra incertidumbre total acerca

del par (X,Y).

3.2.1 Entropia condicional

Ahora supongamos que conocemos el valor de Y, por lo que hemos adquirido
H (Y) digamos, bits, de informacién sobre el par (X,Y). La incertidumbre
remanente acerca del par (X,Y’) se asocia con nuestra incertidumbre sobre X
dado que conocemos Y.

Definicién. Sean X, Y variables aleatorias. La entropia de X condiciona-
da a que conocemos Y se define como
HX|Y)=H(X,Y)-H(Y)

Intuitivamente, la entropia condicional mide la incertidumbre promedio que
tenemos sobre el valor de X dado que conocemos el valor de Y.
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3.2.2 Informaciéon comun

Definiciéon. Sean X,Y variables aleatorias. La informacién comin o com-
partida entre X y Y se define como

H(X:Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y)
Noteque H(X:Y)=H(X)-H(X|Y).

Intuitivamente, la informaciéon comun contenida en X y Y mide que tanta
informacion tienen en comin X y Y y se obtiene después de quitarle a la suma
de las informaciones H (X) y H (Y) la informacién conjunta H (X,Y") porque
en H (X)+H (Y) la informacidn comin se ha contado dos veces, una por H (X)
y otra por H (Y), mientras que la informacién no comiin se ha contado una vez.

3.3 Propiedades de la entropia de Shannon

La definicién que sigue la usaremos en el Teorema 3.
Definicién: Una sucesién de variables aleatorias (X,Y, Z) es una cadena de
Markov si para toda tripleta x,y, z, se verifica que

P(Z=2z2Y=yX=2) P(Z=2zY=y)

P(Y=y,X =1 - P(Y =y

Abreviaremos la condicién anterior escribiendo simplemente P(Z |Y,X) =
P(Z|Y)ycon X — Y — Z simbolizamos que (X,Y,Z) es una cadena
de Markowv.

Observemos que si, X — Y — Z es una cadena de Markov, entonces también
Z — Y — X es una cadena de Markov.

A continuacién enlistaremos algunas propiedades de la entropia de Shannon.
Volveremos a encontrar la propiedad 6) en una forma més general en el capitulo
4 y la propiedad 4) aparecerd nuevamente en el capitulo 5

Teorema 3 (Propiedades de la entropia de Shannon)

1) HX,Y)=HY,X),HX:Y)=H (Y :X)

2) H(Y | X) > 0 y como consecuencia
H(X:Y)<H(Y),

con igualdad si, y sélo si, Y es funcién de X, Y = f(X).

3) H(X)< H(X,Y), conigualdad si, y sélo si, ¥ es funcién de X, Y = f (X).
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4) Subaditividad:
H(X,Y) < H(X)+H(Y),

con igualdad si, y sélo si, X y Y son variables aleatorias independientes.

5 HY | X) < H(Y) y por ende H (X :Y) > 0, con igualdad si, y sélo si, X
y Y son variables aleatorias independientes.

6) Subaditividad fuerte:
H(X,Y,Z)+ H(Y) < H(X,Y)+H(Y,Z),
con igualdad si, y sélo si, Z — Y — X es una cadena de Markov.

7) El condicionamiento reduce la entropia:

H(X|Y,Z)<H(XY)

Demostracion.
1) Se sigue de las definiciones.

2) Puesto que p (x,y) = p(x) p(y | ) tenemos que

H(X)Y) = =) pla,y)logp(x)p(y]|z)

= —Zp(x)logp(x) — Zp(x,y)logp(y | )

= H(X)-) p(zy)logp(y|z)

z,Y

| por lotanto H (Y | X)=H (X,Y)-H (X)=-3,, p(2,y)logp(y|z), es
HY [ X)=) pxy)[-logp(y| )], (E1)

como este iltimo término es no negativo se sigue la primera parte del resultado.

Para analizar la condicién de igualdad, si H (Y | X) = 0 cada sumando
[—logp(y | )] p (z,y) debe ser cero lo que obliga a que logp (y | ) = 0 6 bien
p(z,y) =0.

Cuando p(z,y) = 0 dado que z ocurre, y no ocurre. Ahora supongamos
quep (z,y) # 0, entonces logp(y|z) = 0 es decir p(y | ) = 1, y en todo
caso se cumple que la ocurrencia de y depende de la de z, o sea y = f(z).
Reciprocamente, usando la misma expresiéon (E1) es claro que p (y | ) =1 Va
implica que H (Y | X) =0.

3) Es consecuencia del inciso anterior.
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4) Usaremos que para todo ¢ > 0 se cumple la desigualdad ¢—1 > logt con
igualdad si, y sélo si, t = 1.

IA

= > p@)pW) —pl=y

= 1-1-1=0,

p(x)p(y)
;p (2,y)log = "= = Gy

con igualdad si, y sélo si, p(2)p(y) =p(z,y) Vz,y.
5) Se sigue de la subaditividad y de las definiciones relevantes.

6) Se usa la no negatividad de la entropia relativa de la distribucién de
probabilidad p (z,y, z) respecto de la distribucién de probabilidad ¢(z,y, z) =

p(z,y) [p ()] ' p(y,2) y la siguiente equivalencia,

H (p(z,y,2) || q(x,y,2))
H(X,Y,Z)+H(X,Y)—H(Y)+H(Y,Z)

(AVARIYS

La equivalencia se verifica usando la definicién de entropia relativa y las siguien-
tes igualdades:

Y p(@y.2)logp(z,y) = Y logp(z,y)) p(r,y.2)

T,Y,z

= Zlogp(m,y)p(m»y)7

dowyP(Ty,2)logp(y) =32, p(y)logp (y),
Y DayP @y 2)logp(y,2) =32,  p(y 2)logp(y,z)

La condicion de igualdad para la subaditividad fuerte equivale a que la en-
tropfa relativa de p (x,y, z) respecto de ¢ (z,y, z) sea igual a cero, o lo que es lo
mismo que para toda tripleta x,y, z, se cumpla que,

p(x,y,z) :p(x’y) [p(y)]_lp(y,z) Vz,y,2 (Sl)

La igualdad anterior se puede escribir como
p(z,y,2)[p (x,y)}_l =p(y,2)[p (y)]_1 , y denotando con p(Z |Y) la distribu-
ciéon de probabilidad condicional clasica, esta ultima igualdad la podemos
reescribir, como

p(Z[X,Y)=p(Z]|Y),

es decir X — Y — Z es una cadena de Markov.
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Observemos que la igualdad (S1) también, se puede escribir en la forma
equivalente,

logp(x, Y, Z) - Ing(LU, y) = logp(ya Z) - Ing (y) V‘Tvy7 <

que nos interesa resaltar ahora porque aparecera nuevamente cuando discutamos
las condiciones de igualdad de la subaditividad fuerte de la entropia de won
Neumann.

7) Intuitivamente, esperamos que la incertidumbre acerca de X, dado que
conocemos el valor de Y y Z sea menor que nuestra incertidumbre acerca de X,
si s6lo conocemos el valor de Y. Para la prueba formal simplemente usamos que
por definicién se cumplen las igualdades: H (X |Y,Z)=H (X,Y,Z2)-H (Y, Z)
yH(X|Y)=H(X,Y)—H(Y), reescribiendo la desigualdad de subaditividad
fuerte obtenemos el resultado

H(X,Y,Z)-H(Y,Z)<H(X,Y)- H(Y). QED

3.4 Entropia de von Neumann

La entropia de Shannon mide la incertidumbre asociada con una distribucién
de probabilidad y es un caso particular de la entropia de von Neumann.

Definicién. Un operador 6 matriz ¢ € B(H) es de densidad, si
020 y tro=1

Observemos que si g se representa espectralmente como o = >, A; [i)(@il, la
condicién de que p tenga traza 1 significa que >, A; = 1.

Queda como comentario que un operador de densidad también es llamado estado
cudntico mezclado, aunque nosotros rara vez usaremos esta denominacion.

Definicién. La entropia de von Neumann de un operador de densidad p es

S (o) = —trologo

recordemos que hemos convenido en usar logaritmos naturales (ver los comen-
tarios hechos después de la definicién de la entropia de Shannon).

Si o se representa espectralmente como ¢ = Y. \; ¢;)(¢;| la definicién an-
terior se puede expresar como

S(e) == Ailog\;

donde por definicién aceptamos que 0log0 =0
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Observaciones:
a) Por el Teorema 1.1 las matrices de densidad son diagonales respecto a alguna
base, es decir, se pueden poner en correspondencia biunivoca con distribuciones
de probabilidad, y usando la igualdad anterior vemos que la entropia de von
Neumann contiene como caso especial a la entropia de Shannon.

b) Como H es un espacio de Hilbert de dimensién finita, la entropia de von
Neumann es una funcién continua con la norma de operadores.
En efecto: Sean {A, Ay, Ag,...} C B(H), operadores de densidad positivo

semi-definidos tales que A, I 4 s para cada n, ug (A,), pr (A) son los

valores propios enumerados en orden decreciente, de A, y A respectivamente,
usando el teorema del mini-mdz se puede demostrar (ver el corolario I111.2.6 de
[1] ), que para cada k, |ux (An) — pr (A)] < ||An — A|| ¥ por ende para cada k
pr (An) — p (A) cuando n — co. Ahora usamos la continuidad de la funcién
—xlogx en el intervalo [0, 1] para concluir que ), ur (A,)log (ux (An)) —
> ok bk (A)log (p (A)) cuando n — oo, es decir lim, S (A,) = S (4).

Lema 4 SiU € B(H) es un operador unitario y ¢ > 0 es un operador en H,
entonces

U (log o) U™ =1log (UpU™).

Demostracion. Si o = Y, Ai |pi)(pi| es la descomposicién espectral de o,
entonces UpU™* = >~ \U i) (pil U* =", Ai [Uwi)(Ugs| es la descomposicién
espectral de UpU* ya que {Ug;} es una base ortonormal de H porque U es
unitario.

Por tanto, logUoU* = 37, log A; [Upi)(Ueps| = U (32, log i |i) (@i ) U™ =
U (logo)U*. QED

Proposicién 5 (Invarianza de la entropia de von Neumann bajo conjugacion
unitaria). Si U € B(H) es un operador unitario y ¢ > 0 es un operador de
densidad en 'H, entonces

SUeU") = S(0).

Demostracion trUoU* logUoU* = trU (plog o) U* = trplogo. La primera
igualdad es por el Lema anterior y la tltima por la invarianza de la traza bajo
conjugacion unitaria. QED
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3.4.1 Entropia relativa de von Neumann

Como en el caso de la entropia de Shannon es util definir la entropia relativa.
Definicién. Sean p,~v € B(H) matrices de densidad tales que ker () C ker (p),
se define la entropia relativa de p respecto a v como

S(pllv) = trplogp—trplogy

Z Ailog \; — Z Z Aicij log g,
i i g

donde p = >, A; |ui) (wil y v = 32, py |vj) (v;] son descomposiciones espec-

trales, y para cada i,j ¢;j = |<ui,vj>|2 .

La primera propiedad de la entropia relativa que discutiremos es su invarian-
za bajo conjugacién unitaria, caracteristica que como vimos en la proposicion
anterior, comparte con la entropia de von Neumann.

Proposicién 6 (Invarianza de la entropia relativa de von Neumann bajo con-
Jugacion unitaria). Si U € B(H) es un operador unitario y p,o > 0 son opera-
dores de densidad en H, entonces

SUpU™ || UaU™) =S (p |l o).

Demostracion. Se sigue de que trUpU* logUcU™* = trUplogoU* = trplogo
y de la definicién. QED

Para demostrar algunas propiedades de la entropia relativa y de la entropia,
necesitamos desarrollar algunos resultados, que desembocaran en la prueba de
la Desigualdad de Klein (Corolario 9), desigualdad que también serd de suma
eficacia en los préximos capitulos.

Lema 7 Sea A un operador auto-adjunto en H y ¢ € H tal que ||p]| = 1. Si
f es una funcion convexa real con dominio en algun subconjunto convero de R
que contiene al espectro de A, entonces

T ({p, Ap)) < (o, f(A)p)

Nota: Cuando f es estrictamente convexa, la igualdad se da si, y sélo si, ¢
es vector propio de A.

Demostracion. Sea A = Y. a;|p;) (¢i| la descomposicién espectral de A
donde {;} es una base ortonormal de vectores propios y sea ¢ = jCips la

expresién de ¢ en términos de los bésicos, entonces |Cj|2 =1,y f(A) =

Y (@)l (pil luego (o, f (A)¢) = Tyl (@) = f(Selenl®ax) =
f((p, Ap)). QED
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Teorema 8 (Klein). Sea f una funcién de valores reales, convexa y diferencia-
ble. Si A,B son operadores auto-adjuntos y sus espectros estdn contenidos en el
dominio de f, entonces

tr[ f(A)—f(B) >tr[(A-B)f (B)].

Demostracion. Sea {1;} una base ortonormal de vectores propios de B
con valores propios asociados {b;}, por el lema anterior y por el Lema As del
apéndice se cumple que

(i, (A= B) f"(B)¥i) = (i, Af' (i) i) — (i, bi f' (bi) i)
= [ (b:) [{thi, Ai) — bj]

Lf ({i, Asbi)) — f (b3)]

(Wi, [ (A) i) — f (bi)

(Yis [ (A) i) — (Wi, f(B) ¥i)

IAIA

sumando obtenemos el resultado.

La siguiente observacién se usara en el préximo corolario.
SitrA # trB, entonces dada una base ortonormal {v;} de vectores propios de B
con valores propios asociados {b; }, existe ¥; tal que (v;, Av;) # (¥, B;) = b;.
Por lo que si f es estrictamente convexa y tiene segunda derivada, su
derivada es estrictamente creciente y por el teorema del valor medio, se cumple

que " (by) [(v5, Avs) —b5] < f({¢5, AP;)) — f(b;) ¥ la cadena anterior de

desigualdades implica que
0 < f({thy, Ah;)) — f (bj) — [ (b)) [(h, Avbs) — bj] <
tr[f(A) — f(B) — (A— B) f'(B)], es decir

f

0 <tr(f(A) - f(B)-(A-B)f (B)]. QED

Corolario 9 (Desigualdad de Klein). Para A,B > 0 en B(H) se cumple que
tr (Alog A — Alog B) > tr (A — B), (KLE)

con igualdad si, y solo si, A= B.

Demostracion. Si f (z) = xlogx, entonces
tr (Alog A — Blog B) > tr|(log B+ I) (A— B)],

desarrollando ambos lados y usando la ciclicidad de la traza vemos que esta
desigualdad equivale a trAlog A—trBlog B > trAlog B—trBlog B+tr (A — B)
de donde se sigue (KLE).
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Para discutir la condicién de igualdad, por la observacién hecha al final de la
demostracion del Teorema 8 es suficiente considerar el caso cuando trA = trB.
Sean A =}, a;|ui) (us| y B = 3, bj|v;) (v;] las descomposiciones espec-
trales de A y B donde {u;},{v,}son bases ortonormales para H.
Para cada i,j sea ¢;; = |<ui,vj>|2, luego (u;, Alog Bu;) = (Au;,log Bu;) =
>_jcija;logb; y por tanto

0 = tr(A—B)=tr(AlogA) —tr (Alog B)

Z a; 10g a; — Z Cij 10g bj
i J

Y

Z a; log a; — log Z Cijbj
i J

= H(ai || ri) ’

la desigualdad es debido a que log () es una funcién céncava (estrictamente)
y hemos definido r; = Zj ¢ijbj. Como sabemos, si la entropia de Shannon es
cero, entonces a; = r; para toda 1.

Sustituyendo esto en los términos de arriba tenemos

0 > Zai logai—Zcijlogbj

J

= Y ri|logri—> cjlogh;| >0,

J

por la concavidad del logaritmo cada uno de los tiltimos sumandos es no negativo
y entonces se cumple que Vi, logr; =Y ; Cij log b;. De nuevo por la concavidad
estricta del logaritmo existe un, necesariamente, tnico j tal que ¢;; = 1y ¢;5, = 0
para j/ # j por lo tanto, existe un tnico j tal que a; = r; = Zj cijb; =b;.

En resumen, A y B tienen el mismo espectro y Vi 3j tal que (u;,v;) =0
cuando j/ # j. Por tanto u; = Zj, (vjr, u;) vj, = (vj,u;)v; y andlogamente
vj = Y., (Wi, v;) uiy = (u;,vj) u; , usando estas relaciones y el hecho de que

Aui = a;U; y ij = bj’Uj = a4y,

después de algunos cédlculos obtenemos que BAu; = a;Bu; = afui y ABu; =
A{vj,u;) Bvj = a?u;, es decir A y B conmutan, por el Teorema 1.2 existe una
base comun de vectores propios con respecto a la que son diagonales y como
tienen el mismo espectro concluimos que A y B son iguales. QED

Teorema 10 (No negatividad de la entropia relativa) Si p,v € B(H) son
operadores de densidad tales que p,~y > 0, entonces

S(pllv) >0 con igualdad si, y sdlo si, p =+
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Demostracion. Usamos directamente la desigualdad de Klein. Por esto suele
llamarsele desigualdad de Klein a la no negatividad de la entropia relativa junto
con su condicién de igualdad. QED

3.5 Propiedades de la entropia de von Neumann

El siguiente resultado reune algunas de las propiedades bésicas de la entropia
de von Neumann.

Teorema 11 (Propiedades bdsicas de la entropia de von Neumann.)

a) La entropfa es no negativa. La entropfa de un estado es cero si, y sélo si, el
estado es un estado puro (i.e. es de la forma o = |p) (p| para algin ¢ € H de
norma 1).

b) En un espacio de Hilbert de dimensién d la entropia es a lo més logd. La
entropia es igual a log d si, y sélo si, el sistema “esta en el estado uniformemente

mezclado é” .

c) Si g12 € B(Hi2) es un estado puro (i.e. es de la forma 0152 = |p) (p| para
algin ¢ € Hio de norma 1), entonces

S (e1) = S (e2)

Se suele enunciar este resultado diciendo que si un sistema compuesto estd en
estado cuantico puro, entonces las entropias de los subsistemas que lo componen
son iguales.

d) (Entropia de un producto tensorial). Para p € B(H1), o € B(Hz) operado-
res de densidad estrictamente positivos se cumple que

S(p@o)=S(p)+5S (o).

Desde el punto de vista de la teoria de la informacién, esta propiedad se
interpreta como sigue: si tenemos dos sistemas independientes descritos por
p, H1y o, Hs respectivamente, entonces la informacién total del sistema descrita
por pRao, H1®H, es igual a la suma de informacién contenida en sus subsistemas.

e) (La entropia relativa es aditiva). Si p;,7y; > 0 con p;,~; € B(H;) son opera-
dores de densidad, entonces

S(p1@p2 | v1®@92) =S (p1 [ 71)+ 5 (p2 || 72)
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f) Si {p;} es una distribucién de probabilidad y los estados p; tienen soporte en
subespacios ortogonales, entonces

S (Z]%Pz) = H (p;) + ZPiS (pi) ;

donde el soporte de un operador T se define como SuppT = [ker T]*.

g) Teorema de la entropia conjunta. Supongamos que {p;} es una distribucién
de probabilidad, {|é)} es un subconjunto ortogonal de Ha v {p;} C B(Hg) es
un subconjunto de operadores de densidad, entonces

S (Zpi i) (i] ® pi> =H (p;) + ZpiS (p:i)

Las hipétesis de este resultado se suelen enunciar de la siguiente manera: p; son
probabilidades, {|i)} son estados ortogonales del sistema A y p; es un conjunto
de operadores de densidad de otro sistema B.

Demostracion.

a) La no negatividad de la entropia es inmediata de la definicién. Si o =
|©) {p| para algin ¢ de norma 1 es claro que su entropfa es cero.

Reciprocamente, supongamos que el operador de densidad ¢ tiene entropia
ceroy sea 0= y . \;|u;) (u;| su descomposicién espectral. La condicién

Z (=Ailog ;) =0,
i
implica que para cada ¢, —\;log A\; = 0, por lo tanto A;, = 1 para un tnico 7,
pues » . \; = tro = 1, porque g es un operador de densidad. Concluimos que
0 = |ug,) (u4y|, para un elemento u;, de norma 1.

b) Usamos la no negatividad de la entropia relativa y que tro = 1.
0<S (o]l L) =-5(0)—trologL =-S5 (0)—tro (log 1I) = —S (o) —log 2tro =
—S (o) —log 5 = =S (o) + logd, y como sabemos por la condicién de igualdad
de la entropia relativa, hay igualdad a cero si, y sélo si, g = é.

¢) De la descomposicién de Schmidt (Teorema 2.7), sabemos que las trazas
parciales tienen los mismos valores propios y como la entropia esta completa-

mente determinada por los valores propios se tiene el resultado.

d) Sabemos (lema 1.14), que log (p ® o) = (log p) ® Ir + I; ® (log o) y como
trp =tro = 1 tenemos que
trlp®clog(p® o) =trp(logp) + tro (log o), de donde se deduce el resultado.

e) Usamos de nuevo que log (1 ® v2) = (logy1) ® I + 1 ® (logy2) y como
en el inciso anterior se tiene que,
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tr (p1 ® p2)log (y1 ® v2) = tr (p1 logy1) trps + trpitr (p2 logy2) , es decir
tr (p1 ® p2)log (m1 ® y2) = tr (p1logm) + tr (p2log12)
y de aqui, usando la definiciéon de entropia relativa tenemos
S(p1®@p2 || 71 ®@72) = tr (p1 @ p2)log (p1 ® p2) — tr (p1 @ p2) log (71 @ Y2)
= =8 (p1 ® p2) — tr (p1logm) — tr (p2logy2)
= —=5(p1) = S(p2) —tr (prlogm) —tr (p2log 72)

la dltima igualdad es por el inciso anterior. Usando las definiciones y reagru-
pando se tiene el resultado.

f) Supongamos que p; es una distribucién de probabilidad y que los estados
p; tienen soportes ortogonales, es decir [ker p;]= L [ker pj]J‘ sii# j. En el caso
de dimensién finita se cumple que [ker T]J‘ = ranT y asi, lo anterior equivale a
que ranp; L ranp; para i # j emplearemos esta forma en la demostracién.
Sean /\g y eg los correspondientes elementos propios asociados de p;. Observemos
que pi)\g y e{ son valores propios y vectores propios asociados de ) . p;p;. Para
verlo usaremos que ran p; L ran p; cuando ¢ # j como sigue:

<pi6?€,piei> =5 <p?€i, Ai@i> =5 <p?ei,pkei> =5 <Pi (piei) P (eic)> =

0, si k # i. Por lo tanto ‘

piel|| =0sik #1iy en consecuencia,

(Sne) = S o) - e -
yast, S (32 pipi) = — 32, pi logpiX] = — > piX] logpi=3_; ; piX] log X =

- Zl pilogp; Zj )‘g - Zl b Zj Af log )‘g =H (p;) + Zl piS (pi) -

g) Usando el inciso precedente, tenemos que
S (X ipili) (il @ pi) = H (pi) + ;S (17) (i @ pi)
= H (pi) + 32 i [S(|4) (i]) + S (pi)] = H (pi) + 52, piS (pi) ,

la dltima igualdad se obtiene usando los incisos d) y a). QED



Capitulo 4

Desigualdades de la
entropia

4.1 Herramienta matematica

En esta seccién desarrollaremos el bagaje matematico necesario para el capitulo.
Definicién Supongamos que f (n), g (n) son dos funciones con valores reales
y definidas en los enteros no negativos.

Diremos que f(n) estd en la clase de funciones O (g (n)) é sélo que f(n) es
O (g (n)), si existen constantes C > 0 y Ny tales que

si n > Ny, entonces |f (n)| < Cg(n).

Esto es, para n suficiente grande la funcién g(n) es una cota superior de f(n)
salvo un factor constante.

Lema 1 (Férmula del producto de Lie). Para cualesquiera matrices A, B se
cumple

m
lim (e%e%> = AtB

m—00

Demostracion. Para dos matrices X, ¥ y m € N se tiene X — Y™ =
Z?:ol Xm=1=(X — Y)Y entonces

IX™ Y™ <mM™HIX Y]

donde M = max {|| X, ||V} -
. AtB A B , (QESEIRT
Poniendo X =e™m yY =emem vemos que estan acotadas por e m .

Usando la expansion en serie de potencias de la funciéon exponencial se tiene

X-Y=

43
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1+ A2+ 3 () o [l 2 () [ 1 23 ()

m
A+B

=0 (#) , para m grande. Como para todo m, X" = e por la primera

desigualdad obtenemos

[e4+7 = (e#e2) ™| < m edxIvIQ (12>
m

que tiende a cero cuando m — oco. QED

Teorema 2 (Golden-Thompson). Para operadores auto-adjuntos A y B,
tr e B <t el (G-T)

Nota: hay igualdad en la desigualdad anterior si, y sélo si, A y B conmutan,
ver [16].

Demostracion. Sea T un operador cualquiera. Observemos que si {¢;} son
los valores propios de T usando la descomposicién candnica de Jordan se tiene

que {t;"}, son los valores propios de T™ y que {\tl|2} son los valores propios de

T*T, y entonces ‘trT2m| = ’ZZ t?m‘ <> ’t?m’ =2 (|ti|2)m = tr [(T*T)"],
es decir
[trT?™| < tr [(T*T)™].

Usando esta desigualdad y la ciclicidad de la traza tenemos,

A B * A B
tT [(e om—+1 62'm+1> (627n+1 6277L+1 ):|
a2/ 5 N2
o[ (e} (e )]

27n+1 :| om

Repitiendo el procedimiento con este tltimo término obtenemos

2m+1 om

_A_ _B__
t?“ (e om+1 e27n+1 )

IN

es decir

E

_A_ _B_ A
tr (e 2mF1 62’n+1> <tr [eWe

om « 27n—1
A B A B A B

tr [eZmeW} < tr [(627”62’"> (e2m ezm)}

27n—1

_A __ B
< tr|ezm-Team-—1 ,

lo que muestra que tr {62%

_B_
7o

gm
e? } es una sucesién decreciente acotada supe-

riormente por tre’e?, término que corresponde a m = 0. Haciendo tender m —
o0, por la continuidad de la traza y la férmula del producto de Lie obtenemos
el resultado. QED
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Lema 3 Sean A, B € B(H) tales que A, B > 0, entonces
oo
log B —log A = / [(:cl F AT (el + B)’l} dz
0

Demostracion. Por el teorema fundamental del célculo para funciones con
valores en el dlgebra B(H), (ver Apéndice D) tenemos que

7
/ (xI + B)_1 dz = log(nl+ B) —log B =logn (I + n_lB) —logB
0
= lognl + log (I—i—n_lB) —log B

Similarmente
fon (I + A)f1 dx = lognl + log (I + n’lA) —log A, y por tanto

Jo (@] + A)7! do— [} (x] + B) 'dz = —log (I +n7'B)+log B+log (I +n~tA)—
log A y dado que log () es funcién continua se sigue el resultado. QED

Corolario 4 Para todo x € [0,00) y para cualesquiera operadores S,T > 0,

o 1 1
log(S—l—xT)—logS—/O (S+u[)xT(S+xT+uI)du

Demostracion. Sean B = S+xT y A= S. Ahora usamos que A~ —B~! =
A-1[B— A B! = A~'2TB-!. QED

Lema 5 Si A € B(H) es un operador positivo definido y B € B(H) es un
operador arbitrario, entonces

I= / (] + A Azl + A da.
0
Como consecuencia

a) A:/ A(xl +A) Azl + A~ de
0

b) B:/ Bzl 4+ A" Azl + A) " da.
0
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Demostracion. La primera integral se sigue de la continuidad de la inversiéon
matricial y de las siguientes igualdades,

n n
/(;1:1+A)—1A(z1+A)—1dx = /A(xI+A)_2dx
0 0

Al- (xl—&-A)_l}Z

A [— (I +A)"'+ A*I}

A= (T+57'4)" + 47| QED

El siguiente teorema fue establecido por E. Lieb en [8] y después Epstein [4]
encontré una prueba més breve que fue simplificada por M.B. Ruskai [16] que
es la que recomendamos.

Teorema 6 Sea K una matriz fija. Si K es auto-adjunta, entonces la funcion
A — F(A) = treft1o84 ¢5 concava en A > 0.

Demostracion. Ver el articulo de Mary Beth Ruskai [16], para una prueba
simplificada, breve y elegante encontrada originalmente por Epstein en [4].

Teorema 7 (Lieb) Para R,S,T >0,

& 1 1
tr elog i-log Stlog T 4, / R T du.
- 0 (S+ul)” (S+ul)

L . F ,
Demostracion. Por el teorema anterior, A — tr efltlog A o5 céncava para

A > 0y K fija. Sea z un nimero real tal que 2 > 0. Usando que log (zA) =
log I +log A (Lema 1.13), tenemos eXt1o8(@4) — oK+logal+logA K+log A
es decir, la funcién F' también es homogénea.

Sea K =log R—log S, por el Lema Ag (Apéndice A) cona =S5 y b=T, se
tiene que

= Te

log R—log S)+log T log R—log S)+log(S+xT) log R

—tre
log Relog(SJracT)flog S _ t’/‘R,

xtr el tre

INIA

tre
la ultima desigualdad es por (G-T). En resumen

log(S4+axT)—log S __
log R—log S+log T < trRe ( ) irR

tre

T

Por otra parte, aplicando el Corolario 4 se tiene que
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T du +

log(S+aT)—logS _ Jo° S-ﬁul zT s+ﬂl"+u1 du _ o0 1
e = 0 (SFeDT M =T+ (S+al

o(z),

1
)" (S+aT+ul)

y tomando la traza

trReloe(S+eT) =108 S — 1y R 4 2trR [° (S-:uI)T(S-l—w”}-l-uI) du + o (z), por ende
_ *° 1 1 o(x)
t log R—log S+log T <t R/ T d
re = o (S+ul) (S+zT+ul) ut x

de donde se sigue el resultado al hacer tender z — 07. QED

4.2 Subaditividad fuerte

En adelante usaremos la convencién hecha en la introduccién de que, salvo
que se establezca otra cosa, trabajaremos operadores de densidad estricta-
mente positivos (i.e. operadores de traza 1 y positivos estrictamente). Oca-
sionalmente para enfatizar alguna propiedad escribiremos explicitamente esta
condicion.

Observacién: Usando la igualdad (Proposicién 2.4),

1 1
— t 5
ortul) P (os+ul) P (02 + ul)

t
012 (92 T uI) 023 (

y la continuidad de la traza deducimos que

tr /°° 012 ! 023 ! du = /°° tr [le ! 023 ! } du
0 (02 +ul) " (02 +ul) 0 (02 +ul) ™" (02 +ul)
= /OO tr {92 ! 02 1 } du
0 (02 +ul) " (02 +ul)

tr/oo ! 1 du
o Plos+ul)® (o2 +ul)™™

es decir

t/oo 1 1 J t/oo 1 1 d

T u = ' u

o (02 +ul)®® (2 + ul) o P02+ ul) (o2 +ul)
= {rp9,

la tltima igualdad se justifica por a) del Lema 5. Usaremos este resultado en la
demostracion del teorema siguiente.
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Teorema 8 (Subaditividad Fuerte). Si p123 € B(Hi2s) es un operador de
densidad estrictamente positivo, entonces

S (0123) + S (02) < S (012) + S (023) (SSA1)
y la igualdad se alcanza si, y solo si, log 0123 — log 012 = log 023 — log 02.

Recordemos que, e.g. log p12 significa (log p12) ® Is.

Demostracion. Por la propiedad TP2 de la traza parcial (Proposicién 2.1)
se cumplen las siguientes igualdades:
troizlog o1z = troiaz (logoi2 ® I3), troslogos = troies (Iy ®logos ® I3) v
trogslog 023 = tro123 (I ® log 023).

Sean

_ _ lo —lo +log 0a:
A_ngyB_e g 012 g 02 g 237

es decir B se ha elegido de tal forma que satisface log B = log 012 —log 02+1og 023,
entonces
=S (0123) + S (012) — S (02) + S (023) = troi23 (log 0123 — log B) .

La Desigualdad de Klein (Corolario 3.9) y el teorema de Lieb (Teorema T7),
respectivamente implican

Y

tr (9123 _ logoiz—log o2+log 923)

" / h ! L4
r — : U
0123 ) 012 (Q2 n uI) 023 (Q2 T uI)

t t /oo ! ! d
r —tr u
0123 ; 02 (o2 + ul) 02 (0a +ul)

= (t’l"glgg — t’l’gg) = 1 — 1 = O,

troi23 (log 0123 — log B)

v

donde la primera de las igualdades es por la observacién previa a este teorema,
y la segunda es porque el operador traza parcial preserva la traza ( Proposicién
2.2, b) ) por ende se cumple (SSA;)

Para la condicién de igualdad, notemos que hemos mostrado que

—S (0123) + S (012) — S (02) + S (023) tro123 (log 0123 — log B)

tr (9123 _ elogoi2—log oz+log 223)

0,

2
>

de tal manera que si en (SSA;) hay igualdad, entonces
0 = troies (log o123 —log B) > tr (9123 — elog e12—log ox+log ‘-’23) = 0, y por la
condicién para igualdad correspondiente en la Desigualdad de Klein (Corolario
3.9), tenemos que

0123 = elog o12—log o2+log 023

Reciprocamente, si log p123 — log g12 = log p23 — log g2, entonces

0 = tro123 (log 0123 — log B) = —S (0123) + S (012) — S (02) + S (023) . QED
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4.3 Desigualdades de la entropia relativa

Teorema 9 (Monotonia bajo la traza parcial). Si p12,712 € B(Hia) son ope-
radores de densidad estrictamente positivos, entonces

S(p2 | v2) < S (p12 | m2) (MPT)
Con igualdad si, y sdlo si, log ps — logys = log p12 — logy12.

Recordemos que esta igualdad debe interpretarse como I; ®(log pa — logys) =
log p12 — log 712.

Demostracion. Por la propiedad (TP2) de la traza parcial (Prop. 2.1),
trpalog pa = trpia (11 ® log p2) y trpalogys = trpia (11 ® log7z), entonces

S (p2 || v2) = tr[p12 (I1 ® log p2) — p12 (11 ® logy2)]

y por ende

S(prz | m2) =S (p2 [ 2) =
tr[p12log p12 — p12 (log vz + 11 ® log p2 — I ® log7y2)] -

Sean

A=p y B= elog iz +11®log p2— 11 ®log 72

(& log B =logvyia + I @ log pa — I1 ® log ), entonces la Desigualdad de Klein
(Cor. 3.9) y el teorema de Lieb (Teo.7), implican

S(prz |l m2) =S (p2 |72) > tr(p12— elos mz+log 92—10g72)
1 1

> tr — du
- (”” / M2, ul) ™ (g + ul) )
1 1

(o)
tr —tr du
pr2 /o i (72+u1)p2 (y2 +ul)
= (trpiz —trpx) =1-1=0,

la primera igualdad se demuestra de manera semejante a la observacion hecha
previamente al enunciado del Teorema 8 y la segunda es porque el operador
traza parcial preserva la traza y porque al usar la ciclicidad de la traza tenemos

oo 1 1 _ [°° 1 1 _ [°° 1 1
tr fO 72 'yz+u[p2 'ngruIdu - fO troy2 'yQJrquz 'ngruIdu - fO trpz 'ngruI,yz 'y2+uldu

=tr fooo P2 ﬁ’)@ Wluldu = trps, donde la dltima integral resulta de aplicar
el inciso b) del Lema 5.

Para la condicién de igualdad, observe que hemos mostrado la validez de
S(prz | m2) =S (p2 | 72) = tr(AlogA— AlogB)

tr (A— B)

0

(AVARLYS
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de tal manera que si en (MPT) hay igualdad, entonces

0 = tr(AlogA— AlogB)
tr (A — B)

y por la condicién correspondiente en la Desigualdad de Klein (Cor. 3.9) con-
cluimos que A = B 6 lo que es lo mismo pjy = elogn2+logpa—logyz,
Reciprocamente si log p12 —logv12 = 1 ®log po — I; ®log 7y», entonces log p1o =
log 12 + I1 ® log po — I1 ® log 2, 0 sea log A = log B y en consecuencia
trA (log A —log B)
S(prz2 [l 112) =S (p2 || 72) . QED

0

Teorema 10 (Monotonia de la entropia relativa bajo operadores completamente
positivos) Sea © : B(Ha) — B(Hp) un operador CP que preserva la traza. Si
p y 7y son operadores de densidad estrictamente positivos en H 4, entonces

S@p M) <Skl), (MONO)

con igqualdad si, y sélo si, ® [log® (p) —log ® ()] = logp — log~, donde o
denota el adjunto de ® respecto al producto interno de Hilbert -Schmidt.

Demostracion. Supongamos que  tiene la representacion de Krauss @ (g) =
2?21 E;oE?. Por la representacién de Lindblad (Teorema 2.10, c)), existe una
isometria parcial V : Hp — Hp ® C" tal que

D (p) =troVoV* o€ B(Ha);

y por el teorema previo (Monotonia bajo la traza parcial), tenemos que

S(@(p) | (7)) = StrVpV™ || traVAVT)
< S(VpV* | VavT)
= Sl

la dltima igualdad se debe a que trVpV*log VAV™* = trplog~, ver [16] para la
isometria parcial V. Esto muestra que se cumple (MONO).

Demostremos que la condicién de igualdad es necesaria. Usando de nuevo que
para el operador V se cumple que S (p || v) = S (VpV* || V4V*) se obtiene

S@p) 1) =5(pll7) & StraVeV* || traVAVT) = S(VpV™ || VAVT)

y por la condicién de igualdad en el Teorema 4.9 (Monotonia bajo la traza
parcial), lo anterior implica que si Is € B (C™) es el operador identidad, entonces

(logtroVpV™* —logtroaVAV* ) @I, = logVpV* —logVAV*  (4.1)
= V(logp—logvy) V",
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y como V*V = I3 ,, lo que se puede demostrar a partir de la construccién de
V en el Teorema 2.10, concluimos que si se alcanza la igualdad en (MONO),
entonces

V™ [(log @ (p) —log @ (7)) ® I2] V = log p — logv; (4.2)
y usando la igualdad ® (¢) = V* (0@ L)V, Vo € B(Hp), (Teorema 2.10, d)

concluimos que la condicién es necesaria.

Reciprocamente, como P es el adjunto de ® respecto del producto interno
de Hilbert-Schmidt se cumple tro*® () = tr [® (0)]" v, para todos o € B (Ha)
y v € B(Hp); usamos esta observacién después de multiplicar por p la igualdad
(4.2) en ambos miembros y tomar la traza para obtener que

trp® [log ® (p) — log @ ()] = tr® (p) [log ® (p) — log @ ()] y de aqui

tre (p) [log® (p) —log @ (v)] = tr[p (log p —log7)]. QED

Corolario 11 Una condicion necesaria para que se alcance la igualdad en MONO
es que
n [log @ (p) —log @ (7)] = @ (log p — log) .

donde n es el numero de sumandos en la representacion de Krauss de P.

Demostracion Se sigue de la igualdad (4.1) que aparece lineas arriba y del
inciso ¢) de la Proposicién 2.2. QED

Antes de continuar argumentaremos lo afirmado en la introduccién acerca
de que la SSA; se puede ver como una propiedad de la entropia relativa y de la
monotonia de la traza parcial.

Proposicion 12 La monotonia de la entropia relativa bajo la traza parcial im-
plica la subaditividad fuerte.

Demostracion. Sea p123 € B (Hi23) con trojes = 1y p123 > 0. Usando el
Lema 2.3 y la hipétesis se cumple que

S(o2 | I ® 02) < S (0123 || 11 ® 023) -
Por la definicién de S (- || -) y la propiedad (TP2) de la traza parcial tenemos,
S (012 | It ® 02) = troi2log 012 — troiz (I ® log 02) = troi2log 012 — tros log oo

y S (o123 || 1 ® 023) = troiaslog 0123 — tro123 (11 ® log 023) = tro123log 0123 —
troos log po3, asi la anterior desigualdad equivale a

=S (012) + S (02) < =S (0123) + S (023)

y ésta a su vez, después de reagruparla vemos que equivale a (SSA;). QED
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Teorema 13 (Convezidad conjunta de la entropia relativa). Sean Ai,..., A\,
numeros reales no negativos tales que >, Ay = 1. Sip = >, Aepr Yy v =
Y ox MYk donde para cada k, pr ,vx € B(H) son operadores de densidad
estrictamente positivos, entonces

S 1) <D M (ox ) (JCX)
k

Con igualdad si, y sdlo si, log p — log~y = log pr — log~yr para toda k.

Demostracion. Para cada k, poniendo Ap = pi y eligiendo By tal que
log By, = log vi + log p —log v en la Desigualdad de Klein tenemos

trpg log pr, — trpg (log vk + log p —logy) > tr (pk — elogp_1°g7+]°g7’“) (C1)

Multiplicamos esta desigualdad por Ax y después sumamos para obtener

IV

DS (ox ) =S (o 17)
k

tr (p — E /‘Akelogplogvﬂog%)
k

tr (p _ elogp—logy+log 37, >\m>

v

tr (p — elogp) =0,

la segunda desigualdad es por la concavidad (Teorema 6), de A s tr ef+log4
con K =logp—logyy A>0.

Discutamos la condicién de igualdad: si para algin k hubiera desigualdad es-
tricta en (C1), entonces por el desarrollo anterior tendriamos ), Ar.S (o || Vi) —
S(p |l v) > 0. Por lo tanto, si 2, ArS (o || 7) = S (p || 7) , necesariamente hay
igualdad en (C1) para toda k y la condicién de igualdad en la Desigualdad de
Klein obliga a que log p — logy = log pi, — log . para toda k.

Reciprocamente, si log p —log vy = log pr, —log v para toda k, entonces después
de multiplicar por Axpr ambos miembros de esta igualdad, tomar la traza y
sumar obtenemos S (p || v) = >_, A\eS (pk || 76) - QED
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4.4 Relaciones entre las desigualdades
Teorema 14 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Monotonia de la entropia relativa bajo operadores completamente
positivos CP que preservan la traza.

Sea ® : B(Ha) — B(Hp) un operador completamente positivo que preserva
la traza. Si p y 7 son operadores de densidad estrictamente positivos en Hy4,
entonces

S@p) M) <Skl), (MONO)

2. Monotonia de la entropia relativa bajo la traza parcial.
Si p12,712 € B(Hi2) son operadores de densidad estrictamente positivos, en-
tonces

S (p2 || v2) < S (prz2 || 12)- (MPT)

3. Subaditividad fuerte de la entropia de von Neumann.
Si 0123 € B (H123) es un operador de densidad estrictamente positivo, entonces
se cumplen las desigualdades SSA; y SSA,, ademés son equivalentes entre si,

S (0123) + 5 (02) < S (012) + S (023) (SSAy)

S (o1) + 5 (02) < S(e13) + 5 (023) - (SSA,)

4. Convexidad conjunta de la entropia relativa.

Sean Ai,...,\, nimeros reales no negativos tales que >, Ay = 1. Si p =
Yo MePE Y Y = 2, Ak donde para cada k, pr ,vi € B(H) son operado-
res de densidad estrictamente positivos, entonces

S 7)< MS (ox 1 ) (JCX)
k

5. Concavidad de la entropia condicional.
Sean Ay, ..., \, nimeros reales no negativos tales que ), \; = 1. Si para cada

i, pty € B(Hi2), es un operador de densidad estrictamente positivo y pi =
tripi, entonces

Y5 ) - 5] < (g w@) s (; mg)  oom

Es decir, la funcién p1o2 — S (p12) — S (p2) es céncava.
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La demostracién se hard de acuerdo al siguiente arreglo

T 4
MONO <« MPT < CON

DEMOSTRACION.

JCX=SSA,
Sea 0y = 11, € B(H;) donde d = dim H;.
Definimos h : B (Hi23) — R con

h(pi23) = S (p13 || 01 @ p3) -

Usando la hipotesis y la linealidad de la traza parcial veremos que h es una
funcién convexa. Para ello, sean {\;} reales tales que 0 < \; <1lcon ) A\ =1
y sean pl,5 € B(Hias); evaluando tenemos que

h (3 >\iP§23) = S5 (3 Xidlas o1 @ (30, Nip)) =S (ZZ Aibiaz || D25 Xion @ ph)
< 21 AilS (Plim | o1 ® P%) = Zi Aih (Pli23) .

Ahora observemos que S (p13 || 01 ® p3) = trpizlog pis — trpizlog (o1 @ p3)

=S (p13) —trpiz (logo1) @ Is —trpy3 (11 ® log p3) = =S (p13) +5 (01) + .5 (p3)
=S (p13) +logd + S (p3), es decir

=S (p13) + S (p3) = S (p13 || 01 @ p3) — logd,

por lo anterior la funcién g con dominio en las matrices de densidad p123 > 0, con
regla de correspondencia g (p123) = —S (p13) +.5 (p3) es una funcién convexa en
p123 > 0. Extenderemos esta propiedad al caso p123 > 0, para lo cual es suficiente
ver que los operadores estrictamente positivos son densos, con la norma de
operadores, en el conjunto Dy = {o€ B(Hia23) /0>0ytro=1}y que la
funcién g es continua con la norma de operadores en dicho conjunto.

La continuidad de g ocurre porque las funciones A — S(A), A € D, y la
traza parcial son funciones continuas con la norma de operadores, lo primero
se cumple por la observacién b) hecha después de la definicién de la entropia
de von Neumann, y lo segundo es porque la traza parcial es un operador CP y
estos, no es dificil comprobarlo, son continuos con la norma de operadores.

Para ver la densidad del conjunto de matrices estrictamente positivas en D,
sea p123 = D _; Aj [1;) (¢, con {4;} una base ortonormal de H123. Si definimos

para cada n € N, o, = (1 + %") , donde kg = dim ker p123 y

o )\j, Si/\j>0
i = sidj =0

n’
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n -1 -z .
entonces piyg = > a, iy 1) (Y], es una sucesion de operadores de densidad
estrictamente positivos que convergen en la norma de operadores a pio3.

Asi, podemos concluir que la funcién definida en los operadores de densidad
P123 Z 0, mediante

f(p123) = =S (p13) + 5 (p3) — S (p12) + 5 (p2)

es convexa; ademads si ¥ € Hioz es de norma 1, entonces el operador pia3 =
[1) (| satisface f (p123) = 0 pues por el Teorema 3.11 ¢) se cumple que S (p3) =

S(p12) y S(p2) = S (p13) -

Para terminar, por el teorema espectral todo pias € B (Hi23) se puede ex-
presar en la forma piag = Y, A; [1;) (1;] con vectores ortonormales 1; € Hiaz y
por la convexidad de f es valida la desigualdad f (p123) < >-; Aif ([¢04) (¥4]) =0,
es decir, para toda matriz de densidad p123 € B (H123) se verifica que

02> f(pr23) = =S (p13) + S (p3) — S(p12) + S(p2). QED

SSA,; =SSA;
Dado g125 € B(Hi23) con trpjas = 1, por el Lema 2.6 obtenemos un estado
puro 91234, tal que 123 = try01234 y entonces

S (0123) + S (02) S (04) + 5 (02)
S (014) + S (012)
S (023) + S (012),

las igualdades son por el Teorema 3.11 ¢) y la desigualdad es por la hipdtesis.
QED

IN

SSA; =CON.
Para cada i =1,2,..,n sean pi, € B(Hi2)y {\:} un subconjunto de nimeros
reales tales que A; >0 y > . A = 1.

Introducimos un espacio auxiliar Hs de dimensién n. Sea {]i)} una base de
‘Hs y definimos

p123 = Z)\ipiz @ i) (il ,

luego por la Proposicién 2.2 ¢) se cumple que pi12 = {rspias = Zl )\Z-p’i2 y
por el Lema 2.5 a) y b) respectivamente, ps = trizpiaz = »_; \iph, p23 =
tripias = Y, \iph @ |i)(i], ahora usamos el Teorema 3.11 g) para obtener

S(pr23) = H (X)) + 2,08 (pia) » S(paz) = H(Ni) + 30, XS (p5) v al usar
la hipétesis, tenemos

S (0123) + S (02) < S (012) + S (023) (SSA;)

que equivale a las siguientes desigualdades



56 CAPITULO 4. DESIGUALDADES DE LA ENTROPIA

H (X)) + 22,08 (p5) + S (30 iph) <8 (30 Midla) + H (M) + 20, S (ph)

vy YN [S(pha) — S (h)] <5 (30 Nipka) — S (X diph) . QED

Observacién: Para p,y € B(Hsz), tales que p,v > 0 y para cualquier real no
negativo x se cumple,

d
%S (v + zp) = —trplog (v + zp) — trp.

En efecto:
LS (v+xp) = 4 [—tr (v + zp) log (v + zp)]

= —tr [(v +zp)log (v + zp)]
= —tr |plog (v + zp) + (v + zp) (v + zp) ' p}

= —tr[plog (v +zp) + p| = —trplog (v + zp) — trp.

CON=MPT.
Sean pi2,712 € B(Hsz), demostraremos que

S(p1 |l m) <8 (prz2 |l 12)- (MPT)

La hipdétesis implica que la funcién

[ (012) = S (01) — S (012)

es convexa, ahora veremos que es homogénea: sea r € R,z > 0 calculando ve-
mos que S (zp1) = —trepy logxp; = —trap; (logxl; +logpr) = —xlog xtrp; —
atrpr log py y similarmente S (xp12) = —zlogatrpis — xtrpialog pi2, usando
ambas relaciones se sigue que S (zg1) — S (zo12) = [S (01) — S (012)] . Luego
el Lema Ag implica que

lim f (2 +2p12) — f(712)
T— X

< fp12),
si definimos g () = f (12 + zp12) , entonces la desigualdad anterior significa

9'(0) < f(p12) - (D1)

Usando la observacion previa al inicio de esta demostracion y recordando que

trpy = trpua, tenemos fLg () lo=0= 45 la=0 (S (1 +zp1) — S (12 + p12)) =
—trpy logy1 +trpizlog 12, por eso (D1) equivale a las siguientes desigualdades

—trpilogyi +trpizlogyi < S(p1) — S (p12),
=S (p1) —trpilogy < —S(p12) — trpizlog v,
S(prllm) < Spzllm2). QED
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Observemos que si hubiésemos definido inicialmente f (g12) =S (02) — S (012)
tendriamos S (p2 || v2) < S (p12 || 712) -

MPT=MONO.
De hecho esta implicacion fue la que demostramos en la prueba del Teorema
10.

MONO=JCX.
En la proposicién 2 de este Teorema, elegimos p1o (y similarmente 712 ) como
una matriz con bloques en la diagonal iguales a Appy ( resp. Ag7yk ), entonces

>\1p1 0 0 IOg I+ log P1 0 0
pizlogpia = 0o . 0 0 0
| 0 0 Anupn 0 0 logAnI +logp,
[ Aip1log MiT+ Aipilogp; O 0
i 0 0  Appnlog Al + Appplogpy,

donde hemos usado que log (Ag) = (logA) I + log g para todo A > 0y o0 > 0
(Lema 1.13), de manera similar encontramos que

)\1p1 IOg M1+ )\1,01 log Y1 0 0
p12log 12 = 0 0
0 0 Anpnlog Anl + Ay pp log s
por tanto
A1p1 (logpr —logy) O 0
p12log p1a—pi2logyia = 0 0
0 0  Anpn (logp, —logvn)
al tomar la traza obtenemos S (p12 || v12) = tr(p12logpiz — p12logvyie) =

> AiS (pi |l vi) = S (p2 || 72) donde la tltima desigualdad es por la hipdtesis,
ya que la traza parcial es un operador CP que preserva la traza (Proposicién
2.8).

Para terminar, es suficiente demostrar que

p2 = tripiz2 = Z/\kpk
k

y
Yo = trivie = Z Ak Vi
k
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lo que haremos usando la Proposicién 2.1 como sigue: sea Y € B(Hz), luego

[ Apr O 0

trpio(h®Y) = tr 0 0
L 0 0 Anpn
[ MprY 0O 0
= tr 0 0

0 0 AupnY

el(zre)

)

por la unicidad de la traza parcial concluimos que
Z Akpr = p2,
k

y analogamente

Dk = s
k

con esto terminamos el ciclo. QED



Capitulo 5

Aplicaciones, conclusiones y
perspectivas

5.1 Subaditividad de la entropia

Como aplicacién de la subaditividad fuerte tenemos la siguiente propiedad cono-
cida como la subaditividad de la entropia; daremos dos demostraciones de ésta,
en la primera usaremos como ya quedé dicho, la subaditividad fuerte (SSA) y
en la segunda volvera a aparecer la Desigualdad de Klein con su condicién
de igualdad.

Teorema 1 (Subaditividad ). Si p12 € B(Hi2) es un operador de densidad
estrictamente positivo, entonces

S (012) < S(01) + S (02),
con igualdad si, y solo si, p12 = 01 Q2.

Demostracion 1 (no incluye condicién de igualdad). Consideremos el opera-
dor 123 = 012®1 € B(H12 ® C), por la (SSA) tenemos que S (y123)+ S (73) <
S (713) + S (723) , es decir

S(012®1)+5(1) <S(e1®1)+S(02®1).
Por el inciso d) del teorema 3.11 se cumplen las igualdades S (g2 ®1) =

S(012) +S(1), S(a1®1) = S(e1) +5(1), y S(e2®1) = S(e2) +5(1),
al sustituirlas en la desigualdad anterior se obtiene el resultado. QED

Demostracion 2 (incluye condicién de igualdad). Usando la definicién de
entropia, y por la propiedad TP2, (Proposicién 2.1 ) de la traza parcial se

cumple que

99



60 CAPITULO 5. APLICACIONES, CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

S (01) + S (02) — S(012) = —troilog o1 — troslog oz + troizlog 012 =
—troi2 (log 01 ® Io) — tro1z (I ® log p2) + troi2log 12 =
tro12 [log 012 — (log 01 ® Io) — (I ® log 02)] = troe12 [log 012 — log (01 ® 02)],

donde hemos usado que log (0 ® p) = (logo1) ® I — I ® (log~y), (Lema 1.14 )
y por la Desigualdad de Klein (Corolario 3.9); concluimos que

S(01) + S (02) —S(012) = troiz(logoiz —log (o1 @ 02)]
> trloie —01®02] =0

lo que prueba la desigualdad.

Para la condicién de igualdad si S (01)+S (92) —S (012) = 0, entonces usando
las desigualdades de arriba y por la condicién correspondiente en la Desigualdad
de Klein, concluimos que 912 = 91 ® 02
Reciprocamente, cuando se cumple esta ultima igualdad tenemos que

0 = troiz [log 012 —log (01 ® 02)] = S (01) + S (02) — S (012) . QED

5.2 Concavidad de la entropia

Teorema 2 Dada una distribucién de probabilidad {p1,...,pn} (nimeros reales
no negativos tales que > ,p; = 1) y operadores de densidad {p1,...,pn} C
B(Ha), se cumple que

S (ZPiPi) 2 Zpis(/)i)7
i=1 i=1

con igualdad si, y solo si, todos los p; son iguales.

Demostracion. Usamos la subaditividad de la entropia para lo cual, intro-
ducimos un espacio auxiliar Hp de dimensién n (el nimero de sumandos) con
una base ortonormal {|i)} . Consideremos el estado

pPAB = Zpipi ® [4) (il

en B(Ha ® Hp), aplicando el inciso g) del teorema 3.11 obtenemos que

S (paB) =S <sz'ﬂi ® |i) <i|> = H (pi) + ZpiS(Pi) :



5.2. CONCAVIDAD DE LA ENTROPIA 61

Notemos que pa = trppap = trp (32, pipi ® i) (il) = X2 pitrs (i @ [3) (i]) =

>_; pipi y por ende
S(pa) =S5 (ZPiPi) )

andlogamente pg = trapas = tra (X, pips @ i) (il) = X2, tra (pips  Ji) (il) =
S tr (papi) 1) il = X2, 2 [8) (] y

S(pp) =59 (sz |4) <Z|> = H (pi),

para terminar sustituimos las expresiones anteriores en la desigualdad de sub-
aditividad S (pap) < S(pa)+ S(pp), y después de simplificar se obtiene la
desigualdad deseada.

Antes de discutir la condicién de igualdad necesitamos el siguiente

Lema:

Cuando fi ® g1 v f2 ® g2 son elementos distintos de cero en un producto
tensorial de espacios de Hilbert, entonces f1 ® g1 = fo ® gs si, y sélo si, existe
un escalar ¢ distinto de cero tal que f; = cfo v g1 = ¢ 'go.

Demostracion. Demostraremos sélo la condicién necesaria porque la otra
se comprueba facilmente. Por hipédtesis, 0 # f1 ® g1 = f2 ® g2, en particular
fi, g1, f2 ¥ go son clementos distintos de cero; luego 0 < ||f1]° lg1]® =
(fi, fiylgng) = (i®g, iog) = (i®g, f2®92) = (f1,f2) (91,92), es

decir
A1 Nlgil® = (f1, f2) (91, 92) (5.1)
y por consiguiente, el segundo término de la igualdad es estrictamente mayor
que cero.
También se cumple que
(fi, f2) (91,92) = (f1®g1,f2® g2) (5.2)

11 @ g1l [I.f2 © gl
1l lgall 1 f2ll g2

la segunda igualdad de este bloque es por la condicién de igualdad en la De-
sigualdad de Schwarz. Esto tdltimo implica que existen escalares ¢,k distintos
de cero tales que f1 = c¢fe vy g1 = kgo porque de lo contrario usando nue-
vamente la Desigualdad de Schwarz, se tendria que [(f1, f2)| < [[fill |f2]] ¢

[{g1,92)] < llgrllllg2]l v al multiplicarlas se cumplira que |(f1, f2)|[{g1, 92)| <
f1ll 112l g1l lg2]l contradiciendo las igualdades en el bloque (5.2).

Ahora en (5.1) sustituimos fo = ¢ 1f; y go = k~1g; para obtener

AR (fr,e” fi) (g1, k™ gn)
e A P
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como fi,g; son distintos de cero podemos cancelar el término | f1? lg1]|* v
concluir que 1 = ¢ 1k71.

Continuemos con la discusion de la condicién de igualdad del Teorema 2.
Sélo probaremos la necesidad de la condicién porque la suficiencia es inmediata.
Conservando la notacién usada en la primera parte de la prueba, si suponemos
vélida la igualdad Y ;" p:S (pi) = S (X1, pipsi), después de sumar H (p;) en
ambos lados obtenemos S (pap) = S (pa) + S (pB), y por el Teorema 1 esto
sblo es posible si pap = pa ® pp, usaremos esta igualdad después de algunos
calculos con las expresiones de pap, pa v pp como sigue:

Sia€Hay|j)es un elemento de la base {|i)}, entonces

PA‘B.>(CL®|J.>) = Qipipi @) (i) (a® 7)) = X;pipia @ (0) (il 7)) = pjo ©
Pl

Y (pa®@pB)(a®j)) = paa @ ppli) = O, prora) @ (3 pss) (s|17)) =

(22 prpra) © (p; 17)) ¥ por lo tanto

pia & pj |j> = <Zprp7'a> ® (pj |.7>)7

por el lema para algin escalar no cero se cumple que pja = ¢ (>, prpra) y
p; |7) = ¢ 'p;|7) v de aqui inferimos que pja = Y, p,pra para toda j es decir,
pja = pra para todo par j,k. QED

Como veremos en el Corolario 6, los siguientes resultados le dardn maés
profundidad a la concavidad de la entropia y nos seran de utilidad posterior-
mente.

Lema 3 (Las mediciones proyectivas incrementan la entropia) Si{P;} C B(H)
es un conjunto completo de proyecciones ortogonales (i.e. Y . P; =1 )yp €
B(H) es un operador de densidad, entonces p' = >, PipP; tiene entropia al
menos tan grande como la de p,

S(p") = S(p)
con igualdad si, y sélo si, p' = p.

Antes de proceder con la demostracién observemos que p’ es un operador de
densidad.

Demostracion Por hipétesis P;P; = 6;;P; y esto implica que (3, PipP;) P; =
P;pP; = P; (3, PipP;), es decir que para toda j, p’ y P; conmutan y por ende
también conmutan P; y log p'.
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Ahora aplicamos que Y . P; = I, P? = P, la ciclicidad de la traza y la
observacién anterior para realizar los siguientes calculos:

trplogp’ = tr (Z Piplog p’) = Ztr (Piplog p')

= > tr(Pplogp'P;) = tr(PipP;logp))

= tr (Z P;pP;log p’) = trp’ log p’

y de aqui —trplogp’ = S (p'); esta igualdad y la no negatividad de la entropia
relativa ( Teorema 3.10), implican que

0<S(plp)=-S(p) —trplogp’ =-S5 (p)+S(p). QED

Teorema 4 Dada una distribucién de probabilidad {p1,...,pn} (nimeros reales
no negativos tales que Y, p; = 1) y vectores normalizados {1, ...,1n} C Ha,

se cumple que
S (Zm [Vs) <1/)z|> < H (pi)
i=1

con igualdad si, y sdlo si, {11, ..., } son ortogonales.

Demostracion  Introducimos un espacio auxiliar Hp de dimensién n (el
nimero de sumandos) con una base ortonormal {|7)} . Consideremos el vector

p= Vit ®|i) € Ha @ Hp,

es facil ver que (p, ) = 1, y por ende [¢) (| = 32; ; \/Piy/Dj [¥4) (5] @ |3} (]
es un estado puro.
Usando las propiedades de la traza parcial se puede mostrar que

pa=trglp) (o] = Zpi |i) (il ()

pp =tralp) (| = Z\/E\/E' (i, 5} [4) (4] (**)

Ahora aplicamos el inciso ¢) del teorema 3.11 para obtener que

S(p) =S (pa)
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Definiendo el operador ¥ : B(Hp) — B(Hg) tal que ¥ (o) = >, P;oP;
donde P; = |i) (i|, luego de algunas operaciones podemos hallar que

U (pp) = sz- ) (i (**%)

y por el lema anterior concluimos que S (pg) < S(¥pp) es decir, S(pa) <
S (Upp) pero por (*) y (***) esto demuestra la desigualdad enunciada en el
teorema.

Por el Lema 3 se da la igualdad si, y sélo si, pg = ¥ (pg) y como veremos a
continuacién esta condicién equivale a que los vectores {t;} son ortonormales;
en efecto:

<] Si {;} son ortonormales,

pp = Z\/E\/P?(%,%Hiﬂj\, por (**)

Z VPin/Di6ij 1) (J]
= Yl =¥ (om), por ().

=] Si pgp = ¥ (pB), usando (**) tenemos que para |m) € {]i)} se cumple
lo siguiente:

pBlm) = 32, ; /Piy/Dj (Yir ) [8) (Gl Im) = 325 \/Pi/Pm ($i; ¥m) |i), mientras

que usando (¥**),

Upp |m) =, pili) (i |m) = pm |Mm) e igualando ambas expresiones concluimos
que para todo |m) € {|i)}

0 = Z VPP (Yiy Ym) [i) — P [m)

> VPP Wi ) D) + P (s Yn) = 1] Im)

i#Em

y por la independencia lineal del conjunto {|i)} se concluye {(¥;,¥m) = Oim.
QED

Como consecuencia tenemos el resultado siguiente.

Teorema 5 Dada una distribucidn de probabilidad {p1,...,pn} (nimeros reales
no negativos tales que y . p; = 1) y operadores de densidad {p, ..., pn} € B(H),

se cumple que
S <Zpipi> < S (p) + H(pi),

con igualdad si, y sdlo si, {p1,...,pn} tienen soportes ortogonales.
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Intuitivamente, esta desigualdad nos dice que nuestra incertidumbre sobre el
estado promedio ), p;p; nunca es mayor que nuestra incertidumbre promedio
acerca de los estados p;, més la contribucién adicional de H (p;) .

Demostracion Sean p = -, pipi, y para cada i, p; = > _; pé- |<p3> <g0;| una
descomposicién ortonormal, entonces para cada i se cumple que j pé =1y

p =2 Pl [©%) (#h]; como 3,30 pipl = 37, pi X2 p = 1 -1 podemos usar
el teorema anterior para tener

S(p) < H (piph), *)

pero al usar la definicién de entropia de Shannon y desarrollar tenemos
H (pip}) = =32, pipflog (pip}) = — X2, pilogpi >, 0% — 2, pi ;v log ply =
—> ;i pilogpi + 37, pi (— >0 logpé) = H (pi) + >, piS (pi) -

También por el teorema anterior la igualdad se alcanza en (*) si, y sélo si, los
elementos {gp;} son ortogonales y esta condicién equivale a que los operadores

pi =2, D %) ('] tienen soportes ortogonales como veremos a continuacion:

Recordemos, que el soporte de un operador T es el conjunto [ker T]J' y que
es igual al conjunto ranT si éste es de dimensién finita; entonces los operadores
{p;} tienen soportes ortogonales si, y sélo, si ranp; L ranp; para i # j.

=] Sean z,y € H, luego (p;z, pjy) = (3, vl |@L) (k| 2,3, vl |0d) (¥l]y) =

S pilei,x) S0 pl (el y) (el pl) =0

<] Observemos que pl-goi = pfxpi y como estamos suponiendo que tienen
soportes ortogonales, para todos 7, s, y para ¢ # j tenemos que

0 = (pigs,piel) = (phok, plel)
= pipi (el ¢l). QED

Corolario 6 Dada una distribucion de probabilidad {p1, ...,pn} y operadores de
densidad {p1,...,pn} C B(H), se cumple que

Zpis (pi) < S (me) < Zpis (pi) + H (p:)

Demostracion So6lo estamos resumiendo el teorema anterior y la concavidad
de la entropia. QED

Ahora veamos algunos ejemplos propios de la Teoria de la informacién.
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5.3 Desigualdad del procesamiento de datos

Iniciamos con una observacién: por el Teorema 3.3, 5) la informacién comin o
compartida H(X :Y)=H(X)+ H(Y) - H(X,Y), es igual a cero si, y sélo
si, las variables aleatorias X, Y son independientes lo que refuerza la idea de
que H (X :Y), mide que tanto X, Y conocen una acerca de la otra.

Cuando tenemos informacién disponible, antes de llegar a nosotros, ha sido
sometida a “ruido”. La desigualdad del procesamiento de datos establece que la
informacién de salida de una fuente puede tnicamente decrecer con el tiempo.

Para trabajar la nocion del proceso de la informacién se usa el concepto de
cadena de Markov, que fue definido al inicio de la seccién 3.3; recordemos que
una sucesién de variables aleatorias X — Y — Z es una cadena de Markov
siP(Z|Y,X)=P(Z]|Y).

Antes de enunciar el siguiente teorema, recordemos que se define la entropia
condicional de Shannon de las variables aleatorias X1, Xo como H (X; | X3) =
H(X1,X5)— H(Xs2).

Teorema 7 (Desigualdad del procesamiento de datos) Si X —Y — Z es
una cadena de Markov, entonces

H(X)>H(X:Y)>H(X:2),

y en la primera desigualdad hay igualdad si, y solo si, dado Y es posible recons-
truir X.

Una interpretacién intuitiva de este resultado es que Z no puede conocer mas
sobre X que lo que Y conoce, lo que es menos que la informacién contenida en
X

Demostracion La primera desigualdad y la condiciéon de igualdad son con-
secuencias directas del Teorema 3.3, 2).
Para la otra desigualdad, como X — Y — Z es una cadena de Markov, es
inmediato comprobar que Z — Y — X es también una cadena de Markov,
luego usando esto es facil verificar, a partir de la definicién de la entropia de
Shannon, que H(X |Y)=H (X |Y,Z).

Pero por el mismo Teorema 3.3, 7), tenemos que H (X |Y,Z) < H(X | Z)
esdecir H(X |Y) < H(X | Z) y al usar la definicién de H (- | -) tenemos

H(X,Y)-H(Y)<H(X,Z)-H(Z),

y después de sumar H (X) en ambos lados de la desigualdad anterior y de
reagrupar, vemos que

H(Z)+H(X)-H(X,Z)<H(Y)+ H(X)- H(X,Y),



54. LA COTA DE HOLEVO 67

y por definicién concluimos que H (X : Z) < H(X :Y). QED

Definicién.

Una familia finita {E,} C B(H) es una medicidn con valores en los opera-
dores positivos 6 POVM (por sus siglas en inglés: positive operator valued
measurement) si para toda b,

E, >0y ZEb:L
b

La tultima igualdad se llama la relacion de completez.

Dada una POVM fija M={E,} C B(H) y una matriz de densidad -,
ie. v > 0y try = 1, queda definida una distribucién de probabilidad clasica
p(b) = tr (yEp), cuya entropia de Shannon denotamos por

H (tryEp) .

Veamos que en efecto {tryFE}p}, es una distribucién de probabilidad.
Como ~ es un operador no negativo sabemos, por la Proposicién 1.5 que en su
descomposicién espectral v = > A, [un){(u,| se cumple que A, > 0 para cada
n, luego
tryEy = tr (3, An [un) (Un| Eby) = >, Antr [un) (Evun| =, An (Eptin, uy) > 0
pues E > 0, es decir
tryEy, > 0 Vb.

Y por la relacién de completez, » , tr (vEy) = tr (3, vEp) = tr(vD>_, Ev) =
try = 1.

5.4 La cota de Holevo

Lema 8 Si {A1,...,\n} es una distribucion de probabilidad y {p1, ..., pn} €s un
conjunto de matrices de densidad estrictamente positivas en H, entonces la ma-
triz de densidad promedio p = Zj Ajp; tiene la siguiente propiedad

Z/\SPJ”P ZASPJ

Observemos que debido a la concavidad de la entropia de von Neumann la
cantidad del lado derecho de la igualdad es no negativa. Algunas veces se le
llama la cantidad de Holevo y se denota con el simbolo x, es decir

- Z/\jS(pj)-



68 CAPITULO 5. APLICACIONES, CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Demostracion.
2228 (pj I p) =225 Ajtrpjlog pj — 37, Ajtrpjlog p
= =228 (pj) —trplogp=—37,X;S(pj) +S(p). QED

Antes de proseguir tenemos las siguientes

Definiciones:
a) Dado un conjunto de matrices {pi,...,pn} C B(H) y una distribucién de
probabilidad {A1, ..., A}, su ensemble es el conjunto & = {\;p; }j .
b) Sea {Ey} C B(H) una POVM. Si £ = {\;p;}; es un ensemble de matrices
donde cada p; > 0 es matriz de densidad y si p = Zj Ajp; es la matriz de
densidad promedio, la informacién accesible en el ensemble se define como

I(E,M) = H (trpEy) — Z/\jH (trp;Ey)

Una motivaciéon fisica para el concepto de la informacion accesible es la

siguiente:
Tenemos dos jugadores llamados Alice y Bob.  Supongamos que Alice tiene
informacién cldsica, es decir una variable aleatoria A con valores {a} y proba-
bilidades \,. También cuenta con un conjunto finito fijo de estados (operadores
de densidad) {p,} v elige un estado acorde al valor a € {a} que desea trasmitir,
y se lo da a Bob quien tiene una POVM {E;} para medir el estado que recibe y
obtener un resultado b que es un valor de una variable aleatoria B con valores
{b}. El propésito del juego es que Bob determine el valor de A basado en los
resultados B de su medicién.

Hablemos con un poco mas de precisiéon sobre la medicién que hace Bob;
él puede aplicar cada elemento Ej, de la POVM a cualquier estado v que Alice
le mande y una de las reglas del juego es que la probabilidad de obtener el
resultado b estd dada por

P (b) =tr(vEp).

En particular
P (b) =tr (pEp), donde p = Z)\apa.

Asi, cuando Bob hace su medicion en el estado p,, la probabilidad condicional
de que resulte b es
P(b]a)=trp.Ep

y ésta induce una distribucién conjunta sobre el mensaje de entrada a de Alice
v el mensaje b decodificado por Bob,

P(a,b) = MP(b|a)
= Atrp.Ep.
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Ya que existe una distribucién de probabilidad conjunta entre los mensajes
de entrada y de salida (las variables aleatorias A y B respectivamente) la infor-
macion transferida puede ser analizada por la teoria de la informacién clésica:
la informacién que Bob puede conocer acerca del mensaje de Alice, esto es la
informacion accesible a Bob, estd dada por la informacién comin o compartida
H(A: B), entre A y los resultados de su medicién B; como comentamos en
el preambulo del Teorema 7, ésta es una buena medida de cuanta informacién
gana Bob sobre A, a través de su medicién.

Debido a la desigualdad del procesamiento de datos (Teorema 7), sabemos que
Bob puede inferir A de B si, y sblo si, H(A: B) = H(A) y que en general
H(A:B) < H(A); asf la meta de Bob es elegir la medicién que maximice

H(A:B)=H(A)+H(B)-H(A,B),
aproximando este valor tan cerca como le sea posible a H (A).
Para determinar H (A : B), necesitamos los cédlculos siguientes:
H(A,B)=3_,,P(a,b)log P(a,b) =3, (AatrpaLs)log (AatrpaEp) =
Zmb (AatrpaEp) log Ay + Z(Lb (AatrpoEp) log (trp. Ey) =
YoaAalog A Yo trpaEy + 3, Aa Y, (trpaEp) log (trp Ey) =
H (A)trpo + Y., A H (trpaEp) = H (A) + >, Ao H (trpa Ey) , esto es

H(A,B)=H(A)+ > AH (trpaEy),

de alli que

H(A:B) H(A)+ H(B)— H(A,B)

= H(B)=> X\H (trp.Ey),
esto es
H(A:B)=H(tr(pEy)) — Y _ AaH (trpaEy)
que es el término definido como la informacién accesible I (£, M) .

Teorema 9 (La cota de Holevo). Sean {1, ..., \n} una distribucién de probabi-
lidad y {p1, ..., pn} un conjunto de matrices de densidad estrictamente positivas
en ‘H. La cota de Holevo asegura que si, p = Zj Ajp; es la matriz de densidad
promedio, entonces la informacion accesible en el ensemble satisface

I(E,M) <x,

para cualquier POVM, M={E}.
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Queda como comentario que hay igualdad en la cota de Holevo si, y sélo si,
P1,- - -, pn conmutan entre si, ver [16].

Demostracion. Sean M={Ep} C B(H) una POVM y § = {b} una base
ortonormal de H.
Definimos el operador ® : B(H) — B(H), como

®(0) =Y [b){bltr(eEy), o€ B(H).
bep

Veamos que @ preserva la traza. En efecto, usando la misma base § = {b} para
calcular la traza tenemos:

tr (o) =22y (0, 22, [0) (bl tr (Ep) U) = 324 32, (U, [0) (D] tr (0p) V) =
2 2 (0B V b7 (0E) b') = 32 D24 (Vs B) (b (0Ep) ') =

Dy Ostr (0Ey)b) = 32, tr (0B ) (U, 0) = 32, tr (0B ) =

tro (3>, Ey) =tro,

en la tdltima igualdad hemos usado la relacion de completez Zb,eﬁ Ey =1.

Ahora afirmamos que ® es un operador completamente positivo; para compro-
barlo veremos que tiene la siguiente representacion de Krauss:

®(0) =Y > )kl VEwoVEy k) (B, o€ B(H).

kepbep

En efecto, sean ', b” elementos de la base {b}, calculando tenemos,

(O, 225 D) (bl tr (0Ep) b) = 32, (V' [b) (bl ¢ () )

=22 (D) BV, tr (0Ep) b)) = 3, (b, V') (b, tr (0Ep) b”)
= <b/, b/> <b’, tr (QE[,/) b”> = <b/, tr (QEb/) b”> = (Sb/b//tr (QEb/) s
esto es

<b’, Z |b) (b tr (0Eb) b"> = Opptr (0Ey) . (5.3)
b

Y por otra parte
(', 00 10) K VB0V By ) (016" ) = X2 [0, V'8 1) (k] v Brov/ Bk =
>k [V 10") (kI VEy oV By k)] = 32 [(IR)Y" 1V, v/ By oV Eprk)] =
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Y, [(b”, vy (k,v/Eyr g,ﬁEb,/@} = (V6" 2, (e, v/ Eyr o/ Bk =
Spyrtr (VEy 0/ Eyr) = Syt (0Eyr)

la tltima igualdad es por la ciclicidad de la traza, o sea
<b’, > b) (k| /Evor/Ey k) (| b”> = Syt (0Eyr) (5.4)
kb

comparando (5.3) con (5.4) se comprueba lo afirmado.

Para continuar, aplicamos la monotonia de la entropia relativa bajo opera-
dores completamente positivos (Teorema 4.10, proposicién 1), y obtenemos que
para cada j

S(@(ps) 12 (p)) < S (pj Il p)

6 equivalentemente, usando la definicién de entropia relativa en el lado izquierdo
tr(® (p;)log @ (p;)) — tr (® (p;)log @ (p)) < S (pj || p) -
Pero por la definicién de ® tenemos que
log @ (p;j) = >_4 |b) (bl log tr (p; Eb) , log @ (p) = >_, [b)(b| log tr (pEy) , y por ende
® (p;) log @ (pj) = 22, (D)0l tr (p; Ep) logtr (p; Eb) y
® (p;)log @ (p) = 3=, [b) (bl tr (p; Ep) log tr (pEy)
por esto podemos reescribir la desigualdad anterior como

> tr(piEy)logtr (piEy) — > tr(p;Ey)logtr (pBy) < S (p; | p)
b b

luego multiplicamos por A; y sumamos para obtener
2o A Doy tr (piEv) log (trp; Ey)] — 32y tr (pEy) log tr (pEp) <
> NS (pj || p) = x, la igualdad es por el Lema 8. QED
La cota de Holevo es un resultado clave para demostrar varios resultados en
la teorfa de la informacién cudntica, ver [11]. Nosotros sélo lo aplicamos en el

juego de Alice y Bob como sigue:
Por el Teorema 5 se infiere que

S (Z Aapa) = NS (pa) < H(A),
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con igualdad si, y sélo si, los estados p, tienen soportes ortogonales. Asi, cuando
los operadores p, de Alice no tienen soportes ortogonales la desigualdad anterior
y el Teorema 9 (la cota de Holevo), implican que H(A : B) es estrictamente
menor que H (A) y consecuentemente, es imposible para Bob determinar con
certeza absoluta, el estado que Alice le esta enviando basado en los resultados
de su medicién.

Terminamos con un ejemplo concreto del juego de Bob y Alice en el cual
usaremos logaritmos de base 2 para calcular la entropia: Sean H un espacio
de Hilbert de dimensién 2 con una base ortonormal {|0),]|1)} y ¥ = cos@|0) +
sen 0|1), donde 6 es algin pardmetro real.

Alice tiene los estados {|0) (0], |2) (|} € B(H) y los valores 0 y 1 que elige
lanzando una moneda honesta. Si la moneda cae cara, Alice prepara el estado
|0) (0] v cuando la moneda cae 4guila elije el estado

[9) (1] = cos? §]0) (0] + cos Bsen 6 |0) (1] + cosBsen 0 [1) (0] +sen? §|1) (1].

Usando la expresién anterior de [¢) (| es facil ver, que respecto a la base
{]0),]1)}, el estado promedio p = % |0) (0]+3 [1b) (1| tiene la expresién matricial

p=

1710 1 cos? 6 cosfsen 6
2 2

0 0 cosfsen 60 sen? 6

1a . : , l4cos 6
y que sus valores propios son ~=§*=.

En este caso, la cota de Holevo es

X 510 (0]) ~ 25 (1) ()

N |

S(p) —

I
=S
3
A~
—
+
o
@}
w0
S
~

pues S (|0) (0]) = S (|#) (¥|) = 0 por tener respectivamente los valores propios
1y 0. Es decir, x es la entropia binaria

Hbin ( 1+CQOS 6) =

7& (1+02050) ln(1+‘:205‘9) 1 (1—(:2050)1n (1—020s9) ,

por lo cual la cota de Holevo es méxima cuando 6 = 7/2, alcanzando el valor
méaximo de 1, que corresponde al caso cuando los estados preparados por Alice
son ortogonales en cuyo caso Bob puede determinar con certeza los estados
preparados por Alice. Para otros valores de 6, la cota de Holevo es menor
estrictamente que H (A) = 1 y es imposible para Bob determinar con certeza
cudl es el estado preparado por Alice.



5.5. CONCLUSIONES 73

5.5 Conclusiones

La teoria que presentamos es muy interesante y rica. Integra conceptos, ideas y
métodos cldsicos con nociones modernas. Como ejemplos de los primeros y de
los segundos, respectivamente tenemos:

a) Convexidad, derivabililidad, integral de Riemannn y la prueba de Ep-
stein del Teorema 4.6 pues, aunque no lo probamos aqui, no podemos dejar de
mencionar que se demuestra usando métodos del analisis complejo.

b) El operador traza parcial, los operadores completamente positivos, la re-
presentacién generalizada de Lindblad, asi como la presentacién del proceso de
purificacion para obtener desigualdades (la demostracién del Teorema 4.14 es
un ejemplo).

Dentro de los logros de este trabajo merece la pena resaltar que:

a) Desarrollamos las propiedades bésicas del operador traza parcial para el
caso de dimension finita que se pueden generalizar al caso en que el espacio de
Hilbert es de dimension infinita pero separable.

b) Demostramos la desigualdad de Klein junto con una condicién de igual-
dad.

¢) Demostramos que el operador traza parcial es un operador CP que preser-
va la traza.

d) Demostramos el caso general, que para los operadores ® : B(H;) —
B (Hs3), ser CP y preservar la traza equivale a tener una representacién de
Lindblad.

e) Diseflamos una nueva ruta para demostrar la equivalencia entre las de-
sigualdades SSA, MONO, MPT, CVX y CON que aparecen en el Teorema 4.14

f) Encontramos una nueva condicién necesaria para que se cumpla la igual-
dad en MONO, (Corolario 4.11).

g) Presentamos una prueba simple de la cota de Holevo.
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5.6 Perspectivas

Nuestro trabajo ha sido tan sélo un asomo a la interesante y de intenso desar-
rollo teoria de la informacién cudntica, por lo mismo las tareas por realizar son
muchas, sin embargo, proponemos tan sélo algunas que consideramos impor-
tantes:

a) Extender los conceptos presentados e investigar cudles resultados siguen
siendo validos en el caso en que los espacios de Hilbert subyacentes son de
dimensién no finita pero separables.

b) Adaptar o buscar nuevas demostraciones de las desigualdades para el caso
menos restrictivo en que los operadores de densidad sean positivos semi-definidos

(p>0).

c¢) Estudiar e investigar las propiedades de continuidad de la entropia y
entropia relativa de von Neumann.

d) Explorar la conexién entre las desigualdades para las normas de la clase
de traza L, con el estudio de la entropia y la capacidad en informacién cuéntica.
Segun Mary Beth Ruskai [16], dicha conexién promete ser una via promisoria
de estudio.



Apéndice A
La desigualdad de Jensen

Definicién A, (Conjunto convero) Un subconjunto C de un espacio vectorial
real se llama convezo si para todas a,b € Cy 0 < A <1, A € R se cumple que
da+(1-X)becC.

Se puede demostrar que la condicién anterior equivale a pedir que para
cualquier subconjunto finito de nuimeros reales {\;} tales que 0 < \; < 1
y ;A = 1y cualquier subconjunto {a;} de elementos de C se cumple que
>; Aia; € C , por ejemplo usando Induccién Matemética :

Siag,..ap,a,11 €Cy0< )\ <1con Z?:ll Ai = 1, entonces se deduce que

Arar+(1 — Aq) 2?:21 1331 al} = Z?jll A;a; € C suponiendo que 2?:21 1:\31 a; €
Cyque A\ <1.

Definicién Ay (Funcidn Convexa ). Sea C un conjunto convexo, una funcién
f:C — R es convexa, si para todas a, b€ Cy 0 < A <1,

SQa+ (1 =X2)b) <Af(a)+(1—=A)f(b).

Si ademds se da la igualdad sélo cuando A =0 (6 A =1) 6 a = b se dice que f
es estrictamente convexa.

Se puede demostrar que esta definiciéon equivale a pedir que para cualquier

subconjunto finito de nimeros reales {\;} talesque 0 < A\; <1y Y A =1y
cualquier subconjunto {a;} de elementos de C se cumple que

f <Z )\iai> < Z)\if(ai)

y si ademds se da la igualdad sélo cuando A; = 1 para algiun i 6 cuando todos
los a; son iguales, entonces f es estrictamente convexa.

(0]
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Definicién A3 (Funcion céncava) Una funcién es concava si —f es convexa.

A continuacién discutimos el conocido criterio para decidir si una funcién
dos veces derivable es convexa con base en el signo de la segunda derivada.

Proposicién A4 Sea Z = (a,b) un intervalo abierto de R y sea f : Z — R una
funcién que tiene segunda derivada tal que

f">0, enT (A1)

entonces f es estrictamente convexa en Z.

Demostracion. Sean reales \; tales que 0 < A\; < 1,con ), \j =1y {a;} CZ,
entonces T = ) . \ja; € L.
Por el Teorema de Taylor para cada i, existe algin ; entre T y a; tal que

Fla) = F @)+ (0~T) f @)+ 3 (00~ 1" (&),

multiplicando por \; y sumando obtenemos,
SN () = @)+ x-S 6.
y por (A.1)
SN (@) = £ @) = 3 h(a -1 S (€6) 20

0 equivalentemente,

v

f (@)

((2)

ademds si hay igualdad, entonces >, X; (a; —2)2f"(&) = 0 y como por
hipétesis 0 < A; < 1, concluimos que (a; — 5)2 = 0 para cada ¢ y en conse-
cuencia todos los a; son iguales a T. QED

Z&f (a;)



7

Lema Aj Sea Z un intervalo abierto de R y sea f : 7 — R una funcién
diferenciable y convexa, entonces para todos a,b € Z.

(=) f'(b) < f(a)— f(b)

Demostracion.
Sea h € (0,1], por la convexidad tenemos que f ((1 — h) b+ ha) < (1 —h) f (b)+
hf (a) lo que implica

Definiendo la funcién g : [0,1] — R con g(z) = f((a—b)x +b), tenemos
g () = f" ((a—b)z +b)(a—b) y por ende

fr)(a=b) = ¢'(0)

h—0 h

o fa=bhe) = £ )
h—0 h

< f(a)=f(b). QED

Definicién Ag (Cono convezo). Un subconjunto C de un espacio vectorial real
se llama cono convezxo si es un subconjunto convexo y za € C, Vx >0, z € R

Observemos que un cono convexo tiene la propiedad de que V a,b € C y
Vx>0, z € R se cumple que a + zb € C porque podemos escribir a + zb =

(1+12) [(1+x)71a+x(1+x)71b}.

Lema Ag Sea C un cono convexo y f : C — R una funcién céncava y
homogénea ( i.e. f(xa) = xf (a) para z > 0). Entonces para € R tal que

x>0,
fla+xb) — f(a)
T

> [ (b)

w > f(b) cuando f es diferenciable a la derecha en a en
flatab)—f(a)

y hm:c—>0+

el sentido de que lim existe para todo par a,b € C.

x—0
Demostracion. De la concavidad y homogeneidad se sigue que % f(a+xb) =

f(%+2) > 3f(a)+ 5 f (xb) que equivale a 7)0(“”?7““) > f(b).
La segunda parte se sigue directamente de la desigualdad mostrada. QED
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Apéndice B

La derivada de funciones
con valores en B (H)

A lo largo de este apéndice simbolizamos con E al espacio de Banach B (H)
donde H es un espacio de Hilbert complejo.

Definicién B; Sea [a,b] un intervalo de ntimeros reales.
f :]a,b] — E es una funcién derivable en to € (a,b), si existe un vector
xt, € E tal que
f (&) — f (o)
t—to
cuando ty es alguno de los extremos a 6 b pedimos que los limites laterales
existan. Es facil verificar que si existe z,, es nico y que en este caso la funcién
es continua en t =ty y se escribe

lim = 07

— Xt
t—to 0

d
Tt :f/(to): d;i

t=to

Proposicién By Si f : [a,b] — E es una funcién derivableenty A € B(E,C),
entonces
(Ao f)' (1) =Aof(1).

En este caso la funcién Ao f : [a,b] — C es derivable en ¢ en el sentido usual.

Demostracion. El resultado se sigue de la siguiente igualdad que se cumple
por la linealidad de A,
Af(t) —Af(to) Af(t) - f(t())' QED

t—1o t—to

79
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Si F: [a,b] — B(H) es una funcién y z,y € H definimos la funcién

vay : [a5b] - C7 Fa%y (t) = <I7F(t)y>7 te [avb]
La siguiente proposicion se refiere a la funcién recientemente definida.

Proposicién B; Si F : [a,b] — B (H) es una funcién derivable en ¢ € [a,b] y
x,y € 'H, entonces la funcién F; , es derivable en t y

Fyy () = (2, F' () y)

Demostracion.
Observemos que para s # t

P e 00 = L O - F O~ - 0F 0,

de alli que

s—t |s—t|

| Lol d=Fen® (g, B (1) )| < (2 IF () = F (8) = (s = ) F' @)l ]|l

= HM —F (t)H llz|l lly|l de donde se sigue el resultado. QED

s—1



Apéndice C

Integral de Riemann

La integral de Riemann para funciones F' : [a,b] — B(H), donde [a,b] es un
intervalo de nimeros reales se define de la manera usual.

Una particién P del intervalo [a,b] de R es un conjunto de nimeros reales de
la forma P ={a =ty <t1 <ty <,...,<tp_1 <t, =0b};lanorma de P se define
como p (P) =max{t; —tj_1:1 < j <n}. Una eleccién asociada a la particién
P es un conjunto A ={{, ..., &, } donde para cada j, & € [t;_1,t;].

Sea F' : [a,b] — B(H), si A es una eleccién asociada a la particiéon P se
define la suma de Riemann de F' como

S FPA) = (t—t; 1) F(&)

j=1

Proposicién C; Si F : [a,b] — B(H) es una funcién continua, entonces existe
un unico operador J con la propiedad de que para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal
que si P es una particién de [a, b] con p (P) < 6, entonces ||> (F; P, A) — J|| <€
para cualquier eleccién A asociada a P.

El operador J se llama la integral de F' sobre [a,b] y se denota por

J/abF(t) dt

Demostracion. Por ser similar al caso real y complejo sdlo se indican los
pasos esenciales. Como F es uniformemente continua en [a, b] , para cada € > 0,
existe ¢ tal que si pu(P),u(P') < 4, entonces

IS EPa) =3 (P )
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para cualesquier elecciones A, A’asociadas a las particiones de P y P’ respecti-
vamente.

Después se toma una sucesién de particiones (Py,),, de [a,b] con p (P,) — 0
cuando n — oo y cualquier sucesién de aumentaciones (Ay), , por tltimo se
verifica que la sucesién {) (F'; Py, Ay)},, converge en la norma de B(H) a un
Unico limite J. QED

La integral tiene las siguientes propiedades.

Proposicién Cy Si F, F» : [a,b] — B(H) son funciones continuas y A € C,
entonces

a) La integral es lineal

b b

F(t)dt+/ Fy (t) dt

a

/ab[/\F(t)Jng(t)]dt)\/a

’ /;F@dt

c) La funcién G : [a,b] — B(H) tal que G (t) = f:F(s) ds es derivable y
G’ (t) = F (t) para todo t € [a,b] .

b)
b
< / IF (1)) dt

d) Siz,y € H, entonces

b b
<x7 (/ F(t) dt) y> :/ (x, F (t)y)dt

Demostracion.

a) Se omite.

b) Sea J = be(t) dt. Si e > 0, existe § > 0 tal que si P es una particién de

a

[a, ] con p (P) < 6, entonces ||>_ (F;P,A) — J|| < e.

Ahora escogemos una particién Q con p(Q) < ¢ y una eleccién A asociada
a 9, luego

< |3 F e + |7 e (c)
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n b
Dado que |32 (F; Q, A)| <325 (¢ —t-0) [F () < [, [1F (0] dt, la de-
sigualdad (C.1) se puede expresar como

b
1< 1P @lde+e
a

y de aqui se infiere el resultado.

c) Sea t, € [a,b]. Por la continuidad de F en t; dada € > 0 existe § > 0 tal
que ||F' (s) — F (to)|| <€, cuando |s — to| < 6. Usando el inciso precedente, y si
0 < |t — to] < 4, tenemos las siguientes estimaciones:

;
t—t |
F (to)] d
|t_t|/ I () ~ F (1o)] ds
7/eds:e,
=y

IA

IN

de donde se sigue el resultado.

Hagamos una pausa para recordar que si f : [a,b] — C es una funcién con
valores complejos tal que sus partes real e imaginaria R (f),S(f) : [a,0] — R
son funciones Riemann integrables se define

/f £)dt = /éR dt+z/ab§‘s(f)(t)dt.

Esta integral tiene propiedades semejantes a las de la integral de Riemann de
funciones reales de variable real, una de ellas que nos interesa remarcar es:

El Teorema fundamental del cédlculo cléasico. Si f : [a,b] — C es una
funcién integrable y h : [a,b] — C es una funcién derivable con A’ = f en [a, D],

entonces
b
/ F(t)dt=h(b) —h(a).

Se demuestra usando el caso real en las funciones parte real e imaginaria de f
respectivamente.



84 APENDICE C. INTEGRAL DE RIEMANN
d) Continuando, definimos la funcién g : [a,b] — C con

90 =z (/:ch)ds) v).

luego por la Proposicién B3 y el inciso anterior tenemos ¢’ (t) = (z, F (t)y), y
por el Teorema fundamental del calculo clasico concluimos que

I
—~
=
~
|
s}
—~
=)
~

b
/ (@, F (1)) dt

Il
T
&
/N
m\
o
|
©
jSH
)
~
N
\/

Proposicién C3 (Teorema fundamental del cdlculo). Si F : [a,b] — B(H)
es una funcién continua y G : [a,b] — B (H) es derivable con G’ = F en [a,b],
entonces

Demostracion. Para evidenciar la igualdad es suficiente verificar que para
cualquier par z,y € H se satisface que

<x, ( / F (1) dt) y> — (2,[G (b)) - G (a)y);

con esto en mente, definimos la funcién g : [a, b] — C mediante g (t) = (z, G (1) y) ;
por la Proposicién B3 y por hipdtesis g satisface que ¢’ (t) = (z,G' (t)y) =
(x, F (t)y), después usando el inciso d) de la proposicién Cy y el Teorema fun-
damental del calculo clasico para el caso complejo vemos que

(L))

b
/ (x, F(t)y)dt

g =g(®) —g(a)
= <$7G(b) y> - (x,G(a) y> . QED
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