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Introduccion.

Se dice que un espacio topoldgico X es conexo si no existe U C X tal que
U£0yU+# Xy d(U)Nc(X\U) = 0. Esta moderna nocién de conexidad
fue propuesta por Jordan {1838-1922], en la pdgina 25 de su libro Cours
d’Analyse en 1893. Jordan aplicé este concepto para la clase de subconjuntos
compactos del plano. La definicién para espacios abstractos fue dada por
Lennes en 1911 y por Hausdorff [1868-1942] en 1914 quien inici6é un estudio
sistemadtico de la conexidad.

En 1930, Tychonoff dié una caracterizacién de los espacios que pueden
encajarse densamente en un espacio de Hausdorff compacto [18]. Encajes
densos en espacios conexos es un tema de estudio relativamente reciente; en
[6], se probd que la linea de Sorgenfrey se puede encajar densamente en un
espacio de Hausdorff conexo y en [11] se demostré que todo espacio métrico
fuertemente zero-dimencional sin subconjuntos abiertos compactos propios,
se puede encajar densamente en un espacio ordenado.

En [19], se definié el concepto de un espacio conectificable, como aquel
que se puede encajar densamente en un espacio conexo; dicho espacio conexo
se llama una conectificacién. En [19], se inicié un estudio de las hipdtesis
necesarias y suficientes para la existencia de conectificaciones que satisfacen
los mismos axiomas de separacién que el espacio mismo y se caracterizaron
los espacios que tienen conectificaciones Ty, 71 y T3 numerables. Caracteriza-
ciones para espacios de Hausdorff en general, no son conocidas, sin embargo
se sabe que un espacio de Hausdorff conectificable no contiene subconjuntos
abierto-cerrados no vacios que sean H-cerrados.

El presente trabajo es una recopilacién de los resultados que aparecen en
[19], [12], [1] y {17] ¥ que tratan de la conectificacién de los espacios Ty, Ty, To y
espacios de Hausdorff y de Tychonoff numerables, se incluye también algunos
resultados para espacios de Tychonoff en general. El trabajo consta de dos
capitulos.

En primer lugar, en el capitulo 1 se caracterizan los espacios que tienen
conectificacidones Ty y T} respectivamente y en seguida se trata de-espacios
de Hausdorff numerables y de espacios de Tychonoff numerables. Se da




una caracterizacién para que espacios de Hausdorff numerables tengan una
conectificacién de Hausdorfl. Se define el concepto de w-conectificabilidad y
se dan condiciones suficientes para que espacios de Tychonoff y espacios de
Hausdorfl numerables sean w-conectificables.

En el capitulo 2, los espacios considerados son de Hausdorff y de Ty-
chonoff; se establecen condiciones suficientes para que estos espacios tengan
conectificaciones de Hausdorff. Se dan dos condiciones suficientes para que
espacios metrizables tengan una conectificacion de Hausdorff. Se prueba que
todo espacio de Hausdorff cuasirregular y denso en s{ mismo de cardinalidad
menor que el continuo, tiene una conectificacién de Hausdorff. Finalmente,
se da una caracterizacién para que un cspacio perfectamente normal tenga
una conectificacién de Hausdorft.

En todo el trabajo, w denotara el primer ordinal (cardinal) infinito, wy
el primer ordinal (cardinal) no numerable y ¢ denotard la cardinalidad del
continuo. Si X es un conjunto, P(X) denotard la familia de todos los sub-
conjuntos de X. R siempre denotara el conjunto de los niimeros reales con
la topologia de orden.




CAPITULO 1.

Conectificacién de espacios Ty, 1] y de espacios
de Hausdorff y de Tychonoff numerables.

Seccién 1. Espacios Ty y T3.

El concepto de conectificar un espacio topoldgico se introdujo en [19]. Se
dice que un espacio topologico es conectificable si se puede encajarlo densa-
mente en un espacio conexo. En esta seccidn, se dan condiciones necesarias
y suficientes para que un espacio Ty tenga una conectificacién Ty y para que
un espacio 7 tenga una conectificacién 7. Se observa que el Lema 1.3 es-
tablece condiciones necesarias para que un espacio topologico arbitrario sea
conectificable.

Los resultados a considerar son aquellos que conservan los axiomas de
separacion al conectificar un espacio. Por ello se inicia con las siguientes
definiciones.

Definiciones:

(a) Un espacio topolégico (X, T) es Ty st para todo r,y € X, x # y existe
un V € 7 tal que |V N {z,y}| = 1. Si ocurre que existen U,V € 7 tales
quer €V yy &V yyelU yzx & U, entonces se dice que (X, 1) es
T\; si ademds U NV = { entonces, se dice que X es un espacio Ty o
de Hausdorff.

(b) {U,V} es una separacién de X si U,V son abiertos ajenos cuya union
es X. {U,V} es una separacién trivial si {U,V} es una separacidn tal

queU=06V =0.
(c) Se dice que (X, T) es conezo si toda separacion es trivial.

Se observa que un espacio X es Tj si y sblo si {x} es cerrado para todo
z € X y X es de Hausdorff si y sdlo si para todos x,y € X con = # y existe
un abierto U C X tal quez € U y y € clx(U).




Definicién: Un espacio topoldgico (X,T) es conectificable si X se puede
sumergir densamente en un espacio (Y, 7*) conezo. En este caso se dice que
(Y,T*) es una conectificacion de (X, 7).

Lema 1.1. Si (X, 7) es un espacio Ty, entonces X tiene una conectificacion
To.

Demostracién: Sea (X, 7) un espacio Ty y p € X. Definimos Y = X U {p}
y 7 = 7 U {Y'}; entonces, es facil verificar que 7* es una topologia en Y y
que X es densoen Y.

Para demostrar que (Y, 7*) es conexo, tomemos U,V C Y abiertos ajenos
talesque UUV =Y. Sip€ U entonces U =Y y V = 0. Si p € V, entonces
V =Y asf que U = 0. Por lo tanto el espacio (Y,7*) es conexo.

Por dltimo, se nota que X es Ty y abierto en Y y por lo tanto dados
p,z €Y, |XN{p,z} =1; asi se tiene que (Y, 7*) es Tp.
|

El Lema 1.1 establece condiciones necesarias y suficientes para que un es-
pacio Ty sea conectificable. Para obtener condiciones similares para espacios
T}, se requieren los siguientes dos lemas.

Lema 1.2. Si (X, 7) es un espacio Ty sin puntos aislados, entonces cualquier
abierto no vacio en X es infinito.

Demostracién: Para demostrar este hecho, asumimos que existe un abierto
no vacio I/ en X el cual es finito; si z € U entonces {z} es cerrado en U
puesto que X es Ty, por lo tanto cualquier subconjunto de U es cerrado en
U, por ser U finito; asi que U es un subespacio discreto de X. Ahora U es
abierto en X y {z} es abierto en U por lo tanto {z} es abierto en X lo cual
es imposible, pues X no tiene puntos aislados. Asi que, U debe ser infinito.

]

Lema 1.3. Sea X densoenY y Y conezo. Si C es abierto-cerrado en X,
el cual es no vacio, entonces C no es cerrado en Y.

Demostracién: Suponiendo que C es cerrado en Y y tomando en cuenta
que X es denso en Y tenemos:

Y = cly(X) = cly (C U (X\C)) = cly(C) Ucly (X\C) = C U cly (X\O).
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Pero C'Ncly (X\C) = 0, pues en caso contrario existe z € CNcly (X\C),
de donde se sigue que para todo abierto U en Y que contiene a x se tiene
UnN(X\C) # 0 por lo tanto (UNX)N(X\C) # 8, es decir z € clx(X\C) =

X\C; entonces z ¢ C, lo cual es una contradiccién.

Asi, se tiene que C' y cly (X\C) forman una separacién no trivial para el
espacio Y, pero esto es imposible pues Y es conexo. Asi que, C no es cerrado
enY.

[ |

Del lema anterior, se obtiene que si un espacio X es conectificable, en-
tonces no puede tener subconjuntos abierto-cerrados no vacios que sean cer-
rados en la conectificacién.

Corolario 1.4. Sea Y un espacio conexo Ty. St X es denso en Y entonces
X no tiene puntos aislados.

El siguicnte resultado caracteriza completamente la conectificacién de
espacios 7).

Lema 1.5. Si (X, 7) es un espacio Ty, entonces (X, T) tiene una conectifi-
cacion Ty si y solo st X no tiene puntos aislados.

Demostracién: Si el espacio X tiene una conectificaciéon T, entonces por
el Corolario 1.4, X no tiene puntos aislados.

Ahora si el espacio no tiene puntos aislados, entonces X es infinito. Cons-
truiremos una conectificacién como sigue:

Sea Y = X U {p}, p¢ X. Diremos que U C Y pertenecea 7*si U € 76
[(Y\U)| < w. Es fécil verificar que 7* es una topologia en Y.

Se afirma que (Y, 7*) es conexo. Para demostrar esta afirmacién, supon-
gamos que {U,V} es una separacién de Y; entonces uno de los conjuntos
U,V contiene al punto p; supongamos que p € U. Como V = Y\U tenemos
que |V| = |Y\U| < w, o sea que V es finito. Ademds p & V € 7 y por lo
tanto V es abierto no vacio en X asi que por el Lema 1.2 el conjunto V es
infinito, lo cual es una contradiccién. De modo que Y es conexo.

o




Por otra parte Y es T} pues X es T} y {p} es cerradoen Y.

Finalmente, .X es denso en Y, pues X es infinito y por lo tanto cada
vecindad de p tiene interseccién no vacia con X.

De todo lo anterior se sigue que (Y,7*) es una conectificacién T; del
espacio X.
]

Seccién 2. Conectificacidn de espacios de Hausdorff y de Tychonoff
numerables.

Ya que hemos establecido condiciones necesarias y suficientes para que espa-
cios Ty y T; tengan conectificaciones Ty y T) respectivamente, pasamos al caso
de espacios de Hausdorfl. Para el caso de espacios numerables de Hausdorff,
una caracterizacion estd dada en {19}, pues ahi se demuestra que un espacio
de Hausdor{T numerable tiene una conectificacion de Hausdorf! si y solamente
si no tiene puntos aislados. Condiciones suficientes para espacios numerables
de Hausdorff también aparecen en [19], en particular se establecen condi-
ciones suficientes para que un espacio de Hausdorfl numerable tenga una
conectificacién de Hausdorff numerable y primero numerable. Una condicién
necesaria pero no suficiente estd dada para espacios de Hausdorff en general.

En [1] se definié el concepto de w-conectificabilidad y se dieron condiciones
suficientes para que espacios de Tychonoff numerables y espacios regulares
numerables sean w-conectificables; en particular se demostré que todo espacio
de Hausdorff numerable y denso en s{ mismo con 7-peso menor que el continuo
es w-conectificable.

En la demostracién del Teorema 1.11 se usara el hecho de que el espacio no
tiene subconjuntos abiertos propios que sean débilmente compactos. Por tal
motivo se necesitaran algunas caracterizaciones y propiedades de los espacios
débilmente compactos.

Definiciones: Sea X un espacio topoldgico.

(1) Dada una familia F C P(X) tal que UF es denso en X, llamaremos a
F sistema denso. S1 G C F y UG es denso en X, entonces G se llama
subsistema denso de F.




(2) Se dice que (X,T) es débilmente compacto si y sélo si toda cubierta
abierta y numerable de X tiene un subsistema denso finito.

(2) Diremos que (X, ) es un espacio H-cerrado si y sélo si toda cubierta
abierta de X tiene un subsistema denso finito.

(4) Se dice que una famila {U, : a < A} de subconjuntos de X es anidada
st para cada a, 3 < AU, CUsz s1 B < a.

Teorema 1.6. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, entonces X es débilmente
compacto st y sélo si toda familia numerable y anidada de abiertos no vacios
{Un : n € w} tiene la propiedad N{cl(U,) : n € w} # 0.

Demostracion: Sea (X,7) un espacio topoldgico débilmente compacto;
supdngase que existe una familia anidada de abiertos no vacios {Uy, : n € w}
tal que N{cl(U,) : n € w} = 0. Entonces {X\cl(U,) : n € w} es una cubierta
abierta de X y para cada m € w se tiene U{X\cl(U,) : 1 < n < m} C
X\cl(Uny1) €l cual no es denso en X. Se sigue que X no es débilmente
compacto contradiciendo nuestra hipdtesis.

Inversamente, supdngase que X no es débilmente compacto. Entonces
existe una cubierta abierta numerable de X, digamos F = {V,, : n € w}, que
no posee ningin subsistema denso finito.

ITagamos
Uy =X\d(W),...,Up = X\c(U{V;r : 1 <m < n}),...
Obsérvese que:
(1) U, es abierto para todo n;
(2) Unt1 € Us;
(3) Un # 0, ya que U, = D si y s6lo si cl(U{V,, : 1 <m <n})=X;
(4) cl(Un) € X\U {Vm: 1 <m < n};
(5) N{cl(U,) :new}=0.




De todo lo anterior vemos que existe una familia numerable y anidada
{Un: n € w} de abiertos no vacios tales que N{cl(U,) : n € w} =0 yla
demostracién estd terminada.

]

Teorema 1.7. Un espacio X es débilmente compacto st y solo si toda familia
localmente finita de abiertos mutuamente ajenos es finita.

Demostracién: Sea (X, 7) débilmente compacto. Supongamos que existe
F = {U, : n € w}, la cual es una familia localmente finita de abiertos ajenos
dos a dos tal que w = | F|. Sean

Vo=WlU,:newh ...V, =U{U,:n>m},....

Entonces, {V;, : n € w} es una familia numerable y anidada de abiertos
no vacios tales que N{clV,, : n € w} = 0 pues si no fuera asi, existirfa
z € N{clV, : n € w} osea x € cl(U,) para todo n € w, lo cual es una
contradiccién pues F es una familia localmente finita. Asi que F debe ser
finita.

Inversamente, supéngase que X no es débilmente compacto, entonces
existe una familia numerable y anidada de abiertos no vacios, digamos F =
{U, : n € w} tales que N{cl(U,,) : n € w} = .

Definimos la familia {V, : n € w} como sigue:

Vi = X\cd(Uh), Vo=U\d(Uy),...,V,=Ui\cl(Up),... .
Obsérvese que:
(1) Hay un numero infinito de V,, no vacios.
(2) Cada V, es abierto.

(3) La familia {V}, : n € w} es localmente finita, pues de otro modo existe
z € X tal que para todo abierto U que contiene a z, se tiene UNV, # @
para un ndimero infinito de n € w, o sea = € cl(V,) para un ndmero
infinito de n € w. Por lo tanto € N{clU, : n € w} = D.

As{ terminamos la demostracion.




Definiciones: Sea (X, ) un espacio topoldgico.

(1) (X,7) es un espacio Hausdorff minimal, si T es una topologia minima
tal que (X,7) es un espacio de Hausdorff, o0 sea st c C T yo # 7
entonces (X, o) no es de Hausdorff.

(2) Dado un U € 7, se dice que U es un abierto regular si

U= inty(clx(U)).

(3) La semirregularizacion de (X, 1) es el espacio (X, 7) donde 75 es la
topologia generada por los abiertos regulares de (X, T).

(4) Un espacio (X,7) es de Katetov si eziste 7 C 7 tal que (X,7*) es
Hausdorff minimal.

(5) Un espacio (X,T) es disperso si cada subespacio de (X,T) tiene un
punto aislado.

Se sabe que un espacio compacto de Hausdorff es Hausdorff minimal y un
espacio Hausdorff minimal es H-cerrado [7, Problema 3.12.5(e)] y ademaés
un espacio regular y H-cerrado es compacto. También se tiene que un es-
pacio de Hausdorff es H-cerrado si y sélo si es cerrado como subespacio de
cualquier espacio de Hausdorff {7, Problema 3.12.5(a)]. De este hecho y del
Lema 1.3 se tiene que un espacio de Hausdorff conectificable no contiene sub-
conjuntos abierto-cerrados no vacios que sean H-cerrados, esta condicién no
es suficiente como se demuestra en la Seccién 4 de [19].

Corolario 1.8. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff y numerable; X es H-
cerrado si y sdlo si toda familia ajena dos a dos de abiertos localmente finita
en X es finita.

Demostracién: Puesto que un espacio numerable es H-cerrado si y sélo si
es débilmente compacto y esto sucede si y sélo si toda familia localmente
finita de abiertos mutuamente ajenos es finita.

|

Lema 1.9. Todo espacio topoldgico H-cerrado y numerable es disperso.




Demostracion: Sea (X, 7) un espacio H-cerrado y numerable. La semirre-
gularizacién de un espacio H-cerrado es minimal Hausdorff [7, Problema
3.12.5(e)]. Por lo tanto X es de Katetov. Pero todo espacio de Katetov y
numerable es disperso [14, Teorema 5.2|. Por lo tanto X es disperso.

| |

Definiciones: Sea F C P(X). Se dice que F es un filtro abierto si F es un
filtro con una base de abiertos. F es un filtro abierto libre si N{cl(F): F €
F} =0. Ademds F es un ultrafiltro abierto si es un filtro abierto el cual es
mazimal. Por otro lado, F es un ultrafiltro abierto libre si es un ultrafiltro
abierto tal que N{cl(F): F € F} = 0. Un punto x € X es de acumulacion
para el filtro F, si toda vecindad de x intersecta a todos los elementos de F,;
st toda vecindad de x pertenece a F, entonces se dice que F converge a x.

Lema 1.10. Si U es un conjunto abierto no vacio de X, cuya cerradura
no es débilmente compacta, entonces U es un elemento de por lo menos 2°
ultrafiltros abiertos libres distintos en X.

Demostracién: Sea (X, 7) un espacio topolégico y U un abierto no vacio
tal que cl(U) no es débilmente compacto. Dado que ¢l(U) no es débilmente
compacto, por el Teorema 1.7 existe una familia infinita y localmente finita
de abiertos mutuamente ajenos digamos {U, : n € w}, donde U, C U para
cada n € w. ‘

Ahora, dado un ultrafiltro libre F en w, se induce un filtro abierto libre
en X, denotado por F* y definido como sigue: G € F* si y sélo si se cumplen
las siguientes condiciones:

(i) G es abiertoen X y

(ii) existe F € F tal que U{U, :n € F} CG.
Veamos que F* es un filtro abierto sobre X.

(i) Como @ # U, para todo n € w, entonces @ & F*.

(ii) Sean H y G elementos de F*, entonces H y G son abiertos en X y
existen F} y F; en F tales que

WU,:ne i} CH y U{U,:ne F} CQG.
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Por lo tanto H NG es abiertoen X y U{U, :n€ F{NF} C HNG.
Asi que, HNG € F*.

(iii) Sean H € F* y G C U tales que H C G y G abierto en X, entonces f{
cs abierto en X y existe F € F tal que U{U, :n € F} C H C G. Por
lo tanto G € F*. Asf que, F* es un filtro abierto en X.

Afirmamos que F* es libre; si no, entonces N{cl(G) : G € F*} # 0 v por lo
tanto existe r € cl(G) para todo G € F*. Asi que para todo V abierto en
X que contiene a r se tiene V NG # 0 para toda G € F*. En particular
VN (U{U,): n€w}#0 lo cual implica que V N U, # 0 para algin n € w,
pero esto es contradictorio ya que {U, : n € w} es una familia localmente
finita.

Por otro lado, la correspondencia F — F* es inyectiva; pues si tene-
mos F; y F, ultrafiltros libres distintos sobre w, entonces existen Fy € F; y
F, € F; ajenos y por lo tanto

G-UWlU,:neR}eF y H={U,:neFR}eF,;

son elementos ajenos de F} y Fj respectivamente; asi que F; # F5. Ahora,
sca Ur un ultrafiltro abierto que conticne a F* entonces, la correspondencia
F — Ur es inyectiva y puesto que hay 2€ ultrafiltros en w, €l resultado queda
demostrado.

[ |

El siguiente resultado, demostrado en [19], da una caracterizacién para
que los espacios de Hausdorff numerables tengan una conectificacién de Haus-
dorff. La conectificacién del espacio X se obtiene agregando puntos que no
pertenecen a X vy definiendo las vecindades de estos puntos en términos de
ultrafiltros en X.

En lo que sigue necesitaremos las siguientes definiciones.
Definiciones: Sea (X, 1) un espacio topoldgico.

(1) Se dice que B C 7\{D} es una w-base de X si para todo U € 7\{0}
existe B € B tal que B C U.
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(2) Se define el peso del espacio X como w(X) = min{|B|: B es una base
de X} +w.

(3) Se define el n-peso del espacio X como rw(X) = min{|B| : B es una
w-base de X'} + w.

(4) Sea x € X; se define el cardcter de x como x(z, X) = min{|B|: B es
una base local para x} + w.

(5) Se define la densidad del espacio X como d(X) = min{|D|: D es denso
en X} +w.

Teorema 1.11. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff y numerable. X tiene
una conectificacion de Hausdorff si y sélo si no tiene puntos aislados.

Demostracion: Si X tiene una conectificacion de Hausdorff, entonces por
el Lema 1.5 no tiene puntos aislados.

[nversamente, supdngase que X no tiene puntos aislados. Se afirma que
ningun subespacio propio v abierto de X es débilmente compacto. Pues si
existe un abierto no vacio U C X tal que U es débilmente compacto, entonces
U es numerable v de Hausdorft. Asi que por el Corolario 1.8, U es H-cerrado
y por el Lema 1.9, U es disperso; o sea U tiene puntos aislados, los cuales
son aislados en X pues U es abierto, pero esto es una contradiccidn.

Sea B una r-base para X; obviamente |B| < ¢. Por el argumento del
parrafo anterior cl(B) no es débilmente compacto para todo B € B. Asi que
por el Lema 1.10, B es un elemento de al menos 2° ultrafiltros abiertos libres
distintos en X.

Sea P = {{B,C}: B,C € By BNC = (} y bien ordenamos P como
{P, : a < A} donde P, = {B,,C,}; obviamente A < ¢.

Para cada a < A sea p, € X. Ademds, suponemos que p, # pg si a # 0,
a, 3 < A. Escogemos ultrafiltros abiertos libres Uy y Vy tales que By € Uy
v Co € Vy. Sea § < A, al haber escogido ultrafiltros abiertos libres U, y
V, para cada a < 3 escogemos ultrafiltros Uz y V3 como sigue: puesto que
Bs y Cjs no son débilmente compactos, pertenecen cada uno a al menos 2°
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ultrafiltros abiertos libres distintos. Sean Uy v V; ultrafiltros abiertos libres
tales que Bg € U, C3 € Vg y Us # Uy, V3 # V, para cada a < (.

Sea Y = X U {pa : @ < A}. Definimos una base D de una topologia 7*
en Y como sigue:

(1) Un conjunto U C X es abierto en Y si y sélo si es abierto en X; en
este caso U/ € D;

(2) Las vecindades abiertas bésicas de p, (pertfanecientes a D) son todos
los conjuntos de la forma {p,} UU UV donde U € U, y V € V,.

El espacio X es denso en Y. En efecto, dado § # W € D hay dos casos:
(a) W e . Entonces WNX # (.

(by W = {po} UUUV donde U € U, y V € V,. Entonces WNX =
UUV # 0 pues U y V son subconjuntos no vacios de X y p, € X. Por
lo tanto W N .X # 0.

Lo anterior implica que X es denso en Y.

Se afirma que Y es de Hausdorff. Para ver esto tomemos dos puntos
distintos de Y. Hay tres casos:

a) Los dos puntos estdn en X. Entonces existen dos abiertos en X y por lo
tanto abiertos en Y, los cuales son ajenos y que separan los dos puntos.

b) Los puntos son r € X y p, € Y\X. Como z € X entonces z no es
punto de acumulacién de U, ni de V,; asi que existe una vecindad W
de r la cual es ajena a algin elemento de U, digamos U, v ajena a
Vy, € V,. Porlo tanto [{p} UU, UV, NW #£ 0. Asi que z y p,
pertenecen a conjuntos abiertos de Y que son mutuamente ajenos.

¢) Los puntos son p, y ps con a # 3. Entonces existen elementos ajenos
digamos U, V, W, Z de U,, V,,Us y V3 respectivamente, tales que [{p, }U
UuV|n{{ps} uUWUZ =0. As{ que p, y ps se pueden separar por
abiertos ajenos de Y.
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De los incisos anteriores resulta que Y es de Hausdorfl.

Finalmente veamos que Y es conexo. Supdngase que no. Entonces existe
una separacién {5, T} de Y. Se sigue que SN X y TN X son abierto-cerrados
ajenos en X, y por lo tanto existe a < Atalque B, CSNX yC, CTNX,
pues B es una w-base de X. Por lo tanto, p, € cl(B,) Ncl(Cy) S SNT. Se
sigue que S NT # @ lo cual es una contradiccién.

De todo lo anterior tenemos que Y es una conectificacién de Hausdorff
para X.
|

Se observa, que en la demostracién anterior si X tiene una w-base nume-
rable, entonces |Y'\.X| = w y por lo tanto la conectificaciéon Y es numerable
con m-peso numerable, tal como se muestra en el siguiente corolario.

Corolario 1.12. Todo espacio de Hausdorff numerable con un w-peso nu-
merable y sin puntos aislados, tiene una conectificacion de Hausdorff con
m-peso numerable.

Demostracién: Sea (X, 1) un espacio de Hausdorff numerable y sin puntos
aislados. Por cl Teorema 1.11 X tiene una conectificacién Y la cual es de
Hausdorff. Observemos que toda n-base de X induce una w-base de Y, pues
X es abierto y denso en Y. Por lo tanto, si X tiene m-peso numerable,
entonces Y tiene m-peso numerable.

[

Lema 1.13. Si U es un subconjunto abierto no vacio de X, cuya cerradura
no es débilmente compacta, entonces U es un elemento de un filtro abierto
tbre en X, con base numerable.

Demostracién: Dado que cl(U) no es débilmente compacto, por el Teorema
1.7 existe una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios y
mutuamente ajenos de U, digamos {U, : n € w}. Sea B, = U{U, : n < &},
tomemos B = {B, : n € w} la cual es una base numerable para un filtro
abierto libre sobre X, que contiene a U.

|
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En el siguiente teorema, que aparece en [19], se construye una conec-
tificacién de X agregando puntos que no pertenecen a X y definiendo las
vecindades de estos puntos, en términos de elementos de ciertos filtros abier-
tos libres en X.

Teorema 1.14. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff, numerable, primero
numerable y sin puntos aislados, entonces X tiene una conectificacion de
Hausdorff, numerable y primero numerable.

Demostraciéon: Como en el Teorema 1.11, se puede demostrar que X no
tiene ningun subespacio abierto, cuya cerradura sea débilmente compacta.

Sea B una base numerable para X; dicha base existe pues X es numerable
y primero numerable. Sea P = {P, : n € w}, un buen ordenamiento del
conjunto de todos los pares P, = { B, C,} de elementos no vacios ajenos de
By {p, : n € w} un conjunto de puntos distintos tales que p, ¢ X para todo
n € w. Decfinimos una topologia en el espacio Y = X U {p, : n € w} como
sigue:

(i) U C X, es abiertoen Y si y sélo si U es abierto en X;

(ii) Las vecindades de p, se definen como sigue por induccién:

Consideremos Py = {B1,C1}; puesto que B; y C; son abiertos no
vacfos, por la observaciéon dada al principio, las cerraduras de estos
conjuntos no son débilmente compactos, asi que por el Lema 1.13 exis-
ten filtros abiertos libres Uy y V; en X con bases numerable tales que
By € U, y Cy € Vy. Una vecindad de p; es un conjunto de la forma
{pl}UUUVCOIl Uelh y Vey.

Al haber definido las vecindades de py, pa,...,pr_1 €n Y, consideremos
P, = {Ba,C,}. Tomemos z € B,; dado que x no es punto de acumulacién
de Uy, Us, ... Uy, V1, Vs, ..., V,_; existen vecindades abiertas Sg y Ty de z
con 1 < k < n—1 tales que Sk no intersecta a algin elemento de Uy, vy ademds
Ty no intersecta a algiin elemento de Vi. Sea Bl = N{SyNTr: 1 <k <
n — 1} C B,. Entonces B}, es un abierto no vacio en X y B C B,. Dado
que Sk y Tk no intersectan a algin elemento de Ui y Vi respectivamente,
se sigue que B, es ajeno a algin elemento de Ui y algin elemento de Vi
respectivamente, para todo 1 < k < n— 1. Por ser B}, abierto no vacio, no es
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débilmente compacto, asi que por el Lema 1.13 existe un filtro abierto libre U,
sobre X, con base numerable, que contiene a B. Procediendo de la misma
forma, obtenemos un filtro abierto libre V,, sobre X, con base numerable, que
contiene a C. Tomemos las vecindades abiertas de {p, }, como los conjuntos
de forma {p,} UU UV donde U €U, y V € V,.

La demostracién de que (Y, 7*) es un espacio topolégico de Hausdorff y
conexo tal que X es denso en Y, es similar a la dada en el Teorema 1.11 y
Y es obviamente numerable y segundo numerable.

]

No se conocen condiciones necesarias v suficientes para caracterizar conec-
tificaciones de espacios numerables de Tychonoff, sin embargo condiciones
suficientes estdn dadas en [1].

Nuestro propésito en lo que sigue es extender el Corolario 1.12 a espacios
numerables cuyo r-peso es menor que ¢. Para ello necesitaremos algunas
definiciones y resultados.

Definiciones: Sea X un espacio topoldgico. Si {Y;:ie J} yF={fi:i ¢
J} son una familia de espacios topoldgicos y una familia de funciones tales
que f; + X — Y}, entonces:

(a) F separa puntos de X, si para cada par de puntos distintos r,y € X
eriste una funcion f; € F tal que f;(x) # fily).

(b) F separa puntos de cerrados, st para todo x € X y todo subconjunto
cerrado F C X tal que x € F, eziste una funcion f; € F tal que
filz) & clx fil F].

(c) Se define la funcion diagonal f : X — llic;Y; mediante la formula
[(x) = (fi(z))ies-

(d) Se dice que X es perfectamente normal, st X es normal y todo subcon-
junto cerrado de X es un Gs.

Se observa que la funcién diagonal f es continuo si cada f; es continuo y
f es inyectivo si F separa puntos. Ademds si F separa puntos de cerrados

entonces f es una inmersién en el producto H Y.
€]
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Proposicién 1.15. Sea (X, T) un espacio regular numerable con una w-base
v. FEntonces existe una topologia ™ en X tal que (X, 7*) es un espacio T
conyC 7 CrywlX, 7)< w.

Demostracién: Dado que (X, 7) es regular y numerable, el espacio X es
normal y todo subconjunto de X es un Gg, por lo tanto X es perfectamente
normal. De aqui que para todo V € 7 existe una funcién continua fy : X —
(0, 1] tal que X\V = f71(0). Sea f la funcién diagonal de las funciones fy
con V € § = yU u, donde p es una familia numerable de abiertos en X que
separa puntos de X. Es claro que f es una funcién continua e inyectiva de
X en [0,1]° y |6] < |v] - w. Tomemos una base B de [0, 1} tal que |B] < |5].
Sca 7* la topologia cn X generada por {f~(U) : U € B}. Esta topologia
cumple con las propiedades deseadas. En efecto, 7* es la topologia débil de
X con respecto a f por lo tanto 7* C 7 y ademds, v C 7* puessi V € v
entonces existe una funcién continua fir : X — [0, 1] tal que X\V = f;1(0).
Sea B = IlyesJw donde Jy = (0,1] si W =V y Ju = [0,1] si W # V.
Tenemos que V = f-!(B) y siendo que B es un abierto en [0, 1]° se sigue que
V e 7. Ademds w(X,7) < |B] < 8| < |v] - w.

[

Lema 1.16. Sea X un espacio semirregular. Supéngase que D es denso en

X,ze D yx(z,D) = A. Entonces x(z,X) = A.

Demostracién: Sea {V, : a < A}, una base local de x en D y U un abierto
regular en X tal que £ € U. Entonces U N D es una vecindad de z en D
y por lo tanto existe & € A tal que z € V, C U N D, de donde se tiene
que cx(V,) C cdx(UN D) = cdx(U). Ahora V,, = Uy N D para algin U,
abierto en X; entonces clyVy = clx(Uy N D) = clxUy D U, por lo tanto
z € inty(clxVa) y se sigue que x € intx(clx(Vy)) C intx(clx(U)) = U, o
sea {intx(clx(V4)) : @ < A} es una base local de x en X. Se concluye que
(z, X) = Asi x(z,D) = A\

[

Definiciones:

a) Una familia A de subconjuntos de w tiene la propiedad de la inter-
seccion finita fuerte (piff), si para cualquier B C A finito, se tiene que
NB es infinito.
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b) Sea A una familia de subconjuntos de w decimos que B C w es una
pseudointerseccion de A, st B\A es finito para todo A € A.

c) Bl cardinal p es la minima potencia de una subfamilia de subconjuntos
infinitos de w con piff, la cual no tiene pseudointerseccion infinita.

El siguiente lema (Lema de Booth) serd usado de forma frecuente en lo
que sigue. Se sabe que este lema es independiente de los Axiomas de ZFC.

Lema 1.17. Lema de Booth (BL). p=c.

El lema anterior aparece en [16]. Para nuestro trabajo se requiere la
siguiente equivalencia:
Sea A, B familias de subconjuntos de w tales que

1) |[Al<¢e Bl <¢
2) |B\UZF| > w para cada B € B y cada subfamilia finita F C A.

Entonces existe C C w tal que C'N B es infinita para cada Be By CN Aes
finita para cada A € A.

Lema 1.18. (BL). Si (X,7) es un espacio regular numerable sin puntos
aislados y w(X) < ¢, entonces BX\X es separable y denso en X.

Demostracién: Por un teorema de Eda, Kamo y Nogura [3] y bajo el
Lema de Booth, todo espacio regular numerable y no disperso con w(X) < ¢
contiene una copia topoldgica de los racionales.

Por el Lema de Zorn, la familia de todas las familias de copias mutuamente
ajenas de los racionales en X tiene un elemento maximo vy. Sea Z = U~; si
[/ es abierto en X entonces U N Z # ( pues si no fuera asi, U contendria una
copia Q de los racionales y vU {@Q} D vy vU {@Q} # 7 lo que contradice la
maximalidad de . Por lo tanto Z es denso en X. Claramente |Z] < | X]| = w.

Sean z € Zy C € vy tales que z € C y K = clgx(C). Entonces, por el
Lema 1.16 y por ser C primero numerable se tiene que x(z, K) = x(2,C) = w.
Ademds, K'\.X es denso en K pues K es una compactificacién de la copia C
de los racionales y el conjunto de los racionales no es localmente compacto en
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ningdin punto. Se sigue que existe una sucesién S, C K\ X la cual converge
a z. Sea D =U{S,: z € Z}; entonces D es un subconjunto numerable de
BX\X el cual es denso en 3X. Por lo tanto 3X\ X es separable.

1

Definicién: Si existe una conectificacién Y de X, tal que si Y\X es nume-
rable, entonces se dice que X es w-conectificable o numerablemente conecti-

ficable.

Se observa que el Corolario 1.12 y el Teorema 1.14 proporcionan ejemplos
de espacios w-conectificables.

En lo que sigue T(X) denotard la topologia de X, T(z, X) denotaré los
conjuntos abiertos en X que contienen a r y T(F, X) denotard los abiertos
en X que contienen a F' C X,

En la siguiente proposicién, que aparece en [1], se construye una conectifi-
cacién del espacio X agregdndole puntos que no pertenecen a X y definiendo
sus vecindades en términos de abiertos en una compactificacién cX de X.

Proposicién 1.19. Sea X un espacio de Tychonoff, numerable y denso en
si. Supdngase que X tiene una compactificacion cX para la cual existen
conjuntos compactos F,, n € w, tales que:

(1) F,NF, =0 para n # m;
(2) F, C cX\X para todon € w;

(3) Para todo par (U,V) de subconjuntos abiertos no vacios y ajenos de
cX, con UUV denso en cX, ezisten €w con F, NU#0D# F,NV;

Entonces X es w-conectificable.

Demostracién: Sea Y = X U {y, : n € w} donde ningin y, pertenece a X.
La topologia 7 en Y se define como sigue:

'Todo abierto en X es abierto en Y y una base de vecindades abiertas de

yn consiste de conjuntos O,(W) = {y,} U {W N X}, donde W € T(F,,cX).

Para demostrar que el espacio (Y, 7) es de Hausdorff, consideramos tres
casos:
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(1) Sean z,y € X con z # y. El espacio X es de Tychonoff y por lo tanto
de Hausdorfl, es decir x,y se pueden separar por abiertos ajenos en X,
los cuales son abiertos en Y.

(2) Sin Ewyx € X, entonces dado que cX es de Hausdorft y F;, compacto,
existen W € T(£,,c¢X) y U € T(z,cX) tales que WNU = . De aqui
O0,(W)Nn(UN X) = 0. Por lo tanto y, y z se pueden separar por
abiertos ajenos de Y.

(3) Sean m,n € wy n # m. Como cX es de Hausdorff y F, y F}, son
compactos, existen Wi € T(F,,cX) y Wa € T(Fp,,cX) tales que Wi N
W, = 0. Entonces O, (W) N O,,(W;) = 0 y por lo tanto y, y Ym se
pueden separar por abiertos ajenos de Y.

Los incisos anteriores prueban que Y es de Hausdorff.

Ademaés X es denso en Y y Y\ X es numerable por construccién.

Veamos que Y es conexo. Supdngase que existe un abierto-cerrado O en
Y talque O #@y O#Y. Los conjuntos O; = ON X y X\O; son abierto-
cerrados en X, asi que cl.x(01) = U y clex(X\O1) = V son abierto-cerrados
ajenos en c.X. Por el inciso (3) existe n € w tal que F, NU# 0 #£ F, NV y
en consecuercia

Fn N Cch(Ol) 7£ 0 7£ Fn N CZCX(X\OI)-

Por lo tanto, si W € T(F,,cX) entonces W N O, # 0 # W N (X\0O,). Se
sigue que O,(W)NO; # 0y O, (W)N(X\0,) # 0 para todo W € T(F,,cX),
de donde y, € cly(O;) N cly(X\Oy) = 0 lo cual es una contradiccién. Se
sigue que Y es conexo.

De todo lo anterior se tiene que X es w-conectificable.
|

Definicién: La familia de conjuntos compactos {F, : n € w} con las
propiedades enunciadas en la proposicion anterior, se llama una familia
coneclificadora de X.

Corolario 1.20. Sea X un espacio de Tychonoff numerable sin puntos ais-
lados. Supdngase que X tiene una compactificacion cX tal que ezxiste una
sucesion {(Tn,Yn) : 7 € w} con las siguientes propiedades:
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(1) {Znyyn} € cX\X para todan € w;

(2) {Im yn} N {Imaym} =0sin # m;

(3) Para todo par (U,V) de subconjuntos abiertos no vacios ajenos de cX,
existen € w lal que x, e U yy, € V.

Entonces X es w-conectificable.

Demostracién: Ponemos £, = {z,, y»} y aplicamos la Proposicién 1.19.
]

Definicién: La sucesion F, = {zp,yn} con las propiedades enunciadas en
el Corolario 1.20 se llama una sucesion conectificadora fuerte para X.

En los siguientes dos lemas, las conectificaciones requeridas se obtienen
al construir sucesiones conectificadoras fuertes.

Lema 1.21 (BL). Sea X un espacio numerable con w(X) < ¢ tal que X
es denso en un espacio regular (Z,7*), siendo Z\X separable y denso en
Z. Fntonces X tiene una sucesién conectificadora fuerte (y por lo tanto es
w-conectificable).

Demostracién: Dado que Z\ X es separable, existe D subconjuto denso y
numerable en Z\X. Como Z\ X es denso en Z, se sigue que D es denso en
Z. Puesto que X es denso en Z, por el Lema 1.16 para cada z € X tenemos
\(zx,Z) = x(r,X) < w(X) < ¢. Dado que D es denso en Z y numerable,
el Lema de Booth implica que para cada r € X existe una sucesién S, C
D la cual converge a r [16]. Sea {z, : n € w} cualquier enumeracién de
X. Entonces existe un mapeo sobreyectivo ¢ : w\{0} — w x w tal que
¢~ 1(k,l) es infinito para cada (k,l) € w x w. Sea F, cualquier subconjunto
de Z\ X tal que |Fy| = 2. Supdngase que para algin n > 0 tenemos definidos
subconjuntos Fr, C Z\X tales que Fx N F, =0sik # my |Fn| =2 para
todom < n. Si ¢(n) = (k,l) escogemos parejas de puntos y, € Sz, \Um<n Frm
Y zn € Sz \ Umcn Fin cOn y, # z, ¥y ponemos £, = {yn, z,}. Con lo anterior,
la construccién inductiva termind.

Demostremos que F' = {F), : n € w} es una familia conectificadora fuerte
para X. Para V y U € T(8X) escogemos 2, € XNU yz; € XNV.
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Por las condiciones impuestas a ¢, el conjunto M = w~!(k,l) es infinito y
F,.NS; # 0 # F,NS,, para cada n € M. Maés aiin, ambos conjuntos
Sz \U y Sz \V son finitos puesto que S;, — zx y Sz, — z; mientras que los
elementos de la familia infinita {F, : n € M} son mutuamente ajenos; por
lo tanto existe unn € M tal que F,NU #0 £ F,NV.

B

Lema 1.22 (BL). Sea (X, T) un espacio numerable de Tychonoff denso en
st mismo, con Tw(X) < ¢. Entonces, X es w-conectificable.

Demostracién: Sea vy una 7-base para X tal que |v| < ¢. Por el Lema 1.15,
existe una topologia 7* de X tal que (X, 7*) es de Tychonoff cony C 7 C 7
vyl < |yl <¢ SeaY = (X,7) yi: X — Y el mapeo identidad de X
sobre Y. Tomemos f : 3X — (Y la extensién continua de z. Por el Lema
1.21 existe una familia conectificadora fuerte Fy para Y con UFy C gY'\Y.
Sea

Fx = {fHF): FeFy}.

Afirmamos que Fy es una familia conectificadora fuerte para X. En efecto,
dado que f es una funcién continua v X, BY son compactos, entonces Fx
es una familia de subconjuntos de X\ X compactos y mutuamente ajenos.
Ademss, si U es un subconjunto propio abierto-cerrado de X y V = 8X\U,
entonces existen Uy y V) € v tales que Uy C Uy V) C V. Puesto quey C 77,
i(U1) y (V) son abiertos en Y y por lo tanto sus cerraduras en 3Y tienen
interior no vacfo. Asi que existe F' € Fy el cual intersecta ambos interiores
y por lo tanto f~YF)NU # 0 # f~Y(F)NV. De lo anterior se sigue que Fx
es una familia conectificadora fuerte para el espacio X.

Lema 1.23 (BL). Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff numerable y denso en
si mismo con w(X) < ¢. Entonces X tiene un subespacio denso regular.

Demostracién: Puesto que w(X) < c, existe una base B para X con |B| < ¢.
Sea £ la familia de fronteras de elementos de B; entonces para cualquier
subfamilia finita v de £ tenemos |B\ U y| > w para todo B € B, puesto que
la unién finita de conjunto densos en ninguna parte es denso en ninguna parte.
As{ que aplicando el Lema de Booth existe Y C X tal que ¥ N B es infinito
para todo B € By Y NC es finito para todo C € £. La primera condicién
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implica que Y es denso en X, mientras que la segunda condicién garantiza
que existe una base u de Y tal que los elementos de esta base tienen fronteras
finitas. Seany € Yy U € T(y,Y). Existe W € ptal quey € W C U. Como
Y es de Hausdorff y W tiene frontera finita, existe V € T(y,Y) tal que V
separa a y de la frontera de W. Asique y e VNW Ccy(VNW)C Uy
por lo tanto Y es regular.

|

Definicién: Sea X un espacio de Tychonoff: se dice que X es Cech-completo
st X es un G5 en BX.

Finalmente llegamos a nuestro teorema principal, la generalizacién del
Corolario 1.12.

La conectificacién del espacio X en el siguiente teorema se obtiene agre-
gando puntos que no pertenecen a X y definiendo las vecindades de estos
puntos en términos de abiertos en X que estdn asociados a los elementos de
un filtro abierto en un subespacio Y denso en X.

Teorema 1.24 (BL). Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff, numerable y denso
en st mismo con mw(X) < ¢. Entonces X es w-conectificable.

Demostracién: Dado que mw(X) < ¢, existe una w-base v para X con
|7} = A < ¢. X es de Hausdorff y por lo tanto, para todos z,y € X con
r#yexisteU;ycrtalquer € Upyyy € clx(Usy). SeaB={U,,:z,y €
XU {X\clx(U.,) : z,y € X}, se observa que B es una familia numerable
de abiertos que separa puntos de X. Sea 7y la topologia en X generada
por v U B. Por la forma en que se definié v y B, se tiene que (X,7;) es
de Hausdorff, w(X,m) < Ay v C 1. Asf que por el Lema 1.23 existe un
subespacio Y de (X, 1) tal que Y es regular y denso en X. Sea z € X\Y,
definimos J, = {UNY : U € T(z,X)}, F, = N{clgy(A) : A€ T}y
H=U{F,:z€ X\Y}.

Veamos que H C 8Y'\Y. Basta ver que F; C BY'\Y para todo z € X\Y.
Supdngase que F, ¢ gY'\Y, entonces existe y € F; NY, es decir

yEcgy(A)NY =cly(A)NY paratodo A€ J,.
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Por lo tanto y € clx(UNY) para cada U € T(z, X), lo cual implica que
z = y. Esto contradice la eleccién del punto x € X\Y.

Sea Z = BY\H. El espacio Z es Cech-completo ya que Z = N{BY\F} :
z € X\Y}, donde F, es cerrado y X\Y es numerable. Por otro lado, afir-
mamos que Z\Y es separable. Para establecer este hecho, notamos que Y es
un espacio regular numerable no disperso con w(Y) < w(X) < c¢. Entonces
por el teorema en [5] Y contiene una copia P de los racionales y P, = clz P es
Cech-completo; en consecuencia P,\ P es denso en P,. Por otro lado, si z € P
entonces x(z, P) = x(z, P) = w y por lo tanto para toda z € P existe una
sucesién S; C P\ P que converge a r. Sea Ap = U{S; : = € P}. Entonces
Ap es denso y numerable en P\ P, es decir P\ P es separable. Ahora, sea p
una familia maximal de subespacios mutuamente ajenos de Y homeomorfos
a los racionales. Igual que en el Lema 1.18 se tiene que Uy es denso en Y.
Para cada P € p escogemos un denso numerable Ap C clzP\P y ponemos
A =U{A,: P € u} C Z\Y; entonces A es denso numerable en Z\Y, es
decir Z\Y es separable.

Ahora por el Lema 1.21 existe una familia numerable conectificadora
fuerte para Y, digamos {P, : n € w}, donde P, = {Z,,Yn} ¥ Tn, Ya € Z\Y.
Se procedera a construir una conectificacién para el espacio X.

Seal, = {UNY : U € T(BY), P, C U}; es facil ver que U, es un filtro
abierto libre en Y. Para cada U € U, existe U* € T(X) tal que U = U*NY
y definimos V,, = {U* : U € Un}. Sea Z* = X U {p, : n € w} donde p, ¢ X
para cada n € w y P, # Pm si m # n. Definimos una topologia en Z* como
sigue:

(a) Cada abierto en X es abierto en Z*.
(b) Una base local para p, en Z* es la familia {{p.} UU* : U* € V,,}.

Veamos que Z* con esta topologfa es un espacio de Hausdorff. Sea p, #
Pm, como U, # U, entonces existen U € Up, y V €U, talesque UNV = 0,
asi que U* NV* = 0. Se sigue que {p.} UU* y {pm} U V* son vecindades
ajenas de p, y pm respectivamente. Ademds, X es de Hausdorff y por lo
tanto dos puntos distintos de X pueden separarse por vecindades ajenas en
Z*. Dado que BY también es de Hausdorfl, todo punto de Z*\ X y todo
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punto de Y pueden separarse por vecindades ajenas. Ahora si r € X\Y
y pn € Z*\X, fijemonos en el filtro abierto U, generado por P,. Puesto
que p, € Z C BY\F; tenemos que P, N F, = @ y existen U € T(z,X) y
V e T(P,,BY) tales que (UNY)N(VNY) = 0. Sea V* una vecindad
de p, con V*NY = V. Entonces U y V* son vecindades ajenas de z y p,
respectivamente. Por lo tanto Z* es un espacio de Hausdorf.

Veamos que Z* es conexo. Si U es un subconjunto abierto-cerrado no
trivial de Z*, entonces existen conjuntos no vacios V y W € v tales que
VcUyWc X\U. Demodo que VNY y WNY son subconjuntos abiertos
y ajenos no vacios de Y y por lo tanto existe n € w tal que todo elemento de
U, intersecta a V' 'y W. De aqui que p, € clz+(U N X) Nclz.(X\U), siendo
esto una contradiccién. Se sigue que Z* es conexo.

Finalmente X es denso en Z* por construccién. Por lo tanto X es w-
conectificable.
|
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CAPITULO 2

Conectificacién de espacios de Hausdorff
y espacios de Tychonoff.

Condiciones necesarias y suficientes para que un espacio de Hausdorff
tenga una conectificacién de Hausdorff no son conocidas, sin embargo condi-
ciones suficientes aparecen en [19] y [12]. En [19] se observa que todo espacio
de Hausdorfl que tiene una conectificacién de Hausdorff, no contiene subcon-
juntos abierto-cerrados no vacios que sean H-cerrados, pero se observa ahi
que esta condicién no es suficiente.

En este Capitulo, se analizan los resultados descritos en [19] y en [12],
referentes a espacios de Hausdorff. En particular se dan dos demostraciones
distintas de que la linea de Sorgenfrey es conectificable. Se obtienen también
dos condiciones suficientes para que un espacio metrizable tenga una conec-
tificacion de Hausdorff y se analizan las hipdtesis requeridas para que un
cspacio cuasirregular numerable y un espacio de Urysohn numerable tengan
conectificaciénes de Hausdorff; lo mismo se hace para espacios casi realcom-
pactos. kEn [17] los espacios considerados son de Tychonoff. Se obtienen
condiciones necesarias para que un espacio de Tychonoff y un espacio n-
realcompacto respectivamente tengan una conectificaciéon de Hausdorff. Se
establecen condiciones necesarias y suficientes para que un espacio perfecta-
mente normal tenga una conectificacién de Hausdorff.

El primer lema nos permite obtener, de una familia localmente finita, una
familia que también es localmente finita pero ajena dos a dos. Dicho lema
serd usado en el Teorema 2.2, en la Proposiciéon 2.11 y en el Teorema 2.16.

Lema 2.1. Sea X un espacio de Hausdorff sin puntos aislados. Si B =
{B, : a € k} es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no
vacios de X, entonces erxiste una familia (localmente finita) {Cy : a € K} de
subconjuntos abiertos no vacios y ajenos dos a dos tales que Co C B, para
todo a € k.

Demostracién: Como B es una familia localmente finita de abiertos, para
cada a € k existe D, C B, tal que D, intersecta a lo mds un nimero finito
de elementos de B. Definimos conjuntos D}, como sigue:
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Introducimos un buen orden en k2 y entonces en el paso (a,3) ocurren
dos casos:

i) Si D, N Dg = 0 entonces se definen D% = D, y D = Da.

i) D,N Dg # ®; como D, N Dy es un abierto en un espacio Tj sin puntos
aislados, el Lema 1.2 implica que D,N Dy es un conjunto infinito. Sean
z,y € D,N D3 donde = # y, siendo X un espacio de Hausdorff, existen
abiertos ajenos V' y U talesquez e Vyye U.

Hagamos;
D, =D,NV y Dz = DgNU.

Puesto que D, N Dg # @ ocurre para un ndmero finito de 8 solamente, en-
tonces el proceso anterior se lleva a cabo un nimero finito de veces obtenién-
dose al final un elemento C,. Asi que obtenemos una familia localmente
finita {Cy : @ € Kk} de subconjuntos abiertos no vacios y ajenos dos a dos
tales que C, C B, para cada a < & .

|

Obsérvese que, por construccién, cada elemento de {C, : a € &} inter-
secta un nimero finito de elementos de B.

El siguiente resultado, que aparece en [19], da condiciones suficientes
para que un espacio de Hausdorff tenga una conectificacién de Hausdorff. La
conectificacién se construye con puntos de w, siendo las vecindades de estos
puntos determinados por ciertos ultrafiltros abiertos libres en X.

Teorema 2.2. Sea X un espacio de Hausdorff con una w-base o-discreta
y tal que cada subconjunto abierto no vacio de X pertenece a un ultrafiltro
abierto libre. Entonces X tiene una conectificacion de Hausdorff.

Demostracién: Sea B = U{C, : n € w} una 7w-base de X tal que cada C, es
una familia discreta. Definimos B, = U{Cx : k < n} y entonces B, C B,+1.
Por induccién, escogeremos ultrafiltros abiertos libres {Uy : B € B; y i € w}
como sigue.

Para i = 1 y B € B, sea U} un ultrafiltro abierto libre tal que B € U}.
Supénganse que para i < j hemos escogido ultrafiltros abiertos libres {if} :
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B € B;,i < j} tales que para cada B € B;, B € Uy. Dado un z € X, como (;
es discreta para todo ¢ < 7, existe un abierto V tal que z € V' y V intersecta a
lo més j elementos de B;. Asi, B; es una familia localmente finita de abiertos
y por el Lema 2.1 existe una familia {C(B) : B € B;} localmente finita de
abiertos no vacios ajenos dos a dos tal que C(B) C B para todo B € B;.
Escogemos j2 + 1 subconjuntos {C¥ : k < j% + 1} de C(B), abiertos no
vacios y ajenos dos a dos (esto es posible por ser C(B) un abierto no vacio
en un espacio 715 sin puntos aislados). Sea Hy; = U{C% : B € B;}. Se tiene
que {Hy; : k < j?+ 1} es una familia de conjuntos abiertos. Para cada i < j
y cada B € B;, a lo més uno de los conjuntos Hy ;, es un elemento de U}.
Si un tal k existe hacemos k(i, B) = k, si no, escogemos k(i¢, B) de forma
arbitraria. Ademds, para cada i < j y cada B € B; sean:

H(i,B) = Hys5yNU{C(B*): B*eB; 'y C(B)Y)NB#0D},

H()=U{H(,B): BeB} y H=U{H@): i<j}

Se afirma que para cada B € B; , C(B)\H contiene algiin Cp = C%. Para
demostrar esto, sea B € B; un elemento fijo; entonces:

H(k,B*)=U{CHE) . B e B, y  C(B)YNB™#0},
donde ¢ <j v B* € B;.
Asi que,

H = U{CF"P™: B*eB; y C(B)NB*#0,i<j, B*€B}y
C(B\H = C(B\U{CE" . C(B)NB* #0, i < j, B* € B} D
U{CE : k< 2+ 110\ U{CEEB™) . o(BYn B #0, i < j, B* € B;}.

Pero para cada 1, el conjunto C(B) intersecta a lo mds j elementos de B; y
por lo tanto existen a lo més ;2 distintos k(z, B**); as{ que C(B)\H contiene
al menos uno de los C’g, digamos Cp.

~ Ahora para B € B; tomemos cualquier ultrafiltro libre Ul tal que Cp € ‘
U}; con esto la construccién inductiva termind.

Sea Y = X Uw, introducimos una topologia en Y como sigue:

i) V es abierto en Y si V es abierto en X;

28




ii) Tomaremos {n} U [U{Up € U3 : B € B,}|], como las vecindades en Y
den €w.

Veamos que el espacio Y con esta topologia es de Hausdorff. Por ser X
de Hausdorff, basta separar ¢ de j donde i < j. Por construccién, para cada
B € B, existe k < j*+1 tal que C§ € U} y donde C% € C(B)\H. Para cada
B* € B; sea k* = k(i, B*) de ser posible haciendo que se cumpla Hy. € U..
Tomemos Dy. € Ug., asi que Dy, N Hy. = @ para todo k* # k** (o para
todo k*, si k* no existe). Se afirma que C5 N (D%, N B*) = §. En efecto,
tenemos dos casos a considerar:

i) Si k # k* o si no existe k*, entonces
CEN(Dy. NB*)C H N Dy =0.

ii) Si k = k*, afirmamos que C(B)N B* = 0, pues de lo contrario se podria
tener Ck = C¥ < C(B) lo cual no es posible.

Del pérrafo anterior se tiene que {i} U{D%. N B*: B* e B;} y {j} U
(U{C% : B € B,}| son vecindades ajenas de ¢ y j respectivamente.

Se sigue que Y es de Hausdorff.

Por construccién X es denso en Y. Veamos que Y es conexo. Supon-
gamos, al contrario, que Y es disconexo; entonces existe un abierto-cerrado
K'cYtalque K#0y K'#Y. Sea K= XN K'. Como B; C B;;; para
todo i € w, existen j € wy B,B* € B; talesque Be Ky B* € X\K. Asi
que, 1 € cly K Ncly(X\K). Por lo tanto, K’ no es abierto-cerrado en Y.

De todo lo anterior se sigue que Y es una conectificacién de Hausdorff
para X.
B

Del teorema anterior se concluyen cuatro resultados importantes, pero
para su justificacién necesitaremos un lema y unas definiciones.

Una hipétesis, que se debe de satisfacer para aplicar el Teorema 2.2 es que
cada subconjunto abierto no vacio de X, pertenezca a un ultrafiltro abierto
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libre en X, para ello basta que el espacio sea regular y que no tenga sub-
conjuntos compactos con interior no vacio, tal como se indica en el siguiente
lema.

Lema 2.3. Sea X un espacio topoldgico tal que X es regular y no es local-
mente compacto en ningun punto, entonces cada abierto en X pertenece a
un ultrafiltro abierto libre.

Demostracién: Ningin punto de X tiene una vecindad compacta y por lo
tanto ningin abierto tiene cerradura compacta. Puesto que X es regular,
ningin abierto tiene cerradura H-cerrada y por lo tanto, cada abierto en X
pertenece a un ultrafiltro abierto libre.

a2

Definiciones:

a) Un espacio X se llama fuertemente Hausdorff por colecciones (s.c.w.H),
st para cada subespacio cerrado {1, : a € I} discreto en X, eziste una
coleccion discreta {V, : @ € I} C T(X) tal que z, € V, para cada
a€l.

b) Sea A C X, se dice que A es fuertemente o-discreto si A es una union
numerable de cerrados discretos.

Corolario 2.4. Si X es un espacio completamente regular, que en ningin

punto es localmente compacto, siendo primero numerable y s.c.w.H, con un

subconjunto denso fuertemente o-discreto, entonces X tiene una conectifi-
.z

cacion de Hausdorff.

Demostracién: Sea D un subconjunto denso y fuertemente o-discreto, di-
gamos D = U{Cy : k € w} y donde Cy = {zxo : @ € Ix} es un conjunto
discreto y cerrado. Ahora X es s.c.w.H, por lo tanto para todo k € w existe
una familia discreta Fy = {Via : a € I} de abiertos tales que zxy € Via
para todo a € I. Como X es primero numerable, es posible escoger una
base local de zx,, {Ui, : ¢ € w} tal que x4, € Uit C Ui, € Via- Sea
Ci={Ui,: a€k} yD=U{C;: keuw}
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Veamos que D es una w-base para X. Sea V € T(X), entonces VND # §,
es decir existen k € w y a € I tales que ko € VN D C V y asi que existe
i €wtal que Tpe € Ui, C V.

Por otro lado, Ci es un familia discreta para todos k,i € w. En efecto,
cada elemento de C} es un subconjunto de un solo elemento de F; y como
Fi es una familia discreta se sigue que también lo es C}.

De lo anterior, X tiene una w-base o-discreta. Ademds, X no es local-
mente compacto en ningin punto, asi que por el Lema 2.3 cada abierto no
vacio pertenece a un ultrafiltro abierto libre.

Por el Teorema 2.2, X tiene una conectificacién de Hausdorff.
[

Corolario 2.5. Si X es un espacto metrizable tal que en ningin punto es
localmente compacto, entonces X tiene una conectificacion de Hausdorff.

Demostracién: Como X es metrizable, entonces X es de Hausdorff y por
el Teorema de metrizacién de Bing |7, Teorema 4.4.8], X tiene una base o-
discreta la misma que es una 7-base o-discreta. Asi que X es de Hausdorff con
una r-base o-discreta. Ademds, en ningin punto X es localmente compacto,
asi que por el Lema 2.3 cada abierto en X pertenece a un ultrafiltro abierto
libre.

Se sigue por el Teorema 2.2 que X tiene una conectificacién de Hausdorff.
5

Corolario 2.6. Sea X un espacio de Tychonoff, primero numerable y sepa-
rable, el cual en ningin punto es localmente compacto. Entonces X tiene
una conectificacion de Hausdorff.

Demostracién: El espacio X es separable por lo tanto existe D = {z :
k € w} un subconjunto denso numerable de X. Dado que X es primero
numerable, para cada k € w sea {U : i € w} la base numerable para zj.

Hagamos B = U{{Us;} : k,i € w}.

Veamos que B es una w-base para X. Si V € T(X), entonces VN D # 0,
es decir existe k € w tal que zx € VN D C V, asi que existe i € w de manera
que rx € Uy; T V.
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Por otro lado {Uy;} es una familia discreta para cada k € w y cada i € w.
Por lo tanto B es una w-base o-discreta para X.

Finalmente por el Lema 2.3, cada abierto no vacio pertenece a un ultrafil-
tro abierto libre. Se sigue por el Teorema 2.2 que X tiene una conectificacién

de Hausdorff.
| |

El siguiente resultado fue demostrado por Emeryk y Kulpa en [6].

Corolario 2.7. La linea de Sorgenfrey tiene una conectificacion de Haus-

dorff.

Demostracién: La linea de Sorgenfrey es un espacio de Tychonoff, primero
numerable y separable, el cual en ningiin punto es localmente compacto. Por
lo tanto del Corolario 2.6 se concluye que la linea de Sorgenfrey tiene una
conectificacién de Hausdorff.

[ |

Definicién: Sea X un espacio de Hausdorff. Dos filtros abiertos a y 3 en
X, son Hausdorff separados, si existen U € a y V € 3 tales que UNV = .

Lema 2.8. Sean X un espacio de Hausdorff y € un conjunto de filtros
abiertos libres en X. Sea Y = X UE, entonces {SCY : SNE #0 y si
a € SNE entonces SNX € a}UT(X) es una topologia sobre Y, denominada
la topologia simple y denotada por 17c. Ademds, X es denso en (Y, 7¢).

Demostracién:

i) 0 € T(X) C ¢, por lo tanto ® € 7z. Ademads, puesto que todo filtro a
en X contiene a X, si @ € YNE, entonces se tiene que Y NX = X € q,
es decir Y € T¢.

ii) Sean A, B € 7¢ existen cuatro posibilidades.

a) Si A,B e T(X), entonces ANB € T(X) C 1¢.

b) Si A,B &€ T(X), entonces ANE # 0y BNE # 0. Ahora, si
(ANB)NE=(ANE)N(BNE) =D sesigueque ANBC Xy
por lo tanto ANB = (ANX)N(BNX); pero ANX y BNX son
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c)

d)

abiertos en X y por lo tanto AN B € T(X) C 7¢. Por otro lado,
si (AN B) N E # 0 entonces para todo a € (AN B) N E se tiene
a€ ANEfyae BNE, porlotanto ANX € ay BNX € a; pero
a es un filtro y se sigue que (ANB)NX = (ANX)N(BNX) € a.
Es decir AN B € 7¢.

SiAeT(X)y B&T(X), entonces A es abiertoen X y BN X
es abierto en X; por lotanto ANB=AN(BNX) € T(X) C 7¢.
Si BeT(X)y A& T(X), al igual que en (c) se concluye que
AN B e 7¢.

iii) Sea I un conjunto de indices y supongamos que A, € T¢ para toda
A € I. Si tomamos A = U{A,: A € I'}; Existen tres posibilidades:

a)

b)

A, € T(X) para toda A € I, entonces A € T(X) C 7¢.

Ay € T(X) para toda A € I, entonces Ax\NEADy AANX #0
para todo A € I, se sigue que ANE # 0y AN X # @ por lo tanto
para todo @ € AN € se tiene que a € A, N & para algin k € I.
Pero entonces A, N X € ay como AcN X C AN X se sigue que
ANX € aparatodoae ANE. Por lo tanto A € 7¢.

Supéngase que existe J C I, J # I tal que Ay &€ T(X) para
toda A € J. Entonces B =U{Ay: Ae NJ} e T(X)y C =
U{Ax: A € J} € %\T(X) por los incisos (i) y (ii). Se sigue que
CNE#Dyporlotanto (BUC)NE #D. Seaa e (BUC)NE,
entonces a € CNE asi que CNX € adedonde (BUC) € ay
en consecuencia A € T¢.

Se tiene por lo tanto que 7 es una topologia en Y.

Finalmente, veamos que X es denso en Y. Sea A € 7. Hay dos
posibilidades:

i)

ii)

Si A€ T(X), entonces AN X # 9.

Si A € 7¢\T(X), entonces ANE # B; por lo tantosia € ANE se
tiene que AN X € a y como a es un filtro, entonces AN X # 0.

De lo anterior se tiene que X es denso en Y.
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En el lema anterior se tiene que X es denso en Y. Para lograr que Y sea
un espacio de Hausdorff conexo, basta pedir dos condiciones sobre £ como
se indica en el proximo lema. Dicho lema aparece en [12].

Lema 2.9. Sea X un espacio de Hausdor[f y £ un conjunto de filtros abiertos
libres en X. Supdngase que

a) Cada par de elementos de £ son Hausdorff separados.

b) Si C es un conjunto abierto-cerrado no trivial en X, eziste o € £ tal

que para todo U € a, UNC # 0 £ U N (X\C).
Entonces (Y, Te) es una conectificacién de Hausdorff del espacio X .

Demostracién: Veamos que Y es un espacio conexo. Si no es asi, entonces
existe un abierto-cerrado C en Y tal que C es no trivial y como X es denso
en Y, se sigue que A = C'N X es un abierto-cerrado no trivial en X. As{ que
por el inciso (b) existe un filtro a € € tal que ANU £ 0y (X\A)NU # @
para todo U € a. Sea V un abierto en Y que contiene a a (por ejemplo,
si U € a entonces podemos tomar V = U U {a}), entonces VN X € a. Se
sigue que AN(VNX)Z0y (X\NA)N(VNX)#D, esdecir VNA#£Dy
VN(X\A) #0. Porlo tanto VNC #0 y VN(Y\C) # 0 para todo abierto
V en Y que contiene a a. Asi que, a € clyC Ny (Y\C)=CN((Y\C) =10
lo cual es una contradiccidn.

Por otro lado veamos que Y es un espacio de Hausdorff. Como X es de
Hausdorff y es abierto en Y, basta considerar dos casos:

i) Si a y 3 son dos filtros distintos en &£, se tiene por el inciso (a) que
existen U € ay V € Gtalesque VNU = 0. Sean U* = {a}UU y
V* = {G}UV; entonces U* y V* son abiertos ajenos en Y que contienen
a a y 3 respectivamente.

ii) Sean £ € X y a € &; puesto que a es libre, existe U € a tal que = ¢
cl(U); sea V una vecindad abierta de z tal que VN U = . Definiendo
U* = {a} U U, concluimos que V' y U* son abiertos ajenos en Y tales
quereVyael”.
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Se sigue que Y es un espacio de Hausdorfl. Ademds, por el Lema 2.8
X es denso en Y. Se tiene por lo tanto que X tiene una conectificacién de

Hausdorff.
|

Se observa que en las hipdtesis del Teorema 2.2 a parte de pedir una
n-base o-discreta para X, se pide también que todo subconjunto abierto no
vacio de X pertenezca a un ultrafiltro abierto libre en X. En el siguiente
resultado, que es consecuencia del Lema 2.9, se requiere unicamente que a
cada subconjunto U abierto-cerrado no trivial de X, se le asigne de forma
inyectiva, un ultrafiltro abierto libre que contenga a U.

Lema 2.10. Sea X un espacio de Hausdorff. Si eziste una funcion inyectiva
U — Uy que asigna a cada subconjunto abierto-cerrado no trivial U C X, un
ultrafiltro abierto libre Uy que contiene a U, entonces X tiene una conectifi-
cacion de Hausdorff.

Demostracién: Sea, £ — {.7-'U = Uy NUx v : U es un subconjunto abierto-
cerrado no trivial de X'} un conjunto de filtros abiertos libres en X. Entonces
veamos que se cumplen los condiciones del Lema 2.9:

a) Suponer que Fy, Fy € &; puesto que Uy, Ux\v, Uy, Ux\v son ultrafil-
tros abiertos distintos podemos escoger Fy € Uy, F2 € Ux\y, F3 € Uy,
Fy € Ux\v mutuamente ajenos; entonces FyUF, € Fyy FaUFy € Fy
son ajenos.

b) Sea U C X, un abierto-cerrado no trivial en X, entonces U € Uy
vy (X\U) € Ux\y. Sea V € Fy = Uy NUx\v. Se tiene entonces que
U,V elUyy (X\U),V €Uxp, porlotanto UNV # By (X\U)NV # 0
para toda V € Fy.

Por el Lema 2.9, X tiene una conectificacién de Hausdorff.
|

Definicién: Sea X un espacio topologico. Definimos C(X) como la familia
de subconjuntos abierto-cerrados no triviales de X.
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La siguiente proposicidn inicia una serie de resultados, que nos permiten
concluir cuando un espacio de Hausdorff X tiene una conectificacién de Haus-
dorfl, en terminos de la cantidad de subconjuntos abierto-cerrados de X.

Proposicién 2.11. Un espacio X de Hausdor[f liene una conectificacion
de Hausdorff, si cada subconjunto U abierto-cerrado no trivial de X, no es
débilmente compacto y |C(X)] < 2°.

Demostracién: Sea U un subconjunto abierto-cerrado no trivial de X.
Puesto que U no es débilmente compacto, existe nna familia localmente finita
F = {V, : n € w} de abiertos no vacios tales que V, C U para cada n € w.
Tomando en cuenta el Lema 2.1, se ve que podemos asumir que los elemen-
tos de F son mutuamente ajenos. Ahora usando la misma construccién que
usamos en el Lema 1.10, se obtienen 2¢ ultrafiltros abiertos libres que con-
tienen a /. Sea {U, : a < 2} un buen ordenamiento de C(X) y definimos
U*(Uy) = {U : U es un ultrafiltro abierto libre que contiene a U,}. Por
un proceso inductivo hagamos la siguiente correspondencia: dado U; esco-
gemos cualquier U, € U*(U;). Supdngase que para a < § hemos escogido
U, € U*(U,) de tal manera que U, # U, si @ > 7. Puesto que 2¢ < {U*(Us)|,
existe Uy € U*(U3)\ U {U, : a < B}. Por lo tanto estd definida una cor-
respondencia biunivoca Ug — Ug, asi que por el Lema 2.10, X tiene una
conectificacién de Hausdorff.

a

Corolario 2.12. Un espacio de Hausdorff X tiene una conectificacién
de Hausdorff, si cada subconjunto abierto-cerrado no trivial de X no es
débilmente compacto y d(X) < c.

Demostracién: Sea D C X tal que D es denso en X y |D| < ¢. De aqui
se sigue que |P(D)| < 2%. Por otro lado si U € C(X) entonces la funcién
U — UnN D, es inyectiva. De lo anterior se tiene que

()| < leD)| < IP(D)] < 25

Ademds, por hipédtesis, ningtin elemento de C(.X) es débilmente compacto,
asf que por la Proposicién 2.11 X tiene una conectificacién de Hausdorff.
i
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Definicién: Un espacio X es casi realcompacto, st para todo U ultrafiltro
abierto libre sobre X eziste G C U numerable tal que N{cl(G): G € G} = 0.

Corolario 2.13. Sea X un espacio de Hausdorff casi realcompacto. Si
ningin subconjunto abierto-cerrado no trivial de X es H-cerrado y |C(X)] <
2¢ entonces X tiene una conectificacién de Hausdorff.

Demostracién: Sea U € C(X), veamos que U es casi realcompacto. Sea U
un ultrafiltro abierto libre en X con U € Y. Dado que X es casi realcompacto,
existe G C U numerable tal que N{cl(G) : G € G} = 0, asi que N{cl(GNU):
G € G} = 0. Se sigue que U es casi realcompacto. Pero, todo espacio
débilmente compacto y casi realcompacto es H-cerrado, pues si U no es
H-cerrado, entonces existe un ultrafiltro abierto libre U tal que U € U.
Dado que U es casi realcompacto, entonces existe {G, : n € w} C U
tal que N{cly(G,) : n € w} = 0. Sea H, = N{G,, : 1 < m < n},
sc ticne que {Hn : n € w} es una familia anidada de abiertos tales que
N{cly(H,): n € w} =0, es decir U no es débilmente compacto y se tiene
por lo tanto una contradiccidn.

Ahora por hipétesis .X no tiene subespacios abiertos H-cerrados, asi que

U no es débilmente compacto. Por otro lado |C(X)| < 2° y se sigue de la
Proposicion 2.11 que X tiene una conectificacién de Hausdorff.

|

Dado que la recta de Sorgenfrey S es separable, realcompacta (por ser
de Lindeldf) y en consecuencia casi realcompacta por [8, Teorema 10] y sin
subconjuntos abierto-cerrados H-cerrados distintos del vacio, por lo tanto el
Corolario 2.13 proporciona otra demostracién de que la recta de Sorgenfrey
es conectificable. Esta demostracién es distinta a la dada en el Corolario 2.7.

La Proposicién 2.11 permite conectificar espacios cuasirregulares y espa-
cios de Urysohn, de cardinalidad menor que el continuo.

Definiciones: Sea X un espacio topoldgico.

a) X es cuasirregular si para todo U, abierto no vacio en X, existe V,
abierto no vacio en X, tal que V C clV C U.
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b) X es de Urysohn si para todo x,y € X, x # y existen U,V abiertos en
X talesquer e U, yeV ydUNcV = 0.

Proposicion 2.14. Sea X un espacio de Hausdorff, denso en si mismo

y cuasirregular tal que |X| < ¢, entonces X tiene una conectificacion de
Hausdorff.

Demostracién: Sea U un subconjunto abierto-cerrado no trivial de X, se
afirma que U no es débilmente compacto. Para demostrar esto supéngase que
U es débilmente compacto. Como X es un espacio de Hausdorff y denso en si
mismo se sigue que U es infinito. Sean z,y € U donde = # y, entonces existen
abiertos ajenos V), V, talesquex € V] C U y y € V, C U. Ahora, puesto que
X es cuasirregular, existen abiertos no vacios Wy y W, tales que W) C W) C
Vi v Wy C cdWy C Vs, se sigue que ¢l y ¢lW; son cerrados ajenos. Sea T =
{W,,Ws}. Aplicando el mismo razonamiento para los subconjuntos abiertos
W, y Wy, obtenemos Ty = {clWyy, clWig, clWo, clWao } donde; Wiy y Wiy
son cerrados ajenos contenidos en W, y clWy, v clWy, son cerrados ajenos
contenidos en W,. Procediendo de la misma forma, por un proceso inductivo
se construye un drbol de Cantor donde cada elemento del n-ésimo nivel T,
es un cerrado regular v ademds estos cerrados regulares son ajenos. Por el
Teorema 1.6, si U fuera débilmente compacto, la interseccién de los elementos
de una rama maximal de este drbol tendria que ser no vacia, pues la rama
cs una cadena numcrable de cerrados regulares. Puesto que el 4rbol tiene ¢
ramas, se sigue que ¢ < |U|; pero |[U] < |X| < ¢ por lo tanto tenemos una
contradiccién. Se sigue que ningin abierto-cerrado no trivial es débilmente
compacto.

Ademis, |C(X)| < |P(X)| = 2% < 2¢ y se sigue de la Proposicién 2.11,
que X tiene una conectificacién de Hausdorff.
]

El resultado anterior es bdsicamente la Proposicién 2.15 de {1} salvo que
la hipdtesis de que el espacio sea de Urysohn es cambiado por espacio cua-
sirregular. En este caso la demostracién de la proposicién 2.14 es similar
a la demostracién de 2.15 de {1]. Observemos que Urysohn y cuasirregular
son conceptos independientes pues, existen espacios de Urysohn que no son
cuasirregulares e inversamente, por ejemplo;
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Sea A={~1/n: newlU{0}U{l/n: n €w} un conjunto linealmente
ordenado con la topologia de orden y Z* el conjunto de los enteros positivos
con la topologia discreta. Tomemos X = A x Z* U {a, —a} donde todo
abierto en la topologfa producto A x Z* es abierto en X y las vecindades de
a y —a son conjuntos de la forma:

MI(e) = {a}U{(l/m,j): m<w y n<j} vy
My (~a) = {-alU{(-1/mj): m€w y n<j}

respectivamente.

Entonces cada vecindad bésica contiene un punto aislado y por lo tanto
X es cuasiregular. Pero a y —a son elementos de X que no se pueden separar
por abiertos cuyas cerraduras sean ajenas, es decir, X no es de Urysohn. Por
otro lado el espacio numerable, conexo y de Hausdorff construido en [15] es
de Urysohn pero no es cuasirregular.

Para establecer notacién, reformularemos el Lema 2.1 como sigue:

Si F es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios en
un espacio de Hausdorff .X, sin puntos aislados, entonces existe una familia
localmente finita G(F) = {G(F) : F € F} de subconjuntos abiertos no
vacfos y ajenos dos a dos tales que G(F) C F paracada F'€ F.~

De la observacidn, seguida del Lema 2.1, se sigue que cada elemento de
‘G(F) intersecta un numero finito de elementos de F, por lo tanto |F| =

G(F)|.
En lo que sigue necesitamos el siguiente resultado;

Lema 2.15. |{C : C es un subconjunto propio abierto-cerrado de M}| < ¢
si rw(M) € w.

Demostracién: Sea B una w-base de M con |B| < w. Tomemos F¢ una
familia maximal de elementos mutuamente ajenos de B contenidos en C. Si
[" € Fcentonces, cl(F) C Cy UFgesdensoen C. Porlotanto C = cl(Ufe).
O sea, cada abierto-cerrado estaunicamente determinado por una subfamilia
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de elementos de B. Se sigue que, |{C : C es un subconjunto propio abierto-
cerrado de M}| < |P(B)| = 28 < c.
1

Se sabe por el Teorema 2.2 que un espacio de Hausdorfl con una w-base
o-discreta y tal que cada subconjunto abierto no vacio de X pertenece a un
ultrafiltro abierto libre, tiene una conectificacién de Hausdorff. El siguiente
resultado, que aparece en [12] y es consecuencia del Lema 2.9, requiere que
el espacio tenga una w-base o-localmente finita ademds de no poseer sub-
conjuntos abiertos H-cerrados y que wy < 7w(X). Ambas demostraciones
usan la nocién de ultrafiltros, pero en el presente resultado necesitaremos
ultrafiltros uniformes.

Definicién: Una familia U es un ultrafiltro uniforme en X si para todo
U elU se tiene que |U| = | X|.

Teorema 2.16. Sea X un espacio de Hausdorff, con wy, < mw(X) y una 7-
base o-localmente finita, tal que X no tiene subconjuntos abiertos H-cerrados
distintos del vacio, entonces X tiene una conectificacion de Hausdorff.

Demostraciéon: Dado que X tiene una w-base o-localmente finita C =
U{C, : n € w} donde cada C, es localmente finita y w; < 7w(X), en-
tonces se puede suponer que w; < |Cg|. Se afirma que existe una w-base
B=U{B,: n€w} tal que

(i) Cada B, es una familia localmente finita de subconjuntos abiertos y
ajenos dos a dos, tales que w; < |B,].

(il) Sin<my B € B,, entonces existe C € B,, tal que C C By C # B.

(iii) Si C € B, y CN B # 0 para algin B € B, donde n < m, entonces
C CB.

Dicha #-base se obtiene por un proceso inductivo como sigue; dado que
Co es una familia localmente finita, por la reformulacién del Lema 2.1, se
puede tomar By = G(Co); entonces By en una familia localmente finita
de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos; ademaés, por la observacién
en la reformulacién del Lema 2.1 se tiene que wy < |Co| = |G(Co)| = |Bol,
es decir se cumple (i).

40




Supéngase que hemos definido By, para k < n, tal que se cumplen (i),
(ii) y (iii). Ahora sean;

ni1 =9(BaUCn1) ¥
B, ,={BNF: BeB, y FeB }U{FeB;, : FN(UB,) = 0}.

Como X es Ty y sin puntos aislados entonces, por el Lema 1.2, los ele-
mentos de B}, son abiertos infinitos, asi que se puede definir B,y =
{D\{p} : D € B, y p € D}. Entonces, B, es una familia lo-
calmente finita, pues C,11 y Bn lo son; ademds, wy < |B,| < |Br,| =
|Br+1], por lo tanto se cumple (i). Para probar (ii) y (iii) basta verificar
las condiciones para n y n+ 1. Probemos que se cumple (ii); para ello,
sea B € B,, entonces si F € B}, se sigue que (BN F)\{p} C By
(BN F)\{p} # Bsip € BnF. Puesto que (BN F)\{p} € Bni1,
entonces se cumple (ii). Ahora, si C € B, y CN B # ( para algin
B € B,, entonces existe D € B}, tal que C = D\{p} donde p € D.
Se sigue que DN B # (, (va que p es un punto arbitrario de D), as{ que
DN (UB,) # 0, y por lo tanto D es de la forma BN F para F € B},
lo cual implica que D C B y por lo tanto C C B. Asi que se cumple
(iii).

Se observa que B, N B, = § si n # m, pues si existe B € B, N By,
entonces por (ii) si m > n existe C C B,, talque C C By C # B, pero
B € B,,, asi que por (i) se tiene que B y C deberian ser ajenos lo cual
es imposible. Ahora dado que X es un espacio Ty sin puntos aislados,
por el Lema 1.2, se pueden escoger inductivamente puntos pp,qp € B
para cada B € B de tal forma que pg,qs,pc, ¥ qc sean cuatro puntos
distintos siempre y cuando B,C € By B# C.

Si C € C(X) y w < nw(C), entonces existe algin n € w tal que
. Con este valor fijo de n, se sigue de (ii) que
todo elemento B € B, contiene un elemento de B, para 1 < n < m;
por lo tanto w < [{B € B, n < m.

Para cadan € w,sea F, = {U € T(X): |{B€B,: pp g U}| <w}.
Se observa que F,, es un filtro abxerto en X, yaque {pg: B€B,}es
infinito y por lo tanto, si Uy V € F, entonces {B€ B, : pp €U}y
{Be€B,: pg &V} son finitos, asi que {B € B, : pp € UNV} es
finito, es decir UNV € F, v 0 & F,.
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(v)

(vi)

(vii)

Se afirma que F, es un filtro abierto libre, puesto que si x € N{clxU :
U € F,} entonces dado que B, es una familia localmente finita, existe
WeT(X)talqueze Wy |{BeB,: BNW # 0} < w. Sea
V =UB\U{B € B, : BNW # 0}, entonces por construccién
V e F,yademds WNV = 0, pero z se eligié de tal manera que
z€cdxV,o0sea WNV #0 lo cual es una contradiccién. Se sigue que
Fn es un filtro abierto libre en X.

Ahora demostraremos que los filtros F,, y F,,, con n < m, son Hausdorff
separados. Con este fin sea B € B,; dado que B, es una familia
localmente finita, existe Wp abierto en X tal que pg € W C By
F={C € B,: WpgnC # 0} es una subfamilia finita de B,,. Como
B,NB, =0sin# mentonces B # C para todo C € F, asf que
pe & {pc: C € F}. Puesto que X es de Hausdorff y {pc: C € F}
es finito, existe una vecindad abierta Sp de pp tal que {pc : C €
F}Nncl(Sg) = 0 y por lo tanto {pc : C € F}Ncl(Wgn Sg) = 0.
Se sigue que U = U{WpNSg: B € B,} € F,. Por otro lado
cdUn{pc: C € B,} =0, ya que por definicién de U y por el hecho de
que {WpNSp: B € B,} es una familia localmente finita se tiene que;

cdUn{pg: BeB,} =

= Wd(WgnSg):BeB,}N{pc: Ce€ B}
= Wcd(WeNSe)N{pc: C€Br}: BeB,}C
U {cd(WgnSg)N{pc: C€F}: BeB,} =10

Por lo tanto X\clU € F,, y se sigue que F, y F,, son Hausdorff
separados.

Sea C € C(X); entonces para todo n € w v para todo U € F, se tiene
que UNC # 0, siysblosi {B € B, : pg € C} es infinito. En efecto, si
existe U € F, tal que UNC =, entonces {B € B, : pg € C} es finito.
Inversamente, si {B € B, : pg € C} es finito, entonces X\C € F, o
sea existe U € F, tal que UNC = 0.

Sea A ={C € C(X): para todon € w existe U € F, tal que CNU =
0}. Si C € Aentonces {B € B: B C C} es numerable, pues para cada
n, {B € B, : pg € C} es finito lo cual implica que {B € B, : B € C}
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(viii)

es finito. Se sigue que {B € B=UB, : B C C} es numerable y puesto
que B es una 7w-base de C, mw(C) < w.

Sea M una familia maximal de elementos de A ajenos dos a dos. Para
n€wy B e B,, sea Ag = {C : es un subconjunto abierto-cerrado de
X, tal que B ¢ C C M para algin M € M}, se sigue que Ap = 0
si para cada M € M, B ¢ M. Ahora, por el Lema 2.15 se tiene
que |Ag| < ¢, pues B estdcontenido en a lo més un elemento de M y
rw(M) < w para todo M € M. Ahora definimos por induccién:

Mi=0 vy Mn:U{AB: BEBn}\U{Mk: k<n}.

Entonces |M,| < |U{Ap: B € B,}| < |B,|c y ademés afirmamos
que U{M,, : n € w} = {C : C es un subconjunto abierto-cerrado no
vacio de X, tal que C C M para algin M € M}. Para demostrar
la ltima afirmacién consideramos un subconjunto abierto-cerrado no
vacio C C X, tal que C C M para algin M € M; entonces, dado
que B es una w-base de X, existe B € B tal que B C C. Asi que,
C € Ag v por lo tanto existe n € w tal que C € M, lo cual implica
que {C : C es un subconjunto abierto-cerrado no vacio de X, tal que
C C M para algin M € M} C U{M, : n € w}. La contencién
inversa es inmediata.

Para C € U{M,, : n € w}, sea y¢ un ultrafiltro abierto libre en X tal
que C € y¢. Se observa que X\C € F,, ya que, C € U{M, : n € w},
implica que existen n € w y B € B, tales que C € Ap y por lo tanto
C C M para algin M € M. Ahora M C Ay por lo tanto, para todo
n € w existe U € F, tal que CNU = 0. Por (vil) {B € B, :pg € C}
es finito, es decir {B € B, : pp ¢ (X\C)} es finito, se sigue que
X\C € F,. Por hipétesis C € v¢ y como consecuencia, v¢ y F son
Hausdorff separados.

Sea n € w, fijo. Definimos,
UNIF(B,) = {U : U es un ultrafiltro uniforme libre con B, € U} y

Gu={UeT(X):{BeB,: qge U} €U} para U € UNIF(B,).

Se observa que Gy es un filtro abierto en X, ya que @ & Gy, pues 0 ¢ U.
SiU,V €Gyentonces {BeB,:qge U} y{BeB,: gqg€V}el,
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asi que {B € B, : ¢gg € UNV} € U y por lo tanto se sigue que
TNV € Gy. SiU € Gy y V esun abierto en X tal que U C V, entonces
{BeB,: qgelUleUy{BeB,: qgeU}C{BeB,:¢qpecV},
por lo tanto {B€ B, : qg€ V} €U y se sigue que V € Gy,.

Se afirma que Gy es un filtro abierto libre, pues si z € N{clx(U): U €
Guly W € U, entonces z € cl(U{B: B € W}). Pero B, es localmente
finita, lo cual implica que z € ¢l(B) unicamente para un nimero finito
de B € W, digamos z ¢ cl(B) para cada B € W\F, donde F es finito.
Esto es una contradiccién, pues W\F € U.

Se puede demostrar, usando argumentos muy parecidos a los que se
usaron en (vi), que para todo n,m € wy U € UNIF(B,), V €
UNIF(B,,) son ciertos los siguientes incisos:

a) Gu y Fn son Hausdorff separados (en el caso de que m = n, la
prucba usard el hecho de que pp # qp para B € B,).

b) Para n # m, Gy y Gv son Hausdorff separados (la justificacién
es similar a la dada para demostrar que F,, y F,, son Hausdorff
separados y observando que: B,NB,, = 0y qp # qc para B,C € B
y B#C).

¢) Paran=myU # V, Gu y Gy son Hausdorfl separados (se usa el
hecho de que si U,V son ultrafiltros distintos con B, e U y B, € V
entonces { y V tienen elementos ajenos).

Sea M € M, C € C(M) yn € w. Por (vii) se sigue que, |{B €
B,: BNnC # 0} < w, por lo tanto, si U € UNIF(B,) entonces
{BeB,: BNC # 0} ¢ U, sesigue que B,\{B € B, : BNC # 0} e U,
asi que por lo definicién de Gy, se tiene que U =U{B € B,: BNC =
0} € Gy. Ademds, por la definicién de U se tiene que UNC =0 y por
lo tanto U C X\C, lo cual implica que X\C € Gy. Dado que ¢ es
un ultrafiltro abierto libre en X tal que C € y¢ y como X\C € Gy se
sigue que v¢ y Gu son Hausdorff separados. Por otro lado puesto que
Yc ¥ Gu son libres, también lo es vo N Gy. Obsérvese también, que si
D-es un subconjunto abierto-cerrado no vacio y 7w(D) < w entonces
X\D € Gy (esto es cierto por los mismos argumentos que prueban que

X\C € Gu).

44




Es una consecuencia de {4, Teorema 7.8] que,
[UNIF(B,)] = 22",
asi que (vii) implica que

IMal < |U{Ap: BB} < |Buc < 22™ = |[UNIF(B,)|.

Por lo tanto es posible definir una funcién inyectiva, M, — UNIF(B,).
Sea Uc € UNIF(B,) la imagen de C € M,,. Por (ix), al elemento Uc
se le puede asociar un filtro que denotaremos por Ge, (Go = {U €
T(X): {BeB,: qg € U} €Uc}).

Sea C,D € U{M, : n € w} tal que v¢ # vp, por (x), v¢ y Gp
son Hausdorff separados y por (ix) (b) y (¢), Gc y Gp son Haus-
dorff separados. Por lo tanto existen, C1,C; € vc y D1,D: € vp y
A1, Ag, Az € G y Bi, By, B3 € Gp tales que AiNC; = @, AsND; =0,
AgnBl = @, BQﬂCQ = @y B3ﬂD2 = (). Tomemos U = ClﬂC2 € Yo,
V= Dlng € Yp, W = AlﬁAzﬂAs S gC y R= BlﬂB2nBa € gD, en-
tonces U, V,W vy R son ajenos dos a dos. Se sigue que UUW € yoNGe
yVURe€ywNGry (UUW)N(VUR) =0, por lo tanto ve N Ge y
~vp N Gp son Hausdorff separados.

Para C,D € U{M, : n € w} puede suceder que y¢ = 7p (en este
caso existe un tnico M € U{M, : n € w} tal que C,D C M). Para
Ceu{M,: new},sea HC)={DcU{M,: n€w}: v¢ =7}
En particular, para C,D € U{M, : n € w}, vo = yp si y sblo si
H(C) = H(D).

Ahora, sea

E={F: new}U{rme)NGue): C e U{My: necw}}

Mostremos que £ satisface el inciso (a) del Lema 2.9. Parancwy
C € U{M, : n € w}, por (ix) (a) Fn y Gu(c) son Hausdorfl separados
y por (viii), F, y 7u(c) son Hausdorff separados. Se sigue que F, y
vr(cyNGr(c) son Hausdorff separados. Ahorasin,mewyn#m, F,
y Fm son Hausdorff separados por (vi). Si C,D € U{M,: n € w}y
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H(C) # H(D), vu(cyNGu(c)y ¥ vu(p) NGy son Hausdorff separados
por (xi). Asi que, £ satisface 2.9 (a).

Finalmente mostremos que & satisface el inciso (b) del Lema 2.9. Sea
C € C(X). Siexisten n,m € w tales que UNC # P paratodoU € F,, y
VNC # 0 para todo V € Fp,; entonces por (ii), UNC # 0 # UN(X\C)
para todo U € Frpax(nm). Por lo tanto se puede asumir que existe
Ue F,talque CNU =0 (o (X\C)NU = P) para toda n € w.
Supéngase que existe U € F, tal que CNU = @ (el caso (X\C)NU =0
se trabaja de la misma forma) para toda n € w. En particular, existe
M € M tal que CNM # 0. Por (viii), C € yucnmy ¥y por (x),
X\C € Guycnnyy ¥ s€ sigue que CNU # 0 # (X\C)NU para todo
U € Yaicnmy N guH(ch). Por lo tanto se satisface 2.9 (b).

Se sigue del Lema 2.9 que X tiene una conectificacién de Hausdorff.
a

Definiciones:

(a) Una funcion f: X — Y es perfecta, si f es cerrada, continua y f{y]
es compacto para todoy € Y.

(b) La funcion f : X — Y es irreducible, st para todo A C X cerrado tal
que f[A] =Y entonces A= X.

Lema 2.17. Sea f : X — Y, una funcidn continua, sobreyectiva, cerrada e
irreducible. SiU es un subconjunto abierto-cerrado no trivial de X, entonces
flU] es un cerrado regular.

Demostracién: Si A C X sea f#(A) = Y\ f(X\A). Es claro que f#(A) =
{yeY: f~Yy) Cc A}. Ademss el ser f irreducible equivale a que f#(V) # 0
para cualquier abierto V. C X, V # 0. Hagamos W = f#(U). Como
F(X\U) es cerrado en Y el conjunto W = Y\ f(X\U) es abierto. Probemos
que cly W = f(U). En efecto, si no es asi, entonces existe un H abierto en
Y tal que HN f(U) # 0y WNH = 0. El conjunto V = f"YH)NU es
abierto, no vacio y f#(V)N W = 0 ya que esta interseccidén es subconjunto
de f(VYNW Cc HONW = 0. Pero f#(V)#0y f*(V) C f#(U) =W lo cual
es contradictorio. Entonces W es denso en f(U) y f(U) es cerrado regular.

]
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La parte (1) del siguiente corolario es parecida al Corolario 2.5, donde
como hipétesis, se tiene un espacio metrizable que no es localmente compacto
en ningin punto. En el presente corolario se requiere solo que el espacio no
tenga subconjuntos abiertos compactos.

Corolario 2.18.

(1) todo espacio métrico sin subconjuntos abiertos compactos es conectifi-
cable.

(2) Toda preimagen irreducible y perfecta de un espacio métrico el cual no
es localmente compacto en ningin punto, tiene una conectificacion.

Demostracion: (1) Sea X un espacio métrico sin subconjuntos abiertos
compactos. Hay dos casos;

(a) Si mw(X) < wy, entonces por ser X un espacio métrico se tiene que
d(X) = mw(X) < wy. Ademds, X no tiene subconjuntos distintos del
vacio que sean abierto-cerrados débilmente compactos, pues si fuera asi
estos subconjuntos serfan compactos (por ser X un espacio métrico),
es decir X tendria subconjuntos abiertos compactos lo cual es una
contradiccién. Por el Corolario 2.12, X es conectificable.

(b) mw(X) > w;. Dado que X es un espacio métrico, X tiene una =-
base o-localmente finita. Ademés X no tiene subconjuntos abiertos H-
cerrados distintos del vacio, pues de lo contrario, por ser X un espacio
métrico, X tendria subconjuntos abiertos compactos lo cual es una
contradiccién. Por el Teorema 2.16, X es conectificable.

(2) Sea Y un espacio métrico que no es localmente compacto en ningin
punto y sea f : X — Y una funcién perfecta irreducible y sobreyectiva.
Dado que Y es métrico, tiene una w-base B o-localmente finita. Se afirma
que B* = {f![B]: B € B} es una n-base o-localmente finita para X. Con
el fin de demostrarlo, sea U un abierto en X. Entonces X\U es cerrado en X
y como f es una funcién cerrada se tiene que f[X\U] es cerrado en Y, asf que
Y\ f[X\U] es abiertoen Y, por lo tanto existe B € Btal que B C Y\ f[X\U].
Ahora si z € f~![B], entonces f(x) € B y por lo tanto f(z) € Y\f[X\U],
es decir f(z) & f[X\U]. Asi que z & X\U, lo cual implica que z € U. Se
sigue que f~![B] C U. De lo anterior se sigue que B* es una 7-base para X.
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Observemos que si B = U{B,, : n € w} donde B, es localmente finita para
cada n € w, entonces B* = U{B: : n € w} donde B}, = {f~)[B] : B € B,}
para cada n € w. Veamos que B; es localmente finita para cada n € w.
Sea r € X, entonces f(z) € Y, por lo tanto existe un abierto U en Y
tal que {B € B, : UN B # 0} < w. Asi, dado que f es una funcién
continua se tiene que f~!{U] es un abierto en X que contiene a z tal que
{B € B,: fU|N f1[B] # 0} <w. Se sigue que B;, es localmente finita,
para cada n € w.

De lo anterior se concluye que X tiene una w-base o-localmente finita.

Veamos que X no tiene subconjuntos abiertos H-cerrados no vacios. Si
A es un subconjunto abierto-cerrado de X, entonces por el Lema 2.17 f[A]
es un cerrado regular de Y y ademés dado que Y no es localmente compacto
en ningun punto, se sigue que f[A] no es compacto. Ahora como Y es
métrico y f[A] no es compacto, se sigue que f[A] no es H-cerrado. Como
fla: A — f[A] es una funcién continua se sigue que A no es H-cerrado.

Finalmente ocurren dos casos:

(a) Si mw(X) < w, entonces d(X) = mw(X) < w;. Ademds, X no tiene
subconjuntos abierto-cerrados distintos del vacio que sean débilmente
compactos, pues si existe tal conjunto A # 0 entonces, dado que f
es continua, se sigue que f[A] es débilmente compacto. Pero Y es
métrico, por lo tanto f[A] es regular cerrado y compacto lo cual es una
contradiccion, pues Y no es localmente compacto. Por el Corolario
2.12, X es conectificable.

(b) Si 7mw(X) > w, entonces dado que X tiene una w-base o-localmente
finita y ademéds X no tiene subconjuntos abiertos H-cerrados distintos
del vacio, se sigue del Teorema 2.16, que X es conectificable.

|

En [17], se trabaja con espacios de Tychonoff y se establecen condiciones
suficientes para que dichos espacios tengan una conectificacién de Hausdorff.

Definiciones: Sea X un espacio de Tychonoff.
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(a) Definimos
C(X)={f:X - R: [ esuna funcidn continua}
y C*(X)={f€C(X): [ esacotada}.

(b) Sea M un ideal mazimal en C(X), (respectivamente C*(X)). Si la
copia candnica de R en el anillo cociente C(X)/M es todo el anillo,
diremos que M es un ideal real (si este no es el caso diremos que M
es un ideal hiper-real).

(c) Sea vX el conjunto de puntos p € BX que satisfacen {f € C(X): p €
clax f10]} es real. A vX se le conoce como la realcompactacion de
Heuntt.

(d) X esn-realcompacto (nearly realcompact) si BX\vX es denso en BX\X.

(e) A C X, es relativamente pseudocompacto en X si todo f € C(X) es
acotado en A.

(f) Un subespacio Y de X estd C-encajado en X si cada f € C(Y) puede
ser extendida a un elemento f € C(X).

Se observa que la realcompactacién de Hewitt de un espacio de Tychonoff
X se caracteriza como;

vX ={peBX: noexiste f € C(GX) tal que f[X]C(0,00) y f(p) =0}

La siguiente proposicién, que aparece en {3], demuestra caracterizaciones
para que subconjuntos de un espacio de Tychonoff sean relativamente pseu-
docompacto.

Proposicién 2.19. Si X es un espacio de Tychonoff y A C X, entonces los
siguientes incisos son equivalentes.

(a) A es relativamente pseudocompacto en X.

(b) Para toda familia discreta {U, : n € w} de subconjuntos abiertos de
X, U,NA=0 para alginn € w.

(c) clagxA C vX.
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(d) cl,xA es compacto.

Demostracién: Veamos que (a) implica (b). Supdngase que (b) no es
verdadero, entonces existe una familia discreta {U, : n € w} de subconjuntos
abiertos de X tales que U,NA # { para todo n € w, asi que existe z, € U,NA
para cada n € w. Sea B = {z, : n € w}, este subconjunto de A es
infinito y ademds discreto pues, por ser {U, : n € w} una familia discreta
U, N {z,} = {r,} para toda n € w. Por el Lema 1.1 de [9], se sigue que B
estd C-encajado en X, sea f : B — R una funcién definida por f(z,) = n
para toda n € w, esta funcion se extiende continuamente a X pero no es
acotada en A; asf que, A no es relativamente pseudocompacto lo cual es una
contradiccidn.

Veamos que (b) implica (c). Supdngase que (c) no es verdadero, entonces
existe p € clgx A\vX y asi que existe f € C(BX) tal que f(p) =0y f(q) >0
para todo ¢ € vX. Sea g = 1/(f|X); esta funcidén no es acotada en A, pues
f(p) =0y por lo tanto existe {z, : n € w} C A tal que 1 < g(zns1) — g(zn)
para toda n € w. Para cada n € w, definimos

Un = g7 (g(zn) — 1/3, g(za) +1/3).

Entonces {U, : n € w} es una familia discreta de subconjuntos abiertos de
X tales que U, N A # 0, lo cual es una contradiccién.

(c) implica (d), pues cl,x A = clgx ANvX = clgx A, el cual es compacto.

Finalmente (d) implica (a), pues si cl,xA es compactoy f: X — R
es continua, entonces f tiene una extensién continua a v.X. Por lo tanto
flel,x A es acotada y se sigue que f|A es acotado.

i

Proposicién 2.20. Sea X un espacio n-realcompacto. Si A es abierto-
cerrado y relativamente pseudocompacto en X, entonces A es compacto.

Demostracién: Dado que X es un espacio n-realcompacto y A es un sub-
conjunto abierto-cerrado de X, se sigue que A = clgxA y por lo tanto A
es n-realcompacto, es decir FA\vA es denso en BA\A. Ademds A es pseu-
docompacto, por lo tanto BA = vA. Se sigue que ) = SA\vA es denso en
BA\A, asi que A = A, por lo tanto A es compacto.

i

50




Lema 2.21. Si A es abierto-cerrado y no relativamente pseudocompacto en

X, entonces 2° < |clgx A\X]|.

Demostracién: Como A es un subconjunto de X abierto-cerrado y no rel-
ativamente pseudocompacto, entonces por la Proposicién 2.19 existen p €
clgx A\vX y un conjunto nulo Z C 8X, talesquep € Zy ZNX = (. Puesto
que clgx A es abierto-cerrado en X, Z Nclzx A es un conjunto nulo de X
que no intersecta a X. Por [10, Teorema 9.5] se tiene que, 2¢ < |Z N clzx A|
por lo tanto 2¢ < |clgx A\ X|.

1

La técnica que se usa en la siguiente proposicién, para lograr la conec-
tificacién de un espacio de Tychonoff es, agregar puntos al espacio y definir
un sistema de vecindades en términos de ciertos vecindades en la compacti-
ficacién de Stone-Cech. Este resultado aparece en [17].

Proposiciéon 2.22. Si X es un espacio de Tychonoff que no tiene mds
de 2% subconjuntos abierto-cerrados, ninguno de los cuales es relativamente
pseudocompacto, entonces X tiene una conectificacion de Hausdorff.

Demostraciéon: Sea {U, : a < k} la coleccién de todos los subconjuntos
abierto-cerrados de X donde x < 2°. Como ningiin subconjunto abierto-
cerrado es relativamente pseudocompacto, por el Lema 2.21, se sigue que
2¢ < |clsxU,\X| para toda a < k. Asi que existen puntos distintos pg,
go € BX\X tales que py € clgxUo\X y qo € clagx(X\Up)\X. Supéngase que
para A < a, se tiene la coleccién;

{Pr @ pr € cgx U\ X, a € clgx(X\UAD\X y A<al,

el cual consiste de puntos de X\ X, distintos entre si. Como A < a < & <
2¢ < |clgxU,\ X |, entonces existirdn puntos distintos pa,ge. € BX\X tales
que pa € dBXUa\X Yda € ClﬂX(X\Ua)\X Yy ademés;

{Pasqa} N {Prrar: Pr € clpxUn\X, ¢x € cax(X\UD)\X y A<a} =0.

Por lo tanto se puede seleccionar una coleccién de parejas ajenas {{pa, q.} :
a <k} en BX\X con p, € clgxUa\X ¥ qa € clgx(X\Ua\X ¥ Pa # Ga-

Sea {w, : @ < &} un conjunto de cardinalidad ~ tal que w, & X para
todoa <kyseaY = XU {w,: a < k}. Asignamos una topologia en Y
como sigue:
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(a) U C X es abierto en Y, si y sélo si, U es abierto en X.

(b) Sean {G' : i€ I,} y {H. : j € J,} respectivamente los sistemas de
vecindades en 8X de p, y qo- Se define una base local de w, como los
conjuntos de la forma;

{wa}U(GLNX)U(HLNX): i€ L, j € Ja}.

Veamos que X es denso en Y. Sea U # 0, un subconjunto abierto de Y,
ocurren dos casos;

(1) si U C X entonces UN X # 0.

(2) Si U ¢ X, entonces existe a < & tal que w, € U, por lo tanto existen
i€ l,yj € J, tales que {wa} U(GLNX)U (HINX) C U, pero
G! es un abierto en BX que contiene a p, y pa € clgxUa\X, asi que
0 #(GiNX)NUy C X, es decir GE,N X # 0. Se sigue que UNX # 0.

De los dos incisos anteriores se tiene que X es denso en Y.

Se tiene que Y es de Hausdorff; en efecto, dados z # y € Y ocurren tres
Casos;

(1) Six,y € X entonces existen abiertos U, V en X (y por lo tanto abiertos
enY)talesquezeUyy€Vdonde UNV =0.

(2) Si r,y € Y\X, entonces existen a, A < k tales que = w,, ¥ = wj.
Por construccion pa, ga ¥ Pa, qx son puntos distintos de 8X y dado que
BX es un espacio de Hausdorfl, existen z € I,,7 € J, y m € I,n € J,
tales que G*,, H} y GT, H} son ajenos entre si. Se sigue que;

[{wa} U (GL N X) U (HZ N X)] N [fwa} U (GF N X) U (HE N X)] = 0.

(3) Siz € X yy € Y\X, entonces existe a < k, tal que y = w,. Por
construccion p, y g, son puntos distintos de X\ X y dado que z € 8X
y siendo #X un espacio de Hausdorff, existen ¢ € I, 7 € Jo, y U un
abierto en 3X que contiene a z, tales que G}, y H son vecindades de pa
Y qo respectivamente y U, Gt,, HJ son ajenos entre si, en consecuencia
UN X, G, HI son abiertos ajenos en Y que contienen a r, po ¥ ¢a
respectivamente. Se sigue que [{w,} U(G.NX)U(HINX)|NU = 0.
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De los tres incisos anteriores se concluye que Y es un espacio de Hausdorff.

Por ultimo se afirma que Y es un espacio conexo, pues si no fuera asi,
entonces existirfa U abierto-cerrado no vacio en Y tal que Y\U # 0. Se
sigue que UN X y (Y\U) N X = X\(U N X) son abierto-cerrados no vacios
en X. Por construccién existe a < k, tal que U, = U N X y entonces
Pas o, Son dos puntos distintos en SX\X donde p, € clgx[UN X] y ¢a €
cax[X\(U N X)]. Recordemos que una base local para w, es la familia
H{wal U(GENX)U(HINX) : i € In,j € Jo}, donde G, y HI son
abiertos en X que contienen a p, y a g, respectivamente. Se sigue que
wa € clgx[UN X] y wa € clax[X\(U N X)), lo cual es imposible. Se sigue
que Y es conexo.

Lo anterior implica que Y es un espacio de Hausdorff y conexo en el cual
X es denso.
5

Proposicion 2.23. Sea X un espacio n-realcompacto, tal que X no tiene
subconjuntos abiertos y compactos no vacios y ademds que X no tiene mds
de 2 subconjuntos abierto-cerrados. Entonces X tiene una conectificacion

de Hausdorff.

Demostracion: Dado que X es un espacio m-realcompacto, X no tiene
subconjuntos abierto-cerrados relativamente pseudocompactos, pues de ser
asi estos serfan compactos por la Proposicidén 2.20, pero esto es imposible
pues X no tiene subconjuntos abiertos y compactos no vacios. Ahora X no
tiene méds de 2° subconjuntos abierto-cerrados. Se sigue de la Proposicién
2.22 que X tiene una conectificacion de Hausdorff.

1

Se observa que en [20] aparece el Teorema de Weiss, el cual afirma que, si
es verdadero el axioma de Martin (AM) y falsa la Hipétesis del Continuo (CH)
entonces, todo espacio perfectamente normal y numerablemente compacto
es compacto. Con el uso de la observacién anterior, se tiene una condicién
necesaria y suficiente para que un espacio perfectamente normal tenga una
conectificacién de Hausdorfl.
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Proposicién 2.24. (AM+- CH). Si X es un espacio perfectamente normal
que no tiene mds de 2¢ subconjuntos abierto-cerrados, entonces los siguientes
incisos son equivalentes:

(1) X tiene una conectificacion de Hausdorff.

(2) Ningin subconjunto abierto-cerrado no vacio de X es relativamente
pseudocompacto.

Demostracién: Veamos que (1) implica (2). Supongamos que X tiene un
subconjunto abierto-cerrado A # 0, tal que A es relativamente pseudocom-
pacto. Puesto que A es abierto-cerrado en X, A es C-encajado en X y por
lo tanto A es pseudocompacto. Pero A es normal, asi que por [7,Teorema
3.9.10] A es numerablemente compacto. Ademds X es perfectamente normal
por lo tanto A también lo es por ser un subconjunto cerrado de X. Se sigue
del Teorema de Weiss que A es compacto. Por lo tanto A es un subcon-
junto abierto y compacto de X, es decir X no es conectificable lo cual es una
- contradiccidn con el inciso (1).

Ahora (2) implica (1) porque se cumplen inmediatamete las hipStesis de
la Proposicién 2.22, por lo tanto se sigue (1).
N
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