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Introduccion

Impulsados por los avances tecnolégicos, las empresas financieras han automatizado
las 6rdenes mediante sistemas de operaciones electronicos. Este nivel de moderniza-
cién ha permitido el desarrollo de otra forma de negocio conocida como Algorithmic
Trading, que de manera muy general, se basa en la incorporacién de algoritmos efi-
cientes que automatizan la toma de decisiones para generar ganancias. Entre sus
ventajas se encuentran, la reduccion de costos al eliminar la contrataciéon de perso-
nal para estas tareas, mayor rapidez en la ejecucién de las transacciones y mayor
facilidad de encontrar oportunidades en las fluctuaciones de precios. Sin embargo,
también juegan las desventajas, siendo una de ellas la existencia del trading predato-
rio donde los agentes buscan generar ganancias a expensas de la liquidacion de otros
agentes, tal practica puede provocar comportamientos oscilatorios en las estrategias,
es decir, 6rdenes alternadas de compra y venta que dan lugar a incrementos en los
costos.

Dentro del Algorithmic Trading existen estrategias que se denominan de alta frecuen-
cia, a esto se conoce como High Frequency Trading cuyo objetivo es transaccionar a
grandes velocidades aprovechando los diferenciales en los precios de tal manera que
se obtienen fracciones de centavo en cada operacién ejecutada, logrando ganancias
importantes al ejecutarse millones de operaciones en un tiempo corto. Los modelos
clasicos en matematicas financieras habitualmente asumen que el proceso de precios
no se ve efectado por transacciones grandes y las érdenes pueden ejecutarse al precio
corriente. Esto es un error, en la realidad las transacciones grandes tienen un efecto
importante en los precios futuros. Més atn, en mercados de alta frecuencia donde
el volumen de operaciones puede crecer desmesuradamente en poco tiempo, los pre-
cios de los activos se ven afectados a consecuencia de la participacion de los agentes.
Prueba de ello es el famoso “Flash Crash” de 2010 donde una orden de venta de
75,000 contratos de acciones E-Mini S€9P dio lugar a transacciones electronicas tan
rapidas que la liquidacién se dio en 20 minutos ocasionando una importante caida
del precio de estas acciones; ver [16]. Es por ello que el concepto de impacto de
mercado se introduce para complementar los modelos existentes, se refiere al efecto
que causan las transacciones que da lugar a movimiento en el precio de los activos.

El impacto de mercado se refleja mediante modelos matematicos donde el precio
corriente de los activos se ve afectado por las transacciones de los participantes en
el mercado. Algunos de estos modelos son: el modelo de Kyle [17] y el modelo de



Almgren y Chriss [1], ambos comentados en el presente trabajo. Entonces, conside-
rando que el precio de los activos se mueve tanto por su dinamica estocastica como
por las operaciones de los participantes de la economia podemos decir que un asunto
interesante se encuentra en obtener aquella estrategia que minimice los costos espe-
rados de las transacciones teniendo en cuenta tanto el impacto de mercado como un
mercado de alta frecuencia con dos competidores. Es ahi donde podemos adecuar
un concepto clave de la teoria de juegos para ayudarnos: El equilibrio de Nash. Es-
te describe la estrategia 6ptima para los participantes de un juego no cooperativo.
Si aplicamos este concepto al entorno financiero proponiendo a los jugadores como
los agentes donde el objetivo del juego es minimizar el costo esperado, obtendre-
mos resultados interesantes que nos daran mayor entendimiento de la interaccion de
agentes y de la fomacién de precios en mercados financieros. Esta tesis proporciona
una solucion 6ptima en el sentido de equilibrio de Nash incorporando el concepto
de impacto de mercado, teniendo conocimiento de que el rendimiento total de una
inversion esta influenciado por la manera en la que se hace la liquidacion.

Nuestro trabajo se encuentra dividido en 5 partes. La primera parte consiste de los
preliminares basicos que deben ser consultados para un mejor entendimiento del
desarrollo principal de esta tesis, temas como el equilibrio de Nash, modelos de im-
pacto de precios, el “algorithmic trading” se encuentran expuestos de manera breve y
concisa. En la Parte II, se desarrollan con cuidado los detalles del modelo propuesto
por Shied y Zhang [21], es aqui donde se da a conocer el teorema que proporciona la
estrategia optima en el sentido de equilibrio de Nash en un esquema de dos partici-
pantes, asi como otros resultados respectivos a la velocidad de transacciones y a los
costos de transaccion. En la Parte IIT implementamos un programa computacional
que refleja los resultados de la Parte II. Aqui se encuentran resultados numéricos
interesantes que verifican lo obtenido en los teoremas principales. En la pentltima
parte se encuentran plasmadas todas las demostraciones correspondientes al desa-
rrollo de la tesis. Finalmente presentamos la seccién de apéndices que complementan
lo expuesto en el trabajo.



Parte |I.

Preliminares






1. Teoria de Juegos: Equilibrio de
Nash

1.1. Introduccién

«La teoria de juegos puede verse como una bolsa de herramientas analiticas desig-
nadas para ayudarnos a entender los fendmenos que observamos cuando personas
que toman decisiones interactian.» Martin Osborne[20].

Cuando hablamos de asuntos relacionados con algin intercambio, ya sea monetario
o de algin bien en general, es natural pensar en dos agentes tomando decisiones
donde cada uno busca obtener el mayor beneficio posible. Este sélo es un caso par-
ticular de todas las veces en las que nos encontramos frente a una “competencia”,
las cuales no son para nada ajenas a nuestro dia a dia, por ejemplo, al ir al mercado
y regatear por los precios o al buscar ser elegido como presidente de algin comité.
Estas situaciones, motivan al desarrollo de la teoria de juegos. Sin embargo, ésta
es demasiado extensa por lo que para este trabajo sélo nos enfrentaremos al caso
particular de los juegos de estrategia en los que podremos introducir uno de los
conceptos mas usados en teoria de juegos: el equilibrio de Nash.

Antes de comenzar, debemos considerar que en el desarrollo de la teoria tomaremos
los siguientes supuestos (supuestos de racionalidad) como validos.

a) Todos los jugadores son racionales, esto es, cada uno elige la accién s; € S; de
tal manera que maximice sus ganancias consistentemente con lo que él piensa de
acuerdo a sus conocimientos.

b) Todos los jugadores son inteligentes, conocen todo acerca del juego: las acciones,
los resultados y las preferencias de todos los jugadores.

c¢) Tienen conocimiento comin, el hecho de que todos los jugadores sean racionales
e inteligentes es conocido por todos.

d) Eligen de manera propia sélo para su propio beneficio, nadie forza a ningin
jugador a tomar alguna estrategia.



Capitulo 1 Teoria de Juegos: Equilibrio de Nash

1.2. Juegos de estrategia

Un juego de estrategia es un modelo de desiciones interactivas en el cual cada jugador
elige su plan de acciéon de manera inmediata, sin cambio y de manera simultanea,
consta de un conjunto de jugadores, un conjunto de estrategias para cada jugador,
y un resultado para cada vector de estrategias, el cual estd dado comtinmente por
el vector de utilidad de los posibles resultados.

Todo problema de decisién consta de tres partes:
Acciones, las cuales son todas las alternativas que un jugador puede tomar.
Resultados, que son las consecuencias que derivan de tomar acciones.

Preferencias, que describen cémo los jugadores ordenan los posibles resultados, del
mas deseado al menos deseado. Una relacion de preferencia 77 describe las preferen-
cias de cada jugador, por lo que la notacién x =~ y significa «z es al menos tan bueno
como y» la cual supondremos cumple con los axiomas de von Neumann-Morgenstern.
(Ver Capitulo 2, Seccién 3, [15]).

En este caso, diremos que una estrategia es un conjunto de acciones que se tomaran
para alcanzar un objetivo de forma éptima, mientras que el resultado obtenido en el
juego por seguir alguna estrategia pueden ser representado de distintas formas (ver
el siguiente ejemplo), la més socorida es la funciéon de utilidad que seré explicada
brevemente a continuacion.

Ejemplo 1.1. Supongamos que dos jugadores lanzan una moneda al aire, si cae sol
el jugador 1 ganard 5 pesos mientras que si cae aguila el jugador 2 gana 5 pesos.

Nuestro conjunto de posibles resultados, el cual denotaremos por la letra O, es:
O = {aguila, sol},

Observemos que este mismo conjunto puede ser representado de muchas maneras,
por ejemplo:

A={5, —5}, B={5, —5}, C = {5, 5}, etc.

;, Cudl serd entonces la mejor manera de representar a los resultados? El representar-
los de manera alfanumérica como con las palabras «aguila» o «sol» puede traernos
complicaciones al interpretar cual de los dos se prefiere, siempre es mas intuitiva
una representacién en la recta real que nos permita comparar de manera sencilla
qué resultado es el mas deseado, por ejemplo, la relacion de preferencia del jugador
1 es: sol = aguila, pero seria més sencillo denotar al evento «sol» como el niimero
real 5 que representaria a la ganancia del jugador 1 y al evento sol con el niimero real
0, de esta forma el conjunto O quedaria representado por el conjunto R = {5, 0} y
facilmente sabriamos que la estrategia que mas conviene al jugador 1 es la que lo
acerca al elemento 5 del conjunto R.



1.2 Juegos de estrategia

Definicién 1.1. Sea O el conjunto de resultados, y sea > una relacion de preferencia
completa, transitiva y reflexiva sobre O. Una funcién v : O — R se llama funcion
de utilidad representando a >, si para toda z, y € O,

r = y<sulr) > u(y).

Podemos distinguir entre un juego de estrategia y un problema de desiciéon pues
en el primero, a diferencia del segundo, no sélo debemos cuidar nuestras acciones,
también debemos considerar las que otros jugadores tomen.

Definicién 1.2. Un juego de estrategia es un triplete ordenado (N, (S;)ien, (Wi)ien),
en el cual:

» N ={1,2,...,n} es un conjunto finito de jugadores.

= S; es el conjunto de estrategias o acciones del jugador i, para cada i € N,
donde ademéas S; # . En este caso, denotaremos al conjunto de todos los
vectores de estrategias por S =57 X So X --- X S,

» u; : S — R es una funcién que asocia cada vector de estrategias s = (s;)ien
con funcién de pago o utilidad u;(s) del jugador ¢, para cada jugador i € N.

Los juegos de estrategia son llamados también juegos de matrices, pues éstos pueden
representarse por medio de ellas. Particularmente cuando N = 2, se les conoce
como juegos bimatrices. Cuando N es mayor a 2, la matriz correspondiente es
N — dimensional, y cada celda de la matriz contiene un vector de N coordenadas,
representando las funciones de pago de cada jugador. (Ver Capitulo 4, [18])

Una interpretacion de los juegos de estrategia es verlo como un modelo de un evento
que ocurre una sola vez, donde cada jugador conoce los detalles, todos son racionales
y sus decisiones son efectuadas al mismo tiempo de manera independiente por lo
que ningun jugador esta consciente de la eleccion de los otros salvo por posibles
especulaciones. En consecuencia, una sucesion de juegos puede ser modelada por
un juego de estrategia siempre y cuando sélo se esté interesado en el resultado
instantaneo de la desicién y se ignore los efectos de la accion en curso en el futuro.
El hecho de que las acciones sean simultaneas no significa que se hagan precisamente
en el mismo instante temporal, simplemente se refiere a que las decisiones se toman
de manera aislada, sin conocimiento alguno de la seleccién de otros.

Una vez entendido el concepto de juego de estrategia, podemos reconocer una pre-
gunta totalmente natural que concierne a cualquier jugador, ; Existe alguna manera
de elegir una estrategia en la que pueda obtenerse la mejor ganancia posible? La
respuesta para algunos casos es afirmativa, aunque para comprenderlo necesitaremos
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un poco mas de teoria que nos llevara al concepto de equilibrio de Nash, el cual es
uno de los temas fundamentales en el desarrollo de esta tesis.

1.2.1. Solucidn a los juegos de estrategia

1.2.1.1. Notacion

Sea N = {1, ..., n} un conjunto finito, y para cada ¢ € N, sea X; un conjunto no
vacio. Denotaremos a X := x X;, y para cada ¢ € N, definimos a
1EN

como el producto cartesiano de todos los conjuntos X; excepto de X;. En otras pala-
bras, X_; = {(z1, ..., Tic1, Tix1, ..., Tn) : x; € X; Vj # i} ademds, nos referiremos
a algiin elemento del conjunto X_; como z_;, observemos que dichos elementos son
vectores (n — 1)-dimensionales derivados de elementos de X suprimiendo el vector
con coordenada ¢—ésima.

En nuestro caso, el conjunto X representara a S, el conjunto de las posibles estra-
tegias.

Por simplicidad, las definiciones, asi como ejemplos que se presentan a continuacion
se desarrollaran para el caso donde N = 2, i.e hay dos jugadores, aunque pueden ser
generalizados sin problema alguno.

1.2.1.2. Dominacién

Definicién 1.3. Decimos que la estrategia del jugador i, denotada por s; € .S; esta
estrictamente dominada por la estrategia s si:

ui<8i; S—i) > U,’(Si, S_i) Vs_; € S—z’-

Definicién 1.4. Decimos que la estrategia del jugador i, denotada por s; esta dé-
bilmente dominada por la estrategia s; si satisface las siguientes condiciones:

CL) ui(sgv S—i) > ui(3i7 3—1') VS_Z' = S—i
b) It_, €5 tal que wi(sh, t_i) > ui(s;, t_;).



1.2 Juegos de estrategia

Bajo los supuestos de racionalidad antes mencionados, queda claro que ningun ju-
gador utilizaria una estrategia dominada, por lo que una de las formas més sencillas
y utilizadas de encontrar una solucién al juego es eliminando las estrategias domi-
nadas!.En otras palabras, una estrategia s es racional si es la resultante de eliminar
todas las estrategias dominadas, aunque, como es logico pensar, no todos los juegos
las tienen, asi que necesitaremos otras herramientas que nos permitan solucionarlos
o al menos reducir el nimero de estrategias factibles.

Antes de continuar, plantearemos un ejemplo para dejar mas claro el concepto de
dominacion y la eliminacién de estrategias dominadas expuesto en [21]. Supongamos
que se tiene el siguiente juego de estrategia:

Ejemplo 1.2. N =2
S, ={U, D}
Sy ={L, M, R}.

Donde uy(s;) y ua(s;) estan expresadas en las siguiente tabla.

jupup | L[ M [ R
U [1,0]L,2]01
D [0,3]/0,1]20

En este caso, observamos que el jugador uno no tiene estrategias dominadas al
principio, sin embargo, en el caso del jugador dos, la estrategia R esta dominada por
la estrategia M asi que eliminamos la estrategia R, entonces el jugador uno tiene
a D dominada por U, haciendo que la estrategia D quede eliminada, finalmente el
jugador dos debera eliminar la estrategia L pues M es sustancialmente mejor y la
estrategia que soluciona el juego es s = (U, M) en la que uy(s) =1y ua(s) = 2.

1.2.2. Equilibrio de Nash

Como se menciond, en teoria de juegos la dominacién es un concepto muy importante
pero limitado, asi que para complementar nuestro conocimiento presentaremos el
equilibrio de Nash, el cual es uno de los méas socorridos en teoria de juegos, pues
nos otorga las estrategias de equilibrio del juego cuando no existen estrategias de

dominacién?.

'Es importante mencionar que, cuando el juego tiene estrategias estrictamente dominadas, el
orden de eliminaciéon no impacta en el resultado, en cambio puede alterarse al tener estrategias
débilmente dominadas.

2 Aunque es posible que el equilibro de Nash no sea tnico.
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Antes de definirlo formalmente, consideremos primero el siguiente ejemplo expuesto
en [18]:

Ejemplo 1.3. N =2
S = {Ta M, B}
Sy = {L> Cv R}

Y finalmente wuy(s;) y ua(s;) estdn expresadas en las siguiente tabla.

jupup | L | C [ R
T o,
M |6,
B |3

) )l

9 bl

WD
W OO
W | O
O | A~
T | W

9 9 )

En este caso no existe ninguna estrategia dominada, pero si analizamos un poco mas
a detalle las posibles utilidades en la tabla, descubriremos que hay una estrategia
que permite a ambos participantes obtener una utilidad muy cercana a la mayor,
esta es s = (B, R), ;Existird una manera de obtener una solucién como esta de for-
ma analitica? La respuesta es si, y como comentamos va mas alla de la dominacion.

Definicién 1.5. Sea s_; un vector de estrategia de todos los jugadores excepto del
1, la estrategia del jugador ¢ denotada por s; es la mejor respuesta a s_; si

ui(8;, 5—i) = max wi(ti, 5—;).

i€04

*

Definicién 1.6. La estrategia s* = (s3, sZ,
si s} es la mejor respuesta a s*, Vie N,

-+, Sy) € S es un equilibrio de Nash

wi(sy, s*;) > wi(si, s*;) Vs;eS;yVie N.

()

Cuando hablamos de equilibrio podemos pensar en muchas definiciones, en este caso
John Nash lo definié como la Definicién 1.6, aunque burdamente lo podemos des-
cribir como aquella estrategia en la que cada jugador da la mejor respuesta posible,
Definicion 1.5, a las elecciones de los demas competidores, obviamente basada en
los supuestos de racionalidad.

Basandonos en el ejemplo 2, y en la definicién anterior observemos lo siguiente:

Si el jugador 1 elige {T'} el jugador 2 deberd elegir {L},

10
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Si el jugador 1 elige {M} el jugador 2 debera elegir {C'},
Si el jugador 1 elige {B} el jugador 2 debera elegir {R}.
En cambio, si el jugador 2 elige primero:

Si el jugador 2 elige {L} el jugador 1 deberd elegir {T'},

Si el jugador 2 elige {C'}el jugador 1 deberd elegir {M},

Si el jugador 2 elige {R} el jugador 1 deberd elegir {B}.

Entonces, la tnica estrategia que hace que ambos jugadores den la mejor respuesta
uno al otro es s = (B, R). La cual llamamos equilibrio de Nash.

1.2.2.1. Estrategias puras y mixtas

La estrategia de equilibrio del juego anterior fue muy clara pues no habia ninguna
forma de que alguno de los dos jugadores se moviera del equilibrio y obtuviera una
mejor ganancia. A esto se le llama estrategia pura.

Un detalle que debemos considerar es que el equilibrio no siempre es tnico, por
ejemplo, en el siguiente juego la estrategia (A,A) y la (B,B) son de equilibrio:

[ A[B]
A2 2
B 0,0

0,0
2,2

9

Analicemos ahora otra situacién. Se tienen dos jugadores y cada uno tendra dos
acciones posibles, elegir cara o cruz en un volado, de manera que la utilidad para
cada uno puede representarse con el siguiente cuadro.

Como podemos ver, este juego no tiene ninguna estrategia pura. En estas ocasiones,
en vez de sélo seleccionar una accion los jugadores deben elegir una distribucién de
probabilidad sobre en conjunto de acciones factibles; cuando se realiza este procedi-
mento las estrategias posibles se denominan estrategias mixtas, cualquier conjunto
de estrategias mixtas induce una distribucion de probabilidad sobre el conjunto de
las acciones posibles en el juego. Bajo ciertos supuestos, las preferencias sobre todas
las loterfas pueden ser representadas por una funcién (funcién de utilidad de von
Neumann-Morgenstern) que asigna un niimero real a cada accién y de esta forma

11
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una loteria es preferida respecto a la otra si y sélo si su funcién de utilidad tiene
un valor esperado més alto. Entonces, una estrategia de equilibrio de Nash mixta
es una estrategia mixta con la propiedad de que ningin jugador puede obtener una
utilidad esperada mayor si se mueve de ella.

El matematico John Nash demostré que todo juego en el cual el conjunto de acciones
posible para cada jugador es finito, tiene al menos una estrategia de equilibrio mixta.
En el juego presentado, existe al menos una estrategia mixta cuando cada jugador
elige cara con probabilidad %

Existen muchas referencias donde se puede ahondar mas en este tema [18, 20, 23, 2],
sin embargo, para efectos de esta tesis lo anterior provee la definicion basica de
Equilibrio de Nash.

12



2. Modelos de impacto de precios

2.1. Introduccidn

El dato mas importante por excelencia al adquirir algin producto o servicio es
claramente ;Cuanto cuesta? o, ;Qué precio tiene?

En el mercado financiero los activos se transaccionan a cierto precio, sin embargo,
éste no permanece constante por lo que es interesante saber qué tanto cambia y
por qué lo hace. El impacto de precios, consecuencia de la actividad en el mercado
es, en palabras sencillas, una medida de qué tanto se mueve el precio actual del
activo debido a las transacciones. Este es un concepto de reelevancia en finanzas,
particularmente en la teoria de microestructura del mercado'. En este capitulo pre-
sentaremos algunos modelos que requieren de este concepto y que necesitaremos en
el desarrolo de la presente tesis.

El concepto de impacto de precio, se refiere a la relacién que existe entre una orden
de compra o venta de un activo y el cambio en su precio. Por ejemplo, es intuitivo
pensar que si una persona compra grandes cantidades de un activo, su precio su-
bira, contrario al efecto de vender una gran cantidad. En el dia a dia, el volumen de
transacciones es del orden de billones por lo que el proceso de generacion de precios
es complejo. En la literatura especializada encontramos un parametro que caracte-
riza el fenémeno: el impacto de precios. Este puede ser clasificado como temporal,
transitorio o permanente como veremos.

2.2. El modelo de Kyle

En 1985, Albert S. Kyle publicé en la revista Econometrica el articulo Continuous
auctions and insider trading [17], en el cual se introducen conceptos financieros y
econdémicos interesantes y de gran importancia para nuestro trabajo, tales como
profundidad y resilencia del mercado. El modelo propuesto, presenta tres casos que

'La microestructura del mercado es la parte de las finanzas que se encarga de explicar y entender
los detalles de cémo se dan las transacciones en el mercado.
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describen el equilibrio de los precios cuando los participantes presentan informacion
asimétrica, el primer caso se refiere al equilibrio cuando la transaccién se da en un
solo periodo, el segundo cuando se hace de manera secuencial y finalmente el terce-
ro trata del modelo en tiempo continuo. Este documento es considerado por varios
un pilar en la teoria de la microestructura del mercado, asi que con base en éste,
expondremos en lo que sigue sus puntos clave que nos seran de utilidad.

Describamos un poco el contexto del problema que deseamos atacar. Supongamos
que cada participante del mercado quiere cambiar un activo riesgoso por uno menos
riesgoso. Los participantes se dividen en tres grupos:

Agente informado, el cual tiene acceso a informacién privilegiada, conoce el valor
de liquidacién ex post del activo riesgoso, ademas supondremos que es neutral al
riesgo, y siempre tratard de maximizar sus ganancias esperadas, por otro lado, su
informacion se incorporara gradualmente a los precios.

Agentes ruidosos, quienes carecen de informacién y transaccionan de manera alea-
toria, por lo que proporcionan cierto camuflaje a las transacciones del agente infor-
mado y les permite generar ganancias a sus expensas.

Agente creador o generador del mercado, quien fija los precios de acuerdo a
la informacion obtenida de las cantidades transaccionadas por los otros dos tipos
de agentes, éstos precios se asumen iguales a la esperanza del valor de liquidacién
del activo condicional a los conjuntos de informacién con lo que los precios pasados
fueron determinados, asumiremos que en promedio el generador del mercado tiene
ganancia cero.

Las transacciones se modelan como una secuencia de subastas en la que cada una
se realiza en dos pasos:

En el primer paso, el agente informado y los ruidosos eligen simultaneamente las
cantidades de activos que van a transaccionar (comprar o vender) y mandan 6rdenes
de mercado, al efectuar esta desicion el agente informado tendra en cuenta el precio
de liquidacién asi como la cantidad transaccionada por él mismo en el pasado, pero
no observa nada acerca de las transacciones de los agentes ruidosos. La cantidad
aleatoria seleccionada por los ruidosos se encuentra independientemente distribuida
de las cantidades transaccionadas en el presente y el pasado del agente informado y
de ellos mismos. En el segundo paso, el creador del mercado fija el precio y efectia
las transacciones para despejar el mercado, es decir, surtir las 6rdenes existentes. En
ese momento, su informacién se basa en las cantidades transaccionadas en el pre-
sente y el pasado de los agentes informado y ruidosos aunque de manera agregada.
A esa cantidad agregada se le conoce como flujo de érdenes, y como consecuencia
de que el creador del mercado no pueda distringuir entre las transacciones de ambos
agentes, las fluctuaciones en el precio vendran por los cambios en el flujo de érdenes.
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2.2 El modelo de Kyle

En este modelo, se asume que las variables aleatorias de interés son normalmente
distribuidas ya que gracias a esto se obtiene una estructura lineal tratable y permi-
te un unico y explicito equilibrio en el que los precios y cantidades son funciones
lineales simples de las observaciones.

En el modelo de subastas continuas se supone que la cantidad transaccionada por
los ruidosos, asi como los precios, siguen un movimiento browniano. La volatilidad
constante representa que la informacién se incorpora en el precio a velocidad cons-
tante y toda la informacion privada se incorpora al final de las subastas.

La definicién de liquidez del mercado es ambigua pues en primera instancia se re-
laciona con varias propiedades. Algunas de ellas que destacan son la estrechez, la
profundidad y la resiliencia. La estrechez se refiere al costo de cambiar una posicion
en un periodo corto de tiempo, la profundidad al tamano del flujo de orden que se
requiere actualizar para mover en cierta cantidad el precio del activo, y la resilien-
cia a la velocidad en la que los precios se recuperan de un choque aleatorio debido
a la desinformacion, estas dos ultimas son consecuencias endégenas de la presencia
de agentes informados y ruidosos. En su articulo Black [7] describe intuitivamente
la liquidez de mercado que de manera aproximada podemos definir como uno que es
infinitamente estrecho, no infinitamente profundo y lo suficientemente resilente para
que los precios eventualmente tiendan a su valor subyacente. Descubriremos que el
modelo continuo tiene esas caracteristicas, mas aun , gracias a esto el agente infor-
mado debera también hacer supuestos racionales acerca de estas 3 caracteristicas
ademas de elegir su estrategia 6ptima.

2.2.1. Modelado

Denotemos a © como el valor de liquidaciéon ex post del activo riesgoso, éste sera
normalmente distribuido con media py y varianza ¥, i.e © ~ N(pg, ¥o). La cantidad
de activos transaccionados por los agentes ruidosos sera u, la cual es normalmente
distribuida con media cero y varianza o2, i.e & ~ N (0, 02). Las variables aleatorias @
y @ tienen distribuciones independientes. La cantidad transaccionada por el agente
informado es denotada por Z, la cual depende del valor conocido 0, & = z(0), y su
ganancia, sera expresada por m y se daran gracias al diferencial entre el valor de
liquidacién © y el precio fijado p, [ = (0 — p)Z]. Finalmente, el precio del activo
estara dado por p.

Los dos pasos de la transaccién antes descritos son, 1) los valores de @ y ¥ quedan
determinados y el agente informado elige cuanto transaccionar Z, recordando que él
conoce el valor de 0. 2) El creador de mercado asigna el precio p al cual se comprard
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o venderd la cantidad de activo suficiente para despejar el mercado, teniendo en
cuenta que ¢él conoce el agregado ¥ + u que llamaremos ¥y, entonces el precio que
fijara dependerd de y, esto es p = p(y) = p(T + @).

Definicién 2.1. Llamaremos equilibrio a la existencia de un par (z(0), p(y)) que
cumple las siguientes condiciones:

» Maximizacién de ganancias: Para cualquier estrategia z/(v) y para cual-
quier v, E{n(z, p) | 0 =v} > E{x(a’, p) | 0 = v}.

» Eficiencia del mercado: La variable aleatoria p satisface que: p(x, p) =
E{o|y} =FE{o|z+a}.

Observemos que la condicién de eficiencia nos dice que, dado que el generador del
mercado tendrd una ganacia de —(0 — p)(y), y supusimos que él tiene tener una
ganancia esperada igual a cero, entonces el precio que debe fijar es p = E [0 | & + 1],
ademas si el agregado T+ es grande podra intuir que Z también lo es, en consecuen-
cia subird el precio p y reciprocamente, si T + % es pequeno. Entonces, el equilibrio
llega cuando el agente informado maximiza sus ganancias dado que el generador fija
un precio.

En este caso, los supuestos anteriores dan al modelo de un periodo una propiedad
muy fortuita, tiene un equilibrio analitico tratable, donde x y p son funciones lineales,
esto se demuestra a partir del siguiente teorema que puede consultarse de manera
completa en [17].

Teorema 2.1. FExiste un unico equilibrio en el cual x y p son funciones lineales.
Definiendo constantes  y A de tal manera que § = (03/20)1/2 yrx=2 (03/20)1/2,
el equilibrio (z(0), p(y)) estd dado por:

x(0) = B(D — po) p(y) = po + AZ + ).

El equilibrio z y p queda determinado por las variables exdgenas Yy y o2, si qui-
siéramos obtener una medida de la informatividad de los precios, podemos definir
a X1 = var (0| p) cuya solucién es ; = 15, lo cual nos indica que la mitad de la
informacion privada es incorporada a los precios y la volatilidad de los precios no
es afectada por la de los agentes ruidosos o2. La cantidad 1/A mide la profundidad
del mercado, en otras palabras, es el flujo de orden necesario para que el precio
suba o caiga en una unidad. Esta medida de liquidez es proporcional al cociente
entre la volatilidad de transacciones ruidosas y la cantidad de informacién que el
agente privilegiado tiene. Finalmente, la ganancia esperada del agente informado
condicionales en ¥, estan dadas por v?/(4)), y son proporcionales a la profundidad
del mercado pues ante una profundidad mayor, se permite transaccionar mas sin
modificar demasiado los precios.
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2.3 El modelo de Almgren y Chriss

2.3. El modelo de Almgren y Chriss

Un modelo més reciente que también considera el impacto de precios es el de Ro-
bert Almgren y Neil Chriss [1]. En este articulo los autores consideran la ejecucién
de transacciones en un portafolio, es decir, mover el portafolio de su configuracion
inicial a otra distinta final después de un periodo fijo de tiempo 7', con el objetivo
de minimizar la combinacién de riesgo por volatilidad y los costos de transaccion.
Hacemos notar que en trabajos anteriores se tiene el mismo fin pero se trabaja ig-
norando la volatilidad de los rendimientos de cada estrategia, lo cual es importante
pues por ejemplo, suponiendo que se tiene cierta cantidad de un activo iliquido el
cual queremos vender, tenemos dos posibilidades, a) venderlo inmediatamente todo
a un alto costo, o b) venderlo en un intervalo de tiempo, donde en cada intervalo
ofrezcamos cierta cantidad del total del activo. En la opcién b) se tiene menor costo
de transaccion pero la incertidumbre sobre el precio al que venderemos al final es
muy grande. Al final la opcién que se elija dependera de qué tan comodo esté el
inversionista con asumir grandes riesgos, lo cual tiene que ver con el concepto de
utilidad?.

La inclusion del riesgo en el estudio viene con un costo adicional, a mas complejidad
del modelo mas dificiles son las soluciones, asi que los autores deciden hacer ciertos
supuestos para obtener un problema tratable:

= La dindmica de precios sigue una caminata aleatoria aritmética.
= Los resultados fueron obtenidos al utilizar optimizacion estatica.

El articulo analiza tres situaciones, en primer lugar considera la correlacion de corto
término en el movimiento de los precios, aqui demuestran que la mejora marginal de
incluir esta informacién a la estrategia es pequena e independiente del tamafio del
portafolio, mientras el tamano del portafolio crece, el porcentaje de ganancias decrece
proporcionalmente. En segundo lugar, examinan el impacto de eventos anticipados
en la estrategia optima, los cuales pueden tener un impacto temporal significativo
en los pardmetros que gobiernan los movimientos en los precios®. De hecho se de-
muestra que la estrategia éptima consiste en seguir una estrategia estatica hasta que
suceda dicho evento donde se replanteara otra estrategia estatica que sélo puede ser
determinada después de que el evento ocurra. Por dltimo, osbervan que cualquier
estrategia optima es vulnerable a eventos no anticipados.

A partir de lo anterior, el resultado mas relevante es la obtenciéon de una férmula
cerrada para la estrategia Optima para cualquier nivel de aversiéon al riesgo, y se

2En este trabajo no se incluye un médulo respectivo a utilidad pero puede ser consultado en [12]
3En otras palabras, mientras que el activo sigue una caminata aleatoria aritmética, en un tiempo
conocido un evento no correlacionado provoca un cambio importante en la dindmica de precios.
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demuestra que es posible construir una frontera eficiente de estrategias optimas
donde cada elemento de la frontera esta formado por una estrategia con el minimo
costo para su nivel de costo por varianza. La frontera estd caracterizada por una
funcién suave, convexa y diferenciable en su punto minimo.

2.3.1. Modelado

Supongamos que contamos con X unidades de cierto activo S que deseamos liquidar
en a lo mas un periodo de tiempo T, entonces dividimos el periodo T en N intervalos
de longitud 7 = %, y definimos los tiempos discretos t, = k7, parak =0,1,...,, N.

Definiciéon 2.2. Una trayectoria de transacciones es una lista * = xq, ..., zy donde
x) es el nimero de unidades que aiin poseemos en el tiempo t.

En la definicion anterior tenemos xq = X, mientras que nuestro objetivo es que
IN — 0.

Definicion 2.3. Una lista de transacciones n = nq, na, ..., ny donde ny = x,_1 —xg
es el nimero de unidades del activo que venderemos entre el periodo t,_1 v .

Observemos entonces que podemos relacionar a xj y a ng por la siguiente ecuacion:

N
mk:X—an: an, k=0,1,...,N.

j=1 j=k+1

Una estrategia de transacciones es una regla que determina n; en términos de la
informacion disponible.

2.3.1.1. Dinamica de precios

Sea Sy el precio inicial del activo que deseamos liquidar, entonces el valor de nuestra
posicion es XSy, conforme pase el tiempo el activo evolucionard por cuestiones
exdgenas como la volatilidad y la tendencia®, asi como un factor endégeno: el impacto
del mercado que en este articulo se considera de dos tipos;

= Impacto permanente, el cual considera los cambios en el precio del activo
que duran al menos el tiempo que resta para la liquidacion.

4La volatilidad y la tendencia se asumen como el resultado de fuerzas en el mercado que ocurren
aleatoria e independientemente de nuestras operaciones.
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Al asumir que el precio del activo evoluciona como una caminata aleatoria,
podemos representarlo por la siguiente ecuacion,

Sk:Sk_1+UTl/2€k—7'g(nk), k=1,..., N.
T

Donde, o representa la volatilidad, &; las realizaciones de variables aleatorias
independientes con media cero y varianza uno, y el impacto permanente g(v)
que es una funcién de la tasa promedio de transacciones v = “£ durante el
intervalo t5_1 a tg.

» Impacto temporal, que se refiere a cambios temporales® entre la oferta y
demanda provocados por los agentes que mueven los precios de su equilibrio
econdmico.

En este caso, modelamos el impacto temporal como una funcién h(v), que
representa el salto temporal en el precio promedio de la accién causado por
hacer transacciones a una tasa promedio v durante un intervalo de tiempo
[tk, tk—1]. Entonces, el precio recibido en ese periodo por una unidad de activo
es:

S =S, —h<”’“> .

T

El efecto de h(r) no aparecera en el precio al tiempo siguiente.

Con base en las dos ecuaciones anteriores para el precio del activo, después de hacer
ciertas manipulaciones algebréicas, definimos al ingreso total de una trayectoria
como las ganancias obtenidas al completar todas las transacciones definidas en ella:

N B N s - N -
Z nSr = XSy + Z (UT & —Tg <T>> T — Z nih (7’) ) (2.3.1)
k=1 k=1 k=1

Podemos interpretar al primer factor del lado derecho XSy, como el precio de mer-
cado inicial de nuestra posicion, es decir, el valor de nuestro activo total al inicio

de la liquidacién. El segundo factor S0, o7'/2¢,1, representa el efecto total de la

volatilidad, mientras que > }_; 7¢g (%) x) es la pérdida en el valor total de nuestra

posicion debida al impacto permanente del mercado asociado a las ventas que hemos
Nk

hecho. Por ultimo Z,ivzl nih (7) es la caida en el precio debido a nuestras ventas

pero que sélo acttian sobre las ventas que se hacen en el periodo k.

5Decimos que son temporales si duran menos del tiempo en el que queremos liquidar el activo.

19



Capitulo 2 Modelos de impacto de precios

El costo total por efectuar las operaciones, también conocido como déficit de
operaciones, es la diferencia entre el valor inicial y la captura, X So— >0, nySk. La
expresion anterior es una variable aleatoria, entonces podemos calcular su esperanza
(E(x)), y varianza (V(x)), como sigue

E(x) = kg:lmjkg (:L_k) — kﬁ:lnkh (T) : (2.3.2)

V(x) = o? 2_: T} (2.3.3)

En el caso que las & tengan distribucion gaussiana, heredaran esta propiedad a la
distribucién del costo total.

2.3.1.2. Optimizacién de recursos

Nuestro objetivo principal es encontrar la estrategia que minimice los costos de
transaccion asi como el riesgo por volatilidad, para lo cual, por una simplificacién
en los célculos, supondremos que las funciones de impacto temporal y permanente
son lineales respecto a la tasa promedio de transacciones, de esta manera la funcién
que caracteriza el impacto permanente sera de la forma:

g(v) = v con 7 constante. (2.3.4)

Esta funcion nos indica que cada que vendamos n unidades el precio de cada unidad
de activo S se depreciara yn, independientemente del momento en que las vendamos.

Para el impacto temporal tomamos a la funciéon A definida como:

h(v) = esgn(ny) + gnk, (2.3.5)

donde € y 1 son constantes no negativas.
Un estimador razonable para € es el costo fijo de venta, por ejemplo, la mitad del

valor del bid-ask spread méas honorarios. Es mucho maés dificil estimar 7 pues depende
de aspectos particulares de la microestructura del mercado.

20



2.3 El modelo de Almgren y Chriss

El modelo lineal de la ecuacién (2.3.5) es conocido comunmente como un modelo
de costo cuadratico pues el costo total incurrido por comprar o vender n unidades
en un mismo periodo de tiempo es cuadratico en la cantidad de activos vendidos:

nh(v) = ¢|n| + §n2.

Al sustituir las ecuaciones lineales (2.3.4) y (2.3.5) en la ecuacién (2.3.2), obtenemos

N N n & N N n &
E@) =~ anp+ed |m|+=> ni=7> ap (@1 —xp) + € | + =D nj,
k=1 k=1 T k=1 k=1 k=1 T k=1

_1 - 2 2 . 2 - n - 2
= 272 (xk_l xy — (Tp — Tp_1) ) +ey ||+ - > ny,
k=1 k=1 k=1

L o Al PN
= 51X+ €y k| — =7 > nj, (2.3.6)
k=1 k=1
donde 11 =n — %77.

Observemos que la ecuacion (2.3.6) es una funcién convexa si 7 > 0, lo cual nos serd
de utilidad al buscar la trayectoria éptima.

2.3.1.3. Frontera eficiente

Pensando en que los agentes son racionales, siempre buscaran minimizar el costo
total de las operaciones, buscamos minimizar la esperanza del déficit para un nivel
de varianza. Asi que definimos a una estrategia 6ptima o eficiente como aquella
para la que no existe otra con menos varianza para el mismo o menor nivel de costos
esperados o de manera equivalente no existe otra con menor costo esperado para un
nivel igual o menor de varianza. A partir de esta definicion podemos construir estra-
tegias eficientes resolviendo el siguiente problema de optimizacion con restricciones

min _FE(x) (2.3.7)
z:V(z)<V

Esto es, para un nivel de varianza V > 0, buscamos la estrategia con menor costo
esperado de operacién. Al ser V(x) una funcién convexa, el conjunto {V(m) < ‘N/}
también lo es. De la misma manera F(z) es estrictamente convexa por lo que existe
un Unico minimo x*. La familia de todas las estrategias éptimas queda parametriza-
da por la variable V, representando a todos los posibles maximos niveles de varianza
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por costo de operacién, por lo que llamamos a esta familia la frontera eficiente
de las estrategias de transaccion 6ptimas.

Para resolver la ecuacién (2.3.7) introducimos un multiplicador de Lagrange A, y ha-
ciendo una simplificacion al problema obtenemos el siguiente problema equivalente,

min (E(x) + AV (z)) (2.3.8)

En caso de que A > 0, entonces la funcién E(x) + AV (x) es estrictamente convexa,
por lo que el problema (2.3.8) tiene una solucién unica z*(\), y conforme A varia,
x*(A\) «barrey a la familia completa y traza la frontera eficiente. El pardmetro A tie-
ne una interpretacién financiera interesante, pues puede verse como un coeficiente
de aversion al riesgo, mientras mas grande es A el riesgo se vuelve mas importan-
te que los costos de transaccién. La solucién de esta ecuacién puede encontrarse
por diversos métodos numéricos dependiendo de la forma que tengan las funciones
de impacto temporal y permanente, en el caso de ser funciones lineales podemos
encontrar soluciones explicitas que presentaremos a continuacion.

2.3.1.4. Solucién para el caso lineal

Comencemos por suponer que n; no tiene cambios de signo, entonces la funcién
U(z) = E(z)+AV(x) es cuadratica de los valores de x, y estrictamente convexa
para A > 0. Asi que procedemos a encontrar su tinico minimo global resolviendo el
sistema de ecuaciones en derivadas parciales igualadas a cero,

oUu Tiq —2x; + T
893]-:27—()\02%_77] 2] ] >,

T

=2
= (@j-1 = 225 + 2j11) = Roa,

~ 2
donde 2 = ’\%

Cuyas soluciones para z; y n; son de la forma:

sinh (k (T" —t;))

Y= sinh(xT) 0 J=0 N
2sinh (1
= ) s (1)), =1
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Mientras que para FE(z) y V(z) son,

tanh (%RT) (7 sinh (25T + 2T sinh (k7))
272sinh® (kT
1 2X27'sinh (kT) cosh (k (T — 1)) — T'sinh (kT)
o :

Vi(z) = 5 sinh® (k7) sinh (k)

1
B(z) = 57)(2 +eX +7X?

2.4. El modelo de Alfonsi, Schied y Slynko

En 2012, el Journal of Financial Mathematics de la STAM publicé un nuevo articu-
lo que analizaba la viabilidad® de los modelos de impacto de precios, escrito por
Alfonsi, A., Schied, A. y Slynko, A. [3], cuyo resultado principal deriva en que el
impacto de precios debe ser una funcién del tiempo convexa y decreciente para que
no existan irregularidades ni manipulacién de precios. A continuacién comentaremos
brevemente los puntos principales de este articulo y con ello tener méas contexto para
entrar a nuestro problema principal.

2.4.1. Estrategias de manipulacion de precios.

La ausencia de oportunidades de arbitraje garantiza la viabilidad de los modelos es-
tandar de valuacién de activos pero, jqué debemos pedirle a un modelo de impacto
de precios donde la actividad de los competidores impacta en el precio del subya-
cente?, ;Es suficiente la condiciéon de no arbitraje? La respuesta general es no, pues
aun teniendo el supuesto de no arbitraje y modelando la dinamica del subyacente
como una martingala podemos encontrar estrategias de manipulaciéon de pre-
cios, es decir, estrategias de compra y venta en un determinado horizonte de tiempo
donde se comienza y termina con cero inventario pero la esperanza de los costos de
ejecutar la estrategia es estrictamente negativa. En otras palabras, la existencia de
estrategias de manipulacion recae directamente en el modelo de impacto de precios
y no en la dindmica estocastica elegida para el proceso de precios inafectado.

En este articulo se analiza un modelo discreto de impacto de precios lineal, instan-
taneo, transitorio y permanente para un soélo participante del mercado y se centra
en los efectos creados por la resilencia de este impacto, en cémo garantizar la via-
bilidad de un modelo a partir de la eleccién de funciones de resilencia o kérnel y en
la existencia y unicidad de alguna estrategia que minimice los costos esperados.

6Usualmente significa que no existan estrategias de manipulacién de precios en el sentido de
Huberman y Stanzl; para més detalles consultar [14].
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Capitulo 2 Modelos de impacto de precios

Ademads, exhiben otro tipo de manipulacién que consiste en estrategias oscilantes.
Es decir, estrategias que reducen los costos esperados por vender (comprar) e in-
mediatamente comprar (vender) de manera muy dramdtica, a las que llaman tran-
sacciones desencadenadas de manipulacién. De manera mas precisa, denotando por
C(-) al costo esperado de alguna estrategia, se dice que el modelo admitird tran-
sacciones desencadenadas de manipulacién si existen X, # 0, una malla de tiempo
O=tyg<--<tn,yyER¥ " talquey'l =Xy

C(y) < min {C(a:)| x'1 = Xy, donde sgn(x;) = sgn(z;) Vi, j€{0, 1, ..., N}} :

2.4.2. Modelado

Mientras el agente se encuentre inactivo (no haga transacciones), los precios de
los activos estaran determinados por las acciones de otros participantes descri-
to por una martingala (S7),.,, definida en un espacio de probabilidad filtrado

(Q, Fy (F)iso IP). Una estrategia consiste de una sucesion &, &,, ..., &, de
transacciones donde el agente adquiere o liquida un portafolio de cierto nimero de
acciones. Asi,

N
Z gtn = X07
n=0

Donde Xy > 0 corresponde a una compra y Xy < 0 a una venta. Una estrategia
con Xy = 0 se conoce como «round trip» y si la estrategia & = &, &, -+, &
optima asociada contiene entradas distintas de cero se dice que es una estrategia
de manipulaciéon de precios. Cada operacion & es efectuada al tiempo t,, donde
0=ty <ty <---<ty="T es un conjunto predeterminado de tiempos. Se permite
que la estrategia sea adaptativa, es decir, que &, puede depender de la informacion
disponible al tiempo ¢,. También asumimos que cada &, es acotada, lo cual es
razonable pues existen un nimero finito de acciones.

Cuando la estrategia &€ es aplicada, el precio al tiempo t es:

Sp=58+ > &Gt —tn),

tn<t

donde, G : [0, co) — [0, 00) es una funcién no creciente conocida como la funcién de
resilencia o el kérnel de decaimiento. Asi, &, G(0) es el impacto de precios inmediato
para la orden &, . Después de un incremento de tiempo At, este impacto decae a
&, G(At). Podemos identificar a los tipos del impacto de la siguiente manera:
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2.4 El modelo de Alfonsi, Schied y Slynko

» Elimpacto instantdneo o temporal es &, (G(0) — G(0+)), donde G(0+) denota
el limite por la derecha de G en t = 0. Este s6lo afecta en el costo de ejecucion
de &,y no en ordenes subsecuentes, por lo general es causado por los costos
de transaccién o por cruzar el bid-ask spread.

» El impacto permanente es &, G (00), donde G (00) 1tlim G/(t). Describe el cambio

en el precio que permanecerd en el subyacente hasta finalizar el periodo de
transaccion debido a informacion revelada por alguna orden demasiado grande.

» El impacto transitorio es la parte que resta, &, (G(04) — G (00)). Resulta

importante para cierto periodo después de efectuada la orden pero conforme
pasa el tiempo su efecto en las transacciones futuras se va desvaneciendo.

2.4.2.1. La funcién de costos

El costo de la estrategia &, denotado C'(£€) sera el costo acumulado de cada una de
las transacciones en £ , tomando en cuenta que una vez que se ejecuta la orden &
el precio del activo se mueve de S, a S;+ = 5, +&,G (0), y corresponde a:

0(5)2;@13 [i (sz - Sf)} .

Es importante observar que la estrategia éptima corresponde a aquella que minimiza
C'(&) para Xy dado. Como habiamos comentado, una estrategia de manipulacién es
un «round trip» para el cual C'(€) <0 .

2.4.3. Resultados

Recordando la siguiente definicion:

Definicién 2.4. Para todan € N, ty, ..., t, € R,y 1, ..., z, € R decimos que la
funcién F' es estrictamente positiva en el sentido de Bochner si tenemos que

> miwiF (|t — 1)) > 0,

i, J=1

en donde la igualdad se logra si y sélo si 1 =--- = x, = 0.

Dos resultados muy importantes encontrados en este articulo [3] son:
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Capitulo 2 Modelos de impacto de precios

= Si la funcién G es positiva definida, entonces el modelo no admite estrate-
gias de manipulacion de precio. Méas aun, la estrategia 6ptima existe pero no
necesariamente es unica.

= Si la funciéon G es estrictamente positiva definida, entonces existe una unica
estrategia optima &*para toda posicion inicial Xj.

El teorema de Bochner caracteriza cuando una funcién es positiva definida.

Teorema 2.2. Una funcion continua G es positiva definida si y solo si, la funcion
G(|-]) es la transformada de Fourier de una medida positiva de Borel u en R. Es
decir,

G (jal) = [ e (dy).

Si el soporte de p no es discreto, entonces G es estrictamente positiva definida (Ver
Teorema 2.2 [10].

Hemos expuesto de manera breve 3 modelos de impacto de precios para poder reto-
marlos méas adelante. Esta tesis utilizara principalmente el modelo de Alfonsi, Schied
y Slynko [3].
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3. Mercados de alta frecuencia

En el contexto financiero, cuando nos referimos a un mercado entendemos un lugar
en el que se ofertan y demandan productos y servicios a algin costo fijado por sus
participantes. La dinamica que se sigue en ellos ha ido evolucionando a través del
tiempo, desde lanzar érdenes al aire haciéndose escuchar para obterner el mejor pre-
cio, o transaccionar por teléfono, o simplemente desde una computadora a través de
alguna casa de bolsa. Muchos de los cambios que han sufrido los mercados en cuanto
a la forma en la que se realizan las transacciones, si no es que todos, se deben al
incremento en el conocimiento, que poco a poco se convierte en nuevas formas de
hacer negocios y nueva tecnologia de la cual apoyarse, de ahi surgen los mercados de
alta frecuencia los cuales se diferencian por contener operaciones utilizando estrate-
gias algoritmicas mejor conocidas por su nombre en inglés «algorithmic trading» las
cuales son el tema principal de este capitulo.

3.1. Algorithmic Trading (AT) y High Frequency
Trading (HFT)

El algorithmic trading (AT) es un sistema de operaciones contenido en algoritmos
computacionales que utilizan modelos matematicos avanzados para tomar decisiones
respecto a las transacciones en los mercados financieros. Las reglas que se encuen-
tran en el modelo determinan el tiempo 6ptimo para establecer la orden causando
el menor impacto en el precio. Un ejemplo clasico del uso del algorithmic trading es
cuando se busca dividir largos bloques de acciones, que deben ser vendidos (compra-
dos), en pequenos bloques distribuyendo su transaccién en un periodo de tiempo.
Lo anterior con la finalidad de reducir en impacto de precio y consecuentemente el
costo de liquidacion.

Dentro del algorithmic trading existe un subconjunto de estrategias denominadas
operaciones de alta frecuencia o en inglés «high frequency trading» (HFT), éstas
manejan pequeinas ordenes que se envian a gran velocidad, a menudo en milisegundos
o microsegundos, realizadas por algoritmos también de alta velocidad que replican el
rol de un «market maker» que tratan de beneficiarse de los diferenciales de compra y
venta (bid-ask spread) comprando barato y vendiendo caro. Ademas, el HF'T intenta
localizar érdenes grandes pendientes de ejecucion en el mercado enviando pequenas
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Capitulo 3 Mercados de alta frecuencia

ordenes y analizando patrones de tiempo entre cada compra y venta para aprovechar
cualquier oportunidad de hacer ganancias ajustando los precios de las transacciones.

La principal innovacion que separa al HFT del trading tradicional es la alta capa-
cidad de rotar el capital en respuestas inmediatas dictadas por computadoras que
cambian las condiciones del mercado y cuya caracteristica principal es obtener una
pequena ganancia, generalmente fracciones de centavo, en cada una de esas millo-
nes de transacciones a diferencia de los administradores tradicionales quienes deben
mantener sus posiciones por semanas o en ocasiones meses para generar algun re-
torno significativo. Otro punto interesante que diferencia al HFT es el hecho de
liquidar practicamente todas las posiciones antes de finalizar el dia, tener un inven-
tario cero, pues la ausencia de posiciones durante la noche es importante para los
inversionistas por las siguienes tres razones [1]:

1. Dado que la globalizacion es una realidad, en particular la de los mercados de
capitales, extiende las operaciones a ciclos de 24 horas. La volatilidad corriente
en el mercado cambia durante la noche y las posiciones se vuelven riesgosas
aun cuando el mercado no se encuentra operando.

2. Las estrategias de HFT permiten una completa transparencia en el capital
que se mantiene, es decir, se conocen con exactitud las pérdidas y ganancias
asi como el capital listo para continuar transaccionando al dia siguiente, sin
necesidad de acudir a un préstamo.

3. Las posiciones que se mantienen por la noche son pagadas a una tasa de interés
conocida como la tasa de «interés nocturnay, que es por lo general ligeramente
mayor a la tasa LIBOR. Si consideramos que la tasa LIBOR estd sujeta a
volatilidad variable y que la hiperinflacion esta a la vuelta de la esquina, las
posiciones nocturnas pueden volverse muy caras y hasta no rentables.

El HF'T tiene ventajas adicionales, sus estrategias tienen poca correlacion con las es-
trategias tradicionales de largo plazo, convirtiendolas en herramientas de diversifica-
cién interesantes para los portafolios de largo plazo. La evaluacion de las estrategias
de HFT requieren menores periodos de evaluacién por sus propiedades estadisticas!,
mientras que una estrategia mensual promedio requiere de seis meses a dos afios de
observaciones para decir que tiene credibilidad, las estrategias de HF'T pueden ser es-
tadisticamente acertadas con s6lo un mes. Adicionalmente a los beneficios anteriores
podemos incluir que el HF'T brinda ahorros operativos, la naturaleza automatiza-
da de las transacciones se convierte en ahorro al eliminar el error humano relativo
a la duda y a las emociones. También podemos considerar ventajas a la sociedad
tales como incrementar la eficiencia del mercado al identificar las ineficiencias
aprovechandolas e incorporando la informacion en los precios mas rapidamente, la
mayoria de operaciones de HFT proporcionan liquidez significativa al mercado y

'Para una referencia més detallada ver [1].
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3.1 Algorithmic Trading (AT) y High Frequency Trading (HET)

de manera indirecta propician al avance tecnologico al buscar soluciones al aumento
en la velocidad y la comunicacién eficiente.

A pesar de que el HF'T ha conseguido posicionarse como una nueva y efectiva forma
de hacer negocios, también debemos explorar sus posibles desventajas, entre las
cuales surgen los siguientes puntos:

1. La principal razén detras de la existencia de un mercado de activos es propor-
cionar capital a las companias que lo requieren asi el HF'T no agrega capital
al mercado pues como se mencioné las posiciones se liquidan y la cantidad
invertida es muy pequena, de hecho el monto con el que se inicia un agente
HFT es el mismo que se reinvierte muchas veces cada instante.

2. Si existiese alguna falla en algin algoritmo ésta podria causar desviaciones
importantes en los precios correctos de oferta y demanda, esto es, el mer-
cado se vuelve menos dependiente del retorno de una inversion y mas de la
especulacion.

3. Puede causar situaciones de crisis como el Flash Crash de 2010.

4. Por lo general podriamos decir que los HFT y sus algoritmos de busqueda de
agentes que buscan comprar o vender activos para obtener provecho, hacen
menos atractivo el mercado a los inversionistas tradicionales pues se puede
decir que «se cobra un impuesto» a aquellos que no operan rapidamente, sin
embargo, se puede decir que este punto en contra es mas o menos despreciable
pues la mayoria de transacciones HF'T s6lo se hacen en contra de otros HF'T
traders.

Derivado del punto 4. existe un problema de competencia dentro del HFT que es
conocido en la literatura como transacciones predatorias y se refiere a los conflictos
de intereses entre los operadores de HFT que buscan perjudicar las ganancias de sus
contrincantes desestabilizando los precios. Un articulo influyente en este tema es el
escrito por Brunnermeier, M. y Pedersen, L.H. [9] el cual se discutird brevemente en
la siguiente seccién, no ahondaremos demasiado en los detalles técnicos del articulo
pues es demasiado amplio y no lo necesitaremos de manera rigurosa en el desarrollo
de las ideas posteriores.

3.1.1. Transacciones Predatorias

Como se menciona en el articulo de Brunnermeier, M. y Pedersen, L.H. [9], uno de los
peores temores de los inversionistas grandes es la liquidacién forzada, en especial si
esta necesidad es conocida por otros agentes pues casi seguramente estard asociada
a un impacto de precios alto y una baja liquidez. Este articulo proporciona un
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marco para estudiar las interacciones entre los agentes grandes que deben cuidarse
del impacto de mercado, también se muestra que si un inversionista esta forzado
a liquidar una posicién, los otros agentes comenzaran a hacer operaciones en la
misma direcciéon aprovechandose de los cambios en los precios retirando la liquidez
del activo en lugar de aumentarla ademas de observar que la depredacion es rentable
si el mercado es iliquido y la posicién del agente grande que busca liquidar es mayor
a la capacidad de compra de los otros agentes, més aun, la depredacion es més
«salvaje» si s6lo hay unos cuantos depredadores.

3.1.1.1. Ideas principales del articulo

El modelo que presentan distingue tres tipos de valores de una posicion, el valor
fundamental o no afectado que es el valor actual de una posicién, el valor de
liquidacién de la orden que refleja las posibles ganancias de liquidar la posiciéon de
manera secreta contemplando también que la curva de demanda va decayendo poco
a poco y el valor de liquidaciéon afectado el cual es el monto que obtendremos
por enfrentar la depredacion de otros agentes. Claramente el valor de liquidacion
de la orden es menor que el valor fundamental mientras que el valor de liquidacion
afectado es aiin menor si los depredadores tienen posiciones largas.

Se considera un mercado que contiene dos activos, uno riesgoso y uno sin riesgo
observables de manera continua donde existen dos tipos de participantes, los que
tienen posiciones largas (i.e que poseen el activo) como los fondos de cobertura
(hedge funds) y aquellos que invierten a largo plazo como los fondos de pensiones. A
lo largo del articulo se analizan mateméticamente las situaciones en las que ambos
tipos de agentes deben actuar para maximizar sus rendimientos dado que existen
depredadores que estresan el mercado de manera endégena y exdégena buscando su
beneficio.

La estrategia basica de depredacién es la siguiente: el depredador vende lo mas que
puede del activo, luego espera a que el agente estresado liquide su posiciéon haciendo
que el precio del activo caiga ain mas, finalmente el depredador vuelve a comprar
su posicion.

Es preferible mantener las estrategias y el manejo del riesgo en privado, de manera
confidencial y lo suficientemente flexible, como el crash de 1987 lo demostro.

Mientras mas iliquido es un activo mayor es el costo de liquidacion debido a la
depredacion.

Este modelo es de informacién perfecta, es decir, se conoce por completo la trayec-
toria del precio del activo, el nimero de depredadores y el niimero de victimas.
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Se recalca que en cualquier condicién del mercado, el trading predatorio ocurre con
probabilidad positiva.

Hay ain mucho que decir acerca del AT y el HFT, de hecho la literatura sigue
avanzando en estos temas ya que son muy recientes y estan conectados directamente
con los problemas de la actualidad.

Como veremos, el articulo de Schied y Zhang, que es el principal que se analizara en
este trabajo, aporta una nueva vision a los fenémenos que surgen en los mercados
HFT.
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Parte II.

Equilibrio de Nash en modelos de
impacto de precios
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4. Modelacion matematica

4.1. Introduccion

Una vez descrito nuestro marco tedrico nos adentraremos a atacar el problema prin-
cipal de la tesis que consiste en encontrar las estrategias de equilibrio (en el sentido
de equilibrio de Nash) de dos competidores del mercado buscando minimizar los
costos esperados de liquidacién dado que el impacto sigue la dinamica del modelo

de Schied y Zhang [21].

Anteriormente comentamos la intuicion detras del High Frequency Trading (HFT),
en este tipo de operaciones la velocidad a la que se efectia la transaccion asi como
los costos que genera al ejecutarla son factores clave en la eleccién de las estrategias
que se llevaran a cabo por los agentes, por otro lado al incluir en nuestro andlisis
que existe otro competidor que cuenta con caracteristicas similares al primero en
el sentido que busca obtener alguna posicion en el mercado, es racional y conoce
el conjunto de posibles elecciones de su contrincante, hace al problema ain méas
realista e interesante conduciéndonos a la teoria de juegos. Considerando un mercado
donde existen dos agentes econémicos de alta frecuencia que transaccionan bajo
un modelo de impacto de precios transitorio como en [3] probaremos la existencia
y unicidad del equilibrio de Nash. Mas aun, se determinaran umbrales para los
costos transaccionales y la velocidad de transaccion que caracterizan la presencia, o
ausencia, de «predatory trading». Dicotomia que se ve reflejada en que las estrategias
optimas sean oscilatorias o mondtonas.

Tanto el modelo como los resultados tedricos que presentamos en este capitulo se
basan en el articulo de Shied y Zhang [21].

4.2. El modelo

Considérense dos agentes financieros, a saber X y Y, que operan en un mercado cuyo
impacto sera considerado transitorio como lo describimos en la seccién 2.4. Cuando
ninguno de los dos agentes se encuentra operando, el precio de alguno de los activos
puede ser descrito como una martingala continua por la derecha a la que llamaremos
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SO = (57),-0 en un espacio filtrado de probabilidad (Q, (Ft)iz0> F ]P’), con Fy
trivial. A S le llamaremos proceso de precio inafectado. Supondremos también que
las operaciones se llevan a cabo en el conjunto discreto T = {tg, ..., tx},contg =0y
ty =T y que los agentes utilizaran estrategias admisibles, las cuales estan definidas
a continuacion.

Definicién 4.1. Sea T = {tg, ...,tx} un conjunto de valores en el tiempo. Una
estrategia admisible para T y Z; € R es un vector ¢ = ((p, ..., (y) de variables
aleatorias tales que:

1. Cada (; es Fy,-medible y acotada, Vi € {0, ..., N}.

2. Zo = §O+"'+<N P—c.s.”

2Casi seguramente.

Al conjunto de todas las estrategias admisibles para T y Z; dados se le denotara por
H (Zy, T), y para ¢ € H(Zy, T), el valor de (; representara el nimero de acciones
que se transaccionan al tiempo ¢; donde un signo positivo indica una orden de venta
y uno negativo una de compra.

Entonces, siendo H (Xg, T) y H (Yo, T) el conjunto de estrategias de los dos agen-
tes X y Y respectivamente, para & € H (Xo, T) , n € H (Y, T) dos estrategias
admisibles aplicadas, el precio del activo es:

S =8 — ST G(t—ty) (& + ) - (4.2.1)

tp<t

En la ecuacién anterior, la funciéon G : R, — R +1 se conoce como kernel de descenso,
kérnel de decaimiento o funcién de resilencia y nos indica el cambio que sufrird el
precio del activo debido a las estrategias adoptadas por los agentes y puede ser
una funcién cualquiera aunque en nuestro caso supondremos que es una funcién no
creciente ademés de que t — G (|t|) serd estrictamente positiva definida en el sentido
de Bochner.

Definicién 2.4 Para todan e N, ¢y, ..., t, € R,y z1, ..., x, € R decimos que la
funcién F' es estrictamente positiva en el sentido de Bochner si tenemos que

> maiF(Jt — t]) >0,

i, j=1

en donde la igualdad se logra si y sélosi 1 =--- = x, = 0.

IR, se refiere al conjunto de los reales no negativos.
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4.2 El modelo

Los supuestos anteriores son necesarios pues en [3] se observé que gracias a ellos
se descarta la existencia de estrategias de manipulacién de precios y cuasi-arbitraje
que son aquellas para las que se obtiene un costo esperado negativo (es decir , no
hay costos sélo ganancias), tal como se discuti6 en la Seccién 2.4.3.

Para dar una idea més precisa del cuasi-arbitraje, se define en [14] el concepto de via-
je redondo més conocido por «round trip» en inglés, el cual es una estrategia £ que
comienza sin inventario en ¢ = 0 y termina sin ningiin activo riesgoso® asf, una es-
trategia de manipulacién es un viaje redondo con valor esperado positivo, mien-
tras que el cuasi-arbitraje es una sucecion de viajes redondos £ = {£'} k=1, N

param = 1,2, ... de tal forma que si IT (§) es la ganancia de la estrategia &€ entonces,
lim E(I(E™) =00y

Existen mas resultados importantes respecto a la manipulacién de precios y cuasi-
arbitraje por lo que se comenta que un tratamiento mas profundo del tema se en-
cuentra en el articulo de Huberman y Stanzl [11] asi como en [13, 15, 11].

4.2.1. Costos de liquidacion

En el momento en el que algiin agente envia una orden al mercado, digamos X en

el tiempo ti, el precio del activo se mueve linealmente de ka’" a ka’z,

Si =S — G(0)&.

tk+

La orden & se ejecuta al precio promedio % (ka’z

- Sf,;"), y por lo tanto gasta,

1 G(0
(s s 6 = T s

tk+ 2

Si inmediatamente después de la operacion anterior, el agente Y envia la orden 7

el precio se mueve linealmente de Sf};z a Sf,ﬁ — G(0)nk, y tendra un gasto de

1 G(0)

—5 (S5 + S5 = GO0)me) e = =20k — S5 + G(O)&.

2FEl ejemplo més sencillo de viaje redondo es aquella estrategia para la cual todas sus entradas
son cero. i.e £ = (0,0, ---, 0).
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En este caso, el agente Y tiene un gasto extra de G(0)&n, respecto a X debido al
orden en el que se ejecutaron las transacciones, lo cual puede significar una pérdida
o un beneficio. En nuestro modelo supondremos que ni X ni Y tienen ventaja sobre
el orden en el que se llevan a cabo las transacciones, por lo que si ambos envian una
orden distinta de cero en t; se realizara primero la de aquel que gane un «volado»®.

Otro supuesto a incluir es que cada transacciéon incurre en un costo de tipo cua-
dratico, es decir, cada operacién (j, carga un costo de la forma 6¢? donde 6 es un
parametro no negativo.

Asi, los costos de las operaciones incurridas por los agentes X y Y al seguir las
estrategias & y n toman la siguiente forma.

Definicién 4.2. Supongamos que T = {tq, ..., t,}, que Xy y Y estan dados, y sea
(€:);_, una sucesion i.i.d.“ de variables aleatorias Bernoulli que son independientes de
o (Ui>0F:). Entonces, el costo de la estrategia & € H (X, T) dadan € H (Y;, T)estd
definido por:

G(0)

N
Cr (&ln) = XoSp + > (ng — SEMEL + exG(0)Erm + eg,%) : (4.2.2)
k=0

mientras que el costo de i dada & es,

G(0)

N
Cr(n]€) = YoSp + Y ( M — Simk + (1 — ex) G(0)éemi + 9771%) . (423)
k=0

%Independiente e idénticamente distribuida.

Observemos que en las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) los términos XS) y Y5S{ corres-
ponden al valor de las posiciones X y Y, respectivamente al tiempo ¢ = 0, mientras
que los demas términos corresponden a los costos de liquidacién.

Un comentario interesante acerca de este modelo surge al notar que no existe alguna
variable en la que se refleje el gasto correspondiente al bid-ask spread, i.e. el precio de
compra es igual al precio de venta, este supuesto fue hecho por los autores originales
del articulo dado que al ser un modelo de High Frequency Trading el diferencial de
costos es pequeno en un lapso también pequenio de tiempo y puede ser capturado
con el parametro 6. La eleccién de costos de transaccion cuadraticos hace al modelo
tratable, ademas de que modelan una progresién que crece junto con el tamano de
la 6rden lo cual penaliza aquellas 6rdenes grandes que tratan de mover el mercado.

3Por «volado» nos referimos a un ensayo de Bernoulli con p = 0.5.
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4.3 Equilibrio de Nash

4.3. Equilibrio de Nash

Una vez que identificamos los gastos en los que incurren las érdenes podemos volver
a nuestro problema: encontrar aquella estrategia admisible que minimice el costo
esperado de nuestras operaciones. La solucién es bien conocida cuando sélo se con-
sidera que un agente desea minimizar su gasto; ver e.g. en [3]. Sin embargo, en
esta ocasion resolveremos para el caso en el que dos agentes desean minimizar los
gastos bajo el supuesto de que ambos tienen completo conocimiento de las posibles
estrategias del otro competidor y por lo tanto ajustaran sus decisiones de manera
«conjunta» a sabiendas que son racionales. Debido a lo anterior, es natural que de-
finamos nuestra optimalidad en términos del concepto de equilibrio de Nash, el cual
es similar a lo que comentamos en los preliminares aunque en este caso la definicion
estd adecuada a nuestro contexto.

Definicién 4.3. Para un conjunto T de tiempos y valores iniciales Xy y Yy, un
equilibrio de Nash es un par (£*, n*) de estrategias en H (Xo, T) x H (Yo, T) tales
que cumplen las siguientes igualdades,

E[Cr(§n)] = §eHi(I)l(f;),T)E [Cr (&n7)]
E[Cr(n*[€")] = neng/ﬁ,qr)E [C (nl€7)] -

4.3.1. Notacion

Para poder trabajar de mejor manera, definiremos a continuacion la redaccién que
seguiremos.

Para una malla de tiempo T = {t,, ..., tx} definimos la matriz I' € My j1)x(n41)
por:
Ly =G(tia—tjal), 4,5=1,2, ..., N+1, (4.3.1)
y para 6 > 0,
Iy =T+ 201d. (4.3.2)

En donde Id es la matriz identidad de tamano (N 4+ 1) x (N + 1).

Denotaemos mediante I' la matriz triangular inferior siguiente
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Fij st1 > j
Ty =1{1G(0) sii=j (4.3.3)
0 en otro caso.
Escribiremos como 1 al vector en RN*! compuesto por unos, i.e 1= (1, ..., 1)". La
estrategia ¢ = (o, ..., (n) € H (Zy, T) quedara identificada con el vector aleatorio
de dimensién N 41 (z, ..., ZN+1)T, donde la entrada (, = 2.1, para k=0, ... N.
Asi, todo vector z = (21, ..., ZN+1)T € RV*! puede ser identificado como una es-

trategia deterministica ¢ para la cual (x = 2.

También definiremos a los siguientes dos vectores,

1 ~\ -1

v=— o Jlr f)il 5 (ro+T) 1, (4.3.4)
~\ —1

w=— o f)*l ) (fe—T) 1. (4.3.5)

Los denominadores de las ecuaciones (4.3.4) y (4.3.5) son estrictamente positivos
debido a la condicién de la Definicién 4.2 pues la funciéon G (|- |)es estrictamente
positiva definida. Ademads, el siguiente lema nos garantiza la invertibilidad de las
matrices I'g + r y 'y — r.

Lema 4.1. Las matrices Ty, T, Ty + T y Ly — [ son positivas definidas para toda
6 > 0. En particular, todos los términos de las ecuaciones (4.3.4) y (4.3.5) estdn
bien definidos, los denominadores son estrictamente positivos.

La demostracion a este lema se encuentra en la pagina 69.

4.3.2. Estrategias de equilibrio

Podemos encontrar en [22] que en el caso particular donde G(t) = v + Ae™”" con
v, Ay p constantes, existe un unico equilibrio de Nash en la clase de las estrategias
deterministas. Esto es importante, sin embargo, el resultado principal de esta tesis,
desarrollado por Schied y Zhang en [21] lo extiende para cualquier kérnel de descenso
positivo definido incluyendo costos de transaccién dando una féormula explicita para
las estrategias de equilibrio probando que son tunicas en la clase de las estrategias
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adaptadas. El siguiente teorema es la clave de todo nuestro trabajo posterior pues
serd nuestro punto inicial para el desarrollo de maés resultados teoéricos asi como
de un analisis numérico que dara luz sobre lo que sucederia en la practica. Para la
demostracion consultar la pagina 77.

Teorema 4.1. Para un conjunto T de tiempos y valores iniciales Xog y Yy € R |
eziste un unico equilibrio de Nash (§*, n*) € H (Xo, T) x H (Yo, T). Las estrategias
optimas £ y n*son deterministas y estan dadas por las siguientes expresiones,

1 1

& =5 (Xo+Yo)v+ 5 (Xo-Yo)w, (4.3.6)
1 1

n* = 5 (Xo+ Yo)v — 5 (Xo — Yo) w. (4.3.7)

Podemos notar que en las formulas (4.3.6) y (4.3.7), los vectores v y w generan todas
las posibles estrategias de equilibrio y por tanto ambos forman una base para ellas.

4.3.3. Impacto de los costos de transaccion y la frecuencia de
las transacciones en los costos esperados

Una vez presentadas las soluciones de equilibrio analizaremos algunas de sus propie-
dades cualitativas. Para este fin consideraremos el caso particular de un kérnel de
descenso exponencial que modela un impacto permanente y transitorio de precios.
Este tipo de kérnel ha sido estudiado en buena medida en [3, 22], donde también se
prueba que éste satisface la Definicién 4.2. Sea la funcién G(-) como sigue

Gt)=X e +5, N\, p>0,v>0. (4.3.8)

Gracias a algunas simulaciones numeéricas y el andlisis de un ejemplo particular,
Schéneborn [22] observéd que las estrategias de equilibrio presentaban oscilaciones®
fuertes cuando # = 0. Mas aun, noté que al cambiar el nimero de transacciones
permitidas en el intervalo de [0, T de un niimero par a uno impar las estrategias 6p-
timas podian cambiar draméticamente. Esto dio pie a que en el articulo [21], Schied
y Zhang buscaran resultados mas alla de lo empirico que justificaran la existencia
de esas oscilaciones asi como del cambio de estrategia por la dimension de la malla
de tiempo.

La siguiente proposiciéon provee un resultado del caso particular (4.3.8) que nos indica
bajo qué condiciones para el costo de transaccion 6 y la velocidad de transacciones N

4Por oscilaciones nos referimos a estrategias alternadas de compra-venta.
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la estrategia w implica compras y ventas alternadas (oscilaciones). La demostracién
se encuentra en la pagina 79.

De aqui en adelante nos concentraremos en mallas de tiempo equidistantes, es decir,

kT
TN:{N kZO, 1, ,N}

Proposicién 4.1. Suponiendo que la funcion G es de la forma (4.3.8) con vy =0y
T > 0 fija, entonces existe Ny € N tal que para cada N > Ny existe una 6 > 0 de
tal forma que para 0 < 6 < ¢ las entradas del vector w = (wy, way, ..., Wni1) SON
distintas de cero y tienen signos alternantes.

La intuicién detréas de esto es la siguiente. Suponiendo que la funcién G (-) es de la
forma (4.3.8), donde no hay efecto del impacto permanente ~y, existen valores § y Ny
para los cuales todos los costos de transaccion 6 que caigan por debajo de o hardn
que el vector w sea una estrategia correspondiente a compras y ventas alternadas
siempre y cuando la cantidad de transacciones efectuadas en [0, T'| sea mayor o igual
a Np. Ademas notemos que para Xg = —Yj la estrategia w determina por completo
el equilibrio de Nash por lo que las oscilaciones siempre ocurriran si el parametro ¢
es lo suficientemente pequeno y la velocidad de transacciones suficientemente alta.
Si quisiéramos hacer un andlisis similar para v, Schied y Zhang [21] observan que es
mucho més complicado, y es un problema abierto.

Una posible interpretacién financiera de las oscilaciones compra-venta es la inter-
accion de dos agentes pues al haber mas de un participante siempre existira la
competencia y el deseo de obtener mayores ganancias que nuestro competidor. En
algunos estudios previos de equilibrio entre varios agentes, por ejemplo [22] y [J], se
menciona que la forma dominante de estas interacciones es el «predatory trading»,
que como ya fue comentado en la pagina 29 son predatorias en el sentido de que
obtienen ganancias utilizando el impacto de precio generado por otro agente y en ese
sentido la ganancia de uno se basa en reducir la de otro, de esta manera la proteccién
contra esta mala practica requiere eliminar el impacto creado. Bajo nuestro modelo
de impacto, el impacto de una transaccién (y puede ser borrado poniendo una orden
contraria® (;, es decir ¢; — (oG (t; — to) eliminara por completo el efecto de ¢y y
la combinacion de estrategias resultard en un total de (o (1 — G (¢; — to)) acciones.
Es por esto que las oscilaciones pueden verse como una proteccion al «predatory
trading».

En particular, cuando s6lo hay un agente activo y G es convexa, no creciente y no
constante (que es el caso de (4.3.8)) entonces para cada malla de tiempo T existe
una estrategia 6ptima la cual consiste de sélo compras o s6lo ventas y si G es como

5Es decir, si (o fue de compra, ¢; debe ser de venta.
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en (4.3.8) con # = 0 la estrategia puede conocerse explicitamente [2]. Sin embargo,
Alfonsi et al. [3], descubrié que podian existir oscilaciones en las estrategias de un
mercado de un solo competidor bajo impacto transitorio de precio siempre y cuando
el kérnel no decreciera como una funcién convexa del tiempo, la intuiciéon detras es
que puede convenir en ciertos casos cambiar de estrategia aprovechando el retraso en
la respuesta del mercado a una orden larga, cosa que no sucede cuando el impacto
decrece como funciéon convexa del tiempo.

4.3.3.1. Umbral del costo de transaccidon

A continuacién presentamos un resultado fundamental, éste muestra que las oscila-
ciones de los vectores v y w se eliminan cuando el parametro € es lo suficientemente
grande, de hecho el teorema nos da una férmula explicita para aquel valor critico o
umbral #* para el cual por encima de él las oscilaciones desaparecen. Intuitivamente
al incrementar los costos de transaccion las estrategias oscilantes seran penalizadas
por lo que habra un suavizamiento en la trayectoria que deja la estrategia efectuando
ordenes solo de compra o sélo de venta. Se puede consultar la demostraciéon en la
pagina 93.

Teorema 4.2. Suponiendo que la funcion G es de la forma (4.3.8) y Ty denota una
malla de tiempo equidistante, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Para toda N € Ny p > 0, todos los componentes de v son no negativos.
2. Para toda N € Ny p > 0, todos los componentes de w son no negativos.

3.0>0"=(\+7)/4

En el capitulo siguiente exponemos algunos ejemplos numéricos que ilustran por
medio de simulaciones los resultados anteriores.

4.3.3.2. Analisis de la velocidad de transacciones

Como fue comentado anteriormente en [22] se habla de que cuando no hay costos de
transaccion (0 = 0) el cambio en las estrategias 6ptimas puede deberse inicamente
al cambio en el nimero de transacciones permitidas N, es decir, es determinante
que N sea una cantidad par o impar para describir qué estrategia se seguird. De
esta manera Shied y Zhang [21] analizaron la posible convergencia de las estrategias
de equilibrio cuando la velocidad de las transacciones tiende a infinito i.e N — oo.
Para ello, consideremos una malla equidistante Ty como se definié anteriormente,

variaremos N € N de tal forma que denotaremos a vV = (v%N), cee UJ(V]\Ql) y a
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w) = (ng), ce wEVle) como los vectores en (4.3.4) y (4.3.5) respectivamente,

haciendo explicita su dependencia en N.

En la siguiente proposicion se analizard la convergencia individual de los componen-
tes de w™) cuando N — oo, cuya demostracién se puede consultar en la pagina
82.

Proposicién 4.2. Supongamos que n es fija.

1. Cuando 6 = 0, tenemos que

2a 2a
c n+1 . n+1
]\l[%w’,(f]\/) :(_1) Ar pT+a+1 y ]\ZTTZ'OUJSEN—’_l):(_l) + pT_a+1,
asi como
lim w3, = (=1)" 2 y  limwSED = (—1)" #
N—oo 2N+1-n pT+a+1 N—oo 2N+2—n pT—CL+1

2. Cuando 0 > 0, tenemos que

lim wd™ =0,
N—o00

i W™ _ (40X " 2)
Nooo NHITm 40+ X ) (pT+1) (40 + N)

La proposicion anterior nos da mas informacion acerca de las estrategias de equilibrio
en el caso que # < 0*. En particular observamos que en la condicién de equilibrio
para Xg = —Y; con 6 = 0 las transacciones oscilan y dependen de si N es par o
impar. Mas atun, cuando # > 0, necesitaremos que 6 < % para que la estrategia oscile
asintoticamente al rededor de una constante.

Consideremos el equilibrio de Nash (5*’<N ), n*W )) con posiciones iniciales Xy y Yj
y una malla de tiempo Ty. Definimos a la posicion de los agentes de la siguiente
manera:

N (%—‘ N N (%—‘ N
XMxy =3 g™ vy = 3 ™ >0,
k=1 k=1

Cuando X, = —Yj, se tiene que XN = — YN = X, WWW) | donde

[#]
W =13 w™, >0
k=1
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El siguiente resultado caracteriza el comportamiento asintético de W) para la
demostracion ver la pagina 85.

Proposicién 4.3. Supongamos que 0 > 0, para t € [0, T| tenemos que

T—t 1
lim Wt(N) = p(T-D+1 .

Mas aun, Wy =0 para t > T.

En la proposicion anterior, la funcion limite es independiente del parametro 6 siem-
pre que 6 > 0. Siendo

El andlisis asintotico para Vt(N) resulta mucho mas complicado que para Wt(N) y no
abordaremos este problema. Mas adelante en la seccién de simulaciones se puede
observar que V;(N) converge para 6 > 0* a alguna funcién V() por lo que empirica-
mente se puede considerar hay un resultado semejante al de Wt(N).
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Parte IlI.

Simulaciones, resultados y
conclusiones.
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5. Programacion

A partir de nuestros resultados teéricos en la Parte II, se programaron rutinas en
Matlab que nos permitieron replicar y extender las simulaciones hechas en el ar-
ticulo original de Shied y Zhang [21]. Las rutinas se encuentran explicitamente en
el Apéndice B de este trabajo y tienen como propoésito ilustrar las siguientes tres
situaciones:

= Los valores de las entradas de los vectores v, w, que dan lugar a los vectores
& v 1 que representan las estrategias Optimas, para distintos parametros y
kérneles de decaimiento junto con las oscilaciones de compra y venta presentes
en algunos casos.

= Kl costo esperado de las estrategias éptimas para diferentes valores del para-
metro € que proporciona los costos de transaccion, asi como la existencia de
un umbral 6* para 6 para el cual las estrategias dejan de oscilar.

= El costo esperado de las estrategias 6ptimas cuando podemos incrementar o
disminuir la cantidad de transacciones que se hacen en el periodo [0, T7.

En lo que sigue se presentan los resultados de las simulaciones a manera de grafica
para permitir una sencilla interpretacion.

5.1. Eleccion de kérnel de decaimiento

Debido a que los resultados dependen directamente del modelo de impacto de pre-
cios y por lo tanto de la eleccion del kérnel de decaimiento decidimos tomar cuatro
diferentes funciones kérnel que son consistentes con nuestro requisito de ser positivas
definidas en el sentido de Bochner, esto justificado en [3]. A continuacién presenta-
mos estas cuatro funciones que nos serviran para ejemplificar nuestro modelo.

1. Kérnel exponencial.
Corresponde a

G(t)=e".

Es probablemente el ejemplo mejor conocido ya que corresponde al modelo de
Alfonsi, Fruth y Schied [2] que analiza el modelo de Obizhaeva y Wang [19].
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50

En este caso, podemos agregar un factor de impacto permanente v > 0 asi
como un factor de impacto transitorio A de modo que asemeje al modelo de
[1] para llevar a nuestra funcién a una caso mas general, asi

G(t) = de " + 7.

. Kérnel lineal.

G(t)=n(1—pt)".

Este es estrictamente positivo para n, p>0.

. Kérnel ley de potencias.

G(t)=n(1+ ).

En algunos estudios empiricos [3], [13] se ha considerado este tipo de funcién,
se cree que ajusta bien la realidad [3]. Una definicién alternativa a este kérnel
que también resulta estrictamente positivo es el caso:

. Kérnel Gaussiano.

G(t) =ne ",

Esta funcién es interesante pues, salvo alguna constante, es su propia trans-
formada de Fourier.



6. Resultados.

Como vimos en el Teorema 4.1, para un conjunto T de tiempos y valores iniciales
Xo v Yo € R, existe un tnico equilibrio de Nash (£*, n*) € H (Xo, T) x H (Yo, T).
Estas estrategias optimas dependen del parametro 6 que controla los costos de tran-
saccion asi que para las diferentes elecciones de funciones kérnel podemos ilustrar el
comportamiento de los vectores v y w para distintos valores de 0 y para distintas
velocidades de transaccion.

5 10 15 20 25 30 a5 40
Numero de transaccion

035 T T T T T T T

0.25—

02

0.15 -

01

0.06—

0 5 10 185 20 25 30 356 a0
Nimero de transaccion

Figura 6.4.: Vectores v (arriba) y w (abajo) para una malla equidistante Ty,
G(t) = 0.1e7* (Gaussiana), § = 0.06 y T = 1.
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0.8 T T T T T

0.6

0.4

0.2

| | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 50 60 70 ) 90 100
MNimero de transaccion

| I | I | | T
0.8
0.6
0.4

02

| | | | | 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nimero de transaccion

Figura 6.1.: Vectores v (arriba) y w (abajo) para una malla equidistante Tyog, G(t) = ¢ ** (Exponencial), § =0y T = 1.
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Capitulo 6

04 T T T

03

02

| | | 1 | | | 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Mumero de transaccion

05 T T T T

0.3

0.2

| | | 1 | | |
) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Nimero de fransaccion

Figura 6.3.: Vectores v (arriba) y w (abajo) para una malla equidistante Tyg0, G(t) = 2(1 + w&wm (Ley de Potencias),
0=01yT=1.
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Resultados.

En las figuras anteriores (Fig. 6.1, Fig. 6.2, Fig. 6.3, Fig. 6.4) presentamos las graficas
de los vectores v y w para 4 problemas distintos. Podemos hacer algunas observa-
ciones importantes. En los cuatro casos, los vectores v y w tienen mucha similitud
entre si, pareciera que las graficas se reflejan, ademas tienen comportamientos osci-
latorios al ser el valor de # muy cercano a cero, esto nos lleva a pensar que tal vez
nuestro resultado para el Kérnel exponencial presentado en el Teorema 4.2 pueda
modificarse para cada uno de los distintos Kérneles, de hecho en las siguientes figu-
ras veremos mas evidencia empirica de que las oscilaciones desaparecen al aumentar
el parametro 6 en todos los casos.

Algo que llama la atencién es que los distintos kérneles dan lugar a geometrias
diferentes, observamos que las 4 graficas otorgan formas distintas volviendo intere-
sante el hecho de que cada uno modela situaciones diferentes por lo que no son
comparables y por tanto otrorgan variedad a la resolucion de problemas reales. Es
importante recalcar que los vectores v y w no son las soluciones a nuestro problema
de optimizacion, por lo que el efecto de las posiciones iniciales Xy y Y, atin no se ve
reflejado.

0.86 T T T

L —o—theta=0
0.84 —o—theta=0.25[

| —o— theta=0.3

Costo esperado

0.68 I | ! ! 1 I

0 10 20 30 40 50 60 70 80 80
Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura 6.5.: Costo esperado E [Cr,, (£*|n*)] = E [Cr,, (n*|€")] para algunos valores
de 6 como funciéon de la frecuencia de transacciones, N, utilizando una malla
equidistante T con G(t) = e * (Exponencial), T =1, Xy = Yy = 1.
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—o—theta=0
—o—theta=8
—o— theta=10

Costo esperado

) 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura 6.6.: Costo esperado E [Cr,, (§°|n*)] = E [Cr, (n*|€")] para algunos valores
de 6 como funcién de la frecuencia de transacciones, N, utilizando una malla
equidistante Ty con G(t) = 3 (1 — 5¢)" (Lineal), Xo =Yy =1y T = 1.

25

l T T T T T

—e—theta=01
—o— theta=2
—o— theta=10

Costo esperado
B
|

-
=
|

0 | | | 1 | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 B0 90
Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura 6.7.: Costo esperado E [CT,, (£*|n*)] para algunos valores de 6 como funcién
de la frecuencia de transacciones, NN, utilizando una malla equidistante T con
G(t) = 2(1 4 2t)"* (Ley de Potencias), Xo =2, Yo =1,y T = 1.
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3.5 T T I |

—oa— theta=0.08
—ao—theta=0.1
34 —o— theta=0.5

251

Costo esperado

0.5~ e

T

—0—o— o

—0—o—0

0 5 10 15 20 25 30 35
Frecuencia de transaccion en [0, T)

Figura 6.8.: Costo esperado E [Cr,, (£"|n*)] para algunos valores de 6 como funcion

de la frecuencia de transacciones, NV, utilizando una malla equidistante Ty con
G(t) = 0.1 (Gaussiana), Xo =1, Yo = —1,y T =1

Los costos esperados para las estrategias Optimas varian al elegir valores distintos
de 0, y también al aumentar el niimero de transacciones que podemos efectuar en el
periodo [0, T]. Debemos tener en cuenta que la frecuencia en las transacciones nos
proporciona una ventaja para disminuir los costos, en los cuatro problemas podemos
verificar que si logramos hacer més de 40 transacciones en el periodo [0, T'] logramos
reducir los costos esperados atn cuando nuestro parametro 6 sea «grande» o no
muy cercano a cero, exepto en la Figura Fig.6.5 con § = 0 ya que el oscilamiento
permanece ain cuando la cantidad de transacciones crece. Recordando que, aunque
es intuitivo pensar que mientras més chico sea el parametro § menor deberia ser el
costo esperado de la estrategia, es un error como mencionamos anteriormente debido
al «predatory trading». De hecho, en las figuras se alcanza a apreciar que para un
valor «alto» de la frecuencia de transaccién, los costos esperados son menores para
el mayor valor de 6.

Las iméagenes anteriores sugieren que existen resultados similares al Teorema 4.2
para kérneles no exponenciales. En las figuras Fig. 6.7 y Fig. 6.8 las oscilaciones no se
alcanzan a distinguir debido a la escala aunque si estan presentes. Las oscilaciones
desaparecen en los cuatro casos mientras aumentamos el valor de 6, aunque se des-
conoce qué tan grande debe ser 6 en los casos Lineal, Ley de Potencias y Gaussiano.
Debido a la gran diferencia entre las funciones G(-) no es sencillo derivar resultados
a partir de los del kérnel exponencial.

o7

——0——0—0—
T —o—0o—0—0—0—o0o0—0—0—0 o —o— ¢ .
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Costo esperado de la estralegia optima
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Parametro del costo de transaccion (theta)

Figura 6.9.: Costo esperado E [Cr,,, (£°|n*)] = E [C1,y (n*]€7)] como funcién de

Costo esperado de la estrategia optima

6 € [0, 0.2], utilizando una malla equidistante Ty con G(t) = e ** (Exponencial),
T—1 Xg=Y=1.

0.52 I | | L L I | | L
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Parametro del costo de transaccion (theta)

,.‘
®
w
2

Figura 6.10.: Costo esperado E [Cr,,, (£°|n*)] = E [Cr,y, (M*|€7)] como funcién de
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0 € [0, 10], utilizando una malla equidistante Ty con G(t) = 3 (1 — 5¢)" (Lineal),
Xo=Yy=1yT=1.
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Costo esperado de la estralegia optima
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Parametro del costo de transaccion (theta)

Figura 6.11.: Costo esperado E [Cr,,, (§"|n*)] como funcién de 6 € [0, 10], uti-
lizando una malla equidistante Ty con G(t) = 2(1+2t)~ (Ley de Potencias),
Xo=2 Yo=1yT=1.

Coslo esperado de |a estrategia optima

008 I I | ! I I | | !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Parametro del costo de transaccion (theta)

Figura 6.12.: Costo esperado E [Cr,, (£§*|n*)] como funcién de 6 € [0, 10], utilizan-
do una malla equidistante Ty con G(t) = 0.1e™" (Gaussiana), Xy = 1, Yy = —1,
yT =1

Cuando variamos el pardmetro § para una frecuencia de transacciones dada (),
observamos distintos comportamientos, en el caso del Kérnel exponencial Fig. 6.9,
el costo esperado baja hasta un minimo cercano a ¢ = 0.04 para después incre-
mentar. Mientras que en los otros tres casos Fig.6.10, Fig.6.11 y Fig. 6.12, el costo
esperado aumenta conforme incrementamos el valor de § de manera casi lineal. Al
realizar otras simulaciones notamos que estos comportamientos no permanecen al
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variar los parametros, ni siquiera dejando fijo el Kérnel por lo que empiricamente no
encontramos evidencia para hacer alguna conjetura respecto a si los costos esperados
aumentan o disminuyen al variar el parametro 6.

A continuacién presentaremos las estrategias &€ y 1 derivadas de un ejercicio mas. Los
parametros utilizados son los mismos que en los casos anteriores con excepcion de
las posiciones iniciales Xy y Yy. Estos resultados resaltaron debido a que a pesar de
ser O6ptimos contradicen la intuicion por ser impracticos econémicamente hablando.
Mientras los dos agentes tengan posiciones iguales, ya sea de compra o venta donde
uno tiene un inventario mayor que el otro, i.e Xy > Yy o Yy > X, la estrategia
6ptima para aquel con un inventario menor logra alcanzar el inventario del agente con
inventario mayor, ain para cantidades muy grandes. En otras palabras, si un agente
desea comprar (vender) un millén de unidades de activo el agente con la posicién mas
pequena deberd ajustar su estrategia de manera que termine comprando (vendiendo)
una cantidad cercana a ese millén de unidades del inventario del otro agente para
finalmente vender todo en las ultimas transacciones quedandose solo con lo que
necesitaba en principio atun si sélo necesite comprar (vender) una séla unidad de
activo. La tnica manera en la que se observa que este efecto se elimina es si el
pardmetro 6 es excesivamente grande!. Este comportamiento se observa en todos los
tipos de Kérneles como veremos.

'El valor del pardmetro 6 debe ser casi tan grande como el mayor valor entre Xg v Yp.
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Tamafio de transaccion

Tamafo de transaccion
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Figura 6.13.: Estrategia € para una malla equidistante T1o9, G(t) = e ** (Expo-

nencial), T'=1, Xy =1, Yy = 10,000, # = 1 (Arriba), # = 1,000 (Abajo).
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Capitulo 6
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Figura 6.14.: Estrategia £ para una malla equidistanteTqq9, G(t) = 3 (1 — 5¢)" (Lineal), T'=1, X, = —3, Yy = —100, 000,

0 =5 (Arriba), 6 = 50,000 (Abajo).
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Tamafio de transaccion

_300 LI | 1 1 1 1 1 1 \
0 5 10 15 20 2% 30 35 40

Numero de transaccion

0.4 T T T T T T T

Tamario de transaccion

-0.1

5 10 15 20 25 30 35 40
Numero de fransaccion

Figura 6.16.: Estrategia & para una malla equidistante Ty, G(t) = 0.1e (Gaus-
siana), T'=1, Xy = 1, Yy = 10,000, § = 0.5 (Arriba), 6 = 750 (Abajo).

Sin pérdida de generalidad, en las figuras anteriores (Fig.6.13, Fig.6.14, Fig.6.15 y
Fig.6.16) tomamos a Xy < Y;. Como podemos observar en los cuatro casos, al ser
el valor de 8 «pequeno» respecto al inventario del jugador con posicion inicial Yy, la
estrategia 6ptima para el jugador con la posicion inicial X es extrema y un tanto
ilogica en el sentido que él simplemente desea comprar (vender) un niimero menor
a 10 unidades de activo y termina comprando més de 100 veces lo que necesita
para luego venderlo (comprarlo). Este comportamiento se reduce al incrementar
considerablemente el valor de 6, es posible que exista algin valor de 6 que evite estos
comportamientos aunque no es sencillo aislarlo de las ecuaciones que nos ayudan
a obtener el equilibrio (4.3.4) y (4.3.5). Estos resultados nos invitan a proponer
una metodologia que prevenga este tipo de situaciones en las que el modelo parece
insensato.
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7. Conclusiones.

En un juego no cooperativo con dos jugadores no sélo la competencia determina
la forma de transaccionar, otros factores como, el costo de las transacciones, la
cantidad a liquidar o posiciones X, y Yy, etcétera, sumados a la dinamica de un
mercado de alta frecuencia, provocan mayor complejidad en la determinacién de
modelos que describan comportamientos éptimos en las estrategias y en las medidas
que deben tomar los reguladores, como casas de bolsa o bancos, para dejar de lado
las oportunidades de hacer negocios a expensas de los demas.

A partir del articulo original de Shied y Zhang, se presenté un modelo de dos agentes
visto desde la teoria de juegos en un mercado de alta frecuencia en tiempo discreto
considerando un impacto de precios transitorio y costos de transaccion cuadraticos,
donde pudimos replicar sus resultados tanto de manera teérica, completando detalles
provistos en las demostraciones, como de manera practica con las simulaciones. Se
obtuvo un equilibrio de Nash a partir de una técnica de programacion cuadratica
asi como un umbral en los costos de transaccién para un modelo de impacto de
precios exponencial que evita oscilaciones en las estrategias. Consideramos que unn
trabajo futuro interesante viene de proponer costos de transacciéon no cuadraticos y
de manejar un umbral en general, no sélo para un impacto de precios exponencial,
sin embargo, en las simulaciones se puede notar que esto no sera sencillo debido al
comportamiento tan distinto de los costos esperados. Ademéas podriamos explorar
un modelo en tiempo continuo con mas de 2 agentes.

Nuestro modelo tiene algunas limitaciones como por ejemplo, el hecho de que al
tener un gran diferencia entre las posiciones Xy, Yy de los jugadores provoca que la
estrategia de equilibrio se vuelva incoherente como vimos en las Figuras 6.13-6.16, a
menos que el costo de transacciones # sea sumamente grande. Otra limitacién aparece
cuando observamos que todo el andlisis se hace directamente sobre los vectores v
y W y no sobre las estrategias a seguir £ y 1, este es un detalle importante pues
el Teorema 4.2sobre el umbral de costo de transaccién garantiza la desaparicién
de las oscilaciones en los vectores base v y w, y no en las estrategias £ y n lo que
provoca que en términos absolutos no siempre se consigue eliminar por completo la
oscilacion.
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Demostraciones
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8. Demostraciones

En este capitulo presentamos las demostraciones a los teoremas principales del Ca-
pitulo 4.

8.1. Teorema de existencia y unicidad del equilibrio
de Nash

Lema.4.1 Las matrices Ty, T, Ty + T y Ty — T son positivas definidas para toda
0 > 0. En particular, todos los términos de las ecuaciones (4.3.4) y (4.3.5) estin
bien definidos, y los denominadores son estrictamente positivos.

Demostracion.

a) La matriz I" es positiva definida dado que hicimos el supuesto que la funcién
G (]]) es positiva definida en el sentido de Bochner. Sabemos que la matriz 201d
también lo es, finalmente la suma de matrices positivas definidas es positiva definida
por lo que I'y = I" 4+ 201d también lo es.

b) Observemos que podemos escribir a la matriz I' de la siguiente manera, I' =
I' + I'T, asi para todo vector z € RV*! tenemos que

O<z'Toz=zx' (f’ + f‘T) r=xTo+z Te=22"Tr=22"T"x.

Por lo tanto, las matrices T y [T son positivas definidas.

¢) Por los incisos anteriores I'y y I' son positivas definidas, de ahi que la suma
también lo sea.

d) Tenemos por el inciso b) que I' —=I' = I'" es positiva definida, entonces

[p—T=T-T+201Id.

De esta manera la suma de dos matrices positivas definidas nos arroja también una
de este tipo.
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Capitulo 8 Demostraciones

Observacidon 8.1. Denotaremos a la clase de las estrategias deterministas en ‘H (Zp, T)

por,
Haet (Zo, T){C € H(Zy, T) | € es determinista} .

Un equilibrio de Nash en esta clase se define de igual manera que en la Definicion
4.3.

Lema 8.1. El costo esperado de una estrategia admisible € € H (Xo, T) dada otra

estrategia m € H (Yo, T)es

B [Cx (€)= B [ 56 ot + €]

Demostracion.

M=

E[Cr(&n)=FE lXosg + (GS])éi - ka’"fk + £ G(0)Erme + 951%)]

=
Il
o

N

= XOS(? + FE lz (Gg])fi - ka’nfk + G (0)&my + 95}%)]
k=0
N

= XSy + E [Z (Gé()) P - Sf,;"ﬁk + G;O)fwk + 95}3)1 :
k=0

La tiltima igualdad se debe a que (&), es una sucesién independiente de o (UyoF;)
y a que las dos estrategias € y 7 son medibles respecto a esta misma sigma algebra,
asi que E [e,G(0)&enk] = %G(O)E €6k ]

Ademaés, sustituyendo la ecuacién (4.2.1), obtenemos.
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8.1 Teorema de existencia y unicidad del equilibrio de Nash

N k—1
Z <G;O)£]% — & (S?k — Z G (tk - tm) (fm + 77m)> + G;O)&cnk + 0££>‘|
m=0

k=0

N

> &Sk,

k=0
N N k—1

+) (C’Yéo)si + Z (& Z G (t — tm) (&m + nm)> + G;O)&mk + 95;%)]
k=0 m=

Z &St + Z

N k—1
Y & D EmG (b —tm +Z<fk<77k+z77m (tk — tm >+9£2>]-
k=0 m=0

E[Cr (&ln)] = XoSy + E

= XoSo+E

= XoSo+E

Notemos en esta ultima igualdad que por ser {; una v.a F; —medible donde se
cumple la condicién 2. de la Definiciéon 4.1 y por ser kauna martingala, usando

integracion por partes, se tiene que

N N
E lz gksfk] = SoFE [Z gk] = Xo5;.
k=0 k=0

Ademas,
N G(O ) N 1 N N 1 -
k=0 m= k=0 m=0
N k—1
Z &k <G;O)T]k + Z NG (L — tm)) =¢'In,
k=0 m=0
N
> 06 =€ 0€.
k=0

Utilizando los calculos anteriores calculamos la esperanza deseada,

1 .
B |3€TTo +€Tn|.

B[Cr (€ln)] = XS — XoSp + B [ 36 16 + €T + € 0¢] =
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Lema 8.2. Para un conjunto T de tiempos y valores iniciales Xy v Yy € R , existe
a lo mas un equilibrio de Nash en la clase H (Xo, T) x H (Yo, T).

Demostracion.

Procederemos a demostrarlo por contradiccion, asi que consideremos que existen dos
distintos equilibrios de Nash, a saber (50, 170> y (51, 771>, al ser distintos podemos
definir las siguientes variables,

Definamos la siguiente funcion,

f(a) = E |Cr (&*n°) + Cr (n°|€°) + Cr (¢ ") + Cr (n'1¢")] -

Recordemos que por el Lema 4.1 se tiene que la matriz I'y es positiva definida, en-
tonces el funcional & — F [Cr (&|m)] = F BEngﬁ - ETf'n} obtenido en el Lema 8.1
es estrictamente convexo respecto a &. Por otro lado, como tenemos dos equilibrios
diferentes y la suma de funcionales estrictamente convexos es también estrictamente
convexo entonces f(a) también lo es y tiene su tnico minimo en o = 0 como puede
comprobarse sustituyendo este valor en f(-), asi

fla) > f(0) Va>0.

De la desigualdad anterior podemos ver que

>0. (8.1.1)

Por otro lado, observemos que debido a la simetria de 'y se tiene lo siguiente
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8.1 Teorema de existencia y unicidad del equilibrio de Nash

B(Cx (€m)] = B[ 5 () Tug™ + () T
_E [; ((a (&) +(1-a) §0> r, <@ (€) +(1-0a) 50))
+ <a (€) +1-a 50) f‘n]
- E BaQ (€") Tog' +a(l—a) (&) To&+ - (1-a) (&) Toe’
ta(€) Tn+1-a)(e) rn] |

Ahora, derivando la expresiéon anterior con respecto a o y evaludndo ésta en 'av = 0T,

diE Cr (€°0m)) = o (€") ' Tog' + (1 —a) (¢') Toe® — a (&) Toe"
—(1-a)(¢") T+ (&) T+ (&) In.
= m[(€) o (&) g+ (&) T (€1) F]

)

at=0

—B|(6-€) rg'+ (¢ - &) .

Haciendo los ajustes correspondientes, recordando que L+T7 =T se sigue que,

107 significa tender por la derecha.
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=F

(&) 1o+ (¢ - &) T+ (0t =) T+ (' — ) T
H(E ) Tog 4 (6 - ) Pt (0 — ) Ton o+ (n° — ') 7€)
:(El — €°)T Ty (8" —€) + (n' - nO)T Ty (n° —n')
e =€) Tl =)+ (0t =) T(E - €)
— B (g - &) 1o (& &) + (v = ") Tu (n' = )]
FE|(E-€) T (n' ')+ (8~ &) T (n ~n),

[(61 — £°)T Ty (& =€)+ (n' - nO)T Ty (n' - n”)}
- E :(51 — E”)T I (n" - nl)} :

Il
|
&S

Observemos lo siguiente,

(e ) e )+ () T )+ (€ €T )

;((51—507“'71—770) F<§1—€0+"71—770)> > 0.

Asi que, como los dos equilibrios de Nash son distintos,

=8 [(e ~€) roe )+ (' ) (! =)
_E {(51 - gO)T r(n° - ”71)]
(=g em =) r(e - en —n)) <o

Lo anterior contradice (8.1.1). Por lo tanto existe a lo méds un equilibrio de Nash en
H(Xo, T) x H (Yo, T).

74



8.1 Teorema de existencia y unicidad del equilibrio de Nash

Lema 8.3. Una estrategia de Nash en la clase de las estrategias deterministas
denotadas por Haer (Xo, T) X Haer (Yo, T), es también un equilibrio de Nash en la
clase de las estrategias adaptadas H (Xo, T) x H (Yp, T).

Demostracion

Supongamos que (£, n*) es un equilibrio de Nash en la clase Hger (Xo, T) X Haer (Yo, T)
de las estrategias deterministas. Debemos probar que &*minimiza el costo esperado
E[Cr (&|n*)] mientras que m*minimiza el costo esperado E [Cr (n|€")] en las res-
pectivas clases H (Xo, T) v Haer (Yo, T) de las estrategias adaptadas, asi que sea
£ € H(Xy, T) dada.

Definamos a € € Hyer (Xo, T) como & =E [€x] para k=0, 1, ..., N.

Entonces, aplicando la desigualdad de Jensen a la funcién convexa & — x ' yx se
tiene,

E[Cr (&ln")]

S€TToE + €T
5 ['o

05 +f I'n*

O (€m))

[Cr (&7n")]-

+€ I'n*

v

E
E
1z
2
E
> LK

Esto demuestra que & minimiza la esperanza E [Cr (€|n*)] sobre todas las & €
H (Xo, T), y de manera andloga puede probarse que n* € H (Yy, T) minimiza
E[Cr (n|€7)].

Observacion 8.2. Antes de demostrar el resultado que consideramos como principal,
vamos a comentar un poco a manera de bosquejo la intuicién de la definicién de los
vectores v y w propuestos que generan los posibles equilibrios de Nash.

De acuerdo al Lema 8.1 el costo esperado de cada una de las estrategias &, n dada
la otra es,
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Y

B(Cr (él)] = B[ 56 T0é + €T

E[Cr (nl€)) = B [3n"Tom +n7Te]

Asi que, sin pérdida de generalidad, encontraremos aquella estrategia € que minimi-
za el costo esperado dada la estrategia m sujeta a las condiciones en la Definicion 4.1
y analogamente la estrategia n*. Para ello utilizaremos la técnica de multiplicadores
de Lagrange en su versién para problemas cuadraticos con restricciones lineales que
serd presentada a continuacién, cuya demostracién puede consultarse en [Seccién
5.2, [5]].

Proposicién 8.1. El problema de minimizaciéon cuadratico con restricciones li-
neales

1 _
Qly) =y My —=b'y, (8.1.2)
saAly=f, (8.1.3)

tiene una unica solucion (y, A) y estd dada por el sistema

M=t A y\ (b
AT 0 AN\ f )
Para obtener £*, utilizando la Proposicién 8.1, tomando a y = &, M1 = Ty,

b= —n'TT, AT = 1~T, A=\ y f = Xy Y para obtener n*, tomando a y = n,
]\4-_1 :F97 bT:_sTFTv AT:lTa AZ)‘QYf:%

Asi, la primer ecuacion del sistema a resolver nos dice que una condicién necesaria

para que &'y n*definan un equilibrio de Nash en H (X, T) x H (Yo, T) es,

To&+1\ =-T To€ +T'n = A1
o€ + 1)\ 'n o€ +In =X\ (8.1.4)
Lon+1Xy =-T¢ Lo +T€ = Aol
Sumando las dos ecuaciones en (8.1.4), obtenemos,
(Co+T) (E+m) =M+ M) 1. (8.1.5)
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8.1 Teorema de existencia y unicidad del equilibrio de Nash

Por el Lema 4.1, la matriz Ty + T es positiva definida y por lo tanto invertible, por
otro lado, de la segunda ecuacion a resolver provista en la Proposicién 8.1 referente
a los multiplicadores de Lagrange, tenemos también que

17 (E+n) = Xo+ Y. (8.1.6)

Entonces, de (8.1.5) y (8.1.6) obtenemos que,

Xo+ Y,
A+ A= s ~0—1 .
17 (F9+F) 1
Por lo que,
Xo+ Y, L\ -1
E+m= Ll (Ty+T) 1= (Xo+ Yo)w. (8.1.7)
17 (F9+F) 1

De manera similar, pero restando las ecuaciones en (8.1.4) tenemos,

(Co=T)(€=m =)L (8.1.8)

Como también por el Lema 4.1, Iy — I’ es una matriz positiva definida, se puede
encontrar que,

E—n= XU_}/O (Fg—f‘>_11:(Xg—Yo)w. (8.1.9)

17 (T - r)_l 1

Entonces, &'y n*deberian estar dadas por (4.3.6) y (4.3.7).

Teorema 4.1 Para un conjunto T de tiempos y valores iniciales Xo y Yo € R,
existe un unico equilibrio de Nash (§*, n*) € H (Xo, T) x H (Yo, T). Las estrategias
optimas € y n*son deterministas y estdn dadas por las siguientes expresiones,

1 1
€*=§(X0+YE))’U+§(X0—YE))’UJ

1 1

Demostracion.
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Como ya tenemos los Lemas 8.2 y 8.3 s6lo basta demostrar que las ecuaciones (4.3.6)
y (4.3.7) definen un equilibrio de Nash en la clase Hger (Xo, T) X Haer (Yo, T).

Para (&, 1) € Haet (Xo, T) X Haer (Yo, T) tenemos por el Lema 8.1,

E[Cr (&n)] = ;&TFGS +&'I'n. (8.1.10)

Como ya habia sido comentado en la 8.2, minimizar F [Cr (§|n)] sobre & € Haer (Xo, T)
es equivalente a la minimizacién de la forma cuadrética del lado derecho de (8.1.10)
con & € R¥*! sujeto a la restriccién 17¢ = X,; y de manera anédloga sobre
N € Haer (Yo, T). Asi, probemos que las estrategias £ y m*son de hecho éptimas.

Primero notemos que,

. 1 . 1 ~
Pog” + D" = 5 (X0 + Y0) (To+T) v+ 5 (X0 —Y0) (T —T)w=p1, (8.1.11)

donde

_ (Xo + Yo) n (Xo —Y))
" 21T(F9+f)1 21T(P9—f)1'

Ahora, sea & € Hger (Xo, T) arbitraria, y definamos a (€ — £"que, por la condicién
41,¢"1=0.

Por otro lado de (8.1.11) obtenemos ¢ T'p&* + ¢TIy = p¢ ' 1.

Entonces, por ser I'y simétrica y positiva definida,

(€) o + 3¢ To¢ +(€) B+ (T + ¢’
() o+ 5CTTC + (€9 T 4 ¢T1

1 N
§5TF0€ +¢&' Ty =

Y] Il
(NSRS N I NN

De la desigualdad anterior se sigue que £ minimiza (8.1.10) en la clase Hger (Xo, T)
para 1 = n*. De manera analoga podemos obtener este resultado para n*.
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8.2 Proposiciones referentes a oscilaciones en las estrategias

8.2. Proposiciones referentes a oscilaciones en las
estrategias

Observacion 8.3. De aqui en adelante supondremos que nuestro kérnel es G(t) =
Ae P+~ X p>0v>0y constantes.

Proposicion 4.1 Suponiendo que la funcion G es de la forma (4.3.8) cony =0y
T > 0 fija, entonces existe Ny € N tal que para cada N > Ny existe una 6 > 0 de
tal forma que para 0 < 6 < ¢ las entradas del vector w = (wy, wa, ..., Wni1) SON
distintas de cero y tienen signos alternantes.

Demostracion.

Recordemos que,

1 ~\—1
Yo )t

por lo que debemos calcular la inversa de la matriz I'y — I', para este fin, definamos
a las siguientes constantes a := e T y b := % + %, asi tenemos

r 1N 2/N N—1/N 7

b a a a a
0 b a/N g2/N o o N-1/N
. 0 0 b CLl/N . aN—Q/N
T'y—T=A\ :
b al/N
| 0 0 b |

Haciéndo los calculos correspondientes podemos probar que la inversa de esta matriz
corresponde a

Tl al/N a?/N (b—1) a(N=D/N(p_1)N—2 a(b—1)N !
b b2 B3 - bN T pNFT
0 1 al/N a?/N (b—1) aN-D/N (p_1)N—2
b T2 T o b f
| 0 0 1 al/N a(N=2)/N (p—1)N =3
(ro—1) " = b B - B
1 _a/N
b P
| O 0 3
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-1
Denotemos a la matriz inversa (Fg — F) por 1y, definamos al vector u = (uq, ..., uys1) €
RN*! como u = Ally1. Entonces, uni1 =3 yparan=1, ..., N

qN+1-n)/N (b _ 1)N—n

Desarrollando la expresion, cambiando los indices de la suma, usando la férmula
para progresiones geométricas obtenemos,

1 /N X (al/N (b— 1)>N_m
Up = 7 — —_—
boob = b
N S el U
B et b

1 [ al/NbN_n+1 a% {a% (b — 1)} N=n+l
=3 pN-—n+1 (b (1 _ a%) 4 a%) pN—n+1 (b (1 _ a%) 4 a%)
i 1 1 N—n+1
1 a'N N-n+1 an av (1 —-0)
=—-|1- - — + (—1) - .
b (b(l—aﬁ)—l—aﬁ) b(l—aﬁ)—i-aﬁ
_ (8.2.1]
Si @ = 0, entonces b = $ y sustituyendo este valor en (8.2.1),
2 1 2 N+4+2—n
up =21 — 2 (N 2 T (8.2.2)
14+av 14+av

Trabajando por separado dos de los términos en (8.2.2), debido a que a < 1 =
1
2a N

1
— > anN ,
14+aN

De manera similar,
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N+2—n 1

207N 2aN N+l-n N+2-—n N+1

— = —a N >a N >a N —a N — 0.
1+awv 1+awv

De las dos desigualdades anteriores, se sigue que los signos correspondientes a las

entradas del vector w alternaran de signo siempre y cuando el valor de N sea lo
. T N1

suficientemente grande para que 1 —a® <a v .

Ademés, como la ecuacién (8.2.2) es continua en b los signos de las entradas del
vector u seguiran alternando si tomamos una b ligeramente mayor a %

Lema 8.4. Sea Ily definido como en la proposicion anterior, y denotemos como
u =(u; 7, ..., u € al vector nvl. Cuando n € {1, ..., I se
(N) (™) M) € RNHL g MlIy1. Cuand 1 N+1

sigue que,

m=1

1 n
aN (b—1) _1

n 1/N 1 1 _ N+1n< b )

Su =2 fa|1- @ T el AN —

Demostracion.

De la ecuacion (8.2.1) en la Proposicién 4.1 sabemos que,

Su =y L a + (~pNnH aw [aflv (1- b)]N "
m=1 " = b (b(l—azb)—i—a%) b(l—a%)_ﬂl% b
- 1 _ al/N a% n a% (b — 1)‘|N et
_b[n(l (b(l—aif)Jranlv))+b(1—a}v)+a£fm§::1 b
(8.2.3)

Ademas,

m=1

1 n
N—n+1 N+1-n [ aN(b-1) _
z": av (b—1) ~lav (b—1) ( b ) 1
— =|——" :
Que sustituido en (8.2.3) completa la demostracién.
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Demostracion.

Sean Iy v ™ como en el Lema 8.4. Necesitamos normalizar el vector u™ esto

es, calcular 1" MXIx1 = 1Tu™) para poder obtener a wY) = 1TéN1HN1'

Entonces, haciendo uso del Lema 8.4 tomando a n = N + 1,

N+1
1T AlIy1 = Z ™)
n=1

1

. N4+1
aN (b—1) 1
al/N o¥ ( b )
= +
'

=+ |1- _
b <b<1—a%) +a¥ 1_,1%)_,_&% aN(bb—l) 1

N——

Con ayuda de la igualdad ngngo n (a% — 1) = log (a), se puede demostrar que,

Al]im (N+1) (1 - T T ) = —blog (a) = bpT. (8.2.4)
& QT

Ademas,
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1 N+1
. <aN(b—1)> _
li anN b
m 1 1 1
Nooop (1 — v ~ a™ (b—1)
(—ad)vab | o
1 N+1
— ( : ) (8.2.5)
N aN (b-1) 1 ' o

Para probar los primeros limites tenemos como hipotesis que 8 = 0, por lo que b = %,
sustituyendo este valor en (8.2.4) y (8.2.5) para el caso de indice par e impar de los
siguientes limites obtenemos,

ﬁ(b 3 2N+1
b ) —1

1 (
lim 1T NIyl = = bpT + lim
b N—o0

2.
N—o0 aﬁ(bfn 1 (8 6)
b
—a—1
=o'+ 2
P ( 2 )
=pTl'+a+1.
) 2N+2
1 b
lim 1" Moy 11 = — |bpT + lim - (8.2.7)
N—oo b N—o0 aZNFT (b—1) 1

o

En el caso de los tltimos dos limites a probar, tenemos por hipétesis que 6 > 0, asi,
b>%,y%<1,porloque
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1 N+1
X (aN(b—1)> 1
b
. T _ = .
]\17%01 Myl = 2 bpT + Al[g??go Fooy 1 (8.2.8)
b
=pl' + 1.
Finalmente, encontramos los limites solicitados.
1. Para 6 = 0, con ayuda de (8.2.6) y (8.2.2),
lim w®Y) = | ! (Apn1)
L 2N+2-n
S
P a —00 + a2N + a2~
= (=) (2a) .
pT +a+1
1 2a2v 2428
#_{n wé?v]\;)kn T Tra+1l lim 211 — CLQNL —1)" - 2:
00 P +a+1 \Nooo 1+ a2~ 1+ az~v
_, (=D
C TpT4a+1
En los siguientes casos utilizando (8.2.7) y (8.2.2)
1
: @N+1) _ 7,
™ = fim e (M)
1 2N+3-—n
b (oo BTy 20
pT —a+1 \ N—oo 1+ q3v+1 1 4+ q28+1
(="
2
pr'—a+1 (20)
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1 2a7V T 205N
a a 2
tim W, = ———— [ gm 2 |1 2 gy 2
N—o0 pT—a—i—l N—o0 1+ q2v+1 1+ q2v+1
Ly
pl'—a+1

2. P%ﬁxe > 0, utilizando (8.2.8) y (8.2.1), tomando en cuenta que ‘b;” <1y que
b= 40+
PN

( b(lfa%)Jra%
:< 1 ) . [azlv (1;—1)}N_”+1
N—oo
0

o 2x 1 49— 2\"
SO N ) \pT+1)\40+N)

Proposicién 4.3. Cuando 0 > 0, para t < T

T—-1t)+1

N—o0 T+ 1 ’
yW,=0parat>T.

Demostracion.

Sea n, % . Entonces, tomando como referencia la notaciéon de la Proposicion 4.2,
asi como el Lema 8.4 tenemos que,
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Capitulo 8 Demostraciones

Wt(N): - Tl y l(sN)
1' AN P
1 1 at/N
= [ T :| g n 1= 1 1
o] A B ) e
1 ng
. aN (b—1) B
ot at -] < z > !
+ I 1 b (b
b(l—aN)—l—aN aN(l:) H_q

Mientras que,

lim E ng|1— al:N - = log(a) = pt.
N—oob (b (1—aﬁ) —i—aﬁ)

De esta forma,

~ N) _ s _ (V)
A W= i g
1
=1- t
pT+1('0)
_p(T—t)+1
- pT+1
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Observacion 8.4. En las demostraciones que siguen tomaremos como valido el si-
guiente teorema, el cual puede ser consultado en [0].

Teorema 8.1. Para una matriz-Z, A € R"™", las siguientes condiciones son equi-
valentes.

1. A es una matriz-M no singular .
2. Todos los menores principales de A son positivos®.
3. A es inversa-positiva, esto es, A7! existe y A= > 0.

4. A+ ald es no singular Vo > 0.

Un menor principal serd positivo si su determinante lo es.

Lema 8.5. Una matriz-Z triangular con diagonal positiva es una matriz-M .

Demostracion.
Sea
ai;p aig Q1n
0 ax Q2n,
A= ,
0 v e

una matriz-Z triangular superior con diagonal positiva. Observe que todos sus me-
nores principales son positivos al ser simplemente el producto de su diagonal, siendo
Apy el k — ésimo determinante del k — ésimo menor principal,

k
A[k]:Haii>O,Vk61, 2, ..., n.

=1

Entonces, por el Teorema 8.1 punto 2., A es una matriz-M.

Observacion 8.5. A partir de aqui sera conveniente definir a las siguientes matrices,

Do Plim=tizl oy Wl e, ., N+ 1 (8.2.9)
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Recordando que G(t) = Ae™?* + v, tenemos que
D=\ + 70,

asi como,
Ig = A0 + VU +201d.

Maés atn, para cualquier matriz A, definamos a la matriz A de la siguiente manera,

A

Ay sii=]

ij SZZ>]

N

0 en otro caso.

Esta notacién nos permite ver que,

L=\ +~0T
Y que,
=040’
Finalmente diremos que,
|
OP + 5[ d
g 1
WWT—Eht (8.2.10)
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Lema 8.6. Para o > 0, la inversa de la matriz d + ad estd dada por la siguiente
matriz.

N—-1
B 7a%,u,[32 70‘%“53 —a N HﬁN l(IXQBN
1 4 . 1 N-—-2 N-—1
—aN g <1+ (1 7aﬁ> a) B2 —aN pvp? —a N N —a~ N upN
1 4 N-3 N—2
0 —aNp (1+ <lfaﬁ)a) B2 —a N prgN—1 —a N ppN-1
0 0 :
4
—aN g (1+(1—aN>a)[32 —aN pp?
0 0 7(1%6 B8
donde

8= (1—1— (1—a%)a>_1, = (1—a%)a, v = (1—a%>(1+a).
Que es ademds una matriz-Z.

La demostracién al Lema 8.6 se encuentra en [21] denotado como Lema 3.10.

Lema 8.7. La matriz ®~1 (Cl% — %\if) es una matriz -Z y una matriz-M no singular.

Demostracion.

Podemos encontrar en [2] la demostracién al siguiente hecho:

1 —an 0 0
—av 1+a% —av 0
L e DN Rt
1—avw : 0
0 —anv 14 aw —a¥
0 0 —a¥ 1

Ademas, la matriz (CTD — %\if) es igual a,

_2 _
1 Py P
anN DY
2 1
= = _
avN anN 1 3
1
av 1 —%
2 1
a avy anN 1
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Haciéndo los calculos correspondientes, obtenemos a la matriz (1 — a%) o1 (Ci) - \if),

>R

2 1 1 1
1—aN —aN —7% —(l—aﬁ)} —(l—aﬁ)% —<l—aﬁ)%
2 2
0 1+Za¥ fa%f(lfa%+a%)% 7(17a%) 1 7<17a%) !
2
0 0 1+%a% —aZ{T—(l—a%—&-a%)% —(1—(1%) %
1 1 1 2
0 14+ Faw —zzN—<1—zzN +a¥N
1
0 0 14 Za¥

La cual es una matriz-Z por tener elementos positivos en su diagonal y no positivos
fuera de ella, ademas por el Lema 8.5, es también una matriz-M.

Lema 8.8. Para § > 0 la matriz As®~! (CTD - }@) + 6®~! es una matriz-M no
singular.

Demostracion.

Primero observemos que en el caso que 6 = 0, el resultado se sigue del Lema 8.7
por lo que basta probarlo para el caso donde § > 0.

Ahora, A; es una matriz-Z pues tanto ®~! (qA) - }\if) por 8.7 y &~ por (8.2.11)
lo son. Asi, sélo falta demostrar que As es también una matriz-M no singular y lo
lograremos a través de la equivalencia 4. del Teorema 8.1 probando que As + ald
es invertible para toda a > 0.

Dividiremos la demostracion en algunos incisos.

(a) Tomando a 7 = 0 en el Lema 8.7 obtenemos que &1 es una matriz-M
no singular y de igual manera la matriz (<I>*1(f +al d). Asi, por el punto 3. del

Teorema 8.1 <<I>*1(i> + ald)_l >0 Va > 0. Entonces,

-1

{(a®) [(a®)™ & + (a®) " a2} 1
[(0®) ' &+ 1d] " (a@) "1

(CTD + 0@)_1 1

= [o7d + afdrl o1 > 0.
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Pues, en [2] queda demostrado que,

o 11 = 11
1+ aw

(1, 1—av, ..., 1—a%,1)T>>0.

. -1 A ~1
Ma4s atin, al ser (@—ko@) 1>0,loes 0 (@—i—afb)” >0Viel, ..., N+1
ij
a —1
y como también (CID + a@) es una matriz-Z por el Lema 8.6 sabemos que el

A -1
unico elemento que positivo en esta suma es <(<I> + osz) . ) lo cual implica que los
(13

elementos de la diagonal mayoran o igualan a la suma de todos los demés elementos
de el renglon i-ésimo correspondiente, esto es

(6+a0) " > Nz (6+at)

Viel, ..., N+1.

<.

N ~1
Se sigue que <(I> + o@) es una matriz diagonalmente dominate Vo > 0.

(b) Demostraremos que la matriz () es una matriz-Z, siendo

Q(d+ad)" <51d _ z\p) .

A~ —1 A~
Sea P (CD + &@) , entonces () = 0P — TPV y,

i—1
~y
Qij = 0F;; — \ > P
k=1

Usando la convencién de que Y-0_, a, = 0, se sigue que
Qi >0,Viel ..., N+1pues P; >0y %Z};ll P, <0 por ser P una matriz-Z.

Qi <0, V) > 14, pues al ser P diagonalmente dominante tenemos que Zf;ll Py >0,
Vi > .

Qi; <0,V > 7, Usando el hecho de que Py, = 0 para k <7 — 2y de que P es una
matriz-Z, Q;; = 0F;; <0 .

De estas tres desigualdades concluimos que () es una matriz-Z.

(¢) Ahora probaremos que @) es una matriz-M no singular.
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Observemos primero que la matriz triangular ((5[ d— }@) es invertible bajo nuestro
supuesto & > 0. De hecho, podemos calcularla de manera sencilla, obteniendo a la
matriz no negativa siguiente.

1o (1+0) - (140" A+o)¥!
01 o (140) (140)" 72
-1 N-3
((Ud—\lf) :1 00 1 o (1+0) >0
A ol -
0 0 1
0 0 1

Donde cr 5 > 0.

Asi,

0 = <6Id _ Z\ijf (& +a®) > 0.

Entonces la inversa de la matriz ) existe y es no negativa, i.e Q' > 0, y por el
Teorema 8.1 punto 3. es una matriz-M no singular.

(d) Para el inciso final, utilizaremos que @ es una matriz-M no singular, pues esto
implica que la matriz () 4+ Id también lo es por el Teorema 8.1 punto 4. gracias a
este hecho, la inversa (Q + Id)™" existe.

De este modo, podemos calcular el producto,

@+ 1) (b+0a0) " & =[(+a0) (& +ad) " (s1d-10) +]d)]1<b

- 1
= (5Id—X\I/—|—<I>+oz

-1

S <<i> z\p) + a]d]
= [As +ald] ™

Esto prueba que As + ald es invertible para toda o > 0 y As es una matriz-M no
singular.
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Lema 8.9. Sea A una matriz invertible y supongamos que o € R es tal que A+ oW
es invertible. Entonces el vector A1 es proporcional al vector (A + oz\If)_1 1.

Demostracion.

Es facil ver que Wa es proporcional al vector 1 para cualquier vector @. Asi,

(A+a®) A = (Id+aVA )1 =1+Tz = (1+5)1.

Donde & = oA '1.

Para alguna constante /5. Multiplicando en ambos extremos por (A + 04\1/)71,

A =(148)(A+al) "1,

Y se obtiene el resultado.

Teorema 4.2 Suponiendo que la funcion G es de la forma (4.3.8) y Ty denota una
malla de tiempo equidistante, entonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Para toda N € N y p > 0, todos los componentes de v son no negativos.
2. Para toda N € N y p > 0, todos los componentes de w son no negativos.

3.0>0"=(\+1)/4.

Demostracion.
Procederemos a demostrar las implicaciones de la forma: (3) < (1) y (3) & (2).

(3) = (1) Debemos demostrar que el vector v tiene componentes no negativos cuan-
do § > 247,

~\—1
’ . o 1
Recordemos que el vector v estd definido como v = T (rg+f)’11 (Fg + F) 1, por

-1
lo que es proporcional al vector (Fg + F) 1.
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Sea 10 \
—(A+7) o

) 0
2\ -

Usando las equivalencias definidas en la Observacion 8.5, podemos calcular,

Ty+T — 290 = AD + U + 201d + \O + T — 290
= \D + 201d + \d — 0"

:A®+A(<i>—>\@+5[d>
D (Id+ Ay).

Sabemos que tanto ® como A4 son invertibles por [2] y el Lema 8.8 respectivamente y
gracias a que As es una matriz-M no singular podemos probar facilmente que Id+As
también lo es. Asi, aplicando el Lema 8.9 con A =Ty + 'y a = —2v nos queda

o\ -1 . —1
que el vector (Fg + F) 1 es proporcional al (Fg +I - 27\IJ> 1, y por lo tanto el
vector v es proporcional al vector:

(D (Td+As)) "1 = (Id+ Ay) " 711

Por [2], @' > 0 y por ser una matriz-M no singular (Id+ As)~" > 0, entonces
concluimos,

v (O(Id+A;) "1 >0.

(1) = (3) Consideremos el caso N = 1. Haciendo los célculos correspondientes,

1 ~\ -1
v = ——— (Ty+T) 1
1T<F9+F) 1
B 1 20+3(A+7)—Aa—~
T A0+3N(1—a) \ 20+ 2 (A +q)—2Xa—2y |

Tomando en cuenta que a < 1, nos damos cuenta que 46 + 3A (1 — a) es siempre
positivo. Ademas, 260 + % (A+7) > 0. Sélo nos resta obtener aquellos valores de ¢
para los que la hipdtesis de no negatividad se cumple,
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29—1—2()\—1-7)—2)\@—2720

A+
sS0> —.
- 4
(3) = (2)Por hipétesis, 6 > 0*. Primero notemos que,
11 1 1 1\’ 1 -0 .- 00
0 1 1 1 e 1 0 1 _1 O 0
-1 -1 0 0 1 1 -1 0 O 1 -1 0
2 s el el el el
0 0 0 1 1 0 1 -1
(8.2.12)
1, 20
Sea k5 + 5 — 3, entonces,
v - y
T T _
. (xp n Id) (A(I) + (29 . 5) Id) _
—1 ~ 1
(\IJT+Id> (@T+ (5—2> Id) =
1 -1 0 0 0 Kk a¥ a¥ .- aNJ;1 a
0 1 -1 0 0 0 K a% a% aNzgl
0 O 1 -1 0 .
0 1 -1 e 0 K a%
0 0 0 0 1 e e 0 .
K aN — kK (alif—l)a% air—l)aNﬁz av —1 aNﬁl
0 K aN — K (aﬁf—l)a% av — 1 aN2
0 K a¥ — K
0 0 K

Dado que # > 0*, kK > 1, recordamos también que av < 1, VN € N por lo tanto
la matriz anterior es una matriz-Z y por el Lema 8.5 también es una matriz-M no
singular.
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Con ayuda del Teorema 8.1 podemos demostrar que la matriz A definida a conti-
nuacion también es una matriz-M no singular.

~ 71 ~
Ald + (WT + ;Id) ()@T + (29 _ ;) ]d> .

Calculemos entonces,

(ﬂﬁ + ;Id) A =0T 4207 +201d
=y(U —0) + \(® - P) +20Id
=Ty —T.

La matriz anterior es invertible a partir del Lema 4.1. Ademas, tomando en cuenta
el calculo en (8.2.12) obtenemos,

(Pe—f)11:A1<7@T+;Id>_11:i141<0 00 - 01).

Como A es una matriz-M no singular, por el Teorema 8.1 punto 3. , es inversa

=
positiva asi, el vector A1 ( 000 -+ 01 ) tiene componentes no negativos
y por ende los de w también.

(2) = (3)Consideremos el caso N = 1. Haciendo los calculos correspondientes,

1 -\ —1
w = — FQ—F 1
1T(r9—r)11( )
_ 1 49+2>\+’7_)\a_,y
20+ X\ (1 —a) 45ty '

Tomando en cuenta que a < 1, nos damos cuenta que 20 + A (1 — a) es siempre
positivo. Ademas, % > (. So6lo nos resta obtener aquellos valores de 0 para los
que la hipétesis de no negatividad se cumple en el primer componente,

46+)\+'y_)\a

—~v>0
9 Y2

A
@9217.
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A. Graficas adicionales

En lo que sigue presentaremos algunos resultados méas obtenidos mediante simulacion
para ilustrar de manera mas amplia los distintos Kérneles de decrecimiento.

Kérnel exponencial.

Pardmetro Ver: Fig. A.1, Fig. A.2, | Ver: Fig. A.5, Fig. A.6,
Fig. A.3, Fig. A4 Fig. A.7, Fig. A.8
Posicion del jugador 1 (X) 1 1
Posicion del jugador 2 (Yp) 0 -1
Pardametro costo de transacciones 6 1.75 0.01
Tiempo total de transacciones T 1 1
Impacto permanente y ) 0.2
Impacto transitorio A 2 0.5
Pardmetro de resilencia p 3 0.2
Ntumero de transacciones N 100 100

T T T T T T T T 5T T T T T T T T T T
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Figura A.1.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el
eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en
el eje horizontal.. (¢) Estrategia éptima &* en el eje vertical, i — ésima entrada
de la estrategia 6ptima en el eje horizontal. (d) Estrategia éptima n*, ¢ — ésima
entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
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Figura A.2.: Costo esperado de la estrategia 6ptima £*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.3.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.4.: (a) Costo esperado de la estrategia 6ptima &* (eje vertical), para dis-
tintos valores del parametro 6 (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal).
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Figura A.5.: Para los parametros en la tabla (). (a)Vector v en el eje vertical,
i — ésima entrada del vector en el eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical,
i — ésima entrada del vector en el eje horizontal.. (¢) Estrategia 6ptima £ en
el eje vertical, i — ésima entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
(d) Estrategia 6ptima n*, i — ésima entrada de la estrategia Optima en el eje
horizontal.
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Figura A.6.: Costo esperado de la estrategia 6ptima &*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo

[0, T (eje horizontal).
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Figura A.7.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo

[0, T (eje horizontal).
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Figura A.8.: (a) Costo esperado de la estrategia 6ptima &* (eje vertical), para dis-
tintos valores del parametro 6 (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal).

Kérnel lineal.

Parametro Ver: Fig. A.9, Fig. A.10, | Ver: Fig. A.13, Fig. A.14,
Fig. A.11, Fig. A.12 Fig. A.15, Fig. A.16
Posicién del jugador 1 (Xj) 1 1
Posicién del jugador 2 (Yp) 0 -1
Parametro costo de transacciones 6 0 0.7
Tiempo total de transacciones T’ 1 1
Impacto n 1 0.5
Parametro de resilencia p 1 0.2
Numero de transacciones N 50 100

Figura A.9.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el
eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en
el eje horizontal.. (¢) Estrategia éptima &* en el eje vertical, i — ésima entrada
de la estrategia 6ptima en el eje horizontal. (d) Estrategia éptima n*, ¢ — ésima
entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
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Costo esperado

Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura A.10.: Costo esperado de la estrategia 6ptima &*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).

Costo esperado

|
30
Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura A.11.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.12.: (a) Costo esperado de la estrategia éptima &* (eje vertical), para dis-
tintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del parametro 6 (eje horizontal).
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Figura A.13.: Para los pardmetros en la tabla (). (a)Vector v en el eje vertical,
i — ésima entrada del vector en el eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical,
i — ésima entrada del vector en el eje horizontal.. (¢) Estrategia 6ptima £ en
el eje vertical, i — ésima entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
(d) Estrategia 6ptima n*, i — ésima entrada de la estrategia Optima en el eje
horizontal.
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Figura A.14.: Costo esperado de la estrategia 6ptima &*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.15.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Parémetro del costo de ransaccion (theta)

(@)

Figura A.16.: (a) Costo esperado de la estrategia éptima &* (eje vertical), para dis-
tintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del parametro 6 (eje horizontal).

Kérnel ley de potencias.

Parametro

Ver: Fig. A.17, Fig. A.18

Ver: Fig. A.20, Fig. A.21,

Fig. A.19 Fig. A.22, Fig. A.23

Posicion del jugador 1 (X) 1 3
Posicion del jugador 2 (Yy) 1 4
Parametro costo de transacciones 6 0 0
Tiempo total de transacciones T 1 1
¥ 0.4 0.2

A 1 0.8

n 10 0.4

Numero de transacciones N 50 200

A

(c)

(b)

Figura A.17.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el eje
horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el eje
horizontal.. (c¢) Estrategia 6ptima £€* = n* en el eje vertical, i — ésima entrada de
la estrategia éptima en el eje horizontal.

109




Capitulo A

Gréficas

adicionales

Costo esperado

11.4

1.2

10.8

10.6

10.4

10.2

9.8

9.6

T
A S |

—o— theta=0
—o—theta=05
—o— theta=5

|
10 15 20 25 30
Frecuencia de transaccion en [0, T]

Figura A.18.: Costo esperado de las estrategias éptimas € y n*(eje vertical) para
distintos valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el
periodo [0, T'| (eje horizontal).
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Costo esperado de la estrategia optima
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Parametro del costo de transaccion (theta)

Figura A.19.: (a) Costo esperado de la estrategias 6ptimas £ y n* (eje vertical),
para distintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal).
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Figura A.20.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el
eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en
el eje horizontal.. (c¢) Estrategia 6ptima £ en el eje vertical, ¢ — ésima entrada
de la estrategia 6ptima en el eje horizontal. (d) Estrategia éptima n*, i — ésima

entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
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Figura A.21.: Costo esperado de la estrategia 6ptima £*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo

[0, T (eje horizontal).
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Figura A.22.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo

[0, T (eje horizontal).

Figura A.23.: (a) Costo esperado de la estrategia 6ptima £ (eje vertical), para dis-
tintos valores del pardmetro 6 (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del parametro 6 (eje horizontal).

Kérnel Gaussiano.

Pardametro Ver: Fig. A.24, Fig. A.25, | Ver: Fig. A.28, Fig. A.29,
Fig. A.26, Fig. A.27 Fig. A.30

Posicion del jugador 1 (X)) 10 1
Posicién del jugador 2 (Yj) 7 1
Pardametro costo de transacciones 6 0.08 0.1
Tiempo total de transacciones T’ 1 1
Impacto permanente n 1 13
Numero de transacciones N 50 25
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Figura A.24.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el
eje horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en
el eje horizontal.. (c¢) Estrategia 6ptima £ en el eje vertical, 1 — ésima entrada
de la estrategia 6ptima en el eje horizontal. (d) Estrategia éptima n*, i — ésima
entrada de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
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Figura A.25.: Costo esperado de la estrategia 6ptima £*(eje vertical) para distintos
valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.26.: Costo esperado de la estrategia 6ptima n*(eje vertical) para distintos

valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el periodo
[0, T (eje horizontal).
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Figura A.27.: (a) Costo esperado de la estrategia 6ptima £ (eje vertical), para dis-
tintos valores del parametro € (eje horizontal). (b) Costo esperado de la estrategia
6ptima n* (eje vertical), para distintos valores del parametro 6 (eje horizontal).

114



Graficas adicionales

Figura A.28.: (a) Vector v en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el eje
horizontal. (b) Vector w en el eje vertical, i — ésima entrada del vector en el eje
horizontal.. (c) Estrategias éptimas £ y * en el eje vertical, i — ésima entrada
de la estrategia 6ptima en el eje horizontal.
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Figura A.29.: Costo esperado de las estrategias éptimas £&* y n* (eje vertical) para
distintos valores del parametro 6 variando la frecuencia de las transacciones en el
periodo [0, T (eje horizontal).
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Figura A.30.: (a) Costo esperado de las estrategias éptimas £ y n*(eje vertical),
para distintos valores del parametro 6 (eje horizontal).
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B. Coadigos

Algoritmo B.1 Kérnel Exponencial.
function x=kGe(t, 1, p, g)
x=1*exp (-p*t)+g;

end

Algoritmo B.2 Kérnel Lineal
function x=kLi(t, 1, p)
if (1-p*t)>0 x=1*x(1l-p*t);
else x=0;

end

end

Algoritmo B.3 Kérnel Ley de Potencias
function x=kLP(t, h, 1, g)

x=h* (1+1%t) " (-g) ;

end
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Algoritmo B.4 Kérnel Gaussiano
function x=kGa(t, 1)
x=1*xexp(-t*t) ;

end

Algoritmo B.5 Matriz Gama.
function G = MGama(T, N, 1, p, g)
G=zeros (N+1,N+1);

f=zeros(N+1,1);

for i=1:N+1;

£(i,1)=((1-1)*T)/N;

end

for j=1:N+1;

for i=1:N+1;
t=abs(f(i,1)-f(j,1));
G(i,j)=kGe(t, 1, p , g); %Varia la funcidén de acuerdo al kérnel que
se requiera.

end

end

end

Algoritmo B.6 Matriz Gama Tilde.
function GTilde=GamaTilde(G)

N=size(G) ;

GTilde=tril(G);

for j=1:N;

for i=1:N;

if i==j GTilde(i,j)=0.5%GTilde(i,j);
end

end

end

end

Algoritmo B.7 Matriz Gama Theta
function GTheta=GamaTheta(G, theta)
N=size(G) ;

GTheta=G+2xtheta*xeye(N) ;

end
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Algoritmo B.8 Vectores v y w.
function v=vv(GTheta,GTilde)
N=size(GTheta);

n=N(1);

uno=ones(n,1);
mi=inv(GTheta+GTilde);
v=(1/(uno’*mi*uno) ) * (mi) *uno;
end

function w=vw(GTheta,GTilde)
N=size(GTheta);

n=N(1);

uno=ones(n,1);
mi=inv(GTheta-GTilde);
w=(1/(uno’*mi*uno))*(mi) *uno;
end

Algoritmo B.9 Costo esperado.

function [ce_x, ce_el=CostoEsperado(v, w, GTheta, GTilde)
xi=0.5*% (X+Y) *v+0.5% (X-Y) *w;

eta=0.5%(X+Y)*v-0.5% (X-Y) *w;
ce_x=0.5%(xi’*GTheta*xi)+xi’*GTildexeta;
ce_e=0.5*(eta’*GTheta*eta)+eta’*GTilde*xi;

end

Algoritmo B.10 Costos esperados variando la frecuencia de las transacciones.
function [nce_x, nce_e]=NCostos(T, N, 1, p, g, theta, X, Y)
nce_x=ones(N+1,1);

nce_e=ones(N+1,1);

for i=1:N+1

G = MGama(T, i, 1, p, &);

GTheta=GamaTheta(G, theta);

GTilde=GamaTilde(G);

v=vv(GTheta,GTilde) ;

w=vw(GTheta,GTilde) ;

xi=0.5% (X+Y) *v+0.5*% (X-Y) *w;

eta=0.5% (X+Y) *v-0.5*%(X-Y) *w;

nce x(i,1)=0.5%(xi’*GTheta*xi)+xi’*GTildexeta;
nce_e(i,1)=0.5*%(eta’*GTheta*eta)+eta’*GTilde*xxi;

end

end
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Algoritmo B.11 Costos esperados variando el parametro de los costos transaccio-
nales 6.

function [tce_x, tce_e]=TCostos(T, N, 1, p, g, theta, X, Y, inc)
num=(theta/inc)+1; tce_x=ones(num,1);

tce_e=ones(num,1);

for i=1:num

tm=(i-1)*inc;

G = MGama(T, N, 1, p, g);

GTheta=GamaTheta (G, tm);

GTilde=GamaTilde(G) ;

v=vv (GTheta,GTilde) ;

w=vw(GTheta,GTilde) ;

xi=0.5*% (X+Y) *v+0.5% (X-Y) *w;

eta=0.5%(X+Y) *v-0.5% (X-Y) *w;
tce_x(i,1)=0.5%(xi’*GTheta*xi)+xi’*GTildex*eta;
tce_e(i,1)=0.5*%(eta’*GThetaxeta)+eta’*GTilde*xi;

end

end
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