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2.3.1. Magnetismo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Introducción

En 1915 Albert Einstein publicó la teoŕıa general de la relatividad, descrita me-

diante la ecuación de campo [16]

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (1)

en donde Gµν es el tensor de Einstein, G la constante de gravitación, c la rapidez

lumı́nica y Tµν el tensor de enerǵıa momento. Esta ecuación (1) presenta la estrecha

relación entre la presencia de materia y la deformación del espacio-tiempo, siendo

esta deformación la causante de los efectos gravitacionales.

A pesar de la complejidad de la ecuación de campo, en 1916 el f́ısico alemán

Karl Schwarzschild encontró la primera solución exacta a estas ecuaciones [30]. La

dificultad de encontrar soluciones exactas a las ecuaciones de campo radica en que

son ecuaciones diferenciales altamente no lineales y acopladas, es decir, los términos

de autointeracción en el potencial se encuentran siempre presentes. Sin embargo, en

buena parte de los fenómenos astrof́ısicos el campo gravitacional es lo suficientemen-

te débil como para poder despreciar dichos términos, dejando el potencial a primer

orden, lo cual permite simplificar los cálculos. Es a esto a lo que se le conoce como

teoŕıa linealizada de la gravedad.

Esta teoŕıa linealizada de la gravitación se presenta en algunos libros de texto

con poca profundidad [33]. Sin embargo, es aqúı en donde se encuentran un par de

los efectos importantes que predice la relatividad general. Uno de ellos es el cam-
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Introducción 2

po gravitomagnético, cuyos efectos fueron medidos gracias a un método propuesto

por el f́ısico italiano Ignazio Ciufolini usando los datos de los satélites LAGEOS y

LAGEOS-2 en 2004 [10], por lo cual recibió en 2010 el premio y medalla Occhialini

que entrega la UK Institute of Physics y la Italian Physical Society por “proporcio-

nar una confirmación experimental adicional de la teoŕıa de la relatividad general

de Einstein mediante el uso de satélites de alcance láser para estudiar y medir el

frame-dragging”. Otra de las predicciones es la de las ondas gravitacionales, siendo

estas observadas por primera vez en septiembre de 2015 [2], y por lo cual los cient́ıfi-

cos estadounidenses Rainer Weiss, Barry Barish y Kip Thorne fueron galardonados

con el premio nobel de f́ısica 2017 [1], aunque cabe destacar que las ondas gravita-

cionales observadas son más complejas que las predichas por las gravedad linealizada.

Al calcular la forma linealizada de las ecuaciones de Einstein las expresiones

que se obtienen son bastante similares a las ecuaciones de Maxwell para la teoŕıa

electromagnética. Esta similitud entre ambas teoŕıas se mantiene salvo constantes

y con la diferencia de que la electrodinámica es una teoŕıa de esṕın 1, cuyo cam-

po electromagnético se describe a través del cuadrivector de potencial Aµ, mientras

que la teoŕıa linealizada la gravedad está descrita por un tensor de segundo rango

hµν , es decir, es una teoŕıa de esṕın 2. Este parecido entre ambas teoŕıas permite

obtener resultados para problemas en gravitación a partir de tratar ambas teoŕıas

de forma análoga y usando resultados y teoremas ya conocidos en electromagnetismo.

La presente tesis pretende dar un análisis de la teoŕıa linealizada poniendo espe-

cial atención en la f́ısica que se esconde tras los cálculos que presentan algunos de

los libros de texto [23][7][33].

Por otra parte se presenta también un estudio de la radiación producida por

las ondas gravitacionales a través de los momentos multipolares de la fuente y su

interpretación f́ısica, igualmente usando la aproximación de campo débil con la apro-

ximación adicional de bajas velocidades comparadas con la rapidez lumı́nica en los

elementos que forman la fuente.
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Además, se presentan los resultados de la curva que describe la trayectoria de una

part́ıcula en el espacio-tiempo bajo los efectos de un campo gravitoelectromagnético,

los campos gravitoeléctrico y gravitomagnético que genera la part́ıcula, el análogo

gravitacional del vector de Poynting, el triedro de Frenet-Serret asociado a la trayec-

toria de la part́ıcula, su curvatura y su torsión. Todo esto en el contexto de la teoŕıa

linealizada de la gravedad, para finalmente hacer una propuesta experimental para

la detección indirecta del campo gravitomagnético de la fuente, a través de anali-

zar los efectos que genera esta en el momento angular de un giroscopio. Este es un

problema que no se encuentra planteado en la literatura especializada en el tema, y

que puede ser resuelto a partir de adecuar el uso de los métodos matemáticos usados

para solucionar su problema análogo en el caso del electromagnetismo.

A lo largo del texto se emplearán por simplicidad unidades geometrizadas (G =

c = 1), sin embargo para algunos cálculos será necesario cambiar de unidades lo cual

se especificará en cada caso.



Caṕıtulo 1

Teoŕıa linealizada de la gravedad

La expresión propuesta por Albert Einstein para describir el campo gravitacional

como consecuencia de la interacción entre la materia y la geometŕıa del espacio-

tiempo (1), se puede escribir usando unidades geometrizadas de la siguiente manera

Gµν = 8πTµν , (1.1)

en donde del lado izquierdo de la igualdad se encuentra el tensor de Einstein Gµν , el

cual contiene la información relacionada a la geometŕıa del espacio-tiempo y que se

define como

Gµν ≡ Rµν −
1

2
gµνR, (1.2)

con gµν el tensor métrico, Rµν el tensor de Ricci y R el escalar de Ricci. Estos se

obtienen a partir de la contracción de los ı́ndices, usando el tensor métrico y la con-

vención de suma de Einstein, del tensor de Riemann que está definido en términos

del tensor métrico de la siguiente manera

4



Caṕıtulo 1. Teoŕıa linealizada de la gravedad 5

Rα
βµν = Γαβν,µ − Γαβµ,ν + ΓαεµΓεβν − ΓαενΓ

ε
βµ

=
1

2
gασ (gσν,βµ − gβν,σµ − gσµ,βν + gβµ,σν)

(1.3)

El tensor y el escalar de Ricci se obtienen de la contracción de este tensor de Riemann

con la métrica

Rαβ ≡ Rµ
αµβ, (1.4)

R ≡ gαβRαβ = Rβ
β . (1.5)

Del lado derecho de la igualdad se encuentra el tensor de enerǵıa-momento, Tµν ,

cuyas componentes contienen la información de la fuente que produce el campo gra-

vitacional

Tµν = ρUµUν , (1.6)

siendo ρ la densidad de enerǵıa y Uµ las componentes del 4−vector de velocidad.

Esta elección del tensor de enerǵıa-momento es una aproximación, la cual se conoce

como libre de presión. En esta aproximación se desprecian las interacciones entre los

elementos que conforman la fuente.

La ecuación tensorial para describir el campo gravitacional que se muestra en la

expresión (1.1) engloba 10 ecuaciones diferenciales acopladas, esto debido a que el

tensor de Einstein y el de enerǵıa-momento son simétricos. Además de la restricción

de simetŕıa, el tensor de Einstein también cumple las identidades de Bianchi
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G ;ν
µν = 0, (1.7)

lo que implica del lado derecho de (1.1) una de las leyes primordiales de la f́ısica, que

es la ley de conservación del tensor de enerǵıa-momento

T ;ν
µν = 0. (1.8)

Esto quita 4 ecuaciones, dejando solamente 6 ecuaciones linealmente independientes

de las 10 iniciales.

Aun con esta simplificación las ecuaciones son altamente no lineales, lo cual vuel-

ve complicado el buscar soluciones exactas.

Es debido a esta complicación que suelen proponerse aproximaciones que simpli-

fican (1.1), como la que se presenta a continuación.

1.1. Linealización de las ecuaciones de Einstein

El campo gravitacional es, en la mayoŕıa de los casos, bastante débil, lo cual per-

mite simplificar las ecuaciones y aun aśı obtener bastante información y predicción

de fenómenos no existentes en la ecuación de campo propuesta por Newton

52 φ = −4πρ. (1.9)

Para poder hablar de gravedad linealizada es necesario que el campo gravitacional

sea suficientemente débil, como ya se mencionó antes. Esta condición se refleja en la

propuesta de la métrica a utilizar, la cual, siguiendo el texto y notación del libro de
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Bernard Schutz [33], estará dada por

gµν = ηµν + hµν , (1.10)

en donde ηµν es la métrica plana de Minkowski con signatura +2

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (1.11)

más una perturbación, hµν , cuyo módulo es muy pequeño comparado con las entra-

das de la métrica plana, es decir

| hµν |� 1. (1.12)

La importancia de proponer esta forma de la métrica radica en que el tensor de

Einstein está definido en términos del tensor métrico y de sus dos primeras deriva-

das contenidas en el tensor y el escalar de Ricci. Estas cantidades pueden ser escritas

en términos de la métrica propuesta y manteniéndolos a orden lineal en hµν , es decir,

ignorando los términos no lineales, como se muestra a continuación

Rµν =
1

2

(
hαν,µα + h ,α

µα,ν − h ,α
µν ,α − h,µν

)
, (1.13)

R = h ,µν
µν − h,α,α. (1.14)

Haciendo uso de estas expresiones del tensor y escalar de Ricci linealizados se puede
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obtener el tensor de Einstein linealizado

Gµν =
1

2

(
h ,α
µα,ν + h ,α

να,µ − h ,α
µν ,α − h,µν

)
− 1

2
ηµν

(
h ,αβ
αβ − h ,β,β

)
. (1.15)

Con las cantidades linealizadas obtenidas se puede regresar a la ecuación de campo

para reescribirla como

2Gµν = 16πTµν ,

(
h ,α
να,µ + h ,α

µα,ν − h ,α
µν ,α − h,µν

)
− ηµν

(
h ,αβ
αβ − h ,β,β

)
= 16πTµν . (1.16)

Se puede ver que aun haciendo esta linealización de la métrica la ecuación que des-

cribe el campo gravitacional sigue siendo complicada. Con la finalidad de simplificar

esta ecuación se define una nueva cantidad:

hµν ≡ hµν −
1

2
ηµνh, (1.17)

en donde h y h corresponden a las trazas de hµν y hµν respectivamente, las cuales se

calculan a partir de la contracción de sus ı́ndices

h ≡ ηµνhµν = hνν . (1.18)

Nótese que para contraer los ı́ndices en la expresión anterior se utiliza la métrica

minkowskiana y no la más general gµν , esto para preservar las expresiones a orden

lineal en hµν .
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A (1.17) se le conoce en algunos textos como la perturbación de traza-invertida

o en inglés “trace reverse” de hµν , debido a que al calcular su traza se obtiene

h ≡ ηµνhµν = −h, (1.19)

hµν = hµν −
1

2
ηµνh, (1.20)

con lo cual al sustituir hµν en términos de hµν se puede reescribir nuevamente la

ecuación de campo dejando menos términos que en la última versión que se hab́ıa

obtenido en (1.16)

− h ,α

µν,α − ηµνh
,αβ

αβ + h
,α

µα ,ν + h
,α

να ,µ = 16πTµν . (1.21)

La ecuación ahora luce más sencilla, sin embargo si se fija la condición h
µν

,ν = 0

es posible reducirla aun más. A esta condición se le conoce como Norma de Lorentz,

esto por su similitud con la condición de norma usada en electrodinámica, la cual

recibe el mismo nombre. Cabe mencionar que esta norma no fue propuesta por Hen-

drik Lorentz sino por Ludwig Lorenz [37], sin embargo el parecido en los apellidos

es lo que ha generado confusión.

Una vez habiendo fijado esta condición de norma se eliminan 4 grados de liber-

tad. La ecuación de campo que queda como resultado mantiene únicamente el primer

término del lado izquierdo de la igualdad, y es a esta expresión a la cual se le conoce

como Ecuación de Campo Linealizada de Einstein y corresponde a una ecuación de

onda
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�hµν = −16πTµν , (1.22)

h
µν

,ν = 0, (1.23)

siendo � el operador diferencial de D'Alambert que está definido como

� = ∂α∂α. (1.24)

Las ecuaciones (1.22) y (1.23) definen la dinámica de la teoŕıa linealizada de la

gravitación.

Ante este resultado es conveniente hacerse la pregunta ¿Siempre es posible en-

contrar un sistema coordenado donde esto se cumpla? La respuesta a esto es śı y

es posible mostrarlo siguiendo el cálculo como lo desarrolla Schutz en el caṕıtulo 8

de su libro [33]. Primeramente considérese un oldhµν arbitrario que no obedezca la

norma de Lorentz

oldh
,ν

µν 6= 0. (1.25)

Aplicando un cambio de norma de la forma

xµ −→ xµ
′
= xµ + ξµ(xβ) ; | ξµ,β |� 1, (1.26)

lo cual es un cambio en las coordenadas que mantiene la condición (1.12). Bajo esta

modificación la perturbación oldhµν también se ve modificada
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oldhµν −→new hµν =old hµν − ξµ,ν − ξν,µ + ηµνξ
α

,α. (1.27)

Tomando la divergencia de este resultado

newh
µν

,ν =old h
µν

,ν − ξµ,ν,ν − ξν,µ,ν + ηµνξααν

=old h
µν

,ν − ξµ,ν,ν ,
(1.28)

si se pide que la nueva perturbación, newh
µν

, śı obedezca la norma de Lorentz

newh
µν

,ν = 0, (1.29)

entonces esto implica que de (1.28) se obtenga lo siguiente

oldh
µν

,ν − ξµ,ν,ν = 0 (1.30)

∴ �ξµ =old h
µν

,ν . (1.31)

Conociendo oldh
µν

y sus derivadas es posible resolver la ecuación (1.31), usando la

función de Green asociada, por ejemplo. Sin embargo esto último no define comple-

tamente la norma, ya que tenemos una ecuación inhomogénea, la cual no tiene una

solución única. A ξµ siempre se le puede agregar una función que no afecte el resultado

ξµ −→ ξµ + γµ, (1.32)
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esto siempre y cuando γµ satisfaga la ecuación de onda homogénea

�γµ = 0. (1.33)

Ahora śı, una vez determinado completamente el valor de γµ se ha usado toda la

libertad de norma. Haciendo un recuento de los grados de libertad; de la simetŕıa

del tensor de Einstein y de enerǵıa-momento, en cuatro dimensiones, el número de

ecuaciones se reduce de 16 a 10, de las identidades de Bianchi 4 grados de libertad

menos y finalmente de la imposición de la norma de Lorentz quedan solamente 2

grados de libertad, lo cual se puede ver como una primera analoǵıa entre la teoŕıa

lineaizada de la gravedad y el electromagnetismo que de igual manera tiene el mismo

número de grados de libertad.

1.2. Solución de la ecuación de onda en el vaćıo

Como primer acercamiento con la ecuación de onda gravitacional consideremos

el caso de gravedad linealizada sin fuentes, es decir Tµν = 0, la ecuación de onda de

la expresión (1.22) ahora se puede reescribir de la siguiente manera

�h
µν

= ηαβh
µν

,αβ = 0, (1.34)

siendo para esta ecuación de onda homogénea la solución de una onda plana la más

sencilla, sin embargo, se puede mostrar que directamente del teorema de Fourier

cualquier otra solución se puede escribir como una superposición de ondas planas
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[19],

h
µν

= Aµνexp(ikαxα), (1.35)

en donde kα son las componentes del 4-vector de onda, el cual está definido como

[kα] ≡ (ω,~k), (1.36)

con ω como la correspondiente frecuencia angular de la onda gravitacional y ~k el

3-vector de onda cuyas componentes son puramente reales (kα ∈ R). Mientras que

Aµν son componentes, constantes y pertenecientes al conjunto de los complejos, de

un tensor tipo (2,0) que corresponde a la amplitud de la onda plana (Aµν ∈ C).

Derivando parcialmente dos veces esta solución y sustituyéndola en (1.34)

h
µν

,α = ikαh
µν

(1.37)

h
µν

,αβ = −kαkβh
µν

(1.38)

⇒ ηαβh
µν

,αβ = −kαkαh
µν

= 0. (1.39)

En este último resultado se puede ver que la única posibilidad de que h
µν

sea la

solución a la ecuación de onda, una solución diferente a la trivial, es que kα sean las

componentes de una uno-forma, o bien del 4-vector de onda asociado, de tamaño nulo

kαkα = 0. (1.40)
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Directamente de este resultado se puede mostrar fácilmente que la rapidez con la

que se propaga el frente de la onda gravitacional es igual a la rapidez lumı́nica en el

vaćıo

kαkα = −ω2+ ‖ ~k ‖2= 0

⇒ ω

‖ ~k ‖
= 1. (1.41)

Por otra parte, si se sustituye la solución de onda plana, (1.35), en la norma de

Lorentz impuesta sobre h
µν

, (1.37), se obtiene lo siguiente

h
µν

,ν = ikνA
µνexp(ikαxα) = 0 (1.42)

⇒ Aµνkν = 0, (1.43)

lo cual restringe a la onda gravitacional a ser transversal, es decir, la dirección de

propagación de la onda está restringida a ser ortogonal a la amplitud, siendo esta

una similitud más con las ondas electromagnéticas.

Hasta este momento solamente se ha impuesto la norma de Lorentz con lo cual,

recordando que Aµν es un tensor simétrico, únicamente quedan 6 componentes inde-

pendientes de hµν . Sin embargo también se tiene la libertad de hacer transformaciones

de norma, lo que finalmente dejará sólo 2 entradas independientes como se mostrará

más adelante.
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1.3. La norma TT

Como ya se mencionó, hay aun grados de libertad que no se han ocupado. En

esta parte se mostrarán un par de métodos que permiten usar esos grados de libertad

de norma, haciendo una transformación en las coordenadas dejando únicamente los

términos f́ısicamente relevantes, además de analizar su significado.

1.3.1. La onda plana en dirección del eje z

Considérese una onda gravitacional que se propaga a lo largo de la dirección del

eje z, lo cual no quita generalidad dado que bien pudo haberse elegido cualquier otra

dirección, además de que esto sólo requiere de una rotación de los ejes coordenados y

sabemos que una rotación es una transformación que pertenece al grupo de Lorentz

las cuales no usan grados de libertad de norma. Con esta elección de la dirección de

propagación el 4-vector de onda definido en (1.36) únicamente tendrá dos compo-

nentes idénticas

(kµ) = (ω, 0, 0, k)

= (k, 0, 0, k).
(1.44)

Con esto y usando la restricción de transversalidad, (1.43), se obtiene que

−Aµ0k + Aµ3k = 0

⇒ Aµ0 = Aµ3. (1.45)

Ahora, usando la transformación de norma (1.26) e imponiendo que se siga cum-

pliendo la norma de Lorentz se debe cumplir que ξµ satisfaga la ecuación de onda

homogénea
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�2ξµ = 0. (1.46)

Nuevamente se puede elegir como solución a la anterior ecuación la de una onda

plana, que como ya se mencionó por el teorema de Fourier se permite construir cual-

quier otra solución como superposición de estas ondas planas.

ξµ = Bµexp(ikβxβ), (1.47)

en donde Bµ son las componentes constantes de un 4-vector que pueden ser deter-

minadas completamente al imponer las condiciones

Aµµ = 0 (1.48)

AµνU
ν = 0, (1.49)

con Uν una 4-velocidad que pertenece a un fotón que sigue a la onda gravitacional,

la cual siempre se puede imponer sin perder generalidad, ya que basta con un boost

para fijarla; esto no quita grados de libertad de norma debido a que un boost es una

transformación que pertenece también al grupo de Lorentz.

Para mostrar cómo es que estas condiciones, (1.48) y (1.49), permiten determinar

completamente el valor de Bµ se puede seguir el ejercicio 9,5 del libro de Schutz [33].

Primeramente se sustituyen las soluciones de onda plana propuestas para ξµ y para

h
µν

en la expresión deducida para newh
µν
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newAµν����
eikαx

α

= oldAµν����
eikαx

α − (iBµkν����
eikαx

α

)− (iBνkµ����
eikαx

α

) + iηµνBγk
γ����
eikαx

α

= oldAµν − iBµkν − iBνkµ + iηµνBγk
γ.

(1.50)

Lo siguiente es imponer la condición de traza nula, (1.48), usando la métrica de

Minkowski para contraer los ı́ndices en la expresión obtenida para newAµν

newAµµ = 0 = oldAµµ − iBνkν − iBνk
ν + iηννBγk

γ. (1.51)

Después de hacer el álgebra necesaria para simplificar el anterior resultado se obtiene

Bνkν =
i

2
oldAνν . (1.52)

La condición de traza nula, (1.48), nos quita solamente un grado de libertad. Sin

embargo, también se impuso la restricción (1.49), la cual al ser usada en (1.27), y

después de hacer algo de álgebra, se puede mostrar que las ecuaciones que se ob-

tienen para Bµ no son linealmente independientes y deja únicamente 3 condiciones

de norma usadas, y no 4 como se pensaŕıa por el hecho de que el indice µ toma

valores entre 0 y 3. Dejando finalmente sólo 2 de las componentes del tensor Aµν

independientes.

El conjunto de restricciones dadas por la condición de transversalidad (1.43), la

condición de traza nula (1.48) y la condición dada por (1.49) definen lo que se cono-

ce como la condición de norma transversa-sin traza (TT) (transverse-traceless gauge

conditions en inglés).

Ya que se tienen las condiciones que permiten usar toda la libertad de norma,

ahora queda aplicarlas a la solución propuesta inicialmente para obtener la forma de
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la perturbación hµν en el sistema coordenado que fija la norma TT , y a partir de ello

poder identificar los efectos que produce el paso de la onda sobre part́ıculas de prueba.

Se sabe que un espacio-tiempo de Minkowski es una variedad lorentziana de

cuatro dimensiones, y en ella siempre es posible usar un boost, esto sin perder gene-

ralidad como ya se mencionó antes, para encontrar un marco de referencia en el cual

la 4-velocidad Uν sea

(Uν) = (1, 0, 0, 0). (1.53)

De la condición (1.49) se obtiene directamente que con esta 4-velocidad

newAµνU
ν = newAµ0U

0 = 0,

⇒ newAµ0 = 0. (1.54)

Por otra parte usando la condición de transversalidad, (1.43), se obtiene

newAµνkν = −newAµ0k +new Aµ3k = 0,

⇒ newAµ3 = 0. (1.55)

Esto concuerda con el resultado ya obtenido en (1.45).

De estos dos últimos resultados se tiene que en newAµν las entradas de la primera

fila, la primer columna, la última fila y la última columna son nulas. Finalmente de

la restricción de traza nula se obtiene que A11 = −A22, con lo cual queda completa-

mente determinada la norma TT
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(
ATTµν

)
=


0 0 0 0

0 ATT11 ATT12 0

0 ATT12 −ATT11 0

0 0 0 0

 . (1.56)

Por conveniencia se nombrará a las únicas dos componentes independientes de ATTµν

de la siguiente forma

ATT11 ≡ h+, (1.57)

ATT12 ≡ h×. (1.58)

Más adelante se explicará con mayor cuidado por qué se usan los sub́ındices + y

× en estas definiciones. Con las condiciones impuestas y sustituyendo la forma que

tomó el tensor de amplitud, Aµν , en (1.35) se obtiene la solución a la ecuación de

onda sin fuentes en el marco TT, tomando únicamente la parte real de la exponencial

compleja

hTTµν = ATTµν cos[ω(t− z)]. (1.59)

Con esto finalmente se puede calcular la forma que toma la métrica y por lo tanto

el diferencial de longitud

ds2 =gµνdx
µdxν

=− dt2 + dz2 + {1 + h+ cos[ω(t− z)]} dx2+

+ {1− h+ cos[ω(t− z)]} dy2+

+ 2h× cos[ω(t− z)]dxdy,

(1.60)
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1.3.2. El operador de proyección

Como ya se mostró, las ondas gravitacionales son transversales, lo cual signi-

fica que sus efectos son percibidos solamente en las direcciones perpendiculares a

la dirección de propagación. El caso analizado antes es uno particular en el cual

la onda se propaga en una dirección espećıfica haciendo una rotación de los ejes

coordenados. Sin embargo, si la onda se propaga en una dirección arbitraria, n̂, es

posible definir un nuevo tensor proyector que permita encontrar la forma que to-

man las componentes espaciales de la perturbación hij o cualquier otro tensor en el

marco de referencia definido por la norma TT. Primeramente definamos un operador

Pij(n̂) = δij − ninj, (1.61)

en donde los ı́ndices latinos corresponden a coordenadas espaciales, es decir,

i, j = 1, 2, 3.

Es fácil mostrar que este operador elimina de un vector las componentes paralelas a

la dirección de propagación

niPij(n̂) = 0. (1.62)

Con este tensor, (1.61), es posible construir otro tensor

Λij,kl(n̂) = PikPjl −
1

2
PijPkl. (1.63)

Hay que prestar atención en que en esta ocasión la coma entre los ı́ndices del tensor

Λij,kl no denota una deriva parcial como en las ocasiones anteriores, sino que aqúı su
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única utilidad es separar los pares de ı́ndices para marcar de forma expĺıcita la si-

metŕıa del tensor ante el intercambio simultáneo de los pares de ı́ndices. Este tensor,

aparte de la simetŕıa ya mencionada, mantiene la propiedad de transversalidad con la

dirección de propagación de la onda gravitacional en cada uno de sus ı́ndices, es decir

niΛij,kl(n̂) = njΛij,kl(n̂) = nkΛij,kl(n̂) = nlΛij,kl(n̂) = 0. (1.64)

Sustituyendo (1.61) en (1.63) se obtiene una expresión para el tensor Λij,kl de manera

expĺıcita en términos de la dirección de propagación de la onda gravitacional n̂

Λij,kl(n̂) = δikδjl−δiknjnl−δjlnink+
1

2
ninjnknl−

1

2
δijδkl+

1

2
δijnknl+

1

2
δklninj. (1.65)

En general el tensor Λij,kl(n̂) permite obtener las componentes de la parte transversa

y sin traza (TT ) de cualquier tensor simétrico, pero en especial para la perturbación

hµν que satisface la norma de Lorentz

hTTij = Λij,kl(n̂)hkl. (1.66)

¿Qué pasa con las componentes tiempo-tiempo y tiempo-espacio de hµν? La respuesta

se encuentra en la sección anterior, el resultado obtenido en (1.54) implica directa-

mente que estas componentes son nulas sin importar la dirección de propagación

de la onda gravitacional, ya que este resultado se obtiene únicamente de hacer una

transformación de Lorentz para obtener una 4-velocidad con componentes espaciales

nulas.
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1.4. ¿Qué le pasa a una part́ıcula al fijar la norma

TT?

Considérese una part́ıcula inicialmente en reposo (τ = 0)

dxi

dτ

∣∣∣∣
τ=0

= 0, (1.67)

cuya trayectoria está dada por la ecuación geodésica

d2xα

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

+

[
Γαµν

dxµ

dτ

dxν

dτ

]
τ=0

= 0 ; (1.68)

⇒ d2xi

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= −

[
Γi00

(
dx0

dτ

)2
]
τ=0

. (1.69)

En este marco de referencia los śımbolos de Christoffel a orden lineal quedan dados

por

Γµνρ =
1

2
ηµσ
[
−hTTνρ,σ + hTTρσ,ν + hTTνσ,ρ

]
,

⇒ Γi00 =
1

2

[
2hTT i

0 ,0 − h
TT ,i
00

]
, (1.70)

si la onda gravitacional se propaga en dirección del eje z entonces es esta norma las

componentes tiempo-tiempo y tiempo-espacio de la perturbación son nulas

hTT0i = hTT00 = 0,

sustituyendo esto en (1.69) obtenemos
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d2xi

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= 0, (1.71)

lo cual significa que ante el paso de una onda gravitacional la trayectoria de la

part́ıcula no se ve modificada, es decir, la part́ıcula de muestra que se encontraba

inicialmente en reposo antes de la llegada de la onda gravitacional permanecerá en

reposo después del paso de la misma.

Es claro que en este marco de referencia los cálculos se ven simplificados pero

también, como se acaba de mostrar aqúı, los efectos producidos por el paso de una

onda gravitacional sobre la posición de una part́ıcula no se encuentran presentes,

entonces ¿Cómo es que se miden los efectos producidos por el paso de una onda

gravitacional en el marco TT?

Para responder a esta pregunta comencemos por considerar dos rutas geodésicas

separadas por un vector ξµ

d2xµ

dτ 2
+ Γµνρ(x)

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0, (1.72)

d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+ Γµνρ(x

µ + ξµ)
d(xν + ξν)

dτ

d(xρ + ξρ)

dτ
= 0. (1.73)

Tomando la diferencia entre estas dos últimas ecuaciones y manteniendo el resultado

a orden lineal en ξµ

[
d2(xµ + ξµ)

dτ 2
+ Γµνρ(x

µ + ξµ)
d(xν + ξν)

dτ

d(xρ + ξρ)

dτ

]
−
[
d2xµ

dτ 2
+ Γµνρ(x)

dxν

dτ

dxρ

dτ

]
= 0,

d2ξµ

dτ 2
+ 2Γµνρ(x)

dxν

dτ

dξρ

dτ
+ ξσΓµνρ,σ(x)

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0. (1.74)
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Sabemos que en τ = 0 las part́ıculas se encuentran en reposo, es decir,

Uα =
dxα

dτ
= (1, 0, 0, 0), (1.75)

con esta condición inicial, evaluando (1.74) en τ = 0 la expresión se reduce a

d2ξi

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= −
[
2Γi0ρ

dx0

dτ

dξρ

dτ
+ ξσΓi00,σ(x)

dx0

dτ

dx0

dτ

]
τ=0

= −
[
2Γi0ρ

dξρ

dτ
+ ξσΓi00,σ

]
τ=0

,

(1.76)

con el segundo śımbolo de Christoffel nulo y la única posibilidad para que el primer

śımbolo sea diferente de cero es que la coordenada ρ sea una coordenada tipo espacio

d2ξi

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= −2Γi0j
dξj

dτ

∣∣∣∣
τ=0

, (1.77)

sustituyendo en valor de Γi0j = 1
2
hTTkj,0

d2ξi

dτ 2

∣∣∣∣
τ=0

= −hTTij,0

dξj

dτ

∣∣∣∣
τ=0

. (1.78)

Nuevamente se puede ver que si en τ = 0 dξi

dτ
= 0 entonces

⇒ d2ξi

dτ 2
= 0. (1.79)
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De este último resultado se puede deducir que, al igual que la posición de una part́ıcu-

la, la separación coordenada entre dos geodésicas permanece constante a todo tiempo

ante el paso de una onda gravitacional.

El hecho de que ante el paso de la onda gravitacional la posición coordenada de

las part́ıculas de prueba permanezca constante no significa que estas part́ıculas no

experimenten ningún efecto f́ısico, lo único que refleja este cálculo es el hecho de que

toda la libertad de norma ha sido ocupada dejando un sistema coordenado en el cual

no hay cambios.

Por otra parte si se toma nuevamente el caso de la onda gravitacional propagándo-

se en la dirección del eje z, el diferencial de longitud es el ya obtenido antes

ds2 = −dt2 + dz2 + {1 + h+ cos [ω(t− z)]} dx2+

{1− h+ cos [ω(t− z)]} dy2 + 2h× cos [ω(t− z)] dxdy.
(1.80)

Al considerar dos eventos ubicados en (t, x1, 0, 0) y (t, x2, 0, 0), como ya se mostró,

se sabe que la separación coordenada (x2 − x1 = L) se mantiene constante ante el

paso de la onda gravitacional, sin embargo no ocurre lo mismo con la distancia propia

s =

∫
| ds2 |1/2=

∫
| gαβdxαdxβ |1/2

=

∫
| g××dx2 |1/2 .

(1.81)

Tomando en cuenta que g×× es prácticamente constante y usando (1.80)

⇒ s ≈
[
1 + hTT××

]1/2
L ≈ L

[
1 +

1

2
A×× cos(ωt)

]
. (1.82)
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De este cálculo se puede notar que la distancia propia entre dos eventos śı se ve afec-

tada y es directamente proporcional a la distancia coordenada inicial y cambia de

forma periódica con el paso del tiempo ante el paso de la onda. Es debido a esto que

para la detección de la radiación gravitacional es necesario que los detectores, como

los de LIGO cuyos interferómetros miden alrededor de 4 Km, sean de gran tamaño [2].

Como ya se mostró, en el marco TT los cálculos se reducen al haber ocupado

totalmente la libertad de norma. Sin embargo, no es en este marco en el cual se

encuentra el laboratorio donde se efectúan las mediciones y por lo tanto no es hTTµν lo

que se mide sino hµν . Es por ello que es necesario “traducir”los resultados obtenidos

en el marco TT al marco del laboratorio. Para hacer esta traducción entre el marco

TT y en el cual se llevan a cabo las mediciones, basta con hacer transformaciones de

Lorentz.

1.4.1. Polarización de las ondas gravitacionales

Para seguir con el análisis de la interacción entre una onda gravitacional, que

se propaga nuevamente en dirección del eje z, y la materia, se seguirán los cálculos

que presenta Sean Carroll en su libro [7]. Consideremos un conjunto de part́ıculas

distribuidas en el plano x − y a una distancia constante de otra part́ıcula colocada

en el origen de coordenadas; por simplicidad esta distancia entre las part́ıculas de

prueba y la que se encuentra en el origen se tomará como ε, con lo cual inicialmente

las part́ıculas se encuentran colocadas sobre la curva descrita por la circunferencia

[
ξ1(t = 0)

]2
+
[
ξ2(t = 0)

]2
= ε2. (1.83)

Una forma de notar los efectos tras el paso de la onda es usando la ecuación de la

desviación geodésica, la cual, debido a las caracteŕısticas del marco de referencia de-

finido por la norma TT, se simplifica a una segunda derivada ordinaria con respecto
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al tiempo propio

d2ξα

dτ 2
= Rα

µνβU
µUνξβ, (1.84)

en donde las ξα corresponde a las componentes del 4-vector que marca la separación

entre la part́ıcula colocada en el centro del arreglo y cualquier otra de las que se

encuentran alrededor y Uα es la cuatro-velocidad de las mismas dos part́ıculas. Con

el resultado de esta ecuación obtendremos la deformación que sufren las part́ıculas

colocadas inicialmente en forma de aro medida por un observador en el marco de

referencia propio de la part́ıcula colocada en el centro. En el esṕıritu de seguir man-

teniendo a orden lineal la teoŕıa despreciaremos todas las correcciones de orden hTTµν

en la cuatro-velocidad, además de que es posible pedir que Uα tenga componentes

espaciales nulas, es decir, elegimos esta velocidad con la forma

Uα = (1, 0, 0, 0). (1.85)

Usando el hecho de que la componente temporal del 4-vector de velocidad es la úni-

ca no nula se puede notar que las únicas componentes que se necesitan calcular del

tensor de Riemann son [30]

Rα00β =
1

2

{
hTTαβ,00 + hTT00,αβ − hTTα0,0β − hTTβ0,0α

}
. (1.86)

Pero recordemos que de la condición (1.49) se obtiene que las componentes hTTµ0 son

cero, por lo tanto únicamente el primer término de (1.86) es el que se conserva.

Considerando la aproximación a bajas velocidades τ = x0 = t, esta aproximación se

vuelve exacta en el momento en que se considera un marco momentáneamente en

reposo. Sustituyendo Rα00β y con la aproximación mencionada, la ecuación para la

desviación geodésica se puede reescribir como
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∂2ξα

∂t2
=

1

2
ξβ
∂2hTTαβ
∂t2

. (1.87)

Como se impuso que la onda gravitacional se encuentra propagándose de forma pa-

rela al eje z y como ya sabemos que los efectos del paso de la onda únicamente se

perciben direcciones transversas a la de propagación, entonces α = 1, 2. Dado que

hTTαβ tiene únicamente dos componentes distintas de cero, con lo cual se obtienen dos

ecuaciones diferenciales acopladas

∂2ξ1

∂t2
=

1

2

[
ξ1
∂2hTT11
∂t2

+ ξ2
∂2hTT12
∂t2

]
=

1

2

[
ξ1
∂2R(h+e

iω(−t+z))

∂t2
+ ξ2

∂2R(h×e
iω(−t+z))

∂t2

] (1.88)

∂2ξ2

∂t2
=

1

2

[
ξ1
∂2hTT21
∂t2

+ ξ2
∂2hTT22
∂t2

]
=

1

2

[
ξ1
∂2R(h×e

iω(−t+z))

∂t2
− ξ2 ∂

2R(h+e
iω(−t+z))

∂t2

]
,

(1.89)

en donde R denota que solamente se toma la parte real.

Primero consideremos el caso en el cual h× = 0 para después hacer lo mismo con

h+ = 0. Esto nos permitirá hacer un análisis de ambos casos por separado dejando

ver la f́ısica que esconden las ecuaciones.

Si h× = 0 las dos ecuaciones (1.88) y (1.89) se reducen a lo siguiente

∂2ξ1

∂t2
=

1

2
ξ1
∂2R(h+e

iω(−t+z))

∂t2
, (1.90)
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∂2ξ2

∂t2
= −1

2
ξ2
∂2R(h+e

iω(−t+z))

∂t2
. (1.91)

Las soluciones a estas ecuaciones no son dif́ıciles de conseguir. Una vez hecho el

cálculo y manteniendo únicamente la parte real se obtiene

ξ1 =

{
1 +

1

2
h+ cos [ω(t− z)]

}
ξ1(t = 0), (1.92)

ξ2 =

{
1− 1

2
h+ cos [ω(t− z)]

}
ξ2(t = 0). (1.93)

Si hacemos un poco de álgebra, elevamos ambas soluciones al cuadrado y las suma-

mos, se obtiene el siguiente resultado

{
ξ1

1 + 1
2
h+ cos (ω(t− z))

}2

+

{
ξ2

1− 1
2
h+ cos (ω(t− z))

}2

= ε2. (1.94)

Esta ecuación describe la deformación que sufre el arreglo inicial de part́ıculas en

forma de anillo tras el paso de una onda gravitacional con polarización +, formando

una nueva distribución en forma de elipse que oscila con el paso del tiempo siempre

dejando sus ejes focal mayor y menor paralelos a los ejes coordenados como se mues-

tra en la imagen

Si ahora en las ecuaciones (1.88) y (1.89) se pide que h+ = 0, ahora las ecuaciones

que quedan por resolver son

∂2ξ1

∂t2
=

1

2
ξ2
∂2R(h×e

iω(−t+z))

∂t2
, (1.95)
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Figura 1.1: Deformación de un arreglo de part́ıculas inicialmente en forma de anillo
tras el paso de una onda gravitacional con polarización +.

∂2ξ2

∂t2
=

1

2
ξ1
∂2R(h×e

iω(−t+z))

∂t2
, (1.96)

las cuales están acopladas y tienen por solución

ξ1 = ξ1(t = 0) +
1

2
h× cos [ω (t− z)] ξ2(t = 0), (1.97)

ξ2 = ξ2(t = 0) +
1

2
h× cos [ω (t− z)] ξ1(t = 0). (1.98)

A partir de estas soluciones es posible mostrar que tras el paso de una onda gravi-

tacional con polarización × un arreglo inicialmente en forma de anillo nuevamente

sufre una deformación en forma de elipse pero esta vez rotada un ángulo de 45◦ con

respecto a los ejes coordenados.

La teoŕıa electromagnética tiene dos grados de libertad, los cuales corresponden

a las 2 posibles polarizaciones del fotón. De manera análoga la relatividad general

también tiene 2 grados de libertad y en su aproximación linealizada estos grados de

libertad corresponden a los dos modos de polarización de las ondas gravitacionales

+ y ×. En los caṕıtulos consecuentes se presentan más analoǵıas y diferencias entre

estas dos teoŕıas.
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Figura 1.2: Deformación de un arreglo de part́ıculas inicialmente en forma de anillo
tras el paso de una onda gravitacional con polarización ×

.



Caṕıtulo 2

Ondas gravitacionales

Este caṕıtulo presenta un análisis sobre el desarrollo en momentos multipolares

de la fuente generadora de las ondas gravitacionales, en el ĺımite en el que los ele-

mentos de Tµν mantengan bajas velocidades comparadas con la velocidad lumı́nica.

2.1. Generación de radiación gravitacional

En la sección anterior se analizó el caso de la ecuación de onda homogénea. Ahora

toca el turno al estudio de la ecuación de onda con fuentes que generan la radiación

gravitacional. Esta ecuación está compuesta por un operador lineal, conocido como

operador de onda u operador de D'Alambert, por lo cual, de la teoŕıa de ecuacio-

nes diferenciales, se puede encontrar su solución usando el método de la función de

Green, de manera muy similar a como lo hace Jackson en su libro para el caso de

electrodinámica [26]. Se propone como solución a la ecuación la siguiente

hµν (~r, t) = −16π

∫
G
(
~r, t; ~r′, t′

)
Tµν

(
~r′, t′

)
d3r′dt′, (2.1)

en donde G
(
~r, t; ~r′, t′

)
es precisamente la función de Green asociada al operador

D'Alambertiano. Para encontrar la forma que toma esta función empecemos por

sustituir (2.1) en (1.22)

32
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�hµν (~r, t) = −16π�
∫
G
(
~r, t; ~r′, t′

)
Tµν

(
~r′, t′

)
d3r′dt′. (2.2)

Considerando que las derivadas del operador de onda son sobre las coordenadas

del punto de campo, ~r y t, y no sobre las variables de integración, entonces es posible

conmutar el orden entre las derivadas y la integral

�hµν (~r, t) = −16π

∫ [
�G

(
~r, t; ~r′, t′

)]
Tµν

(
~r′, t′

)
d3r′dt′ = Tµν (~r, t) . (2.3)

Recordando la definición de la función delta de Dirac y comparando con la ecua-

ción anterior, se obtiene que la función de Green debe satisfacer la siguiente ecuación

diferencial

�G
(
~r, t; ~r′, t′

)
= δ

(
~r − ~r′

)
δ (t− t′) , (2.4)

la cual, usando transformadas de Fourier y algunos teoremas del cálculo de variable

compleja [35][9] se obtiene la función de Green asociada a la ecuación de onda inho-

mogénea

G(±)(~r, t; ~r′, t′) = − 1

4π

δ(t′ − t∓ ‖ ~r − ~r′ ‖)
‖ ~r − ~r′ ‖

. (2.5)

Esta función de Green ofrece dos soluciones, pero para que esta función tenga
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significado f́ısico se debe cumplir la condición de causalidad

t− t′ > 0 (2.6)

Esta condición en (2.5) implica

δ
(
t′ − t+ ‖ ~r − ~r′ ‖

)
= 0, (2.7)

dejando una única solución que śı preserva el principio de causalidad

G(~r, t; ~r′, t′) = − 1

4π

δ(t′ − t+ ‖ ~r − ~r′ ‖)
‖ ~r − ~r′ ‖

; (2.8)

a esta solución se le conoce como la función de Green retardada debido a que define

una cantidad conocida como tiempo de retardo, dado por la siguiente expresión

tret = t− ‖ ~r − ~r′ ‖, (2.9)

y surge del hecho de que la propagación de las señales gravitacionales son emitidas

por la fuente con una velocidad finita, impidiendo que sea medida en el punto ~r antes

de ser emitida en ~r′.

Sustituyendo (2.5) en (2.1) se obtiene finalmente la solución para hµν dada por

hµν = 4

∫
δ(t′ − t− ‖ ~r − ~r′ ‖)

‖ ~r − ~r′ ‖
Tµν(~r′, t

′) d3r′dt′, (2.10)
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en donde si se integra con respecto a t′ se obtiene que

hµν = 4

∫
Tµν(~r′, tret)

‖ ~r − ~r′ ‖
d3r′

= 4

∫
Tµν(~r′, t− ‖ ~r − ~r′ ‖)

‖ ~r − ~r′ ‖
d3r′.

(2.11)

Nótese que después de haber realizado la integral sobre el tiempo se ha cambiado

t′ por tret, esto para denotar el tiempo de retardo. Este resultado obtenido en (2.11)

es el análogo al que se obtiene en electrodinámica con los potenciales retardados de

Lienard-Wiechert [27].

Haciendo el desarrollo en serie en 1

‖~r−~r′‖

‖ ~r − ~r′ ‖= r − ~r′ · n̂+ · · · , (2.12)

siendo n̂ un vector unitario que apunta en dirección de ~r

n̂ =
~r

r
, ‖ ~r ‖≡ r (2.13)

y considerando el ĺımite ‖ ~r ‖� d, en donde d es el radio t́ıpico de la fuente, este desa-

rrollo se puede cortar a primer orden y sustituyéndolo en (2.11) se obtiene lo siguiente

hµν =
4

r

∫
Tµν

(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.14)
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Para obtener este resultado es necesario hacer aproximaciones y despreciar térmi-

nos de orden superior, lo cual obviamente implica que la expresión anterior no incluye

la información completa del sistema.

Una forma de obtener los momentos multipolares incluyendo todos los términos

y que no tenga pérdida de información es haciendo el siguiente desarrollo usando

armónicos esféricos. Sabemos que 1

‖~r−~r′‖
es una función generadora de los polinomios

de Legendre [4]

1

‖ ~r − ~r′ ‖
=

1√
r2 + r′2 − 2rr′ cos γ

=
1

r

∞∑
l=0

(
r′

r

)l
Pl (cos γ) , (2.15)

con γ el ángulo entre los vectores ~r y ~r′. Recordemos que los polinomios de Legendre

se relacionan con los armónicos esféricos a través de lo que se conoce como el teorema

de adición de armónicos esféricos [26]

Pl (cos γ) =
4π

2l + 1

l∑
m=−l

Y ∗ml (θ′, φ′)Y m
l (θ, φ). (2.16)

Haciendo la sustitución de este resultado en (2.11) se obtiene

hµν =
4

r

∞∑
l=0

l∑
m=−l

√
4π

2l + 1

1

rl
Y m
l (θ, φ)qlm(~r, t), (2.17)

en donde

qlm ≡
√

4π

2l + 1

∫
Tµν(~r′, tret)(r

′)lY ∗ml (θ′, φ′)d3r′. (2.18)

Este resultado, (2.17), contiene el desarrollo en momentos multipolares a todo



Caṕıtulo 2. Ondas gravitacionales 37

orden, sin embargo no todos tienen relevancia f́ısica, como se verá en la siguiente

sección.

2.2. Momentos multipolares de una part́ıcula pun-

tual

La expresión obtenida en (2.17) contiene todos los momentos multipolares en

términos de armónicos esféricos. En el caso l = 0, el único valor permitido para m

es cero, con lo cual se obtiene

q00 (~r, t) = ���
√

4π

∫
Tµν

(
~r′, tret

) 1

���
√

4π
d3r′, (2.19)

Al sustituir este resultado en (2.17) e imponiendo la condición ‖ ~r ‖� d, siendo

d la medida del diámetro de la fuente, y manteniendo el ĺımite de bajas velocidades

para los elementos que la forman (U � 1), se recupera lo obtenido en (2.14)

hµν =
4

r

∫
Tµν

(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.20)

Aplicando a la ecuación anterior el tensor de proyección, (1.63), el resultado corres-

ponde a la perturbación gravitacional en el marco TT

hTTij (~r, t) =
4

r
Λij,pq (n̂)

∫
T pq

(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.21)

Para simplificar un poco más la expresión anterior resulta conveniente seguir los

cálculos y la notación que usa Michele Maggiore en su libro sobre ondas gravitacio-
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nales [28]. Para esto, lo primero es definir un nuevo tensor que denota el momento

asociado a las componentes espaciales del tensor de enerǵıa momento, T ij, evaluado

en el tiempo de retardo desarrollado a primer orden en r

Sij ≡
∫
R3

T ij
(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.22)

Se puede ver que en (2.21) se mantienen únicamente las componentes espaciales,

esto como ya se mostró se debe a que las componentes tipo tiempo de la perturbación

en el marco TT son nulas, por lo cual es innecesario agregarlas a la expresión.

En términos del tensor Sij definido en (2.35), la ecuación (2.21) se puede reescri-

bir como

hTTij (~r, t) =
4

r
Λij,pq (n̂)Spq (t− r) . (2.23)

De manera similar a la forma en que se definió el tensor de momento para Tij, Sij,

se pueden definir los tensores para los momentos para T00 y para T0i. Los momentos

para la densidad de enerǵıa quedan definidos en términos de

M ≡
∫
T 00

(
~r′, t− r

)
d3r′, (2.24)

M i =

∫
(r′)iT 00

(
~r′, t− r

)
d3r′, (2.25)

M ij =

∫
(r′)i(r′)jT 00

(
~r′, t− r

)
d3r′, (2.26)

M ijk =

∫
(r′)i(r′)j(r′)kT 00

(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.27)
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Para de la densidad de momento lineal, los momentos están dados por

P i =

∫
T 0i
(
~r′, t− r

)
d3r′, (2.28)

P ij =

∫
(r′)jT 0i

(
~r′, t− r

)
d3r′, (2.29)

P ijk =

∫
(r′)j(r′)kT 0i

(
~r′, t− r

)
d3r′. (2.30)

Haciendo uso de la conservación del tensor de enerǵıa momento en su versión linea-

lizada

∂αT
αβ = 0, (2.31)

es posible relacionar las derivadas temporales de Tαβ con las espaciales, como se

mostrará más adelante, pero cuyo resultado permite reescribir en este momento la

expresión obtenida en (2.23)

∂0M = 0

∂0M
i = P i

∂0M
ij = P ij + P ji

∂0M
ijk = P ijk + P jki + P kij

(2.32)

∂0P
i = 0

∂0P
ij = Sij

∂0P
ijk = Sijk + Sikj.

(2.33)



Caṕıtulo 2. Ondas gravitacionales 40

De las expresiones en (2.32) y (2.33) es fácil notar que derivando parcialmente

una vez más a M ij con respecto a x0 se obtiene una relación con las componentes

espacio-espacio del tensor de enerǵıa momento a través de Sij

∂20M
ij = ∂0P

ij + ∂0P
ji

= Sij + Sji

= 2Sij

(2.34)

⇒ Sij =
1

2
∂20M

ij, (2.35)

en donde en el tercer renglón de la expresión (2.34) se usó la simetŕıa en los ı́ndices

de Sij heredada directamente del tensor T µν . Al hacer la sustitución de (2.35) en

(2.23) se obtiene

hTTij (~r, t) =
2

r
Λij,pq (n̂) ∂20M

pq (t− r) . (2.36)

A M ij se le conoce como el tensor de momento cuadrupolar de la masa. Este

tensor puede ser separado en dos partes

M ij =

(
M ij − 1

3
δijδpqMpq

)
+

1

3
δijδpqMpq. (2.37)

Al aplicar el tensor Λijpq en (2.37), el término de traza se anula
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Λijpq

[(
Mpq − 1

3
δpqδklMkl

)
+

1

3
δpqδklMkl

]
= Λijpq

(
Mpq − 1

3
δijδpqMpq

)
,

con lo cual, al sustituir en (2.36) se tiene que:

hTTij (~r, t) =
2

r
Λij,pq (n̂)

[
∂20

(
Mpq − 1

3
δpqδklMkl

)]
. (2.38)

Definiendo el tensor de momento cuadrupolar

Qij ≡M ij − 1

3
δijM l

l , (2.39)

se tiene finalmente el momento cuadrupolar de una onda gravitacional en el marco

TT, dejando ver que es este el primer termino no nulo de los momentos multipolares,

hTTij (~r, t) =
2

r
Λij,pq (n̂)

[
∂20Q

pq(t− r)
]
. (2.40)

A diferencia de la electrodinámica, en la que el momento dipolar es el dominante,

en este caso es el momento cuadrupolar el primero en contribuir. A pesar de que en

algunas cosas la analoǵıa es directa entre ambas teoŕıas, este es un claro en el cual

la analoǵıa se rompe.

2.2.1. Momento cuadrupolar de una part́ıcula puntual

Si se considera el caso de una part́ıcula puntual, la componente T 00 del tensor de

enerǵıa-momento es
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T 00 = ρ(~r′, t′) = mδ(~r′ − ~r0(t′)), (2.41)

⇒Mij =

∫
mδ(~r′ − ~r0(t′))(r′)i(r′)jd3r′

= m (r0)i (t
′) (r0)j (t′). (2.42)

Derivando Mij con respecto al tiempo coordenado

∂0Mij = ∂0

[
m (r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
, (2.43)

pero sabemos que para derivar con respecto del tiempo que mide el observador, (t),

hay que considerar el tiempo de retardo [31]

∂R

∂t
=
∂R

∂t′
∂t′

∂t
. (2.44)

Para simplificar el cálculo comencemos por definir el vector

~R ≡ ~r − ~r′ ; R ≡‖ ~R ‖ . (2.45)

Usando este vector en la expresión definida para el tiempo de retardo, (2.11), es

posible calcular primero la derivada de R con respecto al tiempo t′
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R =
[
(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2

]1/2
= t− t′, (2.46)

⇒ ∂R

∂t′
=

1

�2R
[�2 (x− x′) (−ux) + �2 (y − y′) (−uy) + �2 (z − z′) (−uz)]

= −
~R · ~u
R

.

(2.47)

Dejando este resultado de lado por un momento y haciendo ahora la derivada

nuevamente de R pero en esta ocasión con respecto al tiempo coordenado t se obtiene

∂R

∂t
=

∂

∂t
(t− t′) = 1− ∂t′

∂t
=
∂R

∂t′
∂t′

∂t

= −
~R · ~u
R

∂t′

∂t
.

(2.48)

Únicamente queda por determinar el valor de ∂t′

∂t
, pero de este último resultado

se tiene la relación que permite despejar esta cantidad

∂t′

∂t
=

1

1− ~R·~u
R

, (2.49)

con lo cual finalmente se obtiene

∂R

∂t
=

1

1− ~R·~u
R

∂R

∂t′
.
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Si en lugar de R se tiene una función arbitraria, ψ, que de igual manera dependa

de t′, se debe considerar el operador diferencial

∂

∂t
ψ =

(
1

1− ~R·~u
R

∂

∂t′

)
ψ, (2.50)

de aqúı, al realizar la primer derivada de la ecuación (2.42) se obtiene

∂Mij

∂t
=

m

1− ~R·~u
R

∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
. (2.51)

Derivando una vez más

∂2Mij

∂t2
=

1

1− ~R·~u
R

∂

∂t′

{
m

1− ~R·~u
R

∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]}

=
m

1− ~R·~u
R

{
∂

∂t′

[
1

1− ~R·~u
R

]
∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]}

+

+
m[

1− ~R·~u
R

]2 ∂2∂t′2 [(r0)i (t′) (r0)j (t′)
]
,

(2.52)
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∂2Mij

∂t2
=

m(
1− ~R·~u

R

)2 · ∂2∂t′2 [(r0)i (t′) (r0)j (t′)
]
−

− m[
1− ~R·~u

R

]3
 ~R · ~̇u− u2

R
+

(
~R · ~u

)2
R3

 ∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
. (2.53)

Con esto Sij queda dado por:

Sij =
1

2

m(
1− ~R·~u

R

)2 · ∂2∂t′2 [(r0)i (t′) (r0)j (t′)
]
−

− 1

2

m(
1− ~R·~u

R

)3
 ~R · ~̇u− u2

R
+

(
~R · ~u

)2
R3

 ∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]

=
1

2

m

(1− n̂ · ~u)2
∂2

∂t′2

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
−

− 1

2

m

(1− n̂ · ~u)3

 ~R · ~̇u− u2
R

+

(
~R · ~u

)2
R3

 ∂

∂t′

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
.

(2.54)

Para preservar conservación de la enerǵıa, los términos de hij que van como poten-

cias mayores a la lineal en 1
R

no pueden estar asociados a radiación. Otra condición
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necesaria para que haya radiación es que el sistema se encuentre acelerado respecto

a un observador en reposo cuyo tiempo coordenado es t.

Para identificar los términos de Sij que contribuyen a la radiación se puede con-

siderar un marco de referencia momentáneamente en reposo, es decir ~u = 0, por lo

cual el único termino que sobrevive es

radSij =
m

2

∂2

∂t′2

[
(r0)i (t

′) (r0)j (t′)
]
. (2.55)

Ya se realizó el análisis del momento cuadrupolar, pero, ¿Por qué es el cuadru-

polar el primer momento no nulo de una onda gravitacional?

2.2.2. Momentos monopolar, dipolar y leyes de conservación

Si en (2.18) se toma l = 0 y la componente temporal del tensor de enerǵıa mo-

mento, t00, se obtiene el momento monopolar de masa que se definió arriba como M

M =

∫
T 00

(
~r′, t− r

)
d3r′ (2.56)

sin embargo, al estar la fuente localizada, es decir, no hay materia fluyendo ni hacia

el interior ni hacia el exterior, lo cual mantiene la masa total m independiente del

tiempo. Esto implica que al derivar (2.56) con respecto al tiempo el resultado es nulo

∂0M =

∫
R3

∂0ρ
(
~r′, t− r

)
d3r′ = 0, (2.57)

lo cual claramente muestra la ley de conservación de la materia y esto a su vez deja

ver que el término monopolar no está asociado a radiación.
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Ahora queda por responder ¿Por qué en gravitación no hay radiación dipolar?

Para responder a esta pregunta hay que analizar las dos primeras derivadas tempo-

rales del momento dipolar de la masa (M i), que igualmente se definió en (2.56). Al

hacer la primer derivada parcial con respecto al tiempo coordenado se tiene que

∂0M
i =

∫
R3

∂0

[
T 00 (r′)

i
]
d3r′

= −
∫
R3

(
∂jT

0j
)

(r′)
i
d3r′

=

∫
R3

[
�������
∂j
(
T 0j(r′)i

)
+ T 0j∂j(r

′)i
]
d3r′

=

∫
r3

T 0jδijd
3r′

=

∫
R3

T 0id3r′

= P i.

(2.58)

El resultado que se obtiene finalmente en el cálculo anterior corresponde primer

momento asociado al momento lineal definido en (2.33). Al hacer la segunda deri-

vada con respecto al tiempo coordenado de M i y por la ley de la conservación del

momento lineal se obtiene que:

∂0P
i = 0, (2.59)

por lo cual no hay aceleración y por lo tanto tampoco existe radiación gravitacional

asociada al momento dipolar de la masa. Con esto finalmente se muestra el porque

la radiación cuadrupolar es la predominante en la gravitación, a diferencia de la ra-

diación electromagnética en donde el primer momento no nulo es el dipolar.
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Como lo menciona Misner et al [30], lo antes descrito es consecuencia de un

teorema más general:

Considérese un campo de radiación clásico, cuyas part́ıculas asociadas en mecáni-

ca cuántica tienen esṕın entero s, y masa en reposo cero. Resolver ese campo de

radiación en armónicos esféricos, es decir, en momentos multipolares. Todas las

componentes con l < s son nulas; en general aquellas con l ≥ s no desaparecen;

¡y esto es independiente de la naturaleza de la fuente!

Al ser la gravitación una teoŕıa de esṕın s = 2 se espera, del teorema anterior,

que el primer momento multipolar sea para l = 2, es decir, el momento cuadrupolar.

2.2.3. Validez del ĺımite de bajas velocidades

Desde el inicio, uno de los pilares de la teoŕıa linealizada de la gravedad es el

considerar la condición | hµν |� 1 y el considerar el ĺımite de bajas velocidades es

necesario para mantener esta condición. De lo anterior resulta conveniente pregun-

tarse ¿Qué pasa con | hµν | si se considera que los elementos de la fuente se mueven

a velocidades cercanas a la lumı́nica?

Para responder a esta pregunta empecemos por lo siguiente. De relatividad espe-

cial se sabe que el cuatro-vector de velocidad está definido como

U =
dx

dτ
= γ (1, ~u) , (2.60)

en donde el factor γ corresponde al conocido factor de Lorentz

γ ≡ dt

dτ
=

1√
1− u2

. (2.61)
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Por otra parte, si se considera las componentes espacio-tiempo del tensor de

enerǵıa momento, de la definición en (1.6), las cuales dependen de las componentes

espaciales del cuatro-vector de velocidad

T 0i = ρU0U i = γ2ρui. (2.62)

Al tomar el ĺımite de velocidades relativistas en la expresión anterior, es decir

| ~u |→ 1, se obtiene lo siguiente:

ĺım
‖~u‖→1

T 0i = ĺım
‖~u‖→1

ρui

1− u2
→∞. (2.63)

De este sencillo cálculo es fácil ver que para mantener la condición de pequeñas

perturbaciones a la métrica de Minkowski, | hµν |� 1, se deben considerar bajas

velocidades. Si los elementos de la fuente se mueven a velocidades cercanas a las

de la luz, en el momento cuadrupolar de una onda gravitacional, analizado antes,

aparecen los efectos de curvatura no-nula.

2.3. Campo magnético y campo gravitoelectromagnéti-

co

Como ya se ha visto a lo largo del texto, la similitud entre la teoŕıa de gravedad

linealizada y la teoŕıa electromagnética es innegable y es esta similitud la que predice

la existencia de un nuevo campo, que en la versión newtoniana de la gravitación no

existe. A este campo nuevo se le conoce como campo gravitomagnético.
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2.3.1. Magnetismo

En la teoŕıa electromagnética al imponer la norma de Lorentz (Aµ,µ = 0) se ob-

tiene una ecuación de onda para el comportamiento del cuatropotencial Aµ

�Aµ = 0. (2.64)

Sin embargo, si se considera solamente el caso estacionario, partiendo de la ecuación

de Ampere para el campo magnético

∇× ~B = 4π~j, (2.65)

en donde se sabe que ~B = ∇× ~A

⇒ ∇(∇ · ~A)−∇2 ~A = 4π~j. (2.66)

Al estar trabajando en el caso estacionario la norma de Lorentz se reduce solamente

a la parte independiente del tiempo, a lo cual se le conoce como la norma de Coulomb

∇ · ~A = 0, (2.67)

con esto en lugar de la ecuación de onda lo que se obtiene es una ecuación de Poisson

∇2 ~A = −4π~j, (2.68)

cuya solución es conocida y se puede escribir como
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~A(~r) =

∫ ~j(~r′)

‖ ~r − ~r′ ‖
d3r′. (2.69)

Al hacer un desarrollo multipolar del potencial vectorial, el primer termino no nulo

es el dipolar

Ai(~r) =
1

r

∫
ji(~r′)d

3r′ +
rk

r3

∫
ji(~r′)r

′
kd

3r′ + · · ·

=
rk

r3

∫
ji(~r′)r

′
kd

3r′ + · · · ,
(2.70)

en donde el primer término del desarrollo anterior , correspondiente al término mo-

nopolar, resulta ser cero debido a que la densidad de corriente se encuentra localizada,

∫
ji(~r′)d

3r′ = 0. (2.71)

Haciendo un poco de álgebra

rk
∫
ji(~r′)r

′
kd

3r′ = −1

2
rk
∫

(r′ijk − r′kji)d3r′

= −1

2
εiklrj

∫
(~r′ ×~j)ld3r′

= −1

2

[
~r ×

∫
(~r′ ×~j)d3r′

]
i

,

(2.72)

⇒ Ai(~r) = − 1

2r3

[
~r ×

∫
(~r′ ×~j)d3r′

]
i

. (2.73)
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A la integral de la expresión anterior se le puede asociar una cantidad conocida como

momento magnético, la cual se define como:

~m ≡ 1

2

∫
~r′ ×~j(~r′)d3r′, (2.74)

con esto finalmente el potencial vectorial a orden dipolar toma la forma

~A(~r) =
~m× ~r
r3

. (2.75)

Recordando nuevamente la relación entre el campo magnético y el potencial vectorial

se obtiene una nueva ecuación que describe el campo magnético a orden dipolar

~B = ∇× ~A =
3n̂(n̂ · ~m)− ~m

r3
, (2.76)

en donde n̂ es un vector unitario que apunta en la dirección de ~r. Es claro que es-

te campo, al ser inversamente proporcional a r3, no se encuentra asociado a radiación.

2.3.2. El campo gravitomagnético

En analoǵıa con el caso del campo magnético, para una distribución de masa-

enerǵıa estacionaria y localizada, los cálculos se vuelven prácticamente los mismos,

obteniendo un resultado similar en el caso gravitacional salvo constantes. Para desa-

rrollar esta parte se seguirán los cálculos y el razonamiento que exponen Ciufolini y

Wheeler en el caṕıtulo 6 de su libro [11].

Al imponer la norma de Lorentz, al ser la distribución estacionaria, se obtiene en

lugar de una ecuación de onda un ecuación de Poisson. Tomando las componentes
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tiempo espacio de hµν

∇2h0i = −16πT0i

= −16πρvi.
(2.77)

La solución a esta ecuación es nuevamente la análoga a la del potencial vectorial

magnético (2.69)

h0i(~r) = −4

∫
ρ(~r′)vi(~r′)

‖ ~r − ~r′ ‖
d3r′. (2.78)

Si consideramos una distribución esférica rotando con velocidad angular ~̇α

~v = ~̇α× ~r′, (2.79)

⇒ ~h(~r) = −4

∫
ρ(~r′)(~̇α× ~r′)
‖ ~r − ~r′ ‖

r′2dr′dΩ′. (2.80)

Haciendo la misma álgebra que en el caso magnético, (2.72),

∴ ~h =
16π

3r3

[
~r ×

∫
~̇α(~r′)ρ(~r′)r′4dr′

]
. (2.81)

Usando la definición del momento angular clásico
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~J =

∫
~r′ × (ρ~v)d3r′

=

∫
~r × (~̇α× ~r)ρ(~r′)r′2dr′dΩ′

=
8π

3

∫
~̇α(r′)ρ(r′)r′4dr′,

(2.82)

y usando esta definición obtenemos un análogo al potencial vectorial magnético,

~h(~r) = −2
~J × ~r
r3

. (2.83)

Calculando el rotacional de este potencial gravitomagnético se obtiene un campo

análogo al campo magnético, el cual predice un efecto gravitacional que no se en-

cuentra en la teoŕıa newtoniana asociado a masa en movimiento. A este campo se le

conoce como campo gravitomagnético y está dado por

~H = ∇× ~h = 2

[
~J − 3( ~J · n̂)n̂

r3

]
. (2.84)

Como ya se mencionó antes, el campo gravitomagnético no se encuentra descrito

por la teoŕıa de la gravedad newtoniana y sus efectos fueron detectados por primera

vez en el año 2004 [10], casi 90 años después del nacimiento de la teoŕıa general de la

relatividad de Einstein. El motivo por el cual este campo tardó tanto tiempo en ser

detectado es debido a que el orden de magnitud del campo gravitacional newtoniano

es mucho mayor que el gravitomagnético,
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‖ ~h (~r) ‖
| φ (~r) |

=
−4m‖~v‖

c4r
m
r

∼ ‖ ~v ‖
c4
� 1.

(2.85)

Aunque la analoǵıa entre ambas teoŕıas no es exacta, se ha obtenido un campo

gravitacional que no estaba considerado en la teoŕıa newtoniana de la gravitación.

Queda por ver que efecto tiene este campo y una posible propuesta experimental

para su detección.



Caṕıtulo 3

Campo producido por una

part́ıcula masiva en un campo

gravitoelectromagnético externo

3.1. Part́ıcula en un campo electromagnético

En electrodinámica se sabe que el movimiento de una part́ıcula con carga e y

masa m inmersa en un campo eléctrico ~E y un campo magnético B está descrito por

la ecuación de Lorentz para la fuerza

m
d2~r

dt2
= e

[
~E +

1

c

(
d~r

dt
× ~B

)]
, (3.1)

o en su forma covariante

m
dUα

dτ
= eFαβUβ. (3.2)

Si se tiene una part́ıcula puntual con masa m y carga e inmersa en un campo

56
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eléctrico ~E y un campo magnético ~B uniformes, estáticos y paralelos; se puede mos-

trar que, usando constantes de integración apropiadas, la solución paramétrica a la

ecuación anterior se puede escribir como

x = AR̃ sinφ,

y = AR̃ cosφ,

z =
R̃

ρ

√
1 + A2 cosh(ρφ),

ct =
R̃

ρ

√
1 + A2 sinh(ρφ),

(3.3)

en donde

R̃ =
mc2

eB
, ρ =

E

B
, φ =

1

R̃
τ, E ≡‖ ~E ‖, B ≡‖ ~B ‖ . (3.4)

Por otra parte, A corresponde a un parámetro libre, que aparece como una cons-

tante de integración al momento de resolver las ecuaciones diferenciales del problema

y el cual queda determinado al imponer condiciones iniciales.

Fαβ corresponde al tensor de Faraday, definido en un espacio-tiempo plano de

cuatro dimensiones como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (3.5)

el cual en términos de los campos eléctrico y magnético tiene la forma
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(Fµν) =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 . (3.6)

Para obtener este resultado, (3.3), empecemos por considerar los campos eléctrico y

magnético en la dirección ẑ

~E = (0, 0, E) ,

~B = (0, 0, B) .
(3.7)

Con estos campos las únicas componentes no nulas del tensor de Faraday son F 03 =

E, F 30 = −E, F 12 = B y F 21 = −B. Usando estas componentes en (3.2) se obtienen

4 ecuaciones diferenciales

dU0

dτ
=

e

m
F 03U3 → d2t

∂τ 2
=

e

m
E
dz

dτ
, (3.8)

dU3

dτ
=

e

m
F 30U0 → d2z

∂τ 2
=

e

m
(−E)

d(−t)
dτ

, (3.9)

dU1

dτ
=

e

m
F 12U2 → d2x

∂τ 2
=

e

m
B
dy

dτ
, (3.10)

dU2

dτ
=

e

m
F 21U1 → d2y

∂τ 2
=

e

m
(−B)

dx

dτ
. (3.11)

Tenemos dos pares de ecuaciones diferenciales acopladas, (3.8) con (3.9) y (3.10) con

(3.11). Para desacoplarlas comencemos por integrar estas cuatro ecuaciones una vez

con respecto al tiempo propio, el resultado de hacer esta integración es
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dt

dτ
=

e

m
Ez, (3.12)

dz

dτ
=

e

m
Et, (3.13)

dx

dτ
=

e

m
By, (3.14)

dy

dτ
= − e

m
Bx. (3.15)

Sustituyendo (3.14) en (3.11) y (3.15) en (3.10)

d2x

tτ 2
=

e

m
B
(
− e

m
Bx
)

= −
( e
m
B
)2
x,

(3.16)

d2y

dτ 2
= − e

m
B
( e
m
By
)

= −
( e
m
B
)2
y.

(3.17)

Las soluciones generales a estas dos ecuaciones ya desacopladas son conocidas y tie-

nen la forma

x = α sin
[ e
m
Bτ
]

+ β cos
[ e
m
Bτ
]
, (3.18)

y = γ sin
[ e
m
Bτ
]

+ δ cos
[ e
m
Bτ
]
. (3.19)
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Siempre es posible elegir un sistema coordenado en el cual β = 0 y γ = 0 y gracias

a esto las soluciones para x y y se reducen a

x = α sin
[ e
m
Bτ
]
, (3.20)

y = δ cos
[ e
m
Bτ
]
. (3.21)

Ahora, sustituyendo (3.12) en (3.9) y (3.13) en (3.8)

d2z

dτ 2
=

e

m
E
( e
m
Ez
)

=
( e
m
E
)2
z,

(3.22)

dt2

dτ 2
=

e

m
E
( e
m
Et
)

=
( e
m
E
)2
t.

(3.23)

Nuevamente la solución a estas dos ecuaciones es conocida [3]

t = α̃ sinh
( e
m
Eτ
)

+ β̃ cosh
( e
m
Eτ
)
, (3.24)

z = γ̃ sinh
( e
m
Eτ
)

+ δ̃ cosh
( e
m
Eτ
)
. (3.25)

De igual forma es posible reducir las soluciones quedando únicamente
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t = α̃ sinh
( e
m
Eτ
)
, (3.26)

z = δ̃ cosh
( e
m
Eτ
)
. (3.27)

Solamente queda por determinar el valor de las constantes, para lo cual se usa la

condición

UαUα = −c2. (3.28)

para aplicar esta condición primero hay que calcular las componentes de la cuadri-

velocidad, Uα, con lo cual finalmente se obtiene el resultado que se muestra en (3.3).

3.2. Part́ıcula masiva en un campo gravitoelectro-

magnético externo

Si se pretende determina el movimiento de una part́ıcula en un campo gravita-

cional, se debe usar la ecuación geodésica,

dxα

dτ
+ Γαβεx

βxε = 0. (3.29)

En el ĺımite de campo gravitacional débil y con la aproximación de bajas velocida-

des, se obtiene una ecuación equivalente a la de la fuerza de Lorentz (3.1) para la

electrodinámica, [34] [11]

m
d2~r

dt2
= m

[
~G+

(
d~r

dt
× ~H

)]
, (3.30)

siendo ~G el campo gravitacional newtoniano,
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~G (~r, t) = −∇h00 −
∂~h

∂t
. (3.31)

Debido a que la ecuación que describe la ruta geodésica seguida por una part́ıcu-

la en el ĺımite de campo débil (3.30), y la ecuación de la fuerza de Lorentz para la

electrodinámica(3.1) son las mismas, es de esperarse que la geodésica seguida por la

part́ıcula de masa m en campos gravitoeléctrico ~G y gravitomagnético ~H externos,

estáticos, uniformes y paralelos al eje z, coincida con la obtenida solución obtenida

en (3.3)

x = AR̃ sinφ,

y = AR̃ cosφ,

z =
R̃

ρ

√
1 + A2 cosh(ρφ),

ct =
R̃

ρ

√
1 + A2 sinh(ρφ),

(3.32)

R̃ ≡ 1

H
, ρ ≡ G

H
, φ ≡ τ

R̃
, G ≡‖ ~G ‖, H ≡‖ ~H ‖ . (3.33)

Siendo nuevamente A en (3.32), al igual que en (3.3), una constante de integración

que se determina al imponer condiciones iniciales al problema.

De esta solución (3.32) se puede ver que, desde un sistema de referencia que se

mantiene en reposo definido a t = 0 y cuyas coordenadas espaciales se mantienen

constantes (xi = cte), al entrar la part́ıcula a la región de los campos gravitoeléctrico

y gravitomagnético paralelos esta comienza a moverse de manera acelerada sobre

una curva geodésica descrita por una helicoide, como se muestra en la imagen 3.1.

Conociendo las componentes de cuadrivector de posición (3.32) se pueden calcu-
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Figura 3.1: Curva de la posición de la part́ıcula de masa m inmersa en campos
gravotoeléctrico y gravitomagnético paralelos y del mismo orden de magnitud.

lar las componentes de los 4-vectores de velocidad y de aceleración

ux =
1

γ
A cosφ,

uy = −1

γ
A sinφ,

uz =
1

γ

√
1 + A2 sinh(ρφ),

uct =
1

γ

√
1 + A2cosh(ρφ)

(3.34)

ax = − A

γ2R̃
sinφ− A~u · ~a cosφ,

ay = − A

γ2R̃
cosφ+ A~u · ~a sinφ,

az =
ρ
√

1 + A2

γ2R̃
cosh(ρφ)−

√
1 + A2~u · ~a sinh(ρφ),

act =
ρ
√

1 + A2

γ2R̃
sinh(ρφ)−

√
1 + A2~u · ~a cosh(ρφ).

(3.35)
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Las expresiones anteriores son validas de manera general, pero recordando que se

está tomando el ĺımite de bajas velocidades comparadas con la lumı́nica, esto implica

que el factor de Lorentz, γ, toma un valor muy cercano a 1, dejando las componentes

de la 4-velocidad únicamente como

ux = Acosφ,

uy = −Asinφ,

uz =
√

1 + A2sinh(ρφ),

uct =
√

1 + A2cosh(ρφ),

(3.36)

mientras que las componentes de la 4-aceleración se reducen a

ax = −A
R̃
sinφ,

ay = −A
R̃
cosφ,

az =
ρ
√

1 + A2

R̃
cosh(ρφ),

act =
ρ
√

1 + A2

R̃
sinh(ρφ),

(3.37)

es decir, los segundos sumandos en (3.35) corresponden a correcciones relativistas,

que en este caso pueden ser despreciadas. Además, en esta aproximación, el tiem-

po propio de la part́ıcula, τ , y el tiempo coordenado t, que se mide en el sistema

de referencia con coordenadas espaciales constantes, son prácticamente iguales, esto

permite que se pueda cambiar el parámetro que define la curva de la trayectoria de

la part́ıcula por este tiempo coordenado t.

Como ya se mencionó antes, para el sistema de referencia con xi = cte, la part́ıcu-

la se encuentra acelerada, por lo cual, si se considera que la solución encontrada para

la ecuación geodésica (3.32), y siguiendo la analoǵıa con los campos que genera una
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part́ıcula cargada moviéndose con velocidad arbitraria, el campo gravitoeléctrico y

gravitomagnético de una part́ıcula puntual masiva que se mueve con velocidad arbi-

traria están dados por

~̃G = m

[
(n̂− ~β(1− β2))

(1− n̂ · ~β)3 ‖ ~r − ~r′ ‖2
+

n̂× ((n̂− ~β)× ~a)

(1− n̂ · ~β)3 ‖ ~r − ~r′ ‖

]
, (3.38)

~̃H = n̂× ~̃G, (3.39)

En donde el vector unitario n̂ se define de la misma manera que en (2.13):

n̂ ≡ ~r

r
. (3.40)

En el marco de referencia con coordenadas espaciales constantes definido en t = 0,

el cual no se encuentra en cáıda libre junto con la part́ıcula, también es posible calcu-

lar un análogo al vector de Poynting electromagnético, el cual en el caso gravitacional

estaŕıa dado por

~S =
1

4π
~̃G× ~̃H (3.41)

~S =
1

4π
‖ ~̃G ‖2 n̂. (3.42)

Esto significa que desde un punto colocado en el sistema de referencia en reposo y

cuyas coordenadas se mantienen constantes en el tiempo śı es posible detectar radia-

ción gravitacional, la cual, como se muestra en 2.2.1, tiene como término dominante

el de orden cuadrupolar.
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Usando los argumentos obtenidos en los caṕıtulos anteriores, sobre la analoǵıa

entre la aproximación linealizada de la gravitación y la teoŕıa electromagnética, en

este caṕıtulo se obtuvo la solución a la ecuación geodésica para una part́ıcula puntual

en una región con campos gravitoeléctrico y gravitomagnético.

Esta solución define una curva parametrizada por el tiempo coordenado t, en el

ĺımite de campo débil y con la aproximación de bajas velocidades, la cual se usará más

adelante para proponer un modelo que permita detectar el campo gravitomagnético

y sus efectos usando herramientas de la geometŕıa diferencial. Esta propuesta corres-

ponde simplemente a un modelo asociado a un experimento mental, cuya posibilidad

experimental real no se especifica en este trabajo.



Caṕıtulo 4

Conclusión

A lo largo de este trabajo se ha presentado la linealización de las ecuaciones de

campo de Einstein. Además de analizar la analoǵıa entre las ecuaciones de Maxwell

para la teoŕıa electromagnética y la teoŕıa linealizada de la gravitación, prediciendo

también la existencia de un campo que no se encuentra en la teoŕıa newtoniana de

la gravedad, a este campo se lo conoce como gravitomagnético, en analoǵıa con el

campo magnético.

Una vez ya desarrollado el marco teórico de la gravedad linealizada y sus predic-

ciones, se presentó el problema de una part́ıcula puntual en un campo gravitoeléctrico

y un campo gravitomagnético, paralelos al eje z. El análisis de este problema permi-

te obtener resultados que no se encuentran reportados aún en la literatura y que se

presentan en este trabajo.

La posición de la part́ıcula de masa m se encuentra dada por una curva parame-

trizada por el tiempo coordenado t dada en (3.32), siendo medida desde el sistema

de referencia con coordenadas espaciales constantes y en donde los campos gravi-

toeléctrico y gravitomagnético se encuentran orientados de forma paralela al eje z,

la cual corresponde a la parametrización de una curva tipo helicoide.

Al derivar las componentes espaciales del 4-vector de posición con respecto al

parámetro se obtiene la velocidad de la part́ıcula, (3.34); si se divide este vector por

67
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su magnitud se obtiene como resultado un vector unitario T̂ tangente a la curva en

todo punto, definido de la siguiente manera

T̂ (s) =
d~r

ds
=
d~r

dt

dt

ds
=

~u

‖ ~u ‖

=
1

[A2 + (1 + A2)sinh2(ρφ)]1/2

(
Acosφ,−Asinφ,

√
1 + A2sinh(ρφ)

)
,

(4.1)

en donde s(t) corresponde a la longitud de arco de la curva parametrizada y que por

definición está dada por:

s(t) =

t∫
t0

‖ d~r(t)
dt
‖ dt. (4.2)

Siguiendo la teoŕıa local de curvas paramétricas expuesta por Manfredo P. do

Carmo en su libro [14], se tiene que una curva parametrizada por un parámetro arbi-

trario tiene asociada una cantidad que proporciona una medida de qué tan rápido se

desv́ıa la curva de la recta tangente para cada valor del parámetro. A esta cantidad

se le conoce como curvatura, (k(s)), y cuyo valor nulo significa que la curva es una

ĺınea recta. Esta curvatura asociada a una curva parametrizada por la longitud de

arco se obtiene de la ecuación

‖ d
2~r(s)

ds2
‖= k(s), (4.3)

mientras que el valor de esta cantidad, siempre que la velocidad sea no nula y para

un parámetro arbitrario, en este caso el tiempo coordenado t, se puede obtener como
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k(t) =
‖ ~u(t)× ~a(t) ‖
‖ ~u(t) ‖3

. (4.4)

Para el caso de la curva paramétrica obtenida en (3.32) vista desde el sistema

de referencia con coordenadas espaciales constantes, se obtiene que la curvatura está

dada por

k(t) =
A

R̃

{
(1 + A2) [ρ2cosh2(ρφ) + sinh2(ρφ)] + A2

[A2 + (1 + A2)sinh2(ρφ)]3

}1/2

. (4.5)

Existe otro vector unitario, N̂(s), el cual es ortogonal al vector T̂ (s) y que corres-

ponde a la componente de la aceleración perpendicular a la velocidad. Este vector

que se conoce como vector normal, se obtiene directamente de la ecuación

d2~r(s)

ds2
= k(s)N̂(s) ⇒ N̂(s) =

1

k(s)

d2~r(s)

ds2
, (4.6)

dando como resultado en términos de velocidad y aceleración

N̂(s) =
1

‖ ~u ‖

[
~a− ~u

(
~u·~a
‖~u‖2

)]
‖ d2~r(s)

ds2
‖

. (4.7)

Los vectores T̂ (s) y N̂(s) definen un plano en cada punto de la curva paramétrica,

a este plano se le conoce como el plano osculador, este contiene en cada momento a

la aceleración y la velocidad de la part́ıcula. De manera normal a este plano se puede

definir un tercer vector unitario, al cual se le conoce como el vector binormal, B̂(s),

y se obtiene de hacer el producto vectorial entre T̂ (s) y N̂(s),
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B̂(s) = T̂ (s)× N̂(s). (4.8)

Otra cantidad asociada a la curva es la torsión, τ(t). La torsión se encuentra

ligada a la medida de la rapidez con la cual se aleja la curva del plano osculador para

cada valor de t. Para una curva definida por un parámetro arbitrario, en este caso el

tiempo coordenado t, la torsión está dada por la siguiente expresión

τ(t) = −
(~u(t)× ~a(t)) · d~a

dt

‖ ~u(t)× ~a(t) ‖2
. (4.9)

Usando el resultado obtenido en (3.32), la torsión que se obtiene es

τ(t) =
A
√

1 + A

R̃

(ρ2 − 1)sinh(ρφ)

(1 + A) [ρ2cosh2(ρφ) + sinh2(ρφ)] + A2
. (4.10)

Hasta el momento se han obtenido 5 cantidades asociadas a la curva paramétrica

obtenida en (3.32), los tres vectores T̂ , N̂ y B̂, la curvatura y la torsión, a través de

las cuales se satisfacen las ecuaciones de Frenet-Serret [14],

dT̂ (s)

ds
= k(s)N̂(s),

dN̂(s)

ds
= −k(s)T̂ (s)− τ(s)B̂(s),

dB̂(s)

ds
= τ(s)N̂(s).

(4.11)
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Este sistema de ecuaciones diferenciales vectoriales describen cómo es que vaŕıa

el triedro formado por T̂ , N̂ y B̂ asociado a una curva.

Figura 4.1: Triedro de Frenet-Serret y plano osculador para una part́ıcula moviendose
en campos gravitoeléctrico y gravitomagético paralelos.

El triedro de vectores unitarios definen un sistema de referencia conocido como

el triedro de Frenet-Serret, el cual es un marco coordenado cartesiano, que en este

caso corresponde al marco en cáıda libre junto con la part́ıcula que se encuentra

en los campos gravitoeléctrico y gravitomagnético constantes y orientados de forma

paralela en dirección al eje z. El triedro asociado al movimiento de la part́ıcula, del

problema analizado en este trabajo, es un cálculo que no se encuentra reportado en

la literatura y del cual se pueden obtener resultados interesantes.

Si se toma el ĺımite, respecto al sistema de referencia que mantiene sus coorde-

nadas espaciales constantes en el tiempo, para cuando t→∞ sobre la expresión que

se obtuvo para la curvatura, y considerando que el campo gravitomagnético es del

mismo orden de magnitud o mucho menor que el campo gravitoeléctrico, se tiene que

ĺım
t→∞

k(t) = 0, (4.12)
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en donde, desde el entendido de que el inverso multiplicativo de la curvatura se pue-

de interpretar como el radio de curvatura, este ĺımite nos dice que, para tiempos

suficientemente largos, un observador que se mantiene con coordenadas espaciales

constantes en el sistema de referencia definido en t = 0 veŕıa que la part́ıcula se

mueve aproximadamente sobre una ĺınea recta .

Por otra parte, tomando el mismo ĺımite, y bajo las mismas condiciones, para la

torsión el resultado que se obtiene es el mismo

ĺım
t→∞

τ(t) = ĺım
t→∞

A
√

1 + A

R̃

(ρ2 − 1)sinh(ρφ)

(1 + A) [ρ2cosh2(ρφ) + sinh2(ρφ)] + A2

= 0.

(4.13)

Considerando la torsión como la razón entre la rapidez en el plano x−y y la rapi-

dez a lo largo del eje z, este resultado implica que para tiempos grandes la part́ıcula

se mueve mucho más rápido en dirección en la que apunta el campo gravitoeléctrico

de lo que lo hace en la circunferencia generada por la fuerza que produce el campo

gravitomagnético.

Esto no significa que la trayectoria que sigue la part́ıcula sea una ĺınea recta y no

una helicoide, sino que, como ya se mencionó antes, los efectos del campo gravito-

magnético se perciben con mayor intensidad en los primeros momentos de la part́ıcula

en la región de campo. En estos primeros momentos la torsión es lo suficientemente

no despreciable como para poder detectarlo como efecto del campo gravitomagnético.

El producto vectorial entre ~r(t) y ~u(t) define el momento angular de la part́ıcula,

~L = m~r(t)× d~r(t)

dt
, (4.14)
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siendo este un vector paralelo a B̂, lo cual implica que ~L tampoco permanece cons-

tante con el paso del tiempo para el observador en el sistema de referencia fijo cuyas

coordenadas espaciales son constantes, es decir, el momento angular asociado a este

sistema no se conserva para un observador en el sistema de referencia en reposo. Por

otra parte esto no es percibido por el observador en cáıda libre debido al principio

de equivalencia.

Los comentarios y cálculos presentados previamente proporcionan un argumento

para plantear un modelo para un experimento mental, en el que a partir de la cur-

vatura y la torsión de la trayectoria de una part́ıcula, se pueda, en principio, medir

de manera indirecta el campo gravitomagnético al cual se encuentra sujeta dicha

part́ıcula.

En t = 0 se definen dos sistemas de referencia cuyos ejes son paralelos. El prime-

ro de ellos es un marco que por definición se mantiene en una posición constante al

pasar el tiempo, a este marco coordenado se le denominará K. En el origen de este

marco de referencia K se coloca un dispositivo cuyas coordenadas espaciales también

permanecen constantes y el cual es el encargado de recibir la información sobre las

mediciones realizadas.

Por otra parte se tiene un segundo sistema de referencia formado por los tres

vectores unitarios, T̂ , N̂ y B̂, los cuales a t = 0 se encuentran alineados de manera

paralela con los ejes x, y y z del sistema de referencia K, respectivamente; a este

sistema de referencia se le denomina el sistema de Frenet-Serret. De igual manera, a

t = 0 en una nave en cáıda libre junto con este sistema de referencia se alinean tres

giroscopios, uno con cada uno de los vectores T̂ (t = 0), N̂(t = 0) y B̂(t = 0), los

cuales a su vez apuntan cada uno en dirección a un objeto astronómico lo suficiente-

mente lejano para estar fuera de la región del marco localmente inercial, por ejemplo,

un conjunto de tres estrellas lejanas. Estos objetos serviŕıan como referencia de la

posición inicial de los giroscopios. Esto no es más que afirmar que estas estrellas no

se encuentran rotando respecto al espacio absoluto. Es decir, respecto a estos objetos
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astronómicos es posible medir cinemáticamente rotaciones.

Debido a que, visto desde el sistema de referencia K, las estrellas se encuentran lo

suficientemente alejadas como para considerar que permanecen en reposo, el calcular

un vector de separación entre un punto en el sistema de referencia de Frenet-Serret y

la posición de cualquiera de las tres estrellas, es equivalente a hacerlo entre el sistema

de referencia de Frenet-Serret y cualquier otro punto en reposo del sistema K, por

ejemplo, el origen. Lo cual implica que lo calculado para el origen de K en (3.32) es

equivalente al cálculo que se pueda hacer con cualquiera de las estrellas usadas como

puntos de referencia en este trabajo.

Pensar en el vector de separación entre dos geodésicas, ξµ, que se obtiene de la

ecuación

d2ξµ

dτ 2
= −Rµ

αβγu
αξβuγ, (4.15)

requiere de dos objetos en cáıda libre, pero en este caso solamente la nave que contie-

ne los giroscopios en el sistema de Frenet-Serret se encuentra en cáıda libre respecto

de K.

El movimiento de los giroscopios en el espacio-tiempo está descrito por dos 4-

vectores, un 4-vector de momento angular sµ y un 4-vector de velocidad uµ.

El 4-vector de velocidad obedece la ecuación geodésica

duµ

dτ
+ Γµαβu

αuβ = 0, (4.16)

mientras que la ecuación de movimiento para el 4-vector de momento angular en un

espacio-tiempo curvo es
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dsµ

dτ
+ Γµαβs

αuβ = 0, (4.17)

además de que estos dos 4-vectores deben cumplir la condición

sαuα = 0, (4.18)

en cualquier marco de referencia.

Recordando que la torca se define como la derivada del momento angular con

respecto al tiempo, de la expresión (4.17) se obtiene que la torca que se ejerce sobre

un giroscopio, en el ĺımite de campo débil y en la aproximación de bajas velocidades,

está dada por [12] [11]

dsi

dt
=

1

2
εijksjHk ≡ εijkωjsk, (4.19)

con ωi las componentes de la velocidad angular de precesión de giroscopio debido al

campo gravitacional, y se puede ver de esta última expresión que en magnitud es

proporcional al campo gravitomagnético

‖ ~ω ‖= −1

2
‖ ~H ‖ . (4.20)

En analoǵıa con un dipolo magnético con momento dipolar µα en presencia de un

campo magnético, un giroscopio en presencia de un campo gravitacional presenta lo

que se conoce como precesión geodésica [21]. Este fenómeno de precesión genera que

la dirección a la que apunta el vector de momento angular del giroscopio en presencia

de un campo gravitacional se vea modificada con el paso del tiempo, de tal manera
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que la posición final presente un ángulo con respecto a su posición en t = 0 [12].

Esto implica que al correr el tiempo, un observador en la nave que se encuentra

en cáıda libre con el sistema de Frenet-Serret, podŕıa ver que los giroscopios habŕıan

rotado respecto a su posición a t = 0, dejando de estar alineados con T̂ (t = 0),

N̂(t = 0) y B̂(t = 0). Los objetos astronómicos con los que se alinearon los giros-

copios al inicio, permitiŕıan determinar el ángulo que rotaron respecto a su posición

inicial. Sin estas referencias no le seŕıa posible al observador en el sistema de referen-

cia de Frenet-Serret notar la precesión de los giroscopios, como se puede deducir de

(4.17), ya que en el marco localmente inercial todas las componentes de los śımbolos

de Christoffel se anulan, dejando solamente

dsµ

dτ
= 0, (4.21)

lo cual refiere que las componentes del 4-vector de momento angular se mantienen

constantes en el tiempo, esto preserva el principio de equivalencia de la teoŕıa de la

relatividad general.

La información que obtiene el observador en la nave en cáıda libre, acerca del

ángulo como función del tiempo que se obtiene de la rotación de los tres giroscopios

con respecto a los ejes del sistema de referencia de Frenet-Serret en t = 0, θT (t),

θN(t) y θB(t), es enviada al sistema de referencia K que mantiene sus coordenadas

espaciales constantes y sus ejes alineados con las estrellas, con lo cual, junto con la

ecuación de movimiento del momento angular (4.17) y la velocidad (4.16), el obser-

vador en K debeŕıa ser capaz de determinar los vectores base que definen el sistema

de Frenet-Serret como función del tiempo, T̂ (t), N̂(t) y B̂(t).

Una generalización del triedro de Frenet-Serret, la cual śı incluye al tiempo, es la

tétrada que sigue el transporte de Fermi-Walker con rotación espacial que se expone

por Misner et al [30], y cuyos vectores base se obtienen de
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d

dτ
(µ)eα = −Ωαβ (µ)eβ, (4.22)

con (µ)ê el conjunto de los vectores base que forman la tétrada y (µ)eα sus compo-

nentes, mientras que Ωαβ está definido en dos partes, una que contiene el transporte

de Fermi-Walker y otra que es una rotación espacial [25]

Ωαβ = Ωαβ
(F−W ) + Ωαβ

(SR), (4.23)

Ωαβ
(F−W ) = AαUβ − AβUα, (4.24)

Ωαβ
(SR) = Uµωνε

µναβ. (4.25)

En las expresiones (4.24) y (4.25) Aα y Uα son las componentes de los 4-vectores de

aceleración y velocidad, las cuales se pueden obtener de (3.37) y (3.36), ωα las compo-

nentes del 4-vector de velocidad angular, cuyas componentes espaciales corresponden

a la velocidad angular de precesión obtenidas en (4.20) y que se mantiene ortogonal

a la 4-velocidad, y εµναβ el tensor de Levi-Civita. Sin embargo, a pesar de la validez

de ambos sistemas de referencia, Fermi-Walker con rotación y Frenet-Serret, en este

trabajo se seguirá usando la notación de Frenet-Serret con la finalidad de usar las

herramientas de la geometŕıa diferencial de curvas paramétricas.

Una vez teniendo ya determinada la curva que define la trayectoria de manera

experimental y haciendo uso de las ecuaciones de Frenet-Serret (4.11), es posible

calcular la curvatura y la torsión de la trayectoria que está siguiendo la nave en

cáıda libre vista desde el sistema de referencia K. Al ser comparados los resultados

obtenidos del experimento con lo obtenido de manera teórica, solamente quedaŕıa

variar los valores de los parámetros en (4.5) y (4.10) para poder obtener la intensidad

del campo gravitomagnético H.
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A través de los teoremas de existencia y unicidad para problemas de valores

iniciales, se sabe que la torsión y la curvatura determinan la esencia de una curva

paramétrica, es decir, τ(s) y k(s) determinan de forma uńıvoca una curva, salvo

isometŕıas de R3 (rotaciones y traslaciones) [14].

La precisión necesaria en este modelo experimental requeriŕıa que las mediciones

para detectar los efectos de ~H fueran hechas al poco tiempo haber empezado la tra-

yectoria de la masa puntual dentro de la región de los campos y durante tiempos lo

suficientemente cortos. Es decir, que el numerador de las expresiones (4.5) y (4.10)

sea mayor o igual que el denominador. Esto debido a que la coordenada z de la curva

que parametriza la trayectoria va como el cosh(ρφ), haciendo que el movimiento en

esta dirección crezca muy rápido comparado con el movimiento circular del plano

x−y, como se puede ver en la imagen 3.1, en donde se tomó como ejemplo el caso en

el que G ∼ H. Si las mediciones se realizan cuando la part́ıcula tiene ya un tiempo

largo moviéndose en los campos, eso implica que el tiempo de medición durante el

experimento tiene que ser suficientemente grande para poder detectar algún efecto

debido a ~H, esto debido a la atenuación de los efectos de curvatura y torsión como

lo muestran los limites (4.12) y (4.13).

Para el caso en el que el campo gravitomagnético sea en magnitud mucho mayor

que el campo gravitoeléctrico, los efectos seŕıan más intensos. Esto debido a que la

fuerza que genera el movimiento acelerado a lo largo del eje z seŕıa mucho menor

que la fuerza que hace que la part́ıcula se mueva en el plano x− y.

En principio los campos gravitoeléctrico y gravitomagnético podŕıan estar orien-

tados de diferentes maneras. La situación analizada en este trabajo corresponde a

un caso particular que modelaŕıa un problema astrof́ısico posible.
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Figura 4.2: Curva de la posición de la part́ıcula de masa m en un campo gravito-
magnético intenso comparado con el campo gravitoeléctrico.



Apéndice A

Ecuación de Einstein en el ĺımite

de campo débil

Para hacer el análisis de la radiación gravitacional y del campo gravitoelectro-

magnético en los caṕıtulos anteriores fue necesario hacerlo por separado, hij para el

campo de radiación y h0i para el gravitomagnético.

Empezando, simplemente por conveniencia y justificándolo más adelante, por

descomponer el tensor de potencial gravitacional hµν en sus partes escalar, vectorial

y tensorial de la siguiente manera

h00 = −2φ, (A.1)

h0i = ωi, (A.2)

hij = −2ψδij + 2sij, (A.3)

en donde la traza de sij es nula, siendo hasta ahora la única restricción impuesta.

Para obtener las ecuaciones de campo de Einstein es necesario primero calcular

80
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las componentes del tensor y el escalar de Ricci, los cuales en la teoŕıa linealizada

están dados como

Rµν = Γαµν,α − Γαµα,ν (A.4)

R = ηµνRµν (A.5)

o en términos de las segundas derivadas de hµν como se muestran en las ecuaciones

(1.13) y (1.14).

R00 = ∂t(∂iω
i) (A.6)

R0i = −1

2
∂k∂kωi +

1

2
∂i(∂jω

j) + 2∂t(∂iψ) + ∂t(∂js
j
i ) (A.7)

Rij = −∂i∂j(φ− ψ)− ∂t∂(iωj) + (∂2t − ∂k∂k)(sij − ψδij) + 2∂k∂(is
k
j) (A.8)

R = Rµ
µ = R0

0 +Ri
i

= −∂k∂kφ− ∂t(∂iωi)− 3∂2t ψ − ∂k∂k(φ− ψ)− ∂t∂(iωi) + (∂2t − ∂k∂k)(sii − ψδii) + 2∂k∂(is
k
i)

= −2∂k∂kφ− 2∂t∂iω
i − 6∂2t ψ + 4∂k∂kψ + 2∂k∂is

ik

(A.9)

En la ecuacion (A.8) se intodujó por primera vez en este texto la notación de los indi-

ces de un tensor encerrados entre paréntesis, lo cual se usa en los textos de relatividad

general para la construcción de un tensor simétrico y se define de la siguiente manera.
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A(µν) =
1

2
(Aµν + Aνµ)

Sustituyendo los resultados obtenidos para el tensor y el escalar de Ricci en (1.2),

pero usando la métrica de Minkowski ηµν en lugar de gµν para mantener la expre-

sión a orden lineal en el potencial gravitacional, e igualando con 8πTµν se obtienen

finalmente las ecuaciones de campo

G00 = 2∂k∂kψ + ∂k∂ls
kl = 8πT00 (A.10)

G0i = −1

2
∂k∂kωi +

1

2
∂i(∂lω

l) + 2∂t∂iψ + ∂t∂js
j
i = 8πT0i (A.11)

Gij = (δij∂
k∂k − ∂i∂j)(φ− ψ) + ∂t

[
δij(∂lω

l)− ∂(iωj)
]

+ 2δij(∂
2
t ψ)+

+ (∂2t − ∂k∂k)sij + 2∂k∂(is
k
j) − δij(∂k∂lskl) = 8πTij (A.12)

En las ecuaciones de campo obtenidas se puede notar que la ecuación correspon-

diente a la parte tiempo-tiempo, (A.10), depende únicamente de segundas derivadas

espaciales de ψ y del tensor sij, los cuales son elementos que pertenecen a la parte

espacial del tensor de Einstein, Gij.

Otro punto a destacar del resultado obtenido es el hecho de que la ecuación

(A.10) contiene únicamente derivadas espaciales, mientras que (A.11) sólo tiene pri-

meras derivadas con respecto al tiempo. Es solamente en (A.12) en donde aparecen

segundas derivadas temporales , siendo esta parte la que se encuentra asociada a la

dinámica y por lo tanto a radiación al igual que se obtuvo anteriormente, después

de imponer la norma de Lorentz, la cual no se ha impuesto aqúı hasta el momento.

Recordando la forma que tiene el campo gravitacional clásico (3.31) y el campo

gravitomagnético (2.84) se puede notar que, tras usar algunas identidades vectoria-



Apéndice A. Ecuación de Einstein en el ĺımite de campo débil 83

les, las ecuaciones (A.11) y (A.12) pueden ser escritas en términos de estos campos

de la siguiente manera

1

2
(∇× ~H)i +

1

2
∂i(∂lω

l) + 2∂t∂iψ + ∂t∂js
j
i = 8πT0i (A.13)

∂(i ~Gj) − δij(∇ · ~G) + (∂i∂j − δij∂k∂k)ψ + ∂t
[
δij(∂lω

l)− ∂(iωj)
]

+

+ 2δij(∂
2
t ψ) + (∂2t − ∂k∂k)sij + 2∂k∂(is

k
j) − δij(∂k∂lskl) = 8πTij (A.14)

Si ahora se impone la condición de transversalidad, la cual como ya se mostró en

el caṕıtulo uno siempre puede encontrarse un marco en el cual sea válida, se tiene que

∂js
ij = 0 (A.15)

∂jω
j = 0 (A.16)

Una vez impuesta la condición las ecuaciones de campo se reducen considerablemen-

te, quedando con la forma

∇2ψ = 4πT00 (A.17)

1

2
(∇× ~H)i + 2∂t(∇ψ)i = 8πT0i (A.18)

∂(i ~Gj) − δij(∇ · ~G) + (∂i∂j − δij∇2)ψ + 2δij(∂
2
t ψ)−�2sij = 8πTij (A.19)
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Se puede ver que la después de imponer la condición de transversalidad, (A.15) y

(A.16), la ecuación correspondiente a la parte escalar (A.17) se redujo a una ecuación

de Poisson al igual que la ecuación newtoniana de la gravedad, pero con la diferencia

de que en el caso de la ecuación de Newton el potencial gravitatorio está asociado al

campo escalar φ y no a ψ como en este caso.

La interpretación f́ısica del campo gravitoeléctrico ~G corresponde a la del campo

gravitatorio clásico de Newton, mientras que la del campo gravitomagnético ~H se

analizó anteriormente. Únicamente queda por entender cual es el significado f́ısico

del escalar ψ y del tensor sij, los cuales se encuentran acoplados con los campos ~G

y ~H.
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