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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es analizar y aplicar dos formalismos matematicos para obte-
ner soluciones con rotacién en Relatividad General sin resolver las ecuaciones de Einstein
directamente. Se desea aplicar este esquema para generar soluciones con rotacién en un
espacio tiempo no conmutativo; de esta manera se busca regularizar soluciones de agujero
negro, pues es sabido que el comportamiento de los coeficientes métricos de un espacio
tiempo no conmutativo cerca de las singularidades clésicas, remueve las divergencias que un
espacio-tiempo cldsico presenta.

En este trabajo mediante el algoritmo de Janis-Newman y el método de Azreg-Ainou,
se logran reproducir las soluciones clasicas de Kerr y Kerr-Newman, tomando como métri-
cas semilla los espacios tiempo de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom respectivamente.
Posteriormente aplicando el mismo método se determinan los espacios tiempo de Kerr y
Kerr-Newman en su versiéon no conmutativa. Con estos elementos se da un breve andlisis de
las caracteristicas de los agujeros negros con rotacion; ademds se muestra una modificaciéon
de la velocidad de arrastre asociada al efecto de Lense-Thirring en un espacio tiempo no
conmutativo respecto del clasico.

Finalmente se aplican ambos métodos a un espacio-tiempo tomando en cuenta el acopla-
miento con una electrodindmica no lineal. Para ello consideramos la electrodindmica no
lineal de Born-Infeld y usamos la métrica de Einstein-Born-Infeld como métrica semilla para
generar una solucion con rotaciéon. De este modo analizamos las componentes del tensor de
energia-momento de este espacio-tiempo para verificar si cumple o no las condiciones que
debe satisfacer el tensor de energia-momento del agujero negro de Einstein-Born-Infeld con
rotacion.
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INTRODUCCION

1.1 SOLUCIONES GRAVITACIONALES CON ROTACION

Albert Einstein publicé la versién final de las ecuaciones de campo para Relatividad General
(RG) en noviembre de 1915 y s6lo dos meses después Karl Schwarzschild, quien tenia cierto
tiempo trabajando con una versién temprana de la teoria de Einstein, publicé una solucion
exacta para una particula puntual sin rotacion. Posteriormente Friedmann en 1922 presentd
su solucién para un universo en expansion, sin embargo, tuvieron que pasar décadas antes
de que alguien presentara una solucién exacta que describiera el campo gravitacional de
una masa con rotacion.

Por otra parte Oppenheimer a finales de 1930 se dedicé a estudiar el colapso gravitacional
de estrellas pesadas y uno de sus aportes fue la prediccién de la existencia de una solucién a
las ecuaciones de campo gravitacional que hoy conocemos como agujeros negros.

Observaciones astrondmicas han permitido determinar que estrellas de neutrones, plane-
tas y cuasares rotan; si una estrella rotante fuese llevada al colapso gravitacional, seria de
esperarse que el agujero negro resultante retuviera al menos una fraccién de su momento
angular inicial. Esto sugiere que debe existir una extensién de la solucién de Schwarzschild,
una solucion a las ecuaciones de Einstein que describa un cuerpo masivo que posee momento
angular no nulo.

En 1918 Josef Lense y Hans Thirring publicaron un articulo acerca de la influencia de
la rotacidn del Sol sobre los planetas y la influencia de la rotacién de la Tierra sobre la
Luna. Para su andlisis utilizaron una aproximacién de campo débil de un espacio tiempo con
rotacién, la cual es valida para valores pequefios del momento angular y distancias grandes.
El elemento de linea asociado a este espacio tiempo es

2
ds? :—[1—2—m+o(l)]dt2— M+o(l) dpdt
r r2 r r2

(1)
+ [1 LN (l)] [dr? +r?dQ?],
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donde dQ? = d6? + sen?6d ¢ es el término asociado al angulo sélido.

A pesar de que esta métrica es adecuada para casi cualquier cuerpo en el sistema solar,
existen los casos en donde no serd apropiada, por ejemplo el espacio-tiempo cerca de una
estrella de neutrones en rotacién o un agujero negro rotante. En 1963 Roy Kerr presentd
una solucidn a las ecuaciones de Einstein que describe el campo gravitacional de un objeto
masivo con rotacién. Dicha solucidén es

ds? =—dt?2 +dx?+dy? +dz?

3 _ 2 2
2mr [ r(xdx + ydy) N (a(ydx—xdy)) +§dz} ’ (2)

+ P
r4 4+ a2z2 a?2-+r2 a?+r2

la cual es una solucién asintéticamente plana. La soluciéon dada por Kerr describe a un
agujero negro rotante axialmente simétrico y estacionario.

En 1968 Brandon Carter encontré una manera alternativa de determinar la métrica de
un objeto masivo rotante utilizando para ello la ecuacion de Klein-Gordon en vez de las
ecuaciones de Einstein. Para este procedimiento se debe tomar en cuenta lo siguiente:

= Se impone que la ecuacidn pueda resolverse mediante separacién de variables, siendo
las soluciones de la forma

=] v 3)

donde cada funcién v; depende de una tnica coordenada.

= Se aprovecha la simetria axial de la solucién lo que nos produce una métrica cuyos
Unicos elementos fuera de la diagonal serdn los términos d¢dt.

» La métrica obtenida debe determinar una tétrada ortonormal.

A continuacion se mencionan los pasos principales en esta construcciéon. Empezamos con
la ecuacién de Klein-Gordon

Yibi —mPp =0, 4
o bien 5 2
-1_¥ — uy 2 [ —
Vo (Vg o) —mty—g =0, (5)

donde g = det(g,,,) = [det(g"”)]7".

Puede observarse que la ecuacién de Klein-Gordon utiliza la forma contravariante de la
métrica que puede escribirse como

3\ 0 0
_ — oMV
(35) -8 (ax“)(axv)’ (©)




1.1 SOLUCIONES GRAVITACIONALES CON ROTACION
La forma que se propone para las componentes contravariantes de la métrica es
(2)2_1[A (i)ﬁi(z 2 .4 iﬂ
ds Z| P\ap A, Lot Pag
1 2\ 1 9 3 \?
—_ A - -
+Z[ () *Ar( ¥ ¢>) ]

donde A, Z,,Q, son funciones solamente de la variable desconocida p y A, Z,,Q, son
funciones solamente de la coordenada r.

(7)

Sustituyendo las componentes g” en la ecuacion (5) y mediante la condicién de separa-
bilidad de variables obtenemos la condicion:

Z :Zer_ZpQr: (8)

para cumplir con separabilidad de variables Z debe de poder escribirse como la suma de
dos términos, cada una de ellas dependiente de s6lo una variable, sea Z = U, + U, donde
U, depende solo de p y U, solo depende de r entonces por (8) solo podemos cumplir este
requisito si

P _ P, 9)

De aqui, sin perder generalidad se concluye que las funciones Q, y Q, son constantes
y se reemplazan por los valores C, y C, respectivamente. Notemos que A, y A, en (7)
se escogieron de tal manera que no aparezcan en el determinante de la métrica. Este
determinante es

V=8 = |Cer _Cerl- (10)

Con esta informacién se puede reconstruir la métrica en su forma covariante

d 2
ds® =(|C, 2, — C,Z,) (dr + L)

A A,
11
+Ap(Crdt—Zrd(;b)z—Ar(det—Zpd¢)2 (1)
IC,Z,—C,Z,| '

Este elemento de linea a su vez debe ser reescrito en términos de las tétradas candnicas
ortogonales, lo que impone nuevas condiciones a las funciones que aparecen en la ecuaciéon
(7), pues se requiere que todas sean polinomios cuadraticos. Si fijamos

C, =1, C =a, (12)
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se deben solamente calcular las funciones de r y p en términos de las constantes (12) tales
que generen una solucidn de vacio. Esta restriccion conduce a las expresiones siguientes

Z,. = r? +a?,
Z, =a(1-p?),
A, =r?—2Mr +a?, (13)
A, = 1—p2,
p = cos6.

Finalmente sustituimos las relaciones de la ecuacién (13) en la ecuacién (11) y obtenemos
la solucién de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist

r2—2Mr + a2
sen?0ladt — (r?> 4+ a?)d¢]?>— (r> —2Mr + a?)[dt —asen®6d ¢]?
+ .
r4 4 a%cos260

2
dszz(r2+a2c0529){ dr +d92}
(14)

Este método puede generalizarse para determinar la solucién de Kerr-Newman para
agujeros negros rotantes y con carga al resolver esta vez la ecuacién electromagnética de
Klein-Gordon. Aunque resulta un método mds sencillo que resolver directamente las ecuacio-
nes de campo de RG, sigue siendo un camino largo y relativamente complicado.

Podemos entonces decir que la obtencién de soluciones con rotacién en RG no es un
problema trivial, sin embargo, el estudio de este tipo de soluciones y la obtencién de ellas de
una manera simplificada es de gran interés pues no solemos observar objetos estaticos en el
universo; las estrellas que observamos presentan un momento angular al igual que planetas,
quasares, el agujero negro al centro de una galaxia, etc, y por lo tanto es necesario buscar
soluciones a las ecuaciones de Einstein que permitan describir estos sistemas.

1.2 ESPACIO-TIEMPO NO CONMUTATIVO

El descubrimiento tedrico de agujeros negros radiantes constituye un primer paso fisica-
mente relevante para entender algunos aspectos de la gravedad cuantica Di Grezia et al.
[2008]. Después de treinta afios de intensa investigacion en este campo diversos aspectos del
problema siguen siendo objeto de debate, entre ellos, una descripcién plenamente satisfacto-
ria de la dltima etapa de evaporacién de un agujero negro. En el caso cldsico (conmutativo)
la temperatura del agujero negro incrementa mientras que su radio decrece; en su etapa
final, el agujero negro desaparece y su temperatura diverge. Un modelo de agujero negro no
conmutativo carece de esta divergencia Nicolini [2008].

Una caracteristica de la mecdnica cudntica es que de hecho no podemos determinar simul-
tdneamente, con toda precisién algunos pares de observables. Esta es la base del principio
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de incertidumbre de Heisenberg. Si ahora se aplica este concepto a las coordenadas (x, y)
de un plano, no se podria determinar simultdneamente la coordenada x y la coordenada y
con total precisiéon. De manera general se podrian considerar relaciones de conmutacion de
la forma

[x*, x”] = i9"?, (15)

para las coordenadas x* de un espacio tiempo. El significado o implicaciones fisicas de (15)
son Pachot [2013], Fernandez [2002]

= Ya que las coordenadas no conmutan, cumplen con un principio de incertidumbre.

AxHAxY > 9% . (16)

» Esto significa que no podemos especificar la posicién de una particula en dicho espacio

mas alld de decir que estd contenida en una regién de drea dada esencialmente por
| %7 .

= En un espacio no conmutativo el concepto de punto deja de tener sentido; para fijar
un punto hay que dar las dos coordenadas (x, y). Como esto no es posible el espacio
se vuelve difuso.

Cabe destacar que esta es solo una manera de introducir geometria no conmutativa en el
espacio-tiempo que nos permitird obtener soluciones analiticas a las ecuaciones de campo
en RG. El andlisis serd asi, no perturbativo.

En algunas teorias como las supercuerdas, loop quantum gravity, modelos matriciales, etc,
Aastrup [2012], Seiberg and Witten [1999] el espacio en el que definimos la fisica adquiere
caracteristicas no conmutativas. Estos son sélo algunos de muchos ejemplos de como el
desarrollo de la teoria de cuerdas ha afectado a diversos aspectos de la fisica tedrica. Entre
los diferentes resultados de la teoria de cuerdas, nos centramos en el resultado que nos dice
que las coordenadas del espacio-tiempo se convierten en operadores no conmutativos en
una D-brana. De este modo, se ha puesto en evidencia la necesidad de la cuantizacion del
espacio-tiempo.

Ya que el espacio por debajo de la longitud de Planck es inaccesible, el espacio-tiempo
a esas escalas se especula que seria no conmutativo Pachot [2013] . De hecho esta no-
conmutatividad podria librar a la teoria cudntica de campos de los infinitos que contiene,
que en muchas ocasiones estan asociados a que en dicha teoria se permiten longitudes tan
pequefias como queramos (o0 equivalentemente momentos tan grandes como queramos).

En la Figura 1 se presentan las teorias fisicas segin como aparezcan en ellas las tres
constantes fundamentales G, h y c. Por ejemplo la gravedad newtoniana se localiza en
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Figura 1: Mapa de las teorias fisicas. Siguiendo las lineas punteadas es posible moverse de una
teoria a otra, es decir considerando los valores de cada una de las constantes que los ejes
representan.

la arista asociada a los limites de h — 0, c — o0 y G # 0. El objetivo final de una
teoria cudntica de la gravitacién que recuperaria las demas teorias conocidas como limites
particulares, sigue representando un tema de frontera de la fisica actual; en la figura estaria
localizada en la arista donde se consideran los valores de G, h y ¢ distintos de O.



SOLUCIONES ESTATICAS NO CONMUTATIVAS

2.1 DISTRIBUCIONES EN GEOMETRIA NO CONMUTATIVA

Hay varias maneras de trabajar con geometria no conmutativa (NC) en relatividad general,
una de ellas es trabajar con las implicaciones que la geometria no conmutativa tiene en la es-
tructura diferencial y en particular en el tensor de Riemann y trabajar con la parte geométrica
de las ecuaciones de Einstein. Nosotros consideraremos un enfoque donde se modifican las
fuentes puntuales de materia por distribuciones no conmutativas de materia o en su caso de
carga (eléctrica o magnética). Estas modificaciones definen un tensor de energia-momento
no conmutativo que permitird un andalisis no perturbativo de las correcciones cudnticas a
espacios-tiempo clésicos.

Para entender como surgen estas distribuciones consideraremos la formulacién de la
mecdnica cudntica en un plano no conmutativo. En dos dimensiones las coordenadas del
espacio de configuracién satisfacen entonces la relaciéon de conmutacion

[%,9]=i0  con ¥>0, 17

donde ¥ es una constante con dimensién de longitud al cuadrado. Usualmente se toma que
# ~ (1,)* donde [, es la longitud de Planck.

2.1.1 Estados coherentes no conmutativos en el espacio de Hilbert-Schmidt

Definimos ahora los operadores de aniquilacién y creacién:

(2—i9). (18)
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Estos operadores satisfacen el algebra de Fock ya que

27
1
— PN PN (19)
2 %=+ (13, %)),
1

En analogia con lo que sucede con los operadores de creacién y aniquilacién en mecénica
cudntica, hay un espacio de Fock asociado a los operadores b, b', es decir, el espacio de
configuracién NC es isomérfico al espacio bosénico de Fock representado por:

{b,b"} — H. = {(%nm) - In)}. (20)

Ahora bien, el espacio de Hilbert del sistema cudntico NC se puede formular a partir del
conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt actuando en el espacio de configuracién NC (20)

Hy = {Y(2,9) (2, 9)eB(H,), tre[$" (£, 9)9(%,9)] < 00}, @D

dénde tr, denota la traza sobre el espacio de configuracion NC y B(H,) es el conjunto de
operadores acotados en H,.

El dlgebra de Heisenberg asociada a los operadores de posicién y momento que actiian sobre
los estados del espacio cuantico de Hilbert (21) estd definida por las relaciones siguientes

] (22)

Para distinguir entre los estados en el espacio de configuracién NC y los que estén en el
espacio de Hilbert-Schmidt usaremos la notacién

B estados en el espacio de configuraciones NC, y

23
) =Y (R,3) estados en el espacio de Hilbert Schmidt. (23)



2.1 DISTRIBUCIONES EN GEOMETRIA NO CONMUTATIVA

2.1.2 Estados propios asociados a operadores de creacion y aniquilacion no conmutativos en
espacio de momentos

En la construccién de los estados coherentes que corresponden a estados propios del
operador b usaremos las siguientes 4 propiedades

D [bb']=1,
1
II) blz) =3zlz), z2:=——(X+1iy),
l2) = z|z) 1/%( )
2 2 2 n 24)
M) |z) = e 7 |0) =™ 7 =0 jﬁz In),
1
V) |2,2) : = —|z){z|.
12,%) ﬁl ed
Entonces tenemos
B|zz)—i(xﬂ?nzz)—i(ﬂrnzz)—blzz)—ilzﬂzl—zlzi) (25)
S B T S o

Ahora que sabemos como trabajar con estas variables, construyamos los estados propios
|p) en el espacio de momentos, Para ello consideremos el problema de valores propios

h
Plp) =pilp) = 5[% )] = p«lp),
(26)

S0 = py o)

donde |p) €eH » que es el espacio de momentos. Sabemos de la mecénica cudntica que para
una funcién f (p) se cumple que

of
op’

(%, f(P)] = 2 [%,p] =ih 27)

por lo que las relaciones anteriores se escriben como

dlp) i
ax iPx|P),
dlp) i
Fi %Pﬂp)-

(28)

A partir de estas relaciones obtenemos

p) ~eTPxE, &  |p)~eTiPyd, (29)



10 SOLUCIONES ESTATICAS NO CONMUTATIVAS

por lo que podemos escribir

Ip) = c,ex [l fc—i—l A] (30)
p - *0 p -hpx hpyy 5
o bien
Al N
Ip) = coexp [l\]g(pb +pb')], (31)
donde hemos usado
xz\lg(b+b*'), y=i\g(b—b*). (32)

Para fijar el valor de la constante ¢ se usa el hecho de que (p’|p) = 6 (p’ —p) y obtenemos

asi
e = \| —2
? 2mh?

El estado coherente |p) se escribe finalmente como
v 0
exp|li\|=(pb+pb')],
\ 552 p{\z(p p )}

2.1.3 Funcidn de onda de particula libre y relacién de completez

(33)

(34)

Ip)

donde se ha elegido ¢y = ¢;.

Ahora podemos escribir la funcién de onda de la particula libre como

Y, = (plz,2) = (plz), (35)

déonde Banerjee et al. [2010], Gangopadhyay and Scholtz [2009]

(alp) = tr['zfg' |p>] - %(zw(f,y)h)-

para calcular el valor de este producto interno sabemos que

(36)

exp

exp

i

h

ERERT
_h\l:pb ]exp[

{1

i

h

i

h

5
—pb'
\ 2P

0 b | —exp| L\ 2 (pb" 4 p)]
\pr = exp 5 (b +pb)

=exp

exp[

exp

9
4h2p

—
4h%p

p

p

J

(37)



2.1 DISTRIBUCIONES EN GEOMETRIA NO CONMUTATIVA

Para obtener estas expresiones hemos usado la férmula de Baker-Campbell-Hausdorff y la
relacién de conmutacién satisfecha por los operadores b y b'.

En consecuencia, utilizando la primera igualdad de las expresiones anteriores, obtenemos

c,exp [%\E)(pb"‘ +pb)} z>
exp [%\pr“] exp [%\pr}

1
(zlp) = 75 <z

co —-2 55
— —0 e 4712pp b4
V4

Z> (38)

— ;O_e 4h2PP %(pz—&-pz)(zlz) _ 1 e 4h2PP g(pz—l—pz)’
) v2rh

y en la expresion anterior hemos utilizado (z|z) = 1.

Hablemos ahora de la relacién de completez que deben cumplir nuestros estados. Esta
relacion estd dada por la expresion

ddzdz
J oy |z) * (2] = 1. (39)

Aqui hemos utilizado el llamado producto de Voros » Banerjee et al. [2010], el cual se
define a continuacién

%8,
f(2,2)xg(2,2) = f(z,2)e* % g (3,%).
Queremos saber entonces si este producto es el apropiado para definir la completez en
nuestro espacio; para ello calculamos

(r'lp) = f ﬁdZdz(p |z) * (z|p)

27
— ,ﬁ/_/ 9 _ ——s .
:JﬁdZdche_ piv: e 45123 V30 +p/z)ea§,azg%\/§(pz+p2) (40)
2 0

Vdzdz cp? W _tep P L _ i (|0
=f ;ﬂz%e 2 e an?e2n” exp H\J;(P—p’)znt%\g(p—p’)f]-

Para realizar esta integracion hagamos el cambio de variable siguiente; sea u = h z de

modo que du = \/;dz y en consecuencia

op’p’ 9pp 9 dudi ;; v
(p’lp)zexp[— 4h2—4hz+2h2P’P]§ el (PP = 5(p'—p). (4D)

11
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Vemos que este resultado reproduce la relacion de ortonormalidad de los estados coheren-
tes |p). El producto de Voros () es entonces el adecuado para generar completez.

Ahora consideremos dos estados coherentes inspirados en no conmutatividad |{) y |w)
€ H,, tenemos entonces

1

I$) = ﬁmm,
1
lw) = ﬁlw)(wl.

El traslape entre estos dos estados coherentes es

(wlt) = f L (010« (Clo) = tr | Slo)olele] | = ol Ele) = FIClo)?. @2)

Utilizando la relacién entre operadores coherentes obtenemos la norma

{w|)? = el (43)

Si consideramos ahora que podemos escribir nuestras expresiones en componentes x y y

1
g - _(gx + igy):
720 »
w = E(wx +iwy),
entonces
(ol = 5o/ (Gm o)+ (& —wy)? = — (45)
20V roy V20
Combinando (45) con (43) obtenemos
(wl¢) = Los (46)
=5 .

Como se ha mostrado, el efecto del producto de Voros es el de generar completez en nuestro
espacio, reemplazando la delta de Dirac obtenida en el caso cldsico por una distribucién
gaussiana dependiente de ¥ la cual sigue siendo valida para grandes escalas; es por ello que
la informacion del espacio no conmutativo estd contenida en la distribucién gaussiana.

La solucién (46) se aproxima a la delta de Dirac en 2 dimensiones en el limite donde
tiende a 0; podemos extender nuestro analisis a 3 dimensiones para obtener la Gaussiana
1 r2

@2 " o 5(r). “7)



2.2 SOLUCIONES DE AGUJERO NEGRO

Este resultado tiene sentido pues recordemos que con la no conmutatividad de las coorde-
nadas el concepto de punto deja de existir, en su lugar en el espacio se trabaja con secciones de
volumen; la no conmutatividad hace difuso el espacio, pues recordemos que las coordenadas,
satisfacen un principio de incertidumbre por lo que es necesario reemplazar una distribucién
puntual, como lo es la delta de Dirac con una distribucién gaussiana en el espacio.

2.2 SOLUCIONES DE AGUJERO NEGRO

Utilizando el resultado (47) se propone una densidad de masa cuya distribucion es una
Gaussiana

M 2
pm(r) = W@XP (_:l:_’l‘}) ) (48)

donde M es la masa de la particula clasica Smailagic and Spallucci [2003].

De manera andloga se puede proponer una densidad de carga eléctrica con la misma
estructura

2
Pelec(T) = Mngwexp (—;—9) (49)

donde Q es la carga eléctrica clésica de la distribucidn.

Como puede observarse la no conmutatividad ha deformado inicamente la distribucién de
las fuentes tanto de materia como de carga, sin embargo no hay ningtin cambio en la parte
geométrica de las ecuaciones de Einstein, es por ello que el tensor de Einstein queda intacto,
es decir, el tensor de Einstein en un espacio-tiempo NC es idéntico al tensor de Einstein cldsico.

Por otro lado el tensor de energia-momento serd modificado, lo cual es evidente pues las
fuentes han sido modificadas; la distribuciéon gaussiana que define la densidad de nuestras
fuentes entra en la entrada temporal del tensor de energia-momento TNC8 = —py(r). Este
tensor debe cumplir con la condicién de conservacién TH”;, = 0. Ya que en este trabajo se
requieren soluciones con simetria esférica y de tipo Schwarzschild fijamos la componente de
la métrica gog = —gl_l1 lo que nos deja con

Pp. 0 O
v o__ r
TNCH pJ_ O > (50)
. pJ_

con P, =—py ¥ P| = —py.— 50,0x(r). Nicolini [2008]

13



14 SOLUCIONES ESTATICAS NO CONMUTATIVAS

Ahora sélo resta resolver las ecuaciones de Einstein NC para obtener las soluciones

GMY = 8T M. (51)

Las soluciones que vamos a obtener a estas ecuaciones no son aproximaciones, seran
soluciones exactas. Estas ideas de deformacién en las ecuaciones de campo gravitacional
se han utilizado para la construccién de métricas inspiradas en no conmutatividad de
Schwarzschild, Reissner-Nordstrom, Kerr, Kerr-Newman y Einstein-Born-Infeld Gonzélez
et al. [2015], Nicolini [2008], Modesto and Nicolini [2010].

2.2.1 Schwargschild no conmutativo

Si sustituimos la distribucién (48) en la componente T, del tensor de energia momento
de un fluido anisotrépico inspirado en NC y resolvemos las ecuaciones (51) obtendremos la

solucion
ds> = —[1- M 3. 1% de24 (1= 3. 1% _ldr2+r2d§22 (52)
- rv 2749 r/m \ 27 49 :
donde
r2
3 r? o
S— = dee'/2e 53
Y(z 4«?) L ¢ (3)
es la funciéon gamma incompleta por abajo. Definiendo
3 2
r(3.5)
m(r) =2M ——=,
VT

entonces (52) se puede reescribir en la forma

—1
ds> :—(1—2m—(r))dt2+(1—2m7(r)) dr? +r2dQ?. (54)

r

Como podemos observar mantiene una gran similitud con la soluciéon de Schwarzschild
donde notamos que la masa pasa de ser una constante a ser una funcién de r.

Esta solucion regulariza la singularidad que existe en el caso cldsico cuando r = 0, ya que
el escalar de curvatura en el origen es
4M
Como puede observarse no hay divergencias en el escalar de curvatura cuando r = 0,
siempre que 7 # 0.
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Por lo tanto se tiene que para r < v la curvatura es constante y positiva; en vez de
encontrar una singularidad en la curvatura, encontramos para esta métrica un nucleo de
de-Sitter cuya constante cosmoldgica estd gobernada por no conmutatividad.

Utilicemos la expansion en serie de Taylor para la gamma incompleta

n n+s

s 56
r= Zn'n+s (56)

n=0
sustituimos esta forma para la gamma incompleta en la métrica (54) y calculamos la compo-
nente ggo para r < e

(57)

Como puede observarse en (57) no hay singularidad cuando r = 0; la anterior métrica
corresponde a un espacio tiempo de de-Sitter cuya constante cosmologica es

B M
= 3
La presencia de este nicleo con geometria de de-Sitter contribuye con un efecto de presién
que contrarresta los efectos de gravedad en la materia fuera del nucleo, esto nos ayuda a
entender como es que la solucién (54) es una solucién regular.

(58)

2.2.2 Reissner-Nordstrém en su version no conmutativa

De manera andloga al caso anterior, utilizando (49) para resolver la ecuacién de campo
para un tensor de energia-momento electromagnético y combinando con la solucién del
tensor de energia-momento de materia obtenida en (52) obtenemos la solucién

s2=—fdt>+ f1dr? 4+ r2dQ?, (59)
donde
aM (3 r? Q> 1 r? r 1 r2 2 3 r?
f=1-—— +=|7r M= ||+ \ 377
Jar'\2°49 ) " mr2 249 ) /a9 \ 2’49 9 '\ 2749
(60)

El elemento de linea (59) representa la versiéon NC de la métrica de Reissner-Nordstrom
(RN), donde M es conocida como la masa ADM y Q es la carga eléctrica en unidades naturales
Modesto and Nicolini [2010].

15



16

SOLUCIONES ESTATICAS NO CONMUTATIVAS

Para comprobar el comportamiento de la métrica (60) cerca de r = 0, tomaremos la
expansién de gamma (58) para r < v de manera similar que en la seccién pasada y
obtenemos

Mr?2

_ 4
goo——(l—W)JrO- (61)

Esta es la misma expresién que obtuvimos para Schwarzschild NC, es por ello que podemos

concluir que tenemos un espacio-tiempo con un nucleo de de-Sitter con constante cosmologica

Ao M
©3/m98/2

Esta no depende de la carga pues las contribuciones de la carga se encuentran en los términos
de orden superior en (61). Este nticleo tiene efectos de presidén sobre la materia que se oponen
a los efectos gravitacionales, es por ello que la métrica de RN NC es una solucion regular.



ESPACIOS TIEMPO CON ROTACION

A continuacién se utilizaran 2 métodos matematicos para obtener soluciones con rotacion
a las ecuaciones de campo de Einstein a partir de soluciones estaticas; con dichos métodos
buscamos generalizar la simetria de un espacio tiempo dado y transformarla para pasar de
una solucion esféricamente simétrica a una axialmente simétrica. Posteriormente, con los
resultados obtenidos, se hace un breve andlisis de las caracteristicas de un espacio tiempo
con rotacion, y se genera el contraste entre el espacio-tiempo cldsico y el no conmutativo
mediante estas caracteristicas.

3.1 EL ALGORITMO DE JANIS-NEWMAN

El algoritmo de Janis-Newman (JN) es un método matemadtico utilizado para generar
soluciones exactas a la ecuaciones de Einstein con simetria axial a partir de soluciones
estaticas esféricamente simétricas Newman and Janis [ 1965]. Fue introducido originalmen-
te por Newman y Janis, y fue posteriormente generalizado por Newman al caso cargado
obteniendo asi la primera solucién de un agujero negro cargado con rotacion (Kerr-Newman).

El algoritmo de JN presenta ciertos aspectos por los cuales es ampliamente criticado ya
que no se sabe con certeza por qué funciona y se considera un procedimiento ad hoc sin
fundamento fisico. Una de las cosas que mads se le recrimina es la arbitrariedad que presenta
cuando, en uno de sus pasos, se requiere que las coordenadas tomen valores complejos,
puesto que en algunos casos funciona de una manera y de modo distinto en otros. Sin
embargo, las ventajas que presenta el algoritmo son grandes, ya que no requiere que se
resuelvan ecuaciones diferenciales, sino que basta con verificar que la métrica obtenida de
este modo satisface las ecuaciones de RG con rotacion; esto hace del calculo de soluciones
con rotacion un trabajo relativamente sencillo.

17
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3.1.1 Algoritmo de Janis-Newman aplicado a una métrica general con simetria esférica

Consideremos el siguiente segmento de linea general para un espacio tiempo estatico con
simetria esférica:

ds® = —e**(d e + M dr? 4 r2(d62 + sen®0d ). (62)

A continuacidén describimos a los pasos involucrados en el algoritmo de JN para la obtencién
de una métrica axialmente simétrica a partir de esta métrica semilla.

1. El elemento de linea esféricamente simétrico se escribe en coordenadas nulas avanzadas
{u,r,0, ¢}, haciendo el cambio de variable

du:=dt —ek(r)_cb(r)dr,

de modo que

ds? = —e2*(duy? — 22 A0 qudr 4 r2(d6? + sen®0d ¢2). (63)

2. Se expresa la forma contravariante de la métrica en términos de una tetrada nula
{1*, n* m"* mt} como

gt =—1"n"=1"n* + m*m” + m*m”, (64)
donde los elementos de la tetrada nula satisfacen

B by — b b ol — b— B
*l, =m"*m, =n"n, =0, [n"=-mm"=1, [ m"=nm"=0.

Para nuestra métrica (62) tenemos que

M = 5‘;,
1
—A(r)—&(r —22
nt — e=A(r)—%( )55 - (r)5i1*, 65)
1 i
b= — (g% + ——58").
m 1/2;»( 2+sen€ 3)

3. Se permite a las coordenadas u y r tomar valores complejos con las siguientes condi-
ciones:

= [* yn" deben permanecer reales.
= m! y m" deben seguir siendo complejos conjugados uno de otro.

= Se debe poder regresar a las coordenadas u y r originales.
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Este paso es el mds dificil de completar pues existen multiples formas de complexificar
la coordenada r tales que satisfagan las tres condiciones anteriores y sélo una sera la
correcta. Usualmente se trabaja mediante una estrategia de prueba y error checando
que la solucién resultante satisfaga las ecuaciones de Einstein y que describa la solucién
con rotacion que se desea determinar.

Este paso implica que las funciones A(r) y ®(r) deben ser reemplazadas por nue-
vas funciones A(r,7) y &(r,7) tales que satisfagan las condiciones A(r,r) = A(r) y
&(r,r) = ®(r) lo que transforma nuestras tétradas (65) en

W= 5‘1*,
it = e~ MrT)=() gt %e—ﬁ(rf)yl*’ 66
mt = ﬁ(éi; * seflG %5)-
. Se lleva cabo un cambio complejo de coordenadas
u=u'+iacosd, r=r'—iacosd, 0=0', ¢=¢’ (67)

donde se ha introducido el pardmetro a que es interpretado en la solucion final como
el momento angular por unidad de masa, la informacién acerca de la rotacién estd
contenida en este parametro; si a es un nimero muy grande significa que nuestra
fuente esta rotando a una gran velocidad y si a = 0 tenemos una fuente estatica.

Recordemos que nuestras tétradas nulas transforman como un vector

g0 — 579X
EF

Debido al cambio de variable en las coordenadas de nuevo cambian nuestras funciones
A(r, 7y <T>(r, 7*), pero esta vez sabemos exactamente como. En consecuencia obtenemos

M= 5‘{,
u _ ,—A(r,0)—o(r,0) H_l —2A(r,0) sk
n“=e 50 26 075 (68)
1 i
m" = (iasen@ sH—_s" +5“+—5“).
V2(r +iacos6) (8 =01) +5; senf 3

5. Finalmente construimos una métrica con esta nueva tétrada utilizando la ecuacion

(64). Ya es nuestra solucién con rotacion donde a es interpretado como el momento
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angular por unidad de masa. Al combinar (68) con (64) obtenemos las componentes
contravariantes g"”

azsegze _e—)L(r,Q)—v.‘I)(r,G)_azsen2 0 %
g A(r,0) 4 @ 2? ’
—2A(r a‘sen a
_e B —_—— 0 ——
gh? = T . e |, (69)
=0
R
p2sen20

donde p? := r? 4+ a®cos?6.

Asi tenemos ya nuestra métrica resultante con rotacion en su forma contravariante.
Calculando la matriz inversa obtenemos la métrica en su forma covariante

e22(r0)  oA(r0)+e(r0) a2sen20e?(r0) (A(r0) — 2(r0))
Euv = . ) _p2 0
—senze (pZ + azsenZQecb(r,@) (zel(r,e) _ e<I>(r,6) ))

(70)

El resultado es una métrica que, en principio, con las transformaciones adecuadas de las
funciones A y ®, nos permitira describir un espacio-tiempo con rotacién en coordenadas
nulas de Eddington-Finkelstein (EF){u,r, 0, ¢ }. Esta métrica posee simetria axial.

3.1.2 Coordenadas de Boyer-Lindquist

Aunque ya tenemos nuestra solucién expresada en coordenadas de EE estas coordenadas
podrian no ser las mds adecuadas para trabajar; algunas de sus desventajas son que la coorde-
nada u no puede ser interpretada naturalmente como el tiempo, el tener tres términos fuera
de la diagonal hace dificil encontrar e interpretar sus horizontes y ergoesfera, ademas en el
sistema coordenado que a continuacidn se presenta es facil ver que si a — 0 recuperamos
el caso estdtico de nuestro espacio tiempo.

Realizaremos entonces un cambio de coordenadas, donde llevaremos a la métrica a un
sistema coordenado donde el unico coeficiente métrico fuera de la diagonal distinto de cero
sera gos. Este tipo de coordenadas son llamadas de Boyer-Lindquist (BL) {t,r, 60, ¢} Boyer
and Lindquist [1967], Carroll [1997]. Para hacer este procedimiento debemos realizar el
cambio de variable siguiente

du=dt—g(r)dr, d¢ =dy—h(r)dr, (71)
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donde debemos nosotros encontrar condiciones sobre las funciones g(r) y h(r) tales que
801 = &13 = 0. Al aplicar esta transformacién encontramos a partir de la métrica (70) las
siguientes expresiones

eAMr,0) (pZ + a2sen20e(r,0)+2(r,0)

e2(n.9)(p2 + a2sen20e22(1.9))

b

aezk(rﬁ) (72)
h(r)=— :
02+ a2sen20e2A(r.0)
Aplicando entonces este resultado (72) en (70) obtenemos la siguiente métrica
_e2<1>(r,9) 0 0 asenZGed:'(r,G)(eA(r,G) _e<I>(r,9))
02
. 0 0
— e=2M(r.0) + g2sen

8ur = : P et p? 0 7

sen?6 (p? + a’sen®0e®(0) (2A(10) — 2(r0)))

La solucién (73) estd ya escrita en las coordenadas usuales {t,r, 6, ¢}, lo inico que debe-
mos hacer ahora es, sustituir los valores para las funciones A(r,0) y ®(r, 6), considerando
una complexificacion adecuada para cada caso.

Hemos logrado extender la simetria esférica original de la métrica semilla para obtener
otra métrica con simetria axial; fisicamente hemos pasado de un espacio tiempo estatico a
uno con rotacion.

3.1.3 Soluciones cldsicas con rotacion

Todo lo realizado en las dos secciones pasadas fue para simplificar nuestro trabajo de
determinar soluciones con rotacion a partir de soluciones estaticas en RG. Ahora no serd
necesario repetir todo el proceso anterior, sino que solo debemos sustituir y comprobar
nuestras soluciones para cada caso con el fin de asegurarnos que la solucién con rotaciéon
encontrada por el algoritmo JN corresponda al sistema con rotacién que deseamos analizar.
A continuacién aplicaremos el algoritmo de Janis-Newman a las métricas de Schwarzschild y
Reissner-Nordstrom; estas dos soluciones a las ecuaciones de RG cumplen con la condicion
de ser soluciones estaticas esféricamente simétricas.
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3.1.3.1 La métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild

Consideremos el elemento de linea de Schwarschild

oM 2M\ !
dszz—(l——)dtz—l—(l——) dr? + r2d0?

r r
= —f,dt*+ f1dr? 4+ r2dQ?, (74)
2M
donde foi=1——.
r
Notemos que de acuerdo a (62) podemos identificar e*® = ¢™2* = f, 0 bien & = —A.

Sustituyendo esta informacion directamente en (73) obtenemos

—f; 0 0 asen?0(1—f;)
P2 0
Suv = p2f;+a2sen20 ) (75)
. . Jo) 0
2

sen?0(p? + a%sen?6(2—f,))

donde p? = a?cos?0 + r2.

Para este caso se ha elegido en el paso 3 del algoritmo de JN la complexificacion:

fs _)fs(r: T_') =1- 21\/{7”.
rrv
Cabe destacar que no hay razén en particular para elegir de este modo la complexificacion,
se eligié asi unicamente porque funciona, esta eleccion es la tinica que nos llevard a reproducir
el espacio-tiempo de Kerr Szekeres [1998]. Con este resultado, después del cuarto paso
obtenemos

fi=1- o (76)

Después de hacer un poco de algebra llegamos al elemento de linea

2M M 20 2
ds> :—(1— pzr)dtz— M%dgodt n %drz + p2d6?

77
2Mra®sen®0 77)

+ (rz +a?+ T)senzedcpz,

con A = r?>—2Mr + a®. Recordemos que a debe ser interpretado en esta expresién como el
J

momento angular por unidad de masa, es decir a = 3.
La ecuacidn (77) coincide con la solucion de Kerr en coordenadas de BL; hemos llegado
asi al resultado deseado de obtener una solucion a la ecuaciones de RG con rotacidon a partir
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de una solucion estatica.

3.1.3.2 La métrica de Kerr-Newman a partir de Reissner-Nordstrom

Consideremos ahora el elemento de linea de RN

2M Q> oM @2\ !
dSz:—(l——+Q—)dt2+(1——+(2—2) dr? +r2dQ2,
r r

r r2
= —fdt*+ fdr? + r2dQ2, (78)
2M  Q?
donde fq ::1———|—Q—2.
r r

Notemos de igual manera que de acuerdo a (62) podemos identificar e2® = e™2* = fq0
bien & = —A. Sustituyendo en (73) obtenemos exactamente (75) y s6lo ha cambiado nuestra
fs por fg; de modo que

—f4 02 0 asen*6(1—f,)
. ___ b
Suv = p2fg+asen?6 02 0 . (79)

sen®6 (p? + a’sen®0(2—f,))
Para este caso se ha elegido en el paso 3 del algoritmo de JN una complexificaciéon similar
a la que se eligio para f;
fy— fylr,) =1 -2 &
—_—> = —_ .
q a rv ri

Reiteramos el hecho de que no hay una razén particular para elegir esta complexificacién
frente a otras de no ser porque funciona. De esta manera la funcién métrica se escribe como

+ —=. (80)
p?  p?
Con esta forma se obtiene finalmente para la métrica con rotacion

A — a2sen6 2
ds? :%dﬁ— %drz—pzdez
A —a?sen?0
+2asen29(1— apgen )dtd(p (81D
A —a®sen’6
—sen?6 [pz + a®sen? (2— %)] dy?,

con A =r2—2Mr +Q?+d?.
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Esta solucion que corresponde a la métrica de Kerr-Newman en coordenadas de Boyer-
Lindquist.

3.1.4 Espacios-tiempo NC con rotacion por medio de algoritmo de Janis-Newman

Las anteriores métricas fueron calculadas para ilustrar como el algoritmo de JN puede ser
implementado para métricas especificas. Deseamos ahora aplicarlo a un espacio-tiempo no
conmutativo. Como se vio en el capitulo 2, los espacios tiempo de Schwarzschild y Reissner-
Nordstrom en su version no conmutativa a simple vista se parecen mucho en su forma
funcional a los clésicos. Sin embargo, los coeficientes métricos go9 v £17 son muy diferentes
debido a la presencia de la funcion gamma incompleta. Ahora procederemos a encontrar una
complexificacién adecuada para estas métricas no conmutativas que nos permiria obtener
métricas no conmutativas con rotacion.

3.1.4.1 La métrica de Kerr no conmutativa

Tomemos la ecuacién (52) que representa la versién no conmutativa del espacio-tiempo
de Schwarzschild no conmutativo

-1
2 2
ds? = —(1—M)dt2 + (1_M) dr? + r2d0?

r r

=—f/dt* + f'71dr? + r2dQ? (82)
2

2m(r) B My (3, 45)

r(3)

Como puede observarse de esta expresién, la métrica posee exactamente la misma forma
que la ecuacién (74) y por lo tanto obtendremos (75) con las modificaciones apropiadas; lo
diferente aqui es nuestra f;. Explicitamente tenemos que

m(r)

donde  f/=1-

Nojw

3. r? 3. r?
2m(r) 2My (35 75) 4My (3 75)
=l-— =1
r r'(3)r Jr
Para elegir la complexificacion apropiada conviene recordar que las métricas que se
pueden escribir en la descomposicién de Kerr-Schild, son tambien llamadas de clase tipo
Schwarzschild; esta descomposicion tiene la forma
dz—dz—j(—r)(kd 2 (84)
s° =dsy, 7 (ku xH),

fl=1- = (83)

donde dslzw es el elemento de linea de Minkowski, k,, es un cuadrivector nulo y la funcién
j(r) s6lo depende de la coordenada radial r. En el caso de Schwarzschild (conmutativo)
tenemos por ejemplo que k,, = (1,—1,0,0) y j(r) = 2Mr Smailagic and Spallucci [2010].
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Si consideramos un espacio-tiempo con simetria esférica y rompemos su simetria para
llegar a un espacio tiempo de simetria axial, la funcién j(r) se mantiene intacta; todas
las métricas con rotacién conocidas tienen este comportamiento respecto de sus versiones
estaticas, es por ello que es de esperarse un comportamiento similar para espacios-tiempo
NC con rotacion Modesto and Nicolini [2010].

Resulta que la métrica (82) es de clase tipo Schwarzschild con j(r) = 2m(r)r, por lo que
la funcién m(r) la cual tiene incluida la informacién acerca de la NC no cambia, es decir

2m(r)r
e

fi— ) =1-

No hemos tocado el producto m(r)r pues es una condicién para obtener el resultado
deseado. De esta manera obtenemos

- 2m(r)r
P

que tiene la misma estructura que la funcién conmutativa cldsica por lo que al final obtenemos

) (85)

2 4 29 2
g == (12 oI, 2
Iy P
86
, o 2m(r)ra®sen®6 9 5 (86)
+|re+a*+ 3 sen“0dp*,
o

con A’ = r?>—2m(r)r + a?, la cual corresponde directamente con el resultado deseado, la
métrica de Kerr no conmutativa.

3.1.4.2 La métrica de Kerr-Newman no conmutativa

Por ultimo consideremos la métrica de Reissner-Nordstrom no conmutativa (59)

ds? = — (1 _2mlr) + q(r)z)dtz + (1 _2mir) + q(r)z)_l dr? +r2d0?

r r2 r r2

= —fqdt* + f7ldr? + r2dQ?, (87)

2m(r) | q(r)?
rz -

donde flq=1—

Analogamente al caso de la derivacién de la solucién de Kerr no conmutativa, la métrica
(87) es de clase tipo Schwarzschild también y ahora j(r) = 2m(r)r +q(r)? por lo que las
expresiones de m(r) y q(r) permaneceran intactas; tenemos que

/ by 2m(r)r q(r)?
fq—>fq(r,r)—1— ri + ri
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en consecuencia
2
. 2m(r)r  q(r)
fg=l-——5—+t——
P P
De nuevo nos encontramos con la misma estructura que la parte clasica, asi que directa-
mente obtenemos

(88)

,  A/—a®sen?6

ds . dtz—%drz—pdez
AN/_ 2 2
+ 2asen?0 (1 — %n@) dtdy (89)

A~/_ 2 29
—sen?6 [p + a%sen? (2— &)] dy?,

donde q(r) = Q?z[[)/z l;—; — 1/2—1?}’(%;2—;)]‘1‘ \/%’”Y(%;Z_qz?)]
< 27, 2

°

Este elemento de linea corresponde a la solucién de Kerr-Newman en su versiéon no
conmutativa que describe una distribucion difusa de masa en rotacién con carga.

3.2 SOLUCIONES CON ROTACION EN RELATIVIDAD GENERAL SIN COMPLEXIFICACION

Como se ha mencionado, el algoritmo de JN falla al no proporcionar una manera sistemati-
ca de conocer la forma que toman las coordenadas del espacio-tiempo luego de permitir que
estas tomen valores complejos. Ante esta problemadtica se desarrolld un método alternativo
Azreg-Ainou [2014] que toma practicamente todos los pasos del algoritmo de J-N, excepto
aquel en el que tenemos esta ambigiiedad.

Sin complexificar las coordenadas, en Azreg-Ainou [2014] se resuelven las ecuaciones de
campo tomando como base el tensor de energia-momento de un fluido perfecto y conside-
rando la forma conocida de agujeros negros regulares, se logra obtener una forma para los
coeficientes de la métrica con rotacion, en términos de los coeficientes de la métrica estatica.
Este procedimiento es libre de ambigiiedades.

3.2.1 Ecuaciones de campo sin complexificacion

Al igual que en el algoritmo de JN, partimos de un elemento de linea estdtico esféricamente
simétrico
dr?

ds? :—G(r)dt2—|—m-l—H(r)(dOZ-i—sinZQdcpz). (90)
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con funciones G, F y H dependientes de la variable radial r. Escribamos ahora este elemento
de linea en coordenadas de Eddington-Finkelstein(EF) introduciendo el cambio de variable
siguiente

du=dt—dr/vFaG.

Obtenemos asi

2G(r)drdu

60 +H(r)(d6“ +sin“0d¢*). (91)

ds® = —G(r)du®—

A continuacion reescribimos la métrica anterior en términos de tetradas nulas usando la
ecuacién (64). Esto da como resultado las siguientes componentes

I = &4,
F F
[ N e N T
n G5“ 5r, (92)
mh — (55 51119 5M)
v2H

Ahora realizaremos la transformacién compleja (67), y adicionalmente supondremos que
nuestras funciones dependientes de r transforman de la siguiente forma

{G(r),F(r),H(r)} - {A(r,6,a),B(r,0,a),¥(r,0,a)}, (93)

donde {A,B,¥} son funciones atn desconocidas. Cuando a — 0, estas funciones deben
regresar al conjunto original {F, G, H}, pues son su forma estatica; en consecuencia se debe
cumplir

lirr(l)A(r, 0,a) =G(r), lim B(r,0,a) = F(r), lirr(l)\ll(r,G,a) =H(r). (94)

a—0

La transformacién compleja dada por (67) implica que nuestras tétradas quedan como

# =¥,

B
Tl‘u' = \l;5 —6“ (95)

u_
u

= — o(sk—ok —5“
q;[ + iasin + e (p)]

N
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Utilizando esta tétrada y (64) reconstruimos la métrica en su forma contravariante. Las
componentes contravariantes son explicitamente

a’sin?6 a
uu 0) = — uyp 6)=——
g (r: ) \Ij > g (r) ) \Ij’
1 1
YO (r,0) =— 00 r,0)=——,
g¥%(r,0) wnZe. ¢ (r0)=—4 -
a®sin%6 a
rr 79 :_B_ ) Y 39 =,
g (r,6) g0 =3

B a?sin36
gur(r,Q):\l;—F v

La inversion de la matriz g"” asociada a las componentes contravariantes nos da el elemento
de linea siguiente

VA VA VA
ds® =Adu® + 2—dudr + 2asin®6 | — —A | dud ¢ — 2asin®*60 —drd o —¥d 6>
VB VB ’ VB ’ 97)

VA
—sin%0 [\If + a®sin%6 (2— —A||dy?.
/B 4

La métrica estd escrita en coordenadas de EFE Para hacer la conexién con la forma estandar
en términos de las variables {t,r, 0, ¢}, realizaremos el cambio de coordenadas (71)

du=dt—A(r)dr, dp =d¢—y(r)dr. (98)

En consecuencia obtendremos de manera similar a (72) las expresiones,

B (K +a?) _a
M) =wrre AT Frre (99)
donde
_ | F(r)
K=\ 5O (100)

Estas expresiones garantizan que

&r =&+ =0.

Para realizar este paso, donde las transformaciones no dependen de las funciones {A, B, ¥},
se impone que A y y sean funciones tinicamente de r con el objetivo de que (98) sea una
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transformacién global de coordenadas, es decir, que sea valida para cualquier valor del
angulo polar 6. Se elige ademds que la forma de las funciones Ay B sea como sigue

A(r,0) = (FH + a®cos?0)¥

’ (K + a%cos26)2 ’ (101)
B(r,0) = FH + a%cos?6

> - \IJ >

donde ¥ es una funcién aun sin determinar y que cumple con las condiciones (94). Uti-
lizando entonces (98),(99), (100) y (101) transformamos la métrica a coordenadas de
Boyer-Lindquist obteniendo

9 (FH + a*cos?0)¥dt? vdr? .9 K—FH 2
ds® =— (K + a2c0s20)? +FH+a2—2asm 0 (K T+ 205202 vdtdep +vdo
2K —FH + a?cos®6
) 22 2
+ Wsin 9[1+a sin“0 (K + 4205202 ]dqb .

(102)

La métrica anterior podemos escribirla en su forma de Kerr de la siguiente manera

2 2 in20 in26
dsz:_i[(1——f)dt2+%dr2—mdtd¢ +p2d92+22—2d¢2], (103)

p? p? p?
donde
p? =K +ad’cos’0,  2f(r)=H-—FH, (104
A(r)=FH+a? = (K+a?*)?—a*Asin0,
o bien
ds®> = Al A(dt—asinzedqbz)z— p—zdrz—pZdGZ— ﬂ[adt— (K +a®)de)? (105)
p? [ p? A p? '

Para determinar la forma de ¥, consideramos las ecuaciones de campo

Gy = 81Ty, (106)

Se ha elegido T, como el tensor de energia-momento de un fluido anisotrépico cuyo eje de
rotacién es el eje z. La estructura de este tensor estd dada por

THY — ee‘t‘eg’jtprefe;’—{—pgegeg+p¢ege:§, (107)
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donde ef es la cuadrivelocidad del fluido, € es su densidad, {p,, pg, Py} son las componentes
de su presiény {e;, e, e, e4} €s la base dual (e, = w*g,,,)de las 1-formas (o, 0", w?, w?}
definidas por (105) de la forma

w' = VUA(dt —asin?0d )/ p?, W’ =—VUdr/ VA,
(108)
w? =—V/udo, w? = —vWsinBladt — (K + a?)d o]/ p>.

Ya que este tensor T, describe un fluido con rotacion alrededor del eje z, obtenemos la
ecuaciéon G,g = 0 de (106) o equivalentemente

(K4 a®y?)*(30, ¥ 2 —20W . ») = 3a’K T2, (109)

Por otro lado la consistencia de las ecuaciones de campo y la forma del tensor T*” implican
que

[K,2+K(2—K,)—a®y*(2+K,.) ¥+ (K +a®y*)(4y*¥ 2 —K,¥,) =0,  (110)

donde y = cosf.

Para hacer la conexién con agujeros negros regulares fijemos G = F y H = r2 en (90); esta
elecciéon se basa en el hecho de que todos los agujeros negros regulares conocidos cumplen
con estas condiciones. La ecuacién (100) implica que K = H = r2, ahora es facil verificar
que

U =r24+ azcosze, (111D

Es una solucion de (109) y (110) que ademas cumple con las condiciones (94). Por lo que
la métrica (103) tomando H = K = r? y G = F adquiere la forma

2 2 29 3 2
d52:—(1—p—£)dt2+%dr2—‘mf%dtd¢+p2d02+ S;r; f1¢2, 12

donde

02 =12+ a%cos®6. 2f =r?(1—F), A=r?F+a®=r?-2f +d?

113
¥ = (r?> +a®)?>—a*Asen?d. (13)

La ecuacién (112) es entonces la métrica con rotacion; nétese que ésta solo depende de
los coeficientes métricos del espacio-tiempo estdtico, por lo que en principio, solo necesi-
tamos una métrica estatica esféricamente simétrica que cumpla con G = F y H = r? para
generar un espacio tiempo rotante mediante este método, sin necesidad de realizar ninguna
complexificacidon de coordenadas. Este tltimo aspecto elimina la ambigiiedad existente en el
algoritmo de Janis-Newman.
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3.2.2 Aplicaciones

Procederemos ahora a aplicar el método discutido en la seccién anterior a las métricas
estaticas a las que hemos aplicado ya el algoritmo de JN para comparar ambos procedimientos
y verificar su consistencia.

3.2.2.1 De Schwargzschild a la solucién de Kerr

Para obtener la solucién de Kerr debemos tomar la métrica de Schwarzschild por lo que
hacemos las identificaciones

2M
G=F=1——-. (114)
r

La ecuacién (113) toma la forma

02 =r? 4+ a%cos®6. 2f =2Mr, A =r?—2Mr +a?,

(115)
¥ = (r? +a%)>—a®Asen?d.

En consecuencia (112) nos arroja

2M 2 M 20 Ysen?6

ds? = —(1 - zr)dtz P g AAMTSenO a4 02d0% + 200 502 (116)
P A p? p?

Esta solucion es idéntica a (77).

3.2.2.2 De RN a la solucion de Kerr-Newman

Ahora queremos la solucién de Kerr-Newman por lo que debemos tomar como métrica
semilla la métrica de Reissner-Nordstrom. En consecuencia identificamos

2M 2

La ecuacion (113) toma la forma

p? =r?+ a*cos®0, 2f =2Mr—Q>, A=r*—2Mr+Q*+ad?

118
% = (r? +a?)?—a*Asen?6. (118)
En consecuencia (112) queda como
2Mr — Q> 2 2a(2Mr —Q?)sen?0
dszz—(l—r—zQ)dt2+%dr2— ( ZQ) dtde
P P (119)

Ysen?6
+p2do* + Szr; do>.

Esta solucion es idéntica a (81).
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3.2.2.3 La solucion de Kerr no Conmutativa

Hagamos lo mismo ahora para obtener la solucién de Kerr en su versién no conmutativa;
para este fin debemos tomar la métrica de Schwarzschild no conmutativa por lo que
2m(r)

G=F=1— , (120)
r

3 r2
S22
donde m(r) =2M M La ecuacién (113) toma asi la forma

p?=r*+a%cos’0.  2f =2m(r)r, A =r%—2m(r)r +a?

121
¥ = (r? 4 a?®)?—a*Asen?0. (121
Con (112) generamos
2 2 4 20
ds® — —(1— m(Z)r)dtz + %drz— ? m(r)zrsen dedg
p P (122)

Y:sen?6
+p%d0* + SZI; d¢>.

Esta solucién es idéntica a (86) que fue obtenida mediante el algoritmo de JN adaptado al
caso no conmutativo.

3.2.3 La solucién de Kerr-Newman no Conmutativa

Por ultimo, para la solucién de Kerr-Newman no conmutativa debemos tomar la métrica
de RN no conmutativa

2
G:F:1—2m(r> +q(r2) , (123)
r r

donde ¢(r) = £ [[1* (3 55) ~ 57 (B %) ]+ Vi (35)]-

La ecuacion (113) toma la forma

p? =r? 4 a’cos?0, 2f =2m(r)r—q(r)? A=r?>=2m(r)r +q(r)* +a?

" (124
¥ = (r* +a%)>—a®Asen?d. (124

de este modo (112) queda como

d52:—(1_2m(r>rz_q(r)2)dt2_|_%Zdrz_2a[2m(r)r—g(r)z]senzedtd(p
X 29 P (125)
sen

+p2d92+7d¢2.
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Esta solucion es idéntica a (89), también obtenida mediante el algoritmo de JN no conmuta-
tivo.

3.3 CARACTERISTICAS DE AGUJEROS NEGROS ROTANTES

Un espacio-tiempo con rotacidn posee caracteristicas tnicas, propias de su simetria que no
encontramos en los espacios-tiempo estaticos, por ejemplo, es posible extraer energia de un
AN con rotacidn, o es imposible mantenerse estatico respecto de un observador en el infinito,
si uno se encuentra cerca de un AN rotante, esto es debido al arrastre de marcos inerciales.
En seguida se presentan algunas caracteristicas importantes un espacio-tiempo con simetria
axial Bicak [2000] Smailagic and Spallucci [2010] Modesto and Nicolini [2010].

3.3.1 Horizontes de eventos

Como ya se menciond, tendremos multiples soluciones para la ecuacién que define el
horizonte de eventos de un AN rotante, aqui seran analizadas para los casos conmutativos y
no conmutativos.

3.3.1.1 Kerr

Localicemos el horizonte de eventos utilizando geodésicas nulas radiales es decir d6 =

dp =0
d '
O:—goodt2+g11dr2 = —r = @. (126)
dt 811

En el horizonte de eventos esta velocidad se anula por lo que el horizonte de eventos
es cuando ggy = 0 o cuando (g17)"! = 0, ya que la primera expresién corresponde a la
ergoesfera, el horizonte de eventos quedard definido por la segunda expresion

A
52

(aﬂ*:p =0 = A=r’-2Mr+d®=0. (127)

Puesto que la anterior ecuacion es de segundo grado en r, tendremos hasta dos soluciones
de la forma

g+ = Mt Mz_az. (128)

las cuales describen dos horizontes de eventos. En la figura (2) se puede observar esquemati-
camente el cambio en la orientacion de un cono de luz al atravesar cada horizonte de eventos.
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Figura 2: Esquema del cambio en la orientacidn del cono de luz al atravesar los horizontes de eventos

3.3.1.2 Kerr-Newman

La ecuacion que define el horizonte de eventos tendra hasta dos soluciones de manera
analoga al caso de Kerr

A
02

(gu)‘lzlO =0 = A=r-2Mr+Q*+d% (129)

Esta ecuacién tiene por soluciones
rHi:M:I:sz—az—Qz. (130)

3.3.1.3 Kerr NC

La ecuacion que define el horizonte de eventos tendra dos soluciones de manera analoga
al caso de Kerr

A/
(g11)7" = =0 = A =r?—2m(r)r +a (131)

El horizonte de eventos estd dado por la solucién a la ecuacidon trascendente

2 2 2
My (3,35 My (3, 75)
s = % + % —a2. (132)
(3) (3)

Esta ecuacion coincide con la ergoesfera cuando 6 = 0.
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3.3.1.4 Kerr-Newman NC

La ecuacidén que define el horizonte de eventos tendrd hasta dos soluciones

A’ N
(g1)7' = 02~ 0 = A =r*=2m(r)r+a*+q(r)> (133)

El horizonte de eventos estd dado por la solucion a la ecuaciéon trascendente

%) My(3. %) ’ Q? 1A\ oy (17 2 (3 r2

w) 2a) | o PNl oL Ta e (LT 2, (3. T

) r(3) T HY (2’4@) Jz_ﬁy(2’4ﬁ):|+ o1\ 27 40 (134)

3.3.2 Agujero Negro extremo

My (3
I(

THs =

NI

Como arriba se menciona la ecuacién que define al horizonte de eventos es cuadratica, es
por ello que en general obtendremos 2 soluciones para el horizonte de eventos, sin embargo
hay valores para los cuales la relacion entre la masa la carga y el momento angular del AN
permiten un solo horizonte de eventos, cuando estas condiciones se presentan obtenemos
un AN Extremo

3.3.2.1 Kerr

La ecuacién para el horizonte de eventos (128) solo tiene solucion real para valores de la
masa M > a, de lo contrario no habria horizonte de eventos y nos encontrariamos con una
singularidad desnuda, este ultimo resultado no es posible si tomamos en cuenta la hipdtesis
de la censura césmica.

Sin embargo, tenemos aun el caso en que M = a, cuando esto sucede, el agujero negro
alcanza el maximo valor de momento angular posible y sélo existe un horizonte de eventos

ry =M. (135)
El radio del horizonte de eventos

ry =M=++vVM2—ad?,

existe solamente para a < M. Entonces existe un momento angular maximo J,,, para un AN
de Kerr que corresponde a

an,=M, J,=a,M=M?>

3.3.2.2 Kerr-Newman

La métrica de Kerr-Newman posee so6lo una solucidn para el horizonte de eventos cuando
M? = a® + Q?, si esta condicién se cumple el horizonte de eventos es

rg =M, (136)
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y el AN es extremo

3.3.2.3 Kerr no conmutativo

A partir de M = M (ry), la condicién de agujero negro extremo M, = 0 se escribe como

2.93/2., (3 i 3/2..(3 i
o oy 4aﬁ/Y(§’4_{‘{7) 41?/)/(5’4_%)
(a —|—rH)e 4+ 3 - =0.

'y g

En el caso del agujero negro de Kerr, se observa que para un valor dado de la masa M es
posible tener dos horizontes mientras que en el caso no conmutativo, los horizontes pueden
no estar presentes para el mismo valor de M. Este comportamiento esta determinado por la
configuracién de agujero negro extremo. Para tener una idea mds precisa, consideremos el
caso de a = 3: en el caso conmutativo el horizonte del agujero extremo es rf; = 3 con una
masa M, = 3, mientras que en el caso no conmutativo con ¥ = 1, se tiene que r;, = 4.09972
con una masa M, = 3.27306. Puede verse también que la separacion entre los horizontes
interno y externo es mayor en el caso conmutativo que en el no conmutativo para un mismo
valor de M.

0 2 4 6 8 10

Figura 3: Radio del Horizonte de eventos en funcién de la masa para Kerr NC a = 0,1, 3 (izquierda a
derecha) con 4 = 0.001.
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St
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Figura 4: Radio del Horizonte de eventos en funcidon de la masa para Kerr NC a = 0,1, 3 (izquierda a
derecha) con ¥ = 1.

3.3.2.4 Kerr-Newman

De manera andloga al caso del agujero negro de Kerr, la condicién de agujero negro
extremo M . = 0 para la métrica de Kerr-Newman se expresa como

2 2 2
s s o "H r2
( 2+ 2) _%_}_4(121?3/2}’(%:4_%) +q2e 41?Y(%,4—H) quHe 417}/(2,4_1;1?)
a ri)e 4 .
! T n V2n/ 9
8 2 _% 1 rl%l 3 rIL-)I 2‘/5\/5 2 _2_% 3 rfl
qae “Yl2,25 |V 229 qce Wy 5, 4%
_ S 4
nry Ty
493/2g2( L i 2 37y 493/2,( 3 2
ay 22 49 Y 22 4 Y3, a9
T 3 - =0. (137)
7TrH rH

Observamos una situacién similar para la existencia de horizontes conforme varia la masa
del agujero negro. En este caso tenemos que con a = 3 y ¥ = 0 se tiene que la configuracién
extrema corresponde a rj; = 3.16228 con una masa M, = 3.16228, mientras que en el caso
no conmutativo con 4 = 1, se tiene r; = 4.14796 con M, = 3.39117.

3.3.3 Censura césmica

La expresién para el horizonte de eventos indica que un horizonte sélo existe bajo ciertas
condiciones. Este hecho nos lleva a preguntarnos si una singularidad esencial puede existir
en la ausencia de un horizonte de eventos (singularidad desnuda).

La hipdtesis de la censura cdsmica fue formulada por Roger Penrose Penrose et al. [2002] e
indica que la naturaleza “censura” singularidades esenciales de espacio-tiempo, en el sentido
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Figura 5: Radio del Horizonte de eventos en funcién de la masa para Kerr-Newman NCa = 0,1, 3
(izquierda a derecha) con 4 = 0.001 yQ = 1.
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Figura 6: Radio del Horizonte de eventos en funcion de la masa para Kerr-Newman NCa =0, 1,3
(izquierda a derecha) con? =1y Q = 1.
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de que todas estdn dentro de un horizonte de eventos que las hace invisibles al universo.
Desafortunadamente la hipétesis no ha sido probada, sin embargo, no hay violaciones a la
hipétesis conocidas (observacionales o tedricas) Risaliti et al. [2013].

Para el caso no conmutativo como se observa en las Figuras (3), (4), (5) y (6), aun
existen horizontes de eventos. Sin embargo recordemos que una de las ventajas de utilizar
soluciones no conmutativas es regularizar la singularidad del AN; es por ello que aunque
desaparezca el horizonte de eventos no tendremos una singularidad desnuda pues ya no
existe tal singularidad. Por ende se respeta la conjetura de la censura césmica, una solucion
NC es una solucion regular.

3.3.4 Ergoesferas

3.3.4.1 Ergoesferas en Kerr

Con suficiente propulsiéon, un observador puede permanecer estacionario en cualquier
punto fuera del horizonte de eventos de un AN de Schwarzschild con respecto a un obser-
vador en el infinito, sin embargo para un AN rotante existe una zona fuera del horizonte
de eventos donde es imposible permanecer estacionario para un observador en el infinito.
Esta zona es llamada ergoesfera, y permanecer estdtico dentro de este regién implicaria una
violacion de causalidad, ya que se requeriria una velocidad mayor que la velocidad de la luz
para que un observador permaneciera estatico.

Para entender mejor este concepto consideremos un observador estacionario, con 4-
velocidad

dt
ut = (u°,0,0,0) = (—,o, o,o). (138)

dr

La norma de la 4-velocidad estd dada por
uf'u, = 200 (u®)?. (139)
donde para la métrica de Kerr
2Mr r? 4+ a%cos?0 —2Mr

8oo = —(1 )=-— : (140)

r2 + a2cos26 r2 + a2cos26

La norma de la 4-velocidad se anula si gy, = 0. Esta condicién se satisface si r? + a®cos26 —
2Mr = 0; resolviendo para r obtenemos una superficie definida por
rex(0) =M+ vV M2 —a2cos26. (141)

Entonces goo > 0 dentro de esta superficie, mientras que gy, < O fuera de ella. Ya que (u®)?
siempre es positivo, la condicién (139) no puede ser satisfecha por un observador ubicado
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Figura 7: Corte polar de un AN de Kerr y extremo de Kerr donde se muestran horizontes de eventos(r
y r_) y fronteras de la ergosuperficie(z, y z_)

enr <r,, 6r=>r,_;enlaFigura (7) observamos la ergoesfera de un AN regular y uno ex-
tremo. En ambos casos una gran parte de la ergosuperficie esta fuera del horizonte de eventos.

Esto es mas evidente si comparamos

ro=M++vVM2—a? rex = M+ v M2—a2cos26

ya que si a # 0 la superficie r, generalmente estd fuera del horizonte excepto en los polos
(6 =0, ) donde ambas superficies coinciden.

El efecto de arrastre debido a la rotaciéon de AN afecta también a particulas prueba no
masivas dentro de la ergosuperficie. Consideremos una particula no masiva dentro de la
ergosuperficie moviéndose tangente a un circulo de r constante en el plano ecuatorial 6 = 7.
Entonces dr = d6 = 0 y ya que es una particula prueba no masiva sigue geodésicas nulas,
es decir ds® = 0; el elemento de linea de Kerr se reduce a

goodt® +2gp3dtd + gzsddp? = 0. (142)

. . .7 I d
A partir de esta expresion obtenemos una ecuacion cuadratica para d_(f

do d¢)2
2 —_— — ] =0. 143
goo 80377, +g33(dt (143)
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Resolviendo para % tenemos

d$ _ gos (@)2_@ (144)

2V9 :|: s
dt 833 833 833

donde tomaremos el signo + cuando el movimiento es opuesto a la rotacién del AN y el
signo — cuando se mueve con la rotacién del AN, tomando el valor go, = 0 cuando la
particula prueba no masiva se encuentra en la frontera de la ergoesfera, la cual constituye
una superficie que define el limite estdtico; obtenemos asi 2 soluciones

d
d¢ =0,
dt
cuando la particula prueba no masiva viaja en sentido contrario a la rotacién del AN.

(145)

(146)

Figura 8: Geodésicas tipo tiempo en el plano 6 = 7 ilustrando el efecto de arrastre

Esto quiere decir que una particula de prueba no masiva dentro de la ergosuperficie es
arrastrada en direccidn contraria a su direccion original si viaja en contra de la rotacion
dentro de la ergoesfera. Si una particula de prueba no masiva que viaja a la velocidad de la luz
es arrastrada, entonces cualquier objeto también lo serd y es imposible evitarlo, pues tendria
que viajar con una velocidad superior a la de la luz para mantenerse estatico respecto de un
observador en el infinito. En la figura (8) se ilustran las geodésicas que siguen particulas
prueba no masivas cerca del horizonte de eventos del AN de Kerr.
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3.3.4.2 Kerr
Ergoesfera
Ya se tiene una idea entonces de lo que es una ergoesfera, sin necesidad del uso de

cuadrivelocidades la podemos definir como la superficie en la que la norma del vector de
Killing temporal k* = (1,0,0,0) se anula. Similar al caso resuelto en la ecuacién (139)

obtenemos
2Mr
k‘uk‘u = —800 — 1— p2 =0. (147)
Por lo que la ergoesfera esta dada por la ecuacién
rex(0) =M+ vV M2 —a2cos206. (148)

3.3.4.3 Kerr-Newman

La superficie en la que la norma del vector de Killing temporal se anula en este espacio-
tiempo es

res(0) = M £ v/ M2 —a2c0s26 — Q2. (149)

Esta es entonces la ecuacion de la ergoesfera.

3.3.4.4 Kerr no conmutativo

La superficie en la que la norma del vector de Killing temporal se anula en este espacio-
tiempo estd dada por
2m(r)r

—go0=1— o =0 = r2 + a?cos0 —2m(r)r =0, (150)

cuya solucién analitica no existe, la ergoesfera es la solucién de la ecuacién trascendente

3 12 5 2, 1?
My(3.35) , || Mr(3:35)

r(3) ri3)

%

S

re+(0) = —a2cos26. (151)

3.3.4.5 Kerr-Newman no conmutativo

La ergosuperficie estd dada por

—goo = r2—2m(r)r+q(r)* +a*—a%sen®> =0 = r2 +a%cos0 +q(r)?>—2m(r)r =0,
(152)
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cuya solucién analitica no existe; la ergoesfera es la solucion de la ecuacion trascendente

2 2 2
- My(3.3) My(3. 35) Q? 12\ (112 2 (312
O | T | T [Y (2 4ﬁ) «/_21?Y(5’4_1?)]+J17 Y(z 41?) (153
3.3.5 Geodésicas

3.3.5.1 Geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr

Para simplificar calculos nos restringiremos al plano 6 = 7 (geodésicas ecuatoriales). El
elemento de linea con esta restriccion queda

ds? (1—@)& —4Mad¢dt+ "art+ (2 +a +2Ma )d 2. (154)

Hay dos cantidades que se conservan deb1do a que la métrica es independiente del tiempo
coordenado t y el dngulo azimutal ¢

€:=—&u", (155)

A= —Egut, (156)

€ es la energia por unidad de masa en reposo y A es momento angular por unidad de
masa. Calculamos de (154) cantidades conservadas; tenemos asi

—e =gy u' + g pu?, (157)

A =gy’ + g¢¢u¢. (158)
Resolviendo para las componentes u’ = g—i yu® = i—‘f con 7T igual al tiempo propio
obtenemos

dt 1[,, , 2Mada*> = 2Ma
—=— — A 15
In A[(r +a+— )e . } (159)
dep 1 [ 2M 2Ma ]
-_—=— ——)A , 160
dt A (1 r JA+ r (160)
donde hemos usado las expresiones explicitas de los coeficientes métricos.
Con la normalizacion ds? = —d 72 tenemos que
dr\2 2M 2A*—d*(e*—1) 2M(A—ae)?
(_") _2M A-ale-l) MEA—ae)” 2y (161)
dt r r2 r3
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donde hemos usado (159) y (160). Aunque se puede dejar la ecuacion asi, también se puede

2_ , .
escribir en una forma mas familiar si consideramos a < 1 como la energia total asociada a

la particula prueba. Esto nos permite reescribir (161) como

e2—1 1,.dr,
= —=(— V. A 162
2 2(d’[) + eff(r5€9 )J ( )
donde
M A*—a*(e*—1) M(A—ae)?
Veff(r, €, ),) = —? + 972 - 3 5 (163)

se denomina el potencial efectivo. Una particula prueba en caida libre en el espacio-tiempo
de Kerr seguiria una trayectoria cuya evolucién es descrita por una ecuacién Newtoniana
con este potencial Chandrasekhar [2002].

3.3.6  El efecto de Lense-Thirring

Una caracteristica que no aparece en agujeros negros sin rotacion es el arrastre de marcos
inerciales; el AN arrastra espacio-tiempo con él mientras rota. Una consecuencia de este
arrastre es que una particula que se suelta radialmente hacia el centro de un AN de Kerr va
a adquirir componentes no radiales de movimiento mientras cae libremente en el campo
gravitacional del AN. Puede calcularse % para una particula liberada del reposo utilizando
la métrica de Kerr para ilustrar mejor el arrastre de marcos inerciales.

Consideremos una particula liberada desde el reposo sin momento angular inicial. Su
energia serd asi igual a su masa en reposo, por lo tanto las cantidades conservadas (155) y
(156) tendran los valores:

e=1, A=0.

En este caso las ecuaciones (160) y (162) toman la forma

d¢ 1 (2Ma

r - 16

dt A( r )’ (164)
dr 2M a2
— =\|==14+ = 165
dt \j r ( + r2)’ (165)

que al combinarlas obtenemos

(166)

— — 14+ —
dr dr/dz rA (1+

r r2
La particula es arrastrada un dngulo ¢ conforme se dirige radialmente hacia el interior
del AN, aunque ninguna fuerza actie sobre ella. Este efecto se denomina arrastre de marcos
inerciales y produce una precesion detectable llamada precesion de Lense-Thirring o efecto de

d¢ d¢/dv  2Ma [ZM az)]_%



3.3 CARACTERISTICAS DE AGUJEROS NEGROS ROTANTES

Lense-Thirring Lense and Thirring [1918].

A continuacién se hard el cdlculo de la precesién de Lense-Thirring utilizando el 4-momento
en la métrica de Kerr. Escribimos primero que

p?=p3=g¥p, = g¥ps+g*py, (167)
p'=p°=¢g%p, =¢"po+g%ps, (168)
donde 4 p
t
pP=m—, p = nd®. (169)
drt drt

Combinando (167) y (168) tenemos

d¢ _p> _ &¥ps+8%po (170)
dt  p®  g%po+gO3P;
Si consideramos que el momento angular de la particula prueba es nulo entonces p; =0y
(170) se convierte en

d 3 30

O _P _&Po_ g (171)
de  p® g%p,

Consideremos ahora un elemento de linea de un espacio-tiempo general con rotacion
como (112) con (113) obtenemos

_ daf

w(r,0 172
(r,60) = % a72)
Para la métrica de Kerr se tiene explicitamente que
4M
w(r,0) = 4 (173)

(r2+a2?)2—a2Asen26’

cOnA=r —2Mr+a2.

En la Figura 9 se presenta la grdfica de (173) a distintos dngulos; como puede apreciarse
mientras crece el angulo también lo hace la velocidad de arrastre.

Utilizando (172) podemos calcular facilmente para la métrica de Kerr NC la velocidad
angular de precesidn; el resultado es

4m(r)ra
(r24a2)2—a2Asen26’

ch(r’G) - (174)

con Ay =r?—2m(r)r +ad?.
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20f

\ ! ! ! r
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 9: Precesion de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr clasica. Para las curvas de arriba
m™ T T

a abajo se utilizaron los dngulos 6 = 7, 3, Z’% y0,cona=M =1.

El valor de w,.(r,0) se ve modificado de acuerdo al pardmetro de no conmutatividad.
Este comportamiento tendria consecuencias observacionales ya que un posible experimento
podria estimar el valor de pardametro NC, encontrando desviaciones en la teoria clasica. En
la Figura 10 se comparan el caso clasico y no el conmutativo a distintos valores de 8, como
se observa el efecto de no conmutatividad disminuye el arrastre para un mismo valor de la
masa y del momento angular de un AN.

La ecuacién (172) es muy ttil y con ella obtenemos la precesion de Kerr-Newman y
Kerr-Newman NC respectivamente

4a(Mr—Q?)
o(r,0) = ~ , 175
o(r,0) (r2+a2)2—a2Asen26 (17)
donde A =12 —2Mr +Q*+ad?y
4 2002

(r24a2)2—a2Asen20’

con A, =r2—2m(r)r +q*(r) + a?.

Este calculo resulta importante pues nos da una clara diferencia entre el caso no con-
mutativo y el caso cldsico de una propiedad medible de un AN, es decir, mediante una
medicion directa del arrastre de marcos inerciales podria ser estimado el parametro de no
conmutatividad. En las Figuras 11 y 12 se hace evidente este cambio en la velocidad angular
del espacio-tiempo que es arrastrado debido a la rotacion del AN.
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a) b)

Figura 10: Precesion de Lense-Thirring asociado a la métrica de Kerr no conmutativa (lineas sélidas)
comparados con la precesién de Kerr cldsico (en negro). Se utilizaron distintos valores del
parametro no conmutativo U: a) ¢ = ‘l‘ b) U= % c) v = ﬁ d) U= 10%.

10
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02r

-021

-04F

Figura 11: Precesion de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman clasica; de arriba a

abajo se utilizaron los dngulos polares 6 = 3, %, 2,2 y0,con M =1ya* =Q* = 3.
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Figura 12: Precesion de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman no conmutativa (en
rojo) comparadas con la precesion de Kerr-Newman clasico (en negro). Se usaron dnica-
_ 11 1. e (o
mente los valores de ¥ = 3, 75 ¥ 1055 este ultimo valor se superpone ya al caso cldsico.
Los valores para el angulo polar 6 son:a) 6 = 72 b) 6 =3 ¢) 6 =7 d) 6 =0.
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3.3.7 Proceso de Penrose

La existencia de superficies separadas definiendo la ergoesfera y el horizonte de eventos
de un AN de Kerr, implica la posibilidad de extraer energia rotacional del AN. Una manera
posible de extraer energia de un AN con rotacién es mediante el proceso de Penrose Penrose
et al. [2002] que consiste en lo siguiente:

Una particula cae en la ergoesfera de un AN de Kerr y decae en 2 particulas, una cae dentro
del horizonte de eventos, la otra escapa de la ergoesfera hacia el infinito. El decaimiento
dentro de la ergoesfera es un proceso local por lo que el 4-momento se conserva

Py =Py + Dy (177)

La energia de la particula que fue lanzada al infinito con masa m, puede calcularse por
medio de la definicion (155) con el resultado

Ey = —ph&, = mye. (178)

Aplicando esta misma definicién a p, para obtener la energia inicial obtenemos

Ey=—py&: =Ey+Ey, (179)

por lo que

E2 — EO_EI' (180)

Si la particula 1 fuera hacia el infinito, E; seria positiva por lo que E; < E; y obtendriamos
menos energia que la que se introdujo; sin embargo por la ecuaciéon geodésica (162), si la
particula 1 entra al horizonte de eventos, seguird una trayectoria tal que E; < 0. Esto es
posible haciendo una comparacién con la radiaciéon de Hawking, donde E; no es una energia
dentro de la ergosuperficie sino una componente del momento espacial, la cual puede tomar
valores positivos o negativos; para estos decaimientos se tiene

E, > E,. (181)

Esto quiere decir que energia neta estd siendo extraida en el proceso de Penrose, algo
que no es una posibilidad en un AN sin rotacién. Sin embargo no se puede extraer energia
infinita del AN, pues cada vez que se extrae energia mecénica de él, éste pierde momento
angular, y después de un numero finito de procesos de Penrose el AN pierde su momento
angular por completo.

Como puede observarse en nuestro andlisis cualitativo, esto no depende de la no con-
mutatividad del AN es por ello que concluimos que de un AN rotante NC podemos extraer
también energia mediante el Proceso de Penrose.
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Figura 13: Esquema cualitativo del proceso de Penrose

3.3.8 Ntcleo de de-Sitter rotante

3.3.8.1 Kerr NC

Uno de los objetivos de realizar las versiones no conmutativas de estos AN es la de
regularizarlos, ya que este tipo de AN es regular no presentan singularidades, pues para
r < 1 la curvatura estd dada por

r? M
R:4AE con A:ﬁeg.
Como se observa R no tiene problemas para ningun valor de r, es por ello que no hay
singularidades.

(182)

En vez de singularidad obtenemos un nucleo de de-Sitter con rotacién cuya constante
cosmologica A estd dada por (182)
2
1 A
ds? = —dr?— = [adt—(r*+ az)d¢>]2 + A dt—ade)?, (183)
Ap r2 r2

con Ay = r2+a2—%r4

3.3.8.2 Kerr-Newmann NC

Esta métrica es regular, no posee singularidades. Para mostrar esto analicemos el compor-
tamiento del escalar de curvatura en el limite en que r — 0

o V2Q% —4M Vo
Iim hn}tR = 52 ,
063 T (184)
lim limR = 0.
9—>§ r—0

Obtenemos valores distinto dependiendo de nuestra aproximacién, sin embargo el escalar
es constante en ambos casos y no presenta singularidades.
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Los ejemplos de métricas discutidos en capitulos anteriores estdn basados en el uso de
electrodinamica de Maxwell, la cual es una electrodindmica lineal.

Tomemos ahora un ejemplo donde los coeficientes métricos son de hecho mas complicados

debido al acoplamiento con una electrodindmica no lineal y veamos si podemos encontrar
su respectiva métrica con rotacién mediante los métodos descritos anteriormente.

4.1 EINSTEIN-BORN-INFELD CON ROTACION MEDIANTE EL ALGORITMO DE JANIS-
NEWMAN

Consideremos el segmento de linea del espacio tiempo de Einstein-Born-Infeld (EBI)

2 2 -1
dszz—(l—z—M+Q (r))dt2+(1—2—M+Q—(r)) dr? +r2d0?

r r2 r r2
= —fodt* + f71dr? 4 r2dQ?, (185)
4 -
V1 4 2
Q%(r) = Q? {2 [% - %T’z— S (P)aFi(1/4, 1/2,5/4,—?4]]},
= . /Q
donde 7 := % yro:=14/%-
Notemos que de acuerdo a (62) e2® = g724 — fq o bien & = —A. Sustituyendo en (73)
obtenemos:
—fq 0 0 asen*6(1—f,)
2
© e 0 0
8uv = p?fqta®sen?6 . (186)
. . 2 0
Jo}

sen®6 (p? + a’sen®6(2—f,))

Para este caso no sabemos como complexificar la coordenada r que aparece en la funcién
hipergeométrica, ya que no es posible llevar la métrica de EBI a la descomposicion de Kerr-
Schild. Es por ello que la prescripcion dada en la ecuaciéon (84) no es til en este caso;
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sin embargo tomaremos del articulo Julio and Lombardo [2004], la aproximaciéon donde
se realiza una expansioén en serie de Taylor de la variable ¢ y encuentra que una forma
aproximada de la funcién hipergeométrica con rotacién es precisamente la misma funciéon
hipergeométrica estatica sin cambio alguno por lo que

fi=1-—="2 (187)

Esto nos deja después de hacer un poco de algebra con el elemento de linea

2Mr—Q(r)? 2 2Mr—Q(r)> Ysen?6
ds? = (1——Q())dt2—p—dr2 +2asen29—Q()dtd¢ 22— 7 442
p? A p? p?
donde  %:=(r’+a?®)?—a?Asen®0 y A:=r?’—2Mr+Q*+a>
(188)
Para saber si este es el espacio tiempo deseado utilizaremos las relaciones
b2 b2 1
—Tog = Toy = —(1—1i), Ty =T33 =—(1—1T 7). 18
00 = T2 47r( i) 1= Ts3 47T( a ) (189)

Estas ecuaciones nos dice las relaciones que siempre cumplen las componentes del tensor
de energia momento del electromagnetismo de Born-Infeld y que la forma de @i es entonces

T, 4 r 1
g=-00_T (4202471 . (190)

7 To
r4 [ To r2 r4+2
\ 5+1

Queremos entonces que nuestra métrica (192) genere un tensor de energia-momento que
cumpla con las relaciones (189). Podemos verificar mediante un cdlculo directo que con
la métrica obtenida no podemos obtener i tal que satisfaga las ecuaciones de campo. En
consecuencia este no es el espacio-tiempo deseado correspondiente al monopolo rotante de
EBL

o
w
je)
IN
-
N
N

4.2 BORN-INFELD CON ROTACION POR EL METODO DE AZREG-AINOU

Consideramos el segmento de linea del espacio-tiempo estatico de Einstein-Born-Infeld
(EBD)

2 2 -1
dszz—(l—&—FQ—(r))dtz—k(l—%—}—Q(r)) dr? + r2d0?
r

- r2 r2 (191)
=4 /1 4
Q*(r) =@ {2 [% — %#—%(#)2&[1/4, 1/2,5/4’—"4]}}7
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5 _./Q
donde F = -y ro=+/3-

Ya que esta métrica cumple con las condiciones que requiere (112) podemos en principio
obtener una métrica con rotacion a partir del coeficiente g,y de (191); utilizando el algoritmo
de A-A discutido en el capitulo anterior obtenemos

2Mr —Q? 2 2Mr —Q2 Ysen20
ds? = (1= =) 42 P7 42 4 90een?0 M =X drdp — p2do? — 20 2
p? A P> P2
2
Ya que Fz(l—%wLQ(zr)) = 2f =2Mr—Q*, A=r*—2Mr+Q*+d.
r r

(192)

Podemos ver que esta solucion es idéntica a (188), la cual sabemos ya que no corresponde
a un monopolo rotante con electrodindmica de EBI

4.3 ANALISIS DE LAS COMPONENTES DEL TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO

Sabemos de Julio and Lombardo [2004] el valor que debe tener el cociente de las
componentes del tensor de energia-momento Too asociado a la métrica de EBI

4 _1
T 4 r4 4 rd 2 2+ 2
Sl () IR N I A R B IR [y pESA ) BN | e TE)
Toe p4 r4 p4 r4 P2 =
1+

o equivalentemente

T 2 ro 1 ro
= 1+ 2=\ 1+ 22— —— || 1+ 1+ 2 |p?
66 r r r r
| 140
- -1
r2 ra 1 ra
=1+ |1+ 2 ——=—-2|p? (194)
4 4 = 4
|0 145
- -1 -1
1 1 1 1
=1+ 5| —=——=-1]p*| =|1-5|1-———=|p?
r rg 2 T‘g
i \/1+r—4 ‘\/1—|—r—4

Para conocer exactamente la funciéon f de la métrica (112), utilizaremos las siguientes
relaciones Azreg-Ainou [2014]

z(rf,r_f) Z(Tf’r—f) _.ﬁ

Ttt = € = p4 TQQ = Pg = p4 p2 (195)
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. T, o
Entonces el cociente ﬁf; se puede escribir

T € Z(Ff,r—f) z(rf,r_f) f,rr -
Too b0 P [ p* _ﬁ] ’ (e
0 en términos de’%
T U pz]‘l
Tog | 2(rfr—f)
T 20/
“UTT 2R, } e
. [ 1 r (f/r,rr) 2 !
-l sl

Tomemos la métrica estatica de EBI (191); si aplicamos el formalismo del capitulo anterior
obtenemos para (113) especificamente

2b2r* q? 4 15 ¢
_ 2201 _ _ _ 1 1.2 .z
2f =r“(1—F) =2mr 3 (1 1+ D24 3qu1 ot

y también A = r?F +a? y ¥ = (r?+a?)?—a?Asin0.

Utilizando la expresidn anterior para f es entonces facil obtener

2.2 ré
(’i) — L l1-\1+2],
r), ro ré4

(199)
242 ra
(i) __4qar 1— 1+_0 ,
rr

r 4 r4
4\/ To
roV 1+ -2

donde se ha usado la identidad

F_ds 1 (115 15 200)
. /x4+r§_rz NW2aa )
Mediante estds dos ultimas expresiones podemos verificar que (197) conduce a la expre-

sion conocida para el cociente de las componentes del tensor de energia-momento (194) de
manera exacta.

Esto nos indica que la solucién generada mediante el método de J-N o A-A nos reproduce
la razén (194) la cual es conocida para el monopolo rotante, sin embargo no reproducen las
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componentes individuales T;; y Tgy que se asocian al monopolo rotante con electrodindmi-
ca de BI. Analizar a mayor detalle este tema para posteriormente construir soluciones no
conmutativas con rotacion con electrodindmicas no lineales es de gran interés; por ejemplo
reproducir el método de A-A sin utilizar el tensor de energia-momento de un fluido perfecto
podria darnos pistas de como conseguir la solucién correcta.

A pesar de no conocer la forma de la métrica de EBI con rotacion, ya tenemos algunas
pistas; sabemos la forma que debe tener el tensor de energia-momento y que no es del tipo
D en la clasificacién de Petrov como se demuestra en el siguiente trabajo A. Garcia, por lo
que debemos considerar algo méas general.
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CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

Generar soluciones con rotacién en Relatividad General no es una tarea sencilla. Como es
sabido, pasaron muchos afios antes de que se obtuviera una por primera vez. En este trabajo
se analizé el algoritmo de Janis-Newman y el método de Azreg-Ainou que proveen de este
tipo de soluciones de una manera sencilla, transformando la simetria de un espacio-tiempo
estatico esféricamente simétrico a una simetria axial. Se logré asi transformar la simetria de
un espacio-tiempo estdtico que describe una fuente con masa, cargada o no, a un espacio-
tiempo con rotaciéon utilizando ambos métodos.

Mediante el algoritmo de Janis-Newman obtuvimos la siguiente forma para una métrica
general con rotacion

_ech(r,e) 0 0 asenZQeé(r,G) (el(r,Q) _ e<I>(r,9))
. p2
guy = p2e=21(0) +a2sen26 0 0 ,
u . . P2 0

Senze(pz + azsenzeeé(r,e) (2el(r,9) _ecb(r,e)))

a partir de una métrica semilla con simetria esférica

dSZ:_eZCI)(r)dtZ_i_eZl(r)er+r2(d92+sen29d¢2).

En este resultado s6lo hace falta sustituir los coeficientes métricos, que se han transformado
una vez que se ha permitido a las coordenadas (u, r) tomar valores complejos.

El paso en el método del algoritmo de Janis-Newman en que permitimos una comple-
xificaciéon de las coordenadas ha creado controversia alrededor del método, pues no se
conoce una manera sistematica de realizar este cambio y mantiene cierta arbitrariedad al
respecto. Para resolver este aspecto, aunque no se pierde del todo esta arbitrariedad, se ha
propuesto una nueva prescripcion para la complexificacion de las coordenadas Modesto and
Nicolini [2010]. Esta prescripcion ha sido propuesta luego de observar la forma matematica
de los coeficientes métricos de los espacios-tiempo de Schwarschild y Reissner-Nordstrom al
transformarse en los de Kerr y Kerr-Newman escritos en la descomposicién de Kerr-Schild

r
dsgstética = dSIZVIink - ]5._2) (kudxﬂ)z_

Con la misma fuente de materia pero diferentes simetrias, todas las soluciones con rotacién
conocidas hasta el momento, escritas en la descomposiciéon de Kerr-Schild mantienen la
misma funcién j(r) que las soluciones estaticas, esto es, tienen la forma
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ds? = ds? J(—r)(lzudx“)z,

rotante Mink Iy

después de realizar la complexificacion. Por lo tanto la nueva informacién que incluye la
rotacion, se encuentra en el cambio de k, — l~<u y en la transformacién de la coordenada
r en el denominador del segundo término en la descomposicién; si bien atin no sabemos
con exactitud la forma que adquiere I~<M al menos sabemos que la funcién j(r) no debe ser
cambiada al pasar de una simetria a otra.

Aplicando estos resultados a las métricas de Schwarschild y Reissner-Nordstrom en sus
versiones no conmutativas

-1
2 2
ds* = —(1—M)dt2 + (1— m(r)) dr® +r2dQ?,

)

>

NI
IR
&

conm(r) = ZMY(

3

ds? = —fdt>+ f1dr? 4 r2dQ?,

donde

4M (3 r? Q> 1 r? r 1 r? 2 3 r?
_ . 2 . . .
f=1- "NSoom == 7\ 55m Y\l \Nsr | 5053 |
Jrrt \ 27 40 r 240 J2u ' \ 2 47 0 2 49

respectivamente, logramos obtener los siguientes elementos de linea

2 4 29 2
i :_(1_ m(;’)r)dtz_ m(r)rczlsen dodt + p° 2 | p?d6?
P P A’

2 29
Sen )senzedgoz.

2m(r)ra

p2

+ (rz +a*+
Con A’ = r2—2m(r)r + a?, esta es la métrica de Kerr no conmutativa en coordenadas de

Boyer-Lindquist. Ademas

_ A’—a%sen®0
N ¥

A~/_ 2 29
+ 2asen?6 (1 — %)dtd(p

A~/_ 2 29
—sen?6 [Z} + a%sen? (2— %)] dp?

¥
ds? dt?® — =dr?—xdo?
Al

-
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donde A’ = r2—2m(r)r +q(r)?+ a?, es la solucién que corresponde a la métrica de
Kerr-Newman no conmutativa en coordenadas de Boyer-Lindquist. Gracias a la prescripcion
antes descrita concluimos que m(r) y q(r) forman parte de j(r) en la descomposicién de
Kerr-Schild, por lo que se mantuvieron intactas al cambiar la simetria del espacio tiempo no
conmutativo para incluir rotacién.

Por otro lado, el método de Azreg-Ainou nos dio la ventaja de generar soluciones con
rotacion sin complexificar coordenadas, por lo que se elimina la ambigiiedad del algoritmo de
Janis-Newman. Esto se logra aplicando nuevas condiciones que nos imponen las ecuaciones
de Einstein para el tensor de energia-momento de un fluido perfecto. Se obtuvo asi el
siguiente elemento de linea para una métrica general con rotacién

2 2 20 3 2
ds? = —(1——£)dt2 + p_dr2_4afidtd¢ +p2d92 4 ﬂdqﬂ’
P A p? p?
donde

p? =r?+a’cos’h. 2f =r%(1—F), A=r*F+a®=r>-2f +d?
> = (r? 4 a®)?—a*Asen?6.

Este elemento de linea se obtuvo a partir de la métrica semilla estatica

dr?

E(r)

ds2 :—G(r)dt2+ +H(r)(d92+sin29dcpz),

donde tomamos el caso en que G = F y H = r2.

Notemos que en este resultado solo falta sustituir los coeficientes métricos del espacio-
tiempo estatico, sin ningun otro cambio. Si tomamos de nuevo como métricas semillas las
métricas de Schwarschild y Reissner-Nordstrém, en sus versiones no conmutativas generamos
las métricas

2 2 4 29
dszz_(1——m(2r)r)dt2+p—dr2— am(r)zrsen ded¢
P A P
Ysen?6

+p%d6* + e do?,
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las cuales respectivamente corresponden a las métricas de Kerr y Kerr-Newman no conmu-
tativas. Ambas soluciones son idénticas a las encontradas mediante el algoritmo de Janis
Newman lo cual fortalece el argumento de utilizar la prescripciéon que dejé intactas las
funciones dependientes de r en los coeficientes métricos.

Las caracteristicas de un AN rotante se ven afectadas al considerar no conmutatividad. En
el caso de la velocidad angular del arrastre de marcos inerciales pudo observarse que ésta
disminuye cuando el pardmetro de no conmutatividad aumenta.

Al analizar la gréfica w vs r de la velocidad angular del AN de Kerr cldsico y Kerr NC,
se utilizaron los mismos valores para la masa y para el momento angular, sin embargo los
valores de w para el espacio-tiempo NC decaen mas rdpido al acercarse a r = 0; es necesario
un pardmetro de no conmutatividad del orden de 10~ para que la velocidad emule el
comportamiento de Kerr cldsico.

Por otro lado al comparar las gréficas w vs r de Kerr-Newman cldsico y NC se observa un
comportamiento similar al de Kerr; para valores iguales de momento angular, masa y carga,
la velocidad angular decae mas rapido para el caso NC que para el clasico; a valores mas
grandes del parametro NC ¥ mas rapido decae y para emular el comportamiento clésico fue
necesario que ¥ tuviera un orden de 10 2.

Es importante encontrar posibles efectos medibles de las consecuencias de la existencia de
no conmutatividad, el comportamiento de la velocidad angular es un posible efecto medible
para estimar el valor del pardmetro NC que atin no ha sido publicado.

Otros posibles observables que no han sido publicados y que pueden explorarse en el
futuro son:

= El horizonte de eventos sin restringirnos al caso extremo. Recordemos que con la
reciente imagen del Event Horizon Telescope, fue posible estimar el radio del AN.

» La ergoesfera. Esta deformard el efecto de lente gravitacional, por lo que en principio
podria ser medible indirectamente.

= La sombra del agujero negro, la cual se verd afectada por el arrastre de marcos inercia-
les.

Un caso de interés que nos puede proporcionar mayor informacién sobre métricas clasicas
y no conmutativas surge al acoplar una electrodindmica no lineal con el campo gravitacional.
Es por ello que finalmente se considerd un espacio-tiempo con este tipo de electrodindmica,
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en este caso fueron aplicados los dos métodos aqui estudiados a la métrica de Einstein-Born-
Infeld(EBI) (A). Ambos métodos arrojaron el mismo resultado mostrado a continuacién

2Mr—Q(r)?
pz
donde %= (r2+a2)2—a2Asen20 A=r2—2Mr+Q?+d%.

2Mr—Q(r)?
p2

Ysen26

2
ds? = (1— )dt2—P_dr? 1 2asen?6 dtdp — p2d6> — de?,
A 02

Esta métrica sin embargo no corresponde a el espacio tiempo de EBI con rotacién puesto
que no reproduce las expresiones conocidas para las componentes del tensor de energia
momento del espacio tiempo de EBI.

El algoritmo de Janis-Newman no nos dio la solucién adecuada, ya que no es posible
llevar la métrica de EBI a la descomposicién de Kerr-Schild; la prescripcion propuesta en el
Capitulo 3.1 no es aplicable en este caso y no podemos concluir entonces que el algoritmo
de JN no funciona para EBI, sélo que no se ha encontrado la complexificacion adecuada de
las coordenadas en la métrica de EBI.

Por otro lado el método de Azreg-Ainou tampoco funciond ya que obtuvimos el com-
portamiento adecuado de las relaciones del tensor de energia momento sin embargo, las
componentes una a una no eran las que se esperan de este espacio-tiempo. Este comporta-
miento era de esperarse; recordemos que AA obtiene su métrica con rotacion al resolver las
ecuaciones de Einstein para el tensor de energia-momento de un fluido anisotrdpico, es por
ello que el tensor de energia momento resultante no se puede esperar que sea el de un mo-
nopolo rotante, sino el de un fluido anisotrépico acoplado a la electrodindmica de Born-Infeld.

Para un trabajo posterior uno podria inspirarse en el método de AA pero resolviendo esta
vez las ecuaciones de Einstein para el tensor de energia momento de un monopolo rotante;
las condiciones que resulten podrian ayudar a resolver el problema de encontrar el agujero
negro de EBI con rotacién.
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La teoria electromagnética de Born-Infeld estd motivada por el deseo de regularizar el
problema de divergencia asociado a una fuente de carga puntual en la teoria clésica de
Maxwell. Existe una solucion esféricamente simétrica a las ecuaciones de campo de Einstein
acoplada con la electrodindmica no lineal de Born-Infeld, la cual es regular en todo el espacio.

Recordemos que una solucién esféricamente simétrica tiene la forma

ds? :e”dtz—e’ldrz—rz(dez+sen29¢2), (201)
donde vy A son funciones inicamente de r.
El campo electromagnético estd determinado por un tensor antisimétrico F,,, el cual esta
relacionado con el potencial A, de la forma usual F,,,, = A, ,—A,, ,. Los campos eléctrico y
magnético estdn definidos por las relaciones

E,=F,u",  B"=-—F"y, (202)
donde F*” es el tensor dual a F v U es la cuadrivelocidad de un observador. Los dos
invariantes del tensor de campo electromagnético S = —%F WPy P = —%F WF B7 se usan

para construir el Lagrangiano que toma la forma

L=0b%1—v1—-2b—2—b4p2], (203)

donde b es una constante.

Utilizando los campos auxiliares D y H los cuales se definen a partir del tensor auxiliar

JL
DY =H""u,, H,=H,u", (204)
las ecuaciones de campo toman la forma
VP =0,  V,H" =4nj". (205)

La solucién esféricamente simétrica de las ecuaciones de Born-Infeld de un campo produ-
cido por una carga puntual q es

D, = Le30+h), g =L 3042, (206)

2
r 2
r4—i—%
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El tensor de energia momento es

1 1—2b728
AnTh = o M—Fg“bz[ —1]. (207)
V1—2b—25— b—4P2 vV1—2b—25 —b—4p2
Para el campo de una carga puntual se tiene
E2e~ (2
47TT(? = 47‘CT11 = 2 +b2[\/1—Er2b—ze_(”+7‘)—1],
—E2b=2¢e~("+A) (208)
47’CT22 = 47‘CT§ = bz[\/l —Erzb—ze_(””“) —1].
En consecuencia, las ecuaciones de Einstein toman la forma
3 TO A V/ 1 1
I =) A
1 AV 1
1_ A+ AL
—8nT, =e (rz rz) R (209)
1 V2 Y =AY
—8nTZ =—8nT3 = (v = — ) .
2 2° Tt 2

Ya que se tiene T0 T1 obtenemos v + A’ = 0 y sin perder generalidad v + A = 0. Por
lo que podemos reescr1b1r

of Vri+at 1,1
donde a? = %. La solucion general esféricamente simétrica es
2m  2¢? 1 _4¢%1
et =’ =1-22_21 q J (211)
r 3 1/r4+a4+r2 1/r4+a4

donde m es una constante de integracién que se interpreta como la masa intrinseca. Inte-
grando obtenemos

_ 2m  2¢? 1 4q%1 a?—r?
A Y
=’ =1—"—— — -F arccos s 212
¢ ¢ r 3 4+ a4+ r2 3r a2 +r2 (212)
o bien
2 2q> 1 4 1 111 q
er—er =1 A 4 5 a (213)
r 3 1/r4+a4+r2 3 r2 4 2 4 r4

la cual corresponde a la componente g, de la solucién de Einstein-Born-Infeld (EBI).
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