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R E S U M E N

El objetivo de este trabajo es analizar y aplicar dos formalismos matemáticos para obte-
ner soluciones con rotación en Relatividad General sin resolver las ecuaciones de Einstein
directamente. Se desea aplicar este esquema para generar soluciones con rotación en un
espacio tiempo no conmutativo; de esta manera se busca regularizar soluciones de agujero
negro, pues es sabido que el comportamiento de los coeficientes métricos de un espacio
tiempo no conmutativo cerca de las singularidades clásicas, remueve las divergencias que un
espacio-tiempo clásico presenta.

En este trabajo mediante el algoritmo de Janis-Newman y el método de Azreg-Aïnou,
se logran reproducir las soluciones clásicas de Kerr y Kerr-Newman, tomando como métri-
cas semilla los espacios tiempo de Schwarzschild y Reissner-Nordström respectivamente.
Posteriormente aplicando el mismo método se determinan los espacios tiempo de Kerr y
Kerr-Newman en su versión no conmutativa. Con estos elementos se da un breve análisis de
las características de los agujeros negros con rotación; además se muestra una modificación
de la velocidad de arrastre asociada al efecto de Lense-Thirring en un espacio tiempo no
conmutativo respecto del clásico.

Finalmente se aplican ambos métodos a un espacio-tiempo tomando en cuenta el acopla-
miento con una electrodinámica no lineal. Para ello consideramos la electrodinámica no
lineal de Born-Infeld y usamos la métrica de Einstein-Born-Infeld como métrica semilla para
generar una solución con rotación. De este modo analizamos las componentes del tensor de
energía-momento de este espacio-tiempo para verificar si cumple o no las condiciones que
debe satisfacer el tensor de energía-momento del agujero negro de Einstein-Born-Infeld con
rotación.

III





Í N D I C E G E N E R A L

Agradecimientos I
Resumen III
Índice VI
Lista de figuras VII
1. Introducción 1

1.1. Soluciones gravitacionales con rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Espacio-tiempo no conmutativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2. Soluciones estáticas No Conmutativas 7
2.1. Distribuciones en geometría no conmutativa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.1. Estados coherentes no conmutativos en el espacio de Hilbert-Schmidt 7
2.1.2. Estados propios asociados a operadores de creación y aniquilación no

conmutativos en espacio de momentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.3. Función de onda de partícula libre y relación de completez . . . . . . 10

2.2. Soluciones de Agujero Negro . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2.1. Schwarzschild no conmutativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2.2. Reissner-Nordström en su versión no conmutativa . . . . . . . . . . . . 15

3. Espacios tiempo con rotación 17
3.1. El algoritmo de Janis-Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.1.1. Algoritmo de Janis-Newman aplicado a una métrica general con si-
metría esférica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1.2. Coordenadas de Boyer-Lindquist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.1.3. Soluciones clásicas con rotación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.1.3.1. La métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild . 22
3.1.3.2. La métrica de Kerr-Newman a partir de Reissner-Nordström 23

3.1.4. Espacios-tiempo NC con rotación por medio de algoritmo de Janis-
Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.1.4.1. La métrica de Kerr no conmutativa . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.1.4.2. La métrica de Kerr-Newman no conmutativa . . . . . . . . . 25

3.2. Soluciones con rotación en Relatividad General sin complexificación . . . . . 26
3.2.1. Ecuaciones de campo sin complexificación . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2.2. Aplicaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2.2.1. De Schwarzschild a la solución de Kerr . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.2.2. De RN a la solución de Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.2.3. La solución de Kerr no Conmutativa . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.3. La solución de Kerr-Newman no Conmutativa . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3. Características de agujeros negros rotantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.3.1. Horizontes de eventos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

V



VI Í N D I C E G E N E R A L

3.3.1.1. Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.3.1.2. Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.1.3. Kerr NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.3.1.4. Kerr-Newman NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3.2. Agujero Negro extremo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.2.1. Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.2.2. Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3.2.3. Kerr no conmutativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
3.3.2.4. Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3.3. Censura cósmica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3.4. Ergoesferas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3.4.1. Ergoesferas en Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.4.2. Kerr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.4.3. Kerr-Newman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.4.4. Kerr no conmutativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.4.5. Kerr-Newman no conmutativo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3.5. Geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3.5.1. Geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr . . . . . . . . . . . . 43

3.3.6. El efecto de Lense-Thirring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3.7. Proceso de Penrose . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.3.8. Núcleo de de-Sitter rotante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.3.8.1. Kerr NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.3.8.2. Kerr-Newmann NC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4. El agujero negro de Einstein-Born-Infeld con rotación 51
4.1. Einstein-Born-Infeld con rotación mediante el algoritmo de Janis-Newman . 51
4.2. Born-Infeld con rotación por el método de Azreg-Aïnou . . . . . . . . . . . . . 52
4.3. Análisis de las componentes del tensor de energía-momento . . . . . . . . . . 53

Conclusiones 57
A. Espacio-Tiempo de Einstein-Born-Infeld 63
Referencías 65



Í N D I C E D E F I G U R A S

1. Mapa de las teorías físicas. Siguiendo las lineas punteadas es posible
moverse de una teoría a otra, es decir considerando los valores de
cada una de las constantes que los ejes representan. . . . . . . . . . . 6

2. Esquema del cambio en la orientación del cono de luz al atravesar
los horizontes de eventos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3. Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr NC
a = 0,1, 3 (izquierda a derecha) con ϑ = 0.001. . . . . . . . . . . . . 36

4. Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr NC
a = 0,1, 3 (izquierda a derecha) con ϑ = 1. . . . . . . . . . . . . . . . 37

5. Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr-
Newman NCa = 0,1, 3 (izquierda a derecha) con ϑ = 0.001 y Q = 1. 38

6. Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr-
Newman NC a = 0,1, 3 (izquierda a derecha) con ϑ = 1 y Q = 1. . . 38

7. Corte polar de un AN de Kerr y extremo de Kerr donde se muestran
horizontes de eventos(r+ y r−) y fronteras de la ergosuperficie(z+ y
z−) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

8. Geodésicas tipo tiempo en el plano θ = π
2 ilustrando el efecto de

arrastre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
9. Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr clásica. Para

las curvas de arriba a abajo se utilizaron los ángulos θ = π
2 , π3 , π4 , π6

y 0, con a = M = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
10. Precesión de Lense-Thirring asociado a la métrica de Kerr no conmu-

tativa (líneas sólidas) comparados con la precesión de Kerr clásico (en
negro). Se utilizaron distintos valores del parámetro no conmutativo
ϑ: a) ϑ = 1

4 b) ϑ = 1
10 c) ϑ = 1

100 d) ϑ = 1
1000 . . . . . . . . . . . . . . . 47

11. Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman
clásica; de arriba a abajo se utilizaron los ángulos polares θ =
π
2 , π3 , π4 , π6 y 0, con M = 1 y a2 = Q2 = 1

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
12. Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman no

conmutativa (en rojo) comparadas con la precesión de Kerr-Newman
clásico (en negro). Se usaron únicamente los valores de ϑ = 1

4 , 1
10

y 1
100 ; este último valor se superpone ya al caso clásico. Los valores

para el ángulo polar θ son: a) θ = π
4 b) θ = π

3 c) θ = π
4 d) θ = 0. . 48

13. Esquema cualitativo del proceso de Penrose . . . . . . . . . . . . . . . 50

VII





1

I N T R O D U C C I Ó N

1.1 S O L U C I O N E S G R AV I TA C I O N A L E S C O N R O TA C I Ó N

Albert Einstein publicó la versión final de las ecuaciones de campo para Relatividad General
(RG) en noviembre de 1915 y sólo dos meses después Karl Schwarzschild, quien tenía cierto
tiempo trabajando con una versión temprana de la teoría de Einstein, publicó una solución
exacta para una partícula puntual sin rotación. Posteriormente Friedmann en 1922 presentó
su solución para un universo en expansión, sin embargo, tuvieron que pasar décadas antes
de que alguien presentara una solución exacta que describiera el campo gravitacional de
una masa con rotación.

Por otra parte Oppenheimer a finales de 1930 se dedicó a estudiar el colapso gravitacional
de estrellas pesadas y uno de sus aportes fue la predicción de la existencia de una solución a
las ecuaciones de campo gravitacional que hoy conocemos como agujeros negros.

Observaciones astronómicas han permitido determinar que estrellas de neutrones, plane-
tas y cuásares rotan; si una estrella rotante fuese llevada al colapso gravitacional, sería de
esperarse que el agujero negro resultante retuviera al menos una fracción de su momento
angular inicial. Esto sugiere que debe existir una extensión de la solución de Schwarzschild,
una solución a las ecuaciones de Einstein que describa un cuerpo masivo que posee momento
angular no nulo.

En 1918 Josef Lense y Hans Thirring publicaron un articulo acerca de la influencia de
la rotación del Sol sobre los planetas y la influencia de la rotación de la Tierra sobre la
Luna. Para su análisis utilizaron una aproximación de campo débil de un espacio tiempo con
rotación, la cual es válida para valores pequeños del momento angular y distancias grandes.
El elemento de línea asociado a este espacio tiempo es

ds2 =−
�

1−
2m
r

+O
�

1
r2

��

d t2−
�

4Jsen2θ

r
+O

�

1
r2

�

�

dφd t

+

�

1+
2m
r

+O
�

1
r2

��

�

dr2 + r2dΩ2
�

,

(1)

1



2 I N T R O D U C C I Ó N

donde dΩ2 ≡ dθ2 + sen2θdφ2 es el término asociado al ángulo sólido.

A pesar de que esta métrica es adecuada para casi cualquier cuerpo en el sistema solar,
existen los casos en donde no será apropiada, por ejemplo el espacio-tiempo cerca de una
estrella de neutrones en rotación o un agujero negro rotante. En 1963 Roy Kerr presentó
una solución a las ecuaciones de Einstein que describe el campo gravitacional de un objeto
masivo con rotación. Dicha solución es

ds2 =− d t2 + d x2 + d y2 + dz2

+
2mr3

r4 + a2z2

�

d t +
r(xd x + yd y)

a2 + r2
+

(a(yd x − xd y))
a2 + r2

+
z
r

dz

�2

,
(2)

la cual es una solución asintóticamente plana. La solución dada por Kerr describe a un
agujero negro rotante axialmente simétrico y estacionario.

En 1968 Brandon Carter encontró una manera alternativa de determinar la métrica de
un objeto masivo rotante utilizando para ello la ecuación de Klein-Gordon en vez de las
ecuaciones de Einstein. Para este procedimiento se debe tomar en cuenta lo siguiente:

Se impone que la ecuación pueda resolverse mediante separación de variables, siendo
las soluciones de la forma

ψ=
4
∏

i=1

ψi. (3)

donde cada función ψi depende de una única coordenada.

Se aprovecha la simetría axial de la solución lo que nos produce una métrica cuyos
únicos elementos fuera de la diagonal serán los términos dϕd t.

La métrica obtenida debe determinar una tétrada ortonormal.

A continuación se mencionan los pasos principales en esta construcción. Empezamos con
la ecuación de Klein-Gordon

ψ;µ
;µ−m2ψ= 0, (4)

o bien

ψ−1 ∂

∂ xµ
(
p

−g gµν
∂

∂ xν
ψ)−m2p−g = 0, (5)

donde g = det(gµν) = [det(gµν)]−1.

Puede observarse que la ecuación de Klein-Gordon utiliza la forma contravariante de la
métrica que puede escribirse como

�

∂

∂ s

�2

= gµν
�

∂

∂ xµ

��

∂

∂ xν

�

, (6)
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La forma que se propone para las componentes contravariantes de la métrica es

�

∂

∂ s

�2

=
1
Z

�

∆ρ

�

∂

∂ ρ

�2

+
1
∆ρ

�

Zρ
∂

∂ t
+Qρ

∂

∂ φ

�2�

+
1
Z

�

∆r

�

∂

∂ r

�2

+
1
∆r

�

Zr
∂

∂ t
+Qr

∂

∂ φ

�2�

,

(7)

donde ∆ρ, Zρ,Qρ son funciones solamente de la variable desconocida ρ y ∆r , Zr ,Qr son
funciones solamente de la coordenada r.

Sustituyendo las componentes gµν en la ecuación (5) y mediante la condición de separa-
bilidad de variables obtenemos la condición:

Z = ZrQρ − ZρQr , (8)

para cumplir con separabilidad de variables Z debe de poder escribirse como la suma de
dos términos, cada una de ellas dependiente de sólo una variable, sea Z = Uρ+ Ur donde
Uρ depende solo de ρ y Ur solo depende de r entonces por (8) solo podemos cumplir este
requisito si

dZr

dr

Qρ
dρ
−

dZρ
dρ

dQr

dr
= 0. (9)

De aquí, sin perder generalidad se concluye que las funciones Qρ y Qr son constantes
y se reemplazan por los valores Cρ y Cr respectivamente. Notemos que ∆ρ y ∆r en (7)
se escogieron de tal manera que no aparezcan en el determinante de la métrica. Este
determinante es

p

−g = |CρZr − Cr Zρ|. (10)

Con esta información se puede reconstruir la métrica en su forma covariante

ds2 =(|CρZr − Cr Zρ|)
�

dr2

∆r
+

dρ2

∆ρ

�

+
∆ρ(Cr d t − Zr dφ)2−∆r(Cρd t − Zρdφ)2

|CρZr − Cr Zρ|
.

(11)

Este elemento de línea a su vez debe ser reescrito en términos de las tétradas canónicas
ortogonales, lo que impone nuevas condiciones a las funciones que aparecen en la ecuación
(7), pues se requiere que todas sean polinomios cuadráticos. Si fijamos

Cρ = 1, Cr = a, (12)
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se deben solamente calcular las funciones de r y ρ en términos de las constantes (12) tales
que generen una solución de vacío. Esta restricción conduce a las expresiones siguientes

Zr = r2 + a2,

Zρ = a(1−ρ2),

∆r = r2−2M r + a2,

∆ρ = 1−ρ2,

ρ = cosθ .

(13)

Finalmente sustituimos las relaciones de la ecuación (13) en la ecuación (11) y obtenemos
la solución de Kerr en coordenadas de Boyer-Lindquist

ds2 =(r2 + a2cos2θ )

�

dr2

r2−2M r + a2
+ dθ2

�

+
sen2θ [ad t − (r2 + a2)dφ]2− (r2−2M r + a2)[d t − asen2θdφ]2

r4 + a2cos2θ
.

(14)

Este método puede generalizarse para determinar la solución de Kerr-Newman para
agujeros negros rotantes y con carga al resolver esta vez la ecuación electromagnética de
Klein-Gordon. Aunque resulta un método más sencillo que resolver directamente las ecuacio-
nes de campo de RG, sigue siendo un camino largo y relativamente complicado.

Podemos entonces decir que la obtención de soluciones con rotación en RG no es un
problema trivial, sin embargo, el estudio de este tipo de soluciones y la obtención de ellas de
una manera simplificada es de gran interés pues no solemos observar objetos estáticos en el
universo; las estrellas que observamos presentan un momento angular al igual que planetas,
quasares, el agujero negro al centro de una galaxia, etc, y por lo tanto es necesario buscar
soluciones a las ecuaciones de Einstein que permitan describir estos sistemas.

1.2 E S PA C I O -T I E M P O N O C O N M U TAT I V O

El descubrimiento teórico de agujeros negros radiantes constituye un primer paso física-
mente relevante para entender algunos aspectos de la gravedad cuántica Di Grezia et al.
[2008]. Después de treinta años de intensa investigación en este campo diversos aspectos del
problema siguen siendo objeto de debate, entre ellos, una descripción plenamente satisfacto-
ria de la última etapa de evaporación de un agujero negro. En el caso clásico (conmutativo)
la temperatura del agujero negro incrementa mientras que su radio decrece; en su etapa
final, el agujero negro desaparece y su temperatura diverge. Un modelo de agujero negro no
conmutativo carece de esta divergencia Nicolini [2008].

Una característica de la mecánica cuántica es que de hecho no podemos determinar simul-
táneamente, con toda precisión algunos pares de observables. Esta es la base del principio
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de incertidumbre de Heisenberg. Si ahora se aplica este concepto a las coordenadas (x , y)
de un plano, no se podría determinar simultáneamente la coordenada x y la coordenada y
con total precisión. De manera general se podrían considerar relaciones de conmutación de
la forma

[xµ, xν] = iϑµν, (15)

para las coordenadas xµ de un espacio tiempo. El significado o implicaciones físicas de (15)
son Pachoł [2013], Fernández [2002]

Ya que las coordenadas no conmutan, cumplen con un principio de incertidumbre.

∆xµ∆xν ≥| ϑµν | . (16)

Esto significa que no podemos especificar la posición de una partícula en dicho espacio
más allá de decir que está contenida en una región de área dada esencialmente por
| ϑµν |.

En un espacio no conmutativo el concepto de punto deja de tener sentido; para fijar
un punto hay que dar las dos coordenadas (x , y). Como esto no es posible el espacio
se vuelve difuso.

Cabe destacar que esta es solo una manera de introducir geometría no conmutativa en el
espacio-tiempo que nos permitirá obtener soluciones analíticas a las ecuaciones de campo
en RG. El análisis será así, no perturbativo.

En algunas teorías como las supercuerdas, loop quantum gravity, modelos matriciales, etc,
Aastrup [2012], Seiberg and Witten [1999] el espacio en el que definimos la física adquiere
características no conmutativas. Estos son sólo algunos de muchos ejemplos de cómo el
desarrollo de la teoría de cuerdas ha afectado a diversos aspectos de la física teórica. Entre
los diferentes resultados de la teoría de cuerdas, nos centramos en el resultado que nos dice
que las coordenadas del espacio-tiempo se convierten en operadores no conmutativos en
una D-brana. De este modo, se ha puesto en evidencia la necesidad de la cuantización del
espacio-tiempo.

Ya que el espacio por debajo de la longitud de Planck es inaccesible, el espacio-tiempo
a esas escalas se especula que sería no conmutativo Pachoł [2013] . De hecho esta no-
conmutatividad podría librar a la teoría cuántica de campos de los infinitos que contiene,
que en muchas ocasiones están asociados a que en dicha teoría se permiten longitudes tan
pequeñas como queramos (o equivalentemente momentos tan grandes como queramos).

En la Figura 1 se presentan las teorías físicas según como aparezcan en ellas las tres
constantes fundamentales G, h̄ y c. Por ejemplo la gravedad newtoniana se localiza en
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Figura 1: Mapa de las teorías físicas. Siguiendo las lineas punteadas es posible moverse de una
teoría a otra, es decir considerando los valores de cada una de las constantes que los ejes
representan.

la arista asociada a los límites de h̄ −→ 0, c −→ ∞ y G 6= 0. El objetivo final de una
teoría cuántica de la gravitación que recuperaría las demás teorías conocidas como límites
particulares, sigue representando un tema de frontera de la física actual; en la figura estaría
localizada en la arista donde se consideran los valores de G, h̄ y c distintos de 0.



2

S O L U C I O N E S E S TÁT I C A S N O C O N M U TAT I VA S

2.1 D I S T R I B U C I O N E S E N G E O M E T R Í A N O C O N M U TAT I VA

Hay varias maneras de trabajar con geometría no conmutativa (NC) en relatividad general,
una de ellas es trabajar con las implicaciones que la geometría no conmutativa tiene en la es-
tructura diferencial y en particular en el tensor de Riemann y trabajar con la parte geométrica
de las ecuaciones de Einstein. Nosotros consideraremos un enfoque donde se modifican las
fuentes puntuales de materia por distribuciones no conmutativas de materia o en su caso de
carga (eléctrica o magnética). Estas modificaciones definen un tensor de energía-momento
no conmutativo que permitirá un análisis no perturbativo de las correcciones cuánticas a
espacios-tiempo clásicos.

Para entender como surgen estas distribuciones consideraremos la formulación de la
mecánica cuántica en un plano no conmutativo. En dos dimensiones las coordenadas del
espacio de configuración satisfacen entonces la relación de conmutación

[ x̂ , ŷ ] = iϑ con ϑ > 0, (17)

dónde ϑ es una constante con dimensión de longitud al cuadrado. Usualmente se toma que
ϑ ∼ (lp)

2 donde lp es la longitud de Planck.

2.1.1 Estados coherentes no conmutativos en el espacio de Hilbert-Schmidt

Definimos ahora los operadores de aniquilación y creación:

b ≡
1
p

2ϑ
( x̂ + i ŷ), b† ≡

1
p

2ϑ
( x̂ − i ŷ). (18)

7
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Estos operadores satisfacen el álgebra de Fock ya que

�

b, b†
�

=

�

1
p

2ϑ

�2

[ x̂ + i ŷ , x̂ − i ŷ ],

=
1

2ϑ
([ x̂ ,−i ŷ ] + [i ŷ , x̂ ]),

=
1

2ϑ
(ϑ+ϑ) = 1.

(19)

En analogía con lo que sucede con los operadores de creación y aniquilación en mecánica
cuántica, hay un espacio de Fock asociado a los operadores b, b†, es decir, el espacio de
configuración NC es isomórfico al espacio bosónico de Fock representado por:

�

b, b†
	

−→ Hc =

�

(b†)n

p
n!
|0〉= |n〉

�

. (20)

Ahora bien, el espacio de Hilbert del sistema cuántico NC se puede formular a partir del
conjunto de operadores de Hilbert-Schmidt actuando en el espacio de configuración NC (20)

Hq ≡ {ψ( x̂ , ŷ) :ψ( x̂ , ŷ)εB(Hc), t rc [ψ
†( x̂ , ŷ)ψ( x̂ , ŷ)] <∞}, (21)

dónde t rc denota la traza sobre el espacio de configuración NC y B(Hc) es el conjunto de
operadores acotados en Hc.

El álgebra de Heisenberg asociada a los operadores de posición y momento que actúan sobre
los estados del espacio cuántico de Hilbert (21) está definida por las relaciones siguientes

X̂Ψ( x̂ , ŷ) = x̂Ψ( x̂ , ŷ),

ŶΨ( x̂ , ŷ) = ŷΨ( x̂ , ŷ),

P̂xΨ( x̂ , ŷ) =
h̄
ϑ
[ ŷ ,Ψ( x̂ , ŷ)],

P̂yΨ( x̂ , ŷ) = −
h̄
ϑ
[ x̂ ,Ψ( x̂ , ŷ)].

(22)

Para distinguir entre los estados en el espacio de configuración NC y los que estén en el
espacio de Hilbert-Schmidt usaremos la notación

|·〉 estados en el espacio de configuraciones NC, y

|ψ) :=ψ( x̂ , ŷ) estados en el espacio de Hilbert Schmidt.
(23)
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2.1.2 Estados propios asociados a operadores de creación y aniquilación no conmutativos en
espacio de momentos

En la construcción de los estados coherentes que corresponden a estados propios del
operador b usaremos las siguientes 4 propiedades

I)
�

b, b†
�

= 1,

II) b|z〉= z|z〉, z :=
1
p

2ϑ
( x̂ + i ŷ),

III) |z〉= e−
|z|2

2 ezb†
|0〉= e−

|z|2
2

∞
∑

n=∞

zn

p
n!
|n〉,

IV) |z, z̄) :=
1
p
ϑ
|z〉〈z|.

(24)

Entonces tenemos

B|z, z̄) =
1
p

2ϑ
(X̂ + iŶ )|z, z̄) =

1
p

2ϑ
( x̂ + i ŷ)|z, z̄) = b|z, z̄) =

b
p
ϑ
|z〉〈z|= z|z, z̄). (25)

Ahora que sabemos como trabajar con estas variables, construyamos los estados propios
|p) en el espacio de momentos, Para ello consideremos el problema de valores propios

Pi|p) = pi|p) ⇒
h̄
ϑ
[y , |p)] = px |p),

h̄
ϑ
[x , |p)] = py |p),

(26)

donde |p) ∈ Hp que es el espacio de momentos. Sabemos de la mecánica cuántica que para
una función f (p̂) se cumple que

[ x̂ , f (p̂)] =
∂ f
∂ p̂

[ x̂ , p̂] = i h̄
∂ f
∂ p̂

, (27)

por lo que las relaciones anteriores se escriben como

∂ |p)
∂ x

=
i
h̄

px |p),

∂ |p)
∂ y

=
i
h̄

py |p).
(28)

A partir de estas relaciones obtenemos

|p) ∼ e
1
h̄ px x̂ , & |p) ∼ e

1
h̄ py ŷ , (29)
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por lo que podemos escribir

|p) = coex p
�

1
h̄

px x̂ +
1
h̄

py ŷ
�

, (30)

o bien

|p) = coex p

�

i

√

√ϑ

2

�

p̄b+ pb†
�

�

, (31)

donde hemos usado

x =

√

√ϑ

2

�

b+ b†
�

, y = i

√

√ϑ

2

�

b− b†
�

. (32)

Para fijar el valor de la constante c0 se usa el hecho de que (p′|p) = δ(p′− p) y obtenemos
así

|co|=

√

√ ϑ

2π h̄2 . (33)

El estado coherente |p) se escribe finalmente como

|p) =

√

√ ϑ

2π h̄2 ex p

�

i

√

√ϑ

2

�

p̄b+ pb†
�

�

, (34)

donde se ha elegido c0 = c̄0.

2.1.3 Función de onda de partícula libre y relación de completez

Ahora podemos escribir la función de onda de la partícula libre como

ψp = (p|z, z̄) = (p|z), (35)

dónde Banerjee et al. [2010], Gangopadhyay and Scholtz [2009]

(z|p) := t r
�

|z〉〈z|
p
ϑ
|p)
�

=
1
p
ϑ
〈z|ψ( x̂ , ŷ)|z〉. (36)

para calcular el valor de este producto interno sabemos que

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
pb†

�

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
p̄b

�

= ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2

�

pb† + p̄b
�

�

ex p

�

ϑ

4 h̄2pp̄

�

,

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
p̄b

�

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
pb†

�

= ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2

�

pb† + p̄b
�

�

ex p

�

−ϑ
4 h̄2pp̄

�

.

(37)
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Para obtener estas expresiones hemos usado la fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff y la
relación de conmutación satisfecha por los operadores b y b†.

En consecuencia, utilizando la primera igualdad de las expresiones anteriores, obtenemos

(z|p) =
1
p
ϑ

®

z

�

�

�

�

�

coex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2

�

pb† + p̄b
�

�

�

�

�

�

�

z

¸

=
c0p
ϑ

e−
ϑ

4 h̄2 pp̄

®

z

�

�

�

�

�

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
pb†

�

ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
p̄b

�

�

�

�

�

�

z

¸

=
c0p
ϑ

e−
ϑ

4 h̄2 pp̄e
i
h̄

q

ϑ
2 (pz̄+p̄z)〈z|z〉=

1
p

2π h̄
e−

ϑ

4 h̄2 pp̄e
i
h̄

q

ϑ
2 (pz̄+p̄z),

(38)

y en la expresion anterior hemos utilizado 〈z|z〉= 1.

Hablemos ahora de la relación de completez que deben cumplir nuestros estados. Esta
relación está dada por la expresión

∫

ϑdzdz̄
2π

|z) ? (z|= 1. (39)

Aquí hemos utilizado el llamado producto de Voros ? Banerjee et al. [2010], el cual se
define a continuación

f (z, z̄) ? g(z, z̄) ≡ f (z, z̄)e
←−
∂z̄
−→
∂z g(z, z̄).

Queremos saber entonces si este producto es el apropiado para definir la completez en
nuestro espacio; para ello calculamos

(p′|p) =
∫

ϑdzdz̄
2π

(p′|z) ? (z|p)

=

∫

ϑdzdz̄
2π

c0
2

ϑ
e−

ϑp′ p̄′

4 h̄2 e−
ϑpp̄
4 h̄2 e−

i
h̄

q

ϑ
2 (p′z̄+p̄′z)e

←−
∂z̄
−→
∂z e

i
h̄

q

ϑ
2 (pz̄+p̄z)

=

∫

ϑdzdz̄
2π

c0
2

ϑ
e−

ϑp′ p̄′

4 h̄2 e−
ϑpp̄
4 h̄2 e

ϑp′ p̄
2 h̄2 ex p

�

i
h̄

√

√ϑ

2
(p̄− p̄′)z +

i
h̄

√

√ϑ

2
(p− p′)z̄

�

.

(40)

Para realizar esta integración hagamos el cambio de variable siguiente; sea u = 1
h̄

q

ϑ
2 z de

modo que du = 1
h̄

q

ϑ
2 dz y en consecuencia

(p′|p) = ex p
�

−
ϑp′ p̄′

4 h̄2 −
ϑpp̄

4 h̄2 +
ϑ

2 h̄2 p′ p̄
�

1
2π

∫

dudū
π

ei(p̄−p̄′)u−i(p−p′)ū = δ(p′− p). (41)
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Vemos que este resultado reproduce la relación de ortonormalidad de los estados coheren-
tes |p). El producto de Voros (?) es entonces el adecuado para generar completez.

Ahora consideremos dos estados coherentes inspirados en no conmutatividad |ζ) y |ω)
∈ Hq, tenemos entonces

|ζ) =
1
p
ϑ
|ζ〉〈ζ|,

|ω) =
1
p
ϑ
|ω〉〈ω|.

El traslape entre estos dos estados coherentes es

(ω|ζ) =
∫

ϑdzdz̄
π

(ω|ζ) ? (ζ|ω) = t r
�

1
ϑ
|ω〉〈ω|ζ〈ζ|

�

=
1
ϑ
〈ω|ζ〉〈ζ|ω〉=

1
ϑ
|〈ζ|ω〉|2. (42)

Utilizando la relación entre operadores coherentes obtenemos la norma

|〈ω|ζ〉|2 = e−|ω−ζ|
2
. (43)

Si consideramos ahora que podemos escribir nuestras expresiones en componentes x y y

ζ=
1
p

2ϑ
(ζx + iζy),

ω=
1
p

2ϑ
(ωx + iωy),

(44)

entonces

|ζ−ω|=
1

2ϑ

q

(ζx −ωx)2 +(ζy −ωy)2 =
r
p

2ϑ
. (45)

Combinando (45) con (43) obtenemos

(ω|ζ) =
1
ϑ

e−
r2
2ϑ . (46)

Como se ha mostrado, el efecto del producto de Voros es el de generar completez en nuestro
espacio, reemplazando la delta de Dirac obtenida en el caso clásico por una distribución
gaussiana dependiente de ϑ la cual sigue siendo válida para grandes escalas; es por ello que
la información del espacio no conmutativo está contenida en la distribución gaussiana.

La solución (46) se aproxima a la delta de Dirac en 2 dimensiones en el límite donde ϑ
tiende a 0; podemos extender nuestro análisis a 3 dimensiones para obtener la Gaussiana

1
(4πϑ)3/2

e−
r2
4θ −−→

ϑ→0
δ(3)(r). (47)
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Este resultado tiene sentido pues recordemos que con la no conmutatividad de las coorde-
nadas el concepto de punto deja de existir, en su lugar en el espacio se trabaja con secciones de
volumen; la no conmutatividad hace difuso el espacio, pues recordemos que las coordenadas,
satisfacen un principio de incertidumbre por lo que es necesario reemplazar una distribución
puntual, como lo es la delta de Dirac con una distribución gaussiana en el espacio.

2.2 S O L U C I O N E S D E A G UJ E R O N E G R O

Utilizando el resultado (47) se propone una densidad de masa cuya distribución es una
Gaussiana

ρm(r) =
M

(4πϑ)3/2
ex p

�

−
r2

4ϑ

�

, (48)

donde M es la masa de la partícula clásica Smailagic and Spallucci [2003].

De manera análoga se puede proponer una densidad de carga eléctrica con la misma
estructura

ρelec(r) =
Q

(4πϑ)3/2
ex p

�

−
r2

4θ

�

, (49)

donde Q es la carga eléctrica clásica de la distribución.

Como puede observarse la no conmutatividad ha deformado únicamente la distribución de
las fuentes tanto de materia como de carga, sin embargo no hay ningún cambio en la parte
geométrica de las ecuaciones de Einstein, es por ello que el tensor de Einstein queda intacto,
es decir, el tensor de Einstein en un espacio-tiempo NC es idéntico al tensor de Einstein clásico.

Por otro lado el tensor de energía-momento será modificado, lo cual es evidente pues las
fuentes han sido modificadas; la distribución gaussiana que define la densidad de nuestras
fuentes entra en la entrada temporal del tensor de energía-momento TNC

0
0 = −ρNC(r). Este

tensor debe cumplir con la condición de conservación Tµν
NC

;ν= 0. Ya que en este trabajo se
requieren soluciones con simetría esférica y de tipo Schwarzschild fijamos la componente de
la métrica g00 = −g−1

11 lo que nos deja con

TNC
ν
µ =









−ρNC 0 0 0
· Pr 0 0
· · P⊥ 0
· · · P⊥









, (50)

con Pr = −ρNC y P⊥ = −ρNC−
r
2∂rρNC(r). Nicolini [2008]
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Ahora sólo resta resolver las ecuaciones de Einstein NC para obtener las soluciones

Gµν = 8πTNC
µν. (51)

Las soluciones que vamos a obtener a estas ecuaciones no son aproximaciones, serán
soluciones exactas. Estas ideas de deformación en las ecuaciones de campo gravitacional
se han utilizado para la construcción de métricas inspiradas en no conmutatividad de
Schwarzschild, Reissner-Nordström, Kerr, Kerr-Newman y Einstein-Born-Infeld González
et al. [2015], Nicolini [2008], Modesto and Nicolini [2010].

2.2.1 Schwarzschild no conmutativo

Si sustituimos la distribución (48) en la componente T00 del tensor de energía momento
de un fluido anisotrópico inspirado en NC y resolvemos las ecuaciones (51) obtendremos la
solución

ds2 = −
�

1−
4M
r
p
π
γ

�

3
2

;
r2

4ϑ

��

d t2 +

�

1−
4M
r
p
π
γ

�

3
2

;
r2

4ϑ

��−1

dr2 + r2dΩ2, (52)

donde

γ

�

3
2

,
r2

4ϑ

�

≡
∫

r2
4ϑ

0
d t t1/2e−t , (53)

es la función gamma incompleta por abajo. Definiendo

m(r) = 2M
γ
�

3
2 , r2

4ϑ

�

p
π

,

entonces (52) se puede reescribir en la forma

ds2 = −
�

1−
2m(r)

r

�

d t2 +

�

1−
2m(r)

r

�−1

dr2 + r2dΩ2. (54)

Como podemos observar mantiene una gran similitud con la solución de Schwarzschild
donde notamos que la masa pasa de ser una constante a ser una función de r.

Esta solución regulariza la singularidad que existe en el caso clásico cuando r = 0, ya que
el escalar de curvatura en el origen es

R(0) =
4M
p
πϑ3/2

. (55)

Como puede observarse no hay divergencias en el escalar de curvatura cuando r = 0,
siempre que ϑ 6= 0.



2.2 S O L U C I O N E S D E A G UJ E R O N E G R O 15

Por lo tanto se tiene que para r �
p
ϑ la curvatura es constante y positiva; en vez de

encontrar una singularidad en la curvatura, encontramos para esta métrica un núcleo de
de-Sitter cuya constante cosmológica está gobernada por no conmutatividad.

Utilicemos la expansión en serie de Taylor para la gamma incompleta

γ=
∞
∑

n=0

(−1)nxn+s

n!(n+ s)
, (56)

sustituimos esta forma para la gamma incompleta en la métrica (54) y calculamos la compo-
nente g00 para r �

p
ϑ

g00 = −



1−
4M
r
p
π





(−1)0
�

r2

4ϑ

�3/2

0!(0+ 3
2)

+O4









= −
�

1−
M r2

3
p
πϑ3/2

�

.

(57)

Como puede observarse en (57) no hay singularidad cuando r = 0; la anterior métrica
corresponde a un espacio tiempo de de-Sitter cuya constante cosmologica es

Λ=
M

3
p
πϑ3/2

. (58)

La presencia de este núcleo con geometría de de-Sitter contribuye con un efecto de presión
que contrarresta los efectos de gravedad en la materia fuera del núcleo, esto nos ayuda a
entender como es que la solución (54) es una solución regular.

2.2.2 Reissner-Nordström en su versión no conmutativa

De manera análoga al caso anterior, utilizando (49) para resolver la ecuación de campo
para un tensor de energía-momento electromagnético y combinando con la solución del
tensor de energía-momento de materia obtenida en (52) obtenemos la solución

ds2 = − f d t2 + f −1dr2 + r2dΩ2, (59)

donde

f = 1−
4M
p
πr
γ

�

3
2

;
r2

4ϑ

�

+
Q2

πr2

�

�

γ2

�

1
2

;
r2

4ϑ

�

−
r
p

2ϑ
γ

�

1
2

;
r2

4ϑ

��

+

√

√2
ϑ

rγ

�

3
2

;
r2

4ϑ

�

�

.

(60)
El elemento de linea (59) representa la versión NC de la métrica de Reissner-Nordström

(RN), donde M es conocida como la masa ADM y Q es la carga eléctrica en unidades naturales
Modesto and Nicolini [2010].
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Para comprobar el comportamiento de la métrica (60) cerca de r = 0, tomaremos la
expansión de gamma (58) para r �

p
ϑ de manera similar que en la sección pasada y

obtenemos

g00 = −
�

1−
M r2

3
p
πϑ3/2

�

+O4. (61)

Esta es la misma expresión que obtuvimos para Schwarzschild NC, es por ello que podemos
concluir que tenemos un espacio-tiempo con un núcleo de de-Sitter con constante cosmologica

Λ=
M

3
p
πϑ3/2

.

Esta no depende de la carga pues las contribuciones de la carga se encuentran en los términos
de orden superior en (61). Este núcleo tiene efectos de presión sobre la materia que se oponen
a los efectos gravitacionales, es por ello que la métrica de RN NC es una solución regular.
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A continuación se utilizarán 2 métodos matemáticos para obtener soluciones con rotación
a las ecuaciones de campo de Einstein a partir de soluciones estáticas; con dichos métodos
buscamos generalizar la simetría de un espacio tiempo dado y transformarla para pasar de
una solución esféricamente simétrica a una axialmente simétrica. Posteriormente, con los
resultados obtenidos, se hace un breve análisis de las características de un espacio tiempo
con rotación, y se genera el contraste entre el espacio-tiempo clásico y el no conmutativo
mediante estas características.

3.1 E L A L G O R I T M O D E JA N I S -N E W M A N

El algoritmo de Janis-Newman (JN) es un método matemático utilizado para generar
soluciones exactas a la ecuaciones de Einstein con simetría axial a partir de soluciones
estáticas esféricamente simétricas Newman and Janis [1965]. Fue introducido originalmen-
te por Newman y Janis, y fue posteriormente generalizado por Newman al caso cargado
obteniendo así la primera solución de un agujero negro cargado con rotación (Kerr-Newman).

El algoritmo de JN presenta ciertos aspectos por los cuales es ampliamente criticado ya
que no se sabe con certeza por qué funciona y se considera un procedimiento ad hoc sin
fundamento físico. Una de las cosas que más se le recrimina es la arbitrariedad que presenta
cuando, en uno de sus pasos, se requiere que las coordenadas tomen valores complejos,
puesto que en algunos casos funciona de una manera y de modo distinto en otros. Sin
embargo, las ventajas que presenta el algoritmo son grandes, ya que no requiere que se
resuelvan ecuaciones diferenciales, sino que basta con verificar que la métrica obtenida de
este modo satisface las ecuaciones de RG con rotación; esto hace del cálculo de soluciones
con rotación un trabajo relativamente sencillo.

17
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3.1.1 Algoritmo de Janis-Newman aplicado a una métrica general con simetría esférica

Consideremos el siguiente segmento de línea general para un espacio tiempo estático con
simetría esférica:

ds2 = −e2Φ(r)d t2 + e2λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (62)

A continuación describimos a los pasos involucrados en el algoritmo de JN para la obtención
de una métrica axialmente simétrica a partir de esta métrica semilla.

1. El elemento de línea esféricamente simétrico se escribe en coordenadas nulas avanzadas
{u, r,θ ,φ}, haciendo el cambio de variable

du := d t − eλ(r)−Φ(r)dr,

de modo que

ds2 = −e2Φ(r)du2−2eΦ(r)+λ(r)dudr + r2(dθ2 + sen2θdφ2). (63)

2. Se expresa la forma contravariante de la métrica en términos de una tetrada nula
{lµ, nµ, mµ, m̄µ} como

gµν = −lµnν− lνnµ+mµm̄ν+ m̄µmν, (64)

donde los elementos de la tetrada nula satisfacen

lµlµ = mµmµ = nµnµ = 0, lµnµ = −mµm̄µ = 1, lµmµ = nµmµ = 0.

Para nuestra métrica (62) tenemos que

lµ = δµ1 ,

nµ = e−λ(r)−Φ(r)δ
µ
0 −

1
2

e−2λ(r)δ
µ
1 ,

mµ =
1
p

2r
(δ
µ
2 +

i
senθ

δ
µ
3 ).

(65)

3. Se permite a las coordenadas u y r tomar valores complejos con las siguientes condi-
ciones:

lµ y nµ deben permanecer reales.

mµ y m̄µ deben seguir siendo complejos conjugados uno de otro.

Se debe poder regresar a las coordenadas u y r originales.
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Este paso es el más difícil de completar pues existen múltiples formas de complexificar
la coordenada r tales que satisfagan las tres condiciones anteriores y sólo una será la
correcta. Usualmente se trabaja mediante una estrategia de prueba y error checando
que la solución resultante satisfaga las ecuaciones de Einstein y que describa la solución
con rotación que se desea determinar.

Este paso implica que las funciones λ(r) y Φ(r) deben ser reemplazadas por nue-
vas funciones λ̃(r, r̄) y Φ̃(r, r̄) tales que satisfagan las condiciones λ̃(r, r) = λ(r) y
Φ̃(r, r) = Φ(r) lo que transforma nuestras tétradas (65) en

lµ = δµ1 ,

nµ = e−λ̃(r,r̄)−Φ̃(r,r̄)δ
µ
0 −

1
2

e−2λ̃(r,r̄)δ
µ
1 ,

mµ =
1
p

2r̄
(δ
µ
2 +

i
senθ

δ
µ
3 ).

(66)

4. Se lleva cabo un cambio complejo de coordenadas

u = u′+ iacosθ , r = r ′− iacosθ , θ = θ ′, φ = φ′. (67)

donde se ha introducido el parámetro a que es interpretado en la solución final como
el momento angular por unidad de masa, la información acerca de la rotación está
contenida en este parámetro; si a es un número muy grande significa que nuestra
fuente está rotando a una gran velocidad y si a = 0 tenemos una fuente estática.

Recordemos que nuestras tétradas nulas transforman como un vector

Zµ = Z̃ν
∂ xµ

∂ x̃ν
.

Debido al cambio de variable en las coordenadas de nuevo cambian nuestras funciones
λ̃(r, r̄) y Φ̃(r, r̄), pero esta vez sabemos exactamente cómo. En consecuencia obtenemos

lµ = δµ1 ,

nµ = e−λ(r,θ )−Φ(r,θ )δ
µ
0 −

1
2

e−2λ(r,θ )δ
µ
1 ,

mµ =
1

p
2(r + iacosθ )

�

iasenθ (δµ0 −δ
µ
1 )+δ

µ
2 +

i
senθ

δ
µ
3

�

.

(68)

5. Finalmente construimos una métrica con esta nueva tétrada utilizando la ecuación
(64). Ya es nuestra solución con rotación donde a es interpretado como el momento
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angular por unidad de masa. Al combinar (68) con (64) obtenemos las componentes
contravariantes gµν

gµν =













a2sen2θ
ρ2 −e−λ(r,θ )−Φ(r,θ )− a2sen2

Σ 0 a
ρ2

· −e−2λ(r,θ )+ a2sen2θ
ρ2 0 − a

ρ2

· · 1
ρ2 0

· · · 1
ρ2sen2θ













, (69)

donde ρ2 := r2 + a2cos2θ .

Así tenemos ya nuestra métrica resultante con rotación en su forma contravariante.
Calculando la matriz inversa obtenemos la métrica en su forma covariante

gµν =









e2Φ(r,θ ) eλ(r,θ )+Φ(r,θ ) 0 a2sen2θ eΦ(r,θ )(eλ(r,θ )− eΦ(r,θ ))

· 0 0 −aeλ(r,θ )+Φ(r,θ )sen2θ

· · −ρ2 0
· · · −sen2θ (ρ2 + a2sen2θ eΦ(r,θ )(2eλ(r,θ )− eΦ(r,θ )))









.

(70)

El resultado es una métrica que, en principio, con las transformaciones adecuadas de las
funciones λ y Φ, nos permitirá describir un espacio-tiempo con rotación en coordenadas
nulas de Eddington-Finkelstein (EF){u, r,θ ,φ}. Esta métrica posee simetría axial.

3.1.2 Coordenadas de Boyer-Lindquist

Aunque ya tenemos nuestra solución expresada en coordenadas de EF, estas coordenadas
podrían no ser las más adecuadas para trabajar; algunas de sus desventajas son que la coorde-
nada u no puede ser interpretada naturalmente como el tiempo, el tener tres términos fuera
de la diagonal hace dificil encontrar e interpretar sus horizontes y ergoesfera, además en el
sistema coordenado que a continuación se presenta es facil ver que si a −→ 0 recuperamos
el caso estático de nuestro espacio tiempo.

Realizaremos entonces un cambio de coordenadas, donde llevaremos a la métrica a un
sistema coordenado donde el único coeficiente métrico fuera de la diagonal distinto de cero
será g03. Este tipo de coordenadas son llamadas de Boyer-Lindquist (BL) {t, r,θ ,ϕ} Boyer
and Lindquist [1967], Carroll [1997]. Para hacer este procedimiento debemos realizar el
cambio de variable siguiente

du = d t − g(r)dr, dφ = dϕ−h(r)dr, (71)
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donde debemos nosotros encontrar condiciones sobre las funciones g(r) y h(r) tales que
g01 = g13 = 0. Al aplicar esta transformación encontramos a partir de la métrica (70) las
siguientes expresiones

g(r) =
eλ(r,θ )(ρ2 + a2sen2θ eλ(r,θ )+Φ(r,θ )

eΦ(r,θ )(ρ2 + a2sen2θ e2λ(r,θ ))
,

h(r) = −
ae2λ(r,θ )

ρ2 + a2sen2θ e2λ(r,θ )
.

(72)

Aplicando entonces este resultado (72) en (70) obtenemos la siguiente métrica

gµν =











−e2Φ(r,θ ) 0 0 asen2θ eΦ(r,θ )(eλ(r,θ )− eΦ(r,θ ))

· ρ2

ρ2e−2λ(r,θ )+a2sen2θ
0 0

· · ρ2 0
· · · sen2θ (ρ2 + a2sen2θ eΦ(r,θ )(2eλ(r,θ )− eΦ(r,θ )))











(73)

La solución (73) está ya escrita en las coordenadas usuales {t, r,θ ,φ}, lo único que debe-
mos hacer ahora es, sustituir los valores para las funciones λ(r,θ ) y Φ(r,θ ), considerando
una complexificación adecuada para cada caso.

Hemos logrado extender la simetría esférica original de la métrica semilla para obtener
otra métrica con simetría axial; físicamente hemos pasado de un espacio tiempo estático a
uno con rotación.

3.1.3 Soluciones clásicas con rotación

Todo lo realizado en las dos secciones pasadas fue para simplificar nuestro trabajo de
determinar soluciones con rotación a partir de soluciones estáticas en RG. Ahora no será
necesario repetir todo el proceso anterior, sino que solo debemos sustituir y comprobar
nuestras soluciones para cada caso con el fin de asegurarnos que la solución con rotación
encontrada por el algoritmo JN corresponda al sistema con rotación que deseamos analizar.
A continuación aplicaremos el algoritmo de Janis-Newman a las métricas de Schwarzschild y
Reissner-Nordström; estas dos soluciones a las ecuaciones de RG cumplen con la condición
de ser soluciones estáticas esféricamente simétricas.
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3.1.3.1 La métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild

Consideremos el elemento de línea de Schwarschild

ds2 = −
�

1−
2M

r

�

d t2 +

�

1−
2M

r

�−1

dr2 + r2dΩ2

= − fsd t2 + f −1
s dr2 + r2dΩ2,

donde fs := 1−
2M

r
.

(74)

Notemos que de acuerdo a (62) podemos identificar e2Φ = e−2λ = fs o bien Φ = −λ.
Sustituyendo esta información directamente en (73) obtenemos

gµν =











− f̃s 0 0 asen2θ (1− f̃s)

· ρ2

ρ2 f̃s+a2sen2θ
0 0

· · ρ2 0
· · · sen2θ (ρ2 + a2sen2θ (2− f̃s))











(75)

donde ρ2 = a2cos2θ + r2.

Para este caso se ha elegido en el paso 3 del algoritmo de JN la complexificación:

fs −→ fs(r, r̄) = 1−
2M r

r r̄
.

Cabe destacar que no hay razón en particular para elegir de este modo la complexificación,
se eligió así únicamente porque funciona, esta elección es la única que nos llevará a reproducir
el espacio-tiempo de Kerr Szekeres [1998]. Con este resultado, después del cuarto paso
obtenemos

f̃s = 1−
2M r
ρ2

. (76)

Después de hacer un poco de algebra llegamos al elemento de línea

ds2 =−
�

1−
2M r
ρ2

�

d t2−
4M rasen2θ

ρ2
dϕd t +

ρ2

∆
dr2 +ρ2dθ2

+

�

r2 + a2 +
2M ra2sen2θ

ρ2

�

sen2θdϕ2,
(77)

con ∆= r2−2M r + a2. Recordemos que a debe ser interpretado en esta expresión como el
momento angular por unidad de masa, es decir a = J

M .

La ecuación (77) coincide con la solución de Kerr en coordenadas de BL; hemos llegado
así al resultado deseado de obtener una solución a la ecuaciones de RG con rotación a partir
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de una solución estática.

3.1.3.2 La métrica de Kerr-Newman a partir de Reissner-Nordström

Consideremos ahora el elemento de línea de RN

ds2 = −
�

1−
2M

r
+

Q2

r2

�

d t2 +

�

1−
2M

r
+

Q2

r2

�−1

dr2 + r2dΩ2,

= − fqd t2 + f −1
q dr2 + r2dΩ2,

donde fq := 1−
2M

r
+

Q2

r2
.

(78)

Notemos de igual manera que de acuerdo a (62) podemos identificar e2Φ = e−2λ = fq o
bien Φ= −λ. Sustituyendo en (73) obtenemos exactamente (75) y sólo ha cambiado nuestra
fs por fq; de modo que

gµν =











− f̃q 0 0 asen2θ (1− f̃q)

· ρ2

ρ2 f̃q+a2sen2θ
0 0

· · ρ2 0
· · · sen2θ (ρ2 + a2sen2θ (2− f̃q))











. (79)

Para este caso se ha elegido en el paso 3 del algoritmo de JN una complexificación similar
a la que se eligio para fs

fq −→ fq(r, r̄) = 1−
2M r

r r̄
+

Q2

r r̄
.

Reiteramos el hecho de que no hay una razón particular para elegir esta complexificación
frente a otras de no ser porque funciona. De esta manera la función métrica se escribe como

f̃q = 1−
2M r
ρ2

+
Q2

ρ2
. (80)

Con esta forma se obtiene finalmente para la métrica con rotación

ds2 =
∆̃− a2sen2θ

ρ2
d t2−

ρ2

∆̃
dr2−ρ2dθ2

+ 2asen2θ

�

1−
∆̃− a2sen2θ

ρ2

�

d tdϕ

− sen2θ

�

ρ2 + a2sen2

�

2−
∆̃− a2sen2θ

ρ2

��

dϕ2,

(81)

con ∆̃= r2−2M r +Q2 + a2.
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Esta solución que corresponde a la métrica de Kerr-Newman en coordenadas de Boyer-
Lindquist.

3.1.4 Espacios-tiempo NC con rotación por medio de algoritmo de Janis-Newman

Las anteriores métricas fueron calculadas para ilustrar como el algoritmo de JN puede ser
implementado para métricas específicas. Deseamos ahora aplicarlo a un espacio-tiempo no
conmutativo. Como se vio en el capitulo 2, los espacios tiempo de Schwarzschild y Reissner-
Nordström en su versión no conmutativa a simple vista se parecen mucho en su forma
funcional a los clásicos. Sin embargo, los coeficientes métricos g00 y g11 son muy diferentes
debido a la presencia de la funcion gamma incompleta. Ahora procederemos a encontrar una
complexificación adecuada para estas métricas no conmutativas que nos permiriá obtener
métricas no conmutativas con rotación.

3.1.4.1 La métrica de Kerr no conmutativa

Tomemos la ecuación (52) que representa la versión no conmutativa del espacio-tiempo
de Schwarzschild no conmutativo

ds2 = −
�

1−
2m(r)

r

�

d t2 +

�

1−
2m(r)

r

�−1

dr2 + r2dΩ2

= − f ′s d t2 + f ′−1
s dr2 + r2dΩ2

donde f ′s = 1−
2m(r)

r
y m(r) =

Mγ(3
2 , r2

4ϑ )

Γ (3
2)

.

(82)

Como puede observarse de esta expresión, la métrica posee exactamente la misma forma
que la ecuación (74) y por lo tanto obtendremos (75) con las modificaciones apropiadas; lo
diferente aquí es nuestra fs. Explícitamente tenemos que

f ′s = 1−
2m(r)

r
= 1−

2Mγ(3
2 ; r2

4ϑ )

Γ (3
2)r

= 1−
4Mγ(3

2 ; r2

4ϑ )p
πr

. (83)

Para elegir la complexificación apropiada conviene recordar que las métricas que se
pueden escribir en la descomposición de Kerr-Schild, son tambien llamadas de clase tipo
Schwarzschild; esta descomposición tiene la forma

ds2 = ds2
M −

j(r)
r2

(kµd xµ)2, (84)

donde ds2
M es el elemento de línea de Minkowski, kµ es un cuadrivector nulo y la función

j(r) sólo depende de la coordenada radial r. En el caso de Schwarzschild (conmutativo)
tenemos por ejemplo que kµ = (1,−1, 0, 0) y j(r) = 2M r Smailagic and Spallucci [2010].
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Si consideramos un espacio-tiempo con simetría esférica y rompemos su simetría para
llegar a un espacio tiempo de simetría axial, la función j(r) se mantiene intacta; todas
las métricas con rotación conocidas tienen este comportamiento respecto de sus versiones
estáticas, es por ello que es de esperarse un comportamiento similar para espacios-tiempo
NC con rotación Modesto and Nicolini [2010].

Resulta que la métrica (82) es de clase tipo Schwarzschild con j(r) = 2m(r)r, por lo que
la función m(r) la cual tiene incluida la información acerca de la NC no cambia, es decir

f ′s −→ f ′s (r, r̄) = 1−
2m(r)r

r r̄
.

No hemos tocado el producto m(r)r pues es una condición para obtener el resultado
deseado. De esta manera obtenemos

f̃ ′s = 1−
2m(r)r
ρ2

, (85)

que tiene la misma estructura que la función conmutativa clásica por lo que al final obtenemos

ds2 =−
�

1−
2m(r)r
ρ2

�

d t2−
4m(r)rasen2θ

ρ2
dϕd t +

ρ2

∆′
dr2 +ρ2dθ2

+

�

r2 + a2 +
2m(r)ra2sen2θ

ρ2

�

sen2θdϕ2,

(86)

con ∆′ = r2−2m(r)r + a2, la cual corresponde directamente con el resultado deseado, la
métrica de Kerr no conmutativa.

3.1.4.2 La métrica de Kerr-Newman no conmutativa

Por último consideremos la métrica de Reissner-Nordström no conmutativa (59)

ds2 = −
�

1−
2m(r)

r
+

q(r)2

r2

�

d t2 +

�

1−
2m(r)

r
+

q(r)2

r2

�−1

dr2 + r2dΩ2

= − f ’qd t2 + f ’−1
q dr2 + r2dΩ2,

donde f ’q = 1−
2m(r)

r
+

q(r)2

r2
.

(87)

Analogamente al caso de la derivación de la solución de Kerr no conmutativa, la métrica
(87) es de clase tipo Schwarzschild también y ahora j(r) = 2m(r)r + q(r)2 por lo que las
expresiones de m(r) y q(r) permanecerán intactas; tenemos que

f ′q −→ f ′q (r, r̄) = 1−
2m(r)r

r r̄
+

q(r)2

r r̄
,



26 E S PA C I O S T I E M P O C O N R O TA C I Ó N

en consecuencia

f̃ ′q = 1−
2m(r)r
ρ2

+
q(r)2

ρ2
. (88)

De nuevo nos encontramos con la misma estructura que la parte clásica, así que directa-
mente obtenemos

ds2 =
∆̃′− a2sen2θ

ρ
d t2−

ρ

∆̃′
dr2−ρdθ2

+ 2asen2θ

�

1−
∆̃′− a2sen2θ

ρ

�

d tdϕ

− sen2θ

�

ρ+ a2sen2

�

2−
∆̃′− a2sen2θ

ρ

��

dϕ2,

(89)

donde q(r) = Q2

π

��

γ2
�

1
2 ; r2

4ϑ

�

− rp
2ϑ
γ
�

1
2 ; r2

4ϑ

��

+
q

2
ϑ rγ

�

3
2 ; r2

4ϑ

��

y ∆̃′ = r2−2m(r)r + q(r)2 + a2.

Este elemento de línea corresponde a la solución de Kerr-Newman en su versión no
conmutativa que describe una distribución difusa de masa en rotación con carga.

3.2 S O L U C I O N E S C O N R O TA C I Ó N E N R E L AT I V I D A D G E N E R A L S I N C O M P L E X I F I C A C I Ó N

Como se ha mencionado, el algoritmo de JN falla al no proporcionar una manera sistemáti-
ca de conocer la forma que toman las coordenadas del espacio-tiempo luego de permitir que
estas tomen valores complejos. Ante esta problemática se desarrolló un método alternativo
Azreg-Aïnou [2014] que toma prácticamente todos los pasos del algoritmo de J-N, excepto
aquel en el que tenemos esta ambigüedad.

Sin complexificar las coordenadas, en Azreg-Aïnou [2014] se resuelven las ecuaciones de
campo tomando como base el tensor de energía-momento de un fluido perfecto y conside-
rando la forma conocida de agujeros negros regulares, se logra obtener una forma para los
coeficientes de la métrica con rotación, en términos de los coeficientes de la métrica estática.
Este procedimiento es libre de ambigüedades.

3.2.1 Ecuaciones de campo sin complexificación

Al igual que en el algoritmo de JN, partimos de un elemento de línea estático esféricamente
simétrico

ds2 = −G(r)d t2 +
dr2

F(r)
+H(r)(dθ2 + sin2θdϕ2). (90)
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con funciones G, F y H dependientes de la variable radial r. Escribamos ahora este elemento
de línea en coordenadas de Eddington-Finkelstein(EF) introduciendo el cambio de variable
siguiente

du = d t − dr/
p

FG.

Obtenemos así

ds2 = −G(r)du2−
2G(r)drdu
Æ

F(r)G(r)
+H(r)(dθ2 + sin2θdϕ2). (91)

A continuación reescribimos la métrica anterior en términos de tetradas nulas usando la
ecuación (64). Esto da como resultado las siguientes componentes

lµ = δµr ,

nµ =

√

√ F
G
δµu −

F
2
δµr ,

mµ =

�

δ
µ

θ
+ i

sinθ δ
µ
ϕ

�

p
2H

.

(92)

Ahora realizaremos la transformación compleja (67), y adicionalmente supondremos que
nuestras funciones dependientes de r transforman de la siguiente forma

{G(r), F(r), H(r)} → {A(r,θ , a), B(r,θ , a),Ψ(r,θ , a)}, (93)

donde {A, B,Ψ} son funciones aún desconocidas. Cuando a → 0, estas funciones deben
regresar al conjunto original {F , G, H}, pues son su forma estática; en consecuencia se debe
cumplir

ĺım
a→0

A(r,θ , a) = G(r), ĺım
a→0

B(r,θ , a) = F(r), ĺım
a→0
Ψ(r,θ , a) = H(r). (94)

La transformación compleja dada por (67) implica que nuestras tétradas quedan como

lµ = δµr ,

nµ =

√

√B
A
δµu −

B
2
δµr ,

mµ =
1
p

2Ψ

�

δ
µ

θ
+ iasinθ (δµu −δ

µ
r +

i
sinθ

δµϕ)

�

.

(95)
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Utilizando esta tétrada y (64) reconstruimos la métrica en su forma contravariante. Las
componentes contravariantes son explícitamente

guu(r,θ ) = −
a2sin2θ

Ψ
, guϕ(r,θ ) = −

a
Ψ

,

gϕϕ(r,θ ) = −
1

Ψsin2θ ,
gθθ (r,θ ) = −

1
Ψ

,

g r r(r,θ ) = −B−
a2sin2θ

Ψ
, g rϕ(r,θ ) =

a
Ψ

,

gur(r,θ ) =

√

√B
A
+

a2sin2θ

Ψ
.

(96)

La inversión de la matriz gµν asociada a las componentes contravariantes nos da el elemento
de línea siguiente

ds2 =Adu2 + 2

p
A
p

B
dudr + 2asin2θ

�p
A
p

B
−A

�

dudϕ−2asin2θ

p
A
p

B
drdϕ−Ψdθ2

− sin2θ

�

Ψ+ a2sin2θ

�

2

p
A
p

B
−A

��

dϕ2.

(97)

La métrica está escrita en coordenadas de EF. Para hacer la conexión con la forma estándar
en términos de las variables {t, r,θ ,φ}, realizaremos el cambio de coordenadas (71)

du = d t −λ(r)dr, dϕ = dφ−χ(r)dr. (98)

En consecuencia obtendremos de manera similar a (72) las expresiones,

λ(r) =
(K + a2)

FH + a2
, χ(r) =

a
FH + a2

, (99)

donde

K ≡

√

√

√ F(r)
G(r)

H(r). (100)

Estas expresiones garantizan que

gt r = gr t = 0.

Para realizar este paso, donde las transformaciones no dependen de las funciones {A, B,Ψ},
se impone que λ y χ sean funciones únicamente de r con el objetivo de que (98) sea una
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transformación global de coordenadas, es decir, que sea válida para cualquier valor del
angulo polar θ . Se elige además que la forma de las funciones A y B sea como sigue

A(r,θ ) =
(FH + a2cos2θ )Ψ

(K + a2cos2θ )2
,

B(r,θ ) =
FH + a2cos2θ

Ψ
,

(101)

donde Ψ es una función aún sin determinar y que cumple con las condiciones (94). Uti-
lizando entonces (98),(99), (100) y (101) transformamos la métrica a coordenadas de
Boyer-Lindquist obteniendo

ds2 = −
(FH + a2cos2θ )Ψd t2

(K + a2cos2θ )2
+
Ψdr2

FH + a2
−2asin2θ

�

K − FH
(K + a2cos2θ )2

�

Ψd tdφ+Ψdθ2

+Ψsin2θ

�

1+ a2sin2θ
2K − FH + a2cos2θ

(K + a2cos2θ )2

�

dφ2.

(102)

La métrica anterior podemos escribirla en su forma de Kerr de la siguiente manera

ds2 = −
Ψ

ρ2

�

�

1−
2 f
ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

4a f sin2θ

ρ2
d tdφ+ρ2dθ2 +

∑

sin2θ

ρ2
dφ2

�

, (103)

donde

ρ2 ≡ K + a2cos2θ , 2 f (r) ≡ H − FH,

∆(r) ≡ FH + a2, Σ≡ (K + a2)2− a2∆sin2θ ,
(104)

o bien

ds2 =
Ψ

ρ2

�

∆

ρ2
(d t − asin2θdφ2)2−

ρ2

∆
dr2−ρ2dθ2−

sin2θ

ρ2
[ad t − (K + a2)dφ]2

�

. (105)

Para determinar la forma de Ψ, consideramos las ecuaciones de campo

Gµν = 8πTµν. (106)

Se ha elegido Tµν como el tensor de energía-momento de un fluido anisotrópico cuyo eje de
rotación es el eje z. La estructura de este tensor está dada por

Tµν = εeµt eνt + pr eµr eνr + pθ eµ
θ

eνθ + pφeµ
φ

eνφ, (107)
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donde eµt es la cuadrivelocidad del fluido, ε es su densidad, {pr , pθ , pφ} son las componentes
de su presión y {et , er , eθ , eφ} es la base dual (eν =ω

µgµν)de las 1-formas {ωt ,ωr ,ωθ ,ωφ}
definidas por (105) de la forma

ωt ≡
p
Ψ∆(d t − asin2θdφ)/ρ2, ωr ≡ −

p
Ψdr/

p
∆,

ωθ ≡ −
p
Ψdθ , ωφ ≡ −

p
Ψsinθ [ad t − (K + a2)dφ]/ρ2.

(108)

Ya que este tensor Tµν describe un fluido con rotación alrededor del eje z, obtenemos la
ecuación Grθ = 0 de (106) o equivalentemente

(K + a2 y2)2(3Ψ,rΨ,y2 −2ΨΨ,r y2) = 3a2K,rΨ
2, (109)

Por otro lado la consistencia de las ecuaciones de campo y la forma del tensor Tµν implican
que

[K,r2 + K(2− K,r r)− a2 y2(2+ K,r r)]Ψ+(K + a2 y2)(4y2Ψ,y2 − K,rΨ,r) = 0, (110)

donde y = cosθ .

Para hacer la conexión con agujeros negros regulares fijemos G = F y H = r2 en (90); esta
elección se basa en el hecho de que todos los agujeros negros regulares conocidos cumplen
con estas condiciones. La ecuación (100) implica que K = H = r2, ahora es fácil verificar
que

Ψ = r2 + a2cos2θ , (111)

Es una solución de (109) y (110) que además cumple con las condiciones (94). Por lo que
la métrica (103) tomando H = K = r2 y G = F adquiere la forma

ds2 = −
�

1−
2 f
ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

4a f sen2θ

ρ2
d tdφ+ρ2dθ2 +

Σsen2θ

ρ2
dφ2, (112)

donde

ρ2 = r2 + a2cos2θ . 2 f = r2(1− F), ∆= r2F + a2 = r2−2 f + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .
(113)

La ecuación (112) es entonces la métrica con rotación; nótese que ésta solo depende de
los coeficientes métricos del espacio-tiempo estático, por lo que en principio, solo necesi-
tamos una métrica estática esféricamente simétrica que cumpla con G = F y H = r2 para
generar un espacio tiempo rotante mediante este método, sin necesidad de realizar ninguna
complexificación de coordenadas. Este último aspecto elimina la ambigüedad existente en el
algoritmo de Janis-Newman.
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3.2.2 Aplicaciones

Procederemos ahora a aplicar el método discutido en la sección anterior a las métricas
estáticas a las que hemos aplicado ya el algoritmo de JN para comparar ambos procedimientos
y verificar su consistencia.

3.2.2.1 De Schwarzschild a la solución de Kerr

Para obtener la solución de Kerr debemos tomar la métrica de Schwarzschild por lo que
hacemos las identificaciones

G = F = 1−
2M

r
. (114)

La ecuación (113) toma la forma

ρ2 = r2 + a2cos2θ . 2 f = 2M r, ∆= r2−2M r + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .
(115)

En consecuencia (112) nos arroja

ds2 = −
�

1−
2M r
ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

4aM rsen2θ

ρ2
d tdφ+ρ2dθ2 +

Σsen2θ

ρ2
dφ2 (116)

Esta solución es idéntica a (77).

3.2.2.2 De RN a la solución de Kerr-Newman

Ahora queremos la solución de Kerr-Newman por lo que debemos tomar como métrica
semilla la métrica de Reissner-Nordström. En consecuencia identificamos

G = F = 1−
2M

r
+

Q2

r2
. (117)

La ecuación (113) toma la forma

ρ2 = r2 + a2cos2θ , 2 f = 2M r −Q2, ∆= r2−2M r +Q2 + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .
(118)

En consecuencia (112) queda como

ds2 = −
�

1−
2M r −Q2

ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

2a(2M r −Q2)sen2θ

ρ2
d tdφ

+ρ2dθ2 +
Σsen2θ

ρ2
dφ2.

(119)

Esta solución es idéntica a (81).
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3.2.2.3 La solución de Kerr no Conmutativa

Hagamos lo mismo ahora para obtener la solución de Kerr en su versión no conmutativa;
para este fin debemos tomar la métrica de Schwarzschild no conmutativa por lo que

G = F = 1−
2m(r)

r
, (120)

donde m(r) = 2M
γ
�

3
2 , r2

4ϑ

�

p
π

. La ecuación (113) toma así la forma

ρ2 = r2 + a2cos2θ . 2 f = 2m(r)r, ∆= r2−2m(r)r + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .
(121)

Con (112) generamos

ds2 = −
�

1−
2m(r)r
ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

4a m(r)rsen2θ

ρ2
d tdφ

+ρ2dθ2 +
Σsen2θ

ρ2
dφ2.

(122)

Esta solución es idéntica a (86) que fue obtenida mediante el algoritmo de JN adaptado al
caso no conmutativo.

3.2.3 La solución de Kerr-Newman no Conmutativa

Por último, para la solución de Kerr-Newman no conmutativa debemos tomar la métrica
de RN no conmutativa

G = F = 1−
2m(r)

r
+

q(r)2

r2
, (123)

donde q2(r) = Q2

π

��

γ2
�

1
2 ; r2

4ϑ

�

− rp
2ϑ
γ
�

1
2 ; r2

4ϑ

��

+
q

2
ϑ rγ

�

3
2 ; r2

4ϑ

��

.

La ecuación (113) toma la forma

ρ2 = r2 + a2cos2θ , 2 f = 2m(r)r − q(r)2, ∆= r2−2m(r)r + q(r)2 + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .
(124)

de este modo (112) queda como

ds2 = −
�

1−
2m(r)r − q(r)2

ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

2a[2m(r)r − q(r)2]sen2θ

ρ2
d tdφ

+ρ2dθ2 +
Σsen2θ

ρ2
dφ2.

(125)
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Esta solución es idéntica a (89), también obtenida mediante el algoritmo de JN no conmuta-
tivo.

3.3 C A R A C T E R Í S T I C A S D E A G UJ E R O S N E G R O S R O TA N T E S

Un espacio-tiempo con rotación posee características únicas, propias de su simetría que no
encontramos en los espacios-tiempo estáticos, por ejemplo, es posible extraer energía de un
AN con rotación, o es imposible mantenerse estático respecto de un observador en el infinito,
si uno se encuentra cerca de un AN rotante, esto es debido al arrastre de marcos inerciales.
En seguida se presentan algunas características importantes un espacio-tiempo con simetría
axial Bicak [2000] Smailagic and Spallucci [2010] Modesto and Nicolini [2010].

3.3.1 Horizontes de eventos

Como ya se mencionó, tendremos múltiples soluciones para la ecuación que define el
horizonte de eventos de un AN rotante, aquí serán analizadas para los casos conmutativos y
no conmutativos.

3.3.1.1 Kerr

Localicemos el horizonte de eventos utilizando geodésicas nulas radiales es decir dθ =
dφ = 0

0 = −g00d t2 + g11dr2 ⇒
dr
d t

=

√

√ g00

g11
. (126)

En el horizonte de eventos esta velocidad se anula por lo que el horizonte de eventos
es cuando g00 = 0 o cuando (g11)

−1 = 0, ya que la primera expresión corresponde a la
ergoesfera, el horizonte de eventos quedará definido por la segunda expresión

(g11)
−1 =

∆

ρ2
= 0 ⇒ ∆= r2−2M r + a2 = 0. (127)

Puesto que la anterior ecuación es de segundo grado en r, tendremos hasta dos soluciones
de la forma

rH± = M ±
p

M2− a2. (128)

las cuales describen dos horizontes de eventos. En la figura (2) se puede observar esquemáti-
camente el cambio en la orientación de un cono de luz al atravesar cada horizonte de eventos.
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Figura 2: Esquema del cambio en la orientación del cono de luz al atravesar los horizontes de eventos

3.3.1.2 Kerr-Newman

La ecuación que define el horizonte de eventos tendrá hasta dos soluciones de manera
análoga al caso de Kerr

(g11)
−1 =

∆̃

ρ2
= 0 ⇒ ∆̃= r2−2M r +Q2 + a2. (129)

Esta ecuación tiene por soluciones

rH± = M ±
p

M2− a2−Q2. (130)

3.3.1.3 Kerr NC

La ecuación que define el horizonte de eventos tendrá dos soluciones de manera análoga
al caso de Kerr

(g11)
−1 =

∆′

ρ2
= 0 ⇒ ∆′ = r2−2m(r)r + a2. (131)

El horizonte de eventos está dado por la solución a la ecuación trascendente

rH± =
Mγ(3

2 ,
r2
H

4ϑ )

Γ (3
2)

±

√

√

√

√

√





Mγ(3
2 ,

r2
H

4ϑ )

Γ (3
2)





2

− a2. (132)

Esta ecuación coincide con la ergoesfera cuando θ = 0.
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3.3.1.4 Kerr-Newman NC

La ecuación que define el horizonte de eventos tendrá hasta dos soluciones

(g11)
−1 =

∆̃′

ρ2
= 0 ⇒ ∆̃′ = r2−2m(r)r + a2 + q(r)2. (133)

El horizonte de eventos está dado por la solución a la ecuación trascendente

rH± =
Mγ( 3

2 ,
r2
H

4ϑ )

Γ ( 3
2 )

±

√

√

√

√

√





Mγ( 3
2 ,

r2
H

4ϑ )

Γ ( 3
2 )





2

− a2 −
Q2

π

�

�

γ2

�

1
2

;
r2
H

4ϑ

�

−
rHp
2ϑ
γ

�

1
2

;
r2
H

4ϑ

��

+

√

√ 2
ϑ

rHγ

�

3
2

;
r2
H

4ϑ

�

�

. (134)

3.3.2 Agujero Negro extremo

Como arriba se menciona la ecuación que define al horizonte de eventos es cuadrática, es
por ello que en general obtendremos 2 soluciones para el horizonte de eventos, sin embargo
hay valores para los cuales la relación entre la masa la carga y el momento angular del AN
permiten un sólo horizonte de eventos, cuando estas condiciones se presentan obtenemos
un AN Extremo

3.3.2.1 Kerr

La ecuación para el horizonte de eventos (128) solo tiene solución real para valores de la
masa M ≥ a, de lo contrario no habría horizonte de eventos y nos encontraríamos con una
singularidad desnuda, este ultimo resultado no es posible si tomamos en cuenta la hipótesis
de la censura cósmica.

Sin embargo, tenemos aún el caso en que M = a, cuando esto sucede, el agujero negro
alcanza el máximo valor de momento angular posible y sólo existe un horizonte de eventos

rH = M . (135)

El radio del horizonte de eventos

r± = M ±
p

M2− a2,

existe solamente para a < M . Entonces existe un momento angular máximo Jm para un AN
de Kerr que corresponde a

am = M , Jm = amM = M2.

3.3.2.2 Kerr-Newman

La métrica de Kerr-Newman posee sólo una solución para el horizonte de eventos cuando
M2 = a2 +Q2, si esta condición se cumple el horizonte de eventos es

rH = M , (136)
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y el AN es extremo

3.3.2.3 Kerr no conmutativo

A partir de M = M(rH), la condición de agujero negro extremo M,rH
= 0 se escribe como

�

a2 + r2
H

�

e−
r2
H

4ϑ +
4a2ϑ3/2γ

�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

r3
H

−
4ϑ3/2γ

�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

rH
= 0.

En el caso del agujero negro de Kerr, se observa que para un valor dado de la masa M es
posible tener dos horizontes mientras que en el caso no conmutativo, los horizontes pueden
no estar presentes para el mismo valor de M . Este comportamiento está determinado por la
configuración de agujero negro extremo. Para tener una idea más precisa, consideremos el
caso de a = 3: en el caso conmutativo el horizonte del agujero extremo es re

H = 3 con una
masa Me = 3, mientras que en el caso no conmutativo con ϑ = 1, se tiene que re

H = 4.09972
con una masa Me = 3.27306. Puede verse también que la separación entre los horizontes
interno y externo es mayor en el caso conmutativo que en el no conmutativo para un mismo
valor de M .

Figura 3: Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr NC a = 0, 1, 3 (izquierda a
derecha) con ϑ = 0.001.
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Figura 4: Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr NC a = 0, 1, 3 (izquierda a
derecha) con ϑ = 1.

3.3.2.4 Kerr-Newman

De manera análoga al caso del agujero negro de Kerr, la condición de agujero negro
extremo M,rH

= 0 para la métrica de Kerr-Newman se expresa como

(a2 + r2
H)e

−
r2
H

4ϑ +
4a2ϑ3/2γ

�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

r3
H

+
q2e−

r2
H

4ϑ γ
�

1
2 ,

r2
H

4ϑ

�2

π
−

q2rH e−
r2
H

4ϑ γ
�

1
2 ,

r2
H

4ϑ

�

p
2π
p
ϑ

−
8ϑq2e−

r2
H

4ϑ γ
�

1
2 ,

r2
H

4ϑ

�

γ
�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

πr2
H

+
2
p

2
p
ϑq2e−

r2
H

4ϑ γ
�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

πrH

+
4ϑ3/2q2γ

�

1
2 ,

r2
H

4ϑ

�2
γ
�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

πr3
H

−
4ϑ3/2γ

�

3
2 ,

r2
H

4ϑ

�

rH
= 0. (137)

Observamos una situación similar para la existencia de horizontes conforme varía la masa
del agujero negro. En este caso tenemos que con a = 3 y ϑ = 0 se tiene que la configuración
extrema corresponde a re

H = 3.16228 con una masa Me = 3.16228, mientras que en el caso
no conmutativo con ϑ = 1, se tiene re

H = 4.14796 con Me = 3.39117.

3.3.3 Censura cósmica

La expresión para el horizonte de eventos indica que un horizonte sólo existe bajo ciertas
condiciones. Este hecho nos lleva a preguntarnos si una singularidad esencial puede existir
en la ausencia de un horizonte de eventos (singularidad desnuda).

La hipótesis de la censura cósmica fue formulada por Roger Penrose Penrose et al. [2002] e
indica que la naturaleza “censura” singularidades esenciales de espacio-tiempo, en el sentido
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Figura 5: Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr-Newman NCa = 0,1,3
(izquierda a derecha) con ϑ = 0.001 y Q = 1.

Figura 6: Radio del Horizonte de eventos en función de la masa para Kerr-Newman NC a = 0,1,3
(izquierda a derecha) con ϑ = 1 y Q = 1.
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de que todas están dentro de un horizonte de eventos que las hace invisibles al universo.
Desafortunadamente la hipótesis no ha sido probada, sin embargo, no hay violaciones a la
hipótesis conocidas (observacionales o teóricas) Risaliti et al. [2013].

Para el caso no conmutativo como se observa en las Figuras (3), (4), (5) y (6), aun
existen horizontes de eventos. Sin embargo recordemos que una de las ventajas de utilizar
soluciones no conmutativas es regularizar la singularidad del AN; es por ello que aunque
desaparezca el horizonte de eventos no tendremos una singularidad desnuda pues ya no
existe tal singularidad. Por ende se respeta la conjetura de la censura cósmica, una solución
NC es una solución regular.

3.3.4 Ergoesferas

3.3.4.1 Ergoesferas en Kerr

Con suficiente propulsión, un observador puede permanecer estacionario en cualquier
punto fuera del horizonte de eventos de un AN de Schwarzschild con respecto a un obser-
vador en el infinito, sin embargo para un AN rotante existe una zona fuera del horizonte
de eventos donde es imposible permanecer estacionario para un observador en el infinito.
Esta zona es llamada ergoesfera, y permanecer estático dentro de este región implicaría una
violación de causalidad, ya que se requeriría una velocidad mayor que la velocidad de la luz
para que un observador permaneciera estático.

Para entender mejor este concepto consideremos un observador estacionario, con 4-
velocidad

uµ = (u0, 0, 0, 0) =
�

d t
dτ

, 0, 0, 0
�

. (138)

La norma de la 4-velocidad está dada por

uµuµ = g00(u
0)2. (139)

donde para la métrica de Kerr

g00 = −(1−
2M r

r2 + a2cos2θ
) = −

r2 + a2cos2θ −2M r
r2 + a2cos2θ

. (140)

La norma de la 4-velocidad se anula si g00 = 0. Esta condición se satisface si r2 + a2cos2θ −
2M r = 0; resolviendo para r obtenemos una superficie definida por

re±(θ ) = M ±
p

M2− a2cos2θ . (141)

Entonces g00 > 0 dentro de esta superficie, mientras que g00 < 0 fuera de ella. Ya que (u0)2

siempre es positivo, la condición (139) no puede ser satisfecha por un observador ubicado
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Figura 7: Corte polar de un AN de Kerr y extremo de Kerr donde se muestran horizontes de eventos(r+
y r−) y fronteras de la ergosuperficie(z+ y z−)

en r ≤ re+ ó r ≥ re−; en la Figura (7) observamos la ergoesfera de un AN regular y uno ex-
tremo. En ambos casos una gran parte de la ergosuperficie está fuera del horizonte de eventos.

Esto es más evidente si comparamos

r± = M ±
p

M2− a2 re± = M ±
p

M2− a2cos2θ ,

ya que si a 6= 0 la superficie re generalmente está fuera del horizonte excepto en los polos
(θ = 0,π) donde ambas superficies coinciden.

El efecto de arrastre debido a la rotación de AN afecta también a partículas prueba no
masivas dentro de la ergosuperficie. Consideremos una partícula no masiva dentro de la
ergosuperficie moviéndose tangente a un círculo de r constante en el plano ecuatorial θ = π

2 .
Entonces dr = dθ = 0 y ya que es una partícula prueba no masiva sigue geodésicas nulas,
es decir ds2 = 0; el elemento de línea de Kerr se reduce a

g00d t2 + 2g03d tdφ+ g33dφ2 = 0. (142)

A partir de esta expresión obtenemos una ecuación cuadrática para dφ
d t

g00 + 2g03
dφ
d t

+ g33

�

dφ
d t

�2

= 0. (143)



3.3 C A R A C T E R Í S T I C A S D E A G UJ E R O S N E G R O S R O TA N T E S 41

Resolviendo para dφ
d t tenemos

dφ
d t

= −
g03

g33
±

√

√

√

�

g03

g33

�2

−
g00

g33
, (144)

donde tomaremos el signo + cuando el movimiento es opuesto a la rotación del AN y el
signo − cuando se mueve con la rotación del AN, tomando el valor g00 = 0 cuando la
partícula prueba no masiva se encuentra en la frontera de la ergoesfera, la cual constituye
una superficie que define el límite estático; obtenemos así 2 soluciones

dφ
d t

= 0, (145)

cuando la partícula prueba no masiva viaja en sentido contrario a la rotación del AN.

dφ
d t

= −2
g03

g33
, (146)

cuando viaja de acuerdo a la rotación del AN.

Figura 8: Geodésicas tipo tiempo en el plano θ = π
2 ilustrando el efecto de arrastre

Esto quiere decir que una partícula de prueba no masiva dentro de la ergosuperficie es
arrastrada en dirección contraria a su dirección original si viaja en contra de la rotación
dentro de la ergoesfera. Si una partícula de prueba no masiva que viaja a la velocidad de la luz
es arrastrada, entonces cualquier objeto también lo será y es imposible evitarlo, pues tendría
que viajar con una velocidad superior a la de la luz para mantenerse estático respecto de un
observador en el infinito. En la figura (8) se ilustran las geodésicas que siguen partículas
prueba no masivas cerca del horizonte de eventos del AN de Kerr.
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3.3.4.2 Kerr

Ergoesfera

Ya se tiene una idea entonces de lo que es una ergoesfera, sin necesidad del uso de
cuadrivelocidades la podemos definir como la superficie en la que la norma del vector de
Killing temporal kµ = (1,0,0,0) se anula. Similar al caso resuelto en la ecuación (139)
obtenemos

kµkµ = −g00 = 1−
2M r
ρ2

= 0. (147)

Por lo que la ergoesfera está dada por la ecuación

re±(θ ) = M ±
p

M2− a2cos2θ . (148)

3.3.4.3 Kerr-Newman

La superficie en la que la norma del vector de Killing temporal se anula en este espacio-
tiempo es

re±(θ ) = M ±
p

M2− a2cos2θ −Q2. (149)

Esta es entonces la ecuación de la ergoesfera.

3.3.4.4 Kerr no conmutativo

La superficie en la que la norma del vector de Killing temporal se anula en este espacio-
tiempo está dada por

−g00 = 1−
2m(r)r
ρ2

= 0 ⇒ r2 + a2cos2θ −2m(r)r = 0, (150)

cuya solución analítica no existe, la ergoesfera es la solución de la ecuación trascendente

re±(θ ) =
Mγ(3

2 ,
r2
e

4ϑ )

Γ (3
2)

±

√

√

√

√

√





Mγ(3
2 ,

r2
e

4ϑ )

Γ (3
2)





2

− a2cos2θ . (151)

3.3.4.5 Kerr-Newman no conmutativo

La ergosuperficie está dada por

−g00 = r2−2m(r)r +q(r)2+a2−a2sen2 = 0 ⇒ r2+a2cos2θ+q(r)2−2m(r)r = 0,
(152)
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cuya solución analítica no existe; la ergoesfera es la solución de la ecuación trascendente

re±(θ ) =
Mγ( 3

2 ,
r2
e

4ϑ )

Γ ( 3
2 )

±

√

√

√

√

√





Mγ( 3
2 , r2

e
4ϑ )

Γ ( 3
2 )





2

− a2cos2θ −
Q2

π

�

�

γ2

�

1
2

;
r2
e

4ϑ

�

−
rep
2ϑ
γ

�

1
2

;
r2
e

4ϑ

��

+

√

√ 2
ϑ

reγ

�

3
2

;
r2
e

4ϑ

�

�

. (153)

3.3.5 Geodésicas

3.3.5.1 Geodésicas en el espacio-tiempo de Kerr

Para simplificar cálculos nos restringiremos al plano θ = π
2 (geodésicas ecuatoriales). El

elemento de línea con esta restricción queda

ds2 = −(1−
2M

r
)d t2−

4Ma
r

dφd t +
r2

∆
dr2 +(r2 + a2 +

2Ma2

r
)dφ2. (154)

Hay dos cantidades que se conservan debido a que la métrica es independiente del tiempo
coordenado t y el ángulo azimutal φ

ε := −ξtu
µ, (155)

λ := −ξφuµ, (156)

ε es la energía por unidad de masa en reposo y λ es momento angular por unidad de
masa. Calculamos de (154) cantidades conservadas; tenemos así

−ε= gt tu
t + gtφuφ, (157)

λ= gφ tu
t + gφφuφ. (158)

Resolviendo para las componentes ut = d t
dτ y uφ = dφ

dτ con τ igual al tiempo propio
obtenemos

d t
dτ

=
1
∆

�

(r2 + a2 +
2Ma2

r
)ε−

2Ma
r
λ

�

, (159)

dϕ
dτ

=
1
∆

�

(1−
2M

r
)λ+

2Ma
r
ε

�

, (160)

donde hemos usado las expresiones explicitas de los coeficientes métricos.

Con la normalizacion ds2 = −dτ2 tenemos que

�

dr
dτ

�2

=
2M

r
−
λ2− a2(ε2−1)

r2
+

2M(λ− aε)2

r3
+(ε2−1). (161)
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donde hemos usado (159) y (160). Aunque se puede dejar la ecuación así, también se puede
escribir en una forma más familiar si consideramos a ε2−1

2 como la energía total asociada a
la partícula prueba. Esto nos permite reescribir (161) como

ε2−1
2

=
1
2
(

dr
dτ

)2 + Ve f f (r,ε,λ), (162)

donde

Ve f f (r,ε,λ) ≡ −
M
r
+
λ2− a2(ε2−1)

2r2
−

M(λ− aε)2

r3
, (163)

se denomina el potencial efectivo. Una partícula prueba en caída libre en el espacio-tiempo
de Kerr seguiría una trayectoria cuya evolución es descrita por una ecuación Newtoniana
con este potencial Chandrasekhar [2002].

3.3.6 El efecto de Lense-Thirring

Una característica que no aparece en agujeros negros sin rotación es el arrastre de marcos
inerciales; el AN arrastra espacio-tiempo con él mientras rota. Una consecuencia de este
arrastre es que una partícula que se suelta radialmente hacia el centro de un AN de Kerr va
a adquirir componentes no radiales de movimiento mientras cae libremente en el campo
gravitacional del AN. Puede calcularse dφ

dr para una partícula liberada del reposo utilizando
la métrica de Kerr para ilustrar mejor el arrastre de marcos inerciales.

Consideremos una partícula liberada desde el reposo sin momento angular inicial. Su
energía será así igual a su masa en reposo, por lo tanto las cantidades conservadas (155) y
(156) tendrán los valores:

ε= 1, λ= 0.

En este caso las ecuaciones (160) y (162) toman la forma

dφ
dτ

=
1
∆

�

2Ma
r

�

, (164)

dr
dτ

=

√

√2M
r

�

1+
a2

r2

�

, (165)

que al combinarlas obtenemos

dφ
dr

=
dφ/dτ
dr/dτ

= −
2Ma
r∆

�

2M
r

(1+
a2

r2
)

�− 1
2

. (166)

La partícula es arrastrada un ángulo φ conforme se dirige radialmente hacia el interior
del AN, aunque ninguna fuerza actúe sobre ella. Este efecto se denomina arrastre de marcos
inerciales y produce una precesión detectable llamada precesión de Lense-Thirring o efecto de
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Lense-Thirring Lense and Thirring [1918].

A continuación se hará el cálculo de la precesión de Lense-Thirring utilizando el 4-momento
en la métrica de Kerr. Escribimos primero que

pφ ≡ p3 = g3µpµ = g33p3 + g30p0, (167)

pt ≡ p0 = g0µpµ = g00p0 + g03p3, (168)

donde

p0 = m
dt
dτ

, p3 = m
dφ
dτ

. (169)

Combinando (167) y (168) tenemos

dφ
d t

=
p3

p0
=

g33p3 + g30p0

g00p0 + g03P3
. (170)

Si consideramos que el momento angular de la partícula prueba es nulo entonces p3 = 0 y
(170) se convierte en

dφ
d t

=
p3

p0
=

g30p0

g00p0
=ω(r,θ ). (171)

Consideremos ahora un elemento de linea de un espacio-tiempo general con rotación
como (112) con (113) obtenemos

ω(r,θ ) =
4a f
Σ

. (172)

Para la métrica de Kerr se tiene explicitamente que

ω(r,θ ) =
4M ra

(r2 + a2)2− a2∆sen2θ
, (173)

con ∆≡ r2−2M r + a2.

En la Figura 9 se presenta la gráfica de (173) a distintos ángulos; como puede apreciarse
mientras crece el ángulo también lo hace la velocidad de arrastre.

Utilizando (172) podemos calcular fácilmente para la métrica de Kerr NC la velocidad
angular de precesión; el resultado es

ωNC(r,θ ) =
4m(r)ra

(r2 + a2)2− a2∆NCsen2θ
, (174)

con ∆NC ≡ r2−2m(r)r + a2.
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Figura 9: Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr clásica. Para las curvas de arriba
a abajo se utilizaron los ángulos θ = π

2 , π3 , π4 , π6 y 0, con a = M = 1.

El valor de ωNC(r,θ ) se ve modificado de acuerdo al parámetro de no conmutatividad.
Este comportamiento tendria consecuencias observacionales ya que un posible experimento
podría estimar el valor de parámetro NC, encontrando desviaciones en la teoría clásica. En
la Figura 10 se comparan el caso clásico y no el conmutativo a distintos valores de θ , como
se observa el efecto de no conmutatividad disminuye el arrastre para un mismo valor de la
masa y del momento angular de un AN.

La ecuación (172) es muy útil y con ella obtenemos la precesión de Kerr-Newman y
Kerr-Newman NC respectivamente

ω̃(r,θ ) =
4a(M r −Q2)

(r2 + a2)2− a2∆̃sen2θ
, (175)

donde ∆̃= r2−2M r +Q2 + a2, y

ω̃NC(r,θ ) =
4a(m(r)r − q2(r)2)

(r2 + a2)2− a2∆̃NCsen2θ
, (176)

con ∆̃NC ≡ r2−2m(r)r + q2(r)+ a2.

Este cálculo resulta importante pues nos da una clara diferencia entre el caso no con-
mutativo y el caso clásico de una propiedad medible de un AN, es decir, mediante una
medición directa del arrastre de marcos inerciales podría ser estimado el parámetro de no
conmutatividad. En las Figuras 11 y 12 se hace evidente este cambio en la velocidad angular
del espacio-tiempo que es arrastrado debido a la rotación del AN.
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Figura 10: Precesión de Lense-Thirring asociado a la métrica de Kerr no conmutativa (líneas sólidas)
comparados con la precesión de Kerr clásico (en negro). Se utilizaron distintos valores del
parámetro no conmutativo ϑ: a) ϑ = 1

4 b) ϑ = 1
10 c) ϑ = 1

100 d) ϑ = 1
1000 .

0.5 1.0 1.5 2.0
r

-0.4

-0.2

0.2
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Ω

Figura 11: Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman clásica; de arriba a
abajo se utilizaron los ángulos polares θ = π

2 , π3 , π4 , π6 y 0, con M = 1 y a2 = Q2 = 1
2 .
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Figura 12: Precesión de Lense-Thirring asociada a la métrica de Kerr-Newman no conmutativa (en
rojo) comparadas con la precesión de Kerr-Newman clásico (en negro). Se usaron única-
mente los valores de ϑ = 1

4 , 1
10 y 1

100 ; este último valor se superpone ya al caso clásico.
Los valores para el ángulo polar θ son: a) θ = π

4 b) θ = π
3 c) θ = π

4 d) θ = 0.
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3.3.7 Proceso de Penrose

La existencia de superficies separadas definiendo la ergoesfera y el horizonte de eventos
de un AN de Kerr, implica la posibilidad de extraer energía rotacional del AN. Una manera
posible de extraer energía de un AN con rotación es mediante el proceso de Penrose Penrose
et al. [2002] que consiste en lo siguiente:

Una partícula cae en la ergoesfera de un AN de Kerr y decae en 2 partículas, una cae dentro
del horizonte de eventos, la otra escapa de la ergoesfera hacia el infinito. El decaimiento
dentro de la ergoesfera es un proceso local por lo que el 4-momento se conserva

pµ0 = pµ1 + pµ2 . (177)

La energía de la partícula que fue lanzada al infinito con masa m2 puede calcularse por
medio de la definición (155) con el resultado

E2 = −pµ2ξt = m2ε. (178)

Aplicando esta misma definición a p0 para obtener la energía inicial obtenemos

E0 = −pµ0ξt = E2 + E1, (179)

por lo que

E2 = E0− E1. (180)

Si la partícula 1 fuera hacia el infinito, E1 sería positiva por lo que E2 < E0 y obtendríamos
menos energía que la que se introdujo; sin embargo por la ecuación geodésica (162), si la
partícula 1 entra al horizonte de eventos, seguirá una trayectoria tal que E1 < 0. Esto es
posible haciendo una comparación con la radiación de Hawking, donde E1 no es una energía
dentro de la ergosuperficie sino una componente del momento espacial, la cual puede tomar
valores positivos o negativos; para estos decaimientos se tiene

E2 > E0. (181)

Esto quiere decir que energía neta está siendo extraída en el proceso de Penrose, algo
que no es una posibilidad en un AN sin rotación. Sin embargo no se puede extraer energía
infinita del AN, pues cada vez que se extrae energía mecánica de él, éste pierde momento
angular, y después de un número finito de procesos de Penrose el AN pierde su momento
angular por completo.

Como puede observarse en nuestro análisis cualitativo, esto no depende de la no con-
mutatividad del AN es por ello que concluimos que de un AN rotante NC podemos extraer
también energía mediante el Proceso de Penrose.
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Figura 13: Esquema cualitativo del proceso de Penrose

3.3.8 Núcleo de de-Sitter rotante

3.3.8.1 Kerr NC

Uno de los objetivos de realizar las versiones no conmutativas de estos AN es la de
regularizarlos, ya que este tipo de AN es regular no presentan singularidades, pues para
r � 1 la curvatura está dada por

R = 4Λ
r2

ρ2
con Λ=

M
p
πθ3

. (182)

Como se observa R no tiene problemas para ningún valor de r, es por ello que no hay
singularidades.

En vez de singularidad obtenemos un nucleo de de-Sitter con rotación cuya constante
cosmologica Λ está dada por (182)

ds2 =
r2

∆Λ
dr2−

1
r2

�

ad t − (r2 + a2)dφ
�2

+
∆Λ
r2

[d t − adφ]2 , (183)

con ∆Λ = r2 + a2− Λ3 r4

3.3.8.2 Kerr-Newmann NC

Esta métrica es regular, no posee singularidades. Para mostrar esto analicemos el compor-
tamiento del escalar de curvatura en el límite en que r → 0

ĺım
r→0

ĺım
θ→π

2

R =

p
2Q2−4M

p
πϑ

πϑ2
,

ĺım
θ→π

2

ĺım
r→0

R = 0.
(184)

Obtenemos valores distinto dependiendo de nuestra aproximación, sin embargo el escalar
es constante en ambos casos y no presenta singularidades.
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Los ejemplos de métricas discutidos en capitulos anteriores están basados en el uso de
electrodinámica de Maxwell, la cual es una electrodinámica lineal.

Tomemos ahora un ejemplo donde los coeficientes métricos son de hecho más complicados
debido al acoplamiento con una electrodinámica no lineal y veamos si podemos encontrar
su respectiva métrica con rotación mediante los métodos descritos anteriormente.

4.1 E I N S T E I N -B O R N - I N F E L D C O N R O TA C I Ó N M E D I A N T E E L A L G O R I T M O D E JA N I S -
N E W M A N

Consideremos el segmento de línea del espacio tiempo de Einstein-Born-Infeld (EBI)

ds2 = −
�

1−
2M

r
+

Q2(r)
r2

�

d t2 +

�

1−
2M

r
+

Q2(r)
r2

�−1

dr2 + r2dΩ2

= − fqd t2 + f −1
q dr2 + r2dΩ2,

Q2(r) = Q2

�

2

�

r̄4

3
−
p

1+ r̄4

3
r̄2−

2
3
( r̄2)2F1[1/4,1/2,5/4,−r̄4]

��

,

(185)

donde r̄ := r
r0

y r0 :=
q

Q
b .

Notemos que de acuerdo a (62) e2Φ = e−2λ = fq o bien Φ = −λ. Sustituyendo en (73)
obtenemos:

gµν =











− f̃q 0 0 asen2θ (1− f̃q)

· ρ2

ρ2 f̃q+a2sen2θ
0 0

· · ρ2 0
· · · sen2θ (ρ2 + a2sen2θ (2− f̃q))











. (186)

Para este caso no sabemos como complexificar la coordenada r que aparece en la función
hipergeométrica, ya que no es posible llevar la métrica de EBI a la descomposición de Kerr-
Schild. Es por ello que la prescripción dada en la ecuación (84) no es útil en este caso;

51
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sin embargo tomaremos del artículo Julio and Lombardo [2004], la aproximación donde
se realiza una expansión en serie de Taylor de la variable r

a y encuentra que una forma
aproximada de la función hipergeométrica con rotación es precisamente la misma función
hipergeométrica estática sin cambio alguno por lo que

f̃q = 1−
2M r −Q(r)

ρ2
. (187)

Esto nos deja después de hacer un poco de algebra con el elemento de línea

ds2 = (1−
2M r −Q(r)2

ρ2
)d t2−

ρ2

∆
dr2 + 2asen2θ

2M r −Q(r)2

ρ2
d tdφ−ρ2dθ2−

Σsen2θ

ρ2
dφ2,

donde Σ := (r2 + a2)2− a2∆sen2θ y ∆ := r2−2M r +Q2 + a2.
(188)

Para saber si este es el espacio tiempo deseado utilizaremos las relaciones

−T00 = T22 =
b2

4π
(1− ũ), T11 = T33 =

b2

4π
(1− ũ−1). (189)

Estas ecuaciones nos dice las relaciones que siempre cumplen las componentes del tensor
de energía momento del electromagnetismo de Born-Infeld y que la forma de ũ es entonces

ũ =
T00

T33
=

r4

ρ4





√

√

√ r4
0

r4
+ 1−1





1

r4

ρ4

�
r

r4
0

r4 + 1−1

�

+ r2

ρ2



2−
r4
0

r4 +2
√

√ r4
0

r4 +1





. (190)

Queremos entonces que nuestra métrica (192) genere un tensor de energía-momento que
cumpla con las relaciones (189). Podemos verificar mediante un cálculo directo que con
la métrica obtenida no podemos obtener ũ tal que satisfaga las ecuaciones de campo. En
consecuencia este no es el espacio-tiempo deseado correspondiente al monopolo rotante de
EBI.

4.2 B O R N - I N F E L D C O N R O TA C I Ó N P O R E L M É T O D O D E A Z R E G -A Ï N O U

Consideramos el segmento de línea del espacio-tiempo estático de Einstein-Born-Infeld
(EBI)

ds2 = −
�

1−
2M

r
+

Q2(r)
r2

�

d t2 +

�

1−
2M

r
+

Q2(r)
r2

�−1

dr2 + r2dΩ2

Q2(r) = Q2

�

2

�

r̄4

3
−
p

1+ r̄4

3
r̄2−

2
3
( r̄2)2F1[1/4,1/2, 5/4,−r̄4]

��

,

(191)
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donde r̄ = r
r0

y r0 =
q

Q
b .

Ya que esta métrica cumple con las condiciones que requiere (112) podemos en principio
obtener una métrica con rotación a partir del coeficiente g00 de (191); utilizando el algoritmo
de A-A discutido en el capítulo anterior obtenemos

ds2 =

�

1−
2M r −Q2

ρ2

�

d t2−
ρ2

∆
dr2 + 2asen2θ

2M r −Q2

ρ2
d tdφ−ρ2dθ2−

Σsen2θ

ρ2
dφ2.

Ya que F =

�

1−
2M

r
+

Q2(r)
r2

�

⇒ 2 f = 2M r −Q2, ∆= r2−2M r +Q2 + a2.

(192)

Podemos ver que esta solución es idéntica a (188), la cual sabemos ya que no corresponde
a un monopolo rotante con electrodinámica de EBI
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Sabemos de Julio and Lombardo [2004] el valor que debe tener el cociente de las
componentes del tensor de energía-momento Tt t

Tθθ
asociado a la métrica de EBI

Tt t

Tθθ
=
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√
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o equivalentemente

Tt t

Tθθ
=
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(194)

Para conocer exactamente la función f de la métrica (112), utilizaremos las siguientes
relaciones Azreg-Aïnou [2014]

Tt t = ε=
2(r f,r − f )

ρ4
Tθθ = pθ =

2(r f,r − f )

ρ4
−

f,r r

ρ2
. (195)
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Entonces el cociente Tt t
Tθθ

se puede escribir

Tt t

Tθθ
=
ε

pθ
=

2(r f,r − f )

ρ4

�

2(r f,r − f )

ρ4
−

f,r r
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�−1

, (196)

o en términos de f
r

Tt t

Tθθ
=
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ρ2
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=
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(197)

Tomemos la métrica estática de EBI (191); si aplicamos el formalismo del capítulo anterior
obtenemos para (113) específicamente

2 f = r2(1− F) = 2mr −
2b2r4
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, (198)

y también ∆= r2F + a2 y Σ= (r2 + a2)2− a2∆sin2θ .

Utilizando la expresión anterior para f es entonces fácil obtener
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(199)

donde se ha usado la identidad
∫ ∞

r

ds
q

x4 + r4
0

=
1
r 2

F1

�

1
2

,
1
4

;
5
4

;−
r4
0

r4

�

. (200)

Mediante estás dos últimas expresiones podemos verificar que (197) conduce a la expre-
sión conocida para el cociente de las componentes del tensor de energía-momento (194) de
manera exacta.

Esto nos indica que la solución generada mediante el método de J-N o A-A nos reproduce
la razón (194) la cual es conocida para el monopolo rotante, sin embargo no reproducen las
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componentes individuales Tt t y Tθθ que se asocian al monopolo rotante con electrodinámi-
ca de BI. Analizar a mayor detalle este tema para posteriormente construir soluciones no
conmutativas con rotación con electrodinámicas no lineales es de gran interés; por ejemplo
reproducir el método de A-A sin utilizar el tensor de energía-momento de un fluido perfecto
podría darnos pistas de como conseguir la solución correcta.

A pesar de no conocer la forma de la métrica de EBI con rotación, ya tenemos algunas
pistas; sabemos la forma que debe tener el tensor de energía-momento y que no es del tipo
D en la clasificación de Petrov como se demuestra en el siguiente trabajo A. García, por lo
que debemos considerar algo más general.





C O N C L U S I O N E S Y P E R S P E C T I VA S

Generar soluciones con rotación en Relatividad General no es una tarea sencilla. Como es
sabido, pasaron muchos años antes de que se obtuviera una por primera vez. En este trabajo
se analizó el algoritmo de Janis-Newman y el método de Azreg-Aïnou que proveen de este
tipo de soluciones de una manera sencilla, transformando la simetría de un espacio-tiempo
estático esféricamente simétrico a una simetría axial. Se logró así transformar la simetría de
un espacio-tiempo estático que describe una fuente con masa, cargada o no, a un espacio-
tiempo con rotación utilizando ambos métodos.

Mediante el algoritmo de Janis-Newman obtuvimos la siguiente forma para una métrica
general con rotación

gµν =









−e2Φ(r,θ ) 0 0 asen2θ eΦ(r,θ )(eλ(r,θ )− eΦ(r,θ ))

· ρ2

ρ2e−2λ(r,θ )+a2sen2θ
0 0

· · ρ2 0
· · · sen2θ (ρ2 + a2sen2θ eΦ(r,θ )(2eλ(r,θ )− eΦ(r,θ )))









,

a partir de una métrica semilla con simetría esférica

ds2 = −e2Φ(r)d t2 + e2λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sen2θdφ2).

En este resultado sólo hace falta sustituir los coeficientes métricos, que se han transformado
una vez que se ha permitido a las coordenadas (u, r) tomar valores complejos.

El paso en el método del algoritmo de Janis-Newman en que permitimos una comple-
xificación de las coordenadas ha creado controversia alrededor del método, pues no se
conoce una manera sistemática de realizar este cambio y mantiene cierta arbitrariedad al
respecto. Para resolver este aspecto, aunque no se pierde del todo esta arbitrariedad, se ha
propuesto una nueva prescripción para la complexificación de las coordenadas Modesto and
Nicolini [2010]. Esta prescripción ha sido propuesta luego de observar la forma matemática
de los coeficientes métricos de los espacios-tiempo de Schwarschild y Reissner-Nordström al
transformarse en los de Kerr y Kerr-Newman escritos en la descomposición de Kerr-Schild

ds2
estática = ds2

Mink −
j(r)
r2

(kµd xµ)2.

Con la misma fuente de materia pero diferentes simetrías, todas las soluciones con rotación
conocidas hasta el momento, escritas en la descomposición de Kerr-Schild mantienen la
misma función j(r) que las soluciones estáticas, esto es, tienen la forma
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ds2
rotante = ds2

Mink −
j(r)
r r̄

(k̃µd xµ)2,

después de realizar la complexificación. Por lo tanto la nueva información que incluye la
rotación, se encuentra en el cambio de kµ −→ k̃µ y en la transformación de la coordenada
r en el denominador del segundo término en la descomposición; si bien aún no sabemos
con exactitud la forma que adquiere k̃µ al menos sabemos que la función j(r) no debe ser
cambiada al pasar de una simetría a otra.

Aplicando estos resultados a las métricas de Schwarschild y Reissner-Nordström en sus
versiones no conmutativas
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respectivamente, logramos obtener los siguientes elementos de línea

ds2 =−
�

1−
2m(r)r
ρ2

�

d t2−
4m(r)rasen2θ

ρ2
dϕd t +

ρ2

∆′
dr2 +ρ2dθ2

+

�

r2 + a2 +
2m(r)ra2sen2θ

ρ2

�

sen2θdϕ2.

Con ∆′ = r2−2m(r)r + a2, esta es la métrica de Kerr no conmutativa en coordenadas de
Boyer-Lindquist. Además

ds2 =
∆̃′− a2sen2θ

Σ
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Σ

∆̃′
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+ 2asen2θ
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donde ∆̃′ = r2 − 2m(r)r + q(r)2 + a2, es la solución que corresponde a la métrica de
Kerr-Newman no conmutativa en coordenadas de Boyer-Lindquist. Gracias a la prescripción
antes descrita concluimos que m(r) y q(r) forman parte de j(r) en la descomposición de
Kerr-Schild, por lo que se mantuvieron intactas al cambiar la simetría del espacio tiempo no
conmutativo para incluir rotación.

Por otro lado, el método de Azreg-Aïnou nos dio la ventaja de generar soluciones con
rotación sin complexificar coordenadas, por lo que se elimina la ambigüedad del algoritmo de
Janis-Newman. Esto se logra aplicando nuevas condiciones que nos imponen las ecuaciones
de Einstein para el tensor de energía-momento de un fluido perfecto. Se obtuvo así el
siguiente elemento de linea para una métrica general con rotación

ds2 = −
�

1−
2 f
ρ2

�

d t2 +
ρ2

∆
dr2−

4a f sen2θ

ρ2
d tdφ+ρ2dθ2 +

Σsen2θ

ρ2
dφ2,

donde

ρ2 = r2 + a2cos2θ . 2 f = r2(1− F), ∆= r2F + a2 = r2−2 f + a2,

Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ .

Este elemento de linea se obtuvo a partir de la métrica semilla estática

ds2 = −G(r)d t2 +
dr2

F(r)
+H(r)(dθ2 + sin2θdϕ2),

donde tomamos el caso en que G = F y H = r2.

Notemos que en este resultado solo falta sustituir los coeficientes métricos del espacio-
tiempo estático, sin ningún otro cambio. Si tomamos de nuevo como métricas semillas las
métricas de Schwarschild y Reissner-Nordström, en sus versiones no conmutativas generamos
las métricas

ds2 = −
�
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2m(r)r
ρ2

�

d t2 +
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∆
dr2−
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ds2 = −
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las cuales respectivamente corresponden a las métricas de Kerr y Kerr-Newman no conmu-
tativas. Ambas soluciones son idénticas a las encontradas mediante el algoritmo de Janis
Newman lo cual fortalece el argumento de utilizar la prescripción que dejó intactas las
funciones dependientes de r en los coeficientes métricos.

Las características de un AN rotante se ven afectadas al considerar no conmutatividad. En
el caso de la velocidad angular del arrastre de marcos inerciales pudo observarse que ésta
disminuye cuando el parámetro de no conmutatividad aumenta.

Al analizar la gráfica ω vs r de la velocidad angular del AN de Kerr clásico y Kerr NC,
se utilizaron los mismos valores para la masa y para el momento angular, sin embargo los
valores de ω para el espacio-tiempo NC decaen más rápido al acercarse a r = 0; es necesario
un parámetro de no conmutatividad del orden de 10−3 para que la velocidad emule el
comportamiento de Kerr clásico.

Por otro lado al comparar las gráficas ω vs r de Kerr-Newman clásico y NC se observa un
comportamiento similar al de Kerr; para valores iguales de momento angular, masa y carga,
la velocidad angular decae más rápido para el caso NC que para el clásico; a valores más
grandes del parámetro NC ϑ más rápido decae y para emular el comportamiento clásico fue
necesario que ϑ tuviera un orden de 10−2.

Es importante encontrar posibles efectos medibles de las consecuencias de la existencia de
no conmutatividad, el comportamiento de la velocidad angular es un posible efecto medible
para estimar el valor del parámetro NC que aún no ha sido publicado.

Otros posibles observables que no han sido publicados y que pueden explorarse en el
futuro son:

El horizonte de eventos sin restringirnos al caso extremo. Recordemos que con la
reciente imagen del Event Horizon Telescope, fue posible estimar el radio del AN.

La ergoesfera. Esta deformará el efecto de lente gravitacional, por lo que en principio
podría ser medible indirectamente.

La sombra del agujero negro, la cual se verá afectada por el arrastre de marcos inercia-
les.

Un caso de interés que nos puede proporcionar mayor información sobre métricas clásicas
y no conmutativas surge al acoplar una electrodinámica no lineal con el campo gravitacional.
Es por ello que finalmente se consideró un espacio-tiempo con este tipo de electrodinámica,
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en este caso fueron aplicados los dos métodos aquí estudiados a la métrica de Einstein-Born-
Infeld(EBI) (A). Ambos métodos arrojaron el mismo resultado mostrado a continuación

ds2 = (1−
2M r −Q(r)2

ρ2
)d t2−

ρ2

∆
dr2 + 2asen2θ

2M r −Q(r)2

ρ2
d tdφ−ρ2dθ2−

Σsen2θ

ρ2
dφ2,

donde Σ= (r2 + a2)2− a2∆sen2θ ∆= r2−2M r +Q2 + a2.

Esta métrica sin embargo no corresponde a el espacio tiempo de EBI con rotación puesto
que no reproduce las expresiones conocidas para las componentes del tensor de energía
momento del espacio tiempo de EBI.

El algoritmo de Janis-Newman no nos dio la solución adecuada, ya que no es posible
llevar la métrica de EBI a la descomposición de Kerr-Schild; la prescripción propuesta en el
Capítulo 3.1 no es aplicable en este caso y no podemos concluir entonces que el algoritmo
de JN no funciona para EBI, sólo que no se ha encontrado la complexificación adecuada de
las coordenadas en la métrica de EBI.

Por otro lado el método de Azreg-Aïnou tampoco funcionó ya que obtuvimos el com-
portamiento adecuado de las relaciones del tensor de energía momento sin embargo, las
componentes una a una no eran las que se esperan de este espacio-tiempo. Este comporta-
miento era de esperarse; recordemos que AA obtiene su métrica con rotación al resolver las
ecuaciones de Einstein para el tensor de energía-momento de un fluido anisotrópico, es por
ello que el tensor de energía momento resultante no se puede esperar que sea el de un mo-
nopolo rotante, sino el de un fluido anisotrópico acoplado a la electrodinámica de Born-Infeld.

Para un trabajo posterior uno podría inspirarse en el método de AA pero resolviendo esta
vez las ecuaciones de Einstein para el tensor de energía momento de un monopolo rotante;
las condiciones que resulten podrían ayudar a resolver el problema de encontrar el agujero
negro de EBI con rotación.





A
E S PA C I O -T I E M P O D E E I N S T E I N - B O R N - I N F E L D

La teoría electromagnética de Born-Infeld está motivada por el deseo de regularizar el
problema de divergencia asociado a una fuente de carga puntual en la teoría clásica de
Maxwell. Existe una solución esféricamente simétrica a las ecuaciones de campo de Einstein
acoplada con la electrodinámica no lineal de Born-Infeld, la cual es regular en todo el espacio.

Recordemos que una solución esféricamente simétrica tiene la forma

ds2 = eνd t2− eλdr2− r2(dθ2 + sen2θφ2), (201)

donde ν y λ son funciones únicamente de r.

El campo electromagnético está determinado por un tensor antisimétrico Fµν, el cual está
relacionado con el potencial Aµ de la forma usual Fµν = Aν,µ−Aµ,ν. Los campos eléctrico y
magnético están definidos por las relaciones

Eν = Fµνu
µ, Bν = −F̃µνuµ, (202)

donde F̃µν es el tensor dual a Fµν, uµ es la cuadrivelocidad de un observador. Los dos
invariantes del tensor de campo electromagnético S = −1

4 FµνFµν y P = −1
4 F̃µν F̃µν se usan

para construir el Lagrangiano que toma la forma

L = b2[1−
p

1−2b−2− b−4P2], (203)

donde b es una constante.

Utilizando los campos auxiliares D y H los cuales se definen a partir del tensor auxiliar
Hµν = ∂ L

∂ Fµν
,

Dν = Hµνuµ, Hν = Hµνu
µ, (204)

las ecuaciones de campo toman la forma

∇µFµν = 0, ∇µHµν = 4π jν. (205)

La solución esféricamente simétrica de las ecuaciones de Born-Infeld de un campo produ-
cido por una carga puntual q es

Dr =
q
r2

e−
1
2 (ν+λ), Er =

q
r

r4 + q2

b2

e
1
2 (ν+λ). (206)
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El tensor de energía momento es

4πTµν =
1

p
1−2b−2S− b−4P2

FµλFλν+ gµν b2

�

1−2b−2S
p

1−2b−2S− b−4P2
−1

�

. (207)

Para el campo de una carga puntual se tiene

4πT0
0 = 4πT1

1 =
E2

r e−(ν+λ
q

1− E2
r b−2e−(ν+λ)

+ b2[
Ç

1− E2
r b−2e−(ν+λ)−1],

4πT2
2 = 4πT3

3 = b2[
Ç

1− E2
r b−2e−(ν+λ)−1].

(208)

En consecuencia, las ecuaciones de Einstein toman la forma
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−
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.

(209)

Ya que se tiene T0
0 = T1

1 obtenemos ν′+λ′ = 0 y sin perder generalidad ν+λ= 0. Por
lo que podemos reescribir

−2b2

�
p

r4 + a4

r2
−1

�

=
1
r2
(re−λ)′−

1
r2

, (210)

donde a2 = q
b . La solución general esféricamente simétrica es

e−λ = eν = 1−
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r
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2q2

3
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3
1
r

∫
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, (211)

donde m es una constante de integración que se interpreta como la masa intrínseca. Inte-
grando obtenemos
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o bien
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la cual corresponde a la componente g00 de la solución de Einstein-Born-Infeld (EBI).
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