
UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA-IZTAPALAPA
DIVISION DE CIENCIAS BASICAS E INGENIERIA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS
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Índice general

1. Introducción IV

2. Preliminares 1
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Caṕıtulo 1

Introducción

La ecuación de Klein-Gordon fue propuesta originalmente por Erwin
Schrödinger en 1925 para la función de onda de una part́ıcula cuántica.
Sin embargo, puesto que la ecuación de Klein-Gordon no admit́ıa una in-
terpretación probabiĺıstica adecuada, Schrödinger consideró una versión no
relativista la cual es común encontrar en la literatura de la f́ısica y se le
conoce como ecuación de Schrödinger [1].

A continuación presentamos la ecuación de Klein-Gordon [2], [3]:

(
i
∂

∂t
− b0

)2

ψ(x, t) =

[
n∑

j=1

(Dj − bj)
2 + m2 + qs(x)

]
ψ(x, t) , (1.1)

donde x ∈ Rn, t ∈ R y Dj = −i
∂

∂xj

, j = 1, 2, . . . , n. Dicha ecuación describe

una part́ıcula relativista con esṕın cero y masa m bajo la influencia de un
potencial eléctrico b0, potenciales magnéticos bj y potencial escalar qs(x).

En el caṕıtulo tres del presente trabajo se hace una exposición de (1.1)
para n ≥ 3. Respetando el análisis de cada una de las respectivas referencias
citadas.

La ecuación (1.1) ha sido ampliamente estudiada en sus diferentes varian-
tes durante los últimos 20 años. Entre los principales trabajos más recientes
asociados a (1.1) podemos citar [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [13],
[14], [15], [16] y [17].

Los antecedentes sobre el estudio de (1.1) los encontramos en [18], [19],
[20], [21] y [22]-[24] en la década de los setentas. Los trabajos del Dr. Weder

IV



[23] han servido de motivación para el desarrollo de la presente tesis debido
a la relevancia que tienen dentro del campo de la f́ısica matemática.

Nuestro análisis tiene como objetivo caracterizar el comportamiento asintó-
tico a una variante de la part́ıcula descrita por (1.1).

Nosotros estudiaremos el caso en que los potenciales eléctrico y magnético
son cero, para ello tomamos una variante de (1.1) como:

− ∂2

∂t2
ψ(x, t) =

[−∆ + m2 − x1 + q(x)
]
ψ(x, t), (1.2)

donde −x1 + q(x) es un potencial escalar no decreciente en el infinito [41],
[42]. q(.) es una función escalar satisfaciendo algunas condiciones que se es-
pecificarán más adelante. Es la primera vez que se realiza un análisis de (1.2)
en la literatura bajo las hipótesis que nosotros requerimos. El objetivo prin-
cipal al estudiar (1.2) es usar la teoŕıa asociada a ésta a futuros trabajos
al considerar cada uno de los términos que aparecen en (1.1). Pues en la
teoŕıa de perturbarción se resuelven primero los problemas no perturbados y
posteriormente los perturbados.

El procedimiento en el análisis de (1.2) se obtiene a partir de los siguientes
pasos:

a) Transformar (1.2) en una ecuación diferencial parcial equivalente de
primer orden.

b) Utilizar la equivalencia unitaria entre operadores.

c) Separar el respectivo espacio de Hilbert en dos subespacios ortogonales,
en cada uno de estos se lleva a cabo el análisis espectral para la enerǵıa
negativa y la enerǵıa positiva.

En el caṕıtulo dos se presentan los elementos básicos sobre teoŕıa de
operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert. La teoŕıa de operadores
autoadjuntos en la literatura matemática es demasiada extensa para abordar-
la completamente en este trabajo, para una referencia más amplia se sugiere
al lector alguno de estos dos textos clásicos [27], [31].

En el caṕıtulo tres se hace una reseña de resultados previos relaciona-
dos a la ecuación (1.1). Las demostraciones pueden ser consultadas en las
referencias respectivas citadas.

El caṕıtulo cuatro está dedicado a establecer el procedimiento arriba men-
cionado para la ecuación (1.2). Cabe destacar que los resultados expuestos
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en este caṕıtulo han sido publicados en [30]. En esta tesis se ha logrado un
análisis de los operadores de Möller asociados a la ecuación (1.2).
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Caṕıtulo 2

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan algunos aspectos básicos sobre teoŕıa de
operadores que más adelante son necesarios para comprender el presente
trabajo.

Consideremos un espacio vectorial H sobre C, donde C es el campo de
los números complejos.

Definición 2.1 Sea H un espacio vectorial en C. La aplicación S : H×H →
C es llamada una forma sesquilineal en H si para todo f, g, h ∈ H y a, b ∈ C
se tiene:

S(f, ag + bh) = aS(f, g) + bS(f, h), (2.1)

S(af + bg, h) = āS(f, h) + b̄S(g, h). (2.2)

La aplicación q : H → C definida por q(f) = S(f, f) para cada f ∈ H es
llamada la forma cuadrática en H generada o inducida por S.

Teorema 2.2 ( Identidad de polarización) Sea H un espacio vectorial com-
plejo, S una forma sesquilineal en H, y q la forma cuadrática generada por
S. Entonces para todo f, g ∈ H se tiene:

S(f, g) =
1

4
{q(f + g)− q(f − g) + iq(f − ig)− iq(f + ig)} . (2.3)
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Demostración:

Usando (2.1) y (2.2)

q(f + g) = S(f + g, f + g)

= S(f, f) + S(f, g) + S(g, f) + S(g, g).

−q(f − g) = −S(f − g, f − g)

= −S(f, f)−S(f,−g)−S(−g, f)−S(−g,−g).
= −S(f, f) + S(f, g) + S(g, f)− S(g, g).

iq(f − ig) = iS(f − ig, f − ig)

= iS(f, f) + S(f, g)− S(g, f) + iS(g, g).

−iq(f + ig) = iS(f + ig, f + ig)

= −iS(f, f) + S(f, g)− S(g, f)−iS(g, g).

Sumando cada uno de los términos arriba desarrollados y multiplicando por
1
4

se obtiene S(f, g). ¤

Teorema 2.3 (Ley del paralelogramo) Sea S una forma sesquilineal sobre
el espacio vectorial complejo H y q la forma cuadrática generada por S.
Entonces para todo f, g ∈ H se tiene:

q(f + g) + q(f − g) = 2 [q(f) + q(g)] . (2.4)

Demostración:

Sean f, g ∈ H
q(f + g) + q(f − g) = S(f, f) + S(f, g) + S(g, f) + S(g, g)

+ S(f, f)− S(f, g)− S(g, f) + S(g, g)

= 2q(f) + 2q(g). ¤

Una forma sesquilineal S enH se dice que es hermitiana si para cada f, g ∈ H
se tiene:

S(f, g) = S(g, f). (2.5)
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Teorema 2.4 [29] Sea H un espacio vectorial en C, S una forma sesquilineal
en H, y q la forma cuadrática generada por S.
a) Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) S es hermitiana,
(ii) q es real,
(iii) para todo f, g ∈ H

Re S(f, g) = 1
4
{q(f + g)− q(f − g)},

(iv) para todo f, g ∈ H
Im S(f, g) = 1

4
{q(f − ig)− q(f + ig)}.

b) En el caso real, las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) S es hermitiana,
(ii) para todo f, g ∈ H

S(f, g) = 1
4
{q(f + g)− q(f − g)}.

Demostración:

a) Probaremos que (i)⇒ (ii)⇒ (iii)⇒ (iv)⇒ (i).
(ii) Se sigue de (i): q(f) = S(f, f) = S(f, f) = q(f), es decir, q(f) es real.
(iii) Se sigue de (ii): del hecho de que q(f) ∈ R para todo f ∈ H y de la
identidad de polarización

Re S(f, g) = 1
4
Re{q(f + g)− q(f − g) + iq(f − ig)− iq(f + ig)}

= 1
4
{q(f + g)− q(f − g)}.

(iv) Se sigue de (iii): De (iii) se tiene

ImS(f, g) = −Re{iS(f, g)}
= ReS(f,−ig) = 1

4
{q(f − ig)− q(f + ig)}.

(i) Se sigue de (iv):

S(g, f) = Re S(g, f)− i ImS(g, f)

= ImS(g, if)− i ImS(g, f)

= 1
4
{q(g + f)− q(g − f)− iq(g − if) + iq(g + if)}

= 1
4
{q(g + f)− q(g − f) + iq(f − ig)− iq(f + ig)}

= S(f, g),
se ha usado la propiedad q(af) = |a|2q(f) para todo f ∈,H, a ∈ C con
a = 1, a = i, y a = −i.
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b) Probaremos que (i)⇒ (ii)⇒ (i).
(ii) Se sigue de (i): desarrollando la parte derecha de (ii) y usando (2.5).
(i) Se sigue de (ii):

S(g, f) = 1
4
{q(g + f)− q(g − f)}

= 1
4
{q(f + g)− q(f − g)} = S(f, g). ¤

Una forma sesquilineal hermitiana S es no negativa cuando S(f, f) ≥ 0, y es
positiva si

S(f, f) > 0, 0 6= f ∈ H.

Teorema 2.5 [29] Si S es una forma sesquilineal no negativa en H y q la
forma cuadrática generada por S, entonces para f, g ∈ H se tiene la desigual-
dad de Schwarz

|S(f, g)| ≤ [q(f) q(g)]
1
2 .

Si S es positiva, entonces la igualdad se tiene si y sólo si f y g son linealmente
dependientes, es decir, existe c ≥ 0 tal que f = cg o g = cf.

Una forma sesquilineal S es un producto escalar si y sólo si satisface:

S(f, f) ≥ 0 y S(f, f) > 0 si f 6= 0.

En todo espacio vectorial H con producto escalar S, la función P (f) :=√
S(f, f) se llama la norma inducida por S. P satisface las siguientes propieda-

des:
(i)

P (f) ≥ 0.

(ii)
P (af) = |a|P (f).

(iii)
P (f + g) ≤ P (f) + P (g).

(iv)
P (f) > 0, f 6= 0.
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Es común denotar en matemáticas el producto escalar S por 〈., .〉 y a P por
‖.‖.
En general, un espacio vectorial complejo X es llamado normado si y sólo si
existe una aplicación P : X → [0,∞) que satisface las condiciones (i)-(iv)
previas

Ejemplo 1: [29]

En C3 se definen las normas [29]:

‖f‖1 =
3∑

i=1

|fi| y ‖f‖∞ = máx{|fi| : i = 1, 2, 3}.

Si H es un espacio vectorial (real o complejo) y 〈., .〉 un producto escalar
en H, el par (H, 〈., .〉) es llamado espacio pre-Hilbert.

Una sucesión {fn}n en H es convergente si existe f ∈ H tal que ‖fn − f‖ →
0, n →∞.

Una sucesión {fn}n en H es llamada sucesión de Cauchy si dado ε > 0 existe
n0 ∈ N tal que para n, m ≥ n0 se tiene ‖fm − fn‖ ≤ ε.

El espacio normado (X,P ), con P una norma, es llamado completo si cada
sucesión de Cauchy es convergente. Un espacio normado completo es llamado
espacio de Banach. Un espacio pre-Hilbert completo es llamado espacio de
Hilbert.

Ejemplo 2:
a) El espacio de las funciones continuas en [0, 1] con la norma ‖f‖∞ =
máx{|f(x)| : 0 ≤ x ≤ 1} es un espacio de Banach, el cual es denotado
por (C[0, 1], ‖.‖∞) [29].

b) C3 es espacio de Banach bajo las normas ‖.‖1, ‖.‖∞.

Sea (H, 〈., .〉) un espacio pre-Hilbert. f, g ∈ H se dice que son ortogonales si
〈f, g〉 = 0, lo cual es denotado por f ⊥ g. Un elemento f ∈ H se dice que es
ortogonal a un subconjunto A si f ⊥ g para todo g ∈ A. Dos subconjuntos
A y B de H se dice que son ortogonales si 〈f, g〉 = 0 ∀ f ∈ A y ∀ g ∈ B. Si
A es un subconjunto de H, entonces el conjunto A⊥ = {f ∈ H : f ⊥ A} es
llamado el complemento ortogonal de A.
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Definición 2.6 Un subconjunto A de un espacio normado X es un conjunto
abierto si para cada x ∈ A existe ε > 0 tal que

B(x, ε) = {y ∈ X : ‖x− y‖ < ε} ⊂ A.

B(x, ε) es llamada vecindad abierta de centro x y radio ε. A es cerrado si su
complemento Ac es abierto. Donde

Ac = {x ∈ X | x /∈ A} .

Definición 2.7 Un elemento x ∈ X es llamado un punto de contacto del
subconjunto A si para cada ε > 0 existe un y ∈ A tal que ‖x − y‖ < ε.
El conjunto de todos los puntos de contacto es denotado por Ā, llamada la
clausura de A. Se dice que A es un subconjunto denso en X si Ā = X.

Proposición 2.8 [29] Sea X un espacio normado. Entonces,
1) A ⊂ B implica Ā ⊂ B̄.
2) x ∈ Ā si y sólo si existe una sucesión {xn}n en A convergente a x.

3) A = A.

Teorema 2.9 [29] Sea X un espacio normado. Entonces,
1) Ā es cerrado.
2) A es cerrado si y sólo si Ā = A.
El conjunto Ā es el conjunto cerrado más pequeño que contiene a A.

Teorema 2.10 [29] Sea X un espacio normado. Entonces, la clausura de un
subespacio vectorial de X es un subespacio vectorial.

Demostración:

Sea X1 un subespacio vectorial de X. Tomemos f, g ∈ X1 y a, b ∈ C entonces
existen sucesiones {fn}n y {gn}n en X1 tales que fn → f y gn → g, n →∞.
Se sigue que

af + bg = a ĺım
n→∞

fn + b ĺım
n→∞

gn = ĺım
n→∞

(afn + bgn),

como afn+bgn ∈ X1, se tiene que af+bg ∈ X1. ¤
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Definición 2.11 Un subconjunto A de un espacio de Hilbert H es convexo
si para todo x, z ∈ A y 0 ≤ α ≤ 1 se tiene αx + (1− α)z ∈ A.

Teorema 2.12 [29] Sea H un espacio de Hilbert y A un subconjunto no vaćıo
convexo y cerrado. Entonces para cada f ∈ H existe un único g ∈ A tal que

‖f − g‖ = d(f, A) := ı́nf{‖f − h‖ : h ∈ A}.

Demostración:

Sea {gn}n alguna sucesión en A tal que ‖gn − f‖ → d = d(f, A). Tomando
f por gn − f y g por gm − f en la identidad del paralelogramo, se tiene
‖f − h‖ ≥ d para todo h ∈ A, de esta manera

‖gn − gm‖2 = 2‖gn − f‖2 + 2‖gm − f‖2 − 4‖f − 1

2
(gn + gm)‖2

≤ 2‖gn − f‖2 + 2‖gm − f‖2 − 4d2 → 0, n, m →∞.

Se ha usado que 1
2
(gn + gm) ∈ A, pues éste es convexo. Por lo tanto se tiene

que {gn}n es una sucesión de Cauchy, siendo H espacio de Hilbert, existe
g ∈ H tal que gn → g, n →∞. Siendo A cerrado, g ∈ A y además se tiene

‖g − f‖ = ĺım
n→∞

‖gn − f‖ = d.

Demostración de la unicidad de g. Sean g,h ∈ A tal que ‖f−g‖ = ‖g−h‖ = d,
entonces para la sucesión {gn}n = {g, h, g, h, g, h, . . .} se tiene ‖gn − f‖ = d,
siguiendo un proceso similar a la desigualdad de arriba se tiene que {gn}n es
una sucesión de Cauchy, lo cual implica g = h. ¤

Teorema 2.13 [29] (Teorema de la proyección) Sea H espacio de Hilbert y
M un subespacio cerrado de H entonces (M⊥)⊥ = M . f ∈ H se representa
de forma única como f = g+h con g ∈ M y h ∈ M⊥. El vector g es llamado
la proyección ortogonal de f sobre M .

Demostración:

Como M es convexo y cerrado, por el teorema anterior existe un g ∈ M tal
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que ‖f − g‖ = d(f,M). Consideremos h = f − g, h ∈ M⊥ : Probaremos que
para todo w ∈ M , 〈w, h〉 = 0. Para w = 0 es claro, supongamos que w 6= 0.
Sea a ∈ C entonces g + aw ∈ M y por lo tanto

d2 = d(f, M)2 ≤ ‖f − (g + aw)‖2 = ‖h− aw‖2

= ‖h‖2 − 2Re(a〈h,w〉) + |a|2‖w‖2

= d2 − 2Re(a〈h,w〉) + |a|2‖w‖2.

Con a = ‖w‖−2〈w, h〉 se sigue que ‖w‖−2|〈w, h〉|2 ≤ 0, de esta manera
〈w, h〉 = 0. Ahora demostramos la unicidad de la representación de f = g+h.
Sea f = g + h = g

′
+ h

′
con g, g

′ ∈ M, y h, h
′ ∈ M⊥. Entonces se tiene

g − g
′ ∈ M y h

′ − h ∈ M⊥, por lo tanto

g − g
′
= h

′ − h ∈ M ∩M⊥ = {0},

se tiene entonces g = g
′
y h

′
= h.

Ahora demostramos M = M⊥⊥.
M ⊂ M⊥⊥: Si f ∈ M , entonces por definición de M⊥ se tiene 〈f, g〉 = 0 para
todo g ∈ M⊥ , es decir, f es ortogonal a M⊥ , f ∈ M⊥⊥.
M⊥⊥ ⊂ M : Sea f ∈ M⊥⊥. Con lo demostrado ya ĺıneas arriba se tiene que el
elemento f puede ser representado en la forma f = g+h con g ∈ M ⊂ M⊥⊥,
h ∈ M⊥. De esto se sigue que h = f − g ∈ M⊥∩M⊥⊥, por lo tanto h = 0, es
decir, f = g ∈ M . ¤

Sea M un subespacio cerrado de H. La aplicación PM : H → M dada
por PMf = g es un operador lineal. Nótese que ‖f‖2 = ‖g‖2 + ‖h‖2 y
‖PMf‖ = ‖g‖ ≤ ‖f‖ ∀ f ∈ H. Si M = {0}, PM = 0. Si M 6= {0} y f ∈ M,
PMf = f. PM cumple P 2

M = PMPM = PM .

2.1. Teoŕıa de operadores

Definición 2.14 Sean (X, ‖.‖X) y (Y, ‖.‖Y ) espacios normados.

Un mapeo T : D(T ) → Y , con D(T ) un subespacio vectorial denso de X, es
llamado un operador lineal de X en Y si satisface:

i) T (x1 + x2) = T (x1) + T (x2).
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ii) T (αx) = αT (x), ∀ α ∈ C.

Cuando X = Y , decimos simplemente que T es un operador lineal en X.

El conjunto de operadores lineales de X en Y lo denotamos por L(X,Y ).
Cuando X = Y , escribimos L(X, Y ) = L(X).

En la definición anterior cuando D(T ) = X, T es suprayectivo y

‖T (x)‖Y = ‖x‖X , ∀ x ∈ X,

T es una isometŕıa. Si X y Y son espacios de Hilbert, T es llamado unitario.

Definición 2.15 [29] Sean X y Y espacios normados. Un operador lineal
T : D(T ) → Y , con D(T ) un subespacio denso en X, es llamado cerrado
si para toda sucesión {fn}n en D(T ) con la propiedad fn → f y Tfn → g
cuando n →∞, se cumple f ∈ D(T ) y Tf = g.

Definición 2.16 Sean (X, ‖.‖X) y (Y, ‖.‖Y ) espacios normados. Un ope-
rador lineal T : X → Y es acotado si existe C > 0 tal que ‖T (x)‖Y ≤
C‖x‖X , ∀ x ∈ X. Se denota por B(X,Y ) el conjunto de operadores acotados
de X en Y . Dado T ∈ B(X, Y ) el número

sup{ ‖T (x)‖Y : x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1 },

es llamada la norma del operador T y se denota por ‖T‖. Cuando X = Y ,
simplemente escribimos B(X, X) = B(X).

Definición 2.17 Sea T operador lineal en un espacio normado X con do-
minio D(T ), la gráfica Γ(T ) de T es:

Γ(T ) = {(x, T (x)) : x ∈ D(T )} ⊂ X ×X.
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Definición 2.18 Sean S : D(S) → H2 y T : D(T ) → H2 operadores lineales
con D(S), D(T ) ⊆ H1.

i) Si Γ(T ) ⊂ Γ(S), S es llamado una extensión de T .
Equivalentemente, D(T ) ⊂ D(S) y Sψ = Tψ, ∀ ψ ∈ D(T ). En tal caso
escribimos T ⊂ S.

ii) T es cerrable si admite una extensión cerrada.

iii) Se define el adjunto de T , T ∗ : D(T ∗) → H1, como el operador lineal con
dominio D(T ∗) ⊂ H2 que consta de los vectores η ∈ H2 para el cual existe
ψ ∈ H1 tal que

〈Tf, η〉H2 = 〈f, ψ〉H1 , ∀ f ∈ D(T ).

Se define T ∗η = ψ.

Definición 2.19 Un operador lineal T : D(T ) → H con dominio D(T )
denso en H es simétrico si T ⊂ T ∗, es decir:

〈Tf, g〉 = 〈f, Tg〉, ∀ f, g ∈ D(T ).

T es autoadjunto si T = T ∗.

Definición 2.20 Sean V y H0 operadores definidos en un espacio de Hilbert
H con producto escalar 〈., .〉. Supongamos que se cumplen las siguientes
condiciones:

i) D(H0) ⊂ D(V ).

ii) Para algunos números a, b ≥ 0 y ϕ ∈ D(H0),

‖V ϕ‖2 ≤ a2‖H0ϕ‖2 + b2‖ϕ‖2, (2.6)

se dice que V es H0-acotado. El ı́nfimo de todos los números a ≥ 0 que
cumplen la ecuación (2.6) se llama cota relativa de V .
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Teorema 2.21 [35] (Teorema de Kato-Rellich)

i) Supongamos que H0 es un operador autoadjunto y V es simétrico en un es-
pacio de Hilbert H con producto escalar 〈., .〉. Sea V un operador H0- acotado
con cota relativa menor que 1. Entonces H0 + V es autoadjunto en D(H0) y
esencialmente autoadjunto en cualquier subespacio donde H0 lo sea.

ii) Sea V un operador simétrico H0-acotado que cumple la ecuación (2.6) con
a ≡ 1. Entonces H0 + V es esencialmente autoadjunto en D(H0).

Definición 2.22 Sea {Tn}n una sucesión de operadores acotados en B(H),
con H un espacio de Hilbert. El operador T en B(H) es el ĺımite fuerte de
{Tn}n si dado f ∈ H la sucesión {Tnf}n converge fuertemente a Tf , es decir:

ĺım
n→∞

‖Tf − Tnf‖H = 0.

En śımbolos,
T = s− ĺım

n→∞
Tn.

De forma similar, escribimos T = w − ĺım
n→∞

Tn, si existe T en B(H) tal que

ĺım
n→∞

〈f, Tng〉 = 〈f, Tg〉, ∀ f, g ∈ H.

Definición 2.23 Sea H un espacio de Hilbert. Una función U : R → L(H)
se llama grupo unitario a un parámetro fuertemente continuo si satisface las
siguientes propiedades:

i) Para cada t ∈ R, U(t) es un operador unitario y satiface la propiedad de
grupo:

U(t + s) = U(t)U(s) ∀ t, s ∈ R; U(0) = I.

ii) U(t) es fuertemente continuo: para todo ψ ∈ H,

‖U(t)ψ − ψ‖H → 0 si t → 0.
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Definición 2.24 El generador de un grupo unitario a un parámetro fuerte-
mente continuo en el espacio de Hilbert H, es el operador G definido como

D(G) :=

{
f ∈ H | s− ĺım

t→0

U(t)− I

t
f existe

}
,

Gf := i s− ĺım
t→0

U(t)− I

t
f, ∀ f ∈ D(G).

Teorema 2.25 [35] (Teorema de Stone)El operador G es el generador de
un único grupo unitario a un parámetro fuertemente continuo en H si y sólo
si G es un operador lineal autoadjunto en H.

Definición 2.26 Sea T un operador lineal en el espacio de Hilbert H. λ ∈ R
es un valor propio de T si existe x ∈ D(T ) ⊂ H, x 6= 0 tal que Tx = λx.

Definición 2.27 [29] Sea T un operador cerrado en el espacio de Hilbert H.

i) El conjunto resolvente ρ(T ) de T , se define como:

ρ(T ) = {λ ∈ C| (λI − T ) : D(T ) → H es operador biyectivo}.
ii) El espectro σ(T ) de T , es:

σ(T ) = C\ρ(T ) = ρ(T )c.

RT (λ) = (λI − T )−1 se llama el operador resolvente de T en λ.

El espectro esencial de un operador autoadjunto T, denotado por σe(T ), es
el conjunto de aquellos puntos de σ(T ) que son puntos de acumulación o
valores propios aislados de multiplicidad infinita. λ ∈ σ(T ) ⊂ C es un punto
de acumulación si dado ε > 0, B(λ, ε) ∩ (σ(T )\{λ}) 6= ∅. λ ∈ σ(T ) es un
punto aislado si para algún ε > 0, B(λ, ε) ∩ σ(T ) = {λ} [29].
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Definición 2.28 Sea T un operador lineal de H1 en H2. Se dice que T es
biyectivo si este es inyectivo en su dominio y además Im(T ) = H2.

Teorema 2.29 [29] Sean S y T operadores lineales en H1. Si D(S) ⊂ D(T ),
entonces

T−1 − S−1 = T−1(S − T )S−1.

Si D(S) = D(T ), entonces

T−1 − S−1 = T−1(S − T )S−1 = S−1(S − T )T−1.

Demostración:

Es suficiente demostrar la primera parte. Se demostrará que T−1 = S−1 +
T−1(S − T )S−1. Ya que T−1Tf = f, ∀ f ∈ D(T ) y SS−1g = g, ∀ g ∈ H2, se
sigue que

S−1 + T−1(S − T )S−1 = T−1TS−1 + T−1(S − T )S−1

= T−1(T + S − T )S−1

= T−1SS−1 = T−1. ¤

Teorema 2.30 [29] Sean S y T operadores cerrados en el espacio de Hilbert
H.
i) Para cualesquier λ, µ ∈ ρ(T ) se cumple la primera identidad del resolvente

RT (λ)−RT (µ) = (µ− λ)RT (λ)RT (µ)

= (µ− λ)RT (µ)RT (λ),

en particular, RT (µ) y RT (λ) conmutan.

ii) Si D(S) ⊂ D(T ), entonces para todo λ ∈ ρ(S) ∩ ρ(T ),

RT (λ)−RS(λ) = RT (λ)(T − S)RS(λ).

iii) Si D(S) = D(T ), entonces para todo λ ∈ ρ(S)∩ ρ(T ) se tiene la segunda
identidad del resolvente:

RT (λ)−RS(λ) = RT (λ)(T − S)RS(λ).

= RS(λ)(T − S)RT (λ).
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Demostración:

i) Se sigue del teorema anterior si en éste usamos T por λ−T y S por µ−T.

iii) Se obtiene si T y S son sustituidos por λ−T y λ−S en la segunda parte
del teorema anterior. ¤

Definición 2.31 [31] Sea H un espacio de Hilbert y P un operador lineal en
H. Se dice que P es proyección ortogonal si D(P ) = H y P 2 = P = P ∗.

Lema 2.32 [31] Sea P una proyección ortogonal en H. Entonces

i) ‖Pf‖ ≤ ‖f‖ ∀ f ∈ H.

ii) 〈f, Pg〉 = 〈Pf, Pg〉 ∀ f, g ∈ H.

Demostración:

i) Sea f ∈ H, entonces f = Pf + (I − Pf) con Pf ∈ Im(P ) y (I − P )f ∈
Im(P )⊥. Se deduce aśı que ‖f‖2 = ‖Pf‖2 + ‖(I − P )f‖2 ≥ ‖Pf‖2.

ii) 〈f, Pg〉 = 〈f, P 2g〉 = 〈f, P ∗Pg〉 = 〈Pf, Pg〉 ∀ f, g ∈ H. ¤

Definición 2.33 Sea H un espacio de Hilbert y T, S ∈ B(H).

i) El operador T es no negativo, es decir T ≥ 0, si cumple:

〈Tx, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ H.

ii) Se denota S ≤ T , cuando T − S es no negativo. Es decir:

〈(T − S)x, x〉 ≥ 0 ∀ x ∈ H.

Definición 2.34 [31] Una familia espectral sobre un espacio de Hilbert H es
una función E : R→ B(H) que satisface:

i) E(t) es una proyección ortogonal ∀ t ∈ R.

ii) E es no decreciente, es decir, E(s) ≤ E(t) ∀ s ≤ t.

iii) E(s) = s− ĺım
η→+0

E(s + η).
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iv)
s− ĺım

λ→−∞
Eλ = 0, s− ĺım

λ→∞
Eλ = I.

Nota: E(s)E(t) = E(t)E(s) = E(mı́n{ s, t }) ∀ s, t ∈ R.

Sean (a, b], (a, b), [a, b] y [a, b) en R. Se denota:

E((a, b]) = E(b)− E(a), E((a, b)) = E(b−)− E(a). (2.7)

E([a, b]) = E(b)− E(a−), E([a, b)) = E(b−)− E(a−). (2.8)

Donde E(t−) = s− ĺım
ε→0+

E(t− ε).

A continuación mostramos un ejemplo de una familia espectral en R.

Ejemplo 3:

Considérese [a, b] ⊂ R, −∞ < a < b < ∞. Sea Q el operador en el espacio
de Hilbert L2[a, b], dado por (Qf)(x) = xf(x), con dominio:

D(Q) = {f ∈ L2[a, b] :

∫ b

a

|xf(x)|2 < ∞}.

Tomando (E(t)f)(x) = X[a,t](x)f(x) [31]. La función E en este caso cumple

la definición anterior.

En este ejemplo L2[a, b] denota el espacio de funciones cuadrado integrables
sobre [a, b] y X[a,b]( . ) es la función caracteŕıstica del intervalo [a, b] dada por

X[a,b](x) =





1 si x ∈ [a, b].

0 si x /∈ [a, b].

Nota: Sea h una función real definida en [a, b] y P = {x0, x1, . . . , xn} una
partición de [a, b]. La cantidad

V (h, P ) =
n∑

i=1

|h(xi)− h(xi−1)|
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se llama la variación de h sobre P . El supremo sobre el conjunto {V (h, P ) :
P es partición de [a, b]} es llamado la variación total de h sobre [a, b] y es
denotado por V b

a (h). Se dice que h es de variación acotada sobre [a, b] si
V b

a (h) < ∞.

Lema 2.35 [31] Sea H un espacio de Hilbert. Dados f, g ∈ H, la aplicación
t → 〈f, E(t)g〉 es de variación acotada. Si f ∈ H es vector unitario, la
función positiva t → ‖E(t)f‖2 es normalizada y de variación acotada.

Demostración:

Sea U = (a, b] y a = x0 < x1 < . . . < xn = b una partición arbitraria de U .
Considerando Ui = (xi−1, xi], se tiene que U es la unión de todos los {Ui}n

i=1,
siendo éstos disjuntos. De la desigualdad de Schwarz se tiene

n∑
i=1

|〈f, E(xi)g〉 − 〈f, E(xi−1)g〉| =
n∑

i=1

|〈f, EUi
g〉| =

n∑
i=1

|〈EUi
f, EUi

g〉|

≤
n∑

i=1

‖EUi
f‖‖EUi

g‖

≤
(

n∑
i=1

‖EUi
f‖2

) 1
2
(

n∑
i=1

‖EUi
g‖2

) 1
2

=

(
n∑

i=1

〈f, EUi
f〉

) 1
2
(

n∑
i=1

〈g, EUi
g〉

) 1
2

=‖ EUf ‖‖ EUg ‖≤‖ f ‖‖ g ‖ .

Esto demuestra la variación total de 〈f, E(t)g〉 sobre el intervalo U . La segun-
da parte se sigue fijando f = g, y considerando que s− ĺım

t→−∞
〈f, E(t)f〉 = 0

y s− ĺım
t→∞

〈f, E(t)f〉 = 1 cuando ‖f‖ = 1. ¤

Proposición 2.36 [31] Sea H un espacio de Hilbert. Dado

B =

{
g ∈ H :

∫ ∞

−∞
t2d〈g, E(t)g〉 < ∞

}
.
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Entonces existe un operador autoadjunto T en H con dominio B tal que para
todo f ∈ H y g ∈ B se tiene:

〈f, Tg〉 =

∫ ∞

−∞
t d〈f, E(t)g〉. (2.9)

Demostración:

i) Sea g ∈ H, y gn = (E(n) − E(−n)) para n = 1, 2, . . ., entonces gn

converge fuertemente a g cuando n → ∞. Por el lema anterior se tiene∫∞
−∞ t2d〈gn, E(t)gn〉 =

∫ n

−n
t2d〈g, E(t)g〉 ≤ n2‖g‖2, aśı gn ∈ B, lo cual implica

que B es denso.

ii) Sea g ∈ B, tomando el funcional lineal φg(f) =
∫∞
−∞ td〈g, E(t)f〉, se tiene

|φg(f)| ≤ ‖f‖(∫∞−∞ t2d〈g, E(t)g〉) 1
2 . Por el teorema de Riesz existe un vector

g∗ ∈ H tal que φg(f) = 〈g∗, f〉 para cada f ∈ B. Fijando g∗ = Tg para todo
g ∈ B se observa que T es densamente definido, simétrico y satisface (2.9).

iii) Para demostrar que T es autoadjunto, bastará ver que el rango de cada
uno de los operadores T ± i es igual a H. Considerando la función φ± : λ →
(λ ± i)−1. Se tiene ‖φ±‖∞ = sup|φ±(λ)| ≤ 1. Por lo tanto como en la parte
ii) se toman operadores φ±(T ) tal que 〈f, φ±(T )g〉 =

∫∞
−∞ φ±(t)d〈f, E(t)g〉,

con φ±(T ) ∈ B(H) espacio de operadores acotados y ‖φ±(T )‖ ≤ 1 donde
φ±(T ) = (T ± i)−1. Ahora sea g ∈ B y f ∈ H, 〈f, φ±(T )(T ± i)g〉 =∫∞
−∞ φ±(t)d〈f, E(t)(T ± i)g〉 =

∫∞
−∞ φ±(t)dt(

∫∞
−∞(s± i)ds〈f, E(t)E(s)g〉)

=
∫∞
−∞ φ±(t)dt(

∫ t

−∞(s±i)ds〈f, E(s)g〉) =
∫∞
−∞ φ±(t)(t±i)d〈f, E(t)g〉 = 〈f, g〉.

Un cálculo similar demuestra que φ±(T )H ⊆ B y 〈f, (T±i)φ±(T )g〉 = 〈f, g〉.
De esta manera cualquier vector f ∈ H es dado como f = (T ± i)(φ±(T )f),
lo cual indica que el rango de cada uno de los operadores (T ± i) es igual a H.
¤

Teorema 2.37 [29] (Teorema espectral) Sea T un operador autoadjunto en
el espacio de Hilbert H, entonces familia espectral E asociada a T cumple la
fórmula:

〈g, (E(b)− E(a))f〉 = ĺım
δ→0+

ĺım
ε→0+

1

2πi

∫ b+δ

a+δ

〈g, (RT (z − iε)−RT (z + iε))f〉dz,

para todo f, g ∈ H y −∞ < a ≤ b < ∞.
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Dado T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert H con familia
espectral E. Se denota por Hpp el subespacio lineal cerrado más pequeño
que contiene a todos los vectores propios de T . También se suele llamar a
Hpp = Hpp(T ) el subespacio de discontinuidad de H respecto a T . H⊥

pp es
llamado el subespacio de continuidad de H respecto a T , y es denotado por
Hc = Hc(T ). El subespacio singular continuo Hsc de H respecto a T es el
conjunto de los f ∈ Hc para el cual existe un conjunto de Borel N ⊂ R, con
medida de Lebesgue 0 tal que E(N)f = f . El complemento ortogonal de Hsc

en Hc es el subespacio absolutamente continuo de H respecto a T denotado
por Hac = Hac(T ). El subespacio singular Hs de H respecto a T , es indicado
por Hs = Hs(T ) = Hpp ⊕Hsc.

En la siguiente definición se caracterizan estos subespacios en función de la
medida espectral inducida por E.

Definición 2.38 [29] Sea T un operador autoadjunto en el espacio de Hilbert
H con familia espectral E. Dado f ∈ H, se denota por µf la medida inducida
en R por la función ‖E(.)f‖2. Se definen los subespacios Hpp, Hc, Hs y Hac

por:
i) Hpp es el conjunto de aquellos f ∈ H para el cual existe un conjunto
a lo más numerable A ⊂ R tal que µf (R\A) = 0, es decir, la medida µf

está concentrada en un conjunto a lo más numerable.

ii) Hc es el conjunto de aquellos f ∈ H para el cual µf ({t}) = 0, ∀ t ∈ R,
es decir, la función t → ‖E(t)f‖2 es continua.

iii) Hs es el conjunto de aquellos f ∈ H para el cual existe un conjunto de
Borel N ⊂ R de medida 0 tal que µf (R\N) = 0, es decir, µf es singular
respecto a la medida de Lebesgue.

iv) Hac es el conjunto de aquellos f ∈ H para el cual µf (N) = 0, para cada
conjunto de Borel N con medida de Lebesgue 0, es decir, µf es absolutamente
continua con respecto a la medida de Lebesgue.

Del teorema de descomposición de Lebesgue-Stieltjes, la medida espectral
µf = ‖E(.)f‖2 asociada a T admite la siguiente descomposición [27], [36]:

µf = µac + µsc + µpp,
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donde µac es absolutamente continua y µsc medida singular continua, ambas
respecto a la medida de Lebesgue en R, y µpp medida puramente puntual.
La descomposición de H en subespacios disjuntos asociados a estas medidas
es:

H = Hac(T )⊕Hsc(T )⊕Hpp(T ).

Denotamos por C∞
c (R) el espacio de funciones complejas sobre R a soporte

compacto infinitamente diferenciables [27]. Recordemos que A ⊂ R es com-
pacto si es cerrado y acotado. Dada la función f : R → C. El soporte de
f es el conjunto {x ∈ R : f(x) 6= 0}. En la literatura matemática es común
denotar a este conjunto por suppf , es decir, suppf = {x ∈ R : f(x) 6= 0}.

Definición 2.39 [27] Dada la función f ∈ C∞
c (R), su transformada de

Fourier es:

F (f)(η) = f̂(η) :=
1√
2π

∫

R
e−ixηf(x)dx.

La transformada inversa se indica por:

F−1(f)(x) = f̌(x) :=
1√
2π

∫

R
eiwxf(w)dw.

Definición 2.40 Se define el espacio de Schwartz S(R3) por:

S(R3) = {f ∈ C∞(R3) : ‖f‖α,β < ∞, para todo α, β}
donde α = (α1, α2, α3), β = (β1, β2, β3), αj, βj ∈ N, j = 1, 2, 3.

‖f‖α,β = sup
x∈R3

|xαDβf(x)|,

xα =
3∏

j=1

x
αj

j y Dβ =
3∏

j=1

(
1

i

∂

∂xj

)βj

.

Definición 2.41 [36] Sea f real medible. f es esencialmente acotada si existe
C > 0 tal que |f(x)| ≤ C a.e., respecto a la medida de Lebesgue. El espacio
de estas funciones se denota por L∞(R).

‖f‖∞ = ı́nf{C > 0 : |f(x)| ≤ C a.e},
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a.e. indica que tal propiedad se cumple, excepto en un conjunto de medida de
Lebesgue 0.

Ejemplo 4:

Considérese el espacio medible (X,µ) con medida µ, σ-finita y f una función
medible en X finita casi dondequiera a valores complejos. Sea Tf el operador
en L2(X, µ) definido por

D(Tf ) := {ϕ | f(x)ϕ(x) ∈ L2(X, µ)}
(Tfϕ)(x) := f(x)ϕ(x).

El operador adjunto de Tf esta dado por T ∗
f = Tf .

Consideremos ψ ∈ D(T ∗
f ) y sea T ∗

f ψ = η. Se debe cumplir∫

M

(Tfϕ)(x)ψ(x)dµ(x) =

∫

M

ϕ(x)η(x)dµ(x) ∀ ϕ ∈ D(Tf ).

Tomemos ϕ(x) = e−|f(x)|XA(x) con XA(·) como la función caracteŕıstica del
conjunto medible A de medida finita. Sustituyendo en la ecuación anterior
se obtiene ∫

A

e−|f(x)|[f(x)ψ(x)− η(x)]dµ(x) = 0

para todo conjunto A de medida finita. Esto prueba que f(x)ψ(x) = η(x)
casi dondequiera.

Proposición 2.42 Sea H0 el operador enH = L2(R, dx) con dominio D(H0) =
{ϕ ∈ H| (p2Fϕ)(x) ∈ H}, (H0ϕ)(x) = (F−1p2Fϕ)(x). H0 es autoadjunto.

Demostración:
Se sigue directamente del ejemplo anterior que el operador de multiplicación
por la función p2 es autoadjunto y siendo H0 unitariamente equivalente a éste,
entonces es autoadjunto. ¤

Definición 2.43 [35] Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar 〈., .〉
y norma asociada ‖ . ‖. Un operador T en L(H) se denomina operador de
Hilbert-Schmidt si la traza de T ∗T es finita. Es decir,

tr(A∗A) =
∞∑

n=1

〈ϕn, T
∗Tϕn〉 < ∞,
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para alguna base ortonormal {ϕn} de H. Este conjunto es denotado por HS.

Proposición 2.44 [35] i) HS es un ideal ∗ en L(H). Es decir,

- HS es un espacio vectorial complejo.

- Si T ∈ HS y B ∈ L(H), entonces TB, BT ∈ HS.

- Si T ∈ HS, entonces T ∗ ∈ HS.

ii) Si T , B ∈ HS, entonces para cada base ortonormal {ϕn},
∞∑

n=1

〈ϕn, T ∗Bϕn〉

es absolutamente convergente y su ĺımite, denotado por 〈T, B〉HS , es inde-
pendiente de la base ortonormal que se tome.

iii) HS con producto escalar 〈., .〉HS es un espacio de Hilbert.

iv) Si ‖T‖HS :=
√
〈T, T 〉HS , entonces

‖T‖L(H) ≤ ‖T‖HS y ‖T‖HS = ‖T ∗‖HS .
v) Cada T ∈ HS es un operador compacto y los operadores de rango finito
son densos en HS.

Proposición 2.45 [35] Sea H = L2(M,dµ) con M un espacio medible con
medida µ. Entonces T ∈ L(H) es Hilbert-Schmidt si y sólo si existe una
función K ∈ L2(M ×M, dµ⊗ dµ) tal que

(Tf)(x) =

∫

M

K(x, y)f(y)dµ(y) ∀ f ∈ L2(M, dµ).

Además

‖T‖HS = ‖K‖L2 .

La función K se conoce como Kernel de la transformación T .

Obsérvese que la función g(x) = (x2 + i)−1 está en L2(R3, dx).
Pues ∫

R3

|g(x)|2dx =

∫

R3

1

(
∑3

i x2
i )

2 + 1
dx,

usando coordenadas esféricas
x1 = rcosθ senφ, y = rsenθ senφ, z = rcosφ, 0 < r < ∞, 0 ≤ θ < 2π, y
0 ≤ φ < π obtenemos
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∫

R3

1

(
∑3

i x2
i )

2 + 1
dx =

∫ ∞

0

∫ 2π

0

∫ π

0

r2senθ

r4 + 1
dφ dθ dr < ∞.

Ejemplo 5:
Consideremos el espacio de Hilbert H = L2(R3, dx). Dado V ∈ H fijo con-
sideremos el operador A = V (−∆ + i)−1 en H definido como

Aϕ(x) := V (x)

∫

R3

eix·p(p2 + i)−1ϕ̂(p)dp.

El operador A es Hilbert-Schmidt.

Para probar que A es Hilbert-Schmidt, es suficiente con exhibir una función
K ∈ L2(R3 × R3, dx dy) de tal forma que

(Aϕ)(x) =

∫

R3

K(x, y)ϕ(y)dy.

Hacemos p2 = p2
1 + p2

2 + p2
3. Supongamos por el momento que ϕ ∈ L2 ∩ L1.

Para ε > 0 se cumple, por la desigualdad de Schwarz

| ∫R3 ϕ(y)dy
(∫
R3 e−εp2

e−ip·(y−x)g(p)dp− ĝ(y − x)
)
| ≤ ‖ϕ‖H · ‖ĝε − ĝ‖H
= ‖ϕ‖H ·‖e−εp2

g−g‖H
→ 0 si ε → 0+,

donde gε = e−εp2
g(p), g(p) = (p2 + i)−1, y se ha utilizado el hecho de que

la transformada de Fourier es un operador unitario en H. Usando esto y el
teorema de Fubini obtenemos

(Aϕ)(x) = f(x) ĺım
ε↓0

∫

R3

e−εp2

eix·pg(p)ϕ̂(p)dp

= f(x) ĺım
ε↓0

1

(2π)
3
2

∫

R3

e−εp2

eix·pg(p)

∫

R3

e−ip·yϕ(y)dydp

= f(x) ĺım
ε↓0

1

(2π)
3
2

∫

R3

ϕ(y)dy

∫

R3

e−εp2

e−ip·(y−x)g(p)dp

= f(x)

∫

R3

ĝ(y − x)ϕ(y)dy.

Esta ecuación es válida en principio para vectores en L2∩L1. Por la desigual-
dad de Schwarz, esta última integral y el operador A definen operadores aco-
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tados en H y coinciden en un subespacio denso. Deben ser iguales en todo el
espacio. El Kernel de la transformación A es la función

K(x, y) := f(x)ĝ(y − x).

Por ser la transformada de Fourier un operador unitario, se concluye que K
está en L2(R3 × R3, dx dy):

‖K‖L2 =

(∫

R3

∫

R3

|f(x)|2|ĝ(y − x)|2dydx

) 1
2

= ‖f‖H · ‖g‖H < ∞.

Aśı A es un operador Hilbert-Schmidt.

Álgebras y σ-álgebras de conjuntos
Denotemos por J la familia de todos los subconjuntos del eje real de la forma

A =
k⋃

i=1

Ii, donde cada Ii puede ser el intervalo acotado (ai, bi] o el semieje

(−∞, bi] con ai ≤ bi < ∞, o bien el semieje (ai,∞) con ai < ∞.

Abusando de la notación aqúı denotamos este último intervalo como (ai,∞],
con lo cual podemos representar cada elemento de J como

A =
k⋃

i=1

(ai, bi], (2.10)

donde −∞ ≤ ai ≤ bi ≤ ∞.

La familia J es cerrada con respecto a intersecciones finitas. En efecto, si
dos intervalos (a, b] y (c, d] tienen intersección no vaćıa entonces (a, b]∩ (c, d]
=(máx{a, c}, mı́n{b, d}] ∈ J. Para el complemento de (a, b] se tiene,

(a, b]c =





(−∞, a] ∪ (b,∞), si a, b ∈ R,

(b,∞), a = −∞,

(−∞, a], b = ∞.

Utilizando las leyes de De Morgan se deduce que el complemento del conjun-

to A en (2.10) es
k⋂

i=1

(ai, bi]
c, el cual sigue siendo una unión de una familia de
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intervalos del mismo tipo. En consecuencia, J es cerrada con respecto a la
operación de tomar complementos. De hecho, la familia J es un ejemplo de
un álgebra de conjuntos.

Definición 2.46 Un álgebra de subconjuntos de un espacio X es una familia
A de subconjuntos de X tal que

1) X ∈ A,

2) A ∈ A implica Ac ∈ A,

3) Para cada k ∈ N,
⋃k

i=1 Ai ∈ A si Ai ∈ A.

Proposición 2.47 Si A es un álgebra de subconjuntos de X, entonces ∅ ∈
A. Además A ∩B ∈ A y A\B ∈ A siempre que A,B ∈ A.

Demostración:

Según la condición (1) de la definición, X ∈ A aśı Xc = ∅ ∈ A, de acuerdo
con la condición (2). Si Ai ∈ A, se infiere que ∪k

i=1Ai ∈ A debido a (3). Por
la fórmula de De Morgan, si ∩k

i=1Ai = (∪k
i=1A

c
i)

c ∈ A, debido a (2) y (3). De
tal forma que también A\B = A∩Bc ∈ A. ¤

Ejemplos:

1.-La familia J definida anteriormente es un álgebra de subconjuntos de R.

2.-La familia de subconjuntos de R que son uniones de familias finitas de
intervalos (a, b), [a, b) ∩ R, [a, b] ∩ R con −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞, constituye un
álgebra de subconjuntos de R.

3.-Sea T (X) la familia de todos los subconjuntos de un conjunto X. T (X)
es obviamente un álgebra de conjuntos.

Definición 2.48 Un álgebra de subconjuntos de X se llama σ-álgebra, si
para toda colección numerable {Ai}i de elementos del álgebra el conjunto⋃∞

i=1 Ai sigue siendo elemento del álgebra.

Proposición 2.49 Una σ-álgebra de conjuntos es cerrada con respecto a la
operación de tomar intersecciones numerables.
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Demostración:

Supongamos que los conjuntos Ai, i ∈ N, pertenecen a una σ-álgebra.
Una vez más utilizando las fórmulas de De Morgan expresamos

⋂∞
i=1 Ai =

(
⋃∞

i=1 Ac
i)

c. Esto implica el resultado debido a que una σ-álgebra es cerrada
respecto a las operaciones de tomar uniones y complementos. ¤

El álgebra T (X) es una σ-álgebra, mientras que J no lo es. Por ejemplo, un
intervalo cerrado [a, b] se obtiene como intersección numerable de elementos
de J, y sin embargo no se puede representar como unión finita de intervalos
semiabiertos.

Definición 2.50 Dada una colección C de conjuntos de X se define la σ-
álgebra generada por C, σ(C), como la intersección de todas las σ-álgebras
que contienen a C.

Ejemplo:

Sea X un espacio métrico, o más generalmente, un espacio topológico con
topoloǵıa T. En este caso σ(T) se llama la σ-álgebra de conjuntos borelianos
de X y se denota por B(X). Los elementos de σ(T) son los conjuntos bore-
lianos. Para X = R, con su métrica natural, denotamos simplemente como
B a la familia de los subconjuntos borelianos.

Proposición 2.51 B = σ(J).

Demostración:

Ambas familias son generadas por colecciones de conjuntos. En el caso B
los generadores son los conjuntos abiertos en R y en el caso de σ(J) son
todos los intervalos de la forma (a, b]. Es suficiente probar que todos los
conjuntos abiertos pertenecen a σ(J) y que los intervalos (a, b] pertenecen
a B. Como cualquier abierto en R es la unión de una familia numerable de

intervalos abiertos y puesto que (a, b) =
∞⋃

n=1

(a, b− 1

n
] ∈ σ(J), se obtiene que

cada conjunto abierto pertenece a σ(J) y por consiguiente B ⊂ σ(J).

Por otro lado, también es posible representar cada intervalo semiabierto como
intersección numerable de intervalos abiertos:
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(a, b] =
∞⋂

n=1

(a, b +
1

n
), b < ∞,

y similarmente para b = ∞. La fórmula demuestra que (a, b] ⊂ B y por lo tan-
to σ(J) ⊂ B. ¤

2.2. Introducción a la teoŕıa matemática de

dispersión

En esta sección presentamos la teoŕıa de operadores de asociados a los
operadores autoadjuntos T1, T2 en los espacios de Hilbert H1 y H2 ambos en
el campo C.

En la literatura f́ısica muchas veces los operadores T1 y T2 representan el
Hamiltoniano asociado a un sistema f́ısico de part́ıculas o a una part́ıcula en
espećıfico. En esta sección presentamos los elementos básicos respecto a los
operadores de onda asociados a los operadores T1 y T2, bajo la suposición
de la existencia de éstos en cada uno de lo resultados que a continuación se
exponen.

La existencia de los operadores de onda es un tema muy dif́ıcil de estable-
cer en general para operadores arbitrarios. En este presente trabajo, caṕıtulo
4, se desarrolla la existencia de los operadores de onda para la teoŕıa que ha
dado origen a la presente tesis.

El objetivo de la teoŕıa de perturbación es describir sistemas cuánticos
complicados en términos de otros más sencillos. Se estudian sistemas simples
y a partir de los Hamiltonianos simples asociados a éstos, se perturban a estos
últimos para poder describir el nuevo sistema, llamado sistema perturbado.

Estudiar un sistema perturbado es de suma importancia porque el estu-
dio de éste nos permite establecer el comportamiento del sistema a futuro
por ejemplo: el comportamiendo de la enerǵıa y los estados del sistema en
análisis.

Sin pérdida de generalidad sobre la teoŕıa en esta última sección, es váli-
do pensar a T2 como una perturbación de T1 aunque claro muchas veces la
perturbación depende más del problema real a modelar por parte del lector.
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Citamos dos textos clásicos para una consulta más general sobre la teoŕıa
de operadores [27], [31].

Denotaremos por D(T ), Ran(T ), el dominio y la imagen del operador T
en el espacio de Hilbert respectivo.

Definición 2.52 [29] Sean T un operador en el espacio de Hilbert H y M
un subespacio cerrado de H. El subespacio M es invariante por T si Tf ∈
M ∀ f ∈ M . Si M y M⊥ son invariantes por T , y D(T ) = (M ∩ D(T )) ∪
(M⊥ ∩D(T )) entonces T es reducido por M .

Teorema 2.53 [29] Sean T un operador autoadjunto y M un subespacio
cerrado en el espacio de Hilbert H. Si eit T f ∈ M, ∀ f ∈ M y ∀ t ∈ R,
entonces T es reducido por M y eit T M⊥ = M⊥. Además eit T PM = PMeit T y
TPMu = PMTu ∀ u ∈ D(T ).

Demostración:

Se tiene eit T M = M ∀ t ∈ R, debido a que eit T M ⊂ M y cada f ∈ M
puede ser escrito en la forma f = eit T (e−it T f) con e−it T f ∈ M ∀ t ∈ R.

Dados f ∈ M , g ∈ M⊥, se tiene 〈eit T g, f〉 = 〈g, e−it T f〉 = 0 ∀ t ∈ R.

Esto implica que eit T M⊥ ⊂ M⊥. Por tanto, eit T M⊥ = M⊥. Sea PM la
proyección ortogonal sobre M , entonces PMeit T = eit T PM ∀ t ∈ R. Esta
última igualdad se deduce de lo siguiente, dado v ∈ H1 éste se expresa como
v = vM + vM⊥ donde vM ∈ M y vM⊥ ∈ M⊥ por lo tanto se tiene que

PMeit T v = PMeit T (vM + vM⊥) = PMeit T vM = eit T vM ,

por otra parte nótese eit T PMv = eit T vM . Esto implica PMeit T = eit T PM .

Ahora sea f ∈ D(T ), entonces

PMTf = PM ĺım
t→0

−i
t
(eit T f − f) = ĺım

t→0

−i
t
(eit T PMf − PMf),

lo cual indica que PMf ∈ D(T ) y TPMf = PMTf .

De manera similar, (I −PM)f ∈ D(T ) y T (I −PM)f = (I −PM)Tf . ¤
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Nota 2. 2. 2 :

Del teorema anterior se tiene que PMe−itT = e−itT PM .

Lema 2.54 [51] Los subespacios Hac(T ), Hsc(T ) y Hpp(T ) son cerrados y
reducen a T .

Designaremos por Pac(T ) el proyector ortogonal sobre Hac(T ).

Ahora sea z ∈ C y E la familia espectral asociada a T .

Si Im z > 0, para f, g ∈ M se tiene

−i

∫ ∞

0

eiz t〈f, e−it T PMg〉dt = −i

∫ ∞

0

eiz t

{∫
e−it sPMd〈f, E(s)g〉

}
dt

= −i

∫ {∫ ∞

0

eit (z−s)PMdt

}
d〈f, E(s)g〉

=

∫
(z − s)−1PMd〈f, E(s)g〉

= 〈f, (z − T )−1PMg〉.

Esto indica i(z − T )−1PM =

∫
eizte−it T PMdt.

ii) De forma similar, si Imz < 0:

i

∫ ∞

0

eiz t〈f, e−it T PMg〉dt = 〈f, (z − T )−1PMg〉.

Es decir −i (z − T )−1PM =

∫
eizte−it T PMdt.

De i) y ii) se tiene:

(z − T )−1 PM = PM (z − T )−1,

para todo z ∈ C
RT (z)PM = PMRT (z). (2.11)
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Más adelante en la proposición 2.56 parte 3, se establece un proceso que nos
permite inferir

E(A)PM = PME(A) (2.12)

para todo conjunto de Borel A en R.

Definición 2.55 Sean T1 y T2 operadores autoadjuntos en los espacios de
Hilbert H1 y H2, respectivamente. Supongamos que J : H1 → H2 es un
operador lineal acotado.

Se definen los operadores de onda Ω±(T2, T1; J) por:

D(Ω±(T2, T1; J)) = {f ∈ H1 : s− ĺım
t→±∞

eit T2Je−it T1Pac(T1)f existen},

Ω±(T2, T1; J)f = s− ĺım
t→±∞

eit T2Je−it T1Pac(T1)f, ∀ f ∈ D(Ω±(T2, T1; J)).

En el caso en que H1 = H2 y J = I usaremos la notación Ω±(T2, T1) :=
Ω±(T2, T1; I). Para simplificar la notación denotamos a Ω±(T2, T1; J) por Ω±.

Proposición 2.56 Los operadores de onda Ω± satisfacen:

1) Ω±eis T1 = eis T2Ω±.

2) Dado f ∈ D(T1), entonces Ω±f ∈ D(T2) y T2Ω±f = Ω±T1f.

3) Sean E1, E2 las familias espectrales asociadas a T1 y T2, entonces

E2(s) Ω± = Ω± E1(s) ∀ s ∈ R.

4) Sea G : R→ R una función continua y acotada, entonces

G(T2)Ω± = Ω±G(T1).

Demostración:

1) Sea f ∈ D(Ω±) y s ∈ R.

Ω±eis T1f = s− ĺım
t→±∞

eit T2Je−i(t−s) T1Pac(T1)f

= eis T2s− ĺım
t→±∞

ei(t−s) T2Je−i(t−s) T1Pac(T1)f

= eis T2Ω±f.
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Por lo tanto se tiene Ω±eis T1 = eis T2Ω±.

2) Consideremos f ∈ D(T1), Vt = eit T2 y Ut = e−it T1 . Sea Ω alguno de
los operadores Ω±, entonces

‖ i t−1Ω(Ut−I)f−ΩT1f ‖ ≤ ‖Ω‖‖ i t−1(Ut−I)f−T1f ‖ → 0, t → 0.

Aśı,

i
d

dt
ΩUtf = ΩT1f.

De 1) se tiene

i
d

dt
VtΩf = i

d

dt
ΩUtf = ΩT1f.

Es decir, Ωf ∈ D(T2) y T2Ωf = ΩT1f.

El siguiente proceso demuestra 3):

i) Sea z ∈ C.

Si Im z > 0 y j = 1, 2, para f, g ∈ H se tiene

−i

∫ ∞

0

eiz t〈f, e−it TjJg〉dt = −i

∫ ∞

0

eiz t

{∫
e−it sJd〈f, Ej(s)g〉

}
dt

= −i

∫ {∫ ∞

0

eit (z−s)Jdt

}
d〈f, Ej(s)g〉

=

∫
(z − s)−1Jd〈f, Ej(s)g〉

= 〈f, (z − Tj)
−1Jg〉.

Esto indica i(z − Tj)
−1J =

∫
eizte−it TjJdt.

ii) De forma similar, si Imz < 0:

i

∫ ∞

0

eiz t〈f, e−it TjJg〉dt = 〈f, (z − Tj)
−1Jg〉.

De lo cual se deduce, −i (z − Tj)
−1J =

∫
eizte−it TjJdt.
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De i) y ii) se tiene:

(z − T2)
−1 Ω+ = Ω+ (z − T1)

−1,

es decir,
RT2(z)Ω+ = Ω+RT1(z) ∀ z ∈ C. (2.13)

Ahora considérese −∞ < a ≤ b < ∞. Del teorema espectral 2.37 se
deduce:

Dados f, g ∈ D(Ω±).

〈 g, (E2(a, b])Ω±f 〉 = 〈 g, (E2(b)− E2(a))Ω±f 〉

= ĺım
δ→0+

ĺım
ε→0+

1

2πi

∫ b+δ

a+δ

〈 g, [RT2(t− iε)−RT2(t + iε)]Ω±f 〉dt

= ĺım
δ→0+

ĺım
ε→0+

1

2πi

∫ b+δ

a+δ

〈 g, Ω±[RT1(t− iε)−RT1(t + iε)]f 〉dt

= 〈 g, Ω±(E1(b)− E1(a))f 〉.

= 〈 g, Ω±(E1(a, b])f 〉.
Esto implica

E2((a, b]) Ω± = Ω± E1((a, b]). (2.14)

Ahora consideremos la familia A dada por

A = {A ∈ B(R) : E2(A)Ω± = Ω±E1(A)}.

A cumple las siguientes propiedades.

1. R ∈ A.

Pues s− ĺım
a→−∞

Ej(a) = 0 y s− ĺım
b→∞

Ej(b) = I, para j = 1, 2.
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2. Sea (a, b] ∈ A tal que E2((a, b])Ω± = Ω±E1((a, b]).

Obsérvese que

(a, b]c =





(−∞, a] ∪ (b,∞), si a, b ∈ R,

(b,∞), a = −∞,

(−∞, a], b = ∞.

Se nota que:
a)

E2((−∞, a])Ω± = s− ĺım
x→−∞

E2((x, a])Ω±

= s− ĺım
x→−∞

Ω±E1((x, a])

= Ω±E1((−∞, a]).
b) Usando (2.14) se tiene

E2((b,∞))Ω± = s− ĺım
x→∞

E2((b, x])Ω±

= s− ĺım
x→∞

Ω±E1((b, x])

= Ω±E1((b,∞)).

c) De a) y b) se sigue

E2[(−∞, a] ∪ (b,∞)]Ω± = Ω±E1[(−∞, a] ∪ (b,∞)].

De a), b) y c) se tiene que (a, b]c ∈ A.

3. Considérese {In}n ∈ A una sucesión numerable de intervalos semi-
abiertos, como en 2, tal que E2(In)Ω± = Ω±E1(In).

Si In ∩ Im = ∅ ∀ n 6= m, entonces

Ej (
⋃

n In) = s− ĺım
k→∞

k∑
n=1

Ej(In), para j = 1, 2.

Nótese que
k∑

n=1

E2(In)Ω± = Ω±
k∑

n=1

E1(In), ∀ k ∈ N.
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Esto implica
E2 (

⋃
n In) Ω± = Ω±E1 (

⋃
n In) .

Si In ∩ Im 6= ∅ entonces

Ej (
⋃

n In) = s− ĺım
k→∞

[
k∑

n=1

Ej(In)− Ej(
k⋂

n=1

In)

]
, para j = 1, 2.

Obérvese también que

[
k∑

n=1

E2(In)− E2(
k⋂

n=1

In)

]
Ω± = Ω±

[
k∑

n=1

E1(In)− E1(
k⋂

n=1

In)

]
, ∀ k ∈ N.

Aśı E2 (
⋃

n In) Ω± = Ω±E1 (
⋃

n In) .

De 1, 2 y 3 se tiene que A es la σ-álgebra de Borel. Esto implica que la
ecuación (2.14) es válida para todo conjunto de Borel A, es decir,

E2(A)Ω± = Ω±E1(A).

4) Sea G : R→ R una función continua y acotada, entonces

G(T2)Ω± = Ω±G(T1).

Demostración:

De 2) y 3) se infiere

T2E2((a, b])Ω± = Ω±E1((a, b])T1,

donde −∞ < a ≤ b < ∞.

En particular

T n
2 E2((a, b])Ω± = Ω±E1((a, b])T n

1 , ∀ n ∈ N.

Sea P (x) un polinomio real, se cumple

P (T2)E2((a, b])Ω± = Ω±E1((a, b])P (T1).
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Usando el teorema de Stone-Weierstrass, es posible encontrar una sucesión
de polinomios {Pn}n que converge uniformemente en (a, b] a la función G.
Esto implica

G(T2)E2((a, b])Ω± = Ω±E1((a, b])G(T1). (2.15)

Tomando en (2.15) a → −∞ y b → ∞, entonces E2((a, b]) converge fuerte-
mente al operador identidad I, se deduce de esta manera

G(T2)Ω± = Ω±G(T1). ¤

Definición 2.57 [29] Sean T1 y T2 operadores lineales en los espacios de
Hilbert H1 y H2. Se dice que los operadores T1 y T2 son unitariamente equiva-
lentes si existe un operador unitario U : H1 → H2 tal que

T2U = U T1.
Esto significa que D(T2) es exactamente la imagen de D(T1) mediante el
operador U , y T2Uv = U T1v ∀ v ∈ D(T1).

Definición 2.58 SeanH1 yH2 espacios de Hilbert. El operador V ∈ B(H1,H2)
es llamado una isometŕıa parcial si

‖V (f)‖ = ‖f‖ ∀ f ∈ (KerV )⊥.

Proposición 2.59 Sean T1 y T2 operadores lineales autoadjuntos en los es-
pacios de Hilbert H1 y H2. Si V : H1 → H2 es una isometŕıa parcial tal que
e−it T2V = V e−it T1, entonces T1 es reducido por (KerV )⊥ y T2 es reducido por
RanV . Además T1|(KerV )⊥ es unitariamente equivalente a T2|RanV .

Demostración:

Primero probaremos que P(KerV )⊥e−it T1 = e−it T1P(KerV )⊥ .

Sea ϕ ∈ H1, se tiene claramente que ϕ = ϕKerV + ϕ(KerV )⊥ , tomando PKerV

el operador de proyección ortogonal sobre KerV , se infiere PKerV ϕ = ϕKerV .

Usando la hipótesis respectiva se deduce que

V e−it T1PKerV ϕ = e−it T2V ϕ = 0,
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es decir, e−it T1PKerV ⊂ PKerV .

De esto último, la proposición 2.53 implica e−it T1P(KerV )⊥ ⊂ P(KerV )⊥ .

Ahora demostramos que el operador T2 es reducido por RanV .

Dado ϕ ∈ (KerV )⊥.

Usando la hipótesis e−it T2V = V e−it T1 y denotando por g = V ϕ, se deduce
que e−it T2g = V e−it T1ϕ implica e−it T2g ∈ RanV.

Sea PRanV una proyección ortogonal sobre RanV . Se deduce directamente

PRanV e−it T2g = e−it T2g = e−it T2PRanV g,

pues g y e−it T2g ∈ RanV . Aśı T2 es reducido por RanV .

A continuación demostramos que T1|(KerV )⊥ es unitariamente equivalente a
T2|RanV :

Denotemos por U = V |(KerV )⊥ .

Claramente U : (KerV )⊥ → RanV es un operador unitario.

De la igualdad

e−it T2V ϕ = V e−it T1ϕ ∀ ϕ ∈ D(T1) ∩ (KerV)⊥,

se infiere

T2Uϕ = i d
dt

e−it T2Uϕ|t=0 = i d
dt

Ue−it T1ϕ|t=0 = UT1ϕ.

Aśı T1|(KerV )⊥ es unitariamente equivalente a T2|RanV . ¤

Proposición 2.60 [27, III] (Ker Ω+)⊥ = H′
in es un espacio invariante por

T1 y Hin = Ran Ω+ es un espacio invariante por T2. Además, T1 ¹ H′
in es

unitariamente equivalente a T2 ¹ Hin. En particular, T2 ¹ Hin es puramente
absolutamente continuo.

Demostración:

De la igualdad,
e−it T2Ω+ = Ω+e−it T1 (2.16)

se sigue que e−it T1(respectivamente, e−it T2 ) deja invariante a H′
in(respectiva-

mente, Hin).
La descomposición polar de un operador sobre H1, se extiende a un operador
de H1 a H2. El resultado es que Ω+ admite una descomposición Ω+ = V |Ω+|
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con |Ω+| = [(Ω+)∗(Ω+)]
1
2 en L(H1) y V una isometŕıa parcial con espacio

inicial H′
in en H1 y subespacio final Hin ⊂ H2.

La equivalencia unitaria de T1 y T2 se tiene al establecer

e−it T2V = V e−it T1 (2.17)

Deducción de e−it T2V = V e−it T1 .

Por (2.16), (Ω+)∗e−it T2 = e−it T1(Ω+)∗, se infiere

(Ω+)∗(Ω+)e−it T1 = (Ω+)∗e−it T2Ω+ = e−it T1(Ω+)∗(Ω+).

Por la unicidad de la ráız cuadrada positiva,

|Ω+|e−it T1 = e−it T1|Ω+|
aśı (2.16) implica que

e−it T2V |Ω+| = V e−it T1|Ω+|.
Como un resultado, (2.17) se tiene aplicado para vectores en Ran |Ω+|. Para
completar la demostración de (2.17), se nota que para vectores ϕ en (Ran |Ω+|)⊥
= Ker|Ω+| = KerV , se tiene claramente que e−it T2V ϕ = 0. Además, V e−it T1ϕ
= 0 ya que se ha visto que e−it T1 deja invariante a Ker|Ω+| = (H′

in)
⊥.

¤

Teorema 2.61 [29] Sea P+ la proyección ortogonal sobre Ran(Ω+). En-
tonces se tiene para t →∞

e−it T2Ω+ − Je−it T1Pac(T1)
s→ 0. (2.18)

(Ω+ − J)e−it T1Pac(T1)
s→ 0. (2.19)

(I − P+)e−it T1Pac(T1)
s→ 0. (2.20)

Ecuaciones similares se obtienen cuando J = I.

Demostración:

(2.18) se sigue de un cálculo directo.

La ecuación (2.19) se sigue de (2.18) y de la igualdad:

e−it T2Ω+ = Ω+e−it T1 = Ω+Pac(T1)e
−it T1 = Ω+e−it T1Pac(T1).
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(2.20) se obtiene de

‖(I − P+)Je−it T1Pac(T1)f‖ = ‖eit T2(I − P+)Je−it T1Pac(T1)f‖

= ‖(I − P+)eit T2Je−it T1Pac(T1)f‖

→ ‖(I−P+)Ω+f‖ = 0, t →∞. ¤

Teorema 2.62 [29] (Criterio de Cook) Supongamos que H1 = H2 = H,
J = I, Pac(T1) = I. Si e−it T1f ∈ D(T1) ∩D(T2) ∀ t ∈ R y la función

R→ H, t → (T2 − T1)e
−it T1f

es continua y tal que∫ ∞

−∞
‖(T2 − T1)e

−it T1f‖dt < ∞.

Entonces f ∈ D(Ω±(T2, T1; I)).

Demostración:

De e−it T1f ∈ D(T1) ∩D(T2), la función Ω(t)f = eit T2e−it T1f es diferenciable
∀ t ∈ R y su derivada es

d

dt
(Ω(t)f) = ieit T2(T2 − T1)e

−it T1f.

Por hipótesis dicha derivada es continua. Por lo tanto

Ω(t)f − Ω(s)f = i

∫ t

s

eix T2(T2 − T1)e
−ix T1fdx,

‖Ω(t)f − Ω(s)f‖ ≤
∫ t

s

‖(T2 − T1)e
−ix T1f‖dx

≤
∫ ∞

−∞
‖(T2 − T1)e

−ix T1f‖dx < ∞.

La desigualdad indica que Ω±(T2, T1)f = s− ĺım
t→±∞

Ω(t)f existe. ¤
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Definición 2.63 [40] Sea U un conjunto abierto en R. Denotamos por A(U)
a la colección de las funciones reales Borel medibles ϕ en R tal que ϕ′(x) existe
para a.e. x ∈ U y ϕ′(x) 6= 0 para a.e x ∈ U .

Teorema 2.64 [40] (El principio de invarianza) Sean T1, T2 operadores au-
toadjuntos en los respectivos espacios de Hilbert H1, H2, y J : H1 → H2 un
operador acotado. Sea E1 la familia espectral asociada a T1. Supóngase que
existe ξ ∈ Hac(T1) y z ∈ C\R tal que∫ ∞

−∞
‖{J(T1 − w)−1 − (T2 − w)−1J}eiλT1ξ‖dλ < ∞, w ∈ {z, z̄}.

Sea H(T1; ξ) el subespacio más pequeño de H1 que contiene a ξ y el cual es
invariante bajo E1. Sea U un conjunto abierto en R tal que µ(σ(T1)\U) = 0
y sea ϕ ∈ A(U). Entonces el ĺımite

Wϕς = ĺım
λ→∞

e−iλ ϕ(T2)Jeiλ ϕ(T1)ς

existe en la topoloǵıa de la norma de H2 para cada ς ∈ H(T1; ξ). Además,
cuando ς ∈ H(T1; ξ),

Wϕς = W+ς+ + W−ς−,

donde ς± = E1(4±)ς, 4+ = {x ∈ U : ϕ′(x) > 0}, 4− = {x ∈ U : ϕ′(x) <
0}, y

W±η = ĺım
λ→±∞

e−iλ T2Jeiλ T1η, η ∈ H(T1; ξ),

el cual existe en la topoloǵıa de la norma de H2.
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Caṕıtulo 3

Ecuación de Klein-Gordon (Trabajos
Citados)

En este caṕıtulo se presentan los principales aspectos relacionados con
la ecuación de Klein-Gordon en estudio. Ciertos detalles técnicos pueden ser
consultados en [18], [19], [20] y [23] los cuales no se anexan por simplificación
al presente trabajo. La ecuación de Klein-Gordon que a continuación presen-
tamos ha sido ampliamente estudiada por otros autores cuyos resultados se
presentan brevemente:

(
i
∂

∂t
− b0

)2

ψ(x, t) =

[
n∑

j=1

(Dj − bj)
2 + m2 + qs(x)

]
ψ(x, t) , (3.1)

donde x ∈ Rn, t ∈ R, y Dj = −i
∂

∂xj

, j = 1, 2, . . . , n. bj(x), qs(x) son fun-

ciones real valuadas y m es una constante positiva. La ecuación (3.1) describe
una part́ıcula relativista de esṕın cero, de masa m, en la presencia de un po-
tencial eléctrico b0(x), un potencial magnético bj(x) y qs(x) potencial escalar.

1.-[18] Analiza (3.1) para n = 3, bj(x) ≡ 0, j = 1, 2, 3, con las condiciones:

i) b0 y qs son funciones reales Hölder localmente continuas excepto en un
número finito de singularidades;

ii) b2
0(x) y qs(x) son funciones cuadrados integrables;

iii) b0(x) y qs(x) son funciones de orden O(|x|−3−ε), ε > 0 para |x| → ∞;

iv)
∫

(−b2
0 + qs)|f(x)|2dx ≥ −α

∫
(|∇f |2 + m2|f |2)dx, 0 < α < 1 y f(x) ∈
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C∞
c (Rn).

2.-[19] Considera n ≥ 3, bj(x) ≡ 0, 1 ≤ j ≤ n. Se supone [18, iv] y condi-
ciones del tipo Stummel sobre qs(x) y b2

0(x).

3.-[20] Toma n = 3. Con bj(x) y qs(x), j = 1, 2, 3, funciones acotadas y
medibles que satisfacen:

i) |bj(x)| ≤ C|x|−2−ε;

ii) bj(x) son diferenciables, y | ∂
∂xj

bj(x)| ≤ C|x|−2−ε;

iii) |qs(x)| ≤ C|x|−2−ε.

La ecuación (3.1) con las condiciones iniciales{
ψ(x, 0), i

∂

∂t
ψ(x, 0)

}
= {f1(x), f2(x)},

establece un problema de valor inicial bien definido. Se asocia la integral de
enerǵıa

E(ψ) =

∫ {
n∑

j=1

|(Dj − bj)ψ|2 + (m2 + q)|ψ|2 + | ∂
∂t

ψ|2
}

dnx, (3.2)

donde q(x) = qs(x)− b2
0(x), es constante en el tiempo. El procedimiento que

se sigue es reducir (3.1) a una ecuación equivalente de primer orden en el
tiempo.

Sean f1 = ψ(x, t), f2 = i
∂

∂t
ψ(x, t) y f =

(
f1

f2

)
, entonces (3.1) es equivalente

a la ecuación

i
∂

∂t
f = hf, (3.3)

donde

h =

(
0 1
L Q

)
, D(h) = C∞,2

c (Rn),

L =
n∑

j=1

(Dj − bj)
2 + m2 + q(x), q(x) = qs − b2

0, Q = 2b0(x). (3.4)
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C∞
c (Rn) es el espacio de las funciones infinitamentes diferenciables de so-

porte compacto en Rn, y C∞,2
c (Rn) = C∞

c (Rn)⊕ C∞
c (Rn).

Asociamos con la integral enerǵıa (3.2) una forma sesquilineal, la forma
sesquilineal de la enerǵıa, definida en C∞,2

c (Rn) [23], [26] por

〈f, g 〉E =
n∑

j=1

〈(Dj − bj)f1, (Dj − bj)g1〉+ 〈(m2 + q)f1, g1〉+ 〈f2, g2〉, (3.5)

f, g ∈ C∞,2
c (Rn), 〈., .〉 denota el producto escalar en L2(Rn, dnx), y q(x) =

qs(x)− b2
0(x).

h es simétrico en la forma sesquilineal de la enerǵıa, es decir,

〈hf, g 〉E = 〈f, hg 〉E.

Primero se considera el caso libre, es decir, bi(x) ≡ 0, qs(x) ≡ 0. En este caso
la forma de la enerǵıa está dada por

〈f, g 〉0 =
n∑

j=1

〈Djf1, Djg1〉+ m2〈f1, g1〉+ 〈f2, g2〉. (3.6)

Sea H0 la completación de C∞,2
c (Rn) con la norma inducida por 〈., .〉0. Clara-

mente 〈., .〉0 es equivalente con la norma de W1 ⊗ L2(Rn, dnx). Donde W1

es el espacio de Sobolev de orden 1, Ws := {f : Rn → R :
∫
Rn(1 +

|η|2) s
2 |Ff(η)|2dη < ∞}.

La ecuación (3.3) en el caso libre se reduce a

i
∂

∂t
f = H0f, H0 =

(
0 1

−∆ + m2 0

)
, ∆ =

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

· (3.7)

Teorema 3.1 [23] H0 es autoadjunto en H0 con dominio D(H0) = W2⊗W1,
y es esencialmente autoadjunto en C∞,2

c (Rn). H0 es absolutamente continuo
y σ(H0) = σe(H0) = (−∞,−m] ∪ [m,∞). σe(H0) denota el espectro esencial
de H0.

41



Demostración:

Denotamos L2
2(Rn) = L2(Rn)⊕ L2(Rn). Sea U0 el operador

U0 =
1√
2
F−1

(
(η2 + m2)

1
2 1

(η2 + m2)
1
2 −1

)
F.

U0 es un operador unitario de H0 en L2
2(Rn). Nótese que H0 = U−1

0 Ĥ0U0

donde

Ĥ0 = F−1(η2 + m2)
1
2 FM, M =

(
1 0
0 −1

)
.

De [24, Lema 1.2 y Teorema 1.7] Ĥ0 es autoadjunto en W1 ⊕W1 y esencial-
mente autoadjunto en C∞,2

0 (Rn) y σ(Ĥ0) = σe(Ĥ0) = (−∞,−m]∪[m,∞). Ĥ0

es absolutamente continuo. La condición del teorema se sigue de la equiva-
lencia unitaria de H0 y Ĥ0. ¤

En el caso cuando bi(x) y qs(x) no son cero, se introduce la siguiente su-
posición (A0) la cual afirma que la forma sesquilineal de la enerǵıa es estric-
tamente positiva, es decir, ésta define una norma.

(A0) Existe una constante ε > 0 tal que∫
q−|f(x)|2dnx ≤

n∑
j=1

‖Djf‖2 + (m2 − ε)‖f‖2 , f ∈ C∞
c (Rn).

q±(x) denotan la parte positiva y negativa de q(x).

(A0) es más débil que [18, iv]. Entonces 〈., .〉E es una norma ( Lema 3.7 pági-
na 48), y denotamos por HE la completación de C∞,2

c (Rn) con la norma de
la enerǵıa.

Se presentan otras condiciones en términos de las siguientes cantidades [21]:

Nα,δ(q) = sup
x

∫

|x−y|<δ

|q(y)|2wα(x− y) dy,

donde
wα(x) = |x|α−n para α < n,

= 1− lg|x| para α = n,

= 1 para α > n.
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Denotamos Nα(q) = Nα,1(q) y se dice que q ∈ Nα si Nα(q) < ∞.

Las condiciones son:

(A1) Para 1≤ j ≤ n, bj(x) ∈ N2 y si n ≥ 2 N2,s(bj)
s→0→ 0.

(A2) |q(x)| 12 ∈ N2 y si n≥ 2 N2,s(|q(x)| 12 ) s→0→ 0.

Se demuestra en el Lema 3.10 que A0 − A2 implican que las normas de
HE y H0 son equivalentes. Sea J el operador identificación de H0 sobre HE

dado por J : H0 → HE, Jf = f . J es una biyección.

Se presentan tres suposiciones más:

(A3) C(x) =
n∑

j=1

∂

∂xj

bj(x) ∈ N4 y si n ≥ 4 N4,s(C)
s→0→ 0

(A4) q(x) ∈ N4 y si n ≥ 4 N4,s(q)
s→0→ 0, b2 =

n∑
j=1

b2
j(x) ∈ N4, y si

n ≥ 4 N4,s(b
2)

s→0→ 0.

(A5) b0(x) ∈ N2 y si n ≥ 2 N2,s(b0)
s→0→ 0.

La demostración del Teorema siguiente se desarrolla en la página 49.

Teorema 3.2 Sean A0−A5 entonces h tiene una extensión autoadjunta, H,
en HE con dominio

D(H) = W2 ⊗W1.

Los operadores de onda son definidos (Definición 2.55 ), cuando ellos existen,
en la siguiente forma:

w± = s− ĺım
t→±∞

eitHJe−itH0 ,

donde s-ĺım significa ĺımite fuerte. H0 es absolutamente continuo, es decir,
Pac(H0) = I.
Los operadores w± se dice que son completos si sus rangos coinciden con el
subespacio absolutamente continuo de H. En tal caso la matriz de dispersión,
S, definida por

S = w∗
+w− es unitaria.
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Se dice que se tiene la relación de entrelazamiento si ψ(H)w± = w±ψ(H0)
para cada función Borel medible ψ. El principio de invarianza se tiene para
una clase de funciones ϕ si

w±f = ĺım
t→±∞

eit ϕ(H)Je−it ϕ(H0)f

para ϕ en dicha clase.

Consideremos cuatro suposiciones más:

(A6) Sea ρ(x) = (1 + |x| ). Entonces (ρsbj) 0 ≤ j ≤ n pertenecen a N2,

y (ρsC) pertenece a N4, para algún s > 1
2
. Si n ≥ 2 N2,s(bj)

s→0→ 0,

0 ≤ j ≤ n. Si n ≥ 4 N4,s(C)
s→0→ 0.

Obsérvese que A6 implica A1, A3 y A5. Se define

Nα,x(q) =

∫

|y|<1

|q(x− y)|2wα(y) dy.

Entonces

(A7) N2,x(ρ
sbj)

|x|→∞→ 0; N4,x(ρ
sC)

|x|→∞→ 0, y N4,x(q)
|x|→∞→ 0, donde

1 ≤ j ≤ n. Además, N4,x(b
2)

|x|→∞→ 0.

(A8) Denotemos por d a algunos de los bj(x), 0 ≤ j ≤ n; C(x); entonces

ρα(x)

∫

|x−y|<1

|d(y)|2 dy ∈ Lp para algún p ≥ 1, y α satisfaciendo

n−1
2s−1

n
1+n

< p ≤ ∞; α > 2s + 1− 2n
(1+n)p

.

(A9) ρβ(x)

∫

|x−y|<1

|q(y)|dy ∈ Ll para algunos β, l satisfaciendo 1 ≤ l ≤ ∞,

β > 1− (2n/(1 + n) p).

Teorema 3.3 Sean A0, A2 , A4 y A6-A9. Entonces los operadores de onda
w± existen y son isometŕıas de H0 sobre Hac

E . Se tiene la relación de entre-
lazamiento, y el principio de invarianza se cumple para todas las funciones
ϕ que satisfacen ∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

Γ

e−iηs−itϕ(s)ds

∣∣∣∣
2

dη → 0, t →∞
y
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∫

Γ

e−itϕ(s)ds → 0, t →∞
para algún conjunto compacto Γ contenido en (−∞,−m)∪(m,∞). El espectro
singular de H tiene medida cero.

La demostración se desarrolla en la página 52.

Se ha denotado aqúı por Hac
E el subespacio absolutamente continuo de H.

La definición de la parte absolutamente continua y singular de un operador
autoadjunto se pueden consultar en [51].

Ahora sean bj(x) ∈ L2
loc, para 1 ≤ i ≤ n, n > 2. Se define (Rot b)ji = ∂[jbi]

donde [ ] indica la alternancia de los ı́ndices j, i. Denotemos

Mα,1(q) = sup
x

∫

|y|<1

|q(x− y)||y|α−n dy,

Mα,1 es el conjunto de funciones q tal que Mα,1(q) < ∞. Se dice que q es
localmente Mα,1 si ϕq ∈ Mα,1 para cada ϕ ∈ C∞

c (Rn).

(AT): Sean bj, 1 ≤ j ≤ n localmente en M2,1 y supóngase que (Rot b)ji

es una función tensorial Hölder localmente continua tal que

CT
ji(x) =

∫
|Djbi −Dibj|r1−n dy < ∞, 1 ≤ i, j ≤ n,

para cada x, donde r = |x− y|.

Lema 3.4 [37] Si (AT) se cumple entonces

bj(x) = bT
j (x) +

(
∂

∂xj

)
φ(x), 1 ≤ j ≤ n,

donde

bT
j (x) = K

∫
(Rot b)ji((

∂

∂xj

)r2−n)dy,

φ(x) =

∫

C

(bj − bT
j )dsj,

K = −Γ(
1

2
n)/2(n− 2) π

n
2 .

C es una curva desde un punto fijo a x (la integral es independiente de la
curva).
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Una transformación gauge es una transformación unitaria de la ecuación de
Klein-Gordon con potencial magnético bj(x), 1 ≤ j ≤ n, a la ecuación de
Klein-Gordon con potencial magnético bT

j (x), 1 ≤ j ≤ n. El punto es que los
bT
j (x) tienen un mejor comportamiento en el infinito que el original bj(x). Por

ejemplo, bj(x) puede ser divergente en el infinito mientras que bT
j (x) tiende

a cero en el infinito más rápido que K/|x|.

Presentamos las siguientes condiciones:

(AT
1 )

CT
ij ∈ N2 y N2,s(C

T
ij)

s→0→ 0, 1 ≤ i, j ≤ n.

(AT
2 ) = A2: |q| 12 ∈ N2 y si n ≥ 2 N2,s(|q| 12 ) s→0→ 0. Se define la norma de

la enerǵıa para bT
j (x): f, g ∈ C∞,2

c (Rn), 〈f, g〉T =
∑n

j=1〈(Dj − bT
j )f1, (Dj −

bT
j )g1〉 + 〈(m2 + q)f1, g1〉 + 〈f2, g2〉. De A0 〈., .〉T es una norma y denotamos

por HT la completación de C∞,2
c (Rn) con esta norma. AT

1 y AT
2 implican que

la norma 〈., .〉T es equivalente a la norma de W1 ⊗ L2(Rn).

La ecuación de Klein-Gordon con bT
j (x) es

i
∂

∂t
f = hT f, hT =

(
0 1
LT Q

)
(3.8)

donde LT =
n∑

j=1

(Dj − bT
j )2 + m2 + q(x).

Obsérvese que CT (x) =
n∑

j=1

(
∂

∂xj

)bT
j (x) ≡ 0. Por lo que no se necesita alguna

suposición como A3.

(AT
3 ) q(x) ∈ N4 y si n ≥ 4 N4,s(q)

s→0→ 0, B 2 =
∑

ij(Cij)
2 ∈ N4 y si

n ≥ 4 N4,s(B
2)

s→0→ 0.

(AT
4 ) = A5 : b0 ∈ N2 y N2,s(b0)

s→0→ 0.

Teorema 3.5 [23] Sean (A0), (AT) y (AT
1 ) − (AT

4 ) entonces hT tiene una
extensión autoadjunto, HT en HT con dominio D(HT ) = W2 ⊗W1.
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Se define el espacio de Hilbert HE

HE = {f ∈ L2
2(Rn) : f = U−1fT , fT ∈ HT},

con el producto escalar 〈f, g〉E = 〈fT , gT 〉T , donde U−1fT (x) = e−iφ(x)fT (x).

HE es la completación de U−1C∞,2
c (Rn) con la norma de la enerǵıa (3.5).

De
(Dj + bT

j )Uf(x) = (Dj + bT
j )eiφ(x)f(x) = U(Dj + bj)f(x),

U es un operador unitario de HE sobre HT . Por otra parte H = U−1HT U es
una extensión autoadjunta de h.

La transformación unitaria U lleva la ecuación (3.3) en HE con potencial
bj(x), 1 ≤ j ≤ n hacia la ecuación de Klein-Gordon, (3.8), en HT con
potencial magnético bT

j (x), 1 ≤ j ≤ n.

El operador identificación de H0 sobre HE es dado por J = U−1JT donde JT

es el operador identificación de H0 sobre HT . Los operadores de onda están
dados por:

w± = s− ĺımt→±∞ eit HJe−it H0 = s− ĺımt→±∞ U−1eit HT JT e−it H0 .

Entonces la existencia de wT
± = s− ĺım

t→±∞
eit HT JT e−it H0 implica la existencia

de w±, y además w± = U−1wT
±.

Sean AT
5 , AT

6 , AT
7 y AT

8 : Suponiendo A6, A7, A8 y A9 con bj, 1 ≤ j ≤ n
reemplazados por Cij, 1 ≤ i, j ≤ n. Notar que

∑
j=1(Djb

T
j ) ≡ 0, es decir, se

han excluido las suposiciones sobre C en A6 −A9. En A7 se ha reemplazado
b2 por BT

2.

Teorema 3.6 [23] Sean A0, AT, AT
2 , AT

3 y AT
5 -AT

8 . Entonces todas las con-
clusiones del Teorema 3.3 se cumplen.

Demostración:

Por el Teorema 3.3 los operadores wT
± existen, entonces w± = U−1wT

±. Además
los operadores wT

± son isometŕıas deH0 sobreHac
T . Entonces w± son isometŕıas

de H0 a Hac. Por el mismo argumento se tiene la relación de entrelazamiento
y el principio de invarianza. ¤

47



De w± = U−1wT
± la matriz S cumple S = w∗

+w− = wT∗
+ wT

− = ST , es de-
cir, la matriz de dispersión S es una transformación que preserva norma.

Lema 3.7 [23] Supóngase A0. Entonces

〈f, f〉E ≥ ε[〈f1, f1〉+ 〈f2, f2〉], f ∈ C∞,2
c (Rn).

Demostración:

Se sigue de A0 y [21, Lema 1.2, pág.168] que

〈q−f1, f1〉 ≤
n∑

j=1

‖(Dj − bj)f1‖2 + (m2 − ε)‖f1‖2, f1 ∈ C∞
0 (Rn).

Entonces

〈f, f〉E ≥ ε〈f1, f1〉+ 〈f2, f2〉 ≥ ε(〈f1, f1〉+ 〈f2, f2〉),
notar que se ha tomado ε < 1. ¤

Lema 3.8 [21] Supóngase q ∈ N2s para algún s > 0, y si n ≥ 2s N2s,δ(q)
δ→0→ 0.

Entonces para cada ε > 0 existe una constante Kε tal que

‖qf‖ ≤ ε‖f‖s + Kε‖f‖, f ∈ C∞
c (Rn),

donde ‖f‖s = ‖(1 + |η|2) s
2 Ff‖.

Lema 3.9 [21] Sea q ∈ N2s, s > 0 tal que N2s,x(q)
x→0→ 0, entonces q(x) es

un operador compacto de Ws a L2(Rn, dnx).

Lema 3.10 [23] Sean A0, A1 y A2, entonces existen constantes C1, C2 > 0
tales que

C2( ‖f1‖2
1 + ‖f2‖2 ) ≤ 〈f, f〉E ≤ C1( ‖f1‖2

1 + ‖f2‖2 ).

Demostración:

〈f, f〉E =
n∑

j=1

‖(Dj − bj)f1‖2 + 〈(m2 + q)f1, f1〉+ 〈f2, f2〉
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≤ C1(‖f1‖2
1 + ‖f2‖2),

se ha usado el Lema 3.8. Por otra parte

〈f, f〉E ≥
n∑

j=1

‖Djf1‖2 − 2
n∑

j=1

‖Djf1‖‖bjf1‖ − ε‖f1‖2
1 −Kε‖f1‖2 + ‖f2‖2

≥
n∑

j=1

‖Djf1‖2 − ε′‖f1‖2
1 −K ′‖f1‖2 + ‖f2‖2

por el mismo argumento se tiene entonces

(1−ε′)(‖f1‖2
1+‖f2‖2) ≤ 〈f, f〉E +K ′〈f1, f1〉 ≤ C〈f, f〉E, C > 0. ¤

Lema 3.11 [23] Si A1, A3 y A4 se cumplen, entonces L es autoadjunto en
L2(Rn) con dominio W2 y es esencialmente autoadjunto en C∞

c (Rn).

Demostración:

Tomando L = (−∆+m2 +V +b2 +q)f , f ∈ C∞
c (Rn), donde V = 2

n∑
j=1

bjDj +

n∑
j=1

(Djbj), b2 =
n∑

j=1

b2
j . Por el Lema 3.8 se tiene que para algún ε > 0

‖
n∑

j=1

(Djbj)f‖ ≤ ε‖f‖2 + Kε‖f‖,

‖q(x)f‖ ≤ ε2‖f‖2 + Kε‖f‖,

‖
n∑

j=1

bjDjf‖ ≤ ε2‖f‖2 + Kε‖f‖, y

‖b2f‖ ≤ ε‖f‖2 + Kε‖bjf‖.
Entonces para todo ε > 0 existe Kε tal que ‖(V +b2 +q)f‖ ≤ ε‖f‖2 +Kε‖f‖.
Esto implica que V +b2 +q es −∆+m2 acotado con relativa cero, y la condi-
ción del lema se sigue del Teorema de Kato-Rellich. ¤

A continuación se expone la demostración del Teorema 3.2 [23].

Sea L el operador asociado con la forma cerrada
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l〈f1, g1〉 =
n∑

j=1

〈(Dj + bj)f1, (Dj + bj)g1〉+ 〈(m2 + q)f1, g1〉,

D(l) = W1. A0 implica que (Lema 3.7): l〈f1, f1〉 ≥ ε〈f1, f1〉 ∀ f1 ∈ D(l). En-

tonces L ≥ ε > 0 y D(L 1
2 ) = W1. Además l〈f1, g1〉 = 〈L 1

2 f1,L 1
2 g1〉 ∀ f1, g1 ∈

W1. De esto se sigue que

〈f, g〉E = 〈L 1
2 f1,L 1

2 g1〉+ 〈f2, g2〉 ∀ f, g ∈ HE.

Definimos el operador:

Uf = 1√
2

( L 1
2 1

L 1
2 −1

)
f ∀ f ∈ HE.

U es un operador unitario de HE sobre L2
2(Rn) = L2(Rn)⊕ L2(Rn).

Tomemos el operador pseudodiferencial Ĥ en L2
2(Rn)

Ĥ = Ĥ1 + Q̃; Ĥ1 =

( L 1
2 0

0 −L 1
2

)
, Q̃ = 2b0

(
1 −1
−1 1

)
.

Ĥ1 es autoadjunto en D(Ĥ1) = W1 ⊗ W1. De A5 y el lema 3.8, Q̃ es Ĥ1-
acotado con cota relativa igual a cero. Entonces Ĥ = Ĥ1 + Q̃ es autoadjunto
sobre W1 ⊗W1. Pero

H = U−1ĤU =

(
0 1
L 0

)
+ Q̃

es una extensión autoadjunto de h con dominio D(H) = U−1D(Ĥ) = W2 ⊗
W1. ¤

Nota 1: El operador H es escrito en la siguiente forma:

H = H̃0 + Ṽ ,

donde

H̃0 =

(
0 1

−∆ + m2 0

)

y

Ṽ =

(
0 0

V + b2 + q 2b0

)
.

Claramente D(H̃0) ⊂ D(Ṽ ), entonces para algún z ∈ ρ(H) ∩ ρ(H0)

R(z) = R̃0(z)−R(z)Q̃R̃0(z) = R̃0(z)− R̃0(z)Q̃R(z)
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donde
R(z) = (H − z)−1, R̃0(z) = (H̃0 − z)−1.

Sea J el operador identificación de H0 sobre HE. Entonces se tiene

R0(z)− J−1R(z)J = R0(z)Q̃J−1R(z)J

= J−1R(z)JQ̃R0(z),
donde

R0(z) = (H0 − z)−1.

Aśı H0 y H satisfacen la segunda ecuación del resolvente.

A continuación se presentan las condiciones que inducen a la demostración
del Teorema 3.3.

Sea H0(H1) espacio de Hilbert, y H0 operador autoadjunto en H0 con familia
espectral {E0(λ)}, ({E1(λ)}). Sean R0(z) = (z−H0)

−1 y R1(z) = (z−H1)
−1.

Consideremos:

(a) Existe un operador lineal biyectivo de H0 a H1.

(b) Existe un espacio de Hilbert K y operadores lineales cerrados A, B
de H0 a K tal que A es inyectivo y D(H0) ⊂ D(A) ∩D(B).

(c) D(H1) ⊂ D(AJ−1) ∩D(BJ∗), y

R0(z)− J−1R1(z)J = [R0(z)B∗]AJ−1R1(z)J

= [J−1R1(z)JB∗]AR0(z),
donde [W ] significa la clausura del operador W .

(d) Existe un z0 en ρ(H0) tal que BR0(z0)[R0(z)A∗] es un operador
compacto en K para todo z no real.

(e) Q(z) = [BR0(z)A∗] es acotado en K para algún z en ρ(H0), y
δ(z) = 1 + Q(z) con inverso acotado en K para algún z no real.

(f) Existen un conjunto abierto Λ de números reales y funciones Q±(λ)
continuas de Λ a B(K) tal que Q(λ± ia) converge en norma a Q±(λ),
a → 0, ∀ λ ∈ Λ.

(g) Existe una función M(λ) de Λ a B(K) localmente cuadrado integrable
tal que i[AR0(λ + ia)−R(λ− ia)A∗]µ converge débilmente a 2πM(λ)µ
en K, a → 0, para cada µ en K y para casi todo λ en Λ.
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(h) Existe un conjunto cerrado e de medida cero tal que [J∗J − J ]E(Γ)
es un operador compacto para cada intervalo Γ b (Λ\e)(Γ b Λ\e significa
que la clausura de Γ es compacto y contenido en Λ\e).

Teorema 3.12 [38] (Schechter) Bajo las hipótesis (a)-(h) los ĺımites fuertes

w± = s− ĺımt→±∞ eitH1Je−itH0Eac
0 (Λ)f

existen. Los operadores w± son isometŕıas de Eac
0 (Λ)H0 sobre Eac

1 (Λ)H1. La
relación de entrelazamiento se tiene, es decir:

ψ(H1)w± = w±ψ(H0) en Eac
0 (Λ)H0

y
w±f = s− ĺımt→±∞ eitφ(H1)Je−itφ(H0)Eac

0 (Λ)f
se tiene para toda función φ que satisface

∫ ∞

0

∣∣∣∣
∫

Γ

e−iηs−itϕ(s)ds

∣∣∣∣
2

dη → 0, t →∞
y ∫

Γ

e−itϕ(s)ds → 0, t →∞

para algún conjunto compacto Γ contenido en Λ.

Demostración del Teorema 3.3 [23].

Sea K = L2
2(Rn)⊕ L2

2(Rn)⊕ L2
2(Rn)⊕ L2

2(Rn). Definiendo

A : H0 → K{Af} = {A1f, A2f, A3f, A4f}

y
B : H0 → K{Bf} = {B1f, B2f, B3f, B4f}

donde

A1 =

(
ρsV 0
0 0

)
, A2 = ρ−sΛ, A3 =

(
0 b
0 0

)
, y A4 =

(
sig q |q| 12 0

0 0

)
,

B1 =

(
0 ρ−s

0 0

)
, B2 =

(
0 0
0 2ρsb0

)
, B3 =

(
0 b
0 0

)
, y B4 =

(
0 |q| 12
0 0

)
.
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De (A2), D(H0) ⊂ D(A) ∩D(B). Aśı se cumple (b). Por otra parte

B∗Af =

(
0 0

V + b2 + q 2b0

)
;

entonces de la Nota 1. (c) se cumple. BR0(z) es acotado. Además

R0(z) =

(
z 1

−∆ + m2 z

)
r(z2)

donde r(z2) = (−∆+m2−z2)−1. R0(z) es acotado de W2⊕W1 sobre W2⊕W1

y Ai, 1 ≤ i ≤ 4 es compacto de W2⊕W1 sobre L2
2(Rn) por A6 y el Lema 3.9,

entonces AR0(z) es compacto de H sobre K, y (d) es satisfecho. Claramente
BR0A

∗ = ⊕4
i=1BiR0(z)A∗

i . (e) será comprobado si se encuentra un z ∈ ρ(H0)
tal que ‖BiR0(z)A∗

i ‖ < 1 como operador de L2
2(Rn) → L2

2(Rn), para 1 ≤ i ≤
4. De

B1R0A
∗
1 =

(
ρ−sr(z2)(ρsV )∗ 0

0 0

)
,

B2R0A
∗
2 =

(
0 0

2ρsb0r(z
2)ρ−s 2zρsb0r(z

2)ρ−s

)
,

B3R0A
∗
3 =

(
br(z2)b 0

0 0

)
,

y

B4R0A
∗
4 =

(
|q| 12 r(z2) sig q |q| 12 0

0 0

)
.

Se tiene
‖B1R0A

∗
1‖ ≤ ‖[ρsV r(z2)]∗‖ = ‖ρsV r(z2)‖.

Siendo ρsV compacto de W2 a L2(Rn). Entonces para todo ε > 0 existe un
Kε tal que

‖ρsV r(z2)f‖ ≤ ε‖r(z2)f‖2 + Kε‖r(z2)f‖.
Tomando z = iα, α > 0, se tiene

‖ρsV r(z2)f‖ ≤ (ε + (K/α2))‖f‖.
Entonces ∀ ε > 0 existe un α0 tal que ‖B1R0A

∗
1‖ ≤ ε si α > α0. Además

‖B2R0A
∗
2‖ ≤ 2

3
2‖zρsb0r(z

2)ρ−s‖ ≤ 2
3
2‖ρsb0(r)

1
2‖.
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De A6 y del Lema 3.8 ∀ ε > 0 existe un α0 tal que ‖ρsb0(r)
1
2‖ ≤ ε

2
3
2
, para

α > α0, y entonces ‖B2R0A
∗
2‖ ≤ ε. Por un argumento similar

‖B3R0A
∗
3‖ ≤ ε, ‖B4R0A

∗
4‖ ≤ ε,

por lo que (e) se cumple.

Tomando Λ = (−∞,−m) ∪ (m,∞). Ya que H0 es absolutamente continuo,
Eac

0 (Λ) = I. De [38, Lemas 3.3 y 3.4] (f) y (g) serán satisfechos si se prueba
que

d

dλ
〈E0(λ)A∗v, A∗w〉0 = 〈M(λ)v, w〉K ,

y
d

dλ
〈E0(λ)B∗v, A∗w〉0 = 〈N(λ)v, w〉K ,

donde M(λ), N(λ) son funciones Hölder localmente continuas de Λ a B(K).

Denotando por C∗ a A∗ o B∗. Entonces

d

dλ
〈E0(λ)C∗v, A∗w〉0 =

d

dλ
〈U0E0(λ)C∗v, A∗w〉

donde U0 es el operador unitario de H0 sobre L2
2(Rn) que se usó en la de-

mostración del Teorema 3.1. Considérese λ > m, similarmente se hace para
λ < −m. Entonces

d

dλ
〈E0(λ)C∗v,A∗w〉0 =

d

dλ
〈Ẽ0(λ)MU0C

∗v, U0A
∗w〉

donde M =

(
1 0
0 −1

)
y Ẽ0(λ) es la familia espectral del operador F−1(η2+

m2)
1
2 F . Entonces

d

dλ
〈E0(λ)C∗v, A∗w〉0 =

∑

j,k,n,m

d

dλ
〈Ẽ0(λ)(U0C

∗n)1jv
n
j , (U0A

∗m)1kw
m
k 〉

donde
v = ⊕4

n=1v
n, w = ⊕4

m=1w
m, vn, wm ∈ L2

2(Rn).

De A8 y A9 [49]-[50].

d

dλ
〈Ẽ0(λ)(U0C

∗n)1jv
n
j , (U0A

∗m)1kw
m
k 〉 = 〈Mj,k,n,m(λ)vn

j , wm
k 〉,
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donde M(λ)j,k,n,m es una función Hölder localmente continua de (m,∞) a
B(K), esto proporciona la demostración de (f) y (g). (h) se deduce del hecho
de que J∗J−I = (V +b2+q)r(0), V r(0), b2r(0), qr(0) son compactos por el
Lema 3.9. ¤
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Caṕıtulo 4

Ecuación de Klein-Gordon (Trabajo de
Tesis)

En este caṕıtulo presentamos el trabajo de tesis en el cual se analiza
la ecuación de Klein-Gordon para un caso no considerado antes por otros
autores. Estos resultados fueron publicados en [30].

Recordemos que la ecuación de Klein-Gordon es la ecuación diferencial
parcial dada por [23], [26], [45]:

(
i
∂

∂t
− b0

)2

ψ(x, t) =

[
n∑

j=1

(Dj − bj)
2 + m2 + qs(x)

]
ψ(x, t) , (4.1)

donde x ∈ Rn, t ∈ R, y Dj = −i
∂

∂xj

, j = 1, 2, . . . , n, la cual describe una

part́ıcula relativista con esṕın cero y masa m en la presencia de un potencial
eléctrico b0, potencial magnético bj y potencial escalar qs(x).

Tomando b0 ≡ 0 y bj ≡ 0 en la ecuación (4.1), se tiene:

− ∂2

∂t2
ψ(x, t) = [−∆ + m2 + qs(x)]ψ(x, t). (4.2)

La ecuación (4.2) es la que se analiza en el presente trabajo. Nosotros

damos los argumentos sólo para el caso m ≡ 0, cuando m 6= 0 el análisis se
sigue de un proceso similar.

El potencial qs(x) en (4.2) se considera como qs(x1, x2, . . . , xn) = −Ex1 +
q(x1, x2, . . . , xn) donde E > 0 es la magnitud del campo eléctrico constante
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en la dirección de −x1 y q es una función a valores reales [41], [42]. Para no
hacer muy tediosa la notación consideramos E = 1.

En el caso en que qs(x1, x2, . . . , xn) = −x1 + q(x1, x2, . . . , xn) obtenemos
en general un potencial no decreciente. Este tipo de potenciales no ha sido
estudiado antes. El objetivo en el análisis de (4.2) es usar la teoŕıa asociada a
ésta en futuros trabajos al considerar cada uno de los términos que aparecen
en (4.1).

Cuando q ≡ 0 la dinámica del sistema y las propiedades espectrales del
Hamiltoniano H0 asociadas a este sistema f́ısico se deducen de forma directa
de las ecuaciones (4.16)-(4.20), páginas 66-69, mediante cálculos similares.

Cuando q 6= 0, el potencial qs induce una perturbación en el sistema.

Bajo ciertas condiciones sobre q es posible comparar las dinámicas del
sistema no perturbado (q ≡ 0) con el sistema perturbado (q 6= 0).

Nuestro procedimiento consiste en considerar una ecuación diferencial
de primer orden en el espacio de Hilbert de las funciones vectoriales las
cuales tienen enerǵıa finita. Para ello analizamos el operador L definido en
L2(Rn, dnx) como L = −∆− x1 + q, con q operador de multiplicación por la
función real q(x). Consideramos potenciales q tales que L = −∆− x1 + q es
autoadjunto y 0 no es valor propio de L. En la página 70 damos de forma
expĺıcita las condiciones que deben satisfacer estos potenciales. Al final de
este caṕıtulo, página 76, presentamos un ejemplo espećıfico de uno de estos
potenciales q que ha dado origen a la teoŕıa actual desarrollada.
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Introducimos el espacio

KG := D( |L| )⊕ L2(Rn, dnx) =

{(
f1

f2

)
| f1 ∈ D( |L| 12 ), f2 ∈ L2(Rn, dnx)

}
.

Definimos el producto escalar [·, ·]KG enKG dado por [~f, ~g ]KG := 〈|L| 12 f1, |L| 12 g1〉
+ 〈f2, g2〉, donde 〈·, ·〉 es el producto escalar usual en L2(Rn, dnx), antilineal
en la evaluación izquierda.

Proposición 4.1

a) (KG, [· , ·]KG ) es un espacio pre-Hilbert.

b) La completación de KG con respecto a ‖ . ‖KG es:

H = D(|L| 12 )⊕ L2(Rn, dnx),

donde D(|L| 12 ) es la completación de D(|L| 12 ) con respecto a la norma

‖|L| 12 .‖L2(Rn,dnx).

c) [· , ·]KG se extiende a H⊕H y (H, [· , ·]KG ) es un espacio de Hilbert.

Demostración:

a) [· , ·]KG cumple las propiedades de un producto escalar al igual que induce
la norma ‖ . ‖KG en KG [29], el método para demostrar b) y c) se puede con-
sultar en [39]. ¤

Por el teorema de la transformación lineal acotada |L| 12 se extiende a D(|L| 12 ).
Si Φ ∈ L∞(Rn), Φ(L) : D(|L| 12 ) → D(|L| 12 ) definido por cálculo funcional se

extiende continuamente sobre D(|L| 12 ) en la norma ‖ |L| 12 · ‖L2(Rn,dnx). Se usa

la misma notación |L| 12 y Φ(L) para las respectivas extensiones. Sean

H = HP ⊕HN ,

HP = P⊥(L)D(|L| 12 )⊕ RanP⊥(L) ⊂ D(|L| 12 )⊕ L2(Rn, dnx),

HN = P (L)D(|L| 12 )⊕ RanP (L) ⊂ D(|L| 12 )⊕ L2(Rn, dnx).
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P (L) denota la proyección sobre (−∞, 0) asociado al operador L y P⊥(L) la

proyección sobre (0,∞). Dado ~ψ ∈ H denotamos por ~ψP ∈ HP y ~ψN ∈ HN

los vectores que satisfacen ~ψ = ~ψP + ~ψN .

Considerando la ecuación (4.2), sean f1(x) = ψ(x, t), f2 = i
∂

∂t
ψ(x, t) y

f =

(
f1

f2

)
, ésta es equivalente a

i
∂

∂t
~f = HP

~f, ~f ∈ D(HP ), (4.3)

y
∂

∂t
~f = HN

~f, ~f ∈ D(HN), (4.4)

donde

HP =

(
0 I
L 0

)
, HN =

(
0 −iI

−iL 0

)
.

I es el operador identidad en L2(Rn, dnx) y

D(HP ) = HP ∩ ( [D(|L|) ]⊕D(|L| 12 )),

D(HN) = HN ∩ ( [D(|L|)]⊕D(|L| 12 )),

[D(|L|)] =
{

f1 : f1 ∈ D( |L| 12 ), |L| 12 f1 ∈ D(|L| 12 )
}

.

L en [D(|L|)] sigue la regla

Lf1 = sgn(L)|L| 12 |L| 12 f1 = |L| 12 sgn(L) |L| 12 f1.

Proposición 4.2 El conjunto N :=
{
|L| 12 f : f ∈ [D(|L|) ]

}
es denso en

D(|L| 12 ) en la norma ‖ϕ‖
D(|L| 12 )

:= ‖ϕ‖L2(Rn,dnx) + ‖ |L| 12 ϕ ‖L2(Rn,dnx).

Demostración:

Sea ϕ ∈ D(|L|), del cálculo funcional se sigue

∫
|λ|2 dµϕ(λ) < ∞. De lo cual

se tiene

∫
|λ| dµϕ(λ) < ∞, ϕ ∈ D(|L| 12 ), es decir, D(|L|) ⊂ D(|L| 12 ). Por
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otra parte también se cumple D(|L|) ⊂ [D(|L|) ].

Dado ϕ ∈ D(|L| 12 ) y ϕn = |L|− 1
2 P(|λ|> 1

n
)ϕ, ϕn ∈ D(|L|) ⊂ [D(|L|) ]. Tomando

fn = |L| 12 ϕn, fn ∈ N . La condición ‖fn − ϕ‖
D(|L| 12 )

→ 0, n →∞ se deduce

de las siguientes dos igualdades:

‖fn − ϕ‖2
L2 = ‖P(|λ|> 1

n
)ϕ− ϕ‖2

L2 =

∫

|λ|≤ 1
n

dµϕ(λ) → 0, n →∞,

y

‖|L| 12 (fn−ϕ)‖2
L2 = ‖|L| 12 P(|λ|> 1

n
)ϕ−|L|

1
2 ϕ‖2

L2 =

∫

|λ|≤ 1
n

|λ| dµϕ(λ) → 0, n →∞.

AśıN es denso en D(|L| 12 ). ¤

Proposición 4.3 HP es autoadjunto en HP ∩D(HP ).

Demostración:

Sean ~f,~g ∈ D(HP )

[HP
~f,~g ]KG =

[(
0 1
L 0

)(
f1

f2

)
,

(
g1

g2

) ]

KG

=

[(
f2

Lf1

)
,

(
g1

g2

)]

KG

= 〈|L| 12 f2, |L| 12 g1〉+ 〈Lf1, g2〉 = [~f, HP~g]KG .

Notar que |L|f1 = Lf1, f1 ∈ P⊥(L)[ D(|L|) ], aśı HP es simétrico.

Ahora supongamos para algunos ~h, ~g ∈ HP

[HP
~f,~g]KG = [~f,~h]KG , ∀ ~f ∈ D(HP ). (4.5)

Sea ~f =

(
0

f2

)
∈ D(HP ), (4.5) implica la siguiente igualdad

〈|L| 12 f2, |L| 12 g1〉 = 〈f2, h2〉, ∀ f2 ∈ P⊥(L)D(|L| 12 ) ⊂ L2(Rn, dnx), (4.6)
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como |L| 12 g1 ∈ RanP⊥(|L|) y h2 ∈ RanP⊥(|L|), (4.5) se cumple para f2 ∈
D(|L| 12 ). Siendo |L| 12 autoadjunto en L2(Rn, dnx), |L| 12 g1 ∈ D(|L| 12 ) y Lg1 =

|L| 12 sgn(L)|L| 12 g1 = |L|g1 = h2 se sigue que g1 ∈ P⊥(L)[ D(|L|) ].

Sea ~f =

(
f1

0

)
∈ D(HP ), de (4.5) se tiene la igualdad

〈Lf1, g2〉 = 〈|L| 12 f1, |L| 12 h1〉, ∀ f1 ∈ RanP⊥(L)D[ (|L|) ], (4.7)

lo cual indica que f1 ∈ [D(|L|)]. De la proposición 4.2, dado u ∈ D(|L| 12 ) ⊂
L2(Rn, dnx) existe {un}n = {|L| 12 fn}n, fn ∈ [D(|L|)] tal que

‖un‖L2(Rn,dnx) → 0 y ‖|L| 12 un − |L| 12 u‖L2(Rn,dnx) → 0, n → ∞. Por lo tan-
to se obtiene

〈|L| 12 u, g2〉 = ĺım
n→∞

〈|L| 12 un, g2〉 = ĺım
n→∞

〈un, |L| 12 h1〉 = 〈u, |L| 12 h1〉 ∀ u ∈ D(L| 12 ),

es decir g2 ∈ D(|L| 12 ) y |L| 12 g2 = |L| 12 h1 en L2(Rn, dnx) si y sólo si g2 = h1 ∈
D(|L| 12 ), aśı ~g ∈ D(HP ) y HP~g = ~h. ¤

Proposición 4.4 HN es autoadjunto en HN ∩D(HN).

Demostración:

Sean ~f,~g ∈ D(HN)

[HN
~f,~g ]KG =

[(
0 −iI
−iL 0

)(
f1

f2

)
,

(
g1

g2

) ]

KG

=

[( −if2

−iLf1

)
,

(
g1

g2

)]

KG

= 〈f2,−L(ig1)〉+ 〈f1,L(ig2)〉 = [~f, HN~g]KG ,

esto establece que HN es simétrico.

Ahora supongamos para algunos ~h, ~g ∈ HN

[HN
~f,~g]KG = [~f,~h]KG , ∀ ~f ∈ D(HN). (4.8)
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Sea ~f =

(
0

f2

)
∈ D(HN), de (4.8) se tiene la igualdad

〈|L| 12 (−if2), |L| 12 g1〉 = 〈f2, h2〉, ∀ f2 ∈ P (L)D(|L| 12 ) ⊂ L2(Rn, dnx), (4.9)

como |L| 12 g1 ∈ RanP (|L|) y h2 ∈ RanP (|L|), (4.8) se cumple para f2 ∈
D(|L| 12 ). Siendo |L| 12 autoadjunto en L2(Rn, dnx), |L| 12 g1 ∈ D(|L| 12 ) y Lg1 =

|L| 12 sgn(L)|L| 12 g1 = −|L|g1 = h2 se sigue g1 ∈ P (L)[ D(|L|) ].

Sea ~f =

(
f1

0

)
∈ D(HN), de (4.8) se infiere

〈−iLf1, g2〉 = 〈|L| 12 f1, |L| 12 h1〉, ∀ f1 ∈ RanP (L)D[ (|L|) ], (4.10)

lo cual indica que f1 ∈ [D(|L|)]. De la proposición 4.2, dado u ∈ D(|L| 12 ) ⊂
L2(Rn, dnx) existe {un}n = {|L| 12 fn}n, fn ∈ [D(|L|)] tal que

‖un‖L2(Rn,dnx) → 0 y ‖|L| 12 un − |L| 12 u‖L2(Rn,dnx) → 0, n →∞.

Por lo tanto se obtiene

〈|L| 12 u, g2〉 = ĺım
n→∞

〈|L| 12 un, g2〉 = ĺım
n→∞

〈un, |L| 12 h1〉 = 〈u, |L| 12 h1〉 ∀ u ∈ D(L| 12 ),

es decir g2 ∈ D(|L| 12 ) y |L| 12 g2 = |L| 12 h1 en L2(Rn, dnx) si y sólo si g2 = h1 ∈
D(|L| 12 ), de esto se infiere que ~g ∈ D(HN) y HN~g = ~h. ¤

Proposición 4.5 El operador H en D(H) := [D(|L|)]⊕D(|L| 12 ), dado por

H ~ψ = HP
~ψP + HN

~ψN , ψ = ~ψP + ~ψN , (4.11)

es autoadjunto. H es el Hamiltoniano perturbado asociado a (4.2).

Demostración:

Se sigue de las proposiciones 4.3 y 4.4. ¤

Cuando q ≡ 0 denotamos a L por L0 = −4− x1.
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H0 = D(|L0| 12 )⊕ L2(Rn, dnx),

[D(|L0|)] :=
{

f1 : f1 ∈ D(|L0| 12 ), |L0| 12 f1 ∈ D( |L0| 12 )
}

,

HP0 = P⊥(L0)D(|L0| 12 )⊕ RanP⊥(L0) ⊂ D(|L0| 12 )⊕ L2(Rn, dnx),

HN0 = P (L0)D(|L0| 12 )⊕ RanP (L0) ⊂ D(|L0| 12 )⊕ L2(Rn, dnx),

donde

HP0 =

(
0 I
L0 0

)
, HN0 =

(
0 −iI

−iL0 0

)
.

I es el operador identidad en L2(Rn, dnx) y

D(HP0) = HP0 ∩ ( [D(|L0|) ]⊕D(|L0| 12 )),

D(HN0) = HN0 ∩ ( [D(|L0|)]⊕D(|L0| 12 )).

Proposición 4.6 El operador H0 en D(H0) := [D(|L0|)] ⊕ D(|L0| 12 ), dado
por

H0
~ψ = HP0

~ψP0 + HN0
~ψN0 ,

~ψP0 ∈ HP0 ,
~ψN0 ∈ HN0 , (4.12)

es autoadjunto. H0 es el Hamiltoniano no perturbado asociado a (4.2).

Una forma de desarrollar la teoŕıa de la dispersión para H y H0 es encontrar
una representación unitaria de éstos mediante cierto operador unitario.
Se analizará el Hamiltoniano H, y de forma similar mediante los cambios
respectivos en los resultados relacionados a H se deducen los análogos para
H0.

Introducimos la siguiente notación:

WP = RanP⊥(L)⊕ RanP⊥(L) ⊂ L2(Rn, dnx)⊕ L2(Rn, dnx),

WN = RanP(L)⊕ RanP (L) ⊂ L2(Rn, dnx)⊕ L2(Rn, dnx),

V = V+ ⊕ V− : H →WP ⊕WN , (4.13)

V+ : HP →WP ⊂ L2(Rn, dnx)⊕ L2(Rn, dnx),

63



V− : HN →WN ⊂ L2(Rn, dnx)⊕ L2(Rn, dnx),

V+ =
1√
2

( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)

)
,

V− =
1

2

(
1 −i
−i 1

)( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)

)
.

De forma similar se define V0 = VL0,+ ⊕ VL0,−
donde

VL0,+ =
1√
2

( |L0| 12 sgn(L0)

|L0| 12 −sgn(L0)

)
,

VL0,− =
1

2

(
1 −i
−i 1

) ( |L0| 12 sgn(L0)

|L0| 12 −sgn(L0)

)
.

Proposición 4.7 Los operadores V+ : HP → WP y V− : HN → WN son
unitarios.

Demostración:

Sea ~f ∈ HP

‖V+
~f ‖2

L2
2(Rn,dnx) =

∥∥∥∥
1√
2

( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)

)(
f1

f2

)∥∥∥∥
2

L2
2(Rn,dnx)

=

∥∥∥∥
1√
2

(
|L| 12 f1 + sgn(L)f2

) ∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥
1√
2

(
|L| 12 f1−sgn(L)f2

)∥∥∥∥
2

=
1

2

(
2 〈 |L| 12 f1, |L| 12 f1 〉+ 2 〈 sgn(L)f2, sgn(L)f2〉

)

= 〈f1, |L|f1〉+ 〈f2, f2〉 = [~f, ~f ]KG = ‖~f‖2
KG .

Obsérvese que

{(
Aδf1

Aδf2

)
: f1, f2 ∈ L2(Rn, dnx), δ > 0

}
,
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es denso en WP , donde Aδ = P(δ,∞)(L) y

~Ψδ :=
1√
2

( |L|− 1
2 Aδ(f1 + f2)

sgn(L)Aδ(f1 + f2)

)
∈ HP .

Además V+
~Ψδ =

(
Aδf1

Aδf2

)
. Por lo tanto RanV+ es denso enWP , es decir, V+ es

una isometŕıa con rango denso, por lo que es unitario. Un argumento similar
se sigue para V−. ¤

De la ecuación (4.13), se obtiene:

V −1 = V −1
+ ⊕ V −1

− ,

donde

V −1
+ =

1√
2

(
|L|− 1

2 |L|− 1
2

sgn(L) −sgn(L)

)
,

y

V −1
− =

1

2

(
|L|− 1

2 |L|− 1
2

sgn(L) −sgn(L)

)(
1 i
i 1

)
.

De forma similar V −1
0 = V −1

L0,+ ⊕ V −1
L0,−,

donde

V −1
L0,+ =

1√
2

(
|L0|− 1

2 |L0|− 1
2

sgn(L0) −sgn(L0)

)
,

y

V −1
L0,− =

1

2

(
|L0|− 1

2 |L0|− 1
2

sgn(L0) −sgn(L0)

) (
1 i
i 1

)
.

Definición 4.8 Se define el operador GL en L2(Rn, dnx)⊕L2(Rn, dnx) dado
por

GL =

( |L| 12 0

0 −|L| 12
)

. (4.14)

D(GL) = D(|L| 12 )⊕D(|L| 12 ). De forma similar se define GL0 .
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Proposición 4.9 El operador HP es unitariamente equivalente a GL en HP ,
es decir,

HP = V −1
+ P⊥(L)GLV+ (4.15)

Demostración:

V −1
+ P⊥(L)GLV+

=
1√
2

(
|L|− 1

2 |L|− 1
2

sgn(L) −sgn(L)

)( |L| 12 P⊥(L) 0

0 −|L| 12 P⊥(L)

)

1√
2

( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)

)

=
1

2

(
I −I

sgn(L)|L| 12 sgn(L)|L| 12
)( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)

)
P⊥(L)

=
1

2

(
0 2P⊥(L) sgn(L)

2P⊥(L)sgn(L)|L| 0

)
=

(
0 I
L 0

)
. ¤

Corolario 4.10 El operador HP0 es unitariamente equivalente a GL0 en HP0,
es decir,

HP0 = V −1
L0,+

P⊥(L0)GL0VL0,+ , donde GL0 =

( |L0| 12 0

0 −|L0| 12
)

. (4.16)

Demostración:

V −1
L0,+

P⊥(L0)GL0VL0,+

=
1√
2

(
|L0|− 1

2 |L0|− 1
2

sgn(L0) −sgn(L0)

)( |L0| 12 P⊥(L0) 0

0 −|L0| 12 P⊥(L0)

)

1√
2

( |L0| 12 sgn(L0)

|L0| 12 −sgn(L0)

)
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=
1

2

(
I −I

sgn(L0)|L0| 12 sgn(L0)|L0| 12
)( |L0| 12 sgn(L0)

|L0| 12 −sgn(L0)

)
P⊥(L0)

=
1

2

(
0 2P⊥(L0) sgn(L0)

2P⊥(L0) sgn(L0)|L0| 0

)
=

(
0 I
L0 0

)
. ¤

Proposición 4.11 La dinámica del sistema generada por el Hamiltoniano
HP , (4.3) página 59, es:

e−itHP =

(
cos(t|L| 12 ) −i|L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
−i|L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
P⊥(L). (4.17)

Un proceso similar se sigue para e−itHP0 .

Demostración:

De (4.15) se tiene

e−itHP = V −1
+ P⊥(L)e−itGLV+ = V −1

+ P⊥(L)

(
e−it|L| 12 0

0 eit|L| 12

)
V+

=
1

2

(
|L|− 1

2 e−it|L| 12 |L|− 1
2 eit|L| 12

sgn(L)e−it|L| 12 −sgn(L)eit|L| 12

) ( |L| 12 sgn(L)

|L| 12 −sgn(L)P⊥(L)

)
P⊥(L)

=
1

2

(
e−it|L| 12 + eit|L| 12 sgn(|L|)|L|− 1

2 [e−it|L| 12 − eit|L| 12 ]

sgn(|L|)|L| 12 [e−it|L| 12 − eit|L| 12 ] e−it|L| 12 + eit|L| 12

)
P⊥(L)

=

(
cos(t|L| 12 ) −i |L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
−i |L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
P⊥(L). ¤

Proposición 4.12 El operador HN , (4.4) página 59, es unitariamente equiva-
lente a GL en HN es decir:

HN = V −1
− P (L)GLV−. (4.18)
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Un resultado similar se tiene para HN0 usando GL0 , VL0,− y V −1
L0,−.

Demostración:

V −1
− P (L)GLV−

=
1

2

(
(1 + i)|L|− 1

2 (1 + i)|L|− 1
2

(1− i)sgn(L) (i− 1)sgn(L)

) ( |L| 12 0

0 −|L| 12
)

P (L)

1

2

(
(1− i)|L| 12 (1 + i)sgn(L)

(1− i)|L| 12 −(1 + i)sgn(L)

)

=
1

4

(
(1 + i) −(1 + i)

(1− i)sgn(L)|L| 12 −(i− 1)sgn(L)|L| 12
)(

(1− i)|L| 12 (1 + i)sgn(L)

(1− i)|L| 12 −(1 + i)sgn(L)

)
P (L)

=
1

4

(
0 2(1 + i)2sgn(L)

2(1− i)2sgn(L)|L| 0

)
P (L)

=
1

4

(
0 4i sgn(L)

4(−i) sgn(L)|L| 0

)
P (L) =

(
0 −iI
−iL 0

)
. ¤

Proposición 4.13 La dinámica del sistema generada por HN , (4.4) página
59, es:

e−itHN =

(
cos(t|L| 12 ) −|L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
|L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
P (L). (4.19)

Un proceso similar se sigue para e−itHN0 .

Demostración:

e−itHN = V −1
− P (L)

(
eit|L| 12 0

0 e−it|L| 12

)
V−

=
1

2

(
(1 + i)|L|− 1

2 (1 + i)|L|− 1
2

(1− i)sgn(L) (i− 1)sgn(L)

) (
e−it|L| 12 0

0 eit|L| 12

)
P (L)
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1

2

(
(1− i)|L| 12 (1 + i)sgn(L)

(1− i)|L| 12 −(1 + i)sgn(L)

)

=
1

4

(
(1 + i)|L|− 1

2 e−it|L| 12 (1 + i)|L|− 1
2 eit|L| 12

(1− i)sgn(L)e−it|L0|
1
2 (i− 1)sgn(L)eit|L| 12

)
P (L)

(
(1− i)|L| 12 (1 + i)sgn(L)

(1− i)|L| 12 −(1 + i)sgn(L)

)

=
1

4

(
2[e−it|L| 12 + eit|L| 12 ] 2 i sgn(L)|L|− 1

2 [e−it|L| 12 − eit|L| 12 ]

−2i sgn(L)|L| 12 [e−it|L| 12 − eit|L| 12 ] 2[e−it|L| 12 + eit|L| 12 ]

)
P (L)

=




e−it|L| 12 + eit|L| 12

2
i sgn(L)|L|− 1

2
e−it|L| 12 − eit|L| 12

2

−i sgn(L)|L| 12 e−it|L| 12 − eit|L| 12

2

e−it|L| 12 + eit|L| 12

2




P (L)

=

(
cos(t|L| 12 ) −|L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
|L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
P (L). ¤

Corolario 4.14 La evolución del sistema dado por el Hamiltoniano H, (4.11)
página 62, es:

e−itH =

(
cos(t|L| 12 ) −i|L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
−i|L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
P⊥(L) (4.20)

+

(
cos(t|L| 12 ) −|L|− 1

2 sen(t|L| 12 )
|L| 12 sen(t|L| 12 ) cos(t|L| 12 )

)
(I − P⊥(L)).

Demostración:

Obsérvese que dado ~ψ ∈ H,

e−itH ~ψ = e−itHP P⊥(L)~ψ + e−itHN (I − P⊥(L))~ψ,
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~ψ = P⊥(L)~ψ + (I − P⊥(L))~ψ, P⊥(L), (I − P⊥(L)) proyecciones en HP y
en HN . (4.17) y (4.19) implican (4.20). ¤

4.1. Operadores de onda

Se ha visto que los Hamiltonianos HP y HP0 son unitariamente equivalentes
a los operadores matriciales GL y GL0 . De lo cual se deduce que estudiar las
propiedades espectrales de los Hamiltonianos mencionados es equivalente a
estudiar las propiedades espectrales de GL y GL0 . Estudiar los operadores de
onda Ω±(HP , HP0 ; V

−1
+ VL0,+) (ver Teorema 4.18), es analizar Ω±(GL,GL0), lo

cual a la vez se reduce a estudiar Ω±(L, L0). En esta sección se establece la
existencia y la completitud asintótica de Ω±(L, L0) [33].
Los resultados que obtendremos serán válidos para potenciales q que satis-
fagan las siguientes hipótesis.

Hipótesis 4. 1. 0

(I) h(R2) := ‖q(L0 + i)−1X(x1 > R2)‖ ∈ L1(R+, dx).
X(A) es la función caracteŕıstica del conjunto A ⊂ Rn.

(II) k(R) := ‖q(L0 + i)−1X(|x⊥| > R)‖ R→∞→ 0; x⊥ = (0, x2, . . . , xn).

(III) q es simétrico y L0-acotado con cota relativa menor que 1.

En esta sección como en el caṕıtulo 1 denotamos por Hpp(HP ) el subespacio
lineal cerrado más pequeño de H que contiene a todos los vectores pro-
pios de HP , el complemento ortogonal de éste es denotado por Hpp(HP )⊥ =
H\Hpp(HP ) [29].

Recordemos que los operadores de onda se presentaron en la Definición 2.55.

Definición 4.15 Los operadores de onda Ω±(T2, T1; J) son asintóticamente
completos si

RanΩ±(T2, T1; J) = Hpp(T2)
⊥.

Proposición 4.16 Considérese el espacio de HilbertH1 = H2 = L2(Rn, dnx).
Los operadores de onda Ω±(L,L0) existen y son asintóticamente completos,
es decir,

RanΩ±(L,L0) = Hpp(L)⊥. (4.21)
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Demostración:

Existencia de los operadores Ω±(L,L0):

Dado que ‖e−itL‖L(H) = 1 y ‖e−itL0‖L(H) = 1. Será suficiente demostrar que
Ω±(L,L0) existen en un subespacio denso de H. Estimaremos la derivada
d
dt

(L + i)−1eitLe−itL0ϕ para ϕ en un subespacio denso. Consideremos, para

a ∈ Rn, las funciones φa(x) := e−
(x−a)2

2 , (x−a)2 := (x1−a1)
2+· · ·+(xn−an)2.

La transformada de Fourier de φa es φ̂a = e−ip.ae−
p2

2 . El subespacio generado
por las funciones φa es denso en L2(Rn, dnx) [35]. Por otra parte de [27] se
obtiene que:

(e−itL0ϕa)(x) =
e−(x−a−t2e1)

2
/2α

α
n
2

.

Donde
√

z es la rama tal que
√

z > 0 para z > 0. α = 1+2it y e1 es el vector
canónico (1, 0, . . . , 0). Para t2 > −a1,

‖(L+ i)−1qX(0 < x1 <
1

2
(t2 + a1))e

−itL0φa‖H

= ‖[q(L+ i)−1]∗‖L(H)

∫

Rn−1

e−(x⊥−a⊥)2/(1+4t2)

(1 + 4t2)
n−1

2

dx⊥

×
∫ 1

2
(t2+a1)

0

| e−(x1−a1−t2)
2

2α |2√
1 + 4t2

dx1

≤ π
n−1

2 ‖[q(L+ i)−1]∗‖L(H)
(t2 + a1)

2
√

1 + 4t2
e
− (t2+a1)2

4(1+4t2) .

Para t2 > −a1, usando 4.1.0 (I) con R2(t) =
1

2
(t2 + a1) se obtiene:

∥∥(L+ i)−1qX(x1 > R2(t))e−itL0φa

∥∥
H

≤
∥∥q(L0 + i)−1X(x1 > R2(t))(L0 + i)e−itL0φa

∥∥
H

≤ h(R2(t)) ‖(L0 + i)φa‖H,
y
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‖(L+ i)−1qX(x1 < 0)e−itL0φa‖H ≤ π
n−1

2 ‖[q(L+ i)−1]∗‖L(H)

∫ ∞

t2+a1√
1+4t2

e−y2

dy

≤ Dπ
n−1

2 ‖[q(L+ i)−1]∗‖L(H)e
− (t2+a1)2

(1+4t2)

con D constante. La última desigualdad se deduce de la regla de L’Hospital.
El dominio de L coincide con el dominio de L0. Por ser L0 un operador
cerrado, del teorema de la gráfica cerrada se desprende que (L0 + i)(L+ i)−1

es un operador acotado. Por (III), q(L+ i)−1 = q(L0 + i)−1(L0 + i)(L+ i)−1

es acotado.
Utilizando las tres estimaciones anteriores, se concluye que la norma de

d

dt
(L+ i)−1eitLe−itL0φa

es una función integrable de t:

‖ d

dt
(L+ i)−1eitLe−itL0φa‖H ≤ ‖(L+ i)−1qX(0 < x1 < R2(t))e−itL0φa‖H

+ ‖(L+ i)−1qX(x1 > R2(t))e−itL0φa‖H

+ ‖(L+ i)−1qX(x1 < 0)e−itL0φa‖H ∈ L1(R1, dt).

Esto significa que existen los siguientes ĺımites:

ĺım
t→±∞

(L+ i)−1eitLe−itL0φa.

Es necesario demostrar que los ĺımites existen sin el término (L+ i)−1. Sean
In = (−n, n) ⊂ R1 y PIn(L) el proyector espectral sobre el intervalo In

asociado a L. Obsérvese que

ĺım
t→±∞

PIn(L)eitLe−itL0φa = PIn(L)(L+i) ĺım
t→±∞

(L+i)−1eitLe−itL0φa,
y

‖eitLe−itL0φa − PIn(L)eitLe−itL0φa‖H

= ‖PIc
n
(L)(L+ i)−1eitL(L+ i)(L0 + i)−1e−itL0(L0 + i)φa‖H

≤ (n2 + 1)−
1
2‖(L+ i)(L0 + i)−1‖L(H)‖(L0 + i)φa‖H → 0, si n →∞.
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Esto último implica que existen los ĺımites

ĺım
t→±∞

eitLe−itL0φa.

Por otra parte sea
N∑

j=1

cjψj, N < ∞, una combinación lineal de elementos

ψj = φaj
, aj ∈ Rn, entonces

ĺım
t→±∞

eitLe−itL0

N∑
j=1

cjψj =
N∑

j=1

cj ĺım
t→±∞

eitLe−itL0ψj existen.

De esta forma se obtiene que los ĺımites existen en un subespacio denso, y

por lo tanto existen en todo el espacio.

Demostración de (4.21).
En esta parte denotamos Ω+(L,L0) = Ω+ y Ω−(L,L0) = Ω−.

Primero vemos que Hsing(L) = {0}.
SeaHsing(L) 6= {0}, existe ϕ ∈ Hsing(L), ϕ 6= 0 con E[a,b](L)ϕ = ϕ para algún
intervalo [a, b]. Del teorema de Wiener sobre la transformada de Fourier de
medidas continuas y X(|x| ≤ R)E[a,b](L) siendo un operador compacto se
tiene X(|x| ≤ n)e−itLϕ tiende a cero en media en L2 [27, III]. En particular
se puede elegir inductivamente tn con tn ≥ máx{n, tn−1} tal que ‖X(|x| ≤
n)e−itnLϕ‖ ≤ 1

n
. Denotemos por ϕn = e−itnLϕ. Los vectores ϕn admiten la

siguiente descomposición [33], [34]:

ϕn = ϕn,in + ϕn,out + ϕn,w,

donde
ĺım

n→∞
‖ϕn,w‖ = 0. (4.22)

ĺım
n→∞

‖(Ω+ − 1)ϕn,in‖ = 0, ĺım
n→∞

‖(Ω− − 1)ϕn,out‖ = 0. (4.23)

sup
n
‖ϕn,in‖ < ∞, sup

n
‖ϕn,out‖ < ∞. (4.24)

ĺım
n→∞

[sup
t<0

‖X(|x| ≤ δn)e−itL0ϕn,in‖] = 0 (4.25)

para algún δ > 0.

Usando(4.22 ) y (4.23) tenemos lo siguiente:

‖ϕn − Ω+ϕn,in − Ω−ϕn,out‖ → 0, n →∞.
De esto se infiere:
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ϕ = ĺım
n→∞

eitnL[Ω+ϕn,in + Ω−ϕn,out]

lo cual indica que ϕ pertenece al subespacio absolutamente continuo de L.

Esta contradicción implica que Hsing(L) = {0}.

Ahora mostramos que RanΩ± = (Hpp(L))⊥.

Supongamos que (RanΩ−)⊥ ∩ (Hpp(L))⊥ 6= ∅.
Existe ϕ ∈ (RanΩ−)⊥ ∩ (Hpp(L))⊥ tal que ϕ 6= 0. Denotando ϕn = e−itnLϕ
con tn ≥ máx{n, tn−1} se cumple:

|〈ϕn, Ω+ϕn,in〉| = |〈(Ω+)∗ϕ, eitnL0ϕn,in〉| ≤ ‖X(|x| ≥ δn)(Ω+)∗ϕ‖‖ϕn,in‖+
‖(Ω+)∗ϕ‖‖X(|x| ≤ δn)eitnL0ϕn,in‖

de las ecuaciones (4.24) y (4.25) se tiene |〈ϕn, Ω+ϕn,in〉| → 0, si n →∞.

Un cálculo similar muestra también que |〈ϕn, Ω−ϕn,out〉| → 0, si n →∞. De
esto se tiene que ϕn es asintóticamente ortogonal a Ω+ϕn,in + Ω−ϕn,out de lo
cual se infiere que:

〈ϕ, ϕ〉 = 〈ϕn, ϕn〉 = ĺım
n→∞

[〈ϕn, Ω+ϕn,in〉+ 〈ϕn, Ω−ϕn,out〉] = 0

es decir, ϕ = 0. Aśı (RanΩ−)⊥ ∩ (Hpp(L))⊥ = 0 lo cual implica RanΩ− =
(Hpp(L))⊥. Un proceso similar se sigue para Ran(Ω+) = (Hpp(L))⊥. Se in-
fiere de esta manera que RanΩ±(L,L0) = (Hpp(L))⊥. ¤

Proposición 4.17 Sean (I)-(III). L operador autoadjunto en L2(Rn, dnx) el
cual no admite a 0 como valor propio. Ω±(GL,GL0) son isometŕıas parciales
en L2(Rn, dnx)⊕ L2(Rn, dnx) y asintóticamente completos, es decir:

RanΩ±(GL,GL0) = Hpp(GL)⊥. (4.26)

Además:

Ω±( GL,GL0 ) =

(
Ω±(|L| 12 , |L0| 12 ) 0

0 Ω∓(|L| 12 , |L0| 12 )
)

P⊥(L0) +

(
Ω∓(|L| 12 , |L0| 12 ) 0

0 Ω±(|L| 12 , |L0| 12 )
)

(I − P⊥(L0)).
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Demostración:

De (I) y un análisis mediante espacio fase para el operador L0 [34], se cumple
el teorema 3.1 [40]. De la existencia de los operadores de Möller Ω±(L,L0) y

usando el princio de invarianza [40] a ϕ(x) =
√
|x|, se tiene que Ω±(|L| 12 , |L0| 12 )

existen y

Ω±(|L| 12 , |L0| 12 ) = Ω±(L,L0)P
⊥(L0)W++Ω∓(L,L0)(I−P⊥(L0))W− (4.27)

donde W+ = {x ∈ R : ϕ′(x) > 0} y W− = {x ∈ R : ϕ′(x) < 0}. Del hecho de

que Ω±(L,L0) son asintóticamente completos, los operadores Ω±(|L| 12 , |L0| 12 )
tienen la misma propiedad. De (4.27) se infiere que Ω±(GL,GL0) son asintótica-
mente completos en L2(Rn, dnx)⊕L2(Rn, dnx). La isometŕıa parcial se sigue
de un argumento general. ¤

Pac(L0) = I, pues L0 tiene espectro absolutamente continuo [34]. Por otra
parte obsérvese:

eitGL e−itGL0 = eitGLV −1V V −1
L0

VL0e
−itGL0 = V −1eitGLV V −1

L0
e−itGL0VL0 , (4.28)

es decir, Ω±(HP , HP0) existen. Ω±(|L| 12 , |L0| 12 ) y Ω∓(|L| 12 , |L0| 12 ) implican la
existencia de Ω±(GL,GL0 ; V

−1 VL0).

Teorema 4.18 Supóngase la proposición 4.17. Ω±(HP , HP0 ; V
−1
+ VL0,+) exis-

ten, son isometŕıas y asintóticamente completos, es decir:

RanΩ±(HP , HP0 ; V
−1
+ VL0,+) = Hpp(HP )⊥.

Demostración:

Obsérvese que

eitHP V −1
+ VL0,+e−itHP0 = V −1

+ P⊥(L)eitGL e−itGL0P⊥(L0)VL0,+

usando la proposición 4.17 en la parte derecha de la igualdad

RanΩ±(HP , HP0 ; V
−1
+ VL0,+) = V −1

+

(
P⊥(L)(Hpp(GL))⊥

)

usando el hecho de que V+HpV
−1
+ = P⊥(L)GL, proposición 4.9. pág. 66, se

deduce (Hpp(HP ))⊥ = V −1
+ (P⊥(L)(Hpp(GL))⊥), es decir:

RanΩ±(HP , HP0 ; V
−1
+ VL0,+) = (Hpp(HP ))⊥. ¤
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4.2. Ejemplo

Como en [41] consideramos potenciales q tales que

(1+x2
1)

δ
2 q(L0 +i)−1 es un operador compacto, para algún δ > 1

2
.

Espećıficamente, tomemos q(x) = − 1

|x| en el espacio de Hilbert L2(R3, d3x),

el cual satisface las hipótesis 4. 1. 0. (I)-(III). En efecto,

(I).-El operador q(L0 + i)−1ρ, donde ρ = (1 + x2
1)

1
2 , es acotado [34].

Ahora,

h(R) = ‖(q(L0+i)−1ρ1)ρ−1X(x1 > R2)‖ ≤ ‖q(L0+i)−1ρ1‖‖ρ−1X(x1 > R2)‖.
Nótese que:∫ ∞

0

ρ−1X(x1 > R2)dR ≤
∫ ∞

0

1

(1 + R4)
1
2

dR ≤
∫ ∞

0

1

(1 + R2)
dR < ∞.

Por lo tanto h(R) ∈ L1(R+, dx).

(II).-Se demuestra k(n) → 0, n →∞.

Considérese q = V1,n+V2,n donde V1,n = − 1

|x|X(|x| < n), V2,n = − 1

|x|X(|x| ≥ n)

son funciones en L2(R3) y en L∞(R3) [31]. La idea principal en esta parte es
probar que el operador q(L0 + i)−1 es compacto.

Obsérvese que V1,nx1 es −∆ -acotado. Denotando por T = −∆, tenemos lo
siguiente:

V1,n(L0 + i)−1 = V1,n(T + i)−1 + i)−1 + V1,nx1(T + i)−1(L0 + i)−1

+2 iV1,n(T + i)−1p1(T + i)−1(L0 + i)−1.

Usando el ejemplo 5, página 22, se tiene que V1,n(L0 + i)−1 es compacto para
cada n < ∞. Por otra parte

V2,n(L0 + i)−1 = q(L0 + i)−1 − V1,n(L0 + i)−1
‖.‖L(H)→ 0, n →∞.

Por lo tanto q(L0 + i)−1 es un operador compacto.

Ahora usando que la sucesión de operadores X(|x⊥| ≥ n) converge fuerte-
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mente a cero se tiene que q(L0 + i)−1X(|x⊥| ≥ n)
‖.‖L(H)→ 0, n →∞ [35].

(III).-La simetŕıa del operador q se debe al hecho que q denota al operador de
multiplicación por una función real. Ahora probaremos que q es L0-acotado
con cota relativa menor que 1.

Tomemos q = V1,n + V2,n como en la parte anterior, (II). Es claro que siendo
V2,n acotado este resulta ser L0-acotado con cota relativa menor que 1.

A continuación vemos que V1,n es L0-acotado con cota relativa menor que 1.
Sea ϕ = (L0 +i)φ con φ ∈ S(R3), donde S(R3) es el espacio de Schwartz [35].

(L0 + bi)−1ϕ = (p2
1 + p2

⊥ + bi)−1ϕ + 2i(p2
1 + p2

⊥ + bi)−1×
p1(p

2
1 +p2

⊥+bi)−1(L0 +bi)−1ϕ+x1(p
2
1 +p2

⊥+bi)−1(L0 +bi)−1ϕ.

Del hecho de que V1,n es −∆ -acotado con cota relativa menor que 1 y V1,nx1

−∆ -acotado, la igualdad anterior implica

V1,n(L0 + bi)−1ϕ = V1,n(−∆ + bi)−1ϕ + 2iV1,n(−∆ + bi)−1p1(−∆ + bi)−1

×(L0 + bi)−1ϕ + V1,nx1(−∆ + bi)−1(L0 + bi)−1ϕ,

del ejemplo 5, página 22, se infiere que V1,n(L0 + bi)−1 es un operador com-
pacto. Ahora dado φ ∈ Dom(L0) = S(R3)

‖V1,nφ‖2 = ‖V1,n(L0 + bi)−1(L0 + bi)φ‖2

≤ ‖V1,n(L0 + bi)−1‖2
L(H)( ‖L0φ‖2 + b2‖φ‖2),

aśı Dom(L0) ⊂ Dom(V1,n), y V1,n es L0-acotado.

Por otra parte, siendo (L0 + i)(L0 + bi)−1 acotado para cada entero b ≥ 1,
la sucesión {(L0 + i)(L0 + bi)−1} converge fuertemente a 0 cuando b →∞, y
del hecho de que V1,n(L0 + i)−1 es un operador compacto

ĺım
b→∞

‖V1,n(L0 + bi)−1‖L(H) = ĺım
b→∞

‖V1,n(L0 + i)−1(L0 + i)(L0 + bi)−1‖L(H) = 0.

(4.29)
(4.29) indica que V1,n es L0-acotado con cota relativa cero. De lo cual resulta
que q es L0-acotado con cota relativa menor que 1.

Titchmarsh [43] considera el Hamiltoniano autoadjunto

L = −∆− x1 − 1

|x|
con dominio L2(R3, d3x), demostrando que L no tiene valores propios.
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4.3. Conclusión

Muchas veces establecer la solución asociada a la ecuación que modela a
un cierto sistema de part́ıculas no resulta fácil y en ocasiones el método usado
para encontrar tal solución resulta ser complicado. Conocer la solución a toda
ecuación que modela a un sistema de part́ıculas en estudio nos permite de una
u otra manera determinar de forma inmediata el comportamiento, dinámica,
de dicho sistema en análisis.

El método establecido en esta tesis al resolver la ecuación de Klein-
Gordon, (4.2), ha sido la diagonalización de operadores en cierto espacio
de Hilbert. Dicho método aparece por primera vez en [22]-[23] y [26] en la
década de los setenta. En esta tesis se hizo uso del método arriba citado en
las proposiciones 4.9 y 4.12, en el cual el Hamiltoniano asociado a (4.2) se
analizó en cada subespacio del espacio de Hilbert respectivo, obteniéndose
aśı la solución asociada a (4.2). Del corolario 4.14 y de lo ya mencionado se
puede notar que la dinámica asociada a (4.2) sigue diferente comportamiento
en cada subespacio.

En la sección 4.2 se presentó de forma expĺıcita un ejemplo, el potencial
q, que dió origen a la teoŕıa desarrollada en esta tesis.

La aportación principal de la teoŕıa asociada a (4.2) es que hemos con-
siderado una perturbación de la forma −x1 + q que no tiende a cero en el
infinito.

Se ha demostrado que la ecuación de Klein-Gordon en el caso libre es
equivalente a la ecuación de Schrödinger,

i∂
∂
~φ = H0

~φ ∀ ~φ ∈ HP0 ,
y en el caso perturbado esta es equivalente a

i∂
∂
~φ = H~φ ∀ ~φ ∈ HP .

El Teorema 4.18 implica que cualquier vector ~Ψ = Ω±~Φ±, en P⊥(L)Hpp(H)⊥,
ha evolucionado en el pasado y evolucionará en el futuro asintóticamente co-
mo un estado libre con respecto a la enerǵıa asociada con la ecuación de
Klein-Gordon perturbada,

‖e−itH ~Ψ− V −1V0e
−itH0~Φ±‖H → 0 (t → ±∞).

Como aspecto final afirmamos que se cumplió el objetivo principal de la
presente tesis el cual era establecer una teoŕıa que nos permitiese resolver
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(4.2) en un caso no analizado anteriormente.

4.4. Proyectos a futuro

Es de mencionarse que se tiene planeado en un trabajo a futuro desarrollar
una teoŕıa para el caso en donde el potencial magnético no es cero, es decir,
bj 6= 0 para j = 1, 2, . . . , n en la ecuación (4.1). Lo cual implica resolver:

− ∂2

∂t2
ψ(x, t) =

[
n∑

j=1

(Dj − bj)
2 + m2 + qs(x)

]
ψ(x, t),

donde x ∈ Rn, t ∈ R, y Dj = −i
∂

∂xj

, j = 1, 2, . . . , n.

De igual manera se espera desarrollar teoŕıa similar para cada una de las
siguientes ecuaciones:

− ∂2

∂t2
ψ(t, x) = [−∆ + m− x1 + q ]ψ(t, x), (4.30)

t ∈ R, x ∈ Rn, m 6= 0.

Problema de Cauchy con condiciones iniciales [9]:

∂2

∂t2
ψ(t, x)− ∆ψ(t, x) + m2ψ(t, x) + α

∂

∂t
ψ(t, x) = |ψ(t, x)|p−2ψ(t, x), (4.31)

ψ(0, x) = ψ0,
∂
∂t

ψ(t, x)|t=0 = ψ1, t > 0, x ∈ Rn, p > 2, m 6= 0, α > 0.

Las ecuaciones de Klein-Gordon no lineales, perturbadas por fuerzas disipa-
tivas y campos externos, ha despertado gran interés en los últimos años tanto
a matemáticos como a f́ısicos teóricos dentro de la teoŕıa de las ecuaciones
en derivadas parciales no lineales.
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