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Introducción 

La presente obra comprende  el estudio de dos  temas independientes: la resolubilidad  de 
un espacio topológico y la refinación  de  topologías conexas en grupos topológicos. AI 
Capítulo I1 concierne la  resolubilidad y al Capítulo I11 la refinación  de  topologías. AI 
inicio de ambos Capítulos se da una  breve  introducción  al  problema correspondiente así 
como las definiciones pertinentes. 

El Capítulo I contiene definiciones y resultados  requeridos  en todo el resto de  la  tesis. 
El Capítulo I1 se divide en varias  secciones, cada una de las cuales presenta la reso- 

Iubilidad de espacios con  ciertas  propiedadades  topológicas.  Varios  de los teoremas y 
corolarios allí presentados  generalizan  resultados publicados en [VI]. 

En este capítulo se demostrará la maxima  resolubilidad de grupos K-acotados  cuando 
la cardinalidad de los mismos es regular y mayor  que K. En  algunos  otros casos se 
obtiene cierto grado de  resolubilidad  de los mismos. En particular, se prueba  que  todo 
grupo seudocompacto (totalmente  acotado) es maximal  resoluble. 

Otra propiedad considerada es la  presencia de algún tipo de convergencia. Se de- 
muestra que todo espacio de Frechet-Urysohn es maximal resoluble, misma  propiedad 
que comparten una  nueva clase de  espacios  introducida  por  Arkhangel'skii: los espacios 
birradiales. Los espacios topológicos  homogéneos  (en particular los grupos topológicos) 
que contienen una  sucesión  convergente  no  trivial  son  maximal resolubles. 

La siguiente sección  considera  la  resolubilidad  de  grupos libres. Se consigue demos- 
trar que todo grupo libre  en  el sentido de  Graev (aún sobre un  espacio irresoluble) es 
No-resoluble.  Si  imponemos  la  restricción d(X) < 1x1 para u n  espacio X se puede 
probar que el grupo libre sobre X es maximal  resoluble. 

Finalmente se presentan ciertos grados de resolubilidad  en espacios producto  con la 
topología K-producto. 

Adicionalmente en el Capítulo I1 existe un  apartado  que considera topologías maxi- 
males. En el mismo se  demuestra la equivalencia  de  varios criterios de  maximalidad 
presentes en la literatura. 

V 



vi  INTRODUCCI~N 

El Capítulo 111 se divide  esencialmente en dos partes: la primera. cuyos reultados se 
publican en [TkVI], contempla grupos abelianos  libres  de  torsión o con un subgrupo 
de torsión  pequeño.  Aquí se demuestra  que  bajo  ciertas  restricciones  cardinales  en un 
grupo conexo, siempre  podemos encontrar una topología de grupo  aún  conexa estricta- 
mente más  fina  con  las  mismas  restricciones cardinales. También  se  demuestra  que  si  la 
topología original es separable  también se puede  lograr esa característica  para la nueva 
topología. 

La segunda  parte,  que  en su mayoría está contenida  en el artículo [TkV2],  involucra 
grupos abelianos con  torsión  de  orden acotado y se  alcanzan  resultados similares para 
esta clase de grupos. 

En la tesis  usaré  libremente  algunos conceptos bien conocidos de la teoría  de conjuntos, 
de la teoría de grupos  topológicos,  de la topología  general y de la  teoría  de grupos. Las 
referencias para estas disciplinas son: [De]  para  teoría  de  conjuntos,  [En]  para topología 
general, [HR]  para  grupos  topológicos y finalmente  [Robin]  para la teoría  de grupos. 

Una advertencia muy importante:  en esta tesis espacio significa espacio topológico 
Tykhonov y denso en sí mismo.  Además,  nunca  consideraremos  espacios o subespacios 
triviales, es decir, los abiertos  siempre  serán  no  vacíos, los grupos  seran  infinitos, etc. 

En  toda  la obra trabajaremos  en  el sistema ZFE, es decir,  supondremos  válidos los 
axiomas de Zermelo-Fraenkel y el axioma  de  elección.  Algunos  resultados  requieren un 
axioma adicional lo cual se denotará mediante  abreviaturas,  por ejemplo: HC significa 
la Hipótesis del  Continuo; AM el  axioma de Martin y el principio combinatorio (p = c) ,  
que es más débil  que AM. Su definicón  se  presenta  en el Capítulo I. 

La numeración  de  los  teoremas,  lemas, etc. se da  de  la siguiente forma: Teorema 
1.3, Lema II.5, donde  el  número  romano  indica el capítulo y el  número  arabigo  indica  el 
número consecutivo. 

La relación entre los capítulos es simple: los capítulos 11 y III dependen  del capítulo 
I pero son independientes entre sí. 

AI  final de la obra se presenta  la  notación  utilizada en  la misma. 



CAPÍTULO I 

Generalidades 

1. Notación 

La notación que usaremos es l a  siguiente: Los números  reales,  naturales y enteros se 
denotarán,  respectivamente  por: R, N y Z. El grupo  del  círculo  es 7, es decir 'I' = {x E 
R' : llxil = I}. El conjunto de enteros positivos  se  representa por N'. 

En cuanto a topología usaremos:  el peso, l a  densidad,  el  grado  de dispersión, el carácter 
y l a  celularidad de un espacio topológico X los que  se  simbolizan,  respectivamente por: 
w(X), d(X), A(X), x(X) y c(X). L a  clausura de un subconjunto F C X es P y su interior 
Int( F). 

El número cardinal ZNo se representa  por c. El subgrupo  generado  por un subconjunto 
D de un grupo es escrito como (O) ,  es decir, D = {d:' d: : di E D, ri E Z, 1 5 i 5 
n } .  L a  notación ?(A)  indica  el conjunto potencia  de A .  La cofinalidad  de un  cardinal 
K se denota c ~ ( K ) .  Si A es un conjunto, IAI es su cardinalidad, y si K es un cardinal 
entonces [A]" = { B C A : IBI = K } .  El símbolo K+ denota al cardinal sucesor de K .  

2. Funciones  Cardinales 

El peso de un espacio topológico X, que se simboliza por w(X),  se define como 

w(X) = mín{ 1 1 3 1  : B es una  base  para X} + No. 

La  densidad de un espacio topológico X, denotada por d(X) es 

d(X) = mín(iS1 : S es  denso  en X} + No. 

Claramente d(X) 5 w ( X )  para cualquier espacio topológico X. 
Una colección  mutuamente  ajena de abiertos no vacíos en un espacio topológico, es 

llamada una familia celular. Ahora  podemos definir la celularidud de un espacio X: 

c(X) = sup{ IC1 : C es  una  familia celular en X }  t w. 

1 
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Se sigue  de las definiciones que c(X)  5 d(X). En los grupos compactos o a-compactos 
l a  celularidad es numerable (véase [Tk]). 

El nhnero de Lindeliifde un  espacio topológico X ,  que se denota por ¡(X), se define 
como el  cardinal infinito más  pequeño K tal  que  toda cubierta abierta de X tiene  una 
subfamilia de cardinalidad 5 K que cubre a X. AsÍ que un espacio X es Lindelof  si y 
sólo si ¡(X) = No. 

Una n-base para X es una  colección V de subconjuntos abiertos no  vacíos de X tal 
que si O es un abierto no  vacío en X, existe V E II tal que V C O. El v-peso de un 
espacio X es: 

m ( X )  = min{ /VI : V es una n-base para X} + w. 

Una  red  en un  espacio X es una colección N de subconjuntos de X tales  que todo 
abierto de X es unión  de  elementos de n/. El peso de red nw(X) de X se define  como: 

nw(X) = mín{ I n / /  : N es una  red  en X} + o. 
Una red local para u n  punto x en un espacio X es  una colección ,VI de subconjuntos 

de X tales  que  para  todo abierto U de X que  contiene a x, existe un elemento N E N tal 
que x E N C U. 

Sean X un espacio, V una  familia de abiertos no  vacíos  en X y p E X.  Entonces V es 
una n-base local en p si para cada vecindad U de p se tiene V C U para  alguna V E V .  
Si además s e q  tiene que p 6 V.para toda V E V ,  entonces V es una base local en p.  
Definimos .las.siguientesfunciones cardinales  para un  punto p E X: 

x(p, X )  = mín(lV1 : V es una  base  local en p}, 
~ , y ( p ,  X) = min{ IVl : V es una v-base local  en p}. 

Ahora  definimos el carácter y el n-carácter de un espacio X :  

x(X) = sup{x(p, X) : p E X} + No, 
nx(X) = sup{.rrx(p, X) : p E X} + No 

Para cualquier grupo topológico G se cumple la relación w(G) = w ( G )  y nx(G) = 
x ( G ) .  Además, si para un grupo G se cumple ,y(G) = No, entonces G es metrizable 
(véase [Col). 

Para todo espacio Hausdorff X se cumple 1x1 5 2'(x).Xcx) (véase [Ar5]).  Sea (X, T) 
un espacio con topología T.  Definimos 

A(X, T )  = min{ 101 : O es abierto no  vacío  en X }  + No. 

A(X, T j  es el grado de dispersión del espacio X .  
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Obviamente A(X, 7 )  2 No para  todo espacio X .  Si  no  hay ambigüedad  respecto a la 
topología considerada, usaremos A(X) para  denotar el grado de dispersión de un espacio 
X .  

DEFINICI~N I. 1.  Definimos  la la estrechez para  cada  punto p de un  espacio X: 

t(p,  X) = mín{K : VY C X, ( p  E y, + 3.4 C U(lAl L K ,  p E A))}, 
y la estrechez para el espacio X: 

t(X) = sup{t(p, X )  : p E x }  + o. 
Claramente t ( X )  5 x ( X )  para todo espacio topológico X .  
Un cardinal K infinito es llamado un calibre de un espacio topoló  gico X si dada 

una familia V = {G, : LY < K }  de abiertos no  Vacíos en x,  existe A E [ K ] ~  tal que 
n{ G, : LY E A }  # 0; si existe tal A de manera  que {G, : a E A }  tiene  la  propiedad 
de la intersección finita, entonces K es un precalibre de X .  Un cardinal K es llamado 
un precalibre débil si dada la familia V existe B E [ K ] ~  tal que G, n Gp # 8 para todo 
a, p E B. Así es que  todo calibre o precalibre de un espacio es un precalibre  débil  del 
mismo espacio. 

El siguiente teorema  presenta  resultados  bien  conocidos (véase [En], [J] y [Ho]), cuya 
demostración se presenta para  comodidad  del  Lector.  Recuerde que sólo se consideran 
espacios de Tikhonov. 

TEOREMA 1.2. Sea X un espacio. 
(a) w(X) _< P X )  
(6) Si c ~ ( K )  > d(X), entonces K es un calibre de X 
(c)  Si K es un precalibre de X ,  entonces c f ( K )  también lo es. 

DEMOSTRACI6N. (a) Sean D un conjunto denso en X con cardinalidad d ( X )  y B = 
{ Int(B) : B C D}. Se afirma que B es una  base  para  la  topología de X: sea W un abierto 
en X y x E W. Entonces x E w = ( W  O). Por la regularidad de X existe un abierto 
U con x E U 5 Ü C W ;  entonces x E Int(Ü) C Int((U0 D)) y U fl D C D. De  aquí 
se sigue  que IBl 5 P X ) .  
(b) Suponga que c ~ ( K )  > d(X) .  Sea {G, : a < K }  una familia de abiertos y D 5 X 
un conjunto denso en X de cardinalidad d(X). Entonces G, D # 8, para  todo a < K .  

Sea DI = (a < K : x E G, n D}. Supongamos que IDn/ < K para toda x E D. Es 
claro que U.rEDDx = K .  Entonces I UsED D,l 5 CxED IDxl < K ,  una contradicción. Así 
es que existe z E D tal que IDzI = K y por lo tanto z E G, # O. 
(c) Esta simple demostración fue sugerida por  Fernando  Hernández. Sea G = {G, : 
a < c ~ ( K ) }  una familia de abiertos no  vacíos en X. Definimos A = c ~ ( K )  y 

Vp = G, para ay 5 p < ay+l 
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donde {a, : y < A} es una sucesión creciente de  ordinales  menores  que A y tales que 
a, = A. Los  subconjuntos { Vp : /3 < U }  forman  una  familia  de  abiertos  no  vacíos. 

Ya que K es un precalibre  de X, existe A E [u]" tal que { Vp : /3 E A }  tiene la propiedad 
de la  intersección  finita. 

Consideremos para cada y < A los siguientes conjuntos: 

Para y E B, sea P(y) E A,; entonces como A = U(Ay : y E B} y / A Y \  < K para 
cada y E B, obtenemos I BI = A. Dado que B E A, resulta  que B E [A]*, puesto  que A es 
la cofinalidad de U.  De aquí se sigue fácilmente que { VP(*) : A E B} tiene la  propiedad 
de la intersección  finita. O 

LEMA 1.3. Sean c(X)  = K y V una familia de abiertos en X .  Entonces  existe  una 
subfamilia W de V tal  que I Wl K y UT' C (uw>. 

DEMOSTRACI~N. Sea G la familia de todos los abiertos no vacíos en X que  son sub- 
conjuntos de  elementos de V .  Mediante  una  aplicación  del  Lema de Zorn obtenemos 
una familia maximal celular Wo G. Entonces IWol  5 c(X) = K ,  y UV C (UWo)  por 
la maximalidad  de WO. Para cada U E WO sea W ( U )  E V tal que U C_ W(U) ,  y sea 
W = { W ( U )  : U E W}:- Entonces; M3 'C 1?, IWI 5 c(X)  y UV C m. 0 

3. Familias centradas 

D E R N ~ C I ~ N  1.4. Llamaremos a una familia de abiertos  no vacíos de un espacio X con 
la propiedad de la intersección  finita y maximal  respecto a esta propiedad unafamilia 
centrada. 

LEMA 1.5. Sea 3 una familia centrada  en un espacio X .  La familia 3 tiene las 

(1)  Si U, E 3 ( i  = 1,.  . . , n), entonces n:=, Ui E 3. 
( 2 )  Sea W un abierto, W 4 F si y sólo si  existe U E 3 con U fl W = 8. 
( 3 )  Si U W ,  U E 3 y W es abierto, entonces W E 3. 
(4)  Si W es denso y abierto en X ,  entonces W E 3. 

siguientes propiedades: 

DEMOSTRACI~N. (1) Suponga  que W = fly='=, U; 4 F. Defina 3' = F U { W } .  Se 
afirma que 3' es centrada:  claramente todo elemento de 3' es abierto, demostraremos 
que 3' tiene la propiedad  de  la  intersección  finita. 

Sea V E F, entonces V r l  W = V n U, n e  . rl U,, # 8. Así que 3 '  sería centrada y 
contendría propiamente a 3, una contradicción. 
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(2) Suponga que W 4 3, si W n V # 8 para  todo V E 3 podriamos  extender 3 a 
una familia centrada 3' = F U { W} que contuviese propiamente a F.  El recíproco se 
sigue de que 3 tiene  la  propiedad de la intersección finita. 

(3) Sea U E 3, U 2 W ,  y W abierto en X. Entonces 8 # V n U C_ V W para todo 
V E Fy de (2) se sigue que W E 3. 

(4) Si W es denso, entonces W n V # 8 para  todo U E 3 y de (3) se sigue  que 
WfF. u 

4. Grupos K-acotados 

La definición de grupo K-acotado  fue  introducida  por  Guran  [GI.  El mismo autor 
enunció muchas de las propiedades  de estos grupos,  en  particular, las que se presentan 
en esta sección. 

DEFINICI~N 1.6. Sea K un cardinal. Un grupo topológico G es llamado  K-acotado  si 
para cualquier vecindad U de la identidad  del  grupo,  existe un subconjunto F 2 G tal 
que IF1 5 K y G = U .  F.  

Si G es K-acotado y U es una  vecindad  de  la  identidad  en G, decimos  que G se  puede 
cubrir con K trasladados de U. 

Observe que la definición de un grupo K-acotado G es  equivalente a que  para cada 
vecindad U de la identidad,  exista un subconjunto X C_ G tal que 1x1 5 K y G = X. U: 
Suponga que G es K-aCOtadO  en el sentido de la definición y sea U una  vecindad de la 
identidad. Considere una  nueva  vekindad V de l a  identidad  simétrica y contenida  en 
U. Entonces existe F C G tal que IF1 _< K y G = V .  F.  Sea X = {x-' : x E F } .  
Se afirma que G = X - V y por lo tanto G = X U: sea g E G, entonces E G y 
g" = v f  para ciertos f E E v E V.  Pero entonces g = f"v" E X m V-' = X .  V. 

A continuación se presentan  varias  propiedades de los grupos  K-acotados.  Posterior- 
mente se demostrará que  todo  grupo a-compacto es No-acotado.  El recíproco no es 
cierto en general. Sin  embargo,  el  producto de grupos a-compactos es No-acotado  pero 
casi nunca es a-compacto. Es decir,  la &,-acotación es la propiedad  que  permanece al 
tomar productos o subgrupos de  grupos a-compactos. 

LEMA 1.7. Sea G un grupo K-acotado y H un subgrupo de G. Entonces H es K -  

acotmb. 

DEMOSTRACI~N. Tomemos una vecindad U en H de la identidad e . Existen  vecin- 
dades If y W de e en G tales  que V n H = U y W" W 2 V .  Corno G es  K-acotado, 
podemos encontrar un subconjunto K de G con lK) 5 K y G = K . W .  Si X E K y 
X W  intersecta al subgrupo H ,  escojemos un punto a, E H n ( x W ) ;  en caso contrario 
ponemos a, = e. Es claro que el conjunto A = {a, : x E K} tiene  cardinalidad no 
mayor que K .  
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Verifiquemos  que A . U = H. La contención A U 5 H es obyia. Sea y E H u n  
elemento  arbitrario. De K - W = G se  deduce  que existe x E K con y E x W .  Entonces 
u , ~  E x W o bien x E a, W-l , y por consiguiente, 

y E x w  a,W” a,W” . w a,V 

Puesto  que y ,  a, E H ,  concluimos que a,’ y f Vn H U. Así, y E o ,~U y la  contención 
H C_ A - U está demostrada. O 

LEMA 1.8. Sea (G, : a < p} una familia  de  grupos  K-acotados, K un cardinal 
infinito. Entonces G = n,<p G, es K-acotado. 

DEMOSTRACI~N. Sea V una  vecindad de l a  identidad  en G. Sin  pérdidade  generalidad 
podemos  suponer  que V es un abierto  canónico, es decir, de la  forma V = f lmCp  V,, 
donde cada V, es abierto y V, = G, excepto en un número  finito  de casos; suponga 
que al, a?, . . . , a, son los indices en los que se  presentan tales excepciones. Cada  uno 
de los V,,(i = I ,  . . . n )  es vecindad  de la identidad ec,,, . Así es que  para  cada ai existe 
X,, C G,,, IX,,I 5 K tal  que G,, = V,, . X,,. Para  cada a # CY, fijamos un punto 
x, E G,. Sea Z el  siguiente  conjunto: 

a<P 

donde 2, = X,, si a = ai para  algún i 5 n y 2, = {x,} en caso contrarío.  Entonces 
I Z ~ < K ~ G = Z . V .  0 

LEMA 1.9. Sea G un grupo  topoldgico con un subgrupo H denso en G y tal  que H es 
K-acotado.  Entonces G es K-acotado. 

DEMOSTRACI~N. Sean Q W vecindades  de  la  identidad  en G tales que W es simétrica 
y W 2  C U. Entonces W n H # 8 y por lo tanto, existe un subconjunto F 2 H tal  que 
IF1 5 K y H 4‘ WF.  Se afirma  que G = UF. Sea g E G. Entonces existe h E H n Wg. 
Por  lo tanto, h = wg, para  algún w E W .  Además h = w ’ f  para ciertos f E I;; w’ E W. 
Así es que g = w”h = w”w’f E WWF E UF. Por lo tanto, G = U - F. 

LEMA I. 10. Sea G un grupo  topológico  que se puede representar como la unión de a 
lo nzás K subespacios  compactos  de C. Entonces G es K-acotado. En particular todo 
grupo  a-compacto es &-acotado. 

DEMOSTRACI~N. Sea G = U, ,:x K,, donde  cada K, es  compacto y sea U una vecindad 
de e(;. Podemos  cubrir  cada K, con  trasladados  de U: K, 5 UgEK,,gU. Por lo tanto 
existe un conjunto finito Fa en K,, tal que K, C Fa . U. Suponga  que  en X reunimos 
todos los conjuntos F, para toda a < K .  Claramente G = X U  y ]XI _< K .  0 

LEh4A I. I I .  Sea G un grupo topológico tal que c ( G )  5 K. Entonces G es K-acotado. 
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DEMOSTRACI~N. Sea U una  vecindad  de la identidad  en C. Se  debe  probar  que existe 
un subconjunto K G tal  que I Kt 5 K y G = K . U .  Considere una vecindad V de 
la identidad, simétrica y tal  que V 2  C U .  Recursivamente  construimos  las sucesiones 
K = {gala < p }  2 G y O = {O,Icr < p} ,  donde p será un cardinal < K+ y los 
elementos de O son abiertos en G mutuamente  ajenos y no  vacíos.  Además O, 5 g, - V 
para cada (Y < p. Suponga que hemos encontrado y elementos  de K y de O con 
y < K+. Sea F, = (Up<,Op) y suponga  que F, # G. Entonces  sean g, E G \ F, 
y O, = (G \ F,) n (g ,V) .  L a  construcción se detiene cuando el conjunto Fp coincide 
con C. Debemos tener p < K+ para algún p y F p  = G, de  otra  forma c (G)  2 K + .  Se 
afirma  que G = K . U. Suponga lo contrario y sea g E G \ K U.  Por  la  construcción 
recursiva U 0  K V es denso en G, así es que existe un elemento z E g V  n g, V para 
alguna cy < p. Pero entonces z = gvl = gnv2 con V I ,  v2 E V.  De  aquí se deduce que 
g = guv2v;'  E g , V 2  2 g , U  5 K . U, una  contradicción. 0 

5. Resultados  auxiliares 

Ahora presentamos  algunos  resultados  de  combinatoria infinita requeridos  posterior- 
mente  en  repetidas ocasiones. 

LEMA I. 12. Sen K un cardinal injnito y A un conjunto  de cardinalidad K. Entonces 
existe  una  familia F de subconjuntos  ajenos  de A tal que IF1 = K ,  1 FI = K para  todo 
F E F. 

DEMOSTRACI~N. Sin  pérdida  de  generalidad, podems xpoaer que :: 1:. Sabemos 
que \ K  x K I  = K ,  por lo tanto  existe una  biyección 4: K x K - K .  Los subconjuntos 
{ (p, cy) : a < K } ,  {(y, cy) : cy < K }  tienen  cardinalidad K y son ajenos si p # y, así que 
sus imagenes respecto a 4 son ajenas en K y forman  la  familia que requerimos. 0 

LEMA I. 13. Sea CY un  cardinal  infinito y sea ( A t  : 5 < cy} una familia  de  conjuntos 
tales que I A,( = cy para toda 5 < a. Entonces existe una familia { B, 5 < a}  de 
conjuntos tales que: 

Bg 5 Ag para 6 < a, 

lB6l = aparu 5 < CY, y 
B g n B l = O p a r a ( < l < a .  

DEMOSTRACI~N. Construimos la familia  buscada  por  recursión transfinita. Sea p0.0 E 
i l O .  Sea 5 < a y suponga  que  hemos  definido pr.6 E At' para 6' 5 8 < 5. Elegimos 
pcl.6 para 5' _< 5 tales que 

PC',< E Al' \ (Pt/,t 5' F e < S> Y 
Pr',s # Ps".r Para 5' < 5" I 5 9  
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y definimos 

Es fácil  probar  que { Bt : 6 < a} es la familia que  requerimos. Ci 
Bt = {PES 5 i f < a}, para5 < CY. 

En secciones posteriores  nos  ocuparemos  de  productos  de espacios, es por ello ade- 

Sea {Xj : i E I} una  familia  de  conjuntos y X = ni,, X;. Si J I y J # 8,  
cuado en este punto,  definir  algunos conceptos e introducir cierta notación. 

definimos 

iE  J 
y denotemos por PrJ la  proyección de X sobre XJ definida  por p r J ( ( p i ) i G l )  = ( p i ) i E J .  
Si p f X escribimos pJ en  lugar  de pr , (p) ,  y escribimos pri y p, en  lugar de prIi) y 
P{i}. 

Un subconjunto A de X tal  que 

[ € I  

donde A i  X i  para i E I es un rectángulo  generalizado en X y el conjunto 

R(A)  = {i E I : Ai # Xi} 
es llamado el soporte de A. 

DEFINICI6N I. 14. Sean { X i  : i E I} una  familia  de  espacios, s e a x  el producto &,, xi 
y x un cardinal infinito. La topología  K-producto  en X es la tqm.kgía.con base igual a 
la familia  de  todos los subconjuntos U de X tales  que 

U = n Ui, donde U; es abierto en Xi, i E I, y IR(U)l < K .  
iE 1 

El espacio producto X con  la  topología  K-producto  se  denota  por X(K) .  L a  topología 
No-producto es la  topología  producto usual. La base  definida  arriba  para  la  topología K- 

producto es llamada la base  canónica y los abiertos miembros  de esta base son conocidos 
como abiertos canónicos. 

En algunos resultados usaremos el siguiente principio  combinatorio: 

DEFINICI6N I. 15. El  principio p = c es el siguiente: dada  una  colección  de  menos 
que c subconjuntos de w tal que  la  intersección de cualquier  subcolección  finita  tiene 
cardinalidad No, existe un subconjunto  infinito B o tal que para cualquier miembro 
A de l a  colección  tenemos  que IB \ Al < No. 

Se sabe [W] que  AM  implica p = c y que AM(&,-centrado) es equivalente a p = c. 
Para las definiciones  correspondientes  de AM y AM(cr-centrado)  véase [Ku] pags. 5 1 -  
53. 

Finalmente un resultado  sobre espacios linealmente  ordenados. 
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Recuerde que si (X, 5)  es un conjunto  parcialmente ordenado y Y C X, Y es llamado 
coftrnl en X si para  todo x E X, existe y E Y tal  que y 2 x. 

LEMA I. 16. Sea ( X ,  5)  un conjunto  linealmenre  ordenado  sin  elemento  maximal. En- 
tonces &ste ( Y ,  <) un subconjunto de X bien ordenado y cojnal elz X. 

D E M O S T R A C ~ ~ N .  Construiremos Y inductivamente. Sea 1x1 = K .  Sea x E X ar- 
bitrario. Definimos yo = x y formamos YO = {yo}. Suponga  que  hemos construido 
YA = {yp : p < a} para  algún a < K .  Si YA es cofinal  en X, simplemente definimos 
Y = Y:. En caso contrario,  existe z E X tal que z > vp para  toda p < a. Defini- 
mos y, = z y Y,  = { y p  : /3 a}. Continuamos  el  proceso  para toda a < K .  Al 
final hacemos Y = Ua<KYa. Claramente Y es linealmente ordenado. Falta probar que 
Y esti bien ordenado. Para  tal  efecto, considere un F 5 Y no  vacío.  Note  que  si 
Q = mín{p < K : y ,  E F}, entonces y, es el  menor  en F.  0 





CAPÍTULO II 

Resolubilidad y Topologías  Maximales 

1. Introducción 

En 1947 M. KatEtov ([Kl]) planteó el siguiente problema: ¿Existe un espacio  to- 
pológico sin  puntos aislados en el cual  toda  función a los reales es continua  en  algún 
punto?. Esta  pregunta  tiene  una  formulación  equivalente ([Mall]): ¿Existe un espacio 
topológico sin  puntos aislados (denso en sí mismo) en el  cual toda función a los reales 
es continua en un subespacio abierto y denso? 

Considere un espacio X en el cual existan dos subespacios densos y ajenos E, D. 
Claramente podemos suponer que X = D U E. Defina  una  f#nción f : X 3 R haciendo 
que f (E)  = O y f ( D )  = 1. Es obvio  que f no es continua én ningún  punto de X. 

Así pues, l a  pregunta  de  KatEtov  debe  buscarse  en l a  clase de los espacios  irresolubles 
definidos más adelante; precisamente  este capítulo estarí encaminado a estudiar las con- 
diciones en  l a s  cuales un espacio topológico  puede  descomponerse  en dos subespacios 
densos disjuntos. En algunos casos también estaremos interesados  en  encontrar  una 
descomposición que involucre un número mayor de  subconjuntos densos ajenos. 

El capitulo esta dividido en  secciones en las cuales, exceptuando  la  secciones 2 y 
3 que contienen definiciones,  generalidades y criterios de  maximalidad, se presenta la 
K-resolubilidad de alguna clase de espacios. 

Etapas fundamentales en la teoría  de los espacios resolubles  son las siguientes: Los 
primeros trabajos  en considerar la resolubilidad  de espacios son [Kl] y [HI, En los mis- 
mos se demuestra l a  resolubilidad de varios  espacios (métricos, localmente  compactos, 
etc.). Sin embargo,  no se considera ~-resolubilidad para K > 2. También se definen 
en esos trabajos los espacios maximales  (definidos mis adelante) que en particular  son 
irresolubles, así como espacios cercanos a ser  maximales. 
Un paso  importante  fue dado por Ceder y Pearson [Cepe] y [Ce]. En estos  trabajos se 

prueba por primera  vez  la máxima resolubilidad  de  algunos espacios, entre ellos,  ciertos 
espacios producto  con  las  topologías m& comunes. 

La resolubilidad  en  grupos  topológicos  se ha considerado en [CovM] en  donde  esen- 
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cialmente se ha resuelto  el  problema  en  grupos abelianos. En [Mal41 se describe el Único 
ejemplo de un grupo  topológico  maximal, en particular  irresoluble  (usando un axioma 
adicional a ZFE: el principio p = c) .  

En [VI] se demuestra  la  K-resolubilidad  de  algunos  grupos y espacios  homogéneos 
(grupos  tu-acotados,  con  sucesiones  no  triviales  convergentes,  de Lindelof, etc.). 

En [Mas] se demuestra  que el estudio  de la irresolubilidad en grupos abelianos se 
reduce al estudio  de  grupos  booleanos  irresolubles. De hecho, se prueba  que  en un 
grupo abelian0 irresoluble, el subgrupo de elementos de  orden  dos debe  ser  abierto  e 
irresoluble. Se presentan  varios  resultados  sobre la resolubilidad de  productos  de  grupos 
o espacios homogéneos,  grupos  localmente  seudocompactos y espacios  numerablemente 
compactos. 
En seguida  presentaremos  varios  resultados  sobre  resolubilidad  en espacios y grupos 

topol6gicos. 

2. Generalidades 

Comenzemos  con la definici6n  de  K-resolubilidad: 

DEFINIcI~N II. l .  Un espacio topol6gico X es K-resoluble (K >_ 2), si  existen K su- 
bespacios de X densos y ajenos dos a  dos. Si K = 2, el  espacio es llamado  resoluble. 
Si no  existen al menos  dos  subespacios  de X densos y ajenos, el  espacio X es llamado 
irresoluble. 

Ahora podeffios introducir .el concepto de makma resolubilidad: 

D E F I M C I ~ N  II.2. Un espacio  topológico X es maximal resoluble si X es A(X)-reso- 
luble. 

Note  que  dado un espacio X, podemos  encontrar  a lo más A(X) subespacios  densos y 
ajenos, pues  cada  denso  debe  contener  puntos  de  cualquier  abierto. 

A continuación se presentan varios resultados  importantes  en la teoría  de espacios 
resolubles, algunos de los  cuales son generalizaciones  de  hechos  conocidos  previamente, 
y otros son  usuales en esta área  de  la  topología. 

LEMA II.3. Un espacio X es e-resoluble si  contiene un subconjunto denso que es 
@resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sea A C X denso y @resoluble, es decir A = U,,pU,, con U, 
denso en A para  cada cy < p y A ,  n A ,  = 8 para cy < y < p. Sea V = (X \ A) U UO. 
Entonces V y {Ua : O < (Y < p }  es una familia de  densos  ajenos en X. 0 

El recíproco de el  Lema II.3 no es necesariamente  cierto: en  [Mal31  se  construye un 
grupo G Hausdorff  numerable  irresoluble. AI ser un grupo  Hausdorff es un espacio de 
Tikhonov y podemos  considerar su compactificación PG. Todo espacio  compacto es 
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resoluble (véase el Corolario 11.59) y sin  embargo, G no es resoluble aunque es denso 
en PG. 

TEOREMA 11.4. El producto X = Xi es resoluble  si  al  menos uno de los factores 
es resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Suponga que Xk es  resoluble (k  E I). Entonces lo podemos  des- 
componer en densos ajenos Ck, Dk. Definimos C = &, A; con Ak = c k  y A ,  = X ,  
para toda i E I, i # k ,  B = niel B, con Bi = X, para todo i E I, i # k y Bk = Dk. 
Entonces A y B son densos y ajenos en X. 17 

COROLARIO 11.5. El producto X = u,,, X ,  es p-resoluble si al  menos  uno de los 
factores es P-resoluble. 

El recíproco del  Teorema 11.4 no es cierto.  Considere el grupo Tikhonov  irresoluble 
G construido en [Ma13]. El producto  de un número infinito de factores todos  iguales a 
G es resoluble como  se demostrará  en la  última  sección  de este capítulo, sin embargo 
G es irresoluble. De paso,  observe  que l a  resolubilidad  no es un invariante  respecto a 
imagenes continuas o incluso  respecto a imagenes continuas y abiertas. 

El siguiente teorema es bien conocido: 

LEMA 11.6. Sea X un espacio topológico tal  que X = U,<pA, con cada A ,  un su- 
bespacio  p-resoluble y A, n A,! = 8, para toda a # a', a, a < p .  Entonces X es 
P-resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Para cada a -< p. sean. A , ,  con y < p subconjuntos densos (y 
ajenos) de A,. Definimos 

Claramente los conjuntos By son densos y ajenos  en X. O 
B, = U,<pA,,y, 

Con el Lema 11.6 podemos generalizar el resultado  principal  de  [CoF]: 

TEOREMA 11.7. Sea X un espacio topológico que es la  unión de subespacios p- 
resolubles. Entonces X es P-resoluble. 

DEMOSTRACI6N. Sea X = &<,Aa, donde cada A, es p-resoluble y B una familia de 
subconjuntos P-resolubles de X ajenos  dos a dos y maximal respecto a estas  propiedades. 
Sí usamos el lema I1.3  basta  probar que D = UB es denso en X. Suponga que D no es 
denso en X. Seax E X\B, entoncesx E A ,  paraalguna a < y. Considere A = A,\-iS. 
Entonces A es abierto en A,, no vacío y ajeno a cada B E B. 

Como A es abierto en A ,  que es &resoluble, A mismo es P-resoluble y se contradice 
la maximalidad de B. O 

COROLARIO 11.8. Sean X un espacio homogéneo y A S X un subespacio no vacío 
P-resoluble. Entonces X es P-resoluble. 
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DEMOSTRACI~N. Sea a f A.  Para  cada  punto x E X existe un homeomorfismo f x  de 
X en si mismo  tal  que fx(a)  = x. De estadefinición  se  sigue que X = U(f,(A) : x E X}. 
Cada fx(A) es @resoluble y por el Teorema 11.7, X es P-resoluble. c] 

Un resultado muy importante  en la  teoría de espacios  resolubles fue  probado  en [I]: 

TEOREMA 11.9. Sea X un espacio topológico. Si X es n-resoluble para toda n < u, 
entonces X es No-resoluble. 

El siguiente es una  variación  de un teorema  de  El'kin [El]: 

TEOREMA n. 10. Sea G un espacio homogéneo irresoluble. Entonces: 
( 1) Toda familia centrada en G es la base de un ultra$ltro  en X .  
(2 )  Todo conjunto denso en G tiene interior denso en G; 
(3) Todo  subconjunto de G con interior vacío es denso en  ninguna parte; 
(4) La familia V = ( D  C G :D es denso en G )  es un filtro en G.  

DEMOSTRACI~N. (1) Sea 3 una  familia  centrada.  Suponga  que G = A U B ,  AnB = 8. 
Se afirma  que el conjunto U = Int(A) U Int(B) es denso en G. Suponga  que  no es así. 
Entonces existe un abierto no vacío V tal  que V fl (Int(A) U Int(B)) = 8. Esto implica 
que  V n Int(A) = Int(V) n Int(A) = Int((V f l  A)) = 8 = Int((B f l  V)). Esto muestra 
que  V \ A y V \ B son dos  conjuntos  densos  ajenos en V,  lo que no puede ocurrir  pues 
V es irresoluble (si fuera  resoluble V el espacio homogéneo G tambiCn 10 sería según el 
Corolario II.8). 

Dado que U = Int(A) U Int(B) es denso en G,  U debe  pertenecer  a F, de  donde  se 
sigue  que  Int(A) E 3-0 Int(B) E F: suponga  que  no es así. Entonces existen r! W E 3, 
tales que  V f l  Int(A) = 8 y Int(B) n W = 8, pero  entonces V n W n U = 0 lo que 
contradice el que U sea denso  en G .  Así que  Int(A) o Int(B) pertenecen a F y p o r  lo 
tanto A o B contienen un elemento de F, lo que  implica  que F es la  base de un ultrafiltro 
en G .  

(2) Sea D denso en G y suponga  que Int(D) no es denso en G .  Existe un abierto V en 
G cuya intersección  con el interior de D es vacía.  Podemos entonces definir Dl = V n D 
y D 2 = V n ( G \ D ) .  

Se afirma  que D1 U 02 = VD1 nD2 = 8 y DI, 0 2  son  densos en V. Por definición, 
la  primera y segunda  afirmaciónes son claras. Falta  probar  que  ambos  conjuntos  son 
densos en  V. Sea U un abierto no vacío en V, por lo tanto,  también es abierto en G y 
U n  D # Q). Pero U no  puede estar  contenido en DI, en tal caso U 2 D y UnInt(D) # 0, 
una contradicción  pues U 2 V. Así es que U n D2 f 8 y V sería resoluble, lo que 
implicaría que G fuera  resoluble. 

(3) Sea H 5 G tal que Int(H) = 0. Debemos  probar  que Int(z) = 0. Observe 
que G \ H es denso en G y de (2) se  sigue que Int((G \ H))  es denso  en G pues 
Int((G \ H))  = (G \ z) así es que Int(z) debe  ser  vacío. 
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(4) Debemos probar que 2, es un filtro.  Note  que G E D p o r  lo que D es no vacío. 
Cada elemento D E D es no vacío. Si Dl, D2 E D, entonces Dl n 0 2  # 8 pues G es 
irresoluble. Claramente DI n 0 2  E D por (2) y si D 2 B E G para  alguna D E D, 
entonces B E D. 0 

Note que la familia 27 en el teorema anterior  no  puede  ser un ultrafiltro  pues G es 
Hausdorff.  Observe que el teorema anterior tiene un recíproco: 

TEOREMA 11.1 I .  Sea G un espacio homogéneoo  tal que toda familia centrada F es 
la base de un ultrajiltro  en G.  Entonces G es irresoluble. 

DEMOSTRACI~N. Considere 3’ el  filtro de vecindades  de un punto e y extienda 3” a 
una familia 3 centrada. Entonces .F es la base de un ultrafiltro. En  tal caso G no puede 
ser resoluble:  si G = A U B con A n B, entonces existe un elemento F E 3 contenido 
e n  A o en B y por lo tanto alguno de los dos conjuntos A o B no puede  ser  denso. 0 

3. Topologías Maximales 

El proposito  de este apartado es presentar  en  forma  unificada  varios criterios sobre 
maximalidad que  aparecen dispersos en  la  literatura,  en  algunas ocasiones sin demostra- 
ción. También se presentan  varias  propiedades de espacios  maximales, algunas de las 
cuales dan lugar a problemas de gran interés. 

DEFIMCI~N 11.12. Sean (X, T )  un espaciacon topología T y K un cardinal  infinito. Si 
X es t a l  que A(X, T) 2 K y con la prqwdadxkquetoria~apbgía T’ m6s fins que T en 
X tiene la propiedad A(X, T’) < K ,  entonces (X, T) es llamado K-maximal. 
Un espacio No-maximal es  simplemente  maximal. 

El Único ejemplo que se tiene hasta ahora de un espacio  Tikhonov  maximal es el 
ya citado grupo G construido en  [Ma131 el cual es no sólo irresoluble sino más  aún: 
maximal. 

TEOREMA 11.13 ([HI). Si (X, T) es maximal, entonces  todo subespacio denso de X es 
abierto. 

DEMOSTRACI~N. Sea D un subespacio denso del  espacio  maximal X. El conjunto D 
debe intersectar  todo subespacio abierto no vacío de X en un conjunto infinito. Consi- 
deremos una  nueva topología con  la siguiente base: 

B = { ( D ~ ~ : V E T ) U T .  

Claramente l a  topología  generada por 13 es Hausdorff, no  tiene  puntos aislados y ;S(?-) 3 
h. Si D no  fuera 7-abierto, T’ sería una  topología  estrictamente  más  fina  que T ,  una 
contradicción. 0 

COROLARIO 11.14. Toclo espncio maximal es irresoluhlr. 
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Es importante notar que no se  sabe  si el recíproco del Corolario 11.14 es cierto para 
espacios Tikhonov. Hay ejemplos de espacios conexos  irresolubles, que no pueden ser 
maximales al ser conexos ([An], [PI).  Sin embargo, no  se  ha probado si estos  espacios 
son Tikhonov o no. 

TEOREMA 11.15. Sea X un espacio  maximal  con una topología 7. Entonces  todo 
subconjunto A de X ,  denso en si mismo  es  abierto. 

DEMOSTRACI~N. Si la conclusión del teorema no fuese cierta, podríamos construir 
una nueva topología r' tomando como subbase 7 U (A} y T' resultaría densa en sí misma 
y por supuesto  contiene propiamente a T, lo que se  opone a la  maximalidad de T. 

TEOREMA 11.16 ([HI). Si X es  maximal, U es  abierto en X y U E B Ü, entonces 
B es abierto.  En  particular,  la  clausura  de  cualquier  conjunto  abierto es abierta y el 
interior  de  cualquier  conjunto cerrado es  cerrado. 

DEMOSTRACI~N. Suponga que X es maximal.  Sea T la topología de X y T' la topología 
generada por T U { B}. Entonces T TI y T' es densa  en sí misma. Así es que T = T I  y 
B E T. 

Para  la Última afirmación sea H cerrado. Entonces Int(N) H, por lo que X \ H C 
X \ Int(H). Note que X \ H = X \ Int(H) y por la  primera  afirmación X \ Int(H)  es 
abierto e Int(H) es cerrado. 0 

DEnNICIdN 11.17. Un espacio X con  la  propiedad de que  toda pareja de abiertos ajenos 
tienen  cerraduras ajenas es llamado extremadamente  disconexu 

TEOREMA 11.18 ([HI). Las siguientes  afirmaciones  son  equivalentes  en un espacio 
topolcigicu x: 
(I) El espacio X es  extremadamente  disconexo. 
(2)  La clausura  de  cualquier  abierto  es  abierta. 

DEMOSTRACI~N. (1) implica (2): sea U un abierto.  Entonces U y X \ Ü son abiertos 
disjuntos a s í  es  que Ü f~ (X \ Ü) = 8, por lo que Ü C X \ (X \ Ü) = Int(Ü), de donde 
se  concluye  que u es abierto. 

(2) implica (1): sean U y V abiertos disjuntos. Las cerraduras Ü y v son  abiertas y 
U n  V = 8 pues si x E Un V, entonces x E u un abierto y por lo tanto  existe y f V rlü, 
de lo cual  se  concluye que V n U # 0. 0 

" " 

COROLARIO 11.19. Todo espacio  maximal es  extremadamente  disconexo. 

DEMOSTRACI~N. Se sigue inmediatamente  del  Teorema 11.16. E 

Un hecho simple pero útil es el siguiente,  parte del cual es el  Teorema 11.15: 

TEOREMA 11.20, Si X es  maximal,  entonces un subespacio U de X es abierto si y scilo 
si U es denso en sí mismo. 



3. TOPOLOG~AS MAXIMALES 17 

En lo que  sigue  usaremos  la  siguiente  notación:  sea X un espacio, si x E X, entonces 

F(x) = {U \ {x} : U es una vecindad de x en X} 

TEOREMA 11.2 1. Las siguientes ajmaciones acerca de un punto x en el espacio X 
son equivalentes: 
(I) Si x E x \ A, A X, A U {x} es una vecindad de x. 
(2) La familia F(x) es la  base de un ultrafiltro  en X .  

DEMOSTRACI~N. (1) implica (2). Sea 

U = {M C X : existe una  vecindad U de x con U \ {x} C M}. 
Se probará  que U es un ultrafiltro: 

Primero demostraremos que U es un filtro.  Note  que U # 8 pues X E U. 
Cada M f U es no  vacío  ya  que  contiene un abierto no  vacío  (recuerde  que X es denso 

en sí mismo).  Sean M,, M2 E U. Entonces  existen U I ,  U2 vecindades  de x tales  que 
U1 \ {x} C M ,  u2 \ {x} C M2. Por supuesto, (U1 \ {x}) f W 2  \ {X}) # 0, dado  que X 
es denso en si mismo y U, = U ,  U2 es una  vecindad  de x tal  que U, \ {x} C M, n M2. 

Claramente U contiene  a los supraconjuntos.  Ahora  probaremos  que U es un ultrafiltro. 
Sea X = A U B, con A, B ajenos.  Mostraremos  que A o B pertenece a U. 
Note  que si existe una  vecindad U de x tal  que U \ {x} E A o U \ {x} 2 B, entonces 

finaliza la prueba. 
Analicemos el caso en el que  no  ocurre lo anterior.  En  particular,  tenemos que U Í I A  # 

0 # U n B, para  cada  vecindad U de {x). Sin  pérdida  de  generalidad  podemos  suponer 
que x E A. En tal caso x E 3 \ B y por hipótesis B U {x} contiene una  vecindad U de 
x. Por lo tanto, U \ {x} C B, una  contradicción. 

(2) implica (1). Seax E x\ A y considere un ultrafiltro U con base F(x). El  conjunto 
A U {x} o su complemento  pertenece aU. Si A U {x} f U, entonces existe una  vecindad . .** 
U de x tal  que U \{x} 5 A U {x} es decir U C A U {x} y A U {x} satisface la  conclusión. 

Si X \ (A U {x}) E U, entonces  existe una  vecindad V de x tal  que V \ {x} C 
X \ ( A  U {x}). Pero entonces V 13 A = 8, lo que contradice  el  hecho de que x E x. - 

D E F N C J ~ X  11.22. Un espacio X es llamado disperso si todo subespacio Y C X no 
vací o tiene puntos  aislados  (con  respecto  a  la  topología  de  subespacio  en Y ) .  

De hecho todo espacio X se  descompone  en un subespacio abierto y denso en simismo 
y un subespacio cerrado y disperso  (véase  Problema 1.7.10 de [En]). 

LEMA 11.23 ([K2]). Sea X un espacio y A C X denso en sí mismo. Si B C A es 
disperso, entomxs A \ B es denso en sí mismo (reqecto a X ) .  
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DEMOSTRACK~N. Probaremos que A \ B es denso  en A. Sea U un abierto  no  vacío  en 
A y suponga que (A \ B) n U = 0. En tal caso U 5 B, pero U es denso en  si  mismo, 
pues es un  subespacio abierto de A, lo que contradice el hecho  de  que B es disperso. Al 
ser A \ B denso en A,  debe ser denso en sí mismo respecto a X, pues A lo es. 

TEOREMA 11.24 ([U]). Sean Ai ( 1  5 u 5 n )  subconjuntos  de un espacio denso  en 
slmismo X tales que U:='=,A, = X. Entonces  existen  conjuntos  densos en si mismos 
B, 2 Ai tales que = X .  

DEMOSTRACI~N. Sin  pérdida de generalidad  podemos  suponer  que los conjuntos Ai 
son  mutuamente  ajenos. Sea Bi la  unión de todos los densos en si mismos contenidos 
en Ai, ( 1  5 i _< n). Claramente los Bi son  densos en si  mismos. Sea W = U:='=,&. 
Suponga que G = X \ W # 8. Entonces G es abierto y por lo tanto  denso en si mismo. 
Note que G = U:=,(G n(Ai \ z)), pues si g E G, entonces g E Ai para  alguna i y por 
lo  tanto g por  definición de G. 

Dado que G # 8 y que  la  unión  finita de subespacios dispersos es dispersa, debe 
existir j 5 n tal  que G f l  ( A j  \ q) contenga un subespacio denso en sí mismo.  Pero 
esto no es posible en vista de la forma en  que se definió Bj. En conclusión G = 0 y X 
es como  se afirma en el teorema. 0 

TEOREMA II.25 (El]). El espacio X es maximal si y sólo si para toda A C X si 
x E x \ A, entonces A U {x )  contiene una vecindad de x .  

DEMOSTRACI6N. si X es maximal  entonces  todo subconjmtmbeaa cn zi xismo e5 
abierto. Sea x E x \ A.  Por  el  teorema 11-24 existen densos en sí mismos Dl, D2 tales 
que Dl 5 A, D2 X \ A y Dl U D2 es denso  en X. Debe  ocurrir x E &(de otra forma 
0 2  U { x }  es una  vecindad abierta de x y (02 U {x}) n A = 8). Por lo tanto, Dl U { x }  
es denso en sí mismo, abierto, y A U {x} 2 DI U {x}. 

Para  probar  la  suficiencia sea (X, 7) un espacio tal que x E A\ A implica  que A U { x }  
es una  vecindad de x. Mostraremos que X es maximal. 

Sea T' una topología de X que contiene a 7. Para cada A C X, sea A' la  .r'-cerradura  de 
A. Claramente A x para cada A X. La  demostración  estará  completa si probamos 
que x 2 Á siempre que 7' sea densa en sí misma.  Basta  probar que 71 \ A A. 
Tomemos x f x \ A y sea W cualquier ?-vecindad  de x. Por hipótesis A U { x }  es una 
7-vecindad de x. Ya que T 2 T', A U {x} es  también una .r'-vecindad  de x. Como T' es 
densa en sí misma, existe un  punto x' E W f l  ( A  U {x}), x # x!. Por tanto, x' E W n A 
4 ' 5  E Á. n_ 

TEOREMA 11.26 ([El]). El espacio X es maximal  si y sólo si para todo punto x E X ,  
¡u familia F ( x )  es la base de un ultra$ltro en X. 

DEMOSTRACI~N. El Teorema se sigue  de los Teoremas 11.21,11.24 y 11.25. O 
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Ahora podemos probar el  principal  criterio  de  maximalidad. Este criterio aparece 
sin demostración en varios artículos (véase p o r  ejemplo, [El], [E2], [HI, [KI], [Mall]). 
Realmente no sé a quien atribuírselo. 

TEOREMA 11.27. El espacio X es maximal si y so’lo si para  todo par de subconjuntos 
X , , X : ! C X , c o n X 1 n X 2 = 0 y x 4 X , ~ X 2 , s e c u m p l e x 4 X I n X z .  

DEMOSTRACI~N. Suponga que X es maximal, y considere X,, X 2  C X como lo 
establece el teorema. Si x 4 o x 4 no  hay  nada  que  probar. Suponga entonces 
que x E \ X I .  Por lo tanto, X, U {x} es una  vecindad de x y ( X ,  u {x}) n X 2  = 0; 
de lo anterior se concluye que x 4 &. 

Ahora suponga que la condición de  teorema  vale,  mostraremos que X es maximal. 
Sea x E X. Probaremos que la familia F ( x )  es base  de un ultrafiltro. 

Sea U = {M C X : V E M para  algún V E F(x)}.  Es  fácil ver  que U es un  filtro. 
Sea H C X, H # 0. Debemos mostrar  que H E U o X \ H E U. 

Podemos suponer que x E H. Entonces ( H  \ {x}) n (X \ H) = 8, así que x 4 
(H \ {x}) n ( X  \ m.  
( 1 )  Si x 4 ( N  \ {x}) entonces existe una  vecindad V de S con 

v n (H \ {x}) = 0, 
y por lo tanto V \ {x} C X \ H, y X \ H E U. 
(2) Si x # X \ H ,  entonces existe una  vecindad V de x con V n (X \ H) = 8. Entonces 
V . C H y V \ { x } C H , p o r l o q u e H E U .  

D e b  anterior se concluye que U es un ultrafiltro. 

Para finalizar esta sección se presentan  algunos  problemas  que  continuan  sin solución. 
Se han construido ejemplos de espacios topológicos  irresolubles y conexos [PI, [An]. 

Obviamente tales espacios no  pueden  ser  maximales,  pues estos últimos son extrema- 
damente disconexos.  Para  el caso de grupos  topológicos la situación  es  más compleja. 
El Único ejemplo de un  grupo irresoluble,  que  resulta  también  maximal, es el ejemplo 
ya mencionado de Malykhin [Ma121 suponiendo un axioma  adicional a ZFE, a saber 
(P = c). 

PROBLEMA 11.28. LES todo grupo topológico  irresoluble  también  maximal?  Note 
que usando el criterio de maximalidad 11.27 podemos r-cformular In pregunta: dado un 
grupo  topoldgico que contenga  un punto que esté en In cerradura de dos subconjuntos 
ajenos,¿es tal grupo  resoluble?. ¿Se puede responder  esta  pregunta en ZFE? 

A. Louveau [L] construyó el siguiente  grupo  topológico:  Considere el conjunto IR = 
{ A  N : I A j < No}. En 0 introduzca la diferencia  simétrica como operación binaria, 
lo que convierte a este  conjunto  en un grupo.  Sea U un ultrafiltro “absoluto” (véase l a  
definici6n  de  ultrafiltro  absoluto en [L], pag.5). que  se  puede  probar  existen suponiendo 
HC) sobre N. En 0 se define  una  topología en la cual las vecindades  de cada A E R 
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son  de la forma { A } A B  donde B C U E 'U y B es finito.  Considere  los  subconjuntos 
X,, = {A E SZ : /AI = n } .  Tomando  una  partición  infinita  de N en subconjuntos 
infinitos  de N podemos  mostrar fácilmente que rlz es No-resoluble. En el artículo  citado 
se demuestra  que R es extremadamente  disconexo  (suponiendo HC). 

PROBLEMA II.29. i Es todo grupo irresoluble  también  extremadamente disconexo?, 
i Existen  en ZFE grupos topológicos resolubles  extremadamente disconexos ? 

4. Resolubilidad y convergencia 

En esta sección presentaremos la K-resolubilidad  de  ciertos  espacios topológicos uti- 
lizando  alguna  forma de convergencia.  Empecemos por definir estos tipos  de  conver- 
gencia. Por supuesto,  la  definición  de  convergencia  usual de  una sucesión se supone 
conocida. 

DEFINICI~N II.30. Un espacio  topológico X es llamado secuenciul si para  todo con- 
junto A C_ X que no es cerrado en X, existe una sucesión {x,, : n < w }  de  puntos  de A 
que converge  a un punto x E \ A. 

Un espacio X es llamado  de Frechet-Urysohn si para  todo A E X y todo x E x existe 
una sucesión {x,, : n < w }  C A que  converge  a x .  

Claramente todo espacio de  Frechet-Urysohn es secuencia1 y todo espacio primero 

Para poder: definir- .tipos de  convergencia,  requerimos  ciertos  preliminares. 

DEFINICI~N 11.3 l .  Sea 3 una familia no vacía de subconjuntos no vacíos  de un espacio 
X. Si dados A, B E F, siempre existe C E F tal  que C A fl B, entonces F es un 
prejíZtm. Dos prefiltros G, F se mezclan si para todo A E 3 y para todo B E g,  se 
cumple A rl B # 8. Un  punto x E X es un punto  de adherencia de F si x E x para  toda 
A E 3. Unprefiltro 3converge a un punto x E X si para  toda  vecindad U de X, existe 
A E F c o n  A C_ U. 

numerable es de Frechet-Wysohn. 

Los espacios bisecuenciales han sido considerados  previamente  por Michael [Mi]. 

DEFINICI~N II.32. Un espacio  topológico X es llamado bisecuencial si para todo  pre- 
filtro 3 en X y todo  punto x de  adherencia  de F, existe un prefiltro G numerable  que 
converge  a x y que  se  mezcla  con 3. 

DEFINICI~N 11.33. Un prefiltro F es una cadem si para todo A ,  B f 3, se cumple 
A C B o B C A .  

DEFINICI~N II.34. Sea T un cardinal  infinito. Un espacio X es T-espacio [&Be] si 
para todo prefiltro F en X con  punto  de  adherencia x existe un prefiltro G que converge 
a x, se mezcla con F y [GI 5 7. 

. .* 
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Un espacio X es r-birradial (ArBe] si  para  todo  prefiltro 3 con punto de adherencia 
x, existe una cadena G que converge a x, se  mezcla  con F y 5 7. 

Se  dice que un  espacio  es birrudial  en un punto x E X ([Art I) si para todo prefiltro 3 
que tenga a x como punto de adherencia, existe una  cadena  en X que converge a x y se 
mezcla con F. Un espacio  es llamado birradial [Art] si para todo prefiltro F con punto 
de adherencia x, existe una cadena que  converge a x y se mezcla  con 3. 

Es obvio que todo espacio bisecuencial es birradial.  Ademhs cuando 7 = No, los 
?--espacios y los espacios 7-birradiales coinciden  con  los espacios bisecuenciales. Entre 
los espacios biradiales se encuentran los espacios linealmente ordenables; un espacio 
es biradial si y sblo si se puede representar como la imagen de un espacio linealmente 
ordenado respecto a una  función  bicociente [KO]. 

Se han demostrado las siguientes propiedades  de estos espacios ([ArBe], [Arl]): Todo 
espacio birradial con celularidad numerable es bisecuencial;  si X es birradial, entonces 
1x1 5 2"(*); todo grupo topológico birradial es monotónicamente  normal y hereditaria- 
mente  normal  por colecciones. Todo  grupo  bisecuencial  es metrizable. Todo espacio 
biradial separable es bisecuencial. En general, si X es birradial y Y un subespacio de X 
con c(Y)  = T ,  entonces Y es ?--birradial, en particular es .r-espacio. 

Un espacio X es anidado en x E X si existe una  cadena formada por abiertos que 
converge a x. 

TEOREMA E35 ([Arl]). Si un espacio X es birradial en  un punto x E X ,  entonces es 
anidado en x. 

DEMOSTRACI~N. Sea F la familia de  todos  los  abiertos W en X tales que x E Int(w). 
Claramente 3 es un prefiltro  que tiene a x como  punto de adherencia. Existe una cadena 
G que converge a x y se mezcla  con F. Dado que X es regular, podemos suponer que 
todos  los miembros de la familia son cerrados en X. 

Sea P E 4 y U = Int(P). Mostraremos  que x E Ü. Suponga lo contrario. Entonces 
el conjunto Ou(x) = X \ Ü e s  una  vecindad  del  punto x f X y O&) C X \ P. Así que 
e l c o n j u n t o a b i e r t o V = X \ P p e r t e n e c e a ~ . A h o r a P E ~ y P ~ V = P ~ ( X \ P ) = 8  
Io que implica que y F no se mezclan,  una contradicción. Así que x E Ü y Int( P) # 8 
para todo P E S. 

Dado que (3 es  una  cadena  que  converge a x, la familia G* = {Int(P) : P E S} 
también es una cadena que  converge a x y es la cadena de abiertos que se buscaba. 0 

COROLARIO 11.36 ([Arl]). Si X esbirrudial, entoncesesunidadoen todopuntox E X. 

Ahora procedemos a demostrar la  K-resolubilidad  de  estos espacios. 
Primero demostraremos que  todo espacio Frechet-Urysohn es maximal resoluble. 

Resultados similares fueron obtenidos independientemente por W. Comfort, S. Garcia- 
Ferreira, O. Masaveu y H. Zhou, véase [COG] y [CoMasZ]. 



22 11. RESOLUBILIDAD Y TOPOLOGÍAS MAXIMALES 

PROPOSICI6N 11.37 ([V2]). Sea X un espacio infinito  numerable  tal  que para todo 
x E X existe una sucesión {x,, : n < o} C ( X  \ { x } )  que  converge a x. Entonces X es 
No-resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sea X = { z ,  : n < w } .  Probaremos  que X es N-resoluble para 
toda N < w y así obtendremos  el  resultado  deseado  si  tomamos  en  cuenta el Teorema 
11.9. 

Para cada z,, E X existe una sucesión A,, C X \ {Zn) que  converge  a z,,. Sea 
Y = { Bi : i < o} una  sucesión  de  subconjuntos  infinitos  de X tal  que  cada An aparece 
un número  infinito  de  veces  en V. Sea N < w arbitrario  pero fijo. Formaremos N 
subconjuntos Hi, 1 5 i 5 N de X, densos. De Bo elegimos N puntos y l ,  . . . Y N  distintos 
y colocamos cada yi en el respectivo H;, 1 5 i 5 N. Supongamos  que  en la etapa m 
cada Hi", 1 5 i 5 N, contiene M elementos y Hm n Hr = 8 si i # j .  En la etapa m + 1 
se eligen N elementos  distintos  de Bm+l \ (Uz,H,pI),  y colocamos cada uno  de estos 
elementos en el correspondiente Him*'. AI final  tenemos N subconjuntos HI, . . . , HN 
ajenos entre sí al  definir Hi = U,,,,,H,pI. 

Se afirma  que  cada Hi, 1 5 i 5 N, es denso  en X. Sea U abierto en X no vacío. 
Tomemos zn E U, así que  con  excepción de un número  finito  de  puntos, los elementos 
de An = {u:, a;, . . .} están  contenidos  en U. Sea M el mayor  subíndice  tal  que ak no 
está en U. Para k suficientemente  grande y tal  que & = A,, tomamos N puntos  de 
Bk uno de los cuales esta en U fl Hi, lo que  demuestra la densidad  de Hi. Como i fue 
arbitrario, X resulta  N-resoluble. O 

Ahora  podemos  probar  que  cualquier  espacio  de  Frechet-Urysohn  es  maximal  reso- 

Generalizemos la definición  de A(X): denotamos  por A(x, X) la menor  cardinalidad 
luble.  Para ello requerimos  el  siguiente  resultado. 

de un abierto  que  contiene  a x. 

TEOREMA 11.38 ([Py]). Sea X un espacioy U un abierto en X .  Suponga  que t(x, X )  < 
A(x,  X) para toda x E U .  Entonces U es maximal resoluble. 

En el  siguiente  Teorema no  hay  restricción  para A(X). Más adelante  obtendremos 
la máxima  resolubilidad  de un espacio  bisecuencial como un corolario a un hecho m& 
general. 

Recuerde  que  estamos  considerando sólo espacios  densos en sí mismos. 

TEOREMA 11.39 ([V2]). Sea X un espacio de Frechet-Urysohn.  Entonces X es maxi- 
tntd resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Es claro que todo espacio  Frechet-Urysohn  cumple  con t ( X )  = No. 
Si &(X) > No, el  resultado  se  sigue  del  Teorema  de  Pytkeev 11.38. Asi es  que  supongamos 
que A(X) = No. 
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Sea x E X un punto arbitrario. Basta entonces  probar  que x pertenece  a un subespacio 
%-resoluble  de X. 

Construiremos el subespacio  infinito  numerable  que  contiene  a x recursivamente. En 
la etapa O encontramos una sucesion  no  trivial So = {x,, : n < o} C X \ {x} que 
converge  a x, ya  que x no es aislado en X. 

En la etapa 1 encontramos  para  cada y E SO una sucesión C X \ { y }  convergente 
a y y pongamos SI = UyES,,Sl,y. Es claro que IS, I 5 No. Al continuar  este proceso, 
definimos una sucesión de subconjuntos  numerables SO, SI, S,, . . . , S,,, . . . de X tales 
que todo punto  de S,, es el límite  de  una  sucesión  convergente de S,,+l. 

AI final  de esta construcción  recursiva  tenemos un subespacio X, = {x} U Un<&, 
tal que  todo  punto z E X es el límite  de una sucesión no  trivial  contenida  en X,. Por lo 
tanto X, no tiene puntos  aislados  y es No-resoluble  de  acuerdo  con la Proposición II.37 
y ya que X = UxEXXx, concluimos  que X es No-resoluble. 0 

En [E21 se prueba la maxima  resolubilidad  del  producto  infinito  de  algunos espacios. 
Es fácil notar  que  podemos escoger espacios cuyo producto infinito no sea Frechet- 
Urysohn; sin  embargo,  el  producto  resulta  maximal  resoluble. 

En el caso de espacios  homogéneos  basta  tener una sucesión  convergente  para  obtener 
No-resolubilidad. 

TEOREMA 11.40 ([Vl]). Sea X un espacio homogéneo que contiene una sucesidn con- 
vergente no trivial. Entonces X es No-resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sea S' = {x,, : n < o} una sucesión no  trivial  convergente a x E X 
y S = S' U {x}. Construiremos  inductivamente una sucesión  infinita {S,, : n < o} de 
subespacios de S. Sea SO = S. Sean < w y supongamos  que S,, E X ya  esth  definido y 
es numerable.  Para  cada  par  de  puntos x, y de S,, existe un homeomorfismo h,, : X "t X 
tal  que y = h,,(x). Sea K,, el  conjunto de tales homeomorfismos h,, para  todo  par 
x. y f S,. 

caso I .  El espacio X tiene  cardinalidad No. El resultado se sigue de la Proposjción 
If.37. 

Caso 2. El espacio X es no  numerable. Sea 

y 

SUI = U,l<,~rI. 

Claramente S, es un subespacio  homogéneo  numerable que contiene una sucesión con- 
vergente no trivial. Por la  Proposición 11.37, S, es No-resoluble.  Para  todo z E X existe 
un homeomorfismo h,:  X - X con h,(x) = z. Así que X = ULEXhZ(Sw)  y por lo tanto 
X es No-resoluble  utilizando  el  Teorema II.7. 0 
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Ahora podemos establecer algunas restricciones cardinales para espacios homogé- 
neos; en particular para grupos topológicos irresolubles O maximales. 

TEOREMA 11.4 1 ([V 11). (p = c )  Sea X un espacio homogéneo irresoluble que contiene 
un subespacio numerable no  discreto. Entonces w(X) 2 c. 

DEMOS”RACI6N. Sea D X un subespacio numerable  no discreto. Suponga  que 
w(X) < c.  Entonces w(D)  < c .  Considere un  punto x E D y una base local 13 para x 
en D con If?( < c. La base 13 tiene la propiedad de la intersección finita. De acuerdo al 
principio p = c obtenemos un subconjunto B 2 D, 1BI = N o  t a l  que I B \ A (  < No para 
toda A E B. Esto significa que B converge a x. Por  el Teorema I1.40, X sería resoluble, 
una contradiccidn. O 

En  [Ma141 se  demuestraque todo grupo topológico maximal G cumple con A( G) = No. 
Usaremos  este hecho en el siguiente Corolario. 

COROLARIO 11.42 ([Vl I). (p = c) Si G es un grupo topológico maximal injinito, en- 
tonces w(G) > c. 

DEMOSTRACI~N. Supongaquew(G) < c.  SeaUunavecindaddeeG,  talque = No- 
Sabemos  que w(U) < c y por lo tanto podemos aplicar el principio p = c al  filtro de 
vecindades  de ec y obtener una  sucesión  convergente, lo que implicaría la resolubilidad 
de U. Pero todo  espacio maximal es irresoluble. O 

Regresemos a la resolubilidad respecto a convergencia. En  el primer artículo sobre 
resolubilidad [HI se  demuestraque aquellosespacios con base local  linealmente ordenada 
por inclusión en todo punto son  resolubles. En [Ce] se generaliza este resultado y se 
prueba la máxima resolubilidad de tales espacios. Nosotros íremos aún  más  lejos  al 
probar la máxima resolubilidad de espacios con redes locales’ linealmente ordenada por 
inclusión. Los dos siguientes lemas generalizan resultados previos debidos a Ceder [Ce]. 

LEMA 11.43. Sea X un espacio topológico tul que tiene una red A con I A( 2 A(X) 
para toda A E A y A(X) = /AI. Entonces X es maximal  resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sean A = I-AI = A(X) y A = {U, : a < A}. Existe una  sucesión 
I7 = (23, : cy < A }  de subconjuntos de X de cardinalidad 2 A tal  que todo U,, 
(Y < A, aparece A veces  en V .  Por recursión transfinita definimos un conjunto denso 
de cardinalidad A. De Bo elegimos un punto {x) para  formar Do = (x}. Suponga que 
hemos construido el conjunto D, = { x p  : /3 < a}, con (Y < A. Como a < A podemos 
encontrar x, E U, \ D, y formar Da+, = Da U { x u } .  AI final de la construcción 
obtenemos un conjunto D denso en X y de cardinalidad A, ya que D intersects a todos 
los elementos  de la red A. Observe que por construcción ID n = A. Tenemos  una 
familia ( D  n U, : (Y < A} de subconjuntos de D cada uno  de cardinalidad X. Usamos 

‘Redes según se definen en el Capítulo I 
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el  Lema I. 13 para obtener una familia { E s  : p < A }  de subconjuntos ajenos  dos a dos, 
1 Ea1 = A para  toda cy < A y tal que E s  C D n U,. Como I Es1 = A, usamos  el  Lema 
I. I2 para descomponer Ep en A subconpntos ajenos no vacíos 

Finalmente definimos 
F y  = uj3<AEPy; 

es  claro que cada F? es denso en X y por lo tanto X es  maximal resoluble. O 

LEMA II.44. Sea X un espacio que  tiene una red A tal que IAI 2 A ( X )  para toda 
A E J1 y !A} < A(X), entonces X es maximal resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sean A = lAl y K = A(X) ,  entonces A < K .  SeaA = { B, : cy < A}. 
Construiremos una familia { 0 s  : P < K }  de densos ajenos, lo cual  probará  la  máxima 

resolubilidad de X. 
En  la etapa O elegimos puntos distintos Xoa E Ba(a < A )  y definimos DO = {xoa : 

cy < A}.  Suponga que hemos construido los subconjuntos D,, para toda p < P, donde 
/3 < K .  Note que 

I up<p D p l  L IDPI = lPl ' A < K.  
P<B 

Entonces podemos elegir puntos distintos Xpa E Ba \ U,<pDQ para toda a < A para 
formar Os = {xsa : a < A}. Si continuamos este proceso, al final obtenemos una 
familia de K subconjuntos densos ajenos entre si . 0 

Ahora probaremos máxima  resolubilidad  ante la presencia de una  red local  linealmente 
ordenada por contención. Antes  requerimos un lema. 

LEMA II.45. Sea X un espacio topoligico tal  que todo punto x E X posee una red 
local L, linealmente  ordenada por contención  tal  que I L I = A(X) para toda L E Lx. 
Sean x E X un punto arbitrario y U cualquier abierto que contenga a x. Entonces  existe 
una  red local M para x tal  que l n Z l  _< I U 1. 

DEMOSTRACI~N. Sean x y U como en  la hipótesis. Como L, está linealmente ode- 
nada  por contención, sabemos  que existe M s L, cofinal en L, y bien  ordenada  respecto 
a la contención (Lema I. 16). De la cofinalidad se desprende que M es una  red loca] para 
x. Ahora probaremos  que /3 = /M1 5 IUI. Sin pérdida  de generalidad, supondremos 
que todo elemento en M está contenido en U. Inductivamente construiremos un sub- 
conjunto 2 de U de cardinalidad p. Sea M = { La : cy < p} .  Elegimos zo € Lo \ L I ,  
Z I  E 1 \ L2, . . . , z,, E L n  \ Ln+1, . . . (n < O). Suponga  que hemos elegido { z, : e < S} 
Para alguna S < /3 límite,  tales  que z ,  E Le para  toda e < S. Elegimos z, E L ,  \ LL,+], 
ZP+I f LC+] \ LC,+2, . . . , Zg+n E Lg+n \ Lp+n+t, . . . (n < O). Al final  obtenemos  el 
conjunto 2 = { z ,  : a < p}  C U. Entonces  necesariamente /PI 5 /U(. n 



26 II. RESOLUBILIDAD Y TOPOLOG~AS MAXIMALES 

TEOREMA 11.46 ([V2]). Sea X un  espacio tal que todopunto x E Xposee una red local 
LX linealmenre  ordenada por  contención y I L I 2 A( X )  paru  toda L E L,. Entonces X 
es maximal  resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Basta probar  que  todo  abierto U es  IUI-resoluble. 
Sea U un abierto no  vacío.  Por  supuesto, lUl 2 A(X). Se afirma que  existe una red 

Primero observe que para  toda x E U existe una red  local Lx que contiene una  red 

Construimos A simplemente tomando todos los elementos de cada M,, para  toda 

Una  vez que tenemos la  red A para U podemos  aplicar ya sea el Lema 11.43 o el Lema 

A tal  que IAI 5 lUl, y /A1 2 A(X) para  todo A E A. 

local Mx con IM,I 5 lUl por el Lema 11.45. 

x E u. 
II.44 y deducir que U es maximal  resoluble. 0 

TEOREMA 11.47 ([V2]). Todo espacio  birradial es maximal  resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Probaremos que todopuntox E X tiene  una  red  local Lx linealmente 
ordenada  por contención y tal que JLl 2 A(X) para  toda L E L,. Pero esto se  sigue de 
que X es  birradial y por lo tanto anidado en  todo  punto x E X (Teorema 11.35). Por lo 
tanto X es maximal  resoluble  de acuerdo al Teorema II.46. 0 

COROLARIO 11.48. Todo espacio  bisecuencial es maximal  resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Todo espacio .biaxxemcial es birradial. 

COROLARIO 11.49. Todo  .r-espacio y todo  espacio  7-birradial son ma.uirnal resolubles. 

5. Resolubilidad en grupos K-acotados 

En esta sección estableceremos ciertos  grados  de  resolubilidad, en ocasiones máxi- 
ma resolubilidad, de algunos grupos  K-acotados. El método de demostración es una 
generalización  del utilizado en mi artículo [Vl]. 

Note que  si G es un grupo  K-acotado, jGI = A y K < A, entonces A(G) = IG I ,  
pues las traslaciones preservan cardinalidad. Claro,  esta conclusión es inmediata  de las 
hipótesis. Sin embargo, lo mismo  podemos  decir si d ( G )  < [GI: 

TEOREMA 11.50 ([VI]). Sea G un grupo topológico tu2 que d(G) < /G / .  Entonces G 
es ! G j-resolddp. En particular; G es maximal resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sea D' un conjunto  denso en G de cardinalidad d(Gj. Considere 
D = (D' ) .  Entonces ID/ = d(G) .  Note  inmediatamente  que G es  resoluble pues 
D y cualquier clase lateral  distinta  de D constituyen un par de densos ajenos. Sea 
Do = D y considere gl E G \ D. Definimos DI = glDo que  resulta  denso y ajeno a 
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Do. Supongamos  que  hemos  construido  de esta forma  conjuntos densos D, para  toda 
a < p. Sea gp E G \ (U,<pD,). Podemos encontrar tal gp pues 

I ua,p D , I  5 IDaI 5 IPI * I D /  < I G I  

siempre que /3 < /GI. Continuando este proceso logramos /GI densos ajenos entre 
sí. o 

n<p 

COROLARIO 11.51. Sea G un grupo tal que d(G) < /GI. Entonces A(G) = /GI. 

Este resultado  también se puede  obtener  de otra manera,  pues si c(G) 5 d(G) < (G 1, G 
es entonces c(G)-acotado (véase el  Lema I. I 1 )  y las  traslaciones  preservan cardinalidad. 

Como ya se mencionó  Malykhin [Ma121 construyó un grupo  numerable  Hausdorff, 
no discreto y maximal. El grupo es por lo tanto irresoluble. Tal grupo es obviamente 
No-acotado. 

Ahora considere el siguiente  ejemplo:  Tome un espacio  numerable e irresoluble X. 
Construya la  suma  topológica Y = BffdN, X,, donde X, = X para  toda Q < N,. Al 
conjunto Y le  añadimos un punto z Y .  Sea Z = Y U { z )  y generamos  una topología 
en Z: las vecindades  de { z }  son  todos  los sumandos con excepción de un número a lo 
mas numerable  de  ellos.  Cada  sumando conserva su topología original. El espacio 2 
resulta ser  Lindelof  no  numerable e irresoluble. 

De los ejemplos  anteriores  deducimos dos cosas: para  espacios  topológicos ser no 
numerable 4 Lindelof no implica resolubl-iiddi Ehg.rupos ~r;ywlQgicos  el ser No-acotado 
no implica ser  resoluble.  Sin e m b a r g o , - ~ - d n ~ ~ ~ ~ r n e j o r a r  el panorama. El 
siguiente resultado  presenta  una  mejora sustancial al Teorema 3.2 de [VI]. 

TEOREMA 11.52 ([V2]). Sea G un grupo A-acotado tal que ] G /  = K ,  c ~ ( K )  > A . 
Entonces G es ntaximal resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Dado que el  grupo G es A-acotado  debemos  tener  que A(G) = K .  

Así es que  procuraremos  encontrar K densos ajenos entre sí. 
Primero construimos un subgrupo de G muy especial. Sea KO C G, KO numerable. 

Definimos Ho = (KO). Suponga que  hemos construido subgrupos H, para toda (Y < P. 
para alguna p < K ,  tales que HL, C Ha para  toda Q < a, Q < K y (Hal = JayJ para  toda 
(Y < K .  Observe  que 

1 u,<p 5 lH,j _< . < K .  

Por- 1 0  tanto poden1os escoger Kp (G '\,, :iLliBHc,), tal que 'K, = /pi .  Defil;iIlloh 

,<p 

entonces 
Hp = ( K g  u Ua,p&). 

Est0 completa la construcción. AI final tenemos una familia {H, : LY < K} de sLIbgrupos 
G .  Sea H = U,,.--,H,. Este  grupo H no es discreto pues tiene  cardinali&id K y es 



28 11. RESOLUBEIDAD Y TOPOLOG~AS MAXIMALES 

A-acotado (Lema 1.7). Ahora,  si  usamos el Lema 1.12 encontramos una familia C de 
subconjuntos de K tal  que ILl = K, I L(  = K para  todo L E C y la familia es ajena  dos a 
dos. Para cada L E L sea 

Por construcción y definición  de C tenemos que DL DL# = 8 siempre  que L # L', 
L, L' E C. Se afirma que cada DL, L E L es denso en H. Considere un L E ,f., arbitrario 
pero fijo. Sea U un abierto no  vacío  en H ,  entonces U = q V ,  donde V es una  vecindad 
de eH. Entonces V = q"U. Por lo tanto, existe K C H, lKI = A y H = K . V .  Para 
cada k E K ,  existe (Y < K tal  que k E Ha, y LY es el menor  con  tal  propiedad; sea R el 
conjunto de tales a. Obviamente  el supremo de R es menor que K ,  puesto  que c ~ ( K )  > A 
es regular; podemos encontrar y < K tal que K C Hy. También existe y' < K tal que 
4" E Hy#. Denotemos  por e = máx{y, y'} .  Existe cr E L, tal  que cr > e. Tomemos 
h E H, \ Up<,Hp. Entonces  existe k E K tal  que h = kq-lu para  alguna u E U, y 
como q-', k E H,, tenemos  que 

u = qk"h E H,, 

y por la elección de h, tenemos  que u E Up<oHB, Así es que u E DL n u  # 0, 10 
que prueba la densidad de DL en H. Afortunademente  disponemos  de K subconjuntos 
DL, 10 cual demuestra la K-resolubilidad de H y por lo tanto  la  maxima  resolubilidad de 
G. o 

COROLARIO II.53 ([V2]). Todo grupo de cardinalidad N1 o c, de  Lindeloj es maximal 
resoluble. En particular, R, R2 y C son  maximal  resolubles 

DEMOSTRACI~N. Todo  grupo  Lindelof o segundo  numerable es No-acotado, además 
c f ( c )  > No. 0 

Si no queremos involucrarnos en problemas con  cofinalidad,  podemos  obtener un 
resultado un poco más débil. 

COROLARIO II.54 ([V2]). Sea G un grupo A-acotado tal  que /GI = K, K > A. Enton- 
ces G es A+-resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Simplemente  observe que A' es regular y aplique una demostración 
similar a la del  Teorema 11.52  al construir una  familia  de  subgrupos { Ha : LY < A+}. 0 

Es tentador  utilizar los resultados anteriores para  demostrar que CJX), el espacio de 
funciones continuas de X a R con la topología de la  convergencia  puntual, es maximal 
resoluble. Este espacio es No-acotado  al ser un subgrupo  de Rx el  cual es No-acotado 
(véase Lema 1.7 y el Lema 1.8). Sin embargo, el siguiente  Teorema  fue  demostrado en 
Noviembre de 1995 por V. Tkachuk y V. Malykhin. 
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TEOREMA 11.55 (TKACHUK-MALYKHIN). Sea X un espacio.  Entonces C,,(X) es nza- 
xintal resoluble. 

DEMOSTRACI~N. En el espacio de  funciones  continuas  acotadas C*(X) considere la 
topología de l a  convergencia  uniforme T,,. Esta  topología es más fina que  la topología 
de la convergencia puntual T,, (véase el  Teorema 2.6.6 de [En]). Además C,(X) con  la 
topología T,, es metrizable y por lo tanto  maximal  resoluble. Dado que toda  función con- 
tinua de X a R se puede  componer  con un homeomorfismo  de IR a [O, 11, la cardinalidad 
de C*(X) es igual a la de C(X). Además, C*(X) C(X) y por  el Corolario 11.8 C(X) es 
maximal resoluble con la topología (tanto C*(X) como C(X) son  grupos  No-acotados, 
pues  son subgrupos de IR'). Ahora, T,, es más fina  que T,,; por lo tanto, C(X) con T,, 

también es maximal  resoluble. 0 

Siguiendo la linea de las demostraciones  anteriores,  podemos  probar que los grupos 
totalmente acotados son  maximal  resolubles. Un ejemplo  de un grupo No-acotado que 
no es totalmente acotado es el  grupo  construido por Malyhkin [Ma12]. Este grupo es 
numerable e irresoluble y por lo tanto no  puede ser totalmente  acotado. 

DEFINICI~N 11.56. Un grupo G es llamado  totalmente acotado si  para  toda U vecindad 
de ec, existe un subconjunto finito F C G tal que G = UF. 

Al igual que los grupos K-acotados,  los  subgrupos  de  grupos  totalmente acotados, 
también son totalmente acotados. 

TEOREMA 1I.57 e[V2j): Sea G un grupo totalmente acotado. Entonces G es maximal 
resoluble. 

DEMOS"RACI6N. Recuerde  que  nosotros  consideramos sólo espacios no discretos Ti- 
khonov, así es que si IGl = A, entonces A debe ser un cardinal  infinito.  Si A = No, el 
resultado. es decir que G es No-resoluble, se demuestra  en  [Mas]. 

Considere ahora el caso h > No. Definimos  una  sucesión  creciente  de subgrupos 
{ F ,  : a < A} de G. Sea FO = {ec} y Ho = Fo. Suponga  que  hemos construido los 
subgrupos H, para toda a < p (p puede  ser un ordinal  finito), tales que H, 5 H,, siempre 
que Q < y < p y ]Hal = /al, para  toda (Y < p. Encontramos F p  5 (G \ UclcpGa), 
/FBI = 1 / 3 1  y definimos Hp = { F p  U U,,pH,). Al  final obtenemos una familla { H, : 
cu < A} de subgrupos de G tales  que N,  5 Hp. si cy < p < A y ]Ha/ = Icy] para toda 
CY < A. Encontramos unafdmilia 3 de subconjuntos  ajenos  de A con 131 = \ G / .  adern5. 
1F.i = /GI para toda F E F. Para cada F E F definimos  el subconjunto: 

Corno e n  la demostración del  Teorema 11.52, se  prueba  que cada L F  es denso en G. lo 
cual implica  que G es maximal  resoluble. 
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El siguiente resultado se conoce  desde  hace  mucho  tiempo.  Véase  por ejemplo 
[Co][Lemma 6.33. 

TEOREMA 11.58. Todo grupo  seudocompacto es totalmente  acotado. 

COROLARIO 11.59 ([V2]). Todo grupo  seudocompacto  es  maximal  resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Se sigue  de los Teoremas 11.58 y 11.57 y de  que  todo grupo seudo- 
compacto tiene cardinalidad  no  menor  que c [CoRoI]. U 

COROLARIO 11.60 ([V2]). Todo grupo rzumerablemente compacro es maxintal  resolu- 
ble. 

DEMOSTRACI~N. Todo espacio numerablemente  compacto es seudocompacto ([En] 
Theorem 3.10.20). 0 

6. Resolubilidad en grupos libres 

En esta sección  probaremos  que  todo  grupo libre es al menos  No-resoluble.  También 
se presentará la máxima  resolubilidad  de ciertos grupos libres. 

Primero daremos una  breve  descripción  de la construcción  de  grupos  libres.  Consi- 
dere un conjunto infinito X. Construiremos un grupo F(X) sobre X con las siguientes 
propiedades: 

(1) X es subconjunto  de F(X). 
(2) Toda  función f : X -+ G, donde G es un grupo, se  extiende a un homomorfismo 

L a  construcción de F(X) se logra  considerando a X U X-', con X" = h ( X ) ,  donde h 
es una biyección  definida  por h ( x )  = x", como las  letras  de un alfabeto. Formamos 
palabras con este alfabeto que serán los elementos de F(X) y l a  palabra  sin letras o vacía 
es la identidad de F(X). Las palabras se consideran  reducidas, es decir, si por ejemplo 
en la palabra apereciese xx-' se  cancela este término y si  por ejemplo aparece x x  se 
escribe x2. L a  operación  de grupo es la yuxtaposición  de  palabras. 

Podemos distinguir un  punto en X, digamos e E X ,  construir el grupo  libre  sobre X' = 
X \ ( e }  y considerar a e  como la identidad  de F(X'). Utilizaremos  ambas construcciones 
posteriormente. 

En  el caso que X sea sea un espacio topológico, la tarea  es  introducir u n a  topolog13 
e n  F(X) o F(X')  de tal forma  que  se  cumplan  las siguientes condiciones: 

( 1  ) F( X )  es el  grupo  libre algebraic0 sobre X. 
(2) X es un subespacio  de F ( X )  o FCX'). 

a: F(X) + G. 
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( 3 )  Toda  función  continua f: X --f G, donde G es u n  grupo topológico, se  extiende 
a u n  homomorfismo continuo F :  F ( X )  - C. En  el caso de  F(X’) se  pide que si 
f : X ”+ G es una  función  continua a un grupo topológico  G tal que f ( e >  = e(;,  
cntonces f se extiende a un  homomorfismo  continuo @: FtX’) 4 G. 

Si se cumplen todas estas condiciones  llamaremos a F(X) el grupo topológico  libre  de 
Markov [Ma] que denotaremos FM(X) y a F(X’) el  grupo  topológico  libre de Graev [Gr] 
el cual se denota FG(X), pues  ambos  autores  consiguieron  introducir  una  topología en 
F(X) que cumple con l a s  propiedades (1)-(3). En forma correspondiente se construyen 
y definen  los grupos abelianos  libres y grupos abelianos  libres topológicos ya sean de 
Markov A M ( X )  o de Graev A G ( X ) .  

Cuando resulte lo mismo considerar FM(X)  que FG(X) denotaremos ambos grupos 
por F( X). 

DEFINICI~N 11.61. En F(X) definimos la longitud 2(z) de  una  palabra z E F(X), 

Con F,(X) (FM,(X) o FG,(X))) denotaremos el  conjunto  de palabras de F(X) que 
z = x;’ . . x; como L(z) = rl + . . . + r,,, si X I ,  . . . , x,, E X. 

tengan  longitud no  mayor  que n ,  para toda n < w. 

LEMA 11.62. Pura todo espacio X, d(FG(X)) 5 d(X) y d(FM(X)) 5 d(X). 

DEMOSTRACI~N. Considere  el caso de  FG(X). Definamos  una  función 

4, : (X U X” U {e})” ”+ FG,(X) 

por 4,,(x1, . . . , x,) = x1 - . -x,,. La función (6, es continua,  pues la multiplicación es 
continua  en  FG(X). Note que d(FG,(X)) 5 d(X”) = d(X) por la continuidad de d,. 
Ya que FG(X) = U,,<,JG,(X), se obtiene  el  resultado. 

El caso de  FM(X) es similar. O 

LEMA 11.63. Sea G un grupo topolo’gico y U ctna vecindad de eG. Entonces, paro 
toda n < w existe una vecindad V de eG tal que V” C U. 

DEMosTRACI~N. Ya que la multiplicación es continua y e; = ec, existen  vecindades 
VI, . . . V,, de eG tales que VI . - V, 5 U .  Entonces V = VI n V2 . V, cumple lo 
requerido. 0 

PRO~oslcr6N 11.64. Sea X un espacio 110 discrero. Entorzces toda L m z i n c k r t l  IN 
ident idd en FG(X) contiene palnhrus dc> longitud arbitrmirr. 

D E L I O S T R A C I ~ ~ .  Dado  que X es no discreto. exisle e E X aislado. En [&I se 
demuestre  que los grupos FG(X) uno con  el punto e como  identidad y otro con  el  punto 
.f como identidad.  son  isomorfos  topológicamente. Así es que consideramos a o la 
identidad de FG(X). Sea m u n  número  natural  arbitrario  pero fijo y U una  vecindad 
arbitraria de e .  Del  Lema 11.63 sabemos  que  para toda 17 2 111 existe vecindad v 



32 11. RESOLUBILIDAD Y TOPOLOGÍAS MAXIMALES 

de e tal  que V" 2 U. Como J V  n XI 2 No, podemos  encontar n elementos distintos 
xl, . . . , x, en V y formar  una  palabra xI  . . . . x, E V" C U de  longitud n 2 m .  0 

Ahora  probaremos  que  para  todo espacio no discreto X el  grupo  libre  sobre  X, FG(X) 
es resoluble, de hecho es No-resoluble. 

TEOREMA 11.65. Si X es un espacio no discreto,  entonces FG(X) es No-resoluble. 

DEMOSTRACI~N. Sea .F una familia de subconjuntos ajenos e infinitos de w tal que 
131 = No,  JFI = No. Definamos los siguientes subconjuntos  de FG(X): 

LF = { z  E FG(X) : l(z) = n, para  alguna n E F). 

Se afirma  que los conjuntos LF son densos en FG(X) (es  claro  que ellos son ajenos dos 
a dos). Para  probarlo  fije F E .F y elija un  abierto no vacío U en FG( X). Si eG E U de la 
Proposición 11.64 sabemos que U contiene palabras  de  longitud  arbitraria,  en particular 
contiene palabras de longitud n para toda n E F. 

Suponga que eG $! U. Expresemos a la  vecindad U como U = gV donde ec E V. 
Sea In = I(g). Existe k E F tal  que k > m .  Elija en V una  palabra 2 de longitud k - m ,  
tal que en gz no  haya  cancelaciones.  De aquí, gz E U n LF. 

Observe que si X es discreto  el  método de l a  demostración  del  Teorema 11.65 no 
funciona pues existen vecindades de la identidad e de FG(X) que contiene sólo un 
número finito de puntos. En el caso de el grupo FM(X)  se puede encontrar una base de 
vecindades de e las cuales contienen sólo palabras de  longitud  par (véase [Tk2]). 

En ciertos casos podemos encontrar un grado mayor  de  resolubilidad  de FG(X). 

TEOREMA 11.66. Sea X un espacio  tal que d(X) < 1x1. Entonces FG(X) es maximal 
resoluble. 

DEMOSTRACI~N. El resultado se sigue del  Teorema 11.50 y del Lema 11.62. 0 

TEOREMA 11.67 ([Ar3]). Sea X un espacio. 
( I )  Si wl(X) 5 T,  es decir si  toda  cubierta  abierta  de X contiene  una  subfamilia de 

(2) Si c(X) 5 No, mtonces F(X) es No-acotado. 
cardinalidad 5 T cuya  unión  densa  en X, entonces F(X) es  r-acotado. 

Con este resultado  podemos  probar la máxima  resolubilidad  de  algunos  grupos libres: 

DEMOSTRACI~N. Ambos resultados se siguen de los Teoremas  11.67 y 11.52. 
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. .  

7. Resolubilidad en espacios  producto 

Concierne a este apartado  el estudio de la P-resolubilidad  de algunos productos de 
espacios. 

Pioneros en esta investigación  son  Ceder y Pearson,  cuya  obra  fundamental, a este 
respecto, [Cepe], presenta  la  demostración  de  que  el  producto  de  espacios  maximal 
resolubles es maximal  resoluble, considerando en  el  producto  tres  topologías distintas. 
En el mismo articulo se plantea la pregunta  sobre la posible  extensión de este resultado 
a otras topologías  naturales  en  el  producto. En  [E21 El'kin  responde  afirmativamente 
esta pregunta y generaliza algunos otros resultados de [Cepe] considerando topologías 
en el producto definidas al  usar  ideales  en  el conjunto de  indices  del  producto. 

Ya que en [E21 esencialmente se resuelve  el  problema  para  productos  con  la topo- 
logía usual,  nosotros  consideraremos  topologias  K-producto,  donde  nuestros resultados 
adquieren importancia  cuando K > No. 

Aquiseprobarálap-resolubilidad paraciertos cardinales  infinitos p. Si X = X ,  
y x E X, por  simplicidad  expresaremos a x como x = {x,}, donde x, E X, para toda 
cy < p. 

DEFINICI~N 11.69. Sean { X ,  : cy < p)  una  familia  de espacios, y X su producto 
cartesiano. Considere un punto  fijo x = {x,} E X. Definimos 

En el caso de C N O(x) lo denotaremos  simplemente  por @(x). Estos conjuntos son llama- 
dos los E-productos basados  en x.  

Estos C-productos tienen  propiedades muy convenientes parae1 estudio de la resolubi- 
lidad de productos de espacios. Recuerde  que un espacio producto X con la K-topología 
producto se denota por X("). 

hoPOSIC16N 11.70. Sean { X ,  : Q < p }  una familia de espacios con p 2 No y K un 
cardinal  tal  que K < p. Considere su producto topológico X(") = n,,s X,.  Si x E X("), 
entonces ZK(x) es denso en X(K). 

Considere un punto y = { y , }  E X("' tal  que I {  cy < p : x, # y , }  I 2 K. Entonces 
z ~ x )  n cyy) = 0. 

DEMOSTRACI6N. Sean x E X("' y U un  abierto no  vacío  en X("). Probaremos que 
u m K W  # 8. Sin  pérdida de generalidad  podemos  suponer que U pertenece a la 
base canónica, es decir U = U,, cada U, es abierto  en X ,  y R(U)  = A tiene 
cardinalidad < K .  Sea D = { Q < P : U, = X,}. Para  toda a E A ,  elegimos un  punto 
Za E y hacemos Z, = X,. Para CY E (p  \ A).  El punto z = { z , }  pertenece entonces 
a U y a XK(x). 
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Suponga  que x y y difieren en  al  menos K coordenadas.  Suponga  que z E XK(x), 
entonces x, = Z, para al menos K coordenadas y por lo tanto I { (Y < p : x, # y,} I 2 K 

y por lo tanto z XK(y) .  O 

TEOREMA 11.7 l. Sea { X ,  : (Y < p }  una familia de espacios tales que  mín{ IX, I : (Y < 
p} = K .  Entonces X(A) = n,,, X,, es K . p resoluble para toda A < p, donde p, K y h 
son  cardinales  infinitos. 

DEMOSTRACI~N. Sean 3, 3, familias con l a s  siguientes  propiedades: 
(1) 1 3 1  = P, = K .  

(2) 3 y 3a, son familias de  subconjuntos ajenos de p y X, respectivamente. 
(3) IF1 = IF'I = /3 para  cualesquiera E F' E 3. 
(4) IF1 = 1 F'I = K para  cualesquiera E F' E 3,. 

Tomemos un F E F y para  cada a E F considere un conjunto An E .Fa. Sabemos 
que IAaI = K ,  así es que  podemos formar K puntos  que  difieren  en p coordenadas. Como 
tenemos P conjuntos F E 3 podemos formar KP puntos  que  difieren en /3 coordenadas. 
Considerando  sus XK-productos, tendremos KP subconjuntos  densos ajenos dos a  dos en 
x(A). 0 

COROLARIO II.72. Sea { X ,  : (Y < p}  una familia de espacios. Suponga  que I X ,  I 2 h 
para toda a E p. Entonces X(A) = n,,, X ,  es A p resoluble, para toda A < p. 

DEMosTRACI~N. Considere familiad 3 y Fa como ewia prueba  (bsl-Teorema II.7 1 
con a! E A. Obtenemos así hp punteskpe difieren en /i?Jawrdenadas:  4m&"-productos 
de estos puntos  nos  dan la hp-resolubilidad de X(A). O 



CAPÍTULO 111 

Refinación  de  Topologías  en Grupos Conexos 

1. Introducción 

Este Capítulo versará  sobre la refinación  de  topologías  conexas y de grupo, es decir 
dado un grupo topológico G con  topología T conexa, ¿cuando se puede  asegurar  que 
existe una  topologia 7' de grupo en G conexa y tal que T C T', 7' # T?. 

Existen ejemplos de  una  respuesta  afirmativa a esta pregunta: considere C*(X) el 
espacio de funciones continuas acotadas  con la topología  de l a  convergencia  puntual. 
Este es un espacio vectorial  topológico  (en  particular un grupo topológico), y por lo tanto, 
es conexo. Si  en C*(X) consideramos l a  topología  de l a  convergencia  uniforme,  que 

^ '  '? I es m& fina que la de la convergencia  puntual, C*(X) sigue siendo un espacio vectorial 
topológico y en  consecuencia,  esconexo. 

Antes de analizar  con más detenimiento  este  problema, es conveniente enmarcarlo en 
un contexto más general, que nos  permita  comparar  resultados y anticipar dificultades. 

Un planteamiento más  general de nuestro  problema es el siguiente: Sea (G, T )  un 
grupo topológico que  posee  una cierta propiedad P, ¿existe una topología estrictamente 
más fina de grupo que  aun posea P , o al  menos que la nueva  topología  posea  una 
propiedad, en algún sentido bien  definido,  cercana a P? 

. ~. 

Analicemos algunos  resultados  afirmativos  relativos a ciertos casos de P. 
En [Col se demuestra (Teorema 6.17) que  todo  grupo abeliano compacto de peso no 

numerable admite una  topología  estrictamente  más  fina (por supuesto, no compacta) 
seudocompacta. El requerimiento  sobre el peso no numerable es esencial  pues u n  grupo 
abeliano compacto y metrizable  no  admite una topología  seudocompacta estrictamente 
más fina [CoRol]. 

En [CoReI] se  demuestra que todo  grupo  topológico (no necesariamente abeliano) 
de la forma F" con u > u, admite una  topología  más fina que la original  de  peso 
kv(F) + 2'" seudocompacta,  donde F es un grupo  seudocompacto.  También se prueba 
que ciertos grupos compactos (es decir, con algunas  restricciones cardinales sobre e] 
subgrupo conmutador) admiten  topologías  estrictamente más  finas  seudocompactas. 

35 
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De otra forma tendríamos una separaci6n de p " ' ( x )  dacla  por 

p-l(x) = (P-'(x) n 3;) u (p-l(x) n 0;) 
lo que contradice el hecho  de que p - ' ( x )  Y es concxo. 

Para cada subconjunto O C: X x Y definimos 

p#(O) = x \ p(X x Y \ O). 

(A) x \ P(F) c P (01) U Y ( 0 2 ) .  

Es claro que p#( O )  = {x E X : p"(x) 2 O } .  Se afirma que 
# -  # -  

Sea x E X \ p(F) .  Entonccs ~ - ' ( x )  C 01 o ~ " ( x )  C: 0 2 .  Por lo tanto x E ~ ' (o , )  
o x E p#(c). Se observa  que p#(q) y ~ ' ( 0 , )  son cerrados por la definición de p# y 
que son ajenos: si x E p (Ol )  n p (O2) ,  entonces p"(x)  C 01 n ¿& = F .  Ya que 
p(G) = X, existe y E Y tal que (x, y) E G. Pero entonces (x, y) E G n F # 8,  u n a  
contradicción. Notemos que #(o,) # X # ~ ' ( 0 , ) .  De estas propiedades se deduce 
que 

# " # " 

p#(G 1 u p#(02)  # x. 
En caso contrario X sería disconexo, lo que termina 12 demostración, pues  de (A) sabemos 
que el conjunto abicrto no vacío X \ (p#(a-,) U p#(oi)j est5 contenido en p(F). 0 

De  gran  trasccndcncia para nuestro  trabajo  son l o s  conjuntos regularmente abicrtos y 
regularmente cerrados. 

D E F I N I C I ~ N  111.2. Un subconjunto O de u n  espacio X es llamado regularmente  abierto 
si O = Int(0). La familia  de  todos los conjuntos  regularmente abiertos de un espacio 
X se denota por RO(X). Un conjunto F 2 X es regularmente cerrado si F = Int(F). 
La familia de todos los conjuntos regularmente cerrados de u n  espacio X se denota por 
RC(  X). 

Los dos siguiente resultados  son  bien conocidos (véase [W] y [GMT]). 

TEOREMA 111.3. Pur(r cualquier espacio X,  IRO(X)l 5 r l r c ~ ( X ) ~ ( ~ ) .  

DEXIOSTRACI~N.  Sean c ( X )  = K y 'V una n-base para X con 1 2 3 1  = m ( X ) .  Defi- 
nimos la familia G = {Int(G) : G es la  unión  de 5 K elementos de 'V}. Se afirma que 
RO(X) C G de donde se desprender5 que IRO(X)l 5 rw(X)''('). Sean R E RO(X) 
y V K  = { V E V : V R}. Se sigue del  Lema 1.3 que existe una subfamilia W 
de V K  con IWI 5 K y UVR 2 (UW). Sea G = UW. Es fiicil ver que R 5 (U'VK) 
pues R es abierto y 17 es una n-base. De aquí concluimos que x = G y por lo tanto 
R = Int(R) = Int(C;). 0 

P R O P O S I C I ~ N  111.4. .Si A PS ut1 cotljltrlto regulartm~tlre c e r r d o  PII un c)spncio X, ell- 

totlces X \ A es r q ~ l l ~ r r 1 1 1 ~ ~ 1 1 t o  clbic~rto e l l  X. 
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Dm1osmAcIóN. Denotemos  por F" el  complemento  de u n  subconjunto F 5: X. 
Si A es u n  conjunto regularmente cerrado, entonces A = Int(A).  Por lo tanto A' = 
(Int(A))" == ((z')<)(' = Int(A") y por lo tanto A" es u n  conjunto  regularlncnte 1. a 3lerto. 
El recíproco se prueba  en  forma  similar. 0 

_ _ _  

"- 

COROLARIO JII.5. Si X es un espacio, entot7ce.s IRC(X)I = IRO(X)l. 

LEMA J11.6. Scnrz H, T espacios  topoldgicos tcrles que c( H )  5 K y K+ es unpreccllihrc. 
cltDil de T.  Entonces c(H x T )  5 K. 

DEMOSTKACI~N. Sen V = {Va : (Y < K+} una  familia de abiertos no vacíos  en FZ x T .  
Sin  pérdida de generalidad  podemos  suponer que cada V, es de l a  forma Vu = U ,  x W,, 
con U,, W ,  abiertos en H y T respectivamente. 

Consiclere l a  familia {w ,  : LY < K + } .  Existe A E [K']"' t a l  que W ,  n W, # 8 
para todo (Y, p E A .  Ahorn considere l a  familia U = { U ,  : cy E A }  de abiertos ~ I I  H .  
Clxamentc existen CY < p < K+ con U ,  n U p  f 8. Entonces Van Vfi # fl y la familia 
V no  puede ser celular. Por lo tanto, c (H x T )  F: K .  0 

COKOIAKIO 711.7. Socrn X, Y ~~spncios tales que c (X)  5 No (es decir; X sccti.\f¿rc.e ccc) 
y d ( Y )  =~: No. Erltoucc~s Ir1 c~clulctriclncl de X x Y es t11~1r1c~rd71~~. 

DEXIOSTKACI~N. Se sigue del hecho  de que T es separable, es decir d(T) = No.  0 

D E F I N I C I ~ N  111.9. Sean G un grupo abeliano y g E G, g # eG. Si existe 1111 11 E N t a l  
que ~ z g  x e ( ; ,  donde ng  = g + . . + g, con n sumandos,  entonces g es 11n e l e t m v z t o  de 
torsicin de C. Si I Z  cs el mínimo  nilmero t a l  clue n g  = eG, entonces Iz es r l  orclcr~ de g y 
esto se dcnota ('(S) = tz. 

Si G es 1111 grupo, denotaremos  por tG el subgrupo  de G consistente cle los elementos 
de torsión (rccLlcrclc:  clue G es nbeliano). 

Si G no tiene elementos de torsión,  entonces G es Iibre de torsi tit^. 

D E F I N I C I ~ N  111.10. Sea G u n  grupo. 
( I )  Una familia de subgrupos { H, : (Y < K }  de G es in¿l~l'c."rli~tlte si 



2. PRELIMINARES 39 



40 111. REFJNACI6N DE TO1'C)LOCÍAS EN GRUPOS CONEXOS 



3. GRUPOS CON SUBGKUPO DE TORSION I'EQLJEfiO 41 

Fin:llmcntc  podemos  construir L tomando l a  uni6n de los FIX, es decir, I, 1-1 UkEW~t  Elk.  
Es claro que IZ 5 L y que ] L /  = /HI.  Por construcción, si u n  elemento de L es divisible 
entre IZ en G con II E N+, es divisible entre 11 en L ,  así que L. es puro. U 

Ahora  podemns  obtener  nuestro  primer  resultado  sobre  refinación de topologías  de 
grupo conexas. 

DEMOSTKACI~N. L a  idea de la demostración es construir u n  homomorfismo discon- 
tinuo Iz de G al grupo del círculo 'I' en  tal forma  que el subgrupo 

G' = {(x, h(.r)) : x E G} 
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lo tanto, f se  extiende ;t u n  hornomorfismo f : (X) ---) T. Como el grupo T es divisible, 
se puede extender f a u n  homomorfismo 12 : G + T (vkase [Robin]). Considere el 
grupo G' mencionado a l  prirxipio de la 1meha: 

G' = {(x ,  I l ( S ) )  : x E G} c p: 
El grupo G* contiene al conjunto G r ( f )  y por lo tanto es denso en P. Falta probar  que 
G* es conexo. Suponga lo contrario y use  el  Teorema 111. I para encontrar u n  elemento 
F E 3 con F rl G* = 8. Entonces G r ( f )  f l  F = 8, que contradice el  hecho de que 
Gr( f) intersecta a todos los miembros de F. 

Así, G* es u n  subgrupo denso y conexo  de P y podemos  introducir una topologí;l 
de grupo conexa en G mediante  el  epimorfismo p r  G*:  G* "-f G .  Esto completa I ; I  
demostración. 0 

Por supuesto, podemos  pcrmitir l a  presencia de u n  subgrupo de  torsión  pequcíío y a i ln  
obtenemos una  topología estrictamente mBs fina conexa. 

D E , M O S I ~ K A C I ~ N .  Recuerde que u n  grupo conexo tiene  cardinalidad al  menos c .  El 
resultado  se sigue tiel  Teorema 111.19. O 

En el  Teorema Ill. I9 hemos conseguido refinar  la  topología  de u n  grupo conexo y 
logramos ademis conservar el mismo peso y l a  celularidad  numerable. El siguiente 
paso es tratar de preservar la separabilidad de la topología. 

Antes requerimos u n  resultado  preliminar. 
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DF:MOSTRACI~N. Sea S un subconjunto  denso  numerable de G.  Definimos como IZ el 
subgrupo generado por S en G ,  es decir, H = (S). Por el Lema 111.18, existe u n  subgrupo 
nunlcrablc p r o  I, de G que  contiene a H .  El grupo cociente G I L  es obvianxnte libre de 
torsih (v6xst: [HK] 'l'corerlla A.28) es no numerable.  Denote por v el homonmfixmo 
cancinico  de G a G I L  y elija u n  subconjunto independiente Y = { y l I  : n < o} del 
grupo cociente Q = G / L .  Sea {t l1 : 11 < o} un  subconjunto  denso y numerable de T. 
Definimos 13 funcicin f :  Y -+ T por f ( y , , )  = t, para cada tz < w .  Dado que Y es u n  
subconjunto independiente  de Q,  f se extiende a u n  homomorfismo g :  KO --f T, donde 
KO = ( Y ) .  Sea K = n-'(Ko) y q = g.rr / K. Obviamente, K es un  subgrupo de G y 
I K (  = IKoI . ILI = N o .  Falta prolxr que  el subgrupo ((x, q(x))  : x E K} es denso en P. 

Sea O = U X V u n  abicrto no vacío de P. Existe u n  elemento t,, E V .  Elija x,, E K 
con n( .x , , )  = y,. Entonces q - ' ( t J 1 )  2 n"(yn) = x, + L .  El conjunto x ,  + L es denso 
en G y por lo tanto existe .Y E (x, + L )  n U .  Así, x E K y (x, q(x))  = (x, t,,) E O. 13 

DEMOSTKACI~N. Note  que no podemos  proceder exactamente como e n  la prueba  del 
Teorcn1a 111.19 p c s  no snhernos si el subgrupo G* es separable, ailn si p'r(G*) =y C .  

Ya que G es concxo, ]GI 2 c. Por el L e m a  111.22, existe u n  subgrupo numerable K 
de G y u n  homomorfismo q :  K "-f T tal que el conjunto D = {(x, q (X)>  : x E K} es 
denso en el producto P = G x T. 

Sabemos  que c (C)  5 d(G) 5 N o  y w(G) 5 2d(G) = c ,  por lo que podemos aplicar la 
construcción usada en la prueba del Teorema 111. I9 y definir u n  homomorfismo h : C -+ 

T que satisfaga las siguientes condiciones: 
( I )  h r K = q;  
(2) el subgrupo G' = { ( S ,  h(.r)) : x E G} de P intersecta a todo subconjunto no 

vacío cerrado F de P de la forma F = unu para ciertos abiertos L! V de P,  y 
que satisfaga Int(pr(F)) # 8,  donde p r  : P "--t G es la proyeccih. 

De ( I )  se sigue que G' contiene u n  subgrupo denso y numerable D, por consiguiente 
es separable. De (2)  y del  Teorema 111.1 sabemos que G* es conexo. Ya que la gr5fica 
C" del  homomorfismo h es densa  en P,  concluimos que 12 es discontinuo. Por lo tanto, 
la topología de grupo 

T = { p( O )  : O es abierto en G*} 

en G es estrictamente m5s fina que la topología  original  de G. Clnr:ln1ente el gr~lpo 
(G, T) es conexo y separable. 0 

Presentarnos  ahora una de  las  posibles  aplicaciones  del  Teorema 111.19. 
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COROIARIO 111.24. Sea G 1117 subgrupo denso cor~c'.~-o~ libre de torsitin de zlnyrodllcto 
cartesiano naCp G,, dorde cado G, es un g s u p  sqxlrctble y p 5 c. Entonces G admite 
una  topología cle grupo conem estrict~lmcilte rnn'sjnn. 

DEMOSTRACI~N. Sea K == Il,<p Gcr. Tenemos tr(G,) 5 2"'") para cada CY < p, por 
lo que w(K) 5 c y w(G) 5 w(K) 5 c. AdemLis, corno  todos los factores son separables, 
por el Corolario 2.3. I7 [En] del Teorcma  de Hcwitt-Marczewsky-Pondiczery c( K) 5 No. 
Además c(G) = No pues G es denso  cn K. Mediante el Teorema 111.19 obtenemos la 
afirmación  del Corolario. 0 

4. Grupos con torsión 

AI tratar de utilizar el mt5todo de  la  secci6n  anterior  para  refinar topologías conexas 
en grupos abelianos con  torsibn, nos encontramos con  dificultades en l a  definición  del 
homomorfismo, pues  ahora  tenemos elementos de torsión. Debemos desarrollar otra 
técnica. De hecho conseguiremos  refinar  topologias  conexas  en grupos abelianos de 
torsión acotada y en pgrupos.  

Presentamos algunos resultados auxiliares. 

LEMA 111.25. Sea G un  p-grupo nu rwrnrrczhle de cardinnlidad A. Entonces la ctzrcli- 
nalidacl del  grupo 

€ l j  = {S E G : pig = e G }  

es igual a Apura ctrtla j E Fit. 

D E ~ ~ O S T R A C I ~ N .  Denotemos  por qh el homomorfismo de G a G, qh(g) = pg para 
cada g E G. Es claro que HI = Ker(4). Note que si g, Iz E G y qh(h) = g, entonces 
c#-'(g) = h + H ~ .  Por Io tanto, 

(3) lqh-'(g)l 5 I H , I  para cada g E G. 

Sea IH1 I = T y suponga que hemos probado l a  dcsigu.~ldad I H j I  5 T No para alguna 
j E N'. Entonces H ; + l  = H, U @'(Hj) .  Si  usamos l a  ecuación (3) y la hipótesis de 
inducción, concluimos que IHj+l I 5 T . No. 

Como G = U j E ~ + H ;  y IC1 > No concluimos que A = /Gil = T para cada j E 
N+. 0 

El siguiente resultado es una  generalización  del  Teorema 111.15. 

LEMA 111.26. Set1 un  grupo  topológico No-crcotatlo y H un  suhgrupo & G con 
I H I  < C. Suponga q l rP  G satisfitrce una de las Siguient~Js cor1dicionc.s: 

(1) p / q  2 c ;  
(2) El suhgrupo tG es clrnso en G y si Ip"G,)I > I para algún entero n 2 0 y un 

número  primo p ,  entonces 111" G,)I 2 c. 
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D I ~ M O S T R , \ C ~ ~ S .  Es claro que / G /  2 IG/tGl _> c en  el caso (I). Si se  usa (2) y 
IGI > 1 entonces, como tG es denso en G ,  existe u n  primo 1” con IC,]  > 1.  En 
consecuencia /GI 2 lGi,l 2 c. Sin  pérdida  de  generalidad supondremos que /GI 2 c. 

Sea U una  vecindad de la  identidad  en G .  Sabemos  que IUI = IGl 2 c. AdemAs, si 
G’ es 1111 subgrupo de G con IG’l _> c y U n G’ # 0, entonces IU G’I 2 c .  La illtirna 
afirmación se sigue inmediatamente de que todo subgrupo de u n  grupo No-acotado es 
No-acotado (véase el  Lema 1.7). 
( 1 )  Tenemos  que I G / G  2 c. Sea C u n  subconjunto de U con la propiedad IC n 
(u + tG)l = 1 para cada I( E U .  Es claro que g - g’ $ tG para distintos g, g’ E C. 
Afirrnanios que IC/ 2 c: como G es No-acotado,  existe un subconjunto numerable 
K G con :: + U = G, y las igualdades 

G = ( K + U ) + t G = K + ( U + t G ) = K + ( C + t G ) = ( K + C ) + t G  

implican que 
c I IG/tGl 5 IK + CI. 

Como K es numerable, concluimos que IC1 2 c .  
Suponga que (S) n I1 { P ( ; }  para cada g E C, g # ec.  Entonces, para cada g E C, 

existen r l  E N+ y /z  E H con r ~ g  =- h # ec .  Como ]HI < c, podemos encontrar 
elementos distintos g, g’ E C ,  II E N+ y h E H tales que rzg = n g ’  = h. Esto es, 
n(g - g’) = eG. Por consiguiente g - g’ E tG. Esto Liltinlo contradice la elección del 
conjunto C. Así, (9) n N = {ec} para  alguna g E C C U .  
(2) El grupo tG es denso en G y /@’GI 2 c siempre que el grupo if”’,, no sea tr ivial .  

Como todo subconjunto abierto  no  vacío de G intersecta a tG y éste es No-ncotado 
conlo subgrupo de G (Lema 1.7), podemos suponer sin pérdida de generalidad que 
G = tG. Considere los siguientes subcnsos. 
(al) Suponga G = G,, para algiln tiilmero  primo p. Sea U un abierto no  vacío y 
sea IZ _> I el  nilmero  natural mlis pequeÍí0 con la propiedad U n G(rl) # 0, doll& 
G ( n )  = {g E G : p”g = e G } .  Considere el homomorfismo +: G ”+ G definido por 
$(x) = pn-lx, x E G. Es claro que qb cs continuo y de l a  definición de n se sigue que el 
grupo $(G) no es trivial.  Por lo tanto, (2) implica que I@(G)I 2 c .  

Hacemos K = (CI(G). Sea t una topología de grupo para K constituida por los 
conjuntos + ( W )  con CY abierto en G .  El grupo (K, t )  es No-acotado al ser cociente de 
un grLIpo %-acotado G [GI. Como IKI 2 c, el Lema 111.25 implica que IG(l) n KI = 
IKI 2 C. El subgrupo L = G(  I )  n K del grupo No-acotado (K,  t )  también es No-acot;ldo. 
De la definición de 11 x sigue que V = $ ( U )  n L es u n  subconjunto abierto no vacío de 
L ,  Y de q u i  IVI 2 c .  Como l f f l  < c, existe g E U con $(g> E v \ H. ES claro qlte 
(9) n N = { e < ; } .  
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(a?) IIay al menos dos componentes p-primarias no  triviales  en G.  Mostraremos que 
existe g E U con (8 )  n H = {ec} .  Sea G = @,jtp G, u n a  descomposición de G en sus 
p-componcntes primarias, donde P es el conjunto de todos los primos 17 con /GI,[ > 1.  
Por Ilip6tesis, ]G/,/ 2 c para  toda p E P. Claramente, existen p i ,  . . , , p k  E P tales que 
U n (G,,, + . . . + GLjL)  f 8. 

Hacemos K = G,,, + . . . + G,, . Considere la topología de grupo t en K con  base  local 
en eG = eK consistente de losconjuntos (Wl nG,,)-t..  .+(WknG,,) ,  donde W,,  . , . , wk 
son  vecindades  abiertas  de e(; en G. Es claro que t es más  fina que In topología que K 
hereda de G.  El grupo (K,  t )  es topológicamente  isomorfo a la suma directa @,<k GI), de 
subgrupos No-acotados  de G ,  y por lo tanto, es No-acotado.  Pongamos V = U-% K. Ya 
que V # 8, existen  abiertos no  vacíos VI, . . . , vk en G,,, . . . , G,, repcctivamentc tales 
que V I  + . . . + V, C: V .  Aplicamos ( a l )  para  encontrar u n  elemento g j  E Vi,  g j  f eG 
de orden py' tal que ( S , )  n H = {eG}; 1 5 i 5 k .  El elemento g = g l  + . . . + gk tiene 
ordcn N = p;' . . . p k  y pertenece a V .  Afirmamos  que ( g )  n H = {ec}: suponga que 
e(; # m g  E H par:1 alguna ITZ < N. Entonces r n  es u n  divisor de N, y por lo tanto r n  
divide a m ,  = 1);' . . . p ~ ' p ' p ~ ~ ~ i  . . . pik para  alguna i 5 k .  Claramente, nzig E H. Por 
otra parte, nzjg = m , g ,  +~ eG porque  el ordm de g j  es igual a p?'. Así, 

11 i 

una contradicci6n c o n  la elección de. g,. O 

L a  segunda parte tlc la condición (2) del  Lema 111.26 puede parecer muy artificial. 
Sin embargo, para gt-upos abelianos  de  orden  finito esta condición es inevitable como lo 
muestra el siguiente ejemplo: 

Para p-grupos conc\o\ se  puede debilitar los requerimientos  en  el  Lema 111.26 como 
nos  instruye  el siguic.rlrc cwrolxio: 



4. GRLJPOS CON T O R S I ~ N  47 

Dt;.rv10s-mr\c16N. Como C es conexo y Tikhonov, \GI 2 c.  Note que  si el grupo p"G 
es no trivial  para alguna IZ  E N+, entonces 1p"GI 2 c ,  porque p"G es conexo al ser 
la  inlngcn del grupo C rcspccto al homomorfismo continuo t,!~,~: G "+ G, definido por 
I,!I,~(X) = p"x, x E C .  'l'erminamos l a  denlostración  si  aplicamos el Lema 111.26. 0 

Es tiempo de plantcar u n  problema 

PROBLEMA 111.29. S L r p o 1 ~ g ~ ~  que C es un grupo No-acotado aheliano conexo y H es 
un subgrupo de G, I H I  < c.  ¿Es cierto que todo  conjunto  abierto no vacío U de G 
contiene  un ele~wr~to g tu l  y l r ~  { (g ) ,  H }  es una familia  independiente? 

En adelante denotaremos p o r  A( I) el grupo abeliano  libre  topológico sobre el  intervalo 
[O, I ]  en el sentido de Gracv, COI: O E: I como  la  identidad de A(Z). El grupo A(Z) es o-- 
compacto, conexo y separ;Ible (vkase Capítulo 2, sección 5) y por lo tanto, w(A(Z)) < c. 

LEMA 111.30. El s l r h g n r p o  nA(1) = { n g  : g E A(Z)} es  cerrado en A(Z) pnm toda 
n E N+. 

DEMOSTKACI6N. Sea n E N+ arbitrario  pero  fijo.  Por  el  Teorema 4 de  [Gr], 1111 

subconjunto P C A(/) es cerrado en A(Z) si y sólo si P n A(Z), es cerrado para cada 
k E N+, don(!': A ( I ) ,  sc definió en el Capítulo 2, sección 5. Por lo tanto, es suficiente 
mostrar  que K n A( I), es cerrado en A(1) para cada k E N+ donde K = nA(Z). Note 
que es compacto al ser la imagen continua del compacto (I @ Así, nA(Z), 
también es compacto y faltaría  probar  la  igualdad 

(A) K n A(I) ,  = nA(I) ,  n A(& k E N+. 
Es claro que nA(Z), n A (  I), C nA(I )  n A(Z),. Probaremos l a  inclusión  inversa.  Para un 
elemento g E A(Z), sei1 /(S) l a  longitud  de g. Como el grupo A(Z) es abeliano, tenemos 
¿(kg) = kl(g)  para t o d a  E A(/) y k E N+. Considere un  elemento g E K n A(Z), 
arbitrario. Entonces I C s )  5 k y g = nh  para  algún elemento h E A(Z). Así, k 2 l ( g )  = 
¿(nh) = n / ( h ) .  Lo l í l t l r n o  implica que l ( h )  _< k ,  de lo que se sigue g E nA(Z)k n A(Z)k. 
De aquí  se desprende -1 y el lema. 0 

LEMA 111.3 I .  1_1 < t . ! t / w  c.ocirnte A,, = A(Z)/pA(Z) es separable, conexo y todos sus 
elementos tienen o r ( ! (  11 1' p r ~ ~  t o d o  entero p 2 2. 

DEMOSTKACI~S. I'or el L,cmu 111.30, el grupo pA(Z) es cerrado en A(Z), y de  aquí el 
grupo A,) es Hausdort.1. f:I homomorfismo  cociente v: A(Z) t A, es continuo, por lo 
que l a  conclusi6n \e \ I ? U C  de l  hecho de que A(Z) es separable y conexo. 0 

El siguiente es UII I L ~ \ U I I . I ~ ~  bien conocido: 

LEMA 111.32 ([['O] I .S/  ;i : (; -4 H es un homomorjsmo  abierto y corltirluo (/e 1111 

grupo G sohre un , y t - ! ( i ) t  1 i ~ i ~ t ~ ~ ' \ o  I1 e l  tuícleo de v es cone.xo, entotzces G es conexo. 

." I . "" "" -" . .111111""  
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DEMOSTRACI~N. Sea N el  nilclco  dc T .  Por lo tanto, N es conexo y cerrado. Entonces 
cada elemento g + N es tambizn conexo. Si G no es conexo, entonces existe una 
separación de G de l a  forma G = U U Y U n V = 8,  U; V abiertos no vacíos  en C. 
Por consiguiente, para todo g E G tenemos que g + N 5 U (o g + N V), así que 
T ( U )  U T(V) sería una  separación  de H. O 

LEMA 111.33. Sean C un grupo topolcigico cotwxo  con  topología T y H un  suhgrupo 
cerrado y conexo de C .  Sea G' = G / H  y rr : G + G' la función  canónica.  Suponga 
que T,  es la topologíu coc'icntc en G' y que podernos  introducir en G' una topología 71 

de grupo  conexn estrictnmo,rtc mis fina que la original rc. 
Definimos  una topologítr r,, sohrr G cot1 una base dada por 

L ; =  { V n r r  - I  ( V I ) :  V E T , V , E T ~ } .  

Entonces (G, rtl) es 1 1 ~  g r q w  topol6gico HausdoTff y conexo.  En particular; T,, es una 
topología e s t r i c t ~ m ~ n ~ ( ~  m i s  j i m  que la origind. 

DEMOSTRACI~N. Afirmación 1 .  La  función T.:  (G, T,,) "+ (G', ~ f )  es abierta. 
Sea U E T,,. Sin pel-dida de  generalidad  podemos suponer que U es un miembro de la 

base B, es decir, de la forma U = V n rr"(Vf), donde V E T y Vf E T ~ .  Si aplicamos 
T obtenemos 

~ ( c ' )  = ~ ( v  n T-'(v,)) = T ( V )  n v,. 
El conjunto T ( V )  es abierto en 7 f  pues rr(V) E T ,  C T ~ .  Por  lo  tanto, T ( U )  E 7,. 

Afirmación 2. La topología que  hereda H de (G, 7,i) es igual a l a  que hereda de (G, T ) .  

Sea V un rt,-abierto en H .  Entonces V = Hn W ,  con W E T,,. Como B es la  base  para 
T,, podernos suponer que W = U n 7 " ' ( U f ) ,  donde U E T y U ,  E T ~ .  Si  la  identidad 
e' de G' pertenece a U , ,  entonces V = W n H = H n U que es 7-abierto. Si e* 4 U,, 
tenemos V = H n E+' = 49 E T. 

Ahora  probaremc:s clue (G, 7 , )  es conexo. 
Si T :  (G, 7 , )  - ((;/M r,-), entonces el  núcleo H de rr es conexo (afirmaci6n 2), 

así como la  imaserl t(;,'/{, r f ) .  Dado qlle rr es abierto,  una  aplicación de] lema 111.32 
muestra que (G, T,,  ) conexo. U 

TEOREMA III.-34. . S c * t ~  C; ut1 grupo  topol[jgico  (rhliarto  cuyos  elementos distirztos de 
la identidad tienett O / ~ / < * I I  primo p tal que c ( G )  5 No y w(G) 5 c .  Si > 1, erltorlces 
pocletnos introducir- ( ' 1 1  (; u t w  ropologícl de grupo estrictamente ntásfna que l a  origi,lal 
aún  conexa. 

D E M O S T R A C I ~ ~ .  I , I  I ~ C . ; I  de l a  prueba es muy cercana a la  del  Teorema 111.19. Obvia- 
mente debemos i n t I o ~ 1 ~ 1 ~ ~ 1 r  \ ;lr¡;ls  modificaciones  para  permitir grupos de torsión. Cons- 
truiremos u n  hOnlc , r l~c l l : i4 l l lc )  diwmtinuo 11 de G al grupo A,, considerado en el Lema 
111.3 1 con  el  prop(kI!c) dc que cl subgrupo 

I )  = {(.t-, /?(.X) : X E G} 
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de p = G x A ,  con  la  topología  inducida,  sea denso y conexo en P. Al ser separable, 
el peso de A,, no es mayor  que c, por  lo que todo subgrupo denso K de P satisface  las 
desigualclacles \ v ( K )  5 c y c ( K )  5 No. 

La  restricción a D de la  proyección pr: P --f G es u n  isomorfismo continuo de D 
sobre G, pero 7~ = p D no es un  homeomorfismo,  pues  en caso contrario h sería 
continuo. 

Considere la  topología  de grupo en G mis  débil que haga continuo al  homomorfismo 
T - I  : G -+ D. Esta  topología es estrictamente m5s fina, conexa y de grupo en G,  ademis 
satisface las mismas  restricciones  cardinales  que  la original. 

Construyamos el  homomorfismo h : G -+ A,,. Denote por F la familia de todos los 
subconjuntos cerrados del producto P con  las siguientes características: F = 01 n 02 
para ciertos abiertos O ] ,  0 2  de P (no necesariamente  distintos) e Int(pr(F)) # 8. El 
Teorema 111.3 implica que IF[ 5 c. Sea {Fa : (Y < c} una  enumeración  en  la que 
aparece c V ~ C C S  cada F E F. Suponga que hemos construido u n  conjunto X, = { x y  : 
y < p }  G para  alguna p < c. Denotemos  con H P  el subgrupo de G generado por X p ,  
Hp = (X,). Tenemos c(G) 5 No y por lo tanto es No-acotado  (Lema 1.1 1). Sabemos 
que G tiene cardinalidad al  menos c .  Si aplicamo I el Corolario 111.28 podemos elegir 
u n  punto .up E Int(pr( F)J de tal forma que { (xp) ,  H p }  es una familia independiente. 

Repctimos este proceso  para toda p < c. Esto nos  da un conjnunto X = {xa : (Y < c}. 
De  nuestra  construccicin  se  desprende que IX n pr(F)I = c para cada F E F, así que 
podemos  definir u n a  función f :  X "-$ A ,  tal que F fl G r ( f )  # 8 para toda F E 3, 
donde G r ( f )  = {(x, f ( . r ) )  : x E X} es la grifica  de f en P. Note que el conjunto 
G r ( f )  es denso en P: el conjunto Fu = r/ n r/ = r/ pertenece a 3 para cada abierto no 
vacío U de P y G r ( f )  intersecta a cada uno de los conjuntos Fu. Ya que el espacio P 
es regular, concluimos que G r ( f )  es denso en P. 

Por  la indcpcndencia del conjunto { (xp)  : p < c } ,  f se extiende a u n  homomorfismo 
f : (X) --) A,,. Aplicamos l a  Proposición 111.14 y extendemos 1 a un homomorfismo 
h : G --$ A/,.  Considere el grupo D definido  al  principio de l a  demostración 

D = {(x, h ( x ) )  : x E G} C P. 
El grupo D contiene al conjunto G r ( f ) ,  y por lo tanto es denso en P. La conexidd de 
D se  sigue del Teorema 111. I .  

En resumen, D es denso, conexo, w(D) 5 c y c(D) 5 No. Ahora tenemos la oportuni- 
dad de introducir una topología  de grupo conexa estrictamente m k  fina en G utilizando 
el epimorfismo pr 1 D :  D - G, lo que completa l a  demostración. 0 

D E F I N I C I ~ N  111.35. Sea G u n  grupos abeliano. Definimos el expnet1te de G conlo 
sigue: si para todo tz E N+ existe u n  elemento g E G tal qlle n g  # ec, entonces el 
exponente de G es infinito.  Si existe M E N+ tal que el M es el  menor  nfimero  con l a  
propiedad de que el orden  de todo elemento de G es menor o igual que M ,  entonces el 
exponente de G es M .  
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DEMOS'I'KACI~N. Sea n el  exponente de G. Si n es primo, aplicamos el  Teorema 
111.34 y terminamos. Si  no es así, existe un  divisor  primo p de n con p # n. Hacemos 
m = n / p  y consideramos el  homomorfismo $: G -+ G definido  por $(S) = rng para 
cada g E G. Es claro que rl, es continuo y el subgrupo $(G) de G es conexo y esti 
contenido en K = {x E G : p x  = eG}. El grupo K es cerrado; por lo tanto,  la clausura 
de rl,(G) en G, digamos H, es un subgrupo conexo de K .  

Sea G' = G / H .  De  la definici6n  de G* se sigue que el  orden de cada elemento 
no cero  de G* es p y w(G*) < c ,  c(G*) 5 No.  Aplicamos  el  Teorema 111.34 para 
encontrar una  topología  de  grupo conexa ~f para G* estrictamente más  fina que la 
topología cociente T* y que  satisface las mismas  restricciones cardinales. Ademis por 
medio  de  la construccih en  el  Teorema 111.33, identificamos (G*, T )  con un subgrupo 
denso del producto P = G' x A,, donde A, es el subgrupo conexo y separable de  orden 
p (véase 111.3 I ) .  Formalmente:  existe un homomorfismo discontinuo h : G' -+ A,, que 
transforma G* en u n  subgrupo denso y conexo D = {(x, h(x)) : x E G*} del producto 
P. 

Sea n- : G -+ G' el homomorfismo can6nico cociente. E1 Lema 111.33 implica que l a  
topología de grupo T,, para G con  base 

es conexa y estrictamente mis fina que  la  topología  original T de G. Falta  probar que 
w(G, T , ~ )  < c y c(G, 7,) 5 No. Sea idc el  isomorfismo  identidad de G sobre sí mismo. 
Denote por 4 el producto diagonal de los homomorfismos idc y hl = h o T ,  #:  G -+ P, 
y definimos L = qb(G). Entonces (b es un isomorfismo topológico entre (G, T , ~ )  y L. El 
grupo A,, es separable, y en consecuencia w(A, )  no es mayor que c. Concluimos que 
w(L) 5 w(P)  < c. Considere el  horrlomorfismo j = rr x id, de P sobre G' x A,, 
donde id, es el  isomorfismo  identidad de A,, Es claro que j es abierto al  ser  el producto 
de  dos homomorfismos abiertos (aquí G y G* portan sus topologías originales). Sea u 
el producto diagonal  de los homornorfismos 7~ y rr o h ,  u :  G "-f C' x A,,. Entonces 
h o 4 = j ,  +(G) = D y flicilmente se verifica que j - ' ( D )  = L. Como D es denso en P 
y j es u n  homomorfismo abierto, la última  igualdad  implica que L es  denso en P. Con 
el uso del Corolario 111.7 obtenemos c ( L )  5 No. 0 

Podri;< . ;os utilizar la misma  demostraci6n  del  Teorema 111.34 para  probar  el  Teorema 

Ahora procuraremos refinar  topologías conexas de grupo y separables y conservar las 

Requerimos un  resultado  preliminar. 

111.36. Sin embargo, resulta  más  ilustrativa la demostración desarrollada. 

restricciones cardinales. 
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DEMOSTKACI~N. La  prueba es m u y  cercana a la del  Lema 111.22: sea S un subconjunto 
denso y numerable  de G y L = (S) el subgrupo de C generado  por S. Denote por T el 
homomorfismo canónico cociente  de G sobre G I L .  El grupo G I L  y no  numerable, así 
que podemos elegir u n  subconjunto  infinito Y = {yfl : n E N+} de elementos distintos 
de la  identidad  de G I L  que  forma  una familia independiente (módulo p). 

Sea {t ,  : n E N+} u n  subconjunto  denso y numerable de A,,. Defina  una  función 
f: Y "--f A ,  por f ( ~ , ~ )  = t,, para cada n E N+. Por l a  elección de Y se sigue que f se 
extiende a u n  homomorfismo g: KO "-f A,,, donde KO = ( Y ) .  Definimos K = n"'(Ko) 
y q = g o (T 1 K).  Obviamente K es un subgrupo de G y I KI = [KO/ I L /  = No. Falta 
probar que el conjunto {(x, q(x))  : x E K} es denso en P. 

Sea O = U x V u n  abierto  no  vacío de P. Existe u n  elemento t,, E V. Elija n E K 
con ~ ( n )  = yfl. Entonces q- ' ( tn)  2 ~ " ( y , )  = a + L. El conjunto a + L es denso en G, 
por lo que existe x E ( a  + L)n U .  En consecuencia, x E K y (x ,  q(x)) = (x, t,) E O. 0 

TEOREMA 111.38. Sea G 1111 grupo conexo abelimo separable de  exponente finito. 
Entonces G admite una topología de grupo conexa y s eprdde  estrictamente mn's fina 
que In original. 

DEMOSTRACI~N. Dividimos la prueba  en dos partes: 
(a) El grupo G es de exponente primo p. 

Aplicamos el  Lema 111.37 para  definir u n  subgrupo numerable K de G y un homo- 
morfismo q :  K + A,, tal que el subgrupo H = {(x, q(x))  : x E K }  de P = G X A,, 
sea  denso en P. Como c(G) 5 d(G) 5 No y w(G) 5 2""' = c,  podemos aplicar la 
construcción usada  en l a  demostración  del  Teorema 111.34 y definir u n  homomorfismo 
h : G + A,, que  satisface  las siguientes condiciones: 

(1) h r K = 4 ;  
(2) el subgrupo D = { ( x ,   h ( x ) )  : x E G} de P intersecta a todo subconjunto cerrado 

no vacío F de P de la  forma F = u c7 v para  abiertos U V de P y que satisfaga 
Int((pr(F)) f 8, donde p r :  P -+ G es la  proyección. 

Note que K es u n  sumando directo de G (Teorema 4.3.8 de [Robin]); de aquí se 
desprende fácilmente que la condición ( 1 )  se satisface  con  la  construcción del homo- 
morfismo h .  De ( 1 )  se sigue que D contiene u n  subconjunto denso numerable de H, y 
de  aquí se sigue que es separable. De (2) y el  Teorema 111. I se sigue que D es conexo. 
Como la  grlifica D del  homomorfismo h es denso en P, concluimos que h es discontinuo. 
Por lo tanto, la  topología  de grupo 

t = { pr( O) : O es abierto en D} 
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en G es estrictamente nl6s  fina  que  la  topología  original  de C. Claramente, el grupo 
(G, t )  es conexo y sep:lrable. 

(b) El exponente dc n de G no es u n  primo. 
Elija u n  divisor primo 11 cle 11 y sea m = n / p .  Obviamente, el suhgrupo mG de 

G es conexo y separable al ser la imagen continua de G respecto  del ho~nornorfismo 
$:  G --+ G, $(g) = nzg. Sea I1 l a  clausura de mG en G. Entonces H es también 
conexa y separable. Para  probarlo  seguimos el mismo  razonamiento  que  en  la prueba 
del Teorema  111.36:  haccmos K = {g E G : pg = ec} .  El grupo K es cerrado en 
G: y en consecuencia I2 K .  En particular, H # G. El grupo cociente G* = G / H  
es conexo, separable y de  exponente p. L a  afirmación que se probó  en  (a)  nos  permite 
encontrar una topología de grupo T, separable  conexa  para G' que es estrictamente m5s 
fina que la  topología cociente T*. 

Usamos  el  Lema 111.33 para  definir  una  topología de grupo conexa 7, para G con  base 

donde T :  G -+ G' es el homomorfismo canónico cociente y T es la  topología  original 
de C. Es claro que T , ~  es estrictamente más  fina  que T, y faltaría  probar  que  el grupo 
(G, 7r l )  es separable. Para esto, note que las  topologias que H hereda de (G, T) y (G, T , ~ )  

coinciden (Lema 111.73). Por lo tanto, H es u n  subgrupo separable de (G, T ~ ~ ) .  El grupo 

(G, T ~ ~ )  también es separable. O 
G* = (G/N ,  7 , )  tambikn es separable  por l a  elección de T,.. En  resumen,  el grupo 

De los Teorcmas anteriores surgen  dos  problemas: 

PROBLEMA 111.39. Sect G LUZ grupo  conexo  segundo  numerable  abeliano  de  torsidn 
y no trivial. i Admito C; una topología  de grupo conexa  estrictamente  mds fina? Si la 
respuesta es ajirmclti\.rl, (;.Ye pi4íJde elegir  esta  nueva  topología  segundo numerable? 

PROBLEMA 111.40 . Y I  G e s  Itn grlrpo separable  conexo de torsióny IGI > 1, ¿admite 
G una topologícc t l u  c I U I W  conesa  (separable)  estrictamente más fina? 

5. Aplicaciones 

Como una aplicaclcin de los resultados  del apartado anterior,  mostraremos que toda  to- 
pología conexa de u n  ;mpo compacto se  puede  refinar.  Antes  requerimos dos resultados 
importantes. El p r i m ~ r o  uw variante  del  Teorema 7.4 de [CoRo2]. 
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DEXIOSTKACI~N. Sea G(n)  = { x  E G : x" = e c }  para n < u. Note  que  catla G(n)  
es u n  subgrupo cerrado de G y que C = U,,<,G(n). Por  la  propiedad de Baire, alguno 
de los G(n) ,  digamos C(m) ,  tiene  interior  no  vacío y, por lo tanto, es abierto. Como G 
es conexo, G == C(nz). O 

COKOLAKIO 111.42. Todo grupo G de  torsidn, conexo y compacto o seuciocompacto 
t ime  cqmlente acotado. 

DEMOSTRACI~N.  Todo espacio compacto o seudocompacto tiene  la  propiedad de 
Baire. O 

Note que si tenemos u n  grupo G con l a  propiedad  de  Baire, conexo, con tG # G, y tal 
que el subgrupo de torsión tG no es denso, ailn así, no  podemos  asegurar que G / Z -  sea 
libre de torsión y, por lo tanto, no  podemos  aplicar los métodos de las secciones previas 
para refinar  la topología. 

En [Hu] se demuestra que si G es compacto, entonces c(G)  5 No. Sin embargo, 
Tkachenko en [Tk] ha probado un hecho  mucho  mlis general: todo grupo G generado 
por u n  subespacio compacto o todo grupo G a-compacto cumple con c ( G )  5 No. 

TEOREMA 111.43. Sea G un grupo  conexo  de  torsión tal que G es seucfoc(mpacto 
y cv(G) 5 c, o G es separable.  Entonces G admite una topología de grupo  conexa 
estricratnctlre mí.vJinn y con  las  mismas  restricciones  cnrdimles. 

DEMOSTKACI~N.  Observe  que c(G) 5 No en  ambos casos, pues c(G) 5 d(G) .  Si G 
es seudocompacto, entonces es u n  subgrupo denso de un grupo compacto G; el grupo 
G tiene  celuluridad  numerable y por lo tanto,  también G cumple con c ( G )  = No. El 
grupo C tiene exponente acotado. Por lo tanto,  podemos  aplicar  el  Teorema 111.36 o el 
Teorema 111.38, segiln corresponda, y obtener la  nueva  topología  con las restricciones 
cardinales requeridas. 0 

- 

COROLAKIO 111.44. Sea G un grupo  compacto y conexo tal que w(G) 5 c. Entonces 
G atinzitc ~ 1 1 ~ 1  topologícl de grupo  conexa estrictantetzte más jna  con la m i m a  rcstriccion 
cardinal. 

Dado que hay  varios  resultados sobre l a  refinación  de topologías de  grupo seudocom- 
pactas (véase [CoRoI], [CoReI], [CoRoZ]) y puesto  que  nuestros  resultados  permiten 
refinar ciertas topologías de grupo conexas, es natural l a  siguiente pregunta: 

PROBLEMA 111.45. Sea G un grupo  conexo,  separuhle,  seudocornpacto o cornpacto. 
;Admite G u n ( 1  tclpología cie grupo  estrictamente tnás j n a  conexa y seudocornpactc1? 

... 





Notación 

Para comodidad del  lector,  presentamos  la  notación  usada a lo largo  de  la obra. 

Los nilmeros  naturales 
Los nilmeros  naturales  menos  el cero 
Los níímeros  reales 
Los nilmeros  racionales 
Los nilmeros complejos 
Los nilmeros enteros 
El grupo del círculo 
Los  nilmeros  racionales 
El peso  de X 
La densidad de X 
La  celularidad  de X 
El carjcter de X 
El grado de dispersión de X 
El n-peso de X 
La estrechez de X 
La cerradura del conjunto F 
El interior  del conjunto O 
La cardinalidad  del conjunto A 
Conjunto de subconjuntos de A de cardinalidad K .  

El cardinal 2No 
El primer  ordinal  infinito 
El cardinal sucesor de K 

El conjunto { B  C A : IBI = K } .  
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La  cofinalidad  del  cardinal K 

El subgrupo generado por  el  subconjunto D 
g + . . . -t- g con IZ sumandos, donde g es un elemento de u n  grupo abcliano 
g . . . g con IZ  factores, donde g es u n  elemento  de u n  grupo 
La familia de subconjuntos  regularmente  cerrados de X 
La familia de  subconjuntos  regularmente  abiertos de X 
Subgrupo de  torsión  de un grupo G. 
El espacio producto X con la topología K-producto. 
El 2-producto con centro en p. 
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