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Introduccion

La presente obra comprende el estudio de dos temas independientes: la resolubilidad de
un espacio topoldgico y la refinacién de topologias conexas en grupos topoldgicos. Al
Capitulo II concierne la resolubilidad y al Capitulo III la refinacién de topologias. Al
inicio de ambos Capitulos se da una breve introduccién al problema correspondiente asi
como las definiciones pertinentes.

El Capitulo I contiene definiciones y resultados requeridos en todo el resto de la tesis.

El Capitulo II se divide en varias secciones, cada una de las cuales presenta la reso-
lubilidad de espacios con ciertas propiedadades topolégicas. Varios de los teoremas y
corolarios alli presentados generalizan resultados publicados en [V1].

En este capitulo se demostrara la méxima resolubilidad de grupos k-acotados cuando
la cardinalidad de los mismos es regular y mayor que k. En algunos otros casos se
obtiene cierto grado de resolubilidad de los mismos. En particular, se prueba que todo
grupo seudocompacto (totalmente acotado) es maximal resoluble.

Otra propiedad considerada es la presencia de algin tipo de convergencia. Se de-
muestra que todo espacio de Frechet-Urysohn es maximal resoluble, misma propiedad
que comparten una nueva clase de espacios introducida por Arkhangel’skii: los espacios
birradiales. Los espacios topolégicos homogéneos (en particular los grupos topolégicos)
que contienen una sucesidn convergente no trivial son maximal resolubles.

La siguiente seccion considera la resolubilidad de grupos libres. Se consigue demos-
trar que todo grupo libre en el sentido de Graev (atin sobre un espacio irresoluble) es
Ro-resoluble. Si imponemos la restriccion d(X) < |X| para un espacio X se puede
probar que el grupo libre sobre X es maximal resoluble.

Finalmente se presentan ciertos grados de resolubilidad en espacios producto con la
topologia k-producto.

Adicionalmente en el Capitulo II existe un apartado que considera topologias maxi-
males. En el mismo se demuestra la equivalencia de varios criterios de maximalidad
presentes en la literatura.




vi INTRODUCCION

El Capitulo III se divide esencialmente en dos partes: la primera, cuyos reultados se
publican en [TkV1], contempla grupos abelianos libres de torsién o con un subgrupo
de torsién pequeiio. Aqui se demuestra que bajo ciertas restricciones cardinales en un
grupo conexo, siempre podemos encontrar una topologia de grupo atin conexa estricta-
mente mds fina con las mismas restricciones cardinales. También se demuestra que si la
topologia original es separable también se puede lograr esa caracteristica para la nueva
topologia.

La segunda parte, que en su mayoria estd contenida en el articulo [TkV2], involucra
grupos abelianos con torsion de orden acotado y se alcanzan resultados similares para
esta clase de grupos.

Enlatesis usaré libremente algunos conceptos bien conocidos de lateoria de conjuntos,
de la teoria de grupos topoldgicos, de 1a topologia general y de la teoria de grupos. Las
referencias para estas disciplinas son: [De] para teoria de conjuntos, [En] para topologia
general, [HR] para grupos topoldgicos y finalmente [Robin] para la teoria de grupos.

Una advertencia muy importante: en esta tesis espacio significa espacio topoldgico
Tykhonov y denso en sf mismo. Ademads, nunca consideraremos espacios o subespacios
triviales, es decir, los abiertos siempre serdn no vacios, los grupos seran infinitos, etc.

En toda la obra trabajaremos en el sistema ZFE, es decir, supondremos validos los
axiomas de Zermelo-Fraenkel y el axioma de eleccién. Algunos resultados requieren un
axioma adicional lo cual se denotard mediante abreviaturas, por ejemplo: HC significa
la Hipétesis del Continuo; AM el axioma de Martin y el principio combinatorio (p = ¢),
que es mds débil que AM. Su definicén se presenta en el Capitulo I.

La numeracién de los teoremas, lemas, etc. se da de la siguiente forma: Teorema
.3, Lema IL5, donde el niimero romano indica el capitulo y el nimero arabigo indica el
nimero consecutivo.

La relacién entre los capitulos es simple: los capitulos II y III dependen del capitulo
I pero son independientes entre si.

Al final de la obra se presenta la notacién utilizada en la misma.




CAPITULO 1

Generalidades

1. Notacion

La notacién que usaremos es la siguiente: Los niimeros reales, naturales y enteros se
denotardn, respectivamente por: R, Ny Z. El grupo del circuloes T, es decir T = {x €
R? : ||x|| = 1}. El conjunto de enteros positivos se representa por N*.

En cuanto atopologia usaremos: el peso, ladensidad, el grado de dispersidn, el carcter
y la celularidad de un espacio topolégico X los que se simbolizan, respectivamente por:
w(X), d(X), A(X), x(X) y c(X). La clausura de un subconjunto F C X es F y su interior
Int(F).

El nimero cardinal 280 se representa por ¢. El subgrupo generado por un subconjunto
D de un grupo es escrito como (D), esdecir, D={d]'---d} :d; € D,r, € Z 1 <i <
n}. La notacién P(A) indica el conjunto potencia de A. La cofinalidad de un cardinal
k se denota c f(k). Si A es un conjunto, |A| es su cardinalidad, y si x es un cardinal
entonces [A]* = {B C A : |B| = «}. El simbolo «* denota al cardinal sucesor de «.

2. Funciones Cardinales

El peso de un espacio topoldgico X, que se simboliza por w(X), se define como
w(X) = min{|B| : B es una base para X} + No.
La densidad de un espacio topolégico X, denotada por d(X) es
d(X) = min{|S| : Sesdensoen X} + No.

Claramente d(X) < w(X) para cualquier espacio topoldgico X.
Una coleccién mutuamente ajena de abiertos no vacios en un espacio topolégico, es
Hamada una familia celular. Ahora podemos definir la celularidad de un espacio X:

c(X) = sup{|C| : C es una familia celularen X} + w.

1
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Se sigue de las definiciones que ¢(X) < d(X). En los grupos compactos o o-compactos
la celularidad es numerable (véase [Tk]).

El niimero de Lindelof de un espacio topoldgico X, que se denota por I(X), se define
como el cardinal infinito mis pequefio k tal que toda cubierta abierta de X tiene una
subfamilia de cardinalidad < k que cubre a X. Asi que un espacio X es Lindelof si y
sblo si [(X) = Ny.

Una 7r-base para X es una coleccién V de subconjuntos abiertos no vacios de X tal
que si O es un abierto no vacio en X, existe V € Vtal que V C O. El m-peso de un
espacio X es: |

7w(X) = min{|V| : V es una mr-base para X} + w.

Una red en un espacio X es una coleccién A de subconjuntos de X tales que todo
abierto de X es unién de elementos de A. El peso de red nw(X) de X se define como:

nw(X) = min{{N| : N esunareden X} + w.

Una red local para un punto x en un espacio X es una coleccién A, de subconjuntos
de X tales que para todo abierto U de X que contiene a x, existe un elemento N € A/ tal
quexe NCU.

Sean X un espacio, V una familia de abiertos no vaciosen X y p € X. Entonces Ves
una 7-base local en p si para cada vecindad U de p se tiene V C U paraalguna V € V.
Si ademas se.tiene que p- € V.paratoda V € V, entonces V es una base local en p.
Definimos las.siguientes.funciones cardinales para un punto p € X:

x(p, X) = min{|V| : V es una base local en p},
7x(p, X) = min{|V| : V es una 7-base local en p}.

Ahora definimos el cardcter y el m-cardcter de un espacio X:

x(X) = sup{x(p, X): p € X} + Ry,
mx(X) =sup{my(p, X): p€ X} + N
Para cualquier grupo topolégico G se cumple la relacién w(G) = mw(G) y wx(G) =
X(G). Ademads, si para un grupo G se cumple x(G) = N, entonces G es metrizable
(véase [Co]).
Para todo espacio Hausdorff X se cumple |X| < 2/0xX) (véase [ArS]). Sea (X, 7)
un espacio con topologia 7. Definimos

A(X, 7) = min{| O] : O es abierto no vacio en X} + R,.

A(X, 1) es el grado de dispersion del espacio X.
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Obviamente A(X, 7) > R, para todo espacio X. Si no hay ambigiiedad respecto a la
topologia considerada, usaremos A(X) para denotar el grado de dispersion de un espacio

X.
DEFINICION 1.1. Definimos la la estrechez para cada punto p de un espacio X:
p, X) =min{k : VY C X, (p€ ¥, = IJACY(A| <k peA)}
y la estrechez para el espacio X:
t(X)=sup{t(p. X): p€ X} + w.

Claramente #(X) < y(X) para todo espacio topolégico X.

Un cardinal « infinito es llamado un calibre de un espacio topold gico X si dada
una familia V = {G, : @ < «} de abiertos no vacios en X, existe A € [«]" tal que
N{G, : a € A} # ; si existe tal A de manera que {G, : a € A} tiene la propiedad
de la interseccidn finita, entonces k es un precalibre de X. Un cardinal « es llamado
un precalibre débil si dada la familia V existe B € [«]* tal que G, N Gy # I para todo
a, B € B. Asi es que todo calibre o precalibre de un espacio es un precalibre débil del
mismo espacio.

El siguiente teorema presenta resultados bien conocidos (véase [En], [J] y [Ho]), cuya
demostracion se presenta para comodidad del Lector. Recuerde que sélo se consideran

espacios de Tikhonov.

TEOREMA 1.2. Sea X un espacio.
(a) w(X) <29%
(b) Si c f(k) > d(X), entonces k es un calibre de X
(c) Si k es un precalibre de X, entonces c f (k) también lo es.

DEMOSTRACION. (a) Sean D un conjunto denso en X con cardinalidad d(X) y B =
{Int(B) : B C D}. Se afirma que B es una base para la topologia de X: sea W un abierto
en Xy x € W. Entonces x € W = (W N D). Por la regularidad de X existe un abierto
Uconx € UCUC W;entonces x € Int(U) C In((UN D)) y UN D C D. De aqui
se sigue que [B] < 24%),

(b) Suponga que c f(k) > d(X). Sea {G, : a@ < k} una familia de abiertosy D C X
un conjunto denso en X de cardinalidad d(X). Entonces G, D # @, para todo « < k.
Sea D, = {a < k : x € G, D}. Supongamos que |D,| < k paratoda x € D. Es
claro que U,cp D, = k. Entonces | Uyep Dy| < ¥.cp | Dy < K, una contradiccién. Asi
es que existe z € D tal que |D,| = k y por lo tanto z € N,ep. G4 # 0.

(c) Esta simple demostracién fue sugerida por Fernando Hernandez. Sea G = {G,:
a < ¢ f(k)} una familia de abiertos no vacios en X. Definimos A = ¢ f(k) y

Vg =G, paraa, < B < ay4
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donde {a, : vy < A} es una sucesién creciente de ordinales menores que A y tales que
3 ,<a @, = A. Los subconjuntos {Vg : B < «} forman una familia de abiertos no vacios.
Ya que « es un precalibre de X, existe A € [«]* tal que {Vp : B € A} tiene la propiedad
de la interseccion finita.

Consideremos para cada y < A los siguientes conjuntos:

) A,={BeA a, <B<amn}
@ B={y<A:A,+#0D).

Para y € B, sea 8(y) € A,; entonces como A = U{A, : ¥ € B}y |A,| < k para
caday € B, obtenemos |B| = A. Dado que B C A, resultaque B € [A]*, puesto que A es
la cofinalidad de k. De aqui se sigue ficilmente que { Vg, : A € B} tiene la propiedad
de la interseccién finita. [J

LEMA 1.3. Sean ¢(X) = k y V una familia de abiertos en X. Entonces existe una
subfamilia W de V tal que |W| < k y UV C (UW).

DEMOSTRACION. Sea G la familia de todos los abiertos no vacios en X que son sub-
conjuntos de elementos de V. Mediante una aplicacién del Lema de Zorn obtenemos
una familia maximal celular Wy C G. Entonces [Wy| < ¢(X) = k, y UV C (UW,) por
la maximalidad de W,. Para cada U € W, sea W(U) € Vtal que U C W(U), y sea
W = {W(U) : U € W}: Entonces, WCV, |W|<c(X)yUVCW. O

3. Familias centradas

DEFINICION 1.4. Llamaremos a una familia de abiertos no vacios de un espacio X con
la propiedad de la interseccién finita y maximal respecto a esta propiedad una familia
centrada.

LEMA L5. Sea F una familia centrada en un espacio X. La familia F tiene las
siguientes propiedades:

() SiU;e Fi=1,...,n), entonces (.., U; € F.

(2) Sea W un abierto, W & F siy sélo si existe U € Fcon UNW = .

(3) SiU C W, U e FyW es abierto, entonces W € F.

(4) Si W es denso y abierto en X, entonces W € F.

DEMOSTRACION. (1) Suponga que W = M, U; ¢ F. Defina 7' = F U{W}. Se
afirma que F’ es centrada: claramente todo elemento de F' es abierto, demostraremos
que F' tiene la propiedad de la interseccién finita.

SeaV € F,entonces VNW =VNU N---NU, # . Asi que F' seria centrada y
contendria propiamente a F, una contradiccion.
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(2) Suponga que W ¢ F,si WNV # () paratodo V € F podriamos extender F a
una familia centrada 7' = F U { W} que contuviese propiamente a F. El reciproco se
sigue de que F tiene la propiedad de la interseccidn finita.

(3)Seal € F,U C W,y W abiertoen X. Entonces § # VU C VW para todo
V € Fyde(2)sesigueque W € F.

(4) Si W es denso, entonces W NV # {) para todo U € F y de (3) se sigue que
WerF. O

4. Grupos k-acotados

La definicién de grupo x-acotado fue introducida por Guran [G]. El mismo autor
enuncié muchas de las propiedades de estos grupos, en particular, las que se presentan
en esta seccion.

DEFINICION 1.6. Sea k un cardinal. Un grupo topoldgico G es llamado k-acotado si
para cualquier vecindad U de la identidad del grupo, existe un subconjunto F C G tal
que |[FI<kyG=U-F.

Si G es k-acotado y U es una vecindad de la identidad en G, decimos que G se puede
cubrir con k trasladados de U.

Observe que la definicion de un grupo k-acotado G es equivalente a que para cada
vecindad U de la identidad, exista un subconjunto X C G talque [ X| < kyG = X-U:
Suponga que G es k-acotado en el sentido de la definicién y sea U una vecindad de la
identidad. Considere una nueva vecindad V de la identidad simétrica y contenida en
U. Entonces existe F C Gtalque |[F| < kyG =V -F. SeaX = {x~':x € F}.
Se afirmaque G = X-VyporlotantoG = X -U: seag € G, entonces g~! € G y
g ' =vfparaciertos f € Eve V. Peroentoncesg = f"'vle X . V=X V.

A continuacién se presentan varias propiedades de los grupos k-acotados. Posterior-
mente se demostrard que todo grupo o-compacto es Ng-acotado. El reciproco no es
cierto en general. Sin embargo, el producto de grupos o-compactos es Rq-acotado pero
casi nunca es o-compacto. Es decir, la Ro-acotacién es la propiedad que permanece al
tomar productos o subgrupos de grupos o-compactos.

LEMA L.7. Sea G un grupo «-acotado y H un subgrupo de G. Entonces H es k-
acotado.

DEMOSTRACION. Tomemos una vecindad U en H de la identidad e . Existen vecin-
dades VyWdeeenGtalesque VN H =Uy W™ 'W C V. Como G es k-acotado,
podemos encontrar un subconjunto K de Geon |K| < kyG =K -W. Six € Ky
xW intersecta al subgrupo H, escojemos un punto a, € H N (xW); en caso contrario
ponemos a, = e. Es claro que el conjunto A = {a, : x € K} tiene cardinalidad no
mayor que K.
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Verifiquemos que A - U = H. Lacontencion A- U C H esobvia. Seay € H un
elemento arbitrario. De K - W = G se deduce que existe x € K con v € xW. Entonces

a, € xW o bien x € a,W™!, y por consiguiente,
yexWCaW'CaW ' WCaV

Puesto que v, a, € H,concluimosquea;'y € VNH C U. Asi, y € a,U ylacontencién
H C A - U estd demostrada. O

LEMA 1.8. Sea {G, : a < B} una familia de grupos k-acotados, «k un cardinal
infinito. Entonces G = [, G es k-acotado.

DEMOSTRACION. SeaV unavecindad de laidentidaden G. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que V es un abierto candnico, es decir, de la forma V = [], g Va,
donde cada V, es abierto y V, = G, excepto en un niimero finito de casos; suponga
que o, ay, ..., a, son los indices en los que se presentan tales excepciones. Cada uno
delos V, (i = 1,...n) es vecindad de la identidad ec, . Asi es que para cada a; existe
Xo € G, |Xo| € ktal que G, = V,, - X, Paracada @ # «; fijamos un punto
Xo € G,. Sea Z el siguiente conjunto:

z=1] z..
a<f
donde Z, = X, sia = a; paraalgini < ny Z, = {x,} en caso contrario. Entonces
1ZI<kyG=Z-V. O

LEMA 1.9. Sea G un grupo topologico con un subgrupo H denso en G y tal que H es
k-acotado. Entonces G es k-acotado.

DEMOSTRACION. Sean U W vecindades de la identidad en G tales que W es simétrica
y W2 C U. Entonces W N H # @ y por lo tanto, existe un subconjunto F C H tal que
|F| < xy HC WF. Seafirmaque G = UF. Seag € G. Entonces existe h € H ) Wg.
Por lo tanto, h = wg, paraalginw € W. Ademds & = w' f paraciertos f € Fw' € W.
Asiesque g =w 'h=w"'w'f € WWF C UF. Porlotanto, G=U - F. []

LEMA 1.10. Sea G un grupo topoldgico que se puede representar como la unién de a
lo mds k subespacios compactos de G. Entonces G es k-acotado. En particular todo
grupo a-compacto es ¥g-acotado.

DEMOSTRACION. SeaG = U, K,, donde cada K, es compacto v sea U una vecindad
de e;. Podemos cubrir cada K,, con trasladados de U: K, C U,cx,gU. Por lo tanto
existe un conjunto finito F, en K, tal que K, C F, - U. Suponga que en X reunimos
todos los conjuntos F, paratoda a < k. Claramente G = XU y | X| < k. [J

LEMA L.11. Sea G un grupo topoldgico tal que c¢(G) < k. Entonces G es k-acotado.
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DEMOSTRACION. Sea U una vecindad de la identidad en G. Se debe probar que existe
un subconjunto K € G tal que |K| < ky G = K - U. Considere una vecindad V de
la identidad, simétrica y tal que V?> C U. Recursivamente construimos las sucesiones
K = {g.a < B} € Gy O = {O,]a < B}, donde B serd un cardinal < «* y los
elementos de O son abiertos en G mutuamente ajenos y no vacios. Ademdas O, C g,V
para cada @« < B. Suponga que hemos encontrado vy elementos de K y de O con
vy < «*. Sea F, = (U,<y0,) y suponga que F, # G. Entonces sean g, € G \ F,
y O, = (G \ F,)N(g,V). La construccion se detiene cuando el conjunto Fg coincide
con G. Debemos tener 8 < k™ para algin B8y Fg = G, de otra forma ¢(G) > «*. Se
afirma que G = K - U. Suponga lo contrarioy sea g € G \ K - U. Por la construccién
recursiva UO C K - V es denso en G, as{ es que existe un elemento z € gV N g,V para
alguna a < 3. Pero entonces z = gv, = g4V, con vy, va € V. De aqui se deduce que
g =g vV € g4V? C guU C K - U, una contradiccién. [

5. Resultados auxiliares

Ahora presentamos algunos resultados de combinatoria infinita requeridos posterior-
mente en repetidas ocasiones.

LEmA 1.12. Sea k un cardinal infinito y A un conjunto de cardinalidad k. Entonces
existe una familia F de subconjuntos ajenos de A tal que |F| = k, |F| = k para todo
FelF.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 4 = 2, Sabemos
que |k X k| = K, por lo tanto existe una biyeccién ¢: k x k — x. Los subconjuntos
{(B @) : a < k}, {(y, @) : @ < k} tienen cardinalidad k y son ajenos si 8 # 7, asf que
sus imagenes respecto a ¢ son ajenas en k y forman la familia que requerimos. [

LeMA L13. Sea o un cardinal infinito y sea {A; : € < a} una familia de conjuntos
tales que |A¢| = « para toda £ < a. Entonces existe una familia {B, : ¢ < a} de
conjuntos tales que:

B C Agparaé < a,
|Bel =aparaé<a, y
BiNB;=0paraé<{< a.

DEMOSTRACION. Construimos la familia buscada por recursion transfinita. Sea pg o €
Ap. Sea { < ay suponga que hemos definido py, € Ay para & < ¢ < {. Elegimos
Pec para ' < ( tales que

Pry € Ap\{pee: & <E<{}y
Pri # pergparal’ <" <
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y definimos
By ={per: 6 <{<a}, prra¢ < a.
Es ficil probar que {B; : ¢ < a} es la familia que requerimos. [J

En secciones posteriores nos ocuparemos de productos de espacios, es por ello ade-
cuado en este punto, definir algunos conceptos e introducir cierta notacion.
Sea {X; : i € I} una familia de conjuntos y X = [],.;X;. SiJ C Ty J # 0,
definimos
X, = H X,
i€l
y denotemos por pr; la proyeccién de X sobre X, definida por pr;((pi)ier) = (Pidiey.
Si p € X escribimos p; en lugar de pr;(p), y escribimos pr; y p, en lugar de pr;, y
Pi}- .
Un subconjunto A de X tal que
A= H A,‘
icl
donde A; C X, parai € [ es un rectdngulo generalizado en X y el conjunto
RAY={icl A # X}
es llamado el soporte de A.

- DEFINICION 1.14. Sean{X; : i € I} unafamiliadeespacios, sea X el producto [];c; X
y.x un cardinal infinito. La topologia k-producto en X es la topalogia con base igual a
la familia de todos los subconjuntos U de X tales que

U= HU,~, donde U, es abiertoen X, i € I, y |R(U)| < k.
i€l
El espacio producto X con la topologia k-producto se denota por X, La topologia
Ny-producto es la topologia producto usual. La base definida arriba para la topologia k-
producto es llamada la base candnica y los abiertos miembros de esta base son conocidos
como abiertos candnicos.
En algunos resultados usaremos el siguiente principio combinatorio:

DEFINICION 1.15. El principio p = ¢ es el siguiente: dada una coleccién de menos
que ¢ subconjuntos de w tal que la interseccion de cualquier subcoleccién finita tiene
cardinalidad Ry, existe un subconjunto infinito B C w tal que para cualquier miembro
A de la coleccién tenemos que |B \ Al < N,.

Se sabe [W] que AM implica p = ¢ y que AM(N,-centrado) es equivalente a p = c.
Para las definiciones correspondientes de AM y AM(o-centrado) véase [Ku] pags. 51—
53.

Finalmente un resultado sobre espacios linealmente ordenados.
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Recuerde que si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenadoy ¥ C X, Y es llamado
cofinal en X si paratodo x € X, existe y € Y tal que y > x.

LEMA L.16. Sea (X, <) un conjunto linealmente ordenado sin elemento maximal. En-
tonces existe (Y, <) un subconjunto de X bien ordenado y cofinal en X.

DEMOSTRACION. Construiremos Y inductivamente. Sea |X| = «. Seax € X ar-
bitrario. Definimos y; = x y formamos Yy = {y}. Suponga que hemos construido
Y, = {yg: B < a} para algiin a < k. Si Y, es cofinal en X, simplemente definimos
Y = Y,. En caso contrario, existe z € X tal que z > yg para toda B8 < «. Defini-
mos yo = 2y ¥, = {yg : B < a}. Continuamos el proceso para toda a < k. Al
final hacemos Y = U,«Y,. Claramente Y es linealmente ordenado. Falta probar que
Y estd bien ordenado. Para tal efecto, considere un F C Y no vacio. Note que si
a=min{B < k: y, € F}, entonces y, es el menoren F. []







CAPITULO I
Resolubilidad y Topologias Maximales

1. Introduccion

En 1947 M. Katétov ([K1]) plante6 el siguiente problema: ;Existe un espacio to-
polégico sin puntos aislados en el cual toda funcién a los reales es continua en algiin
punto?. Esta pregunta tiene una formulacién equivalente ([Mal1]): ;Existe un espacio
topoldgico sin puntos aislados (denso en si mismo) en ¢l cual toda funcién a los reales
es continua en un subespacio abierto y denso?

Considere un espacio X en el cual existan dos subespacios densos y ajenos E, D.
Claramente podemos suponer que X = DU E. Defina una fgncién f: X — R haciendo
que f(E) =0y f(D) = 1. Es obvio que f no es continua en ningdn punto de X.

Asf pues, la pregunta de Katétov debe buscarse en la clase de los espacios irresolubles
definidos mds adelante; precisamente este capitulo estard encaminado a estudiar las con-
diciones en las cuales un espacio topolégico puede descomponerse en dos subespacios
densos disjuntos. En algunos casos también estaremos interesados en encontrar una
descomposicién que involucre un nimero mayor de subconjuntos densos ajenos.

El capitulo esta dividido en secciones en las cuales, exceptuando la secciones 2 y
3 que contienen definiciones, generalidades y criterios de maximalidad, se presenta la
k-resolubilidad de alguna clase de espacios.

Etapas fundamentales en la teoria de los espacios resolubles son las siguientes: Los
primeros trabajos en considerar la resolubilidad de espacios son [K1} y [H]. En los mis-
mos se demuestra la resolubilidad de varios espacios (métricos, localmente compactos,
etc.). Sin embargo, no se considera k-resolubilidad para k > 2. También se definen
en esos trabajos los espacios maximales (definidos mas adelante) que en particular son
irresolubles, asi como espacios cercanos a ser maximales.

Un paso importante fue dado por Ceder y Pearson [CePe] y [Ce]. En estos trabajos se
prueba por primera vez la médxima resolubilidad de algunos espacios, entre ellos, ciertos
espacios producto con las topologias mis comunes.

La resolubilidad en grupos topolégicos se ha considerado en [CovM] en donde esen-

11




12 1I. RESOLUBILIDAD Y TOPOLOGI{AS MAXIMALES

cialmente se ha resuelto el problema en grupos abelianos. En [Mal4] se describe el tinico
ejemplo de un grupo topolégico maximal, en particular irresoluble (usando un axioma
adicional a ZFE: el principio p = ¢).

En [V1] se demuestra la k-resolubilidad de algunos grupos y espacios homogéneos
(grupos a-acotados, con sucesiones no triviales convergentes, de Lindeldf, etc.).

En [Mas] se demuestra que el estudio de la irresolubilidad en grupos abelianos se
reduce al estudio de grupos booleanos irresolubles. De hecho, se prueba que en un
grupo abeliano irresoluble, el subgrupo de elementos de orden dos debe ser abierto e
irresoluble. Se presentan varios resultados sobre la resolubilidad de productos de grupos
o espacios homogéneos, grupos localmente seudocompactos y espacios numerablemente
compactos.

En seguida presentaremos varios resultados sobre resolubilidad en espacios y grupos

topolégicos.

2. Generalidades
Comenzemos con la definicién de k-resolubilidad:

DEFINICION 1I1.1. Un espacio topolégico X es «-resoluble (k > 2), si existen k su-
bespacios de X densos y ajenos dos a dos. Si k = 2, el espacio es llamado resoluble.
Si no existen al menos dos subespacios de X densos y ajenos, el espacio X es llamado
irresoluble.

Ahora podenios introducir el concepto-de maxima resolubilidad:

DEFINICION I1.2. Un espacio topoldgico X es maximal resoluble si X es A(X)-reso-
luble.

Note que dado un espacio X, podemos encontrar a lo mas A(X) subespacios densos y
ajenos, pues cada denso debe contener puntos de cualquier abierto.

A continuacién se presentan varios resultados importantes en la teoria de espacios
resolubles, algunos de los cuales son generalizaciones de hechos conocidos previamente,
y otros son usuales en esta drea de la topologia.

LeMA I1.3. Un espacio X es B-resoluble si contiene un subconjunto denso que es
B-resoluble.

DEMOSTRACION. Sea A C X denso y B-resoluble, es decir A = U,.gU,, con U,
densoen Aparacadaa < By A,NA, =0 paraa <y < B. SeaV = (X \ A)U Up.
Entonces V 'y {U, : 0 < a < B} es una familia de densos ajenos en X. [J

El reciproco de el Lema II.3 no es necesariamente cierto: en {Mal3] se construye un
grupo G Hausdorff numerable irresoluble. Al ser un grupo Hausdorff es un espacio de
Tikhonov y podemos considerar su compactificacion BG. Todo espacio compacto es
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resoluble (véase el Corolario I1.59) y sin embargo, G no es resoluble aunque es denso
en BG.

TEOREMA IL4. El producto X = [1,¢; X, es resoluble si al menos uno de los factores
es resoluble.

DEMOSTRACION. Suponga que X es resoluble (k € I). Entonces lo podemos des-
componer en densos ajenos C;, Dy. Definimos C = [];c; A, con A, = C y A = X;
paratodai € I,i # k, B =[];c; Bicon B; = X, paratodoi € i # ky B, = Dy.
Entonces A y B son densos y ajenosen X. []

CorOLARIO ILS. El producto X = [lic; Xi es B-resoluble si al menos uno de los
Jactores es B-resoluble.

El reciproco del Teorema I1.4 no es cierto. Considere el grupo Tikhonov irresoluble
G construido en [Mal3]. El producto de un niimero infinito de factores todos iguales a
G es resoluble como se demostrard en la dltima seccién de este capitulo, sin embargo
G es irresoluble. De paso, observe que la resolubilidad no es un invariante respecto a
imagenes continuas o incluso respecto a imagenes continuas y abiertas.

El siguiente teorema es bien conocido:

LEMA IL6. Sea X un espacio topoldgico tal que X = Uy.gA, con cada A, un su-
bespacio B-resoluble y A;,N Ay = 0, para toda a # o, a, @ < B. Entonces X es
B-resoluble.

DEMOSTRACION. Para cada a < 8 sean. A,, con y < f3 subconjuntos densos (y
ajenos) de A,. Definimos
By = Ua<BAa,y,
Claramente los conjuntos B, son densos y ajenosen X. [J
Con el Lema 11.6 podemos generalizar el resultado principal de [CoF]:

TEOREMA I1.7. Sea X un espacio topoldgico que es la union de subespacios B-
resolubles. Entonces X es B-resoluble.

DEMOSTRACION. Sea X = U,<,A,, donde cada A, es B-resoluble y B una familia de
subconjuntos B-resolubles de X ajenos dos a dos y maximal respecto a estas propiedades.
Si usamos e} lema I1.3 basta probar que D = UB es denso en X. Suponga que D no es
densoen X. Seax € X\ D, entonces x € A, paraalguna a < y. Considere A = A,\D.
Entonces A es abierto en A,, no vacio y ajeno acada B € B.

Como A es abierto en A, que es 3-resoluble, A mismo es B-resoluble y se contradice
la maximalidad de B. O

CoORrROLARIO I1.8. Sean X un espacio homogéneo y A C X un subespacio no vacio
B-resoluble. Entonces X es B-resoluble.
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DEMOSTRACION. Seaa € A. Para cada punto x € X existe un homeomorfismo f, de
X en si mismo tal que f,(a) = x. De estadefinicion se sigue que X = U{ f,(A) : x € X}.
Cada f,(A) es B-resoluble y por el Teorema I1.7, X es B-resoluble. [

Un resultado muy importante en la teoria de espacios resolubles fue probado en [I]:

TEOREMA 11.9. Sea X un espacio topologico. Si X es n-resoluble para toda n < w,
entonces X es Wy-resoluble.

El siguiente es una variacién de un teorema de El’kin [E1]:

TEOREMA I1.10. Sea G un espacio homogéneo irresoluble. Entonces:

(1) Toda familia centrada en G es la base de un ultrafiltro en X.

(2) Todo conjunto denso en G tiene interior denso en G;

(3) Todo subconjunto de G con interior vacio es denso en ninguna parte;
(4) La familia D = {D C G :D esdenso en G} es un filtro en G.

DEMOSTRACION. (1) Sea F unafamilia centrada. Supongaque G = AUB, ANB = {.
Se afirma que el conjunto U = Int(A) U Int(B) es denso en G. Suponga que no es asi.
Entonces existe un abierto no vacio V tal que V N (Int(A) U Int(B)) = 0. Esto implica
que V NInt(A) = Int(V) N Int(A) = Int((V N A)) = § = Int((B N V)). Esto muestra
que V\ Ay V'\ B son dos conjuntos densos ajenos en V, lo que no puede ocurrir pues
V es irresoluble (si fuera resoluble V el espacio homogéneo G también lo seria segin el
Corolario 11.8).

Dado que U = Int(A) U Int(B) es denso en G, U debe pertenecer a F, de donde se
sigue que Int(A) € F o Int(B) € F: suponga que no es asi. Entonces existen V W € F,
tales que VN Int(A) = @y Int(B) N W = §, pero entonces VN WNU = § lo que
contradice el que U sea denso en G. Asi que Int(A) o Int(B) pertenecen a F y por lo
tanto A o B contienen un elemento de F, lo que implica que F es la base de un ultrafiltro
en G.

(2) Sea D denso en G y suponga que Int(D) no es denso en G. Existe un abierto V en
G cuya interseccion con el interior de D es vacia. Podemos entonces definir D; = VN D
y D, =V N(G\ D).

Se afirma que D, U D, = Dy N D, = @y Dy, D, son densos en V. Por definicién,
la primera y segunda afirmacidnes son claras. Falta probar que ambos conjuntos son
densos en V. Sea U un abierto no vacio en V, por lo tanto, también es abiertoen G y
U D # . Pero U no puede estar contenidoen Dy, ental caso U C Dy UNIny(D) # 0,
una contradiccién pues U C V. Asies que UN D, # @y V seria resoluble, lo que
implicaria que G fuera resoluble.

(3) Sea H C G tal que Int(H) = (). Debemos probar que Int(H) = 0. Observe
que G \ H es denso en G y de (2) se sigue que Int((G \ H)) es denso en G pues
Int((G \ H)) = (G \ H) asi es que Int(H) debe ser vacio.
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(4) Debemos probar que D es un filtro. Note que G € D por lo que D es no vacio.
Cada elemento D € D es no vacio. Si Dy, D, € D, entonces D, N D, # ( pues G es
irresoluble. Claramente D, N D, € Dpor(2)ysi D C B C G paraalguna D € D,
entonces Be D. [

Note que la familia D en el teorema anterior no puede ser un ultrafiltro pues G es
Hausdorff. Observe que el teorema anterior tiene un reciproco:

TeEOREMA I1.11. Sea G un espacio homogéneoo tal que toda familia centrada F es
la base de un ultrafiltro en G. Entonces G es irresoluble.

DEMOSTRACION. Considere F” el filtro de vecindades de un punto e y extienda F a
una familia F centrada. Entonces JF es la base de un ultrafiltro. En tal caso G no puede
ser resoluble: si G = AU B con AN B, entonces existe un elemento F € F contenido
en A oen By por lo tanto alguno de los dos conjuntos A o B no puede ser denso. [J

3. Topologias Maximales

El proposito de este apartado es presentar en forma unificada varios criterios sobre
maximalidad que aparecen dispersos en la literatura, en algunas ocasiones sin demostra-
cién. También se presentan varias propiedades de espacios maximales, algunas de las
cuales dan lugar a problemas de gran interés.

DEeFINICION I1.12. Sean (X, 7) un espacio con topologia 7 y x un cardinal infinito. Si
X es tal que A(X, T) > « y con la propiedad de.que-todatopologfa " mis fina que 7 en
X tiene la propiedad A(X, 7’) < k, entonces (X, 1) es Hlamado k-maximal.

Un espacio Rp-maximal es simplemente maximal.

El dnico ejemplo que se tiene hasta ahora de un espacio Tikhonov maximal es el
ya citado grupo G construido en [Mal3] el cual es no sélo irresoluble sino mas aiin:
maximal.

TeoreMa I1.13 ([H]). Si (X, 7) es maximal, entonces todo subespacio denso de X es
abierto.

DEMOSTRACION. Sea D un subespacio denso del espacio maximal X. El conjunto D
debe intersectar todo subespacio abierto no vacio de X en un conjunto infinito. Consi-
deremos una nueva topologia con la siguiente base:

B={DNnV:Ver}unm

Claramente la topologia generada por B es Hausdorff, no tiene puntos aislados y A(t) >
Ro. Si D no fuera 7-abierto, 7’ serfa una topologia estrictamente mds fina que 7, una
contradiccién. [

CoroLARIO 1. 14. Todo espacio maximal es irresoluble.
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Es importante notar que no se sabe si el reciproco del Corolario I1.14 es cierto para
espacios Tikhonov. Hay ejemplos de espacios conexos irresolubles, que no pueden ser
maximales al ser conexos ([An], [P]). Sin embargo, no se ha probado si estos espacios
son Tikhonov o no.

TeOREMA 11.15. Sea X un espacio maximal con una topologia . Entonces todo
subconjunto A de X, denso en si mismo es abierto.

DEMOSTRACION. Si la conclusion del teorema no fuese cierta, podriamos construir
una nueva topologfa 7’ tomando como subbase 7U {A} y 7’ resultaria densa en s{ misma
y por supuesto contiene propiamente a 7, 1o que se opone a la maximalidad de 7.

TeEOREMA I1.16 ([H]). Si X es maximal, U es abiertoen X y U C B C U, entonces
B es abierto. En particular, la clausura de cualquier conjunto abierto es abierta y el
interior de cualquier conjunto cerrado es cerrado.

DEMOSTRACION. Suponga que X es maximal. Sea 7 latopologiade X y 7’ 1a topologia
generada por 7 U {B}. Entonces 7 C 7/ y 7’ es densa en si misma. Asiesque 7 =1y
Ber.

Para la dltima afirmacién sea H cerrado. Entonces Int(H) C H, porloque X \ H C
X \ Int(H). Note que X \ H = X \ Int(H) y por la primera afirmacién X \ Int(H) es
abierto e Int(H) es cerrado. (O

DEFINICION I1.17. Un espacio X con la propiedad de que toda pareja de abiertos ajenos
tienen cerraduras ajenas es llamado extremadainente disconexo

TeOREMA IL 18 ([H]). Las siguientes afirmaciones son equivalentes en un espacio
topologico X:
(1) El espacio X es extremadamente disconexo.
(2) La clausura de cualquier abierto es abierta.

DEMOSTRACION. (1) implica (2): sea U un abierto. Entonces U y X \ U son abiertos
disjuntos asi es que UN (X \ U) =@, porloque U C X \ (X \ U) = Int(T), de donde
se concluye que U es abierto.

__(2) implica (1): sean U y V abiertos disjuntos. Las cerraduras U y V son abiertas y
UNV = @puessix € UNV,entonces x € U un abierto y por lo tanto existe y € VNT,
de lo cual se concluyeque VNU # 0. O

CorovrarIo I1.19. Todo espacio maximal es extremadamente disconexo.
DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente del Teorema I1.16. ]
Un hecho simple pero iitil es el siguiente, parte del cual es el Teorema I1.15:

TEOREMA I1.20. Si X es maximal, entonces un subespacio U de X es abierto si v sé6lo
si U es denso en si mismo.
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En lo que sigue usaremos la siguiente notacién: sea X un espacio, si x € X, entonces
F(x) = {U\ {x} : Uesunavecindad de x en X}

TeOREMA I1.21. Las siguientes afirmaciones acerca de un punto x en el espacio X
son equivalentes:
(1)Sixec A\ A, ACX, AU {x} esuna vecindad de x.
(2) La familia F(x) es la base de un ultrafiltro en X.

DEMOSTRACION. (1) implica (2). Sea

U = {M C X : existe una vecindad U de x con U \ {x} C M}.

Se probara que U es un ultrafiltro:

Primero demostraremos que I/ es un filtro. Note que I/ # ) pues X € U.

Cada M € U es no vacio ya que contiene un abierto no vacio (recuerde que X es denso
en si mismo). Sean M,, M, € U. Entonces existen U, U, vecindades de x tales que
U\ {x} € M, U, \ {x} C M,. Porsupuesto, (U, \ {x}) (U \ {x}) # 0, dado que X
es denso en si mismoy U; = U, N\ U, es una vecindad de x tal que U5 \ {x} C M, N M,.

Claramente I contiene a los supraconjuntos. Ahora probaremos que { es un ultrafiltro.

Sea X = AU B, con A, B ajenos. Mostraremos que A o B pertenece al{.

Note que si existe una vecindad U de x tal que U \ {x} C Ao U\ {x} C B, entonces
+. finaliza la prueba.

Analicemos el caso en el que no ocurre lo anterior. En particular, tenemos que UNA #
) # U N B, para cada vecindad U de {x}. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que x € A. Ental caso x € B\ By por hipétesis B U {x} contiene una vecindad U de
x. Por lo tanto, U \ {x} C B, una contradicci6n.

(2) implica(1). Seax € K\ Ay considere un ultrafiltro U con base F(x). El conjunto
AU {x} o sucomplemento pertenece ald. Si AU{x} € U, entonces existe una vecindad
Udextalque U\{x} C AU{x}esdecirU C AU{x} y AU{x} satisface la conclusién.

Si X \ (AU {x}) € U, entonces existe una vecindad V de x tal que V \ {x} C
X \ (AU {x}). Pero entonces VN A = §, lo que contradice el hechode que x € A. O

DEeFINICION 11.22. Un espacio X es llamado disperso si todo subespacio ¥ € X no
vaci o tiene puntos aislados (con respecto a la topologia de subespacio en Y).

De hecho todo espacio X se descompone en un subespacio abierto y denso en simismo
y un subespacio cerrado y disperso (véase Problema 1.7.10 de [En}).

LEma 11.23 ({K2)). Sea X un espacioy A C X denso en si mismo. Si B C A es
disperso, entonces A \ B es denso en si mismo (respecto a X).
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DEMOSTRACION. Probaremos que A \ B es denso en A. Sea U un abierto no vacio en
A y suponga que (A \ B)NU = 0. En tal caso U C B, pero U es denso en si mismo,
pues es un subespacio abierto de A, lo que contradice el hecho de que B es disperso. Al
ser A \ B denso en A, debe ser denso en si mismo respecto a X, pues A loes. [J

TEOREMA I1.24 ([K2)). Sean A; (1 < u < n) subconjuntos de un espacio denso en
simismo X tales que Ul_|A; = X. Entonces existen conjuntos densas en si mismos
B; C A, tales que U;_, B =X.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que los conjuntos A;
son mutuamente ajenos. Sea B; la unién de todos los densos en si mismos contenidos
en A;, (1 < i < n). Claramente los B; son densos en si mismos. Sea W = U™ B,.
Suponga que G = X \ W # (). Entonces G es abierto y por lo tanto denso en si mismo.
Note que G = UL (G N(A; \ B;)), pues si g € G, entonces g € A; para alguna i y por
lo tanto g ¢ B; por definicién de G.

Dado que G # 0 y que la unién finita de subespacios dispersos es dlspersa debe
existir j < n tal que G (1 (A; \ B)) contenga un subespacio denso en si mismo. Pero
esto no es posible en vista de la forma en que se definié B;. En conclusion G =0y X
es como se afirmaen el teorema. ([

TeOREMA 11.25 ([E1]). El espacio X es maximal si y sélo si para toda A C X si
x € A\ A, entonces A U {x} contiene una vecindad de x.

DEMOSTRACION. Si X es maximal entonces todo subconjunte-denss cn 3{ mismo €3
abierto. Seax € Z\ A. Por el teorema 11.24 existen densos en si mismos D, D, tales
que D; C A, D> C X\ Ay D, UD;esdensoen X. Debe ocurrir x € D, (de otra forma
D, U {x} es una vecindad abierta de x y (D, U {x})(N A = @). Por lo tanto, D; U {x}
es denso en si mismo, abierto, y A U {x} 2 D, U {x}.

Para probar la suficiencia sea (X, 7) un espacio tal que x € A\ A implica que A U {x}
es una vecindad de x. Mostraremos que X es maximal.

Sea 7’ una topologia de X que contiene a7. Paracada A C X, sea A la 7'-cerradura de
A. Claramente A C A paracada A C X. La demostracién estard completa si probamos
que A C A siempre que 7' sea densa en si misma. Basta probar que A \ A C A.
Tomemosx € A\ Aysea W cualquier 7'-vecindad de x. Por hipétesis A U {x} es una
7-vecindad de x. Yaque 7 C 7/, A U {x} es también una 7’-vecindad de x. Como 7’ es
densa en si misma, existe un punto x’ € WN (A U {x}), x # x’. Portanto, ¥’ € WnN A

€A O

TEOREMA I1.26 ([El]). El espacio X es maximal si y sélo si para todo punto x € X,
la familia F(x) es la base de un ultrafiltro en X.

DEMOSTRACION. El Teorema se sigue de los Teoremas 11.21, I1.24 y 11.25. [
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Ahora podemos probar el principal criterio de maximalidad. Este criterio aparece
sin demostracidn en varios articulos (véase por ejemplo, [E1], [E2], [H], [K1], [Mall]).
Realmente no sé a quien atribuirselo.

TEOREMA 1.27. El espacio X es maximal si'y sélo si para t_o_do par de subconjuntos
X, X2C X, conXiNX,=0yx ¢ X, UX,, secumple x ¢ X, N X».

DEMOSTRACION. Suponga que X es maximal, y considere X, X, € X como lo
establece el teorema. Six ¢ X, o x ¢ X, no hay nada que probar. Suponga entonces
que x € X; \ X,. Por lo tanto, X; U {x} es una vecindad de x y (X, U {x}) N X, = §;
de lo anterior se concluye que x ¢ X,.

Ahora suponga que la condicién de teorema vale, mostraremos que X es maximal.
Sea x € X. Probaremos que la familia F(x) es base de un ultrafiltro.

Seald = {M C X : V C M paraalgin V € F(x)}. Es ficil ver que U es un filtro.
Sea H C X, H # . Debemos mostrarque H e Yo X \ H € U.

Podemos suponer que x € H. Entonces (H \ {x}) N (X \ H) = 0, asi que x ¢

(H\ {x})n(X\ H).

(1) Six ¢ (H \ {x}) entonces existe una vecindad V de x con
VNH\{x}) =90

yporlotanto V\ {x} C X\ H,y X\ H € l4.

(2)Six ¢ X\ H, entonces existe una vecindad V de x con VN (X \ H) = . Entonces
VCHyV\{x} CH,porloque H € 4.

- De-lo anterior se concluye que I es un ultrafiltro.

Para finalizar esta seccién se presentan algunos problemas que continuan sin solucién.
Se han construido ejemplos de espacios topolégicos irresolubles y conexos [P], [An].
Obviamente tales espacios no pueden ser maximales, pues estos Gltimos son extrema-
damente disconexos. Para el caso de grupos topolégicos la situacién es mas compleja.
El dnico ejemplo de un grupo irresoluble, que resulta también maximal, es el ejemplo
ya mencionado de Malykhin [Mal2] suponiendo un axioma adicional a ZFE, a saber

(p =2

PrOBLEMA I1.28. ;Es todo grupo topoldgico irresoluble también maximal? Note
que usando el criterio de maximalidad 11.277 podemos reformular la pregunta: dado un
grupo topologico que contenga un punto que esté en la cerradura de dos subconjuntos
ajenos, ;es tal grupo resoluble?. ;Se puede responder esta pregunta en ZFE?

A. Louveau [L] construy¢ el siguiente grupo topoldgico: Considere el conjunto () =
{A € N : |A] < X}. En Q introduzca la diferencia simétrica como operacién binaria,
lo que convierte a este conjunto en un grupo. Sea U un ultrafiltro “absoluto”™ (véase la
definicidn de ultrafiltro absoluto en [L], pag.5), que se puede probar existen suponiendo
HC) sobre N. En () se define una topologia en la cual las vecindades de cada A €
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son de la forma {A}AB donde B C U U € Uy Bes finito. Considere los subconjuntos
X, = {A € Q : |A] = n}. Tomando una particién infinita de N en subconjuntos
infinitos de N podemos mostrar ficilmente que () es Xy-resoluble. En el articulo citado
se demuestra que () es extremadamente disconexo (suponiendo HC).

PROBLEMA 11.29. ; Es todo grupo irresoluble también extremadamente disconexo?,
¢ Existen en ZFE grupos topoldgicos resolubles extremadamente disconexos?

4. Resolubilidad y convergencia

En esta seccién presentaremos la k-resolubilidad de ciertos espacios topolégicos uti-
lizando alguna forma de convergencia. Empecemos por definir estos tipos de conver-
gencia. Por supuesto, la definicién de convergencia usual de una sucesién se supone

conocida.

DEeFINICION I1.30. Un espacio topolégico X es llamado secuencial si para todo con-
junto A C X que no es cerrado en X, existe una sucesién {x, : n < w} de puntos de A
que converge a un punto x € A\ A.

Un espacio X es llamado de Frechet-Urysohn si paratodo A C X y todo x € A existe
una sucesion {x, : n < o} C A que converge a x.

Claramente todo espacio de Frechet-Urysohn es secuencial y todo espacio primero
numerable es de Frechet-Urysohn.
Para poder definir-etros tipos de convergencia, requerimos ciertos preliminares.

DEerINICION I1.31. Sea F una familia no vacia de subconjuntos no vacios de un espacio
X. Sidados A, B € F, siempre existe C € F tal que C C AN B, entonces F es un
prefiltro. Dos prefiltros G, F se mezclan si paratodo A € F y paratodo B € G, se
cumple AN B # . Un punto x € X es un punto de adherencia de F si x € A para toda
A € F. Un prefiltro F converge a un punto x € X si para toda vecindad U de X, existe
A€ FconACU.

Los espacios bisecuenciales han sido considerados previamente por Michael [Mi}].

DEFINICION 11.32. Un espacio topol6gico X es llamado bisecuencial si para todo pre-
filtro 7 en X y todo punto x de adherencia de F, existe un prefiltro G numerable que
converge a x y que se mezcla con F.

DEFINICION 11.33. Un prefiltro F es una cadena si para todo A, B € F, se cumple
ACBoBCA.

DEFRINICION I1.34. Sea 7 un cardinal infinito. Un espacio X es 7t-espacio [ArBe] si
para todo prefiltro F en X con punto de adherencia x existe un prefiltro G que converge
ax,semezclacon Fyl|G| <.
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Un espacio X es 7-birradial [ArBe] si para todo prefiltro 7 con punto de adherencia
x, existe una cadena G que converge a x, se mezclacon Fy |G| < 7.

Se dice que un espacio es birradial en un punto x € X ([Arl]) si para todo prefiltro F
que tenga a x como punto de adherencia, existe una cadena en X que converge a x y se
mezcla con F. Un espacio es llamado birradial [Ar1] si para todo prefiltro 7 con punto
de adherencia x, existe una cadena G que converge a x y se mezcla con F.

Es obvio que todo espacio bisecuencial es birradial. Ademds cuando 7 = Ry, los
T-espacios y los espacios 7-birradiales coinciden con los espacios bisecuenciales. Entre
los espacios biradiales se encuentran los espacios linealmente ordenables; un espacio
es biradial si y s6lo si se puede representar como la imagen de un espacio linealmente
ordenado respecto a una funcién bicociente [Ko).

Se han demostrado las siguientes propiedades de estos espacios ([ArBe], [Ar1]): Todo
espacio birradial con celularidad numerable es bisecuencial; si X es birradial, entonces
|X| < 2°%); todo grupo topoldgico birradial es monoténicamente normal y hereditaria-
mente normal por colecciones. Todo grupo bisecuencial es metrizable. Todo espacio
biradial separable es bisecuencial. En general, si X es birradial y ¥ un subespacio de X
con c(Y) = 7, entonces Y es 7-birradial, en particular es r-espacio.

Un espacio X es anidado en x € X si existe una cadena formada por abiertos que
converge a x.

TeEOREMA I1.35 ([Arl]). Siun espacio X es birradial en un punto x € X, entonces es
anidado en x.

DEMOSTRACION. Sea F la familia de todos los abiertos W en X tales que x € Int(W).
Claramente F es un prefiltro que tiene a x como punto de adherencia. Existe una cadena
G que converge a x y se mezcla con F. Dado que X es regular, podemos suponer que
todos los miembros de 1a familia G son cerrados en X,

Sea P € Gy U = Int(P). Mostraremos que x € U. Suponga lo contrario. Entonces
el conjunto Oy(x) = X\ U es una vecindad del puntox € Xy Oy(x) C X \ P. Asique
el conjunto abierto V = X \ P pertenecea . AhoraP€ Gy PNV = PN(X\P)=10
lo que implica que G y F no se mezclan, una contradiccién. Asi que x € Uy Int(P) # 0
paratodo P € G.

Dado que G es una cadena que converge a x, la familia G* = {In(P) : P € G}
también es una cadena que converge a x y es la cadena de abiertos que se buscaba. [

CoroLario I1.36 ([Ar1)). Si X esbirradial, entonces es anidado en todo punto x € X.

Ahora procedemos a demostrar la «-resolubilidad de estos espacios.

Primero demostraremos que todo espacio Frechet-Urysohn es maximal resoluble.
Resultados similares fueron obtenidos independientemente por W. Comfort, S. Garcia-
Ferreira, O. Masaveu y H. Zhou, véase {CoG} y [CoMasZ].
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PrOPOSICION I1.37 ([V2]). Sea X un espacio infinito numerable tal que para todo
x € X existe una sucesion {x, : n < o} C (X \ {x}) que converge a x. Entonces X es
No-resoluble.

DEMOSTRACION. Sea X = {z, : n < w}. Probaremos que X es N-resoluble para
toda N < w y asi obtendremos el resultado deseado si tomamos en cuenta el Teorema
IL.9.

Para cada z, € X existe una sucesién 4, C X \ {z,} que converge a z,. Sea
V = {B; : i < w} una sucesién de subconjuntos infinitos de X tal que cada A, aparece
un niimero infinito de veces en V. Sea N < w arbitrario pero fijo. Formaremos N
subconjuntos H;, 1 < i < N de X, densos. De B, elegimos N puntos y,, ... yy distintos
y colocamos cada y; en el respectivo H?, 1 < i < N. Supongamos que en la etapa m
cada H", 1 <i < N, contiene m elementos y H™ N H} = Osii# j. Enlaetapam+ 1
se eligen N elementos distintos de B,.; \ (UX,H™), y colocamos cada uno de estos
elementos en el correspondiente H™*!. Al final tenemos N subconjuntos Hj, ..., Hy
ajenos entre s al definir H; = Up< H™.

Se afirma que cada H;,1 < i < N, esdenso en X. Sea U abierto en X no vacio.
Tomemos z, € U, asi que con excepcién de un niimero finito de puntos, los elementos
de A, = {a}, a}, ...} estdn contenidos en U. Sea M el mayor subindice tal que a}, no
estd en U. Para k suficientemente grande y tal que By = A,, tomamos N puntos de
By uno de los cuales esta en U N H;, lo que demuestra la densidad de H;. Como i fue
arbitrario, X resulta N-resoluble. (O

Ahora podemos probar que cualquier espacio de Frechet-Urysohn es maximal reso-
luble. Para ello requerimos el siguiente resultado.

Generalizemos la definicién de A(X): denotamos por A(x, X) la menor cardinalidad
de un abierto que contiene a x.

TeoOREMA I1.38 ([Py]). Sea X un espacioy U un abierto en X. Suponga que t(x, X) <
A(x, X) para toda x € U. Entonces U es maximal resoluble.

En el siguiente Teorema no hay restriccién para A(X). Mas adelante obtendremos
la méaxima resolubilidad de un espacio bisecuencial como un corolario a un hecho mds
general.

Recuerde que estamos considerando sélo espacios densos en si mismos.

TeOREMA I1.39 ([V2)). Sea X un espacio de Frechet-Urysohn. Entonces X es maxi-
mal resoluble.

DEMOSTRACION. Es claro que todo espacio Frechet-Urysohn cumple con t(X) = N,.
SiA(X) > Ry, el resultado se sigue del Teorema de Pytkeev 11.38. Asies que supongamos
que A(X) = Rg.
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Sea x € X un punto arbitrario. Basta entonces probar que x pertenece a un subespacio
Ro-resoluble de X.

Construiremos el subespacio infinito numerable que contiene a x recursivamente. En
la etapa 0 encontramos una sucesion no trivial So = {x, : n < @} € X\ {x} que
converge a x, ya que x no es aislado en X.

En la etapa 1 encontramos para cada y € Sp una sucesion S, € X \ {y} convergente
a yy pongamos S; = U,es,S1,y. Es claro que |S;] < No. Al continuar este proceso,
definimos una sucesién de subconjuntos numerables S, Sy, S5, ..., Sp, ... de X tales
que todo punto de S, es el limite de una sucesién convergente de S,..

Al final de esta construccién recursiva tenemos un subespacio X, = {x} U Un<uSs
tal que todo punto z € X es el limite de una sucesién no trivial contenida en X,. Por lo
tanto X, no tiene puntos aislados y es Ry-resoluble de acuerdo con la Proposicién I1.37
y yaque X = U,cxX,, concluimos que X es Rg-resoluble. [

En [E2] se prueba la maxima resolubilidad del producto infinito de algunos espacios.
Es facil notar que podemos escoger espacios cuyo producto infinito no sea Frechet-
Urysohn; sin embargo, el producto resulta maximal resoluble.

En el caso de espacios homogéneos basta tener una sucesion convergente para obtener
No-resolubilidad.

TEOREMA I1.40 ([V1]). Sea X un espacio homogéneo que contiene una sucesion con-
vergente no trivial. Entonces X es Rg-resoluble.

DEMOSTRACION. Sea ' = {x, : n < w} una sucesién no trivial convergente ax € X
y § = §’ U {x}. Construiremos inductivamente una sucesién infinita {S, : n < w} de
subespacios de S. Sea Sy = S. Sean < wy supongamos que S, C X ya estd definido y
es numerable. Para cada par de puntos x, y de S, existe un homeomorfismo 4,,: X — X
tal que y = h,,(x). Sea K, el conjunto de tales homeomorfismos #,, para todo par
X,y € S,.

Caso 1. El espacio X tiene cardinalidad ®y. El resultado se sigue de la Proposici6n
I1.37.

Caso 2. El espacio X es no numerable. Sea

Sn-H = UheK"h(S,,),

Sm = Un<an~

Claramente S, es un subespacio homogéneo numerable que contiene una sucesion con-
vergente no trivial. Por la Proposicién I1.37, S, es Ro-resoluble. Para todo z € X existe
un homeomorfismo h,: X — X con h,(x) = z. Asique X = U,exh,(S,) y por lo tanto
X es Ry-resoluble utilizando el Teorema I1.7. J
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Ahora podemos establecer algunas restricciones cardinales para espacios homogé-
neos; en particular para grupos topoldgicos irresolubles 0 maximales.

TeOREMA I1.41 ([V1]). (p = ¢)Sea X un espacio homogéneo irresoluble que contiene
un subespacio numerable no discreto. Entonces w(X) 2 ¢.

DEMOSTRACION. Sea D C X un subespacio numerable no discreto. Suponga que
w(X) < c. Entonces w(D) < ¢. Considere un punto x € D y una base local B para x
en D con |B| < ¢. Labase B tiene la propiedad de la interseccién finita. De acuerdo al
principio p = ¢ obtenemos un subconjunto B C D, |B| = R tal que |B \ A| < ¥, para
toda A € B. Esto significa que B converge a x. Por el Teorema 11.40, X seria resoluble,
una contradiccién. [J

En [Mal4] se demuestra que todo grupo topolégico maximal G cumple con A(G) = Ro.
Usaremos este hecho en el siguiente Corolario.

CoROLARIO I1.42 ([V1]). (p = ¢) Si G es un grupo topoldgico maximal infinito, en-
tonces w(G) > c.

DEMOSTRACION. Supongaquew(G) < ¢. SeaU unavecindadde eg, tal que |U| = Ry.
Sabemos que w(U) < ¢y por lo tanto podemos aplicar el principio p = c al filtro de
vecindades de e y obtener una sucesién convergente, lo que implicaria la resolubilidad
de U. Pero todo espacio maximal es irresoluble. [

Regresemos a la resolubilidad respecto a convergencia. En el primer articulo sobre
resolubilidad [H] se demuestragque aquellos espacios con base local linealmente ordenada
por inclusién en todo punto son resolubles. En [Ce] se generaliza este resultado y se
prueba la mdxima resolubilidad de tales espacios. Nosotros iremos atin mas lejos al
probar la méxima resolubilidad de espacios con redes locales' linealmente ordenada por
inclusién. Los dos siguientes lemas generalizan resultados previos debidos a Ceder [Ce].

LEMA 11.43. Sea X un espacio topologico tal que tiene una red A con |A| > A(X)
paratoda A € Ay A(X) = |A|. Entonces X es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Sean A = |A| = A(X)y A = {U, : a < A}. Existe una sucesién
V = {B, : @ < A} de subconjuntos de X de cardinalidad > A tal que todo U,,
a < A, aparece A veces en V. Por recursién transfinita definimos un conjunto denso
de cardinalidad A. De B, elegimos un punto {x} para formar Dy = {x}. Suponga que
hemos construido el conjunto D, = {x5 : 8 < a}, con @ < A. Como & < A podemos
encontrar x, € U, \ D, vy formar D,y = D, U {x,}. Al final de la construccién
obtenemos un conjunto D denso en X y de cardinalidad A, ya que D intersecta a todos
los elementos de la red .A. Observe que por construccién |D N U,| = A. Tenemos una
familia {D N U, : @ < A} de subconjuntos de D cada uno de cardinalidad A. Usamos

‘Redes segin se definen en el Capitulo
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el Lema 1.13 para obtener una familia { Eg : 8 < A} de subconjuntos ajenos dos a dos,
|Eg| = A paratoda a < Ay tal que Eg € DN Ug. Como |Eg| = A, usamos el Lema
1.12 para descomponer Eg en A subconjuntos ajenos no vacios Eg:

Eg = Uy Eg,y.

Finalmente definimos
Fy = UpaEpy;

es claro que cada F, es denso en X y por lo tanto X es maximal resoluble. O

LeEMA [1.44. Sea X un espacio que tiene una red A tal que |A| > A(X) para toda
A € Ay |A| < A(X), entonces X es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Sean A = [A]|yk = A(X),entonces A < k. SeaA = {B,: a < A}.

Construiremos una familia { Dg : B < «} de densos ajenos, lo cual probaré la maxima
resolubilidad de X.

En la etapa O elegimos puntos distintos xoo € Ba(a < A) y definimos Dy = {x¢, :
a < A}. Suponga que hemos construido los subconjuntos D, para toda p < B, donde
B < k. Note que

| Upeg Do) <D ID,| =Bl - A < k.
p<B

Entonces podemos elegir puntos distintos xg, € B, \ Up<gD, para toda o < A para
formar Dg = {xg, : @ < A}. Si continuamos este proceso, al final obtenemos una
familia de k subconjuntos densos ajenos entre si. [

Ahora probaremos méaxima resolubilidad ante la presencia de una red local linealmente
ordenada por contencién. Antes requerimos un lema.

LEMA I1.45. Sea X un espacio topoldgico tal que todo punto x € X posee una red
local L linealmente ordenada por contencién tal que |L| = A(X) para toda L € L,.
Sean x € X un punto arbitrario y U cualquier abierto que contenga a x. Entonces existe
una red local M para x tal que |M| < |U|.

DEMOSTRACION. Sean x y U como en la hip6tesis. Como L, est4 linealmente orde-
nada por contencidn, sabemos que existe M C L, cofinal en L, y bien ordenada respecto
a la contencién (Lema I.16). De la cofinalidad se desprende que M es una red local para
x. Ahora probaremos que 8 = |M| < |U|. Sin pérdida de generalidad, supondremos
que todo elemento en M estd contenido en U. Inductivamente construiremos un sub-
conjunto Z de U de cardinalidad 8. Sea M = {L, : « < B}. Elegimos zo € Lo\ L,
21 € Li\Ly,...,2, € Ly \ Ly4y, ... (n < o). Suponga que hemos elegido {z, : o < 8}
para alguna 6 < B limite, tales que z, € Lo paratoda ¢ < 8. Elegimos z, € L, \ L, ),
Zpt1 € Lopry \ Lys2, o5 Zosn € Lyyn \ Lygntts .. (n < w). Al final obtenemos el
conjunto Z = {z, : @ < B} C U. Entonces necesariamente |8| < |U|. I
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TrOREMA 11.46 ([V2]). Sea X unespacio tal que todo punto x € X posee unaredlocal
L, linealmente ordenada por contenciony |L| > A(X) para toda L € L. Entonces X
es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Basta probar que todo abierto U es |U|-resoluble.

Sea U un abierto no vacio. Por supuesto, |U| > A(X). Se afirma que existe una red
A tal que |A| < |U|,y |A] > A(X) paratodo A € A.

Primero observe que para toda x € U existe una red local L, que contiene una red
local M, con |M,| < |U| por el Lema 1L1.45.

Construimos A simplemente tomando todos los elementos de cada M,, para toda
xeU.

Una vez que tenemos la red A para U podemos aplicar yaseael LemaIl.43 oel Lema
I1.44 y deducir que U es maximal resoluble. (1

TeOREMA 11.47 ([V2]). Todo espacio birradial es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Probaremos quetodo puntox € X tiene unared local L, linealmente
ordenada por contencién y tal que |L| > A(X) paratoda L € L,. Pero esto se sigue de
que X es birradial y por lo tanto anidado en todo punto x € X (Teorema I1.35). Por lo
tanto X es maximal resoluble de acuerdo al Teorema 11.46. []

CoroLaRIO 11.48. Todo espacio bisecuencial es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Todo espacio bisecuencial es birradial.

CoRroLARIO I1.49. Todo t-espacio y todo espacio T-birradial son maximal resolubles.

5. Resolubilidad en grupos k-acotados

En esta seccidn estableceremos ciertos grados de resolubilidad, en ocasiones maxi-
ma resolubilidad, de algunos grupos k-acotados. El método de demostracién es una
generalizacién del utilizado en mi articulo [V1].

Note que si G es un grupo k-acotado, |G| = Ay k < A, entonces A(G) = |G|,
pues las traslaciones preservan cardinalidad. Claro, esta conclusién es inmediata de las
hipétesis. Sin embargo, lo mismo podemos decir si d(G) < |G]:

Teorema I1.50 ([V1]). Sea G un grupo topologico tal que d(G) < |G|. Entonces G
es |Gl-resoluble. En particular, G es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Sea D’ un conjunto denso en G de cardinalidad d(G). Considere
D = (D'). Entonces |D| = d(G). Note inmediatamente que G es resoluble pues
D y cualgquier clase lateral distinta de D constituyen un par de densos ajenos. Sea
Dy = Dy considere g; € G\ D. Definimos D| = g, Dy que resulta denso y ajeno a
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Dy. Supongamos que hemos construido de esta forma conjuntos densos D, para toda
a < B. Sea gg € G \ (UacgD,). Podemos encontrar tal gg pues

,Ua</3 Da, < Zﬁ[Da' < !ﬁl ’ 'DI < IG‘

siempre que B8 < |G|. Continuando este proceso logramos |G| densos ajenos entre
si. O
COROLARIO I1.51. Sea G un grupo tal que d(G) < |G|. Entonces A(G) = |G|

Este resultado también se puede obtener de otra manera, pues sic(G) < d(G) < |G|, G
es entonces ¢(G)-acotado (véase el Lema 1.11) y las traslaciones preservan cardinalidad.

Como ya se mencioné Malykhin [Mal2] construy6 un grupo numerable Hausdorff,
no discreto y maximal. El grupo es por lo tanto irresoluble. Tal grupo es obviamente
Np-acotado.

Ahora considere el siguiente ejemplo: Tome un espacio numerable e irresoluble X.
Construya la suma topoldgica Y = @,.x, X4, donde X, = X paratoda a < R;. Al
conjunto Y le afiadimos un punto z ¢ Y. Sea Z = Y U {z} y generamos una topologfa
en Z: las vecindades de {z} son todos los sumandos con excepcién de un nimero a lo
mas numerable de ellos. Cada sumando conserva su topologia original. El espacio Z
resulta ser Lindelof no numerable e irresoluble.

De los ejemplos anteriores deducimos dos cosas: para espacios topoldgicos ser no
numerable y Lindel6f no implica resolub#lidad.: En grupos topoldgicos el ser Nyp-acotado
no implica ser resoluble. Sin embargo,da cardimalidad puede mejorar el panorama. El
siguiente resultado presenta una mejora sustancial al Teorema 3.2 de [V1].

TEOREMA 1152 ([V2]). Sea G un grupo A-acotado tal que |G| = «, cf(K) > A.
Entonces G es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Dado que el grupo G es A-acotado debemos tener que A(G) = «.
Asf{ es que procuraremos encontrar k densos ajenos entre si.

Primero construimos un subgrupo de G muy especial. Sea Ky C G, Ky numerable.
Definimos H, = (K,). Suponga que hemos construido subgrupos H, para toda a < §3.
para alguna B < «, tales que H, C H, paratoda p < a, a < ky |H,| = |a] para toda
a < k. Observe que

|Uacp Hal < 3 [Hal < |BI- 18] < k.
a< 3
Por lo tanto podemos escoger Ky € (G \ La.gH,), tal que 'Kz = |Bl. Definimos
entonces
Hﬁ = <K/3 U UQ<BHQ>.
Esto completa la construccién. Al final tenemos una familia { H, : « < «} de subgrupos
de G. Sea H = U, H,. Este grupo H no es discreto pues tiene cardinalidad « y es
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A-acotado (Lema 1.7). Ahora, si usamos el Lema 1.12 encontramos una familia £ de
subconjuntos de « tal que |L| = k, |L| = « paratodo L € L y la familia es ajena dos a

dos. Paracada L € L sea
Dy = Uger(Hy \ (Up<a Hp)).

Por construccién y definicion de L tenemos que Dy \ D, = @ siempre que L # L',
L,L" € L. Se afirmaquecada D;, L € L esdensoen H. Considere un L € L arbitrario
pero fijo. Sea U un abierto no vacio en H, entonces U == gV, donde V es una vecindad
de ey. Entonces V = ¢~ !'U. Por lo tanto, existe K C H, [K| = Ay H=K-V. Para
cada k € K, existe @ < k tal que k € H,, y a es el menor con tal propiedad; sea R el
conjunto de tales @. Obviamente el supremo de R es menor que K, puesto que ¢ f(k) > A
es regular; podemos encontrar y < « tal que X C H,. También existe ¥ < « tal que
g~ € H,. Denotemos por ¢ = méx{y, y'}. Existe ¢ € L, tal que o > p. Tomemos
h € H, \ Ug<sHp. Entonces existe k € K tal que h = kq~'u para algunau € U,y
como ¢~ !, k € H,, tenemos que

u=qgk 'h e H,,

y por la eleccion de h, tenemos que 4 € Ug,Hg. Asiesqueu € D, NU # 0, lo
que prueba la densidad de D, en H. Afortunademente disponemos de « subconjuntos
Dy, lo cual demuestra la «-resolubilidad de H y por lo tanto la maxima resolubilidad de

G. O

CoroLARIO I1.53 ([V2]). Todo grupo de cardinalidad R, o ¢, de Lindelif, es maximal
resoluble. En particular, R, R? y C son maximal resolubles

DEMOSTRACION. Todo grupo Lindelof o segundo numerable es Ry-acotado, ademads
cf(c) >Ne. O

Si no queremos involucramos en problemas con cofinalidad, podemos obtener un
resultado un poco mds débil.

COROLARIO I1.54 ([V2]). Sea G un grupo A-acotado tal que |G| = k, k > A. Enton-
ces G es At-resoluble.

DEMOSTRACION. Simplemente observe que A* es regular y aplique una demostracion
similar a la del Teorema I1.52 al construir una familia de subgrupos {H, : @ < A*}. [0

Es tentador utilizar los resultados anteriores para demostrar que C (X)), el espacio de
funciones continuas de X a R con la topologia de la convergencia puntual, es maximal
resoluble. Este espacio es Ng-acotado al ser un subgrupo de R* el cual es Ry-acotado
(véase Lema 1.7 y el Lema L.8). Sin embargo, el siguiente Teorema fue demostrado en
Noviembre de 1995 por V. Tkachuk y V. Malykhin.
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TrOREMA I1.55 (TKACHUK-MALYKHIN). Sea X un espacio. Entonces C,(X) es ma-
ximal resoluble.

DEMOSTRACION. En el espacio de funciones continuas acotadas C*(X) considere la
topologia de la convergencia uniforme 7,. Esta topologia es mds fina que la topologia
de la convergencia puntual 7, (véase el Teorema 2.6.6 de [En]). Ademés C(X) con la
topologia 7, es metrizable y por lo tanto maximal resoluble. Dado que toda funcién con-
tinua de X a R se puede componer con un homeomorfismo de R a [0, 1], 1a cardinalidad
de C*(X) es igual a lade C(X). Ademds, C*(X) C C(X)y por el Corolario IL.8 C(X) es
maximal resoluble con la topologia 7, (tanto C*(X) como C(X) son grupos Ry-acotados,
pues son subgrupos de R¥). Ahora, 7, es mis fina que 7,; por lo tanto, C(X) con 7,
también es maximal resoluble. O

Siguiendo la linea de las demostraciones anteriores, podemos probar que los grupos
totalmente acotados son maximal resolubles. Un ejemplo de un grupo ¥y-acotado que
no es totalmente acotado es el grupo construido por Malyhkin [Mal2]. Este grupo es
numerable e irresoluble y por lo tanto no puede ser totalmente acotado.

DEFRINICION 11.56. Un grupo G es llamado totalmente acotado si para toda U vecindad
de eg, existe un subconjunto finito F C G tal que G = UF.

Al igual que los grupos k-acotados, los subgrupos de grupos totalmente acotados,
también son totalmente acotados.

TEOREMA .57 ¢[V2]): Sea G un grupo totalmente acotado. Entonces G es maximal
resoluble.

DEMOSTRACION. Recuerde que nosotros consideramos sélo espacios no discretos Ti-
khonov, asi es que si |G| = A, entonces A debe ser un cardinal infinito. Si A = Ry, el
resultado, es decir que G es Ng-resoluble, se demuestra en [Mas].

Considere ahora el caso A > N;. Definimos una sucesion creciente de subgrupos
{F,: a < A} de G. Sea Fy = {eg} y Hy = F,. Suponga que hemos construido los
subgrupos H,, paratoda a < (S puede serun ordinal finito), tales que H, C H, siempre
que @ < vy < By |H,| = |a], paratoda « < B. Encontramos Fg C (G \ U, 3Ga),
{Fg| = |B| y definimos Hg = (Fp UU,-gH,). Al final obtenemos una familia {H, :
a < A} de subgrupos de G tales que H, C Hp. sia < B < Ay |H,| = |a| para toda
a < A. Encontramos una familia F de subconjuntos ajenos de A con | F| = |G|. adema-
{Fi = |G| paratoda F € F. Paracada F € F definimos el subconjunto:

Lr = Uaer(Hqa \ Up-oHp).

Como en la demostracidén del Teorema I1.52. se prueba que cada L ¢ es denso en G, lo
cual implica que G es maximal resoluble. [J
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El siguiente resultado se conoce desde hace mucho tiempo. Véase por ejemplo
[Co]{Lemma 6.3].

TeOREMA 11.58. Todo grupo seudocompacto es totalmente acotado.
CoroLari1o 11.59 ([V2)). Todo grupo seudocompacto es maximal resoluble.

DEMOSTRACION. Se sigue de los Teoremas I1.58 y 11.57 y de que todo grupo seudo-
compacto tiene cardinalidad no menor que ¢ [CoRol]. [

CorovLAR10 11.60 ([V2]). Todo grupo numerablemente compacto es maximal resolu-
ble.

DEMOSTRACION. Todo espacio numerablemente compacto es seudocompacto ([En]
Theorem 3.10.20). O

6. Resolubilidad en grupos libres

En esta seccién probaremos que todo grupo libre es al menos Ny-resoluble. También
se presentara la mdxima resolubilidad de ciertos grupos libres.

Primero daremos una breve descripcién de la construccién de grupos libres. Consi-
dere un conjunto infinito X. Construiremos un grupo F(X) sobre X con las siguientes
propiedades:

(1) X es subconjunto de F(X).
(2) Toda funcién f: X — G, donde G es un grupo, se extiende a un homomorfismo
¢: F(X)—G.

La construccién de F(X) se logra considerandoa X U X!, con X~! = h(X), donde A
es una biyeccién definida por i(x) = x~!, como las letras de un alfabeto. Formamos
palabras con este alfabeto que serdn los elementos de F(X) vy la palabra sin letras o vacia
es la identidad de F(X). Las palabras se consideran reducidas, es decir, si por ejemplo
en la palabra apereciese xx~! se cancela este término y si por ejemplo aparece xx se
escribe x?. La operaci6n de grupo es la yuxtaposicién de palabras.

Podemos distinguir un puntoen X, digamos e € X, construirel grupo libre sobre X' =
X\ {e} y considerar a e como la identidad de F(X'). Utilizaremos ambas construcciones
posteriormente.

En el caso que X sea sea un espacio topologico, la tarea es introducir una topologia
en F(X) o F(X’) de tal forma que se cumplan las siguientes condiciones:

(1) F(X) es el grupo libre algebraico sobre X.
(2) X es un subespaciode F(X) o F(X').
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(3) Toda funcién continua f: X — G, donde G es un grupo topoldgico, se extiende
a un homomorfismo continuo F: F(X) — G. Enel caso de F(X') se pide que si
f: X — G es una funcién continua a un grupo topoldgico G tal que f(e) = e,
entonces f se extiende a un homomorfismo continuo ®: F(X') — G.

Si se cumplen todas estas condiciones llamaremos a F(X) el grupo topoldgico libre de
Markov [Ma] que denotaremos FM(X)y a F(X') el grupo topoldgico libre de Graev [Gr]
el cual se denota FG(X), pues ambos autores consiguieron introducir una topologia en
F(X) que cumple con las propiedades (1)—(3). En forma correspondiente se construyen
y definen los grupos abelianos libres y grupos abelianos libres topoldgicos ya sean de
Markov AM(X) o de Graev AG(X).

Cuando resulte lo mismo considerar FM(X) que FG(X) denotaremos ambos grupos
por F(X).

DEFINICION I1.61. En F(X) definimos la longitud /(z) de una palabra z € F(X),
z=x{"x"comol(z)=ri+---+rysix,..., x, €X.

Con F,(X) (FM,(X) o FG,(X))) denotaremos el conjunto de palabras de F(X) que
tengan longitud no mayor que n, para toda n < w.

Lema 11.62. Para todo espacio X, d(FG(X)) < d(X)y d(FM(X)) < d(X).
DEMOSTRACION. Considere el caso de FG(X). Definamos una funcién
G (XUX'U{e}) — FG,(X)

por ¢, (xj,...,x,) = x,---x,. Lafuncién ¢, es continua, pues la multiplicacion es
continua en FG(X). Note que d(FG,(X)) < d(X") = d(X) por la continuidad de ¢,.
Ya que FG(X) = U, FG,(X), se obtiene el resultado.

El caso de FM(X) es similar. [

LEmMa 11.63. Sea G un grupo topoldgico y U una vecindad de eg. Entonces, para
toda n < w existe una vecindad V de eg tal que V" C U.

DEMOSTRACION. Ya que la multiplicacion es continuay e}, = e, existen vecindades
Vi,...V, de ¢ tales que V,---V, C U. Entonces V = V(N V,---NV, cumple lo
requerido. [

PROPOSICION 11.64. Sea X un espacio no discreto. Entonces toda vecindad de la
identidad en FG(X) contiene palabras de longitud arbitraria.

DemMoOsTRACION. Dado que X es no discreto, existe ¢ € X no aislado. En [Gr] se
demuestre que los grupos FG(X) uno con el punto e como identidad y otro con el punto
f como identidad, son isomorfos topoldgicamente. Asi es que consideramos a ¢ la
identidad de FG(X). Sea m un niimero natural arbitrario pero fijo y U una vecindad
arbitraria de e. Del Lema I1.63 sabemos que para toda n > m existe una vecindad V
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de e tal que V" C U. Como |V X| > N, podemos encontar n elementos distintos
Xt ..., X, en Vy formarunapalabrax, ... - x, € V" C Udelongitudn > m. O

Ahora probaremos que para todo espacio no discreto X el grupo libre sobre X, FG(X)
es resoluble, de hecho es Ng-resoluble.

TEOREMA 11.65. Si X es un espacio no discreto, entonces FG(X) es Ny-resoluble.

DEMOSTRACION. Sea F una familia de subconjuntos ajenos e infinitos de w tal que
|F| = Ro, | F| = Ry. Definamos los siguientes subconjuntos de FG(X):

Lr={z € FG(X) :l(z) = n, paraalgunan € F}.

Se afirma que los conjuntos L ¢ son densos en FG(X) (es claro que ellos son ajenos dos
ados). Para probarlo fije F € F y elijaun abierto no vacio U en FG(X). Sieg € U dela
Proposicién 11.64 sabemos que U contiene palabras de longitud arbitraria, en particular
contiene palabras de longitud n paratodan € F.

Suponga que e ¢ U. Expresemos a la vecindad U como U = gV donde eg € V.
Seam = I(g). Existe k € F tal que k > m. Elijaen V una palabra z de longitud & — m,
tal que en gz no haya cancelaciones. De aqui, gz € UN L.

Observe que si X es discreto el método de la demostracién del Teorema I1.65 no
funciona pues existen vecindades de la identidad e de FG(X) que contiene sélo un
nimero finito de puntos. En el caso de €l grupo FM(X) se puede encontrar una base de
vecindades de e las cuales contienen sélo palabras de longitud par (véase [Tk2]).

En ciertos casos podemos encontrar un grado mayor de resolubilidad de FG(X).

TEOREMA I1.66. Sea X un espacio tal que d(X) < |X|. Entonces FG(X) es maximal
resoluble.
DEMOSTRACION. El resultado se sigue del Teorema I1.50 y del Lema [1.62. O

TeEOREMA I1.67 ([Ar3]). Sea X un espacio.

(1) Si wl(X) < 7, es decir si toda cubierta abierta de X contiene una subfamilia de
cardinalidad < 7 cuya unién densa en X, entonces F(X) es T-acotado.
(2) Sic(X) < Ny, entonces F(X) es Ny-acotado.

Con este resultado podemos probar la maxima resolubilidad de algunos grupos libres:

TEOREMA I1.68. Sea X unespacio X tal que wi(X) < |X|y|X|esregularocf(|X|) >
wl(X). Entonces F(X) es maximal resoluble. Lo mismo ocurre si c(X) = Royc f(|X]) >
Ng.

DEMOSTRACION. Ambos resultados se siguen de los Teoremas 11.67 y I1.52.
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7. Resolubilidad en espacios producto

Concierne a este apartado el estudio de la B-resolubilidad de algunos productos de
espacios.

Pioneros en esta investigacién son Ceder y Pearson, cuya obra fundamental, a este
respecto, [CePe], presenta la demostracién de que el producto de espacios maximal
resolubles es maximal resoluble, considerando en el producto tres topologias distintas.
En el mismo articulo se plantea la pregunta sobre la posible extensién de este resultado
a otras topologias naturales en el producto. En [E2] El’kin responde afirmativamente
esta pregunta y generaliza algunos otros resultados de [CePe] considerando topologias
en el producto definidas al usar ideales en el conjunto de indices del producto.

Ya que en [E2] esencialmente se resuelve el problema para productos con la topo-
logfia usual, nosotros consideraremos topologias k-producto, donde nuestros resultados
adquieren importancia cuando k > Ry.

Aqui se probard la B-resolubilidad para ciertos cardinales infinitos 8. Si X = [[,.g X«
y x € X, por simplicidad expresaremos a x como x = {x,}, donde x, € X, para toda
a < .

DEFINICION I1.69. Sean {X, : a < B} una familia de espacios, y X su producto
cartesiano. Considere un punto fijo x = {x,} € X. Definimos

3(x) = {{za} € X : {a < B: xa # 2o} < k}.

Enel caso de ENO (x) lo denotaremos simplemente por o(x). Estos conjuntos son llama-
dos los 2.-productos basados en x.

Estos 2-productos tienen propiedades muy convenientes para el estudio de la resolubi-
lidad de productos de espacios. Recuerde que un espacio producto X con la k-topologia
producto se denota por X®,

PROPOSICION I1.70. Sean {X, : a < B} una familia de espacios con B > Ny y k un
cardinal tal que k < B. Considere su producto topolégico X® = [],.p Xo. Six € X,
entonces 2%(x) es denso en X,

Considere un punto 'y = {y,} € X® tal que |{a < B : xo # ya}| > «. Entonces
24 0)NZ(y) = 0.

DEMOSTRACION. Sean x € X® y U un abierto no vacio en X*), Probaremos que
UNZ*(x) # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U pertenece a la
base canénica, es decir U = [a<pg Ua, cada U, es abierto en X, y R(U) = A tiene
cardinalidad < k. Sea D = {@ < B: U, = X,}. Paratoda a € A, elegimos un punto
Za € Uy y hacemos z, = x,. Para o € (8\ A). El punto z = {z,} pertenece entonces
alUyal<(x).
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Suponga que x y y difieren en al menos k coordenadas. Suponga que z € Z*(x),
entonces x, = Z, para al menos « coordenadas y por lo tanto [{a@ < B: x4 # Ya}| > &
y porlo tanto z ¢ 3%(y). [

TeoreMA I1.71. Sea {X, : a < B} una familia de espacios tales que min{|X,| : a <
B} = k. Entonces X® = [1,.3 X, es k - B resoluble para toda A < B, donde B, k 'y A
son cardinales infinitos.

DEMOSTRACION. Sean F, F, familias con las siguientes propiedades:

() |Fl =B, |Fa| = k.

(2) Fy Fa, son familias de subconjuntos ajenos de By X, respectivamente.
(3) |F| = |F'| = B para cualesquiera E F' € F.

(4) |F| = |F'| = k para cualesquiera F, F' € F,.

Tomemos un F € F y para cada @ € F considere un conjunto A* € F,. Sabemos
que |A?| = k, asi es que podemos formar « puntos que difieren en 8 coordenadas. Como
tenemos B conjuntos F' € F podemos formar x3 puntos que difieren en 8 coordenadas.
Considerando sus 2*-productos, tendremos k3 subconjuntos densos ajenos dos a dos en
X('\). 0O

CoroLARIO IL72. Sea {X, : a < B} unafamiliade espacios. Suponga que |X,| > A
paratoda a € B. Entonces X® =[], X, es A - B resoluble, para toda A < B.

DEMOSTRACION. Considere familias F y F, como enla prueba delvTeorema I1.71
con a € A. Obtenemos asi AS puntosique difieren en 8 coardenadas: 4ses B*-productos
de estos puntos nos dan la AB-resolubilidad de XV, [




CAPITULO 1I

Refinacion de Topologias en Grupos Conexos

1. Introduccion

Este Capitulo versard sobre la refinacién de topologias conexas y de grupo, es decir
dado un grupo topolégico G con topologia 7 conexa, ;cuando se puede asegurar que
existe una topologia 7’ de grupo en G conexay talque 7 C 7/, 7' # 2.

Existen ejemplos de una respuesta afirmativa a esta pregunta: considere C*(X) el
espacio de funciones continuas acotadas con la topologia de la convergencia puntual.
Este es un espacio vectorial topolégico (en particular un grupo topolégico), y por lo tanto,
es conexo. Si en C*(X) consideramos la topologia de la convergencia uniforme, que

. .es més fina que la de la convergencia puntual, C*(X) sigue siendo un espacio vectorial

topoldgico y en consecuencia, esconexo.

Antes de analizar con més detenimiento este problema, es conveniente enmarcarlo en
un contexto mds general, que nos permita comparar resultados y anticipar dificultades.

Un planteamiento més general de nuestro problema es el siguiente: Sea (G, 7) un
grupo topolégico que posee una cierta propiedad P, ;existe una topologia estrictamente
mas fina de grupo que aun posea P , o al menos que la nueva topologia posea una
propiedad, en algitin sentido bien definido, cercana a P?

Analicemos algunos resultados afirmativos relativos a ciertos casos de P.

En [Co] se demuestra (Teorema 6.17) que todo grupo abeliano compacto de peso no
numerable admite una topologia estrictamente mds fina (por supuesto, no compacta)
seudocompacta. El requerimiento sobre el peso no numerable es esencial pues un grupo
abeliano compacto y metrizable no admite una topologia seudocompacta estrictamente
mds fina [CoRol}.

En [CoRel] se demuestra que todo grupo topoldgico (no necesariamente abeliano)
de la forma F* con k > w, admite una topologia mds fina que la original de peso
w(F) + 2* seudocompacta, donde F es un grupo seudocompacto. También se prueba
que ciertos grupos compactos (es decir, con algunas restricciones cardinales sobre el
subgrupo conmutador) admiten topologias estrictamente mds finas seudocompactas.

35
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Respecto a refinacion de topologfas compactas a topologias numerablemente compac-
tas se tienen algunos resultados. Un cardinal es {lamado Ulam-medible si éste contiene
un ultrafiltro tal que la interseccién de una coleccién numerable de elementos del ultra-
filtro pertenece al ultrafiltro. En [Ard] se demuestra que si un grupo compacto admite
una topologfa estrictamente mds fina numerablemente compacta, entonces el grupo tiene
cardinalidad Ulam-medible. En [CoRe2] se prucba una especie de reciproco: si G es
compacto de cardinalidad Ulam-medible y es abeliano o conexo, entonces admite una
topologia numerablemente compacti estrictamente mds fina.

En relacién a la propicdad de ser conexo, nuestro punto de partida sera el resultado
obtenido en [ATTW], en ¢l que se obtiene una topologia conexa de grupo estrictamente
mis fina para el grupo aditivo de fos nimeros reales.

El objeto de nuestra investigacion serd obtener topologfas de grupo conexas estricta-
mente mds finas en grupos abelianos. Adicionalmente se conservan algunos invariantes
cardinales. Por cuestiones algebraicas, se divide el problema en grupos abelianos sin
torsion y grupos abelianos de torsion pura.

En este capitulo todos los grupos serdn no triviales, es decir si G es un grupo topoldgico

G, |G| > 1.

2. Preliminares

En este apartado estableceremos hechos importantes para nuestra investigacion pos-
terior.

Comencemos con un Teorema de importancia fundamental, que nos permitird deter-
minar la conexidad de ciertos subgrupos de productos.

TEOREMA TIL1 ([TkV 1] [TkV2]). Sean X, Y espacios conexos y G un subespacio
denso disconexo del producto X < Y tal que p(G) = X donde p: X x Y — X es la
proyeccion. Entonces existe un subconjunto F cerrado de X x Y ajeno a G tal que p(F)
contiene un abierto no vacio de X. De hecho F = 0, N Oa, donde Oy, O, son abiertos
no vacios disjuntos en X' - Y que cubren a G.

DEMOSTRACION. Por bipotesis del teorema, existen abiertos no vacios y ajenos Oy, Oa
del producto X x Y tales . ic G = O, U 0. Note que X x ¥ = O, U 0. Definamos
F como

F =000,
donde la cerradura se tomacen X' - Y.

Los conjuntos G y £ ~on disjuntos pues G € O, U 0. Seax € X\ p(F), entonces

pHO N F = 0. En cste casosolo puede ocurrir que

P 0y,

» ) € 0s.
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De otra forma tendriamos una separacién de p~'(x) dada por
P70 =(p N ONU(p ()N 0)

lo que contradice el hecho de que p~1(x) = Y es conexo.
Para cada subconjunto O C X x Y definimos

pHO) = X\ p(X x Y\ O).
Es claro que p*(0) = {x € X : p~'(x) C O}. Se afirma que
(A) X\ p(F) € p*(0n) U p*(0y).

Seax € X\ p(F). Entonces p~'(x) C O, 0 p~'(x) € 0,. Por lo tanto x € p*(0,)
ox € p*(03). Se observa que p*(0,) y p*(0,) son cerrados por la definicién de p* y
que son ajenos: si x € p*(0)) N p*(0,), entonces p~'(x) C O, N O, = F. Yaque
p(G) = X, existe y € Y tal que (x, y) € G. Pero entonces (x,y) € GNF # §, una
contradiccién. Notemos que p*(0)) # X # p*(0,). De estas propiedades se deduce
que B B :

POy U p*(0y) # X.
En caso contrario X serfadisconexo, lo que terminala demostracién, pues de (A) sabemos
que ¢l conjunto abierto no vacio X \ (p*(0,) U p*(0,)) estéd contenido en p(F). [

De gran trascendencia para nuestro trabajo son los conjuntos regularmente abicrtos y
regularmente cerrados.

DEerINICION HI.2. Unsubconjunto O de unespacio X es lamado regularmente abierto
si O = Int(0). La familia de todos los conjuntos regularmente abiertos de un espacio
X se denota por RO(X). Un conjunto F C X es regularmente cerrado si F = Int(F).

La familia de todos los conjuntos regularmente cerrados de un espacio X se denota por
RC(X).

Los dos siguiente resultados son bien conocidos (véase [W] y [GMT]).

TeOREMA I1L.3. Para cualquier espacio X, [RO(X)| < mw(X),

DEMOSTRACION. Sean ¢(X) = « y V una m-base para X con |V| = mw(X). Defi-
nimos la familia G = {Int(G) : G es la unién de < k elementos de V}. Se afirma que
RO(X) C G de donde se desprenderd que |[RO(X)| < mw(X)“®. Sean R € RO(X)
y Ve = {V € V:V C R}. Sesigue del Lema 1.3 que existe una subfamilia W
de Vg con [W| < ky UVg C (UW). Sea G = UW. Es ficil ver que R C (UVpg)
pues R es abierto y V es una 7-base. De aqui concluimos que R = G y por lo tanto
R =Int(R) = In(G). O

ProposicioN 1.4, Si A es un conjunto regularmente cerrado en un espacio X, en-
tonces X \ A es regularmente abierto en X.
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DEMOSTRACION. Denotemos por F¢ el complemento de un subconjunto F' C X.
Si A es un conjunto regularmente cerrado, entonces A = Int(A). Por lo tanto A¢ =

(Int(A))* == ((A°)) = Int(A°) y por lo tanto A¢ es un conjunto regularmente abierto.
El reciproco se prucba en forma similar. (0

COROLARIO 1115, Si X es un espacio, entonces {RC(X)| = |RO(X)].

Lema I11.6. Sean H, T espacios topoldgicos tales que ¢(H) < ky k™ es un precalibre
débil de T. Entonces c(H x T) < k.

DEMOSTRACION. Sea’V = {V, : @ < «*} una familiade abiertos no vacfosen H x T.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que cada V, es de laforma V, = U, x W,,,
con U,, W, abiertos en H y T respectivamente.

Considerc la familia {W, : @ < «*}. Existe A € [«"]<" tal que W.NWg # 0
para todo @, B € A. Ahora considere la familia U = {U, : a € A} de abiertos en H.
Claramente existen a < 8 < k* con U, N Upg # 9. Entonces VN VB # § y la familia
V no puede ser celular. Por lo tanto, c(H X T) < k. O

CorOLARIO TIL.7. Sean X, Y espacios tales que c¢(X) < Ry (es decir, X satisface ccc)
yd(Y) = Ry Entonces la celularidad de X x Y es numerable.

DeEMOSTRACION. Simplemente observe que dado que d(Y) = Ny, entonces X, es un
precalibre débil de YV (Teorema 1.2). El resultado se sigue def Lema HL6. [

Lema L8, Sea T el grupo del circulo. Entonces Xy es un calibre de T.
DEMOSTRACION. Se sigue del hecho de que T es separable, es decir d(T) = R,. [

DEFINICION TI1.9. Sean G un grupo abelianoy g € G, g # eg. Siexiste unn € N tal
que ng = eg, donde ng = g + - -- + g, con n sumandos, entonces g es un elemento de
torsidn de G. Si n es el minimo ndmero tal que ng = eg, entonces n es el ordende g y
esto se denota o(g) = n.

Si G es un grupo, denotaremos por tG el subgrupo de G consistente de los elementos
de torsion (recuerde que G es abeliano).

Si G no tiene clementos de torsion, entonces G es libre de torsion.

DerINICION I11.10. Sea G un grupo.
(1) Una familia de subgrupos {H, : a < k} de G es independiente si
H, N (U{H; &£ # a}) = {eg)}
para cada o < k.

(2) Un subconjunto X de G es independiente si {{x) : x € X} es una familia
independiente de subgrupos de G.
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Es claro que podemos recuperar ¢l significado usual de independencia: un conjunto
{H, : a < B} de subgrupos de un grupo G es independiente si y sélo si la relacion

Z{knxn} =0

nckF
(con F finito, F C B, x, € H,,,conlos a, distintos entre sf, y k, € Z) implicak,x, =0
paracadan € F.

DrFINICION TTL 1 1. Sea G un grupo abeliano. Un elemento g € G es divisible en G
entre un entero positivo m si g = mh paraalgunah € G. El grupo G es divisible si cada
uno de sus elementos es divisible entre cadan € N,

Un subgrupo H de un grupo abeliano G es lamado puro en G si

nGNH=nH

paratodo n € N*. Es decir, H es puro si todo elemento de H que es divisible entre n en
G también lo es en H.

Por ejemplo Ry @ son grupos divisibles y Q es puroen R. Es facil ver que el conjunto
G[n] de todos los elementos g € G que satisfacen ng = 0 es un subgrupo de G. Mis
atin, los clementos de G que tienen orden igual a una-potencia de un niimero primo fijo
p, forman un subgrupo G, la componenie p-primaria de G. Si todos los elementos de
un grupo G tienen orden igual a la potencia de un nimero primo p fijo, entonces G es
llamado un p-grupo.

Si H es un subgrupo de G tal que G /H es libre de torsion, entonces claramente H es
puro; en particular, ¢l subgrupo de torsién G es puro.

Dos resultados muy importante en la Teorfa de Grupos son:

TeorEMA 11112 ([Robin)). En un grupo abeliano G el subgrupo de torsion tG es la
suma directa de sus componentes p-primarias.

TrorEMa 113 ([Robin)). Sean G y H grupos con H divisible. Sip: K — H es un
homomorfismo de un subgrupo K de G, entonces existe un homomorfismo ®: G — H
que extiende a .

En el caso de grupos no divisibles también podemos extender homomorfismos en
ciertos casos.

PropOSICION 111 14. Sean G, H grupos tales que todos sus elementos distintos de la
identidad tienen orden p, un nitmero primo. Sea X C G un subgrupode Gy f: X — H
un homomorfismo. Entonces existe un homomorfismo F: G — H que extiende a f.

DiEMOSTRACION. Se desprende inmediatamente del hecho de que cada subgrupo X de
un grupo, en donde cada elemento distinto de la identidad tiene orden p, es un sumando
directo de G (véase [Robin]), es decir, existe otro subgrupo Y de G talque G = XY, [
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3. Grupos con subgrupo de torsidon pequeiio

Nuestra primera tarca serd encontrar elementos independientes en todo abicrto de
ciertos grupos topoldgicos.

TeOREMA I11.15. Sean G un grupo topolégico libre de torsion tal que A(G) = A > Ry
y H un subgrupo con |H| < A. Entonces para todo abierto no vacio U C G existe un
elemento g € U tal que {{g), H} es una fumilia independiente.

DEMOSTRACION. Paratodam € NTyh € H definimos K, = {g € U : g™ = h}.
Si la conclusién del teorema fuese falsa, tendriamos U = U{K,,, : h € Hm € N*}
Como |H x N*| < A, podemos encontrar h, € Hyy m, € N* tales que |Kj, | > 2.
Sean g, g2 € K. elementos distintos. Entonces g7 = h, = g5, de aqui se sigue
(g185 )™ = 0. Esto contradice nuestra suposicién de que G es libre de torsién. [

De hecho, utilizando la misma demostracion, podemos probar un hecho mas general.

TEOREMA II1.16. Sea G un grupo topoldgico con A(G) = A > Rg y tal que su
subgrupo de torsion tG tiene cardinalidad < X. Si U es un abierto no vacio y H es un
subgrupo de G tal que |H| < X, entonces existe un elemento g € G tal que {{g), H} es
una familia independiente en G.

DEMOSTRACION. Considere un nuevo subgrupo H' = (H UtG). Entonces |H'| < A
y podemos razonar como en el Teorema 11115, [

CoroLARIO 1117, Sean G un grupo topoldgico con |G| = k, [tG] < ky H un
subgupo de G tal que |H| < k. Sea A un cardinal, A < k. Suponga que G es A-acotado
o que d(G) = X. Entonces, para todo abierto U de G, existe un elemento g € G tal que
{(g), H} es una fumilia independiente.

DEMOSTRACION. Si G es A-acotado, dado que las traslaciones preservan la cardinali-
dad, debemos tener A(G) = |G|. La misma conclusién se obtiene si d(G) < k en vista
del Corolario I1.51. (O

LEMA L 18. Sean G un grupo abeliano libre de torsion'y H un subgrupo infinito de
G. Entonces existe un subgrupo puro L de G tal que |L| = |H|y H C L.

DEMOSTRACION. Paracadan € N*y g € G denote por p(g, n) un elemento de G que
satisfaga np(g, n) = g. Si no existe, hacemos p(g, n) = ¢5. Definimos una sucesién
creciente Hy € H, C --- de subgrupos de G de cardinalidad | H| de la siguiente forma:

Sca Hy = H. Suponga que hemos encontrado el subgrupo H, para alguna k € N*,
entonces definimos

Xe=H U{plgn):g€ H,nc N}y X = (Xy).
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Finalmente podemos construir L tomando la unién de los Hy, es decir, L = U N+ H,.
Es claro que H C Ly que |L| = |H|. Por construccidn, si un clemento de L es divisible
entre n en G con n € N*, es divisible entre n en L, asi que L es puro. [

Ahora podemos obtener nuestro primer resultado sobre refinacién de topologfas de
grupo conexas.

TEOREMA II1.19. Sean k un cardinal infinito y G un grupo abeliano conexo libre de

torsion con w(G) < k, |G| > ko y ¢(G) < V. Entonces G admite una topologia de
grupo conexa estrictamente mds fina 'y con las mismas restricciones cardinales.

DEMOSTRACION. La idea de la demostracidn es construir un homomorfismo discon-
tinuo /1 de G al grupo del circulo T en tal forma que el subgrupo

G = {(x, h(x)): x € G}

del producto P = G x T con la topologia inducida sea denso y conexoen G x T. El
subgrupo denso G* de G x T satisface w(G*) < ky ¢(G) < Ry, lo cual se desprende
del hecho de que un subespacio denso hereda la misma celularidad y del Lema I11.6.

La restriccion de la proyeccion pr: P — G a G* es un homomorfismo continuo e
inyectivo de G* sobre G, pero 7 = pr [ G* noes un homeomorfismo (en caso contrario
h serfu continuo). Considere la topologia de grupo mds débil en G que haga continuo
al homomorfismo 77': G — G*. En otras palabras, identifique al grupo G con G* por
medio del isomorfismo 7. Esto nos da una topologia de grupo estrictamente mds fina
conexa y que satisface las mismas restricciones cardinales.

Comencemos la construccion del homomorfismo h: G — T. Denotemos con F la
familia de todos los subconjuntos cerrados F de P de laforma F = O, N O, para alguna
pareja de abiertos O, O, de P (no excluimos el caso O, = O,), e Int(pr(F)) # 0.

El Teorema II1.3 implica que |F| < kN0, Sea A = &R0, Considere una enumeracion
{F, @ < A} enlaque aparece A veces cada F € F. Suponga que hemos construido un
conjunto Xp = {x, : @ < B} C G paraalguna 8 < A. Denotemos con Hy al subgrupo
de G generado por Xg, Hg = (Xg). El grupo G satisface ¢(G) < Ny asi es que G es
Rg-acotado (I.11); por lo tanto A(G) = |G| y, por el Teorema II1.15, podemos clegir un
punto xg € Int(pr(Fg)) \ Hg tal que {{xg), Hg} es una familia independiente en G.

Repetimos este proceso paratoda 8 < A. Esto nos daun conjunto X = {x, : @ < A}.
Nuestra construccion implica que | X N pr(F)| = A paracada F € F, asi que podemos
definir una funcion f: X — Ttal que FN f(X) # @ paratoda F € F.

Note que el conjunto Gr(f) = {(x, f(x)) : x € X} es denso en P: el conjunto
Fy = UNU pertencee a F para cada abierto no vacio U de Py Gr(f) intersecta a todos
los conjuntos Fy. Ya que el espacio es regular, concluimos que Gr(f) es denso en P.

De nuestra construceion sabemos que X es una familia independicnte, lo que implica
que (X) = Bcx (¥) esun grupo abeliano libre con X como conjunto de generadores. Por




42 II. REFINACION DE TOPOLOGIAS EN GRUPOS CONEXOS

lo tanto, f se extiende a un homomorfismo f: (X) — T. Como el grupo T es divisible,
se puede extender f a un homomorfismo i: G — T (v€ase [Robin)). Considere cl
grupo G* mencionado al principio de la prueba:

G ={(x,h(x):xeG} TP

El grupo G* conticne al conjunto Gr(f) y por lo tanto es denso en P. Falta probar que
G* es conexo. Suponga lo contrario y use el Teorema III.1 para encontrar un elemento
F € Fcon FNG* = 0. Entonces Gr(f)N F = @, que contradice el hecho de que
Gr(f) intersecta a todos los micmbros de F.

Asi, G* es un subgrupo denso y conexo de Py podemos introducir una topologia
de grupo conexa en G mediante ¢l epimorfismo pr [ G*: G* — G. Esto completa la
demostracién. [

Por supuesto, podemos permitir la presencia de un subgrupo de torsién pequeiio y atin
obtenemos una topologia estrictamente mas fina conexa.

TEOREMA I11.20, Sean k un cardinal infinito y G un grupo abeliano conexo con

w(G) < k, |G| > Ko, |tG| < |G|y ¢(G) < Wy. Entonces G admite una topolo-
gia de grupo conexa estrictamente mds fina 'y con las mismas restricciones cardinales.

DEMOSTRACION, La prucba es exactamente la misma que la del Teorema II1.19, pero
esta vez utilizamos el Corolario II1.17 para obtener la familia X de elementos indepen-
dientes. O

CoroLARIO II].21. Sea G un grupo abeliano sin torsion conexo con w(G) < ¢ v
celularidad numerable. Entonces G admite una topologia de grupo conexa estrictamente
mds fina con las mismas restricciones cardinales.

DEMOSTRACION. Recuerde que un grupo conexo tiene cardinalidad al menos ¢. El
resultado se sigue del Teorema 111.19. O

En el Teorema I11.19 hemos conseguido refinar la topologia de un grupo conexo y
logramos ademds conservar el mismo peso y la celularidad numerable. EI siguiente
paso es tratar de preservar la separabilidad de la topologia.

Antes requerimos un resultado preliminar.

LEMA 11122, Sea G un grupo no numerable separable libre de torsion. Entonces
existen un subgrupo numerable K de G 'y un homomorfismo (discontinuo) q de K al

grupo del circulo T tal que el grupo {(x, q(x)) : x € K} es denso en el producto
P=GxT.
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DEMOSTRACION. Sea S un subconjunto denso numerable de G. Definimos como f/ ¢l
subgrupo generado por Sen G, esdecir, H = (S). Porel LemaIIL.18, existe un subgrupo
numerable puro L de G que contiene a H. El grupo cociente G /L es obviamente libre de
torsion (véase [HR] Teorema A.28) ¢s no numerable. Denote por 7 el homomor(ismo
canénico de G a G/L y elija un subconjunto independiente ¥ = {y, : n < w} del
grupo cociente Q0 = G /L. Sea {1, : n < w} un subconjunto denso y numerable de T.
Definimos la funcién f: Y — T por f(y,) = t, paracada n < w. Dado que Y es un
subconjunto independicnte de Q, f se extiende a un homomorfismo g: Ky — T, donde
Ko = (Y). Sea K = w7 '(Ky) y ¢ = gm | K. Obviamente, K es un subgrupo de G y
|K| = |Ky| - |L] = Ny. Falta probar que el subgrupo {(x, g(x)) : x € K} es denso en P.

Sea O = U x V un abicrto no vacic de P. Existe un elementot, € V. Elijjax, € K
con 7(x,) = y,. Entonces ¢~ '(t,) D w~'(y,) = x, + L. El conjunto x, + L es denso
en G y por lotantoexiste x € (x, + LYNU. Ast,x € Ky (x,q(x)) = (x,1,) € 0. OO

TEOREMA 111.23. Sea G un grupo conexo separable abeliano y libre de torsion. En-
tonces G admite una topologia de grupo conexay separable estrictamente mds fina.

DEMOSTRACION. Note que no podemos proceder exactamente como en la prueba del
Teorema 111.19 pues no sabemos st el subgrupo G* es separable, atn si pr(G*) = G.

Ya que G c¢s conexo, |G| > ¢. Porel Lema I11.22, existe un subgrupo numerable K
de G y un homomorfismo ¢: K — T tal que el conjunto D = {(x, ¢(X)) : x € K} es
denso en el producto P = G x T.

Sabemos que ¢(G) < d(G) < Ry y w(G) < 246) = ¢, por 1o que podemos aplicar la
construccion usada en la prucba del Teorema I11.19 y definir un homomorfismo h: G —
T que satisfaga las siguientes condiciones:

(DAl K=gq

(2) el subgrupo G* = {(x, h(x)) : x € G} de P intersecta a todo subconjunto no
vacio cerrado F de P delaforma F =UNV para ciertos abiertos U V de P,y
que satisfaga Int(pr(F)) # @, donde pr: P — G es la proyeccion.

De (1) se sigue que G* contiene un subgrupo denso y numerable D, por consiguicnte
es separable. De (2) y del Teorema II1.1 sabemos que G* es conexo. Ya que la grifica
G ™ del homomorfismo i es densa en P, concluimos que A es discontinuo. Por lo tanto,
la topologia de grupo

T = {p(0) : O es abierto en G*}

en G es estrictamente mas fina que la topologia original de G. Claramente el grupo
(G, 1) es conexo y separable. [

Presentamos ahora una de las posibles aplicaciones del Teorema I11.19.
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CoRrOLARIO IT1.24. Sea G un subgrupo denso conexo y libre de torsién de un producto
cartesiano [ ,.p G donde cada G , es un grupo separabley B < ¢. Entonces G admite
una topologia de grupo conexa estrictumente mds fina.

DEMOSTRACION. Sea K = [].p G Tencmos w(Ga) < 296w para cada @ < B, por
lo que w(K) < ¢y w(G) < w(K) < ¢. Ademds, como todos los factores son separables,
porel Corolario 2.3.17 [En] del Teorema de Hewitt-Marczewsky-Pondiczery c¢(K) < V.
Ademis ¢(G) = Ny pues G cs denso cn K. Mediante el Teorema III.19 obtenemos la
afirmacién del Corolario. [

4. Grupos con torsion

Al tratar de utilizar el método de la seccidn anterior para refinar topologias conexas
en grupos abelianos con torsién, nos encontramos con dificultades en la definicion del
homomorfismo, pues ahora tenemos elementos de torsién. Debemos desarrollar otra
técnica. De hecho conseguiremos refinar topologias conexas en grupos abelianos de
torsidn acotada y en p-grupos.

Presentamos algunos resultados auxiliares.

LEMA II1.25. Sea G un p-grupo no numerable de cardinalidad A. Entonces la cardi-
nalidad del grupo
Hj={gcG:plg=ce}

es igual a X para cada j € N*,

DEMOSTRACION. Denotemos por ¢ el homomorfismo de G a G, ¢(g) = pg para
cada g € G. Esclaro que H, = Ker(¢). Note quesi g, h € Gy ¢(h) = g, entonces
¢~ '(g) = h + H,. Por lo tanto,

(3) |6~ '(g)| < |H,| paracadag € G.

Sea |H,| = 7y suponga que hemos probado la desigu.ildad |H,| < 7 - Ry para alguna
j € N*. Entonces H,;y = H; U ¢~ (H;). Siusamos la ecuacién (3) y la hipétesis de
induccidn, concluimos que |Hj4;| < 7- Ny

Como G = U, n+H, y |G| > N concluimos que A = |G| = 7 paracada j €
N*. O

El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema I11.15.

LEMA II1.26. Sea G un grupo topolégico Ry-acotado y H un subgrupo de G con
|H| < ¢. Suponga que G satisface una de las siguientes condiciones:
(1) |G/1G| > ¢;
(2) El subgrupo 1G es denso en G y si |p"G,| > | para algiin enteron > 0Oy un
nimero primo p, entonces |p"G,| > c.
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Entonces para todo abierto no vacio U de G, existe un elemento g € U tal que
{(g), H} es una familia independiente.

DiMOSTRACION. Es claro que |G| > |G/tG| > cen el caso (1). Sise usa (2) y
|G| > 1 entonces, como G es denso en G, existe un primo p con |G,| > 1. En
consecuencia |G| > |G,| > ¢. Sin pérdida de generalidad supondremos que |G| > c.

Sea U una vecindad de la identidad en G. Sabemos que |U| = |G| > ¢. Ademds, si

G’ es un subgrupo de G con |G’} > ¢y UN G’ # §, entonces |U (N G'| > ¢. Ladltima
afirmacion se sigue inmediatamente de que todo subgrupo de un grupo Ny-acotado es
Np-acotado (véase el Lema 1.7).
(1) Tenemos que |G/tG| > ¢. Sea C un subconjunto de U con la propiedad |C N
(v +1G)| = 1 paracada n € U. Esclaro que g — g’ ¢ tG para distintos g, g’ € C.
Afirmamos que |C| > ¢ como G es Np-acotado, existe un subconjunto numerable
K C Gceon/ + U= G,y las igualdades

G=(K+U)+tG=K+U+1G)=K+(C+1G)=(K + C) +1G

implican que
¢ <|G/1G| < |K +C|.
Como K ¢s numerable, concluimos que |C| > .

Suponga que {g) N H # {e¢} paracada g € C, g # eg. Entonces, paracada g € C,
existen n € Nty h € H conng == h # eg. Como |H| < ¢, podemos encontrar
elementos distintos g, ¢’ € C,n € N"y h € H tales que ng = ng’ = h. Esto es,
n(g — g') = eg. Por consiguiente ¢ — g’ € tG. Esto dltimo contradice la eleccion del
conjunto C. Asi, (g) N H = {eg} paraalgunag € C C U.

(2) El grupo tG es densoen G y | p"G| > ¢ siempre que el grupo p" G, no sea trivial.

Como todo subconjunto abierto no vacio de G intersecta a tG y éste es Rg-acotado

como subgrupo de G (Lema L7), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
G = 1G. Considere los siguientes subcasos.
(al) Suponga G = G, para algin ntimero primo p. Sea U un abierto no vacio y
sea n > 1 el nimero natural mds pequeiio con la propiedad U N G(n) # @, donde
Gin) ={g € G: p'g = e} Considere el homomorfismo ¢y: G — G definido por
¢(x) = p"~'x, x € G. Es claro que ¢ es continuo y de la definicién de n se sigue que el
grupo ¥s(G) no es trivial. Por lo tanto, (2) implica que |¢(G)| > «¢.

Hacemos K = y/(G). Sea r una topologia de grupo para K constituida por los
conjuntos Y(W) con W abierto en G. El grupo (X, ) es Rp-acotado al ser cociente de
un grupo Rg-acotado G [G]. Como |K| > ¢, el Lema II1.25 implica que |G(1) N K| =
|K| > ¢. Elsubgrupo L = G(1)N K del grupo Rg-acotado (K, t) también es Rp-acotado.
De la definicién de n se sigue que V = (U) N L es un subconjunto abierto no vacio de
L,y deaqui |V| > ¢. Como |H| < ¢, existe g € U con ¢(g) € V \ H. Es claro que
(&) NH = {es}.
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(a2) Hay al menos dos componentes p-primarias no triviales en G. Mostraremos que
existe g € Ucon (g)NH = {eg}. SeaG = @ ,p G, una descomposicién de G en sus
p-componentes primarias, donde PP es el conjunto de todos los primos p con |G, > 1.
Por hipdtesis, |G ,| > ¢ paratoda p € P. Claramente, existen pi, ..., Pk € P tales que
UN(Gy +...+Gp) #0.

Hacemos K = G, +...+ G,. Considere la topologia de grupo r en K con base local
ene; = ey consistente de los conjuntos (W NG, ) +...+(WNG ), donde Wi, ..., W,
son vecindades abiertas de e en G. Es claro que ¢ es mds fina que la topologia que K
hereda de G. El grupo (K, 1) es topolégicamente isomorfo a la suma directa @<, G, de
subgrupos Rg-acotados de G, y por lo tanto, es Rp-acotado. Pongamos V = UN K. Ya
que V # §, existen abicrtos no vacios Vi, ..., Vien G, ..., G, repectivamente tales
que V| + ...+ V, € V. Aplicamos (al) para encontrar un elemento g; € V,, g; # ec
de orden pl tal que (g,) N H = {eg}; | <i < k. Elelemento g = g + -+ + g tiene
orden N = pl' --- pi* y pertenece a V. Afirmamos que (g) N H = {eg}: suponga que
ec # mg € H para alguna m < N. Entonces m es un divisor de N, y por lo tanto m
divide am; = pi" - pl~'phit ... pi* para alguna i < k. Clafamentc, m;g € H. Por
otra parte, m;g = m,g, # eg porque el orden de g; es igual a p. Asf,

ec # mig € (g) N H,
una contradiccidn con laeleccidon de g, [

La segunda parte de la condicién (2) del Lema II1.26 puede parecer muy artificial.
Sin embargo, para grupos abelianos de orden finito esta condicién es inevitable como lo
muestra cl siguiente cjemplo:

EiempLo 1I1.27. Sean p, g numeros primos distintos. Considere un grupo A numera-
ble de orden p con la topologia discreta y un grupo Yg-acotado B de orden qy |B| = ¢
(podemos tomar como B el grupo 7., con la topologia producto donde Zqy es el grupo
ciclico discreto de cardinalidad q). Entonces el grupo G = A X B es Rg-acotado al
ser el producto de dos grupos Rg-acotados (Lema 1.8). Sin embargo, si g © G es un
elemento arbitrario Jdistinto de eg, digamos g = (a, b), entonces el grupo ciclico (g)
generado por g conticne un elemento qg = (qa, ep) distinto de eg que pertenece al
subgrupo numerable 1 = A x {eg} de G. Esto significa que la conclusién del Lema
H1.26 no es vdlida para este G.

Para p-grupos conexos se puede debilitar los requerimientos en el Lema I11.26 como
nos instruye el siguicnte corolario:

COROLARIO ITL.28. Sea G un p-grupo conexo Rg-acotado no trivial y H un subgrupo
de G, |H| < ¢. Entonestodo subconjunto abierto no vacio U de G contiene un elemento
g tal que {{g), H} ¢ wra familia independiente.
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DEMOSTRACION. Como G es conexo y Tikhonov, |G| > ¢. Note que si el grupo p"G
es no trivial para alguna n € N*, entonces |p"G| > ¢, porque p"G es conexo al ser
la imagen del grupo G respecto al homomorfismo continuo 7,: G — G, definido por
Y, (x) = p"x, x € G. Terminamos la demostracién si aplicamos el Lema 111.26. [

Es tiempo de plantear un problema

PrROBLEMA 111.29. Suponga que G es un grupo Rg-acotado abeliano conexo 'y H es
un subgrupo de G, |H| < ¢. (Es cierto que todo conjunto abierto no vacio U de G
contiene un elemento g tal que {{g), H} es una familia independiente?

En adelante denotaremos por A(7) el grupo abeliano libre topolégico sobre el intervalo
[0, 1] en el sentido de Graev, con 0 € I como la identidad de A(I). El grupo A(J) es o-
compacto, conexo y separable (véase Capitulo 2, seccidn 5) y por lo tanto, w(A(I)) < c.

LeMA TIL30. El subgrupo nA(l) = {ng : g € A(I)} es cerrado en A(I) paru toda
n € Nt '

DEMOSTRACION. Sca n € N* arbitrario pero fijo. Por el Teorema 4 de [Gr], un
subconjunto P C A(/) es cerrado en A(]) si y s6lo si P N A(I), es cerrado para cada
k € N*, donde A(1); se definié en el Capitulo 2, seccién S. Por lo tanto, es suficiente
mostrar que K N A(]), es cerrado en A(J) para cada k € N* donde K = nA(I). Note
que A(I), es compacto al ser la imagen continua del compacto (I @ —I)*. Asi, nA(I),
también es compacto y faltaria probar la igualdad

(A) K N A, = nA), NA(I),, ke N*.

Es claro que nA(1), N A(I), € nAI)NA(I),. Probaremos la inclusién inversa. Para un
elemento g € A(J), sca I(g) lalongitud de g. Como el grupo A(J) es abeliano, tenemos
Itkg) = ki(g) para toda ¢ € A(I)y k € N*. Considere un elemento g € K N A(I),
arbitrario. Entonces I(g) < k' y g = nh para algin elemento h € A(I). Asi, k > l(g) =
[(nh) = nl(h). Lo dlumo implica que I(h) < k, de lo que se sigue g € nA(I), N A(]),.
De aqui se desprende 4y ellema. O

LEMA HIL31. £l ¢rupo cociente A, = A(I)/ pA(l) es separable, conexo y todos sus
elementos tienen orden p para todo entero p > 2.

DEMOSTRACION. Por ¢l Lema 1130, el grupo pA(I) es cerrado en A(I), y de aqui el
grupo A, es Hausdortt. El homomorfismo cociente 7: A(I) — A, es continuo, por lo
que la conclusion se sigue del hecho de que A(7) es separable y conexo. [

El siguiente es un resultado bien conocido:

LEMA HL.32 ([Po}y St 7 G — H es un homomorfismo abierto y continuo de un
grupo G sobre un grupo conexo H y el micleo de 1 es conexo, entonces G es conexo.
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DEMOSTRACION. Sea N el nticleode 7. Porlotanto, N es concxo y cerrado. Entonces
cada elemento g + N es también conexo. Si G no es conexo, entonces existe una
separacién de G de la forma G = UU U NV = §, U V abiertos no vacios en G.
Por consiguiente, para todo g € G tenemos que g + N C U (0 g+ N C V), asi que
m(U) U (V) serfa una separaciéon de H. [

LeMA II1.33. Sean G un grupo topolégico conexo con topologia Ty H un subgrupo
cerrado y conexo de G. Sea G* = G/H y w: G — G* la funcién candnica. Suponga
que 1. es la topologia cociente en G* 'y que podemos introducir en G* una topologia 7y
de grupo conexa estrictamente mds fina que la original 7.

Definimos una topologia 1, sobre G con una base dada por

B={vor'(V):VerV,erl).

Entonces (G, 1,) es un grupo topoldogico Hausdorff y conexo. En particular, 7, es una
topologia estrictamente mds fina que la original.

DEMOSTRACION. Afirmacién 1. La funcion 7 (G, 7,) — (G*, 7) es abierta.

Sea U € 1,. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U es un miembro de la
base B, es decir, de la forma U = VN7~ '(V,), donde V € 7y V; € 7/. Si aplicamos
7 obtenemos

m(U)=m(VNa ' (V) =m(V)NV,.

El conjunto w(V) es abierto en 7, pues m(V) € 7. C 7. Por lo tanto, w(U) € 7.
Afirmacién 2. La topologia que hereda H de (G, 7,) es igual ala que hereda de (G, 7).
Sea V un 7,-abicrtoen H. Entonces V = HNW,con W € 7,. Como Bes labase para

T, podemos suponer que W = U N Tr"(Uf), donde U € 7y Uy € 74. Sila identidad

e* de G* pertenece a U, entonces V.= WN H = H N U que es T-abierto. Sie* ¢ Uy,

tenemos V=HNW=0¢ecr.

Ahora probaremos que (G, T,) €S conexo.

Sim: (G, 7,) — (G/H 1), entonces el nicleo H de 7 es conexo (afirmacién 2),
asi como la imagen (G H, 7,). Dado que 7 es abierto, una aplicacién del lema I11.32
muestra que (G, 7,) ¢~ conexo. [

TEOREMA 1134, Sea G un grupo topoldgico abeliano cuyos elementos distintos de
la identidad tienen orden primo p tal que ¢(G) < Ry y w(G) < ¢. 8i |G| > 1, entonces

podemos introducir en (G una topologia de grupo estrictamente mds fina que la original
atin conexa.

DEMOSTRACION. 1.4 1dea de la prueba es muy cercana a la del Teorema I1.19. Obvia-
mente debemos introducir varias modificaciones para permitir grupos de torsién. Cons-
truiremos un homomertismo discontinuo & de G al grupo A, considerado en el Lema
HIL.31 con el propisito de que el subgrupo

D= {(x,h(x): x € G}
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de P = G x A, con la topologia inducida, sea denso y conexo en P. Al ser separable,
el peso de A, no es mayor que ¢, por lo que todo subgrupo denso K de P satisface las
desigualdades w(K) < cy c(K) < N,.

La restriccién a D de la proyeccion pr: P — G es un isomorfismo continuo de D
sobre G, pero m = p [ D no es un homeomorfismo, pues en caso contrario h serfa
continuo. :

Considere la topologia de grupo en G mds débil que haga continuo al homomorfismo
7' G — D. Estatopologiaes estrictamente mas fina, conexa y de grupo en G, ademads
satisface las mismas restricciones cardinales que la original.

Construyamos el homomorfismo h: G — A,. Denote por F la familia de todos los
subconjuntos cerrados del producto P con las siguientes caracteristicas: F = O, N O;
para ciertos abiertos O, O, de P (no necesariamente distintos) e Int(pr(F)) # 0. El
Teorema II1.3 implica que |F| < ¢. Sea {F, : @ < c¢} una enumeracién en la que
aparece ¢ veces cada F € F. Suponga que hemos construido un conjunto Xg = {x, :
v < B} € G paraalguna 8 < ¢. Denotemos con Hpg el subgrupo de G generado por Xg,
Hg = (Xg). Tenemos ¢(G) < Ny por lo tanto es Ry-acotado (Lema 1.11). Sabemos
que G ticne cardinalidad al menos ¢. Si aplicamo.. el Corolario I11.28 podemos elegir
un punto xg € Int(pr(F)) de tal forma que {(xg), Hg} es una familia independiente.

Repetimos este proceso paratoda 8 < ¢. Esto nos daun conjnunto X = {x, : a < ¢}.
De nuestra construccidn se desprende que [X N pr(F)| = ¢ para cada F € F, asi que
podemos definir una funcién f: X — A, tal que F N Gr(f) # @ paratoda F € F,
donde Gr(f) = {(x, f(x)) : x € X} es la grifica de f en P. Note que ¢l conjunto
Gr(f)esdensoen P: el conjunto Fy, = UNU = U pertenece a F para cada abierto no
vacio U de P y Gr(f) intersecta a cada uno de los conjuntos Fy. Ya que ¢l espacio P
es regular, concluimos que Gr(f) es denso en P.

Por la independencia del conjunto {{xg) : B < ¢}, f se extiende a un homomorfismo
f: (X) — A,. Aplicamos la Proposicién IlI.14 y extendemos f a un homomorfismo
h: G — A,. Considere el grupo D definido al principio de la demostracién

D={(x,h(x):xeG}CP

El grupo D contiene al conjunto Gr(f), y por lo tanto es denso en P. La conexidad de
D se sigue del Teorema 11 1.

Enresumen, D es denso, conexo, w(D) < ¢y (D) < Xy. Ahora tenemos la oportuni-
dad de introducir una topologia de grupo conexa estrictamente més fina en G utilizando
el epimorfismo pr [ D: D — G, lo que completa la demostracién. [J

DEFINICION II1.35. Sea G un grupos abeliano. Definimos el exponente de G como
sigue: si para todo n € N* existe un elemento g € G tal que ng # eg, entonces cl
exponente de G es infinito. Siexiste M € N* tal que el M es el menor niimero con la

propiedad de que el orden de todo elemento de G es menor o igual que M, entonces el
exponente de G es M.
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TeEOREMA 111.36. Sea G un grupo abeliano conexo de exponente acotado. Si G sa-
tisface w(G) < ¢y ¢(G) < R, enfonces G admite una topologia de grupo conexa
estrictamente mds fina con las mismas restricciones cardinales.

DEMOSTRACION. Sea n el exponente de G. Si n es primo, aplicamos el Teorema
I11.34 y terminamos. Si no es asi, existe un divisor primo p de n con p # n. Hacemos
m = n/p y consideramos el homomorfismo y: G — G definido por y/(g) = mg para
cada g € G. Es claro que ¢ es continuo y el subgrupo ¢(G) de G es conexo y estd
contenidoen K = {x € G : px = eg}. El grupo K es cerrado; por lo tanto, la clausura
de Y(G) en G, digamos H, es un subgrupo conexo de K.

Sea G* = G/H. De la definicién de G* se sigue que el orden de cada elemento
no cero de G*es py w(G*) < ¢, ¢(G*) < N,. Aplicamos el Teorema 1I1.34 para
encontrar una topologia de grupo conexa 7, para G* estrictamente mas fina que la
topologia cociente 7* y que satisface las mismas restricciones cardinales. Ademads por
medio de la construccion en el Teorema 1I1.34, identificamos (G*, T) con un subgrupo
denso del producto P = G* x A, donde A, es el subgrupo conexo y separable de orden
p (véase I11.31). Formalmente: existe un homomorfismo discontinuo h: G* — A, que
transforma G* en un subgrupo denso y conexo D = {(x, h(x)) : x € G*} del producto
P.

Sea 7: G — G* el homomorfismo candnico cociente. El Lema II1.33 implica que la
topologia de grupo 7, para G con base

B={vna ' (Vy):VerV,ers}

es conexa y estrictamente mds fina que la topologia original 7 de . Falta probar que
w(G, 1) < ¢y (G, 7,) < Ng. Seaidg el isomorfismo identidad de G sobre si mismo.
Denote por ¢ el producto diagonal de los homomorfismos idg y hy = hom,¢: G — P,
y definimos L = ¢(G). Entonces ¢ es un isomorfismo topolédgico entre (G, 7,) y L. El
grupo A,, es separable, y en consecuencia w(A,) no es mayor que ¢. Concluimos que
w(L) < w(P) < ¢. Considere el homnomorfismo j = 7 x id, de P sobre G* x A,
donde id, es el isomorfismo identidad de A, Es claro que j es abierto al ser el producto
de dos homomorfismos abiertos (aqui G y G* portan sus topologias originales). Sea o
el producto diagonal de los homomorfismos wy moh, 0: G — G* x A,. Entonces
hod¢ = j, ¢(G) = Dy ficilmente se verifica que j~'(D) = L. Como D es denso en P
y j €s un homomorfismo abierto, la Gltima igualdad implica que L es denso en P. Con
el uso del Corolario 111.7 obtenemos ¢(L) < ¥y. O

Podri: :0s utilizar la misma demostracién del Teorema 111.34 para probar el Teorema
II1.36. Sin embargo, resulta mas ilustrativa Ja demostracién desarrollada.

Ahora procuraremos refinar topologias conexas de grupo y separables y conservar las
restricciones cardinales.

Requerimos un resultado preliminar.
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LEMa 11137, Sea G un grupo abeliano no numerable y separable de exponente primo
p. Existe un subgrupo numerable K de Gy un homomorfismo discontinuo q: K — A,
tal que el grupo {(x, g(x)) : x € K} es denso en el producto P = G x A,

DEMOSTRACION. Lapruebaes muy cercanaaladel Lemalll.22: sea S un subconjunto
denso y numerable de G y L = (S) el subgrupo de G generado por S. Denote por 7 el
homomorfismo canénico cociente de G sobre G/L. El grupo G/L y no numerable, as{
que podemos elegir un subconjunto infinito ¥ = {y, : n € N*} de elementos distintos
de la identidad de G /L que forma una familia independiente (médulo p).

Sea {#, : n € N*} un subconjunto denso y numerable de A,. Defina una funcién
fiY — A, por f(y,) =t, paracadan € N*. Por la eleccién de Y se sigue que f se
extiende a un homomorfismo g: Ko — A, donde Ko = (Y). Definimos K = 77'(Kj)
yq = go (m [ K). Obviamente K es un subgrupode G y |K| = |Kp| - |L]| = Ro. Falta
probar que el conjunto {(x, g(x)) : x € K} es densoen P.

Sea O = U x V un abierto no vacio de P. Existe un elementot, € V. Elijaa € K
con m(a) = y,. Entonces ¢~ !(t,) 2 7~ '(y,) = a+ L. El conjuntoa+ L es densoen G,
por lo que existe x € (a+ L)NU. Enconsecuencia, x € Ky (x,q(x)) =(x,1,) € 0. [

TEOREMA I11.38. Sea G un grupo conexo abeliano separable de exponente finito.
Entonces G admite una topologia de grupo conexa 'y separable estrictamente mds fina
que la original.

DEMOSTRACION. Dividimos la prueba en dos partes:
(a) El grupo G es de exponente primo p.

Aplicamos el Lema III.37 para definir un subgrupo numerable K de G y un homo-
morfismo g: K — A, tal que el subgrupo H = {(x,q(x)) : x € K} de P = G x A,
sea denso en P. Como c(G) < d(G) < Ry y w(G) < 299 = ¢, podemos aplicar la
construccidn usada en la demostracién del Teorema 111.34 y definir un homomorfismo
h: G — A, que satisface las siguientes condiciones:

() hT K=gq,

(2) el subgrupo D = {(x, h(x)) : x € G} de P intersecta a todo subconjunto cerrado
no vacio F de P de laforma F = U NV para abiertos U, V de Py que satisfaga
Int((pr(F)) # 0, donde pr: P — G es la proyeccion.

Note que K es un sumando directo de G (Teorema 4.3.8 de [Robin}]); de aqui se
desprende facilmente que la condicién (1) se satisface con la construccién del homo-
morfismo k. De (1) se sigue que D contiene un subconjunto denso numerable de H, y
de aqui se sigue que es separable. De (2) y el Teorema III.1 se sigue que D es conexo.
Como la grifica D del homomorfismo /i es denso en P, concluimos que A es discontinuo.
Por lo tanto, la topologia de grupo

t = {pr(0): O esabiertoen D}
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en G es estrictamente mds fina que la topologfa original de G. Claramente, el grupo
(G, 1) es conexo y separable.

(b) El exponente de n de G no es un primo.

Elija un divisor primo p de n y sea m = n/p. Obviamente, el subgrupo mG de
G es conexo y separable al ser la imagen continua de G respecto del homomorfismo
Y: G — G, y(g) = mg. Sea H la clausura de mG en G. Entonces H es también
conexa y scparable. Para probarlo seguimos el mismo razonamiento que en la prueba
del Teorema I1L.36: haccmos K = {g € G : pg = eg}. El grupo K es cerrado en
G, y en consecuencia I C K. En particular, H # G. El grupo cociente G* = G/H
es conexo, separable y de exponente p. La afirmacién que se prob6 en (a) nos permite
encontrar una topologia de grupo 7, separable conexa para G* que es estrictamente mds
fina que la topologia cociente 7°.

Usamos el Lema 111.33 para definir una topologia de grupo conexa 7, para G con base

B={Vvna(Vy):VerV,er,l}

donde 7: G — G* es el homomorfismo candénico cociente y 7 es la topologia original
de G. Es claro que 7, es estrictamente mds fina que 7, y faltarfa probar que el grupo
(G, 7,) es scparable. Para esto, note que las topologias que H hereda de (G, 1) y (G, 7,,)
coinciden (Lema I11.33). Por lo tanto, H es un subgrupo separable de (G, 7,,). El grupo
G* = (G/H, 1;) también es separable por la eleccién de 7. En resumen, el grupo
(G, 1,) también es separable. [

De los Teoremas anteriores surgen dos problemas:

PROBLEMA I11.39. Sea G un grupo conexo segundo numerable abeliano de torsicn
y no trivial. ;Admite G una topologia de grupo conexa estrictamente mds fina? Sila
respuesta es afirmativa, ;se puede elegir esta nueva topologia segundo numerable?

PrROBLEMA II1.40. 51 G es un grupo separable conexo de torsiony |G| > 1, ;admite
G una topologia de ¢rupo conexa (separable) estrictamente mds fina?

5. Aplicaciones

Como una aplicacion de los resultados del apartado anterior, mostraremos que toda to-
pologia conexa de un grupo compacto se puede refinar. Antes requerimos dos resultados
importantes. El primero ¢s una variante del Teorema 7.4 de [CoRo2].

TEOREMA IIL41. Sca G wun grupo de torsidn con la propiedad de Baire y conexo.
Entonces G tiene exponente acotado.
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DEMOSTRACION. Sea G(1n) = {x € G : x" = eg} paran < w. Note que cada G(n)
es un subgrupo cerrado de G y que G = U, ,G(n). Por la propiedad de Baire, alguno
de los G(n), digamos G(im), tiene interior no vacfo y, por lo tanto, es abierto. Como G
es conexo, G = G(m). O

CorovLARIO 111.42. Todo grupo G de torsion, conexo'y compacto o seudocompacto
tiene exponente acotado.

DEMOSTRACION. Todo espacio compacto o seudocompacto tiene la propiedad de
Baire. O

Note que si tenemos un grupo G con la propiedad de Baire, conexo, con:G # G, y tal
que el subgrupo de torsién tG no es denso, atin asi, no podemos asegurar que G /tG sea
libre de torsién y, por lo tanto, no podemos aplicar los métodos de las secciones previas
para refinar la topologia.

En [Hu] se demuestra que si G es compacto, entonces ¢(G) < ¥y. Sin embargo,
Tkachenko en [Tk] ha probado un hecho mucho més general: todo grupo G generado
por un subespacio compacto o todo grupo G o-compacto cumple con c(G) < V.

TEOREMA 111.43. Sea G un grupo conexo de torsion tal que G es seudocorpacto
y w(G) < ¢, 0o G es separable. Entonces G admite una topologia de grupo conexa
estrictamente mds fina 'y con las mismas restricciones cardinales.

DEMOSTRACION. Observe que c(G) < ¥y en ambos casos, pues ¢(G) < d(G). Si G
es seudocompacto, entonces es un subgrupo denso de un grupo compacto G; el grupo
G tiene celularidad numerable y por lo tanto, también G cumple con ¢(G) = N,. El
grupo G tiene exponente acotado. Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 111.36 o el
Teorema I11.38, segtin corresponda, y obtener la nueva topologia con las restricciones
cardinales requeridas. [

CoroLARIO [11.44. Sea G un grupo compacto y conexo tal que w(G) < ¢. Entonces
G admite una topologia de grupo conexa estrictamente mds fina con la misma restriccion
cardinal.

Dado que hay varios resultados sobre la refinacién de topologias de grupo seudocom-
pactas (v€ase [CoRol], [CoRel], [CoRo2]) y puesto que nuestros resultados permiten
refinar ciertas topologfas de grupo conexas, es natural la siguiente pregunta:

PROBLEMA I11.45. Sea G un grupo conexo, separable, seudocompacto o compacto.
c(Admite G una topologia de grupo estrictamente mds fina conexa y seudocompacta?







Notacion

Para comodidad del lector, presentamos la notacién usada a lo largo de la obra.

N Los niimeros naturales -
N+ Los niimeros naturales menos el cero
R - Los nimeros reales

Q Los nimeros racionales
C Los niimeros complejos
V4 Los niimeros enteros

T El grupo del circulo

Q Los nimeros racionales
w(X) | El pesode X

d(X) |Ladensidad de X

c(X) La celularidad de X
x(X) | Elcaricterde X

A(X) | El grado de dispersién de X
mw(X) | El m-pesode X

t(X) La estrechez de X

F La cerradura del conjunto F
Int(O) | El interior del conjunto O
|A] La cardinalidad del conjunto A

[A)* Conjunto de subconjuntos de A de cardinalidad «.

: El cardinal 280
w El primer ordinal infinito

K El cardinal sucesor de «
[A}* | Elconjunto {B C A :|B| = k}.
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cf(x)
(D)

ng

RC(X)
RO(X)
tG

X (®)

NOTACION

2(p)

La cofinalidad del cardinal

El subgrupo generado por el subconjunto D

g+ -+ g conn sumandos, donde g es un elemento de un grupo abeliano
g - g con n factores, donde g es un elemento de un grupo

La familia de subconjuntos regularmente cerrados de X

La familia de subconjuntos regularmente abiertos de .X

Subgrupo de torsidn de un grupo G.

El espacio producto X con la topologia k-producto.

El Z-producto con centro en p.
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