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Resumen

Una red inalambrica de sensores WSMréless Sensor Networkes esencialmente un con-
junto de nodos sensores con alimentacién propia que recolectan informacién y se comunican de
forma inalambrica, con una meta comun.

Las WSN son una tecnologia emergente con un amplio espectro de aplicaciones potenciales
como el monitoreo de la salud humana, vigilancia, control de incendios, observacion de la fauna,
entre otras. No obstante, estas redes enfrentan retos dificiles, como asignar a cada nodo una posicién
de manera precisa. En esto consiste el problema de la localizacion. La localizacién de los nodos es
una herramienta importante que permite crear nuevas aplicaciones para las WSN. Por ejemplo, los
sistemas de monitoreo pueden identificar el origen de un evento critico. También, la informacién
gue provee la localizacién puede mejorar el funcionamiento de las WSN. Por ejemplo, los nodos
pueden enviar paquetes a su destino final, basandose Unicamente en la posicion de los nodos en
su vecindario. Esta estrategia de encaminamiento fomenta el trabajo local y limita el consumo de
energia.

Para resolver el problema de la localizacion, un sistema de posicionamiento global (GPS) puede
ser un punto de partida, pero el uso del GPS es actualmente una solucién costosa que no puede
usarse en interiores, donde la recepcion satelital es pobre. Para un conjunto pequefio de nodos, las
posiciones individuales pueden programarse manualmente. No obstante, si se requiere emplear un
namero masivo de sensores, entonces la configuracion manual de la posicion no es una opcion. En
algunos casos se emplean nodos moviles que conocen su posicion en todo momento y realizan un
recorrido sobre la red, informando a los nodos su ubicacion. Sin embargo, si la red se despliega
aleatoriamente o un nodo movil no es factible, entonces se requiere un procedimiento automatico
que realice la localizacion.

En este trabajo se propone abordar el problema de localizacion en una red de sensores inalam-
bricos. Se considera que los nodos se encuentran en posiciones fijas, pero desconocidas. Igualmen-
te, se asume que los nodos no disponen de ningun circuito complementario para estimar rangos o
distancias. El método presentado se desarrolla en cuatro etapas sucesivas: en la primera, la WSN se
particiona. En la segunda, por cada una de las colonias resultantes se calcula la distancia en saltos
entre cada pareja de nodos de la misma colonia. En la tercera, se resuelve localmente el problema
de escalamiento multidimensional. Finalmente, se introduce un conjunto de faros en cada particion,
para ensamblar los fragmentos de la red en un sistema de coordenadas globales.

Aqui se ofrece evidencia experimental que sugiere que la particion no solo se reduce el costo
computacional y de comunicaciones, sino que también permite trabajar sobre redes con topologia y
dimensiones arbitrarias. Por otro lado, se reconocen cuéles son los parametros criticos que influyen
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en la solucion, tales como la densidad de la red o el tamafiosdeasticiones. En el primero, se
encontro que la incertidumbre de la solucion es inversamente proporcional a la densidad de la red.
Por otro lado, esta misma incertidumbre es directamente proporcional al tamafio de la particion.

La particion aparece como una condicién necesaria para escalar los algoritmos de localizacion.
La red se divide en zonas mas pequefias, cada una de las cuales queda a cargo de una version
reducida del problema original, pero sobre una subgréfica con una densidad mas uniforme y una
topologia mas regular. Esto facilita una organizacion basada en recursos locales, con la capacidad
de coordinarse en un contexto global.

También se analiz6 el desempefio de tres algoritmos que resuelven el escalamiento multidi-
mensional (MDS Clasico, SMACOF y la combinacion de ambos) herramienta fundamental de este
trabajo. ldentificamos cual de ellos es el algoritmo conveniente para resolver la localizacion, ba-
sandonos en su complejidad computacional y la calidad de los resultados que produce.
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Capitulo 1
| ntroduccion

Las redes inalambricas de sensores WSN (Wireless Sensooiksjwon una tecnologia emer-
gente que puede emplearse en una amplia gama de aplicaciones [2]. Estas redes se conforman por
un conjunto de dispositivos electronicos llamados nodos. Cada nodo esta compuesto por una uni-
dad central de proceso (CPU), memoria, dispositivos de radiofrecugrciajemplo, un modulo
Bluetooth Sin embargo, el elemento principal que incluye el nodo es un dispositivo electrénico
capaz de monitorear alguna variable fisica dentro de su area de operacion. Este dispositivo es un
sensor, el cual, es capaz de interactuar con el ambiente para medir distintos parametros fisicos en el
mundo real, por ejemplo, la temperatura, humedad, movimiento, vibraciones, contaminacion, etc.

Las caracteristicas mencionadas anteriormente dan pauta a una gran variedad de aplicaciones
para una WSN. Algunas aplicaciones que utilizan este tipo de redes son el monitoreo de la salud hu-
mana, edificios inteligentes, vigilancia, prevencion de desastres, control de incendios, observacion
de la fauna, agricultura, entre otras.

Una red de sensores se compone de un gran namero de nodos que pueden estar densamente
desplegados dentro de la zona de observacion. Ademas, la posicion de los nodos no necesariamente
es determinada previamente, esto implica que el posicionamiento de la red puede realizarse de
manera aleatoria en terrenos inaccesibles o zonas de desastre, sobre todo si no se tiene conocimientc
a priori de la zona de despliegue.

La localizacion se ha convertido en una operacién fundamental para el correcto funcionamiento
de las WSN ya que algunos servicios son soportados por el conocimiento de la posicién de los
nodos que provee la localizacion. Desde un punto de vista de la aplicacion, los usuarios pueden
reconocer la fuente de un evento critico basados en la posicién del transmisor. Sin embargo, la
informacion que provee la localizacion puede emplearse también en niveles operacionales. Por
ejemplo, es posible transmitir un paquete a su destino final empleando Unicamente la posiciéon
de los nodos en su vecindario. Esta estrategia de encaminamiento permite reducir el consumo de
energia [19].

La solucién trivial para que un nodo estime su posicion es muy simple: grabar la posicion del
nodo manualmente, es decir, programar el microcontrolador del nodo con algun tipo de identifica-
dor que sirva como referencia para conocer el lugar en que el nodo se ha posicionado. Sin embargo,
si se requiere emplear un nimero masivo de sensores, entonces la configuracion manual de la posi-
cién no es una opcidn. Un sistema de posicionamiento global (GPS) puede emplearse para estimar
la posicion de los nodos. Sin embargo, el uso del GPS es actualmente una solucién costosa que
funciona Unicamente en exteriores.



2 1.1. Definicién del Problema

1.1. Definicidon del Problema

En muchas circunstancias es Util o incluso necesario que un nodo en una red inalambrica de
sensores estime su posicion geografica. Por ejemplo, el rastreo o la deteccion de algun evento no
son particularmente utiles si la red de sensores no puede proporcionar la informagd@rddea
ocurrido un evento.

La localizacién es el proceso de estimar las posiciones de los nodos a partir de la medicion de
las distancias entre los mismos. Las mediciones pueden clasificarse en dos categorias: esquemas
basados en rang®&ange-Basedy esquemas libres de rang®dnge-Freg Los algoritmos basados
en rango miden la distancia mediante hardware especializado para estimar sus posiciones. Por otro
lado, los esquemas libres de rango se basan enteramente en la informacién de conectividad, por
ejemplo,quién estéa en el radio de alcance de quién

Una red puede modelarse por la graf&ea: (V, E), dondev € V es un nodo ¥ € E indica que
existe una comunicacion directa entre un par de nodos. En la mayoria de los casos, una WSN se
modela como ungrafica de disco unitaridJDG (Unit Disk Graph. En una UDGG = (V,E) y
hay una aristdu, v} € E siy solo si la distancia Euclidiana entig/ v menor o igual que 1.

El empotradode una grafic&tc = (V,E) en el plano Euclidiano es una transformacion
V — R? donde cada vértice, | = 1,2,...,n es identificado como un puntq € RR? en el
plano. Unarealizacionde UDGG = (V, E) en el plano Euclidiano, es un empotradoGléal que
{u,v} € E & d(f(v), f(u)) < 1, dondd es la distancia Euclidiana entre dos puntos. De esta manera,
la localizacién consiste en la realizacion de una gréafica de disco unitario en el plano Euclidiano [21].

La localizacion también se puede entender como un problema de optimizacion. Dado un con-
junto de distancias entre los nodos que conforman la red, se requiere estimar las posiciones de cada
nodo en el plano, salvo rotacién y traslacion, tal que, el error entre las distancias estimadas y las
distancias reales se minimiza. Generalmente se asume que una pequefa parte de los nodos de la
red, llamadogaros tienen conocimiento previo de sus coordenadas. Estas coordenadas se obtienen
colocando los faros en posiciones conocidas o mediante el uso de un GPS, por ejemplo. Asi, los
faros se emplean para construir el sistema global de coordenadas de la red de sensores o asistir el
proceso de localizacion (véase la Seccion 2.1.1).

Mateméaticamente, un nodo normglcuya posicién serd estimada se denota cgn®R?, j =
1,2,...,n. En contraste, cada nodo fakpcuya posicion es conocida se denota ca@na R? k =
1,2,..,m. Sead; la distancia Euclidiana entre cada par de nodos normajes$, y seady la
distancia Euclidiana entre un nodo nornma un nodo farc.

En muchos casos, no todos los pares de distancias son conocidas, asi, los pares de nodos cuyas
distancias son conocidas son denotadas compd Ny para el par sensor-sensorjyk) € N, para
el par sensor-faro.

El problema de la localizacion éR? puede establecerse como: dadaposiciones de nodos
faroa, k = 1,2,...,my algunas mediciones de distanctis (i, j) € Ny, djc, (J, k) € Na, encontrar
Xj, ] =1,2,...,n, las posiciones de los nodos normales tal que

!Los nodos normales son los nodos que adn no estiman su posicion. También suele llandidssldssconocidos
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d’, v, j) € Ny (1.1)
A5, ¥(j, K) € Na (1.2)

1% — X
X — X/?

En algunas circunstancias, las mediciones ruidosas de distancias introducen incertidumbres en
los célculos. Entonces, el problema puede reformularse de la siguiente manera

min{|x; — xj|* — dij} (1.3)
min{|x; — xd? — di} (1.4)

1.2. Justificacion

En unared de sensores, la localizacion es una tarea importante que involucra la colaboracion de
todos los nodos dentro de la red. La localizacion es un servicio fundamental debido a que muchas
aplicaciones de este tipo de redes requieren el conocimiento de la posicién de sus integrantes,
incluso si la red esta compuesta por cientos o miles de ellos. Ademas, la informacion que provee la
localizacion puede emplearse también en niveles operacionales como el encaminamiento.

El problema de la localizacion requiere una gran cantidad de herramientas donde los disefiado-
res deben encontrar el método mas apropiado, dependiendo de la instancia particular del problema.
Los métodos con complejidades polinomiales funcionan bien sobre redes homogéneas. Sin embar-
go, estos métodos deben reemplazarse o adaptarse cuando las mediciones son ruidosas. Ademas
el problema se vuelve NP-Completo cuando se trabaja con redes ralas, entonces, las heuristicas
ofrecen soluciones limitadas pero con una complejidad razonable.

Se han observado nuevas tendencias después de identificar las dificultades del problema. La
particion aparece como una condicion necesaria para escalar los algoritmos de localizacién. La red
se divide en zonas mas pequenfas, cada una de las cuales queda a cargo de una version reducida de
problema original, pero sobre una subgrafica con una densidad mas uniforme y una topologia mas
regular. Esto facilita una organizacion basada en recursos locales, con la capacidad de coordinarse
en un contexto global.

1.3. Obijetivos

1.3.1. Objetivo General

En este proyecto se propone el desarrollo de un protocolo de localizacion distribuido para
estimar la posicion de los nodos en una red inalambrica de sensores, de tamafo y topologia
arbitrarios, posicionados en un plano de dos dimensiones usando Unicamente la informacién de
conectividad.

El escenario de implementacion propuesto para el desarrollo de este proyecto es el siguiente:
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1. Los sensores se encuentran en posiciones fijas pero degtamo
2. Eltamafo y la densidad de la red es arbitrario.

3. El area de despliegue de la red es un plano de dos dimensiones con topologias arbitrarias
(regulares y con obstaculos).

4. Se considerara el uso de nodos faro.

1.3.2. Objetivos Particulares

= Evaluar las soluciones existentes

= Reconocer cuales son los parametros criticos que influyenaatidiad de la solucion (como
cantidad de nodos faro, densidad de la red, tamafio, etc)

= Elegir o proponer una solucién de acuerdo con una lista deergqgientos

1.4. Metodologia

Revision de la literatura en el tema

Creacion del protocolo de investigacion
Caracterizacion de los requerimientos del sistema
Seleccion de una herramienta de simulacion
Implantacion

Evaluacion de casos de estudio

N o o k~ w bdh e

Comunicacioén de resultados

1.5. Contribucion

En este trabajo se propone abordar el problema de localizacion en una red de sensores inalam-
bricos, de tamafio y topologia arbitrarios. Se considera que los nodos se encuentran en posiciones
fijas, pero desconocidas. Igualmente, se asume que los nodos no disponen de ningan circuito com-
plementario para estimar rangos o distancias. El método presentado se desarrolla en cuatro etapas
sucesivas: en la primera, la WSN se particiona. En la segunda, por cada una de las colonias resul-
tantes se calcula la distancia en saltos entre cada pareja de nodos de la misma colonia. En la tercera,
se resuelve localmente el problema de escalamiento multidimensional. Finalmente, se introduce un
conjunto de faros en cada particién, para ensamblar los fragmentos de la red en un sistema de
coordenadas globales.
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Este no es el primer trabajo que emplea un enfoque de parpei@resolver el problema de
la localizacion. La mayoria de las contribuciones particionan la red excesivamente de tal forma
que cada nodo que subyace en la retides de colonia, el cual es el encargado de coordinar las
operaciones en ella. Este comportamiento incrementa el costo computacional y de comunicaciones,
puesto que cada nodo es miembro de varias colonias simultaneamente y por tanto, participa en
distintas operaciones innecesariamente. En cambio, el algoritmo de particionamiento a emplear en
este trabajo, crea las colonias con un diametro que puede parametrizarse para acotar los costos del
computacionales. Por otro lado, sélo el lider realiza calculos en su colonia, esto permite reducir
costos de ejecucion del algoritmo.

Aqui se ofrece evidencia experimental que sugiere que la particion no solo se reduce el costo
computacional y de comunicaciones, sino que también permite trabajar sobre redes con topologia y
dimensiones arbitrarias. Por otro lado, se reconocen cudles son los parametros criticos que influyen
en la solucion, tales como la densidad de la red o el tamafio de sus particiones. En el primero, se
encontro que la incertidumbre de la solucion es inversamente proporcional a la densidad de la red.
Por otro lado, esta misma incertidumbre es directamente proporcional al tamafio de la particion.

También se analiz6é el desempefio de tres algoritmos que resuelven el escalamiento multidi-
mensional, herramienta fundamental de este trabajo. Identificamos cual de ellos es el algoritmo
conveniente para resolver la localizacién, basandonos en su complejidad computacional y la cali-
dad de los resultados que produce.




1.5. Contribucién




Capitulo 2
Estado del Arte

Los algoritmos de localizacién se dividen en dos categoegpiemas basados en rango y los
esquemas libres de rango. Estos esquemas difieren en la manera en que se obtienen las distancias
Los esquemas basados en rango se basan en mediciones de distancias fisicas o angulos entre los
nodos de la red mediante hardware especializado. Los esquemas libres de rango consideran unica-
mente la informacion de conectividad entre nodos adyacentes. Estos esquemas emplean algoritmos
para eliminar la necesidad de medir distancias, por esta razon, no requieren hardware adicional.

De acuerdo con el lugar en que los célculos se realizan los algoritmos de localizacién se clasi-
fican en algoritmos centralizados y algoritmos distribuidos. En los primeros todas las mediciones,
al igual que los célculos para estimar las posiciones de los nodos, las realiza un sélo nodo. En
los segundos cada nodo participa de manera cooperativa para medir distancias y estimar su propia
posicion.

En la mayoria de los algoritmos, tanto en los basados en rango como en los libres de rango,
se considera que existe una pequefa porcién de nodos que tiene conocanpeitio de sus
posiciones, tales sensores son llamddoss 0 anclasy se emplean tanto para construir sistemas
de coordenadas globales, como para fungir como puntos de referencia para que los nodos, aun no
localizados, se auxilien en el proceso.

Este capitulo se organiza como sigue: en la primera parte se presentan los conceptos fundamen-
tales involucrados en la localizacion de las redes inalambricas de sensores (WSN), asi como las
clasificaciones de los algoritmos de localizacién. También se presentan las técnicas comunmente
empleadas para medir distancias entre dos sensores. Finalmente, en la segunda parte de capitulo se
presentan las contribuciones mas renombradas en la localizacion y su comparacion.

2.1. Definiciones

Los esquemas basados en rango miden las distancias fisicas o angulos entre los nodos de la red.
Sin embargo, estos esquemas requieren la instalacion de hardware adicional para estimar las distan-
cias, lo que incrementa el costo y consumo energético de los nodos. Los esquemas libres de rango
consideran Unicamente la informacion de conectividad entre nodos adyacentes. Estos esquemas
emplean algoritmos para eliminar la necesidad de medir distancias, por esta razén, no se requiere
hardware adicional. Por otro lado, ambos esquemas pueden emplear algunos nodos con posicion
conocida para auxiliarse en la localizacion. Estos nodos son llanfiagbestambién conocidos

7
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X1,Y1) (X1,Y1)

(X4,Y4)

(X2,Y2) (X2,Y2)
(X3,Y3) (X3,Y3)

A) B)

Figura 2.1: A) El nodo desconocidd2 estima su posiciéon ayudandose de los nodos Farb2 y
F3. B) Una vez que el nodN2 estima su posicion es elevado a Faro, asi, puede auxiliar al nodo
N3 a estimar su propia posicion.

como Anclas o Semillas). Para algunos algoritmos de localizacion, el funcionamiento de los nodos
faro puede describirse como sigue: los nodos que aun no estiman su posicion (lldesnm-

cidoso normale$ estiman la distancia hacia los faros y entonces los utilizan como auxiliares para
estimar su propia posicion, por ejemplo, realizan una triangulacion con los nodos faro. Para otros,
los faros se emplean Unicamente para construir un sistema global de coordenadas para toda la red.

2.1.1. Faros

En la localizacion de sensores de redes inalambricas, generalmente se asume que un pequefo
numero de sensores tienen conocimiemturiori de sus propias posiciones. Estos nodos son lla-
mados faros y tienen dos tareas fundamentales en el proceso de localizacion. Por un lado, permiten
construir un sistema de coordenadas comun para toda la red, esto es, todos los nodos hacen referen-
cia al mismo origen coordenado comq@, por ejemplo. Los nodos faro, por otro lado, también
se emplean como auxiliares en la localizacion de los nodos desconocidos. Los nodos faro son sélo
una pequena porcion del total de nodos dentro de la red de sensores. Por ejemplo en [22, 31] se
requiere que el 5% o el 10 % del total de nodos sean faros para obtener una solucién con el minimo
error. En estas contribuciones, los faros asisten el proceso de localizacion donde los nodos desco-
nocidos estiman las distancias hacia los faros y entonces, mediante algun tipo de calculo, como una
triangulacion por ejemplo, estiman su propia posicion.

Algunas contribuciones pueden utilizar los faros con el enfoque siguiente: considérese la Figura
2.1.A) donde hay tres faros que conocen su posicion, estog=4oi2 y F3. Ahora, cada uno
de los faros le transmite al nhodd2 su propia posicion. Cuando el no#2 conoce, tanto las
posiciones de los tres faros como las distancias a &h$R y R3) entonces, empleando geometria
elemental N2 puede estimar su propia posicion. Esto sugiere que los algoritmos de localizacion
pueden requerir un minimo de faros para lograr una localizacion precisa.

Para sobrellevar el problema de las insuficiencias de faros es posible emplear un enfoque re-
cursivo, esto es, cuando un nodo desconocido ha estimado sus coordenadas puede elevarse a la
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condicion de faro. Esto hace posible que los hodos desca®gite estan lejos de los faros ini-

ciales sean capaces de localizarse con los faros convertidos. Esta situacion se ilustra en la figura
2.1B), donde el nod®l2 ha estimado su posicion con ayuda de los faros a su alrededor, asi, este
nodo asciende a la condicion de faro y es capaz de auxiliar al N8dfunto con los faro$1 y

F3, para que éste estime su posiciéon. Un problema de los enfoques recursivos es que el error de
localizacion puede acumularse, distorsionando el resultado final. Sin embargo, en la mayoria de la
soluciones, los nodos pueden convertirse en faro cuando la incertidumbre en su posicion es minima.

En las contribuciones donde los faros asisten la localizacion se requiere el conocaanto
ri de las posiciones de los faros. Esto implica que el nUmero de faros que se necesitan depende del
algoritmo con el que se aborda el problema. Sin embargo, algunas otras contribuciones emplean a
los faros Unicamente para construir las posiciones globales de la red, esto es, los faros no tienen
ninguna participacion durante la ejecucion del algoritmo y por tanto permiten reducir considera-
blemente la cantidad de faros requerida. En [28, 27], por ejemplo, s6lo se necesitan 3 faros para
ubicar en ® o0 4 para ®.

Los faros no se consideran hardware adicional, sino una herramienta auxiliar para complemen-
tar los algoritmos de localizacion, independientemente de qué esquema se use: basados en rango
o libres de rango. Cabe mencionar que algunos autores consideran que los faros tienen algunas
caracteristicas adicionales, tales como recursos energéticos superiores al resto de los nodos o un
rango de comunicaciones mas extenso. No obstante, en este trabajo la Unica caracteristica principal
de los faros es que en todo momento tienen conocimiento de sus posiciones.

Finalmente, las coordenadas de los nodos faro pueden obtenerse empleando un sistema de posi-
cionamiento global (GPS) o instalandolos en posiciones con coordenadas conocidas. Sin embargo,
la instalacion de un receptor GPS en cada nodo es una solucion costosa. Ademas, el GPS no puede
emplearse en interiores, donde la recepcion satelital es pobre.

2.1.2. Esquemas Basados en Rango

Los llamadosesquemas basados en ranf®ange-Based) utilizan distintas técnicas para la
medicién de distancias y dependen, esencialmente, del intercambio de sefiales entre dos nodos.
La recepcion de la sefial puede ser funcion de la distancia entre los nodos, de la posicion relativa
y la linea de vista entre el transmisor y el receptor. En estas técnicas se requiere un modelo de
propagacion de la sefal electromagnética; hardware especializado basado en sefiales acusticas o
incluso, arreglos de antenas para estimar el angulo de arribo de la sefial de RF [9, 15, 17, 18].

Indicador de la Potencia de la Sefal Recibid&SSI

El RSSI Received Signal Strength Indical@s una técnica basada en la potencia medida de
la sefial electromagnética. La potencia de la sefal recibida por un sensor es una funcion monotona
decreciente de la distancia [18]. La relacion de la potencia de la sefial recibida y la distancia es,
generalmente, modelada como:

P (A){dBr] = Po(ce){dBr] — 1mplogm(d9o) £ X, @.1)
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DondePy(dy)[dBn] es la potencia del transmisox, es el exponente de pérdida de la trayectoria, el
cual, mide latasa a la cual decrece la potencia de la sefial recibida cuando la distancia se incrementa.
X, €s una variable aleatoria Gaussiana de media 0 y desviacion estaridaual, representa el
efecto aleatorio causado por el desvanecimiento. Tignjoo dependen del medio ambiente, por
lo que la precision de esta medicion depende de la técnica particular para construir el modelo y el
algoritmo usado para ajustar la medicion de la sefial al modelo. Sin embargo, emplear el RSSI en
interiores es complicado ya que es dificil determinar los parametros del modelo. Cuando se usa el
RSSI para la medicion de distancias es necesario aceptar y trabajar bajo considerables errores de
medicion [9, 25].

Algunas propuestas optan por el uso o caracterizacion del RSSI [25, 26] ya que esta integrado
en la mayoria del hardware de comunicaciones, asi, dado el modelo y sus parametros, las distancias
inter-sensores pueden estimarse bajo experimentacion.

Tiempo de Arribo y Diferencia de Tiempo de Arribo

El tiempo de arribo ToATime of Arriva) y la diferencia de tiempo de arribo TDoAi(ne
Diference of Arriva) son técnicas de medicion de la distancia entre dos nodos que emplea el tiempo
de propagacion de la sefial. El ToA estima la distancia con base en el tiempo que demora la sefial en
llegar del transmisor al receptor, por ejemplo, un nodo envia una sefial a sus vecinos a una velocidad
predeterminada y posteriormente, espera una respuesta. Dependiendo del tipo de sefial empleada
para estimar la distancia, como una sefal de RF, el tiempo de arribo requiere de relojes con una
resolucién alta para producir una precision aceptable. Por esto, es recomendable emplear una sefal
distinta a la de RF, como un pulso de ultrasonido, por ejemplo. Asi, la distancia entre los nodos se
estima empleando tanto los tiempos de transmision y recepcion como la velocidad de propagacion
del pulso en el aire.

Emplear una sefal distinta a la de RF, como el pulso de ultrasonido, implica que las resolucio-
nes de los relojes no son tan exigentes, sin embargo, la velocidad del sonido depende de factores
externos tales como la temperatura o la humedad.

Por otro lado, el TDoA estima la distancia midiendo la diferencia de propagacion de una sefial
de radio y una acustica generadas en el mismo punto. El transmisor envia una sefial de radiofrecuen-
cia seguida de una sefial acustica. Cada nodo que escucha las sefiales de audio mide la diferencia
de tiempo de llegada de ambas sefiales y estima la distancia entre los dos puntos.

Angulo de Arribo

Las mediciones AoAAngle of Arriva) pueden realizarse mediante dos técnicas: aquellas que
hacen uso de la respuesta en amplitud de la antena del receptor y aquellas que se obtienen usando
la respuesta en fase de la antena del receptor. En la primer categoria, las mediciones del angulo
estan basadas en el patron de recepcion de la antena. Entonces, si la antena es capaz de rotar sobre
su eje, la direccidén de la maxima potencia de la sefal es tomada como la direccion del transmisor.

La precision de este tipo de mediciones depende, en gran parte, de la sensibilidad de la antena. Sin
embargo, el uso de antenas giratorias puede ser inapropiado para una red inalambrica de sensores
[15].
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La otra técnica empleada para medir el angulo de arribo densislas mediciones de las
diferencias de fase durante el arribo del frente de onda. Este tipo de mediciones requieren que el
receptor cuente con una antena de mayor tamafo (en comparacion con la longitud de onda de la
sefal del transmisor) o un arreglo de antenas. Sin embargo, ambas técnicas estan limitadas por
multitrayectorias y direccionalidad de la antena.

2.1.3. Esquemas Libres de Rango

En los esquemas libres de rango, los algoritmos se basan en la informacion de conectividad, por
ejemplo:quién esta en el radio de alcance de quyémo en la medicion de la distancia para estimar
la posicion de los nodos. La conectividad puede medirse identificqu@messon los vecinos
de cierto nodo. El principio de este tipo de algoritmossestos nodos sensores son capaces de
comunicarse entre ellos, entonces hay una gran probabilidad de que la distancia entre los nodos
sea menor o igual al radio de comunicacidra ventaja principal de estos esquemas es que no se
requiere hardware adicional. Debido a que la localizacidén de los nodos no requiere mediciones de
distancia, el empleo de un esquema de rango libre implica simplicidad y bajo costo.

El hecho de que los esquemas libres de rango no cuenten con hardware especializado para
medir la distancia inter-nodos no es una limitante para que estos estimen su propio rango, es decir,
en los esquemas libres de rango la distancia inter-nodos se mide en saltos, sin embargo, es posible
aproximar la distancia entre nodos con distintas técnicas. Por ejemplo, en algunas propuestas como
[22], la primera etapa emplea el algoritmo de vector distancia (DV) para estimar la mejor ruta
entre un nodo normal y un nodo faro, posteriormente, los faros aproximan la longitud (en metros)
de la trayectoria de un nodo normal a un faro. Posteriormente, los hodos normales estiman su
posicion mediante triangulacion. Por otro lado en [31], la distancia entre cada par de nodos se
estima mediante el promedio del nUmero de nodos sensores acumulados a lo largo de la trayectoria
para ir de un nodo a otro, asi, conociendo el radio de alcance de la sefial de RF, es posible estimar
la distancia fisica entre dos nodos.

2.2. Aproximaciones

La desventaja de los esquemas basados en rango es que requieren hardware adicional que puede
tener un impacto considerable en el precio individual de los nodos. Ademas, las técnicas de medi-
cion de la distancia pueden ser sensibles a las condiciones ambientales. En contraste, las técnicas
libres de rango dependen del nimero de saltos que separan a cualquier pareja de nodos. En este
caso, se asume que estos dos nodos comparten una arista siempre que puedan comunicarse unc
con otro de manera directa. En ambas categorias, las mediciones se completan empleando proce-
dimientos distribuidos como el algoritmo del vector distancia (DV) donde cada nodo propaga las
distancias que conoce a diferentes puntos de la red.

Los algoritmos pueden dividirse dependiendo de dénde se realizan los calculos. En los métodos
centralizados, todas las mediciones se realizan en el punto donde el modelo global fue construi-
do. Cuando se resuelve el modelo, cada nodo recibe la informacioén con su posicion estimada. Sin
embargo, la desventaja de los métodos centralizados es tanto la complejidad de las operaciones a
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Figura 2.2: A) Red con topologia “uniforme”, B) red con topologia irregidamna-c

realizar y la cantidad de mensajes transmitidos. Por ejemplo, un algoritmo centralizado requiere
intercambiar una gran cantidad de mensajes para que toda la informacion concerniente a cada nodo
dentro de lared sea llevada a un sélo punto. Asi, la complejidad en comunicaciones puede impactar
en el consumo de energia de todo el sistema y finalmente, en su tiempo de vida. En los métodos dis-
tribuidos, por otro lado, cada nodo intercambia mensajes Unicamente con sus vecinos para estimar
su posicion, ademas, el empleo de una arquitectura distribuida implica una colaboracién de todos
los nodos dentro de la red, esto es, las operaciones que requiere la localizacion pueden realizarse
por todos los nodos, esta metodologia no es posible en una arquitectura centralizada.

Adicionalmente, muchos algoritmos requieren la medicion de distancias o angulos entre un
conjunto de faros y los nodos normales o incluso, emplean un arreglo de faros con posiciones
conocidas [1, 14, 22, 25, 26, 29].

Otro tipo de propuestas [7, 28, 29, 30, 32] emplean como base una técnica de analisis de datos
llamadaEscalamiento Multi-Dimension@MultiDimensional Scaling) que muestra la estructura
de distancia entre cada par de nodos comdfotugrafia geométricaEn otras palabras, la entrada
del sistema MDS no es mas que una matriz de distancias entre cada par de nodos dentro de la
red. Asi, mediante l@igendescomposicite esta matriz, la salida del sistema es una matriz de
coordenadas de las posiciones relativas de cada nodo. Comparado con otras soluciones, el MDS
puede alcanzar resultados muy precisos pero a un costo computacional que depende de la técnica
para realizar la descomposicion espectral de la matriz de distancias.

Niculescu y Nath [22], presentan el algoritmo libre de rango DV-Hop, el cual es similar a los
algoritmos de encaminamiento basados eVeetor-DistanciaDV) [11]. En la primera etapa, se
emplea el algoritmo DV para que cada nodo normal estime el minimo nimero de saltos hacia los
faros. Posteriormente, los faros estiman la longitud promedio de un salto y es transmitida como una
correccion mediante un flujo controlado hacia toda la red. Una vez que los nodos normales reciben

1EI MDS es una herramienta que no es exclusiva de los esquemas libres de rango, de hecho, muchas otras contri-
buciones que emplean el MDS asumen que es posible estimar la distancia entre cada par de sensores.
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la correccidon pueden estimar la distancia, en metros, hadia gno de sus faros y asi, mediante
una triangulacion estimar su propia posicion. Este paso corresponde a la tercera y Ultima etapa del
algoritmo. La longitud del salto puede estimarse como

S VX=X + (V- V)2
C = s
2 hi
donde K, Y)) y (X, Y;) son las coordenadas del farg el faro j, respectivamentdy, es el nGmero
de saltos para ir del farcal faro j.

Es evidente que el empleo de una técnica que estima la longitud promedio de un salto en la
red, es una herramienta adecuada para un algoritmo libre de rango. Sin embargo, la desventaja de
este esquema, es que trabaja solo sobre topologias uniformes y sin obstaculos, es decir, cuando las
propiedades de la grafica son las mismas en todas direcciones (Figura 2.2A) y B)). Por otro lado,
una ventaja importante es su simplicidad y ademas no depende del rango de error de medicion.

Shang et al. [28], presentan el método MDS-MAP para calcular las posiciones de los nodos em-
pleando unicamente la informacion de conectividad disponible, esto es, quienes estan en el radio de
comunicaciones de quién. Este método tiene tres pasos basicos: calcular las trayectorias mas cortas
entre cada par de nodos, arreglandolas como una matriz. Para esto, puede emplearse un algoritmo
Bellman-Ford o Dijkstra [10]. Entonces, emplean el escalamiento multi-dimensional (MDS) para
estimar las posiciones de los nodos que se ajusten a las distancias estimadas. Finalmente, se obtiene
un mapa absoluto tomando en cuenta los faros cuyas posiciones son conocidas.

El MDS reconstruye las posiciones tanto en dos como en tres dimensiones y ademas, no se
requiere un conocimienta priori de las posiciones de los nodos faro hasta la tercera etapa. La
desventaja de este método es que es centralizado, es decir, un s6lo nodo realiza todos los célculos
necesarios para generar la salida MDS. Por ejemplo, el MDS requiere la descomposicion espectral
de la matriz de distancias, entonces, si la red estd compuesta por un nimero masivo de nodos un
s6lo nodo debe realizar dicha descomposicion sobre una matriz grande.

Dado que MDS-MAP emplea la trayectoria mas corta entre dos nodos para aproximar la dis-
tancia Euclidiana, este estimado es apropiado sélo si la red es densa y uniforme pero no lo es para
redes irregulares. En [27] se presenta el algoritmo MDS-MAP(P) el cual es capaz de trabajar con
esta problemética. En MDS-MAP(P), cada nodo calcula el MDS para crear un mapa local con sus
vecinos mas cercanos (aquellos que estén a lomsadtos de distancia). Los mapas locales se
mezclan basandose en los nodos que tienen en comun, de acuerdo con la mejor transformacion
lineal que mezcla las coordenadas de los nodos de un mapa a otro. Los pasos del algoritmo son los
siguientes: establecer el diametro de los mapas local@s. (1, n saltos) y calcular las distancias
mas cortas entre cada par de nodos dentro del vecindario. Cada nodo realiza el MDS para crear
un mapa local con los nodos dentro del vecindario. Asi, cada mapa local se mezcla uno con otro
basandose en los nodos que tienen en comin cada mapa para crear un mapa global. Finalmente, cor
tres o cuatro nodos faro, convertir el mapa global en un mapa absoluto. Este método construye un
mapa relativo para cada nodo y su vecindario, por esto, la informacion local es mucho mas precisa
y ademas, la construccion del mapa global con esta técnica es mucho més eficiente para topologias
irregulares. Sin embargo, el inconveniente de esta propuesta es que cada nodo que compone la red
debe calcular un MDS con respecto a él y a sus vecinos, esto sugiere que el MDS se ejecuta varias

i (2.2)
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Figura 2.3: A) Gréfica. B) Con el nodo virtuAl la grafica se hace mas rigida.

veces de manera innecesaria.

Vicaire y Stankovic [31], con el algoritmo de localizacion elastica ELA (Elastic Localization
Algorithm), discuten el uso del modelo fisico de oscilaciones y relajaciones de un resorte. Ini-
cialmente, tratan de encontrar la grafica empotrada que se asemeje lo mas posible la configura-
cion real. Posteriormente, modifican el empotrado empleando un método de optimizacion llamado
masa-resortgara corregir y balancear los errores. El método masa-resorte es una técnica de opti-
mizacion distribuida, donde, para una @d= (V, E), cada arist® = (u,Vv) € E, se considera un
resorte que une dos masayg v. Se asume que la longitud del resorte, en estado de equilibrio, es
igual a la distancia que existe entre dos nodos. Si la distancia estimada es menor que la distancia
medida, el resorte empuja ambos nodos en direccién contraria. Por otro lado, si la distancia estima-
da es mayor que la distancia medida, el resorte tira de las masas para que estas se acerquen. Este
procedimiento es iterativo. En cada paso, los nodos son colocados de acuerdo a las fuerzas que
actuan sobre ellos. El proceso finaliza cuando cada nodo alcanza el equilibrio, es decir, cuando la
fuerza resultante sobre toda la red es cero.

Wu et al. [32]. Presentan la problematica que existe en el algoritmo MDS-MAP y sus variantes
como MDS-MAP(P). Estos métodos suponen que la distancia entre dos nodos es proporcional a la
distancia Euclidiana. Esto no necesariamente es cierto si la red es rala o irregular. Por ejemplo, en
la Figura 2.3A) se observa que la trayectoria entre el pant& es aproximadamente proporcional
a la distancia Euclidiana. Por otro lado, la trayectoria efatyeD es significativamente mayor que
su distancia Euclidiana. También, otro problema mas con el MDS-MAP es que requiere que la red
sea lo mas rigida posible. Por ejemplo, consideremos nuevamente la Figura 2.3A). Si se calcula
el MDS en esta grafica, entonces la reconstruccién del mapa relativo no seria similar a la gréafica
original debido a que la rigidez de la grafica es minima en los punt®y C, D, esto implica que
las posiciones relativas de los nodby D podrian resultar en un lugar completamente arbitrario,
aun satisfaciendo las condiciones del MDS.

Entonces, MA-MDS-MAP(P) es un algoritmo que soluciona estas problematicas empleando
asistencia movil, es decir, emplean un nodo que se mueve a través de la red de sensores creando
nodos virtualegjue fortalecen la grafica. En la Figura 2.3B), el nodo virAfae cre6 con el nodo
movil, nétese que la grafica se hace mas rigida, lo cual implica que la reconstruccion MDS va
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a arrojar un mapa relativo similar al original. Una vez que seegan todos los nodos virtuales
virtuales necesarios, entonces se ejecuta el algoritmo MDS-MAP(P) para localizar los sensores.

Shu et al. [30], propusieron CBLALS, el cual, es un algoritmo basado en rango que emplea el
MDS para la localizacién. A diferencia de [32, 28, 7] los cuales, son centralizados, en [30] se realiza
el MDS de una manera distribuida. Esto es, empleando un método de particion, la red se divide en
varias subredes, llamadaslonias En cada colonia, se ejecutan los procedimientos basicos del
MDS de manera independiente, es decir, en cada una se ejecuta un algorrune rés corta
para crear la matriz de distancias y, posteriormente, realizar la descompaosicion espectral de esta
matriz para obtener las posiciones relativas de todos los elementos que componen la colonia. Una
vez realizado este procedimiento en todas las subredes, todos los mapas relativos correspondientes
a cada colonia se mezclan para crear un solo mapa global. Entonces, con ayuda de los faros, el
mapa global se convierte en un mapa global absoluto. A diferencia de MDS-MAP(P), CBLALS
emplea un algoritmo de particion en cual s6lo hay un salto de distandidetedle coloniaa todos
los integrantes de la colonia, ademas, solo los lideres ejecutan el MDS para obtener el mapa relativo
de la colonia. En MDS-MAP(P), por el contrario, todos los nodos de la red ejecutan el MDS para
obtener un mapa relativo de él y sus vecinos mas cercanos. Lo que implica que el MDS se ejecuta
un numero masivo de veces.

La desventaja de esta contribucion es que es completamente basada en rango, inclusive, el
algoritmo de particion requiere la medicion de la distancia entre dos nodos vecinos. Por otro lado,
la particion de una red permite no sélo reducir los costos de comunicacién sino también simplificar
los calculos necesarios para las operaciones requeridas por el MDS.

En la Tabla 2.1 se resume las caracteristicas principales de los algoritmos de localizacién con-
siderados aqui.
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Algoritmo DV-HOP | MDS-MAP MDS- ELA | MA-MDS- | CBLALS
Caracteristicas [22] [28] MAP(P)[27] | [31] | MAP(P)[32] [30]
Complejidad - SVD SVD - SVD SVD
antrah;ado Dist Cent Dist Dist Dist Dist
Distribuido

Basado en Rangar

) Libre Libre Libre Libre Basado Basado
Libre de Rango

NUmero de Faros| <5% 304 304 <5% 304 304

Conocimienta

o Si No No Si No No
priori de los faros
Particiones No No Si No Si Si
rAnfj'\S/itle”C'a No No No No Si No
Obstaculos e NO Si Si Si Si Si

irregularidades

Notacion:
SVD Pasos necesarios para realizar la eigendescomposicion.

Tabla 2.1: Caracteristicas Principales de los algoritmos




Capitulo 3
Herramientas y Métodos

En este capitulo se presentan cuatro herramientas fundaesepara el algoritmo de locali-
zacion propuesto. En la primera parte se presenta el algoritmo de particion de Awerbuch, el cual
divide la red en pequefas subredes, llamadas colonias. También se muestra una variante del al-
goritmo de particion capaz de acelerar el proceso de particion. En la segunda parte, se estudia el
algoritmo Bellman-Ford, el cual proporciona las rutas mas cortas entre una pareja arbitraria de no-
dos. Este algoritmo produce matriz de distancias a partir de la matriz de adyacencias de una red (o
colonia). Finalmente, en la tercera y ultima parte se presenta la herramienta llamada Escalamiento
Multi-Dimensional (MDS), la cual es una técnica matematica empleada en psicologia para estimar
las posiciones de los nodos en un espacio Euclidiano de dos o tres dimensiones. En esta parte tam-
bién se sintetizan todos los principios relacionados con el MDS asi como tres algoritmos que lo
resuelven: MDS Clasico, SMACOF y la combinacién de ambos algoritmos.

3.1. Algoritmo de Particion de Awerbuch

3.1.1. Sincronizadory

En [3] se presenta el sincronizadqgrcuyo objetivo es emular un algoritmo sincrono sobre una
red asincrona. Esto es, permitir al usuario escribir un algoritmo como si fuera a ejecutarse en una
red sincrona. Es una metodologia simple para disefiar algoritmos distribuidos eficientes en redes
asincronas. Para realizar esta tarea, el sincronizador gauscs de relogn cada nodo de la red
satisfaciendo la siguiente propiedad: un nuevo pulso es generado en un nodo siy solo si se reciben
todos los mensajes del algoritmo sincrono enviado a un nodo por sus vecinos en pulsos previos.
Este comportamiento asegura que la red se comporta de manera sincrona desde el punto de vista de
una ejecucion particular del algoritmo sincrono.

Mas especificamente, dado un algoritmodisefiado para una red sincronay un sincronizador
v, es posible combinats y v para obtener un protocoiq, = v(rs) que pueda ejecutarse en una red
asincrona. Asi, la emulacion debe ser correcta en el sentido de que la ejecucidendena red
asincrona deberia ser similar a la ejecuciomglen una red sincrona [23].

El sincronizadoly necesita una etapa de inicializacion, en la cual, la red se particior@aen
nias. La particion se define por un bosque abarcador de la gi@fiedV, E) de la red. Cada arbol
del bosque define una particion de nodos. Dentro de cada particididenrse selecciona para

17
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coordinar las operaciones de cada particion. Luego de lizaise, el sincronizadgropera en dos

fases. En la primera fase, un nodae se elige coméider de colonia y genera el primer pulso

de ejecucion. Cuando finaliza la propagacion del pulso, el lider eventualmente identifica que todos
los nodos de la colonia se encuentran aseguta8esmpre que un lider identifica que su particion

esta asegurada, reporta este hecho a los nodos miembros de su particibn como a los lideres de las
particiones vecinas. Ahora, los nodos que coordina entran a la segunda fase, en la cual esperan
hasta que todas las particiones vecinas se encuentren aseguradas y generen el siguiente pulso del
algoritmo sincrono.

3.1.2. Particionamiento

La columna vertebral del sincronizadpes el algoritmo de particion. La idea principal de este
algoritmo es seleccionar una colonia como un subconjunto maximo de nodos cuyo diametro no
exceda el logaritmo de su cardinalidad. De esta forma se garantiza que el nimero total de colonias
vecinas sea lineal y el diametro maximo de cada colonia sea igual al logaritmo del nUmero de nodos
de lared.

La etapa de inicializacién procede construyendo las colonias una por una, de tal manera que
un nodo seleccionado de la grafica residual (la subred que no se ha unido a ninguna colonia) y
la colonia esté formada a partir de dicho nodo. Este procedimiento contindia hasta que no quedan
mas nodos en la grafica residual. El algoritmo opera como sigue. Un nodo seleccionado como lider
inicia la ejecucion de un algoritmo de busqueda en amplitud sobre la gréafica residual. Cada nueva
capa BFS se une a la colonia hasta que el nimero de nodos en cierta capa sea mierot que
veces el numero total de nodos contenidos en todas las capas pkeseagghomina eflactor de
crecimiento de las coloniasasi, la colonia generada forma un arbol BFS con raiz en el lider.

Basicamente, el algoritmo de particion es soélo un algoritmo BFS distribuido, el cual, construye
el arbol capa tras capa. Al inicio del pulso numEd® — 1 capas del arbol ya han sido construidas.

El propdsito del puls® es unir o rechazar la capapara finalizar el procedimiento de creacion de
la colonia. La decision de unir la capadepende del nimero total de nodos que hay en esta capa.

El lider| transmite un mensajeULS Esobre el arbol existente, cada nodo interno en la capa
P" < P -1 propaga el mensafeULS Erecibido de su padre hasta alcanzar la ddpal. Una vez
que se recibe este mensaje en la Ultima ¢apd, el noda propaga el mensajeAYERP - 1,1} a
todos sus vecinos, informandoles que él pertenece a laRafg cuyo lider de colonia dsUna
vez que el vecing que no pertenece a ninguna colonia recibe este mensaje, se une aPadehpa
lider|. Entoncesj envia un mensajaCK{bit} al nodoi conbit = 1 si se ha unido a la colonia y
bit = 0 en otro caso. Para calcular el numero de nuevos nodos que se han unido erPlaceaiaa
nodo espera hasta que el nimero de descendientes en g eaganocido, entonces, reporta este
namero a su padre mediante un men€EJNT{x}. Un nodo en la capR — 1 sabe el nUmero de
nodos nuevos que se unieron a la colonia mediante los merdgajesecibidos de sus vecinos. El
procedimiento termina cuando el lider conoce el numero total de nodos en IR.caipel nUmero

1Se dice que un nodo o una colonia estan asegurados respecto a cierto pulso de ejecucion si cada mensaje del
algoritmo sincrono enviado por un nodo —o una colorian ese pulso ya ha arribado a su destino. Después de la
ejecucion de un cierto pulso, eventualmente un nodo o una colonia estaran asegurados.




3. Herramientas y Métodos 19

0. N .... °®
A) B)

Figura 3.1: A) Red Inalambrica de Sensores (Grafica residual). B) Red inaldmbrica de sensores
después de la ejecucién del algoritmo de particion Awerbuch.

de nuevos elementos agregados a la colonia es al lken@s/eces mayor que el nimero total de
nodos en la colonia, entonces el lider inicia el siguiente pBlsdl. En otro caso, transmite a lo
largo del arbol el mensaRE JECT, el cual notifica a los nodos pertenecientes a la €apae son
ahora expulsados de la colonia, esto es, la relacion “padre-hijo”entre los nodos de Pa-capa

P se cancela.

Una vez que cierta colonia se crea, la capa rechazada se examina. Si no esta vacia, entonces
un nodo en esta capa se selecciona como un nuevo lider. En el caso en que la capa esté vacia, el
centro de la actividad retrocedeacktrach hasta la colonia desde la cualfue descubierta y el
procedimiento arriba descrito se repite ahi. Este procedimiento de formacion de colonias se realiza
en forma secuencial.

Entre dos colonias vecinas se seleccion@nilace preferidaue funciona como canal de co-
municaciones entre esas colonias. Para seleccionar el enlace preferido, se le asignan distintos pesos
a todos los enlaces. El peso del enlacg) s el par (miri( j), max(, j)). Asi, el enlace preferido
seleccionado es aquel enlace de menor pdssta regla permite al lider de colonia seleccionar
un solo enlace de todos los enlaces incidentes sobre una misma colonia. La eleccion del enlace
preferido se desarrolla una vez que el centro de la actividad retrocede para continuar creando las
colonias.

Para entender de una manera sencilla el procedimiento de particion consideremos la Figura
3.1A), la cual es una red compuesta por 50 nodos. El algoritmo de particion es ejecutado dando
como resultado la Figura 3.1B). En esta figura, se observa claramente que la red se particiona en
nueve colonias, donde cada una se crea secuencialmente. Esto es, la primer colonia creada mediante
una busqueda BFS es aquella identificada con el nimero 1. Después, se selecciona la siguiente
colonia que ha de ser creada: la colonia 2. Este procedimiento se repite y termina hasta que la

2Awerbuch propone seleccionar como enlace preferido al enlace de menor peso de todos los posibles. Sin embargo,
si este criterio es cambiado no se altera funcionamiento del algoritmo.
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gréfica residual esté vacia, es decir, todos los nodos se ¢tapanado a una colonia.

3.1.3. Complejidad del Algoritmo de Particionamiento

SeaEp el conjunto de los enlaces que patrticipan en el sincronizador, es decir, los enlaces de
los arboles interiores y los enlaces preferidos para una parfciBeaHp la altura maxima de un
arbol en el bosquP. En concreto, el algoritmo de particion optimiza las propied&geg Hp de
la graficaG = (V, E). Asi, se produce la subgrafica tal g&g| < k|V|y Hp < log, V/log, k, para
un parametrd, 2 < k < |V|. La eleccion del factor del crecimiento de las colorkaslaciona un
compromiso entre el tiempo y el nUmero de mensajes. Entonces, si cada colonia se construye segun
el procedimiento descrito anteriormente, se tiene

log, |V
log, k
|Epl < kIV| (3.1)

Hp < log, |V| =

La fase de inicializacion, durante la cual se designa al lider de la primera colonia, se completa
empleando un algoritmo de eleccion cuya complejidadygs: = O(|E| + |V|log, [V]) = O(IV|?) y
Tust = O(|VIlog, |V]).

Por cada colonia que resulta de la particién, el procedimiento de construccién se invoca exac-
tamente una vez y éste toma Jdg| pulsos. Los mensajes que se intercambian durante este pro-
cedimiento pueden clasificarse en 2 tipos: los que se envian en cada etapa y los que se envian una
sola vez exactamente. Al primero corresponden los menBajeéS Ey COUNT, los cuales atra-
viesan cada arista del arbol interior, en cada etapa de la construccién. Al segundo corresponden los
mensajed AY ERy ACK que se intercambian entre los nodos del dltimo nivel incorporado y sus
vecinos que aun no pertenecen a la colonia. En suma, el nimero de mensajes intercambiados en
este procedimiento tiene un costo en comunicaci@es = O(|E| + |V|log, |V|). En cuanto a la
complejidad en tiempo, considérese una coloniarcandos, cuyo arbol interior tiene una altura
h < log, n. Cada etapa de construccion toma, a lo rhasyidades de tiempo y el total de etapas
esh. Por tanto, el tiempo total que se requiere para formar una colonia y elimimados de la
gréfica residual ser@(logZ n). Asi, el tiempo total invertido €8grs = O(V)).

Recién se termina la construccion de cierta colonia, el lider todavia en operacion inicia la bus-
gueda del siguiente nodo que debe asumir este papel. El procedimiento puede tomar dos caminos
diferentes: enviar un mensaj(EW_LE ADERhacia un nodo en el nivel de rechazados de la colo-
nia, o enviar un mensafRE T REATal nodo que lo design6 como lider. En ambos casos el mensaje
viaja solo a través de enlaces que pertenecen al arbol interior y, por tanto, la complejidad en men-
sajes e€y = O(|V]), mientras la complejidad en tiempo &g = O(log, |V]).

Si se construye una grafi€a = (V’,E’) tal quev € V’ representa una colonia resultante y
e € E’ es un enlace que une dos colonias, entonces puede decirse que el procedimiento de particion
se desarrolla como un recorrido en profundidad (DFS) s@br&n consecuencia, el nUmero de
enlaces recorridos sobre esta grafica inducida, es exactamente el nimero de colonias menos 1, que
no puede ser mayor qU¥| — 1 (suponiendo que cada nodo fuera una colonia diferente). En el
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procedimiento DFS que se desarrolla, cada enlace es aava@sa vez en cada sentido, por tanto,
la complejidad total del procedimiento de blasqueda €geg = O(V|) X Cy = O(IVI?) Y Tpes =
O(V]) x Tw = O(V|log,|V|), en cuanto a mensajes y tiempo, respectivamente. Finalmente, la
seleccién de los enlaces preferidos implica una operacion de convergencia de informacién a lo largo
de cada arbol interior, con un cos®f|V[) en mensajes Y(log, |V|) en tiempo por cada colonia.
Sumando sobre todas las colonias de la particion, se tiene una complgjidad= O(K\V|?) y
TeLec = O(|V|log, |V]), en mensajes y tiempo respectivamente.

Asi, la complejidad en comunicaciones@gst + Cgrs + Cprs + CeLec Y €n tiempoTyst +
Tgrs + Tprs + TeLec. Por lo tanto, se concluye que la complejidad es

oKV (3.2)
O(IVIlog, [V|/ log, K). (3.3)

CTOTAL

TTOTAL

en comunicaciones y en tiempo, respectivamente.

3.1.4. Modificacién al Algoritmo de Particionamiento

En el algoritmo de particion la construccion de cada colonia no necesariamente debe ser secuen-
cial. Con una pequeiia modificacion al algoritmo se puede conseguir que la particion se paralelice.
Es decir, en lugar de seleccionar Unicamente un candidato para crear una nueva colonia, se seleccio-
nan varios candidatos para ser lideres y comienzan sus construcciones respectivas casi de manera
simultanea.

Para ilustrar esta situacion, en la red de la Figura 3.1A) se ejecutd el algoritmo con ambos
criterios y el resultado se muestran en la Figuras 3.2A) y B). En las figuras, nétese que sobre
cada colonia se colocaron numeros. Los numeros representan el tiempo en el que se construyeron,
suponiendo que cada colonia se forma en una unidad de tiempo. A grandes rasgos, en la Figura 3.2
A) se observa que cada colonia se crea una tras otra y el particionamiento tomé nueve unidades
de tiempo, es decir, se construyeron nueve colonias secuencialmente. En contraste, con el nuevo
criterio de construccién mostrado en la Figura 3.2 B) se nota que varias colonias se construyen en
el mismo instante; por ejemplo, alrededor de la primer colonia creada (la que tiene el nimero “1”)
hay cuatro colonias que se crearon en el mismo instante: en el tiem@ también, hay cuatro
colonias mas que se crearontea 3 y asi sucesivamente. Resumiendo, alrededor de una colonia
se pueden construir varias colonias de manera simultanea. Por esta razon, la construccién de la
particion con este criterio toma solo cuatro unidades de tiempo.

Puede observarse que las colonias construidas con ambos algoritmos no son iguales, es decir,
no tienen el mismo namero de elementos o la misma topologia. Esto se debe al tipo de criterio de
particion empleado para la construccion. Sin embargo, la construccion individual de cada colonia
se construye de la misma manera en ambos casos: mediante una busqueda en amplitud.

Con referencia a la gréficd’ introducida con anterioridad puede decirse que el procedimiento
original se desarroll6 como un recorrido en profundidad (DFS) sGhrenientras que el nuevo
procedimiento se desarrolla como un recorrido en amplitud (BFS).
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Figura 3.2: A) Creacion de las particiones en forma secuencial. B) Creacion de las particiones en
forma paralela.
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A)

El cambio del criterio DFS al BFS se consigue unicamente modificando uno de los mensajes
empleados en la construccion de la colonia, este mensaje, [l&#d®IDAT Q tiene tres funcio-
nes principales: seleccionar el candidato que sera nuevo lider; realizar el retroceso (backtracking)
en la grafica particionada para continuar la basqueda de los nuevos lideres; finalmente, disparar el
proceso de seleccion de los enlaces preferidos.

En el Algoritmo 3.10 se muestra la estructura del menS&& DIDAT Ooriginalmente em-
pleado en el algoritmo de Awerbuch. Cuando una colonia detiene su crecimiento loshogalos
envian a spadre el candidato a nuevo lider mediante el mensafgANDIDATQ Cada nodo
padre selecciona un unico candidato (el de menor identificador) de todos los recibidos y, poste-
riormente, lo transmite a su padre. Cuando la informacion converge en el lider, éste selecciona el
candidato final para comenzar a construir la nueva colonia.

Por otro lado, si no hay nodos disponibles para seleccionar un candidato, es dedid LO.
Entonces séisparael procedimiento de eleccidn del enlace preferido y se realiza el retroceso, el
cual, cambia la accion a la colonia creada anteriormente para comenzar a buscar nuevos lideres en
esta colonia.

Para que la creacion de las colonias se realice en paralelo es necesario realizar ciertas modi-
ficaciones al mensaf@ANDIDAT Q Esto es, cuando los nodos hojas seleccionan un candidato,
lo transmiten a su padre. El nodo padre, por su parte, agrega todos los candidatos recibidos en la
lista CANDIDAT OS}, que posteriormente es transmitida a su padre correspondiente. Cuando la
lista converge en el lider, cada nodo dentro de la lista es seleccionado como lider de colonia. Esta
metodologia es equivalente a una busqueda en amplitud, ya que se seleccionan todos los candi-
datos posibles para continuar con el particionamiento. Debido a esta nueva estructura del mensaje
CANDIDATQ la operacion del retroceso ya no se utiliza, tal y como se muestra en el Algoritmo
3.11.
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Algoritmo 3.10: MensajeCANDIDAT Odel algoritmo de particion de Awerbuch

/* Una vez que los nodos hoja han seleccionado su candidato, envian el
mensaje CANDIDAT(Qc} a su padre. Donde C es el candidato a ser
nuevo lider */

para el mensajeCANDIDAT Qc} deq haz

Candidatdi) « min{Candidatdi), c};

// Los nodos padre seleccionan un sélo candidato (el de menor

identificador de todos los candidatos recibidos)

si Herecibidolos candidatogietodosmis hijos entonces

sinosoyliderentonces
| enviarCANDIDAT QCandidatdi)} a Padre

fin
otro // Si soy lider
siCandidatdi) = ¢ # NULO entonces// Si aun hay candidatos
disponibles
\ seleccionar & como nuevo lider;
fin
otro
iniciar eleccién de los enlaces preferidos;
iniciar retroceso;
// retroceder la accién a la colonia anterior para seguir
buscando nuevos lideres (Backtrack)
fin

fin

fin
fin




24 3.1. Algoritmo de Particion de Awerbuch

Algoritmo 3.11: MensajeCANDIDAT Odel algoritmo de particion modificado

/* Una vez que los nodos hoja han seleccionado su candidato, envian el
mensaje CANDIDATQc} a su padre. Donde C es el candidato a ser
nuevo lider */

para el mensajeCANDIDAT Qc} deq haz

CANDIDATOSi} « ¢

// Los nodos padre agregan a la lista CANDIDATOS} todos los

candidatos enviados por sus hijos (se eliminan duplicados)

si He recibidolos candidatosietodosmis hijos entonces

sinosoyliderentonces// Enviar la lista de candidatos a mi Padre

\ enviarCANDIDATQCANDIDAT OSi}} aPadre

fin

otro // Si soy lider
seleccionar a cadpe CANDIDAT OS j} como lider de colonia;
iniciar eleccién de los enlaces preferidos;

fin

fin
fin

3.1.5. Complejidad del Algoritmo de Particionamiento Modifcado

La particion de la red mediante el algoritmo de Awerbuch emplea tres procedimientos basi-
cos:Creacion_de_colonigen el cual se construye el arbol BFS que conforma la col®tiague-
da_del_lider es el procedimiento encargado de buscar el nuevo lider de colonia; finalmente, la
Eleccion_del_enlace_preferiden el cual se seleccionan aquellos enlaces que comunican a dos
colonias contiguas. Estos procesos no se modifican en absoluto, salvo la manera en que cada uno
de ellos se desarrolla en cada algoritmo.

La modificacién al algoritmo de particionamiento implica que los procedimientos involucrados
en la creacion de la colonia se ejecuten una sola vez, por ejemplo, en Awerbuch, el procedimiento
Busqueda_del_lidese ejecuta en cada una de las colonias cada vez que la actividad realiza un
rastreo en retroceso (backtracking) para buscar nuevos lideres en la gréafica residual. También, el
procedimientdleccién_del_enlace_preferide ejecuta varias veces en una sola colonia cada vez
gue una nueva colonia contigua a ella se crea. pesialelizandola creacién de cada colonia, el
procedimient@usqueda_del_lidese ejecuta una sola vez en cada colonia debido a que se eliminan
los retrocesos concernientes a la busqueda DFS. Por otro |&deckeion_del_enlace  preferido
también se ejecuta una sola vez en cada colonia, ya que todas las colonias que se pueden crear
alrededor de otra se construyen de manera simultanea.

En conclusién, las complejidades del algoritmo de Awerbuch son vélidas para el algoritmo
modificado ya que son las mismas, por tanto, la complejidad es:
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Figura 3.3: Resultado del particionamiento en el peor caso.

Cuwst = O(VI), Tust=0(V]log,|VI)
Cers = O(E|+|VIlog IV]), Ters = O(IV|log, V)
Cors = O(VF), Tors = O(Vllog, V)
Ceec = OKIVP), Teiec = O(V|log,|VI)

Lo que implica que el costo en comunicaciones y en tiempo son

O(KIVP) (3.4)
O(lV|log, |V|/ log, K) (3.5)

CTOTAL

TTOTAL

Cabe mencionar la complejidad del algoritmo modificado en el peor caso es exactamente la mis-
ma que Awerbuch. Por ejemplo, cuando la red se particiona de tal manera que cada colonia se
construye una tras otra implicaria que las colonias no se creen de manera simultadnea sino secuen-
cial, provocando que cada una de las subrutinas mencionadas anteriormente se ejecuten también de
secuencialmente (Figura 3.3). En este caso, el comportamiento del algoritmo modificado es muy
similar al algoritmo de Awerbuch.

Resumiendo, el algoritmo modificado concluye, en promedio, en menor tiempo que Awerbuch.
Ademas, algunas subrutinas solo se ejecutan una sola vez durante el algoritmo, disminuyendo con
ello el costo en comunicaciones. Sin embargo, Awerbuch temeinacion es decir, que el nodo
que inicio el algoritmo de particion tiene conocimiento de cuando este termina. En cambio, el
algoritmo modificado no tiene terminacion, esta es una razén mas por la que siempre finaliza en
menor tiempo.

3.2. Algoritmo Bellman-Ford

Consideremos un conjunivde ciudades, numeradas de una manera arbitraria, dondé/.
Se asume gue existe una trayectoria entre cada par de ciudades. La distancia de leacjudad
necesariamente es proporcional a la distancipale Dada la matriD = [d;;], no necesariamente
simétrica, dond@;; es la distancia dea j, se desea encontrar la trayectoria mas corta entre €s-
tas. Debido a que s6lo un numero finito de trayectorias esta disponible, el problema se reduce a
seleccionar la méas pequefia de un nimero finito. En 1957, Bellman [5], propone una técnica capaz
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de reducir el tiempo requerido para encontrar las trayedanas cortas mediante programacion
dindmica. Este problema es un problema combinatorio que requiere determinar la ruta éptima de
un punto a otro.

El método basico es por aproximaciones sucesivas. Seleccionamos una secuencia inicial

9 =dj, ijev (3.6)

cond; = 0yd; = o sino hay un enlace directo entrg j.
Ahora bien, procediendo iterativamente, tenemos que
f ™) = min| £, 7 + dy|. (3.7)

El algoritmo Bellman-Ford [11] puede enunciarse de la siguiente forma: encontrar los caminos
mas cortos desde un nodo origen unico hacia todos los nodos de destino con la condicion de que
éstos se encuentren a lo mas a un enlace de distancia; a continuacion, encontrar los caminos mas
cortos con la condicion de que contengan dos enlaces como maximo, y asi sucesivamente. Para
esta tarea, la ecuacion (3.7) nos proporcionara las mejores trayectorias para ir de un punto a otro.
Este algoritmo itera sobre el nimero de sallpgs decir, se busca el mejor camino, el de distancia
mas corta, con la restriccion de llegar a los nodos de destino en un nimero de.dattgeneral,
consiste fundamentalmente en calcular la distancia de un nodo (aquel para el cual aplicamos el
algoritmo, al que llamamos nodo origen) hacia todos los demas nodos de la red, incrementando en
alcance de la busqueda en cada iteracion. El algoritmo termina cuando se evalUan todas las rutas
gue parten del nodo origen y llegan a todos los destinos alcanzables [16].

En concreto, se@ = (V, E) una grafica con una matriz de adyacen@associada & j € V. El
verticei, que ejecuta el algoritmo, comienza con la matriz de adyacencias de= [d;;], donde
cadad;; es un estimado del costo de la trayectoria minima desde elirftatia todos los vértices
j € V. Ademagd; = 0y d;j = 0, cuando no existe un enlace directo etyg. También sed la
distancia calculada, al terminar la iteraciopara viajar desdehacia todoj € V. Ahora, el noda
emplea el método iterativo de Bellman (ecuacion (3.7)) para optimizar el vii¢tddesde hacia
todoj € V. El algoritmo puede emplearse para estimar las mejores rutas entre cada par de nodos
Unicamente con el conocimiento de la matriz de adyacencias. Asi, si un nodo cuenta con esta matriz
relacionada con una red (o a una colonia), puede estimar las mejores rutas de manera centralizada,
tal y como se muestra en el Algoritmo 3.12.

3.2.1. Complejidad del Algoritmo Bellman-Ford

De la ecuacion (3.7), es claro que este esquema iterativo requiere a Ii/mas)(iteraciones
para que la secuencia obtenga la solucion final. Sin embargo, en cada iteracion se revisa el costo
para encontrar la trayectoria mas corta hacia un unico nodo desde cualquier otro\de-lb¥ (
restantes. Entonces, se requierpfj £ 1)(V| — 1) iteraciones. Finalmente, para que cada nodo
estime las mejores rutas hacia cualquier nodo, se debe repetir el procedifigrtd) veces,
dando como resultaddM] — 1)(V| — 1)(V| — 1). Asi, el orden de la complejidad en tiempo del
algoritmo Bellman-Ford es
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Algoritmo 3.12: Algoritmo Bellman-Ford
Entrada: Matriz de adyacenciad = [d;]
Resultada Se completa la matri¥ = [min;] a partir de la matriz de adyacencias con el
camino de costo minimo y el costo asociado a cada nodo.

Datos
di; Costo del enlace dea j.

min; Costo del minimo de la ruta dex j
g; Costo actual estimado de la rutaide]

tam Tamano de la matrip

Inicializacion;
tam=D.tamaiio;
mientras No hayamascambiosen M haz
para i=1 hastaamhaz
para j=1 hastatamhaz
min=co;
para k=1 hastatamhaz
& =0k +dj;
sig; <min entonces
| min=e;;
fin
fin
min;=min;

fin

fin
fin

Ter = O(VP) (3.8)

3.3. Escalamiento Multi-Dimensional

Una definicién general de la técnica de analisis de datos llaEscidamiento Multi-Dimensional
(MDS) es la busqueda de un espacio dimensional, usualr&ecteliang en el cual los puntos en
el espacio representan los objetos de tal forma que las distancias estimadas entre los puntos del
espacidd,s}, concuerdan lo mas posible con las distancias reales de los objetos repres@ntados
[8]. Estas distancias son llamadas comunmeigienilaridades
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Tabla 3.1: Distancias reales (disimilaridades) entre digdatles europeas.
| - [ Lond | Estoc| Lisb | Madr | Paris| Amst | Berln | Praga] Roma| Dubln |
Lond 0 569 | 667 | 530 | 141 | 140 | 357 | 396 | 570 | 190
Estoc| 569 0 | 1212|1043 | 617 | 446 | 325 | 423 | 787 | 648
Lisb | 667 | 1212| O 201 | 596 | 768 | 923 | 882 | 714 | 714
Madr | 530 | 1043 | 201 0 431 | 608 | 740 | 690 | 516 | 622
Paris | 141 | 617 | 596 | 431 0 177 | 340 | 337 | 436 | 320
Amst | 140 | 446 | 768 | 608 | 177 0 218 | 272 | 519 | 302
Berln | 357 | 325 | 923 | 740 | 340 | 218 0 114 | 472 | 514
Praga| 396 | 423 | 882 | 690 | 337 | 272 | 114 0 364 | 573
Roma| 569 | 787 | 714 | 516 | 436 | 519 | 472 | 364 0 755
Dubin| 190 | 648 | 714 | 622 | 320 | 302 | 514 | 573 | 755 0

Las técnicas usadas para la busqueda del espacio y la coaiiguaaociada de puntos forman
un Escalamiento Multi-Dimensional métrico o no métrico.

Supongamos que tenemobjetos con disimilaridade®,s}. El MDS intenta encontrar un
conjunto de puntos en un espacio donde cada punto representa uno de los objetos y las distancias
entre los punto§d,s} son tales queé,s ~ f(6,s), dondef es una funcion paramétrica monétona. La
funcion f puede ser una funcion identidad o una funcién que intenta transformar las disimilaridades
en una forma de distancias.

Para ilustrar el MDS consideremos la Tabla 3.1, en la cual, se muestran las distancias medidas
(en millas) entre diez ciudades europeas. El MDS trata de revertir este proceso. Esto es, basados
unicamente en las disimilaridades, trataremos de encontrar una configuracion de diez puntos en
el plano tal que las distancias entre esos diez puntos correspondan a las distancias entre las diez
ciudades del mapa original, aun cuando el mapa reconstruido tenga una orientacion arbitraria.

La Figura 3.4 muestra la configuracion de puntos producidos por el MDS. No6tese que el mapa
reconstruido no cuenta con la orientacién convencional, sin embargo, esto puede ajustarse facil-
mente. En primer lugar, supongamos que la ciudad de Paris pisate Ahora, debemos rotar
todo el mapa en sentido de las manecillas del reloj alrededor de Paris. La rotacion se debe realizar
de tal manera que Estocolmo sea la ciudad que se encuentre mas hacia el norte y hacia el este.

Las transformaciones que pueden aplicarse a una configuraciéon MDS son rotacion, traslacion
y reflexion, las cuales, son transformaciones lineales que preservan las didt&ini@snbargo,
algunas transformaciones que no preservan distancias, como los estiramientos, son validos también
ya que, aunque las distancias se ven alteradas, la proporcion de las distancias entre cada par de
puntos se mantiene.

Matematicamente, los objetos componen un conjtba disimilaridad, definida e® x O,
entre los objetos y sesds (I, s € O). Seap una transformacion arbitraria d@a E, dondeE es
un espacio Euclidiano en la cual los puntos van a representar a los objetos. Enfonees (r €
O,% € E) y X = {% : r € O} es el conjunto imagen. La distancia entre los pufpgs en X son
dadas pob;s. El objetivo es encontrar una transformacigmara la cuab,s sea aproximadamente

3Las transformaciones lineales que preservan la longitud son llamadas isometrias
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Roma

Praga
o
Berlin

° Madrid

Estocolmo Paris Lisboa
P Amsterdam g °

[ J
Londres

Dublin
[ J

Figura 3.4: Mapa de las diez ciudades europeas reconstraidtadistancia entre cada una de
ellas.

igual af(6,s) para toda, s O.

3.3.1. Calculando Distancias Empleando Algebra de Matrices

Un concepto importante en el MDS es la distancia entre dos puntoX & ..., la matriz
de las coordenadas dguntos. Cada filade X da las coordenadas del pumten m dimensiones.
Empleando algebra de matrices, es posible encontrar una expresion compacta para calcular el cua-
drado de las distancias Euclidianas entre todos los puntos. El cuadrado de la distancia Euclidiana
esta definido por:

m m
di(X) = df = Z(Xia — Xja)® = Z:(x,%1 + X — 2XaXja) (3.9)
a=1 a=1

Supoéngase quX contiene las coordenadas de tres puntos en dos dimensiones. Entonces, la
matriz del cuadrado de las distancias, denotad®$X), es
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0 dfz d%3 m Xia X%a Xia X%a Xia X%a
2
D! )(X) = d:zz cz) d%S :Z Xga Xga Xga + Xga Xga Xga -

di; dy O 1] Xzg X3a Xz =] Xzg X3a Xz
m X1aX1a X1aXoa X1aX3a

2 Z XoaX1a X2aXoa X2aXsa
a=1 [ XzaXia X3aXoa X3aX3a

m
= c1T+1cT—2Zxax;:c1T+1cT—2xxT (3.10)

a=1

dondex, es la columna de la matrizX y c es un vector cuyos elementos SO, X2, los elementos

de la diagonal d&XX . La matrizB = XX, es llamadanatriz producto escalao tambiénmatriz
producto interno

Supobngase que

X =

1 2
3 1 (3.11)
20

es una matriz de coordenadas, de tres puntos en 2 dimensiones. Las distancias pueden calcularse

empleando la ecuacién (3.10). Entonces, el primer paso es calcular la matriz productoBescalar
XXT.

XXT =

12 5 5 2
132
3 1“2 1 0]:[5 10 6|=B (3.12)

20 2 6 4

el segundo paso es encontcaiPuede observarse que los elementos de la diagonal de la matriz

XX sonym, X2, los cuales son los elementosalési,c = (5, 10, 4). Sustituyendo en la ecuacion
(3.10) se tiene

0 dfz d§3 5 5 5 5 10 4
D@X) = | d?,, 0 d2 |=|10 10 10|+|5 10 4
d§3d§30 4 4 4 5 10 4
5 5 2 0 55
-2 5 10 6|=(5 0 2 (3.13)
2 6 4 520
Tomando la raiz cuadrada de todos los elementos da la matriz de distancias.
0 V5 5 0 2236 2236
DX)=| v5 0 2 |=]2236 0 1414 (3.14)
V5 V2 0 2236 1414 O
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En la seccion 3.3.5 se muestra cOmo se puede resolver el prltwerso, es decir, como
encontrar las coordenadas que corresponden a una Xatnuartir de una matriz producto escalar
B dada.

3.3.2. Descomposicion Espectral

Cada matriA den x n puede descomponerse en el producto de varias matrices mas sencillas.
Una de estas descomposiciones esdandescomposicigla cual puede realizarse para la mayoria
de las matrices, sin embargo, siempre funciona para las matrices simétricas. Formalmente,

A = QAQ" (3.15)
conQ ortonormal yA es una matriz diagonal. Las columnasQlespresentan los eigenvectores de
Ay la diagonal deA contiene los eigenvalores. La ecuacion (3.15) puede escribirse como

Aqi = /liqi (316)

cong; # 0 (i=1,...,n).
Los vectores); son llamado®igenvectoresle A y las A; son llamadagigenvaloresie A. Por
ejemplo, para la matria

23 36
A_[SG 2]
tenemos
08 -06
Q:[o.s 0.8]
y
50 0
A‘[ 0 —25]

Considérese nuevamente la ecuacion (3.15). Puede pensarse que el ppodDttes un pro-
ducto de dos vectores: el vector fila esta compuesto por el pro@ictasi, el vector columna se
compone de los vectores 8

§
i
A= [ 0 o A ||
o

= 40uq] + A2G0) + - - + Al (3.17)

La ecuacion (3.17) dice que puede descomponerse como una suma de matrices. Para ilustrar
esto, consideremos nuevamente la marinostrada anteriormente. La descomposicion es
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0.8 —0.6
A = 50[0.6][0.8 0.6]—25[ 08 ][—0.6 0.8]
_[32 24] [ 9 -12] [23 36
~ | 24 18 12 16 || 36 2

3.3.3. Meétodo lterativo para Realizar Eigendescomposiciones

La manera habitual de encontrar los eigenvalores y eigenvectores de unadestencontrar
las raicesl del determinante
A — Al|

A partir de esto encontramos los eigenvectores que dan solucién a la ecuacién

(A-A)g=0

Esto es, sin embargo, ineficaz cuardl@s muy grande. Inclusive, encontrar el determinante de
una matriz den x n es un arduo trabajo cuandas grande. Otra complicacion mas es que se tiene
gue resolver el polinomio resultante de gradparad. Por esto, se mostrara un método iterativo

para realizar la eigendescomposicién de una matriz, empleando, un método numérico para estimar
el valor aproximado de los eigenvalores y eigenvectores de una matriz de dimemsioneSste

meétodo es llamadmétodo de las potencigsower method) [13] y se emplea en distintos paquetes
computacionales.

El método de las potencias se utiliza cuando los eigenvalores son diferentes y pueden ordenarse
como, || > |1,] = |A3] = ...|1n. Se asume que esto se cumple cuando se trabaja con matrices
producto escalar (véase la seccion 3.3.1).

Considérese la matriz producto escdbade la ecuacion (3.12). Se define arbitrariamente un
vector de iniciog® # 0 e iteramos el sistema

Bq[t]
(q[t]T BT Bq[t])l/z

la cantidad de veces necesarias hastagftié permanece esencialmente invariante sobre las otras
iteracioneg. Después de la convergenaipes igual al primer eigenvectorg/ Bq = A;. El primer
y segundo eigenvalor se muestran en la Tabla 3.2.

Iniciando cong® = (37Y/2,31/2, 3-1/2) Bgl® =(6.928, 12.124, 6.928) §l?"B"Bq” = 243.
Asi, gt =(6.928, 12.124, 6.928243"? =(0.444, 0.778, 0.444). La segunda iteracion se obtiene
Bg™/(gMTB"BqY)Y/2 =(0.431, 0.781, 0.452). Después de cuatro iteracigHes(0.429, 0.781,
0.454), el cual corresponde al primer eigenvector. De igual manera, el primer eigehvakr
obtiene de@"B"Bq™*)/2 =16.227.

Ahora bien, para encontrar el segundo eigenvector, en la ecuacion (3.17), la eigendescomposi-
cion de una matriz de 8 3 es

gl = (3.18)

B = 10,01 + 420,07 + 430303
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Tabla 3.2: Eigenvalores y eigenvectores obtenidos medéumeétodo de las potencias

B q[O] q[l] q[z] q[3] q[4] q 1
5 5 2| 3Y2 0444 0431 0.429 0.429 0.429
5 10 6| 3%Y2 0778 0.781 0.781 0.781 0.781
2 6 4| 3Y2 0444 0.452 0.453 0.454 0.454
AT 115588 16.224 16.227 16.227 16.2P16.227
B - 4,0,q] g o g¥ ay

2.016 -0.437 -1.156 3772 0.853 0.853| 0.853
-0.437 0.95 0.251 3¥2 -0.185 -0.185 -0.185
-1.156 0.251 0.663 3 %2 .0.489 -0.489 -0.489

AT 10286 2773 2.773 2.773

En este punto, ya se conoce el primer eigenvélorel primer eigenvectoy,. Entonces

B — 40,07 = 10,05 + 130303

Para calcular el segundo eigenvalor y eigenvector, se aplica nuevamente el procedimiento a la matriz
B-1:0,q; . Esto se muestra en la segunda parte de la Tabla 3.2. El eigenyges{0.853, -0.185,

-0.489) yA, es 2.773. Para encontrar el tercer eigenvalor, es necesario repetir el procedimiento a la
matrizB — 2:0,0; — 120,05, el cual, en este ejemplo particular es cero. De esta manera,

2.984 5437 3156 2016 -0437 -1.156
1.0,q] = | 5437 9905 5749 |, A,q,q% = | -0.437 Q095 Q251
3.156 5749 3337 -1.156 0251 Q663
Asi
5 5 2
10,07 + 20,0, =| 5 10 6|=B
2 6 4

3.3.4. Complejidad del Método de las Potencias

En resumen, el método de las potencias produce una secuencia de \@ttooeso sigue

Bq[t]
(q[t]T BT Bq[t])l/z
Este método converge si el primer eigenvalor obtenides dominante, es decir es el mayor de

todos, lo cual se asume que es verdad cuando se emplea una matriz producto escalar como la que
se muestra en la ecuacion (3.12). N6tese que el método de las potencias precisa Unicamente de

q[t+1] —
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multiplicaciones sencillas de matrices. El produBtp’ requiere den? pasos puesto qu es una
matriz den x ny gl es una matrin x 1. De igual manera, para la multiplicacigd"B"Bq!¥ se
tiene que el productq"BT requiere de pasos, ya que es el producto de una matriz x@ por
una matriz den x n, esto produce una matriz de dimensior h. Posteriormente, este resultado
se multiplica poB cuya dimensién es x n. Este producto requiere, de igual manerapasos.
Finalmente, la multiplicacién de este ultimo resultadogoequiere Unicamentepasos, debido a
gue es el producto de una matriz d& fa por una den x 1.

Sumando las complejidades de cada uno de los productos se tiene que el costo del sistema es
3n? + n. Sin embargo, este sistema itérgeces para obtener una Gnica secuencia de eigenvectores
y su correspondiente eigenvalor. Esto implica que para obteneeigenvectores y los eigenva-
lores, entonces el sistema debe multiplicarsei pon, dando como resultado una complejidad en
tiempo de

Tem = O(i X nx (3% + n)) = O(i x n°) (3.19)

Notese que el nimero de pasos necesarios para realizar el profi&6Bq! depende, de
la manera en que las matrices se asocian, esto es, si la multiplicacion se realiza en el orden aqui
explicado, entonces la complejidad &g 2 n. Sin embargo, si el producto se realiza asociando las
matrices de la siguiente maner@’ (B"B)ql!, entonces la complejidad resultante del sistema es
n® + n? + n puesto que el produc®' B requiere de® pasos. Asi, la complejidad final, agregando
el sobreprecio dex n esO(i x n%).

3.3.5. Configuraciones que Representan Productos Escalares

Retomando el problema de encontrar una configuracion de puntos que representan una matriz
producto escalar dada, esto es, resolver la ecuacion

B=XX" (3.20)

dondeX es una matriz de coordenadasdem, es decirn puntos erm dimensiones. Sea

1 2
X=[31 (3.21)
20
y
5 5 2
B=XX"=|5 10 6 (3.22)
2 6 10

Supdngase que se realiza la descomposicion espectil €eQAQ". El producto escalar
de matrices es simétrico y tiene eigenvalores no negativos. PoBestopuede reescribir como
B = (QAY?)(QAY)T = UUT dondeAY? es una matriz diagonal con element§. De esta
maneralJ = QAY? da las coordenadas para reconstBiitas coordenadas son
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U = QA'?
043 085 |[ 405 | 173 142
= | 078 -019 || "% . |=|315 -031 (3.23)
045 -0.49 183 -0.81

Las coordenadas dé¢difieren de las dX en (3.21), esto significa que ambas estan expresadas
en dos sistemas de coordenadas relativos. Sin embargo, los sistemas pueden rotarse uno sobre otro
Para el problema de encontrar la configuracion de vectores de un producto escalar, es irrelevante
coémo los ejes coordenados se rotan, en cambio, lo que importa es la configuracién de todos los
puntos.

3.3.6. MDS Clasico

En el ejemplo de las diez ciudades Europeas (Seccion 3.3), suponiendo que el continente Euro-
peo se representa en un espacio Euclidiano de dos dimensiones, ¢, pueden encontrarse las posicione:
originales de las ciudades? La respuesta es si, pero solo las posiciones relativas de una con otra.
Debido a que cualquier solucion puede trasladarse, rotarse, reflejarse y escalarse se puede obtener
una solucién de igual validez.

La idea principal del MDS clasico [13] es asumir que las disimilaridades son distancias y enton-
ces, encontrar las coordenadas que los expliquen. La ecuacion (3.10) es una expresion sencilla para
obtener el cuadrado de las distancias EuclidiabgX)) a partir de una matriz de coordenadas
En la seccion 3.3.5 se discute el procedimiento inverso, esto es: obtener la matriz de coordenadas
a partir del producto escal& = XX'. El MDS clasico emplea los mismos procedimientos pero
trabaja sobre la matriz de disimilaridad&sen vez deD(X)>.

Encontrando Coordenadas con MDS Clasico

En la ecuacion (3.10) las distancias al cuadrad¥ de calculan con

D(X)?=cl" +1c" - 2XXT =¢c1" + 1c" - 2B (3.24)

dondec es un vector con los elementos de la diagonatdé. Multiplicando los lados izquierdos
y derechos por la matriz centraddtfia= | — n~*11" y por el factor—% tenemos

1 1
—EHD(X)ZH = —EH(ClT+1CT—2XXT)H
T T I |
= EHclH §H10H+§H(ZB)H
1 1
= —ZHc0" - ZHOc' + HBH =B (3.25)

2 2
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Algoritmo 3.14: Procedimiento del MDS Clasico
1. Calcular la matriz de disimilaridada$”

2. Aplicar la matriz doblemente centrada a esta matriz:

1
Ba = —EHA(Z)H

3. Calcular la eigendescomposiciAQ" deB,

4. Seamla dimensién de la solucion. Denotar la matriz de los primeresgenvalores
mayores que cero comu, y Q, las primerasn columnas d&). Entonces, la matriz de
coordenadas esta dada por:

X =Q,A?

Si A es una matriz de distancias Euclidianas, entonces el MDS Clasico encuentra las
coordenadas de una rotacion. Nétese que la solucidh=€, A% es una solucién sobre
los ejes principales. En el paso 4, se pueden arrojar eigenvalores negativos peke@so Si

una matriz de distancias Euclidianas.

Los primeros dos elementos son cero debido a que centrar tor deaunos produce un vector
de ceros 1'H=0). Las matrices centradoras alrededorBlpueden descartarse debido a que se
asume que las columnas detienen una media igual a cero. La operacion en (3.25) se llama
doblemente centrad®ara encontrar las coordenadas MD8des necesario factorizBrmediante
la eigendescomposicioRAQ" = (QAY2)(QAY?)T = XXT.

El método del MDS clasico sélo difiere de este procedimiento en que la matriz de distancias al
cuadradd(X)? es reemplazada por las disimilaridades al cuadrd@loEl procedimiento para el
MDS clasico se muestra en el Algoritmo 3.14.

Una propiedad interesante del MDS clasico es que las dimensiones estan anidadas. Esto signi-
fica que, por ejemplo, las primeras dos dimensiones de una solucion MDS de tres dimensiones son
exactamente las mismas que la de una solucién MDS en dos dimensiones.

Una propiedad méas del MDS es que en la matriz de coordepgdasuma de los elementos
de las columnas es cero. Esto significa que el origen de la configurackbaadecide con el centro
de gravedad (centroide) de todos los puntos. Matematicamente, se expresa de la siguiente forma

Z Xi=0 (i=1..,m (3.26)
r=1

Un Ejemplo Numérico del MDS Clasico

A manera de ejemplo, emplearemos las distancias de las ciudades de la Tabla 3.1. Aqui, solo
consideraremos las primeras cuatro. Asi
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0 569 667 530
569 0 1212 104
667 1212 O 201
530 1043 201 0

A=

entonces

0 323761 444889 28090
323761 0 1468944 10878
444889 1468944 0 40401
280900 1087849 40401 0

A? =

el segundo paso es calculy = ~3HA®H

=

0 323761 444889 28090

INIH
|
|
|

1 1
I s 1 11/323761 0 1468044 10878
AT 2| -3 -2 2 11| 444889 1468944 0 40401
11 % 3| 280000 1087849 40401 0

3 _1 _1 _1

R M S

I S S M

I S SRR &

4 4 4 4

[ 34466 101461 -74893 -61034
101461 492217 -358045 —-235633
—74893 -358045 260637 17230
| —-61034 -235633 172301 12436

El tercer paso es realizar la eigendescomposicidde

-0.500 0439 -0.728 -0.161

| -0.500 -0.313 Q318 -0.741
Q= -0.500 -0.654 -0.171 Q540
-0.500 0529 0581 Q362

y
0 0 0 0
A_| 0 14de+02 0 0
“|o 0 213e+ 04 0
0 0 0 890e + 05

Hay tres eigenvalores positivos. Esto implica que a lo mas se puede obtener una representacion
en tres dimensiones. Ahora, se deben seleccionar los dos eigenvalores mas grangedrds,
si se desea una representacion en tres dimensiones). Estos dos eigenvalores formaran la diagonal
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de la matrizA,. Asi, se observa que el eigenvalor mas grande se encuentra en la cuarta columna 'y
el segundo eigenvalor en la tercer columna, por esto, de la mas&debe seleccionar la cuarta

y tercer columna de la matriz respectivamente para formar la m@triEntonces, la matriz de
coordenadaX se encuentra como sigue

X = Q,AY?
-0.161 -0.728 -152028 -106422
B -0.741 Q318 943e+ 02 0 | —700028 46445
N 0.540 -0.171 0 146e+02 | | 509854 -24.995
0.362 (0581 342202 84972

Finalmente, nétese que las suma de los elementos de las columnas de la matriz de coordenadas
X es igual a cero. Esto implica se satisface la ecuacion (3.26) y por tanto, el origen del 3istema
es el centroide de la configuracion de todos los puntos.

3.3.7. Complejidad del MDS Clasico

En el Algoritmo 3.14, sila descomposicion espectral que requiere el MDS Clasico se realiza con
el método de las potencias, entonces es claro que la mayor carga computacional del algoritmo MDS
Clasico corresponde al paso dos del algoritmo, que implica la multiplic&iéa —3HA®H, la
cual, corresponde a la multiplicacion de tres matricea gen que toma 2° pasos. Sin embargo,
esta multiplicacién se realiza una sola vez al inicio del algoritmo. Esto implica que la carga compu-
tacional mayoritaria en el algoritmo recae en la descomposicion espectral, por lo que se concluye
gue la complejidad del MDS Clasico es:

Twosc = O(i x n) (3.27)

Dondei es el nUumero maximo de iteraciones necesarias para estimar los eigenvalores y eigenvec-
tores empleando el método de las potencias (véase la secciéon 3.3.4).

3.3.8. Algoritmo SMACOF

SMACOF es un algoritmo iterativo alternativo para calcular el MDS sin necesidad de una des-
composicion espectral [8, 13]. Este método se basa en el algoritmmagerizacion SMACOF
es el acrénimo: Scaling by MAjorizing a COmplicated Function (Escalamiento mediante mayo-
rizacion de una funcion complicada). Antes de presentar el algoritmo SMACOF, el algoritmo de
mayorizacion se describe brevemente a continuacion.

Algoritmo de Mayorizacion

El algoritmo de mayorizacién trata de minimizar una funciéon complidgaaempleando una
funcion auxiliarg(x, y). Esta funcion auxiliar debe seleccionarse de tal manera que para eada
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el dominio def se cumpla qué (X) < g(x,y). Para ung particular en el dominio dg también se
cumple quef (y) = g(y. ).

Asi, en las graficas dé y g, la funcidng siempre esta sobre la funcidny g toca af en
el puntox = y. Asi, la funciébng es una funcién de mayorizacién de La minimizacion def
puede realizarse mediante un esquema iterativo. En primer lugar, un valor jgis@lusa para
comenzar la minimizacién. Ahora, se define una funcion de mayorizacion adeg{xary). Esta
funcién de minimizacion tiene su minimo en, diganxs Ahora este valor d& define la funcién
de mayorizaciom(x, X;) cuyo minimo es¢,. Este proceso se repite hasta la convergencia.

A manera de ejemplo (Figura 3.5), supongase que se desea minimizar la flgicode

f . [-1520] >R
f(X) = 6+3x+10x° —2x*

Una funcién de mayorizaciapes seleccionada como

(X, y) — 6+ 3x+ 10x2 — 8xy* + 6y*

el valor inicial para el algoritmo e =1.4, dando

g(x, 1.4) = 29.0496— 18.952x + 10x2

El minimo de esta funcién es=0.948. Entonceg; =0.948. La siguiente iteracion da

g(x, 0.948) = 10.8460— 3.7942x + 10x2

El minimo de esta funcién es, y el proceso contintda hasta que el minimay(be y) converge al
minimo def.

Para obtener una solucién MDS a partir del algoritmo de mayorizacién, se define la funcion de
estrés como

S = Z Wrs(érs - drs)z, (3.28)

dondew,s son pesds d;s son disimilaridades g, son las distancias Euclidianas calculadas a partir
de las coordenadas e Siguiendo a [13]

0]
Il

Z WI'S6|'23 + Z Wrsdrzs(x) - 2 Z Wrsérsdrs(x)

Ir<s Ir<s r<s

5 +1°(X) = 20(X)

La funcién de estrés es reescrita en su forma matricial.

“w,s es 1 sid;s es conocido y 0 si no.
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v gix1l.4
N

Y g(x,0.948

20r

15

10;

15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 3.5: Minimizacion de la funcié(x) = 6 + 3x + 10x?> — 2x* empleando la funcién de
mayorizaciong(x, 1.4) = 29.0496— 18.952x + 10x? (primera iteracion) y(x, 0.948) = 10.8460—
3.7942 + 10x? (segunda iteracion).

PP(X) = D Wis(% = %)% = %) = tr(X"VX),

r<s

donde
Vir = Z Wrs, Vis = —Wis (I’ * S)-
I£S
Ahora
W, 50,
pX) = )
r<s rs
W, 50,
= D (=90 — )
r<s rs
= tr(X"B(X)X),
Donde

b, = WrsOrs/Ors(X)  si dis(X) # 0
e 0 si ds(X)=0

Entonces la funciéon de estrés se escribe como

S(X) = 72 + tr(XTVX) = 2 tr(X"B(X)X) (3.29)




3. Herramientas y Métodos 41

Una funcién de mayorizacion, para el estréS esta dada por
T(X,Y) =2 +tr(XTVX) = 2tr(XTB(Y)Y) (3.30)

Algoritmo SMACOF para Mayorizacion del Estrés

Combinando las ecuaciones (3.29) y (3.30) se obtiene la desigualdad para la funcién de estreés.

S(X) = 72 +tr(XTVX) = 2tr(X"B(X)X)
< 2 H+tr(XTVX) = 2tr(XTB(Y)Y) = T(X, Y)

Asi, T(X,Y) es una funcién de mayorizacién del estrés que es cuadratiatgvalor minimo de
esta funcion se obtiene analiticamente igualando su derivada a cero.

oT
— = 2UX - 2B(Y)Y =

Asi, VX = B(Y)Y. Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario d¥sgajeembargo,
la inversaVv ! no existe debido a qué no es de rango completo. Empleando la inversa de Moore-
Penrose para resolver esta ecuacion se tiene

X = V*B(Y)Y (3.31)

dondeV* = (V+11")1—n=211". Sin embargo, el términen211" es irrelevante para el algoritmo
SMACOF. Ahora, si todos los peswgs = 1, entonces la funcidén de actualizacion es

X =nB(Y)Y (3.32)
SMACOF se presenta en el Algoritmo 3.16.

3.3.9. Complejidad del Algoritmo SMACOF

Como se muestra en el Algoritmo 3.16, el algoritmo consiste, principalmente, en la multiplica-
cion iterativa de las matriced3(Y) y Y, dondeB(Y) es una matrizdex ny Y es una matriz de
nx p, dondep es la dimensién de los puntos. Es posible notar que la mayor carga computacional
en este bucle corresponde a la multiplicacion de dichas matrices. Esta multiplicacion es de una
matrizn x n por una den x p, la cual, requiere a lo mag x p pasos. Por lo tanto, la complejidad
del algoritmo SMACOF e®)(j x (n? x p)), dondej es el nimero maximo de iteracionegpya
dimensionalidad de la solucion. Sin embargo, debido a que la dimep&érios o tres p < n
sin pérdida de generalidad, entonces la complejidad es

Tsmacor= O(j x n?) (3.33)
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Algoritmo 3.16: Algoritmo SMACOF

1. Seay = X% dondeX” es la configuracién de posiciones iniciales derigsintos.
// Las posiciones iniciales pueden ser aleatorias o no

Establecej=0.

Calcular el estréS(X), S(X?) = 3, _Wis(6rs — drs(X[?))?
Incrementaj en uno.

Calcular la actualizacion!! = n™1B(Y)Y

Calcular el estréS(XI) = 3, Wis(6rs — drs(X1))2

SiS(XUy — s(x!) < ¢ 0 j =ntimero méaximo de iteraciones, Termina.

T A S N

Seay = XUy regresar al paso 3.

3.3.10. Algoritmo MDS Clasicer SMACOF

El algoritmo SMACOF no solo resuelve el MDS, sino que también puede emplearse como una
herramienta de minimizacién del error del MDS Clasico. Esto es, una vez que se resuelve el MDS
empleando el algoritmo MDS Clasico, el resultaddéa matriz de posiciones-se emplea como
entrada del algoritmo SMACOF para comenzar la minimizacion del error.

La combinacion de los dos algoritmos es posible gracias a que el algoritmo SMACOF es capaz
de resolver el MDS a partir de una matriz de coordenadas arbitraria, asi, si dicha matriz contiene las
coordenadas de los puntos, generadas por el MDS Clasico, entonces el SMACOF tratara resolver
el MDS nuevamente, esto implica que la solucidén se ajustard una vez mas hasta que las coorde-
nadas de los puntos satisfagan lo mas posible a las disimilaridades. Este paso es equivalente a la
minimizacion del error.

En el Algoritmo 3.17 se presenta la combinacién de los algoritmos.

3.3.11. Complejidad del Algoritmo MDS Clasica-SMACOF

Es evidente que la complejidad del algoritmo esta dada por la suma de los dos algoritmos ya
gue este nuevo algoritmo ejecuta, en primer lugar, el MDS Clasico y posteriormente el SMACOF.
Por lo que la complejidad del algoritmo MDS Clasit&MACOF esta dada por:

Tupsc smacor= O(i X n°) + O(j x n?) (3.34)

dondei es el nimero maximo de iteraciones para realizar la eigendescomposicion (Sec. 8.3.7) y
es el nimero maximo de iteraciones para completar el SMACOF (Sec. 3.3.9).

Es importante mencionar que el nimero de iteracigmessera demasiado grande, ya que pre-
viamente el algoritmo MDS Cléasico habra encontrado una solucion MDS aproximada. Debido a
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Algoritmo 3.17: Procedimiento del MDS ClasieceSMACOF

1.
2.

© © N o

10.
11.

Calcular la matriz de disimilaridada&)
Aplicar la matriz doblemente centrada a esta matriz:

1
BA:—EHAQH

Calcular la eigendescomposiciothQ" deB,

Seamla dimension de la solucidn. Denotar la matriz de los primeresgenvalores
mayores que cero comu, y Q, las primerasn columnas d&). Entonces, la matriz de
coordenadas esta dada por:

X0l — Q+A}r/2

SeaY = X, dondeX¥ es la configuracion de posiciones obtenidas mediante el MDS
Clasico.
Establecelj=0.

Calcular el estréS(X@), S(X[) = 3 _ Wi s(6rs — drs(X[))?

Incremental en uno.

Calcular la actualizacioX!! = n"1B(Y)Y

Calcular el estréS(X!), S(XI) = 3 Wis(6rs — drs(XI1))?

Sis(XU1) - s(X) < ¢ 0 j =ntmero méaximo de iteraciones, Termina.

Seay = X!y regresar al paso 7.
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esto, el nUmero de iteraciones requeridas para complet®ACOF disminuye considerablemen-
te. En contraste, cuando se ejecuta el SMACOF a partir de una matriz de coordenadas aleatoria, el
algoritmo requiere de mas iteraciones para aproximar la solucion MDS.

3.3.12. Isometrias

Como se ha mostrado en las secciones anteriores, las posiciones de todos los puntos del sistema
obtenidos con el MDS, son las posiciones relativas entre cada par de puntos. Esto implica que,
en primer lugar, la reconstruccion del siste¥hanediante el MDS es una solucion valida, ya que
el sistema reconstruido esta expresado en un sistema de coordenadas relativo al original. En otras
palabras, puede que la reconstrucciéiXdesulte en un sistema rotado, reflejado o incluso, trasla-
dado a un origen diferente con respecto a la solucion real ya que, lo que importa es la configuracion
de todos los puntos. Asi, las coordenadas relativas pudieran requerir (si asi se desea) un arreglo
final, es decir, una serie de transformaciones “cosmeéticas’para que la reconstruccion de la solucion
sea similar a la solucion real. Este tipo de transformaciones puedernrgtdi@n la traslaciony
la reflexion Debido a que este tipo de transformaciones dejan las distancias invariantes, se les suele
decirmovimientos rigidos isometriassu definicion matematica [6] se enuncia a continuacién

Definicion 1 Una transformaciomnm preserva la longitudsi para cada par de vectores,; y X, se
cumple que
IT(X2) = TXDI = (X2 = Xl

Una transformacion que preserva la longitud es us@metria

A continuacion, se presentan de manera sintetizada las transformaciones lineales necesarias
para ajustar la solucion del MDS a la solucién real. Para una descripcion mas amplia consultar
[4, 6].

Proyeccion

Si U es un vector arbitrario, entonces, la proyecdiynde X sobre la linea del origen a través
deU es

(X - U)U

Pu(X) = W)

(3.35)

Ejemplo. Encontrar la proyeccién @e= ( 5

Asi

! )sobre la lined = ( :i ) (Figura 3.6A)).

pup) - ABA_5, 1 (3/2)

A 102712

SLa proyeccién no es una isometria puesto que no preserva distancias, sin embargo este concepto es Util para
explicar la reflexion.
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Reflexion

DadoX = ; , Se desea encontrar las coordenadas del fBfX9 tal que el punto medio

del segmento d&X a S(X) es la proyeccion d&(X) sobre la linedJ que pasa por el origen, las
coordenadas d8(X) se denotan comg' y y'. Entonces%(x + S(X)) = P(X), dondeP es (3.35).
Asi

X + S(X) = 2P(X)

S(X) = 2P(X) - X (3.36)

Por ejemplo, cuando = ( L ) de la ecuacion (3.35), se obtiene

2
00 - (7)-2( s )-(})

2(x+2y) X
( 4(x§2y) )
T — y

entonces

X\ _ —3x+ 2y
v )7\ Sy
Figura 3.6B)
Por ejemplo, sK = 0 entoncesS(X) = X2 8 cuandoU = L
Jemplo. SR =110 ) “ly /76 =2

Traslacion

X u
La sumade dos vectores es la suma de sus componentes, asiX par(ay ) yU = ( )
tenemos

X+U:(X+u)

y+V

De manera general, se puede obtener una interpretacion geométrica de la suma de vectores. Sea
X

un triangulo con vértice 0
9 ol'lo

X . -
)( y ) y lo movemos de tal manera que su primer vértice se
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A A
U=(3)
) S(X) e |
' B=( 2 ) S S -
P (X)
3 RN
A=(7) S .
X
(22
> >
A) B)

Figura 3.6: A) Proyeccion dB sobreA. B) Reflexion deX sobre la linedJ.

X+ U

u Lo ] X+ U
encuentre e v/ entonces los otros dos vértices estarﬁ env ) y( Uty

), respectivamente.
Véase la Figura 3.7 A).
Entonces, la suma de los vectodes= X yU = ( \lj ) se obtiene trasladando el segmento

dirigido de0 a X de manera paralela a él mismo hasta que el origen se encuehire en

Rotacion

Se define la transformacid®, como la rotacion d@ radianes como sigue. Seaun vector.
Rotar el segmento deé a X alrededor dé en sentido de las manecillas del reloj un angul@de
radianes.

_ X _ X
SeaX—(y)yRem_(y,

X = |X|( i ) R/(X) = |R9(><)|( e )

). Se reescribX y Ry(X) en la forma

dondey es el angulo polar d& y ¢’ es el angulo polar d&;(X). Entonces’ = ¢+0y |Ry(X)| = |X]
Ry(X) = IX] cos@ +¢) |\ _ [ IX|cosgcosh — [X]|sing sind
B sin@+¢) |\ |X|cosgcosd + |X|sing sing
Ahora,

IX|cosgp = x, [X|sing =y

Entonces

_ [ xcosf —ysind

X/
Ro(X) = ( y ) - ( ycosd + Xsiné )

(3.37)
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A A
(. 31-;() RX)= ()}(')
) .
(%)
() X=(3)
B ) g "
A) B)

Figura 3.7: A) Traslacion del triAngulo con vértices eyO(x, 0) y (x, y) al punto (i, v). B) Rota-
cion deX n/2 radianes.

Ejemplo (Figura 3.7B)). Se4 = ( ; ) calcularR,2(X). Entonces, de (3.37) tenemos que
[ X\ _ [ xcos@/2)-ysin(@/2) \ [ -y
Re2(X) ‘( y )_(ycos@/2)+xsin(7r/2) )‘( x )

Ejemplo

Volviendo al ejemplo de las diez ciudades europeas. Puede observarse que la configuracion
de las ciudades no tiene la posicion convencional que se encuentra en un mapa geografico del
continente Europeo, es claro que, Roma no es la ciudad que se encuentra mas al norte. Sin embargo,
es posible emplear una transformacion isométrica, o incluso, una combinacion de ellas para ajustar
la configuracion arrojada por el MDS. En este caso, Unicamente se requiere rotar la configuracion
resultante de tal manera que Estocolmo sea la ciudad que se encuentra mas al norte y mas al
este con respecto al resto de las ciudades. En la Figura 3.8 se muestran dos configuraciones, la
reconstruccion original obtenida con el MDS al igual que la configuracién de las ciudades después
de la rotacion.
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Roma Estoc.olmo
Praga Dublin .
. . Amsterdam Berlin
Berlin Londres . P
. Madrid . raga
) . Paris
Estocolmo Paris Lisboa :
. Amsterdam . .
.Londres
. Roma
Madrid
Dublin Lisboa °
A) B)

Figura 3.8: A) Reconstruccion de las 10 ciudades europeas con el MDS. B)Rotacién de la configu-
racion de las diez ciudades Europeas para ajustarse a una posicion convencional.




Capitulo 4
Algoritmo de Localizacion UAM-MDS

En este capitulo se presenta el algoritmo de localizacion WANMidimensional Scaling (UAM-
MDS), el cual emplea tres herramientas fundamentales: el algoritmo de particion de Awerbuch; el
algoritmo Bellman-Ford y finalmente, el MDS con las isometrias necesarias para ajustar los mapas.
El algoritmo propuesto requiere Unicamente la informacién de conectividad de cada uno de los no-
dos, es decir, quién esta en el radio de comunicaciones de quién. Comenzando con una red dada,
se ejecuta, en primer lugar, el algoritmo de particion de Awerbuch para crear varias colonias con
una densidad de integrantes uniforme para cada uno de ellas. Enseguida, empleando el algoritmo
Bellman-Ford, cada lider de colonia calcula una matriz de distancias en saltos, entre cada par de
sensores de su colonia. La matriz de distancias es la matriz de disimilaridades requerida por el
MDS para generar mapas con posiciones relativas de cada una de las colonias que componen la red
(Figura 4.1).

Cuando cada colonia cuenta con su mapa relativo, entonces el algoritmo mezcla los mapas, a
manera de unompecabezasuponiendo que cada colonia cuenta con tres faros. Entonces se crea
un mapa unico con coordenadas globales y el algoritmo termina.
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4.1. Algoritmo General

Algoritmo 4.18: UAM-MDS. Algoritmo General
Entrada: Una WSN modelada con una grafica de disco unit@rie (V, E) y hay una arista
{u,v} € E siy solo si la distancia Euclidiana entigy v menor o igual que 1.
Resultada Los nodos que conforman la red conocen su posicién aproximada en un sistema
global de coordenadas.
Datos Cada nodo conoce quiénes son sus vecinos inmediatos (Ios que estan a los mas a
distancia 1).

1. Dada unare® = (V, E). Particionar la red empleando el
Algoritmo de particion de Awerbuch mediante el sincronizaddZada colonia creada
cuenta con un coordinador de operaciones llaniatio de colonia

2. En cada colonia, cada integrante transmite su lista de vecinos sobre el arbol que
conforma la colonia. Cuando la informacién converge en el lider de colonia, se crea la
matriz de
adyacencias loc&\ y ejecuta el Algoritmo Bellman-Forsbbre esta matriz para crear
la matriz de distancids, la cual, contiene las mejores trayectorias, en saltos, para cada
par de sensores pertenecientes a la colonia.

3. Cada lider de colonia aplica el MB8bre su matriz de distancias (disimilaridades)
para generar un mapa local de cada una de las colonias. La longitud que se le asigha
al salto se selecciona segun el nimero de habitantes y la densidad de la colonia. Las
longitudes adecuadas del salto se obtuvieron experimentalmente y pueden encontrarse
en la Seccion 5.3 y en el Apéndice A.

4. Cuando cada colonia termina de calcular el MDS y, suponiendo que cuenta con al
menos tres nodos farentonces usa la mejor isometiatacion, traslacion y reflexion)
para transformar sus coordenadas relativas en un sistema de coordenadas globales.

5. Finalmente, una vez que cada colonia se ajusta a su posicion absoluta, toda la red se
encuentra en un sistema global absoluto y cada nodo conoce su posicion, asi, el
algoritmo termina.
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[Inicio]
Sea G=(V,E)una WSN modelada con N
una grafica de disco unitario (UDGQG)
donde hay una arista {u,v} € E si y s6lo
si la distancia euclidiana entre U y Ves
menor o igual que 1.
[Particionamiento]
Particionar la red con el algoritmo de e .\®/.
Awerbuch. En cada colonia se
selecciona un coordinador de @K:.
operaciones llamado lider de colonia.
Cada colonia tiene una estructura de
arbol. (O Lider de colonia
[Matriz de Distancias]
{J7 Matrices de

Los integrantes de cada colonia
transmiten al lider su lista de vecinos.
Cuando todas las listas convergen en el
lider, éste las ordena para formar una
matriz de adyacencias de la colonia.
Posteriormente, ejecuta el algoritmo
Bellman-Ford en esta matriz para
obtener la matriz de distancias de cada
pareja de nodos que yacen en la colonia.

Cada lider de colonia realiza el MDS
sobre la matriz de distancias calculada y
obtiene las posiciones relativas de cada
uno de los integrantes, salvo rotacion y
traslacion.

Suponiendo que cada colonia cuenta con
al menos tres nodos faro, entonces cada
lider usa la mejor isometria (traslacion,
rotacion y reflexion) para transformar
sus coordenadas relativas en un sistema
de coordenadas global.

[Escalamiento MultiDimensional]
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Figura 4.1: Representacion grafica del algoritmo de locztra
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4.1.1. Particionamiento

El algoritmo de particion de Awerbuch es eficiente en tiempo y en comunicaciones. Ademas, el
algoritmo construye las colonias como un maximo subconjunto de nodos cuyo diametro no excede
el logaritmo de su cardinalidad. Esto garantiza que el numero total de colonias vecinas es lineal
y el diametro maximo de la colonia es el logaritmo del nimero de nodos de la red. Esto implica
gue cada colonia se crea de tal manera que crece rapidamente. Siempre y cuando cada capa nueva
gue se agregara a la colonia contenga al m&naxes el nimero de nodos que fueran agregados
anteriormente.

En el algoritmo MDS-MAP(P) [27], se emplea un enfoque de particion, en el cual, cada nodo
es un lider de colonia. La colonia se forma con los vecinos del lider que se encuentran a no mas
de dos saltos de distancia. Los mapas locales se mezclan basandose en los nodos que tienen en
comun, de acuerdo con la mejor transformacion lineal que mezcla las coordenadas de los nodos de
un mapa a otro. Por esto, si la red se compone dedos, el MDS se ejecutaveces sobre cada
colonia. Esto implica que el MDS se ejecuta demasiadas veces de manera innecesaria. En cambio,
el algoritmo de Awerbuch crea las colonias con un didmetro que puede parametrizarse para acotar
los costos del MDS. Por otro lado, solo el lider calcula el MDS en su colonia, esto permite reducir
costos de ejecucion del algoritmo.

MDS-MAP(P) realizan calculos de MDS con un solo fin: lograr que cada mapa local creado
cuente con varios nodos comunes con algun otro mapa para mezclarlos correctamente, sin embargo,
durante la construccion de las particiones con el algoritmo de Awerbuch, se crea una infraestructura
capaz de proporcionar nodos comunes entre colonias vecinas donde el nimero de nodos comunes
es el minimo posible y el necesario para mezclar los mapas.

4.1.2. Mejores Rutas Intra-Colonias

Para la construccion de las posiciones relativas, MDS requiere trabajar sobre una matriz de
distancias que relaciona a cada par de nodos sensores. Inicialmente, cada nodo dentro de la red
conoce unicamente la informacién de conectividad disponible, esto es, cada nodo cuenta con una
lista de vecinos a un salto de distancia. Al finalizar el algoritmo de particion, cada colonia forma un
arbol de busqueda en amplitud BFS (Seccion 3.1.2). Entonces, cada nodo tiene conocimiento de la
infraestructura de la coloniay es capaz de distinguir que nodos contiguos pertenecen a la colonia asi
como también quién es su nodo padre y sus nodos hijos. Con esta informacién, cada nodo crea una
lista de vecinos que pertenecen a la misma colonia. Cuando el nodo completa su lista de vecinos,
la informacion se transmite hacia el lider de colonia ascendiendo por el arbol hasta llegar a la raiz.
Cuando la informacién converge en el lider, se ordena y crea la matriz de adyacencias. Figura 4.2
A)y B).

Empleando el algoritmo Bellman-Ford (Seccién 3.2), el nodo lider genera la matriz con la mejor
trayectoria (en saltos) para cada par de nodos (Figura 4.2 C)). Esta matriz resultante sera la matriz
de disimilaridades que se empleara en el MDS.

En esta etapa del algoritmo, cada nodo lider se encarga de ejecutar el algoritmo Bellman-Ford,
cuya complejidad en operaciones®$V[%). Sin embargo, la propagacion de la informacion de las
listas crea un gasto en comunicaciones.
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Figura 4.2: A) Colonia de seis nodos. La linea continua es la estructura de la colonia (arbol BFS).
Cada nodo envia su lista de vecinos al lider de colonia (nodo 1). B) A partir de la informacion
recibida, el lider crea la matriz de adyacencias. C) Matriz de distancias con las mejores rutas, en
saltos, creada con el algoritmo Bellman-Ford.

Cada nodo que compone la colonia transmite su lista de vecinos hacia el lider de colonia sobre
la estructura de arbol creada por el algoritmo de particion, este proceso se repite hasta que la
informacion converge en el lider. Asi, durante la propagacion se e@ji)3) mensajes.

Por tanto, se concluye que esta etapa del algoritmo tiene la complejidad

Cer = O(VP)
Tere = O(VP). (4.1)

en comunicaciones y en tiempo, respectivamente.

4.1.3. Posiciones Relativas de la Colonia

En el momento que el nodo lider completa la matriz de disimilaridades comienza el tercer paso
del algoritmo de localizacidn: construir los mapas locales de cada colonia. Para esta tarea, cada
lider estima las posiciones de los integrantes de la colonia mediante el algoritmo del MDS Clasico
(Seccion 3.3.6) o mediante el algoritmo SMACOF (Seccion 3.3.8) para crear sus propios mapas
locales, la complejidad de sendos algoritmo®@s< n®) y O(j x n?), respectivamente.

El resultado del MDS es un mapa relativo que proporciona la posicién de los nodos dentro de
la colonia. Estas posiciones son relativas de un nodo con respecto a los demas, y el origen de la
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Figura 4.3: A) Red de sensores con posiciones reales. B) Red de sensores reconstruida con el MDS
con informacioén de conectividad (posiciones relativas).

configuracién del MDS es el centro de gravedad de los puntos. En la Figura 4.3 A) se observa una

red con sus posiciones originales. Cuando se reconstruyen las posiciones originales con el MDS, tal

como se observa en la Figura 4.3 B), puede notarse, por un lado, que el origen de la configuraciéon

es el centro de gravedad y, por otro lado, es necesario ajustar la configuracion resultante para que
se parezca el original, con alguna isometria por ejemplo.

4.1.4. Uso de Faros para la Mezcla de Colonias y Obtencién de las Coorde-
nadas Absolutas

Como se presenté en la seccion 2.2, algunas contribuciones emplean los nodos faro como pun-
tos de referencia que son indispensables para completar la localizacion, es decir, el algoritmo de
localizacion no podria finalizar correctamente sin la asistencia de los faros. En contraste, un algo-
ritmo de localizacién que emplea como motor de funcionamiento el MDS, no requiere de los faros
sino hasta la ultima etapa del algoritmo, esto es, cuando el MDS reconstruye las posiciones de cada
nodo, entonces los faros se emplean para crear un mapa con posiciones absolutas.

Una soluciéon MDS requiere Unicamente de tres o cuatro faros, tres para una reconstruccion 2D
y cuatro para 3D. Por ejemplo, supdngase que una reconstruccion MDS puede verse owpa un
gue presenta las posiciones de los nodos. Este mapa, tiene su origen en el centro de gravedad del
conjunto de los puntos y, ademas, las posiciones individuales de cada nodo, no necesariamente se
asemejan a las posiciones reales ya que el MDS produce una configuracion de puntos arbitraria,
sin embargo, las distancias entre cada par de nodos corresponden lo mejor posible a las distancias
reales. Asi, los faros ajustan la solucion MDS de tal manera que la orientacion de la solucion sea
lo mas parecida a las posiciones reales. Esta tarea se realiza empleando de manera ordenada las
siguientes isometrias: traslacion, rotacion y reflexion. En la Figura 4.4A), se presenta una recons-
truccion MDS de cinco nodos en un plano Euclidiano de dos dimensiones, nétese que el origen
de la configuracion es el centro de gravedad de los puntos. Ahora bien, supongase que los faros,
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Figura 4.4: A) Reconstruccion MDS, B) Traslacion de toda la solucién MDS al purdd. (2

gue conocen su propia posicion, son los nodos A, By D como se muestra en la Figura 4.4B). El
primer paso para el ajuste de la reconstruccion consiste en seleccionar un faro como un punto de
referencia, por ejemplo, el faro A. Después, toda la soluciéon MOfaskedade tal manera que la
posicion del nodo A en (0,2) de la reconstrucciéon MDS corresponda a la posicion real del faro, es
decir, en la posicion (2,4).

Unavez que la solucién se traslada, como se muestra en la Figura 4.5A), & se@ncuentra
en la posicion real: (2,4), esto implica que por ninguna razén este nodo podra moverse de su posi-
cion, esto es equivalente a colocaralavoen la posicion (2,4) del mapa MDS. Ahora, sélo resta
mover el segundo nodo a su posicion real para continuar ajustando la solucion MDS, para esto, se
selecciona el nodB. Debido a que el nodé ahora esta fijo, el mapa MDS Unicamente se puede
rotar o reflejar pero no trasladar, asi, por conveniencia se selecciona la rotacion.
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Figura 4.5: A) Rotacion del sistema MDS al punto B§4 con el faraA comopivote B)reflexion
de la soluciobn MDS para ajustar al sistema al puntg B)ssobre la linea que forma Ay B.

La rotacién se realiza sobre todo el mapa reconstruido. Para esto, se emplea &laomlo
pivoteya que este nodo se encuentra fijo. De esta manera, se debe rotar toda la solucion MDS hasta
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gue el nodd se ajuste a su posicion real (4,6), tal y como se muestra en la Figura 4.5B).
Finalmente, ahora que los noday B ya se encuentran en su posicion real, la Unica isometria

disponible es la reflexién de la reconstruccion MDS sobre la linea que forman los AgdBs

Por esto, se requiere un tercer faro (n@jgoara ajustar la reconstruccion del mapa con la mejor

reflexion sobre la linea que forman los dos nodos. La Figura 4.6 muestra la reconstruccion MDS

orientada en su posicion convencional.

A
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Figura 4.6: Solucién MDS ajustada a la posicion real.

Si una solucion MDS se construye en tres dimensiones es necesario emplear cuatro faros. Esto
es, al emplear alguna isometria es necesario considerar las tres coordenadas de las posiciones de
los nodos. Asi, el cuarto faro permite ajustar la soluciéon MDS, por ejemplo, moviendo el mapa a
traves del ej& en el plano.

Cuando se trabaja bajo un enfoque de particionamiento, cada colonia resuelve su propio MDS y
el resultado es el conjunto de posiciones relativas de cada nodo. Ahora bien, si se considera que cada
colonia cuenta con al menos tres faros, entonces la colonia puede ajustarse a su posicion absoluta
final. Si se realiza esta accion para cada colonia que conforma la red, entonces esto es equivalente
a reconstruir umompecabezasdonde cada colonia es up#&zay sus respectivas posiciones y
orientacion, obtenidas mediante los faros, son equivalenteanasdurasie la pieza. Esto hace
a cada pieza Unica y por tanto, implica que tenga una sola posicion en el plano, al igual que sus
vecinas unicas conectadas a ella. Una vez que cada colonia se ajusta a su posicion final, cada uno de
los nodos conoce su posicion absoluta y el algoritmo de localizacion termina. Este paso se realiza
una vez que se resuelve el MDS en cada colonia, para lo cual se considera que existen tres faros en
cada una.




Capitulo 5
Resultados

En esta seccion se presenta el andlisis de los resultadosdastenediante simulacion. Esta
seccion esta estructurada como sigue: en primer lugar, se presenta una una discusion acerca de
las ventajas del particionamiento. Después, la comparacion del tiempo y la cantidad de mensajes
transmitidos entre los dos algoritmos de particionamiento, esto es, la version original de Awerbuch
y el algoritmo de particion modificado. Asimismo, se presenta el comportamiento del algoritmo
Bellman-Ford para distintos tamafos de colonias y para distintas densidades de red. Con esto se
pretende obtener la longitud del salto que minimice el error entre las distancias inter-nodo estima-
das y las distancias reales de la red. Finalmente, se analizan y comparan los dos algoritmos que
resuelven el MDS, estos son, MDS Clasico, SMACOF y la combinacion de estos.

Todos los algoritmos fueron programados en un simulador de eventos discretos (DES) pro-
gramado en €+ [20]. Este simulador permite el disefio y analisis de algoritmos distribuidos. La
recoleccion y andlisis de las estadisticas pudo realizarse gracias al empleo de las librerias de otro
DES llamado SSS [24].

5.1. Particionamiento

El algoritmo de particion es la columna vertebral del algoritmo de localizacién, ya que el pro-
ceso de particionamiento de una red permite reducir la complejidad de los calculos matematicos
gue un so6lo nodo debe realizar, puesto que se trabaja solo con una pequefia porcion de nodos que
componen la red. El algoritmo de particion de Awerbuch, al igual que el algoritmo de particion
modificado, requieren de un analisis mas exhaustivo para observar el comportamiento individual
de ciertas variables, por ejemplo, la cantidad de mensajes individuales transmitidos por nodo o el
factor de crecimiento de las colonias.

La idea principal de particionar la red es dividirla en distintas colonias para reducir la carga
computacional de los nodos para realizar la localizacion. Esto es deseable debido a que la com-
plejidad de instrucciones del MDS puede requerir héXtax n°) si se emplea MDS Clasico o
O(i x n?) si se emplea SMACOF. Asi, al observar el orden de estas complejidades, es evidente que
si se construyen varias colonias en una red, tanto la cantidad de instrucciones como los mensajes
se reducen considerablemente debido al orden del crecimiento. La ganancia de emplear particio-
namiento se presenta en la Figura 5.1, donde se graficaron las complejidades de instrucciones y
mensajes requeridas por el MDS Clasico para distintas redes particionadas y no particionadas. En
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Figura 5.1: A) Comparacion en la cantidad de instrucciones cuando se emplea el particionamiento
y una red no particionada, B) comparacién en la cantidad de mensajes transmitidos.

primera instancia, se nota que siempre que cualquier red pueda particionarse, las complejidades
se reducen, comparados con el total de mensajes e instrucciones requeridas por una red no parti-
cionada. Sin embargo, supéngase que en una red de 80 nodos se ejecuta el algoritmo de particion
y, por alguna razon, toda la red conforma una sola colonia, entonces aqui el particionamiento es
un proceso que no genera ninguna ventaja ya que la cantidad de operaciones se incrementa por el
sobreprecio del particionamiento sin producir el efecto deseado.

El nimero de elementos que conforman cada colonia es un factor determinante en la cantidad
de instrucciones y mensajes requeridos por el MDS, esto es, cuando el tamafio de las colonias
aumenta, las complejidades también aumentan. En la Figura 5.1 se observa claramente que las co-
lonias compuestas por cinco nodos disminuyen los recursos computacionales y de comunicaciones,
comparados otras colonias de mayor tamaiio.

Cabe mencionar que ninguno de los algoritmos de particionamiento construye colonias de ta-
mario fijo, esta caracteristica depende en gran parte del tamafio, la topologia y la densidad de red.
Asi, independientemente del tamafio de las colonias, las operaciones y mensajes se veran conside-
rablemente reducidos siempre que la red se particione.

5.1.1. Algoritmo de Particién de Awerbuch Modificado

En la Seccion 3.1.4, se presenta una alternativa del algoritmo de particion de Awerbuch en la
cual se detalla que la construccién de cada colonia no necesariamente debe ser secuencial. Con una
modificacion al algoritmo se puede conseguir que la particion de la red se realice de forma paralela,
es decir, en lugar de seleccionar Unicamente un lider para crear una nueva colonia, se seleccionan
varios lideres que comienzan su construccion de manera simultanea.

Mediante simulacion, es posible comparar estos criterios con mas detalle para observar el com-
portamiento de ciertas variables, las cuales, pueden ser factor determinante en el desempefio del
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Tabla 5.1: Comparacion entre los criterios Secuencial yi&lara
| 95 % Conf. | Secuencial | Paralelo |

Variables X o e X o e
Tiempo de Finalizacion 809.257 | 81.671 | 0.716 || 213.012 | 32.064 | 0.281
Total de Mensajes 28146.730 4622.685| 40.520| 25445.318 4858.834| 42.59
Mensajes por nodo 49.772 8.462 | 0.074 45.813 6.77 | 0.059
Total de Mensajes por lideff 1920.816| 242.143 | 2.122 || 2091.704 | 267.214 | 2.342
Mensajes promedio por lider 111.794 | 11.238 | 0.099 83.073 6.771 | 0.059
Numero de Colonias 4.370 2.090 | 0.018 11.980 3.461 | 0.030
Tamafio prom. colonia 19.336 4.397 0.039 11.113 3.334 | 0.029

algoritmo en una red inalambrica de sensores. Esta evatuaeidecesita debido a que el anali-

sis de las complejidades Unicamente proporciona, en notacion asintotica, los limites superiores del
consumo de recursos de tiempo y comunicaciones. Asi, una simulacién puede proporcionar tanto
el comportamiento de los sensores en general, como el comportamiento de los nodos que fueron
seleccionados como lideres de colonia.

La Tabla 5.1 muestra una comparacion cuantitativa entre el criterio secuencial y el paralelo. Se
realizaron 50,000 iteraciones para cada criterio. Durante cada simulacion, se cre6 aleatoriamente
una red de 600 nodos y se obtuvieron estadisticas de las siguientes variables: el tiempo en que
finaliza el algoritmo, es decir, desde que inicia el algoritmdé en0 hasta que el Ultimo mensaje
del algoritmo se recibe. Se asume que cada mensaje transmitido por el algoritmo tiene un retardo de
una unidad de tiempo. También se presenta la cantidad de mensajes totales que se enviaron desde
el inicio hasta la terminacion del algoritmo, al igual que el promedio de mensajes transmitidos
por nodo. Para comparar el trabajo ejercido por los lideres de colonia, la tabla muestra el total de
mensajes que transmiten Unicamente los lideres al igual que el promedio de mensajes transmitidos
durante la ejecucion del algoritmo. Finalmente, se presenta el nimero de colonias y su tamafio
promedio. Los resultados se presentan con una confianza del 95 %.

Los resultados obtenidos muestran, en primera instancia, que el criterio paralelo termina, en
promedio, en un tiempo menor que su similar secuencial. Por otra parte, también se observa que
el algoritmo paralelo transmite menos mensajes que el algoritmo original de Awerbuch y ademas,
también reduce de manera considerable la complejidad en tiempo y de comunicaciones, esto se
concluye observando Unicamente el total de mensajes transmitidos y el tiempo de terminacion del
algoritmo.

La disminucion de los recursos de tiempo y de comunicaciones se debe a que, en el criterio
paralelo, cuando inicia el algoritmo se crea la primer colonia, el lider transmite una solicitud a sus
descendientelsoja para que envien ucandidatq el cual seré el lider de una nueva colonia. Cada
nodo responde al lider con un candidato. Por su parte, el lider los recibe y transmite la orden de
generar las particiones con todos los candidatos. En el criterio secuencial solo se selecciona un
lider de todos los posibles, en cambio, en el algoritmo modificado se seleccionan varios a la vez y
crea una lista que se transmite en un solo mensaje hacia los nodos hoja, lo cual provoca que varias
colonias sean creadas casi de manera simultanea y asi, el tiempo de terminacion del algoritmo
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Figura 5.2: Mensajes transmitidos por los lideres en el oedayue cada uno de ellos fue creado.

disminuye. Por esto, la modificacion del algoritmo implica reducir la cantidad de mensajes ya que,
por ejemplo, la creacion secuencial requiere mensajes extra para realizatiess en retrocesos
(backtracking) requeridos para la busqueda del lider. Es claro que paralelizando la creacion de las
colonias este tipo de mensajes no son necesarios.

En la Figura 5.2 se muestran los mensajes promedio transmitidos por cada uno de los lideres,
para ambos algoritmos. Se presentan los mensajes que transmite cada lider en el estricto orden en
gue cada uno de ellos fue elegido. Se observa que la cantidad de mensajes decrece en ambos ya
gue la gréfica residual se esta reduciendo. En el criterio secuencial el promedio de los mensajes
transmitidos por los lideres es mayor debido a los mensajes extra requeridoshzaneralcking
En ambos criterios, inevitablemente los lideres que fueron creados al inicio del algoritmo transmi-
ten mucho mas mensajes que el resto. Esto de debe a que, cuando la primer colonia se crea, tiene
la posibilidad de elegir uno o varios lideres de los nodos que se encuentran en la periferia de la
colonia ya que ésta es la Unica creada y la gréfica residual aun no ha sido particionada. Conforme
se crean nuevas colonias, los lideres tienen menos candidatos a seleccionar debido a que la gréfica
residual se esta reduciendo. Esto implica que el niumero de mensajes transmitidos por cada lider
disminuye conforme avanza el algoritmo y por tanto, los lideres, cuyas colonias fueron creadas en
las primeras etapas del algoritmo, transmiten mucho mas mensajes que los elegidos en las etapas
subsiguientes.

Ahora bien, de la Tabla 5.1 nétese que el nimero de colonias promedio creadas en ambos
criterios difiere. Esta diferencia se debe exclusivamente al criterio empleado, es decir, cuando se
emplea la paralelizacion los lideresntienderpor los nodos que adn no han sido afiadidos a alguna
colonia. Debido a esto, las colonias no crecen a una razon uniforme, provocando la creacion de
mas colonias, pero con un niumero menor de habitantes. En contraste, en el algoritmo secuencial
los lideres no contienden por los nodos permitiendo que cada cal@zicade manera uniforme
y, crear menos colonias con un mayor nimero de habitantes. Asi, la red particionada en forma
secuencial tiene la caracteristica principal de que las colonias son uniformes en cuanto a su nimero
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de habitantes.

Finalmente, se pueden diferenciar las caracteristicas esenciales de ambos criterios. El criterio
secuencial mantiene un compromiso entre tiempo y comunicaciones y trata de distribuir la carga
en comunicaciones tanto de los lideres como de los nomlosinespor esto, el algoritmo permite
crear menos colonias con un numero uniforme de habitantes. En contraste, el criterio paralelo
reduce considerablemente el tiempo de ejecucion del algoritmo y ademas, mejora la distribucion
del trabajo realizado por los lideres. Por esto, seleccionar el criterio implica terminar el algoritmo
de particion en un tiempo mucho menor, a costa de la distribucion del trabajo y el nUumero de
elementos de cada colonia.

5.1.2. Criterio de Crecimiento de las Colonias

Independientemente del criterio empleado, el algoritmo de particion construye cada colonia
como un subconjunto maximo de nodos cuyo diametro no excede el logaritmo de su cardinali-
dad. Asi, cada colonia se crea tal que la altura maxima del arbol BFS que conforma la colonia
He < log, V/log, k, para un parametrk, 2 < k < |V|. Donde la eleccion dk significa un com-
promiso entre el tiempo y el nUmero de mensajes. Entokoes el factor de crecimiento de las
colonias, es decir, cada capa que se agrega a cierta colonia debe tener af vemassel nUmero
de elementos que los ya agregados anteriormente. Por esto, durante la creacion, si cada capa que s¢
agregara no satisface este criterio, entonces, se detiene el crecimiento de la colonia y contindia con
la construccion de la siguiente.

La eleccién del valor dk depende, en gran parte, de la aplicacion o del usuario. Sin embargo,
el algoritmo de particion toma la decision de continuar creando una colonia para cierto valor de
k, siempre y cuando la densidad de la red sea adecuada. De esta manera, el algoritmo de particion
Awerbuch sugiere que cada colonia se construya con un factor de crecimiento cuyos valores son
2 < k < |V|. Los valores que se asignark@on para que cada colonia crezca, Si es posie,
ponencialmenteEsto implica también que el algoritmo finalice en un tiempo menor. Sin embargo,
emplear un valor de & k < |V|, implica que para los valores de<Ok < 2 las colonias no crecen
exponencialmente sino que, por el contrario, la restriccion de crecimiemébag® permitiendo
que las colonias crezcan libremente sin muchas restricciones, pero el tiempo de finalizacion del
algoritmo aumenta.

Para observar este efecto, obsérvese la red de sensores que se muestra en la Figura 5.3 A),
donde B), C) y D) son tres resultados distintos gara0.7, k = 1 y k = 2, respectivamente. Por
simplicidad, considérese Unicamente la colonia identificada con el marasidor “

Parak = 1, la colonia creada detiene su crecimiento cuando la dltima capa que pudiera agre-
garse no contiene el mismo nimero de elementos que el total de elementos agregados a la colonia
previamente. Esto significa que la colonia ya es suficientemente grande y que la adicion de mas
nodos no implica que continuara creciendo exponencialmente. Ahora, la elecéién2lenplica
que cada capa de la colonia debe contener dos veces el total de elementos ya agregados previamen-
te. Por ejemplo, en la Figura 5.3 D), la colonia cuenta con 45 elementos y su altura maxima es de
dos capas. Entonces, para agregar una tercera capa, €sta debe condénedd elementos. Esta
condicion no se satisface debido a que la red no es tan densa para para permitir un crecimiento que
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C) D)

Figura 5.3: A) Red inaldmbrica de 500 sensores. B) Construccién de particiones empleando una
k=0.7,C)k=1yD)k=2.
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involucre unak = 2. Por esta razén, el numero de colonias creadas es mayor que al emplear una
k=1.

Finalmentek puede tomar tomar cualquier otro valor. Si se emplea, por ejeknpl@7, im-
plicaria que la condicién de crecimiento es rfiégiblede tal manera que las colonias tienen mas
libertad de crecimiento, aunque la red sea rala. En la Figura 5.3 A) se muestra el resultado de em-
plear unak =0.7. NGtese que las colonias son muy grandes y, por lo tanto, el nimero de colonias
creadas es menor, comparadaskenl y k = 2.

El valor dek apropiado permite construir una colonia con el tamafio que se requiera, indepen-
diente de la densidad de la red.

La complejidad del algoritmo de particién, tanto en la versién secuencial como en la versién
paralela, es también una funcion del valor que se le asigr{&&ase la seccion 3.1.3).

5.2. Algoritmo Bellman-Ford

El algoritmo Bellman-Ford se emplea para crear la matriz de distancias que relaciona cada par
de nodos dentro de la colonia. Sin embargo, es preciso definir el tédstanociadesde el punto de
vista de un algoritmo libre de rango. En un algoritmo de este tipo la Gnica informacién que dispone
cada nodo es la identidad de sus vecinos inmediatos y no cuenta con ningun tipo de informacion
acerca de la distancia Euclidiana entre ellos. Para estos esquemas, la distancia no es méas que el
namero desaltos(hops) que es necesario dar para llegar de un nodo a otro.

Para un algoritmo de localizacion no es suficiente conocer el nimero de saltos porque la lo-
calizacion esta basada en las distancias reales o aproximadas entre nodos. Por esto, es necesaric
cuantificar la longitud del salto. Por ejemplo, para un esquema basado en rango, si se conoce la
distancia entre dos nodos, la longitud del salto sera esta misma distancia. Por el contrario, para un
esquema libre de rango, si dos nodos pueden comunicarse entre si, entonces la distancia entre ellos
no es mayor que el radio de comunicacioRes$el sensor, esto implica que a los mas el valor del
salto serdR. Estas consideraciones dan libertad de seleccionar empiricamente el valor adecuado
del salto, cuyo valor esta entre RyEIl disefio del algoritmo UAM-MDS, implica utilizar un valor
anico para la red entera, a diferencia de [22, 31], que mediante el uso de suficientes faros, el valor
del salto de cada enlace se estima mediante la obtencién de promedios del vecindario. UAM-MDS
no considera un enfoque similar, en cambio, mediante el andlisis de las distancias reales y las dis-
tancias para diferentes valores del salto, propone un valor Unico que minimiza el error. En cada
red donde se ejecuta el Bellman-Ford, variando las longitudes del salto, se encuentra una longitud
del salto que sustituye todas las distancias reales entre cada pareja de nodos con cierto error. Por
ejemplo, si el error promedio es 0.31 entonces la longitud del salto seleccionada experimentalmente
aleja o0 acerca a todos los nodos un 31 % de la distancia real.

El principio de este analisis es el siguiente. Supongase que la longitud de un dRltesta
condicion es estricta en el siguiente sentido: para una red de sensores desplegada aleatoriamente,
dificilmente todos las distancias entre un nodo y sus vecinofRksoestan muy cerca de. En-
tonces, por ejemplo, si la distancia real entre dos nodos Bs/0a8longitud del salto considerada
para construir la matriz de distanciasrResmplica que los nodos se alejan 3.3 veces mas de la dis-
tancia real. Este comportamiento es la motivaciéon del analisis ya que la minimizacion del error se
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vera reflejada en la precision de la localizacion. La Figura 5.4 muestra la influencia de la longitud
del salto en la reconstruccién de las posiciones cuando se emplea el MDS. Notese que la eleccion
adecuada de la longitud del salto minimiza, en promedio, el error en las distancias calculadas.

Una definicion intuitiva de la@lensidadde una red de sensores es la cantidad de nodos sensores

posicionados por unidad de area en un plano de dos dimensiones. Aqui, el @maipermanece

un tanto ambiguo debido a que el despliegue de la red de sensores puede ser aleatorio y la region de
monitoreo puede ser desconocida. Sin esta informacién, la manera de estimar la densidad de la red
es mediante la conectividad de los nodos sensores, es decir, la cantidad de vecinos promedio con los
gue cuentan los nodos pueden proporcionar la densidad para un area igual a la region en la cual un
nodo sensor es capaz de comunicarse con sus vecinos. Asi, la definicién conveniente de densidad
para este trabajo es: cantidad de nodos promedio posicionados por un area de conectividad con
radioR (Figura 5.5).

La forma de seleccionar la longitud del salto es mediante experimentacién. La idea general del
experimento es la siguiente: generar aleatoriamente una red de sensores y estimar la distancia real
entre cada par de nodos. Después, se encuentran las distancias entre cada par de nodos al ejecutar
el algoritmo Bellman-Ford sobre esa misma red, considerando que la longitud del salt®es 0.1
Posteriormente, se estima el error cuadratico entre las distancias reales y las distancias obtenidas
con el algoritmo. Este proceso se repite para los distintas longitudes del salto, deduesfall.®
y siempre sobre la misma red. Cuando se han realizado los experimentos para todos los valores
posibles del salto, se selecciona el valor cuyo error es el minimo global de todos los experimentos.
De esta manera, se selecciona la longitud conveniente para que las distancias estimadas con el
Bellman-Ford se asemejen lo mas posible a las distancias reales. Este procedimiento se repite para
distintas redes generadas aleatoriamente compuestas por 10, 20, 30,...,130 nodos. Debido a que el
algoritmo Bellman-Ford se ejecuta sobre cada colonia de manera independiente, cada red creada
representa una colonia de alguna red particionada previamente, por ejemplo, una red de 20 nodos
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serd considerada una colonia de 20 nodos. Para evaluar el comportamiento de la longitud del salto
cuando la densidad de la red cambia, cada red se construye con cuatro densidades distintas: 7.64,
10.78, 13.690 y 15. 728905,

La Tabla A.1 (Apéndice A) muestra los resultados obtenidos del experimento. Para cada tama-
fio de red se generaron 8,000 redes aleatorias distribuidas en las cuatro densidades dando como
resultado 96,000 simulaciones en total.

Empiricamente se encontré un valor del salto que minimiza el error en las distancias intra-nodos
para redes de tamafo y densidad diferente. No obstante, esto no significa que el error sea pequefio,
pero tampoco que el error es el mismo para las densidades consideradas. Por ejemplo, en la Figura
5.6 se grafico el error promedio en las distancias estimadas para redes de diferente tamario (de 10 a
130 nodos) para cada una de las cuatro densidades (7.64, 10.78, 13.690%%155.maramente
se nota que, independientemente del tamafio de la red, el error promedio en las distancias se in-
crementa cuando la densidad de la red es baja y que disminuye cuando la densidad aumenta. Este
comportamiento sugiere que el error es inversamente proporcional a la densidad de la red.

Este resultado no puede pasarse por alto debido a que el conocimiento de los factores que
influyen en la minimizacion de las distancias, se reflejara en el resultado final de la localizacion
ya que el algoritmo Bellman-Ford proporciona la entrada principal al sistema MDS: la matriz de
distancias.

5.3. Escalamiento Multi-Dimensional

El analisis requerido para evaluar el MDS consiste, basicamente, en utilizar los resultados de
las secciones anteriores. Esto es, en primer lugar, cada colonia se considera una red independiente
compuesta da nodos. Posteriormente, ejecutando el algoritmo Bellman-Ford se construye la ma-
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triz de distancias que relaciona la cantidad de saltos que son necesarios realizar para llegar de un
nodo a cualquier otro. La matriz de distancias se introduce al sistema MDS para reconstruir las po-
siciones de los nodos que componen la colonia. Sin embargo, recordando que el MDS reconstruye
las posiciones relativas de los nodos en un plano Euclidiano, entonces, es necesario realizar una
serie de arreglososméticogpara que la reconstruccion se asemeje a la solucion real. Esto es, se
deben emplear un conjunto de isometrias (traslacion, reflexion y rotacion) para ajustar la solucion
MDS y de esta manera, poder compararla con las posiciones reales. El ajuste se realiza suponiendo
gue la colonia contiene tres faros, asi, ajustando los tres faros a su posicion real, toda la solucién
MDS se ajusta, hasta donde es posible, a las posiciones reales. Este procedimiento puede observar-
se en la Figura 5.7. Donde A) es una colonia compuesta de 70 sensores. Entonces, cuando se crea
la matriz de distancias mediante Bellman-Ford se realiza el MDS. En B) se presenta el error en la
posicion entre las posiciones reales y las posiciones de la reconstruccion MDS, donde las posicio-
nes MDS son las posiciones relativas de cada nodo. Notese que aqui el error es muy grande ya que
aun no se emplean los faros. Finalmente, con la ayuda de tres faros, la solucion MDS se ajusta lo
mejor posible a las posiciones reales, lo que provoca que el error disminuya considerablemente, tal
y como se muestra en C).

El error en la reconstruccion MDS se debe a distintos factores. Por ejemplo, como se menciono
en la seccion 2.2, la calidad de la reconstruccion depende tanto de la rigidez de la grafica como de
la hipétesis de que la trayectoria mas corta entre dos nodos debe ser aproximadamente igual a la
distancia Euclidiana entre ellos, tal hip6tesis no necesariamente es cierta. También, tanto la eleccion
de la longitud del salto durante el algoritmo Bellman-Ford como la densidad de la red produce un
error considerable en la localizacion, ya que el valor elegido produce la matriz de distancias que
posteriormente, se introduce al MDS. Este efecto se muestra en las Figuras 5.7 C) y D), donde una
vez que los faros se emplean para ajustarse a las posiciones reales, se debe seleccionar la longitud
adecuada del salto para que minimice el error en la reconstruccion. Asi, C) es la reconstruccion
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MDS empleando un salto de ®& D) es la reconstruccion para un salto deR).Riotese que la
diferencia de error entre ambos es grande y depende, en gran parte, de la eleccion correcta del valor
del salto durante el algoritmo Bellman-Ford.

Los resultados obtenidos en el experimento de la seccion anterior (Tabla A.1) son esenciales
para identificar que existe un valor del salto que minimiza el error en las distancias intra-nodos asi
como la influencia de las densidades en este resultado. La reconstruccion MDS esta estrechamente
ligada a estos resultados, sin embargo, para el MDS el error no es la diferencia entre las distancias
reales y las distancias estimadas por el algoritmo Bellman-Ford, sino que desde ahora, el error
medido sera el de las posiciones estimadas contra las reales. No obstante, se espera que que el MDS
tenga un comportamiento similar al algoritmo Bellman-Ford, en el cual el error en las posiciones
disminuya conforme crece la densidad y viceversa.

Para medir el error en las posiciones, se realiz6 un experimento similar al de la seccion anterior,
el cual consiste en crear redes aleatoriamente de 10, 20,...,130 nodos con 4 distintas densidades:
7.64, 10.78, 13.690 y 15.7%3°s En cada red se ejecuta el algoritmo Bellman-Ford, variando la
longitud del salto de OR, 0.2R... hasteR para construir la matriz de distancias. Para cada salto, se
ejecuta el MDS con la asistencia de tres faros para ajustar la reconstruccion los mas posible a la
solucion real. Una vez que se tiene este ajuste, se mide el error entre la reconstruccion MDS y las
posiciones reales. Cuando se ejecuta el MDS para cada longitud del salto, y para cada densidad, se
selecciona el salto que minimice el error promedio en la localizacion.

Tanto el MDS como el SMACOF requieren de una serie de operaciones matematicas sobre
matrices grandes; por ejemplo, se requieren multiplicaciones entre matrices, sumas, o incluso, la
descomposicion espectral de ellas. Sin embargo, para la implementacion de las herramientas ma-
tematicas que conforman sendos algoritmos es posible emplear un conjunto de librerias de alto
nivel llamadas GNU Octave [12]. La ventaja de usar este software es que se dispone de todas las
librerias necesarias que pueden ligarse en cualquier programetde@§o permite usar cualquier
instruccion de Octave sobre el simulador de eventos discretos seleccionado.
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Figura 5.7: A) Red inaldmbrica de 70 sensores, B) error en la reconstruccion MDS Unicamente
con las posiciones relativas, C) error en la reconstruccién cuando se ajusta la solucion MDS a la
solucion real mediante el uso de faros (sali@R) y D) error en la reconstruccion MDS para la
longitud del salto de OR
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Figura 5.8: Influencia de la densidad de la red en el error de&dikacion para los tres algoritmos.

Se realizaron tres experimentos, el primero corresponde al analisis del algoritmo MDS Clasico
(seccion 3.3.6); el segundo experimento es para el analisis del algoritmo SMACOF (seccion 3.3.8);
finalmente, el tercero corresponde a una combinacién de ambos, en la cual, se ejecuta primero
el MDS Clasico y posteriormente el SMACOF para minimizar el error de la primera etapa. La
necesidad de realizar estos tres experimentos no sélo es para estimar la longitud del salto que
minimiza el error en la reconstruccion de la posicion de cada algoritmo, sino también para comparar
el error entre cada uno de estos algoritmos. En el Apéndice A se muestran las tablas de resultados;
la Tabla A.2 muestra los de MDS Clasico, la Tabla A.3 los de SMACOF y la Tabla A.4 muestra el
resultado de combinar ambos algoritmos.

Aligual que en el algoritmo Bellman-Ford, se puede observar un comportamiento comun en los
tres algoritmos que resuelven el MDS: el error en la reconstruccion MDS es muy grande cuando
la red es rala y disminuye conforme aumenta la densidad. Este comportamiento se debe, principal-
mente, a la falta de rigidez de la gréfica, ya que en promedio una red rala no es tan rigida como una
red densa [32]. Entonces, para que el MDS reconstruya las posiciones de los nodos de la manera
MAas precisa requiere, preferentemente, que la conectividad de la grafica sea lo mayor posible. En
la Figura 5.8 se presenta la influencia de la densidad sobre los algoritmos MDS, nétese que las
magnitudes del error son mayores, comparados con el Bellman-Ford, esto se debe a los factores de
reconstruccion MDS mencionados anteriormente. Otro resultado importante que se presenta en la
figura es el desempefio de los algoritmos, en primera instancia, puede observarse que el error en el
algoritmo MDS Clasice SMACOF es menor que los otros dos algoritmos. Este resultado se obtie-
ne gracias a la combinacion de los algoritmos, es decir, resolver el MDS Clasico y, posteriormente,
minimizar el error en la reconstruccion mediante SMACOF. No obstante, emplear este algoritmo
implica un costo computacional muy all®({ x n®) + O(j x n?)). Por otro lado, SMACOF es una
buena opcion para resolver la localizacién puesto que la diferencia promedio de error comparado
con MDS Clasice SMACOF es alrededor de 1%, y el costo computacionaD@sx n?). Esto
resulta una ventaja importante ya que el costo computacional del SMACOF es menor que el MDS
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Clasico y MDS ClasiceSMACOF. Ademas, la implementacion del SMACOF puede resultar mas
sencilla para una WSN.

El cambio de la densidad de la red no representa gran variacion en la eleccion adecuada del sal-
to que minimiza el error entre las posiciones reales y las estimadas. Este comportamiento también
puede observarse en los resultados mostrados en las Tablas A.2, A.3 y A.4 puesto que el algoritmo
Bellman-Ford es la herramienta principal de los algoritmos MDS. Sin embargo, los valores ade-
cuados del salto de cada tabla varian con respecto a los resultados del experimento Bellman-Ford.
Esta variabilidad es normal debido a que la reconstruccion MDS incrementa el error, provocando
gue el valor adecuado del salto que minimiza el error se alsieel valor del salto que ha de ser
empleado por el algoritmo de localizacion es el que se presenta en estas tablas. Durante la eje-
cucion del algoritmo cada lider decide qué longitud del salto emplear, dependiendo del tamafio
de la colonia y del algoritmo seleccionado para la reconstruccion MDS

La Figura 5.9 es una comparacion mas de los algoritmos. No obstante, aqui se presenta el tama-
flo de lared contra el error en la localizacion para cuatro densidades diferentes. En primera instancia
se observa que, al igual que en el resultado mostrado anteriormente (Figura 5.8), el algoritmo que en
promedio reduce mas el error de la localizacion es MDS ClaSiBACOF, independientemente
de la densidad.

Aunque en estas figuras se nota que el error aumenta cuando se incrementa el tamafio de la red,
el error se atenta conforme la densidad se incrementa. Por ejemplo, obsérvese que las pendientes
gue forman las curvas del SMACOF y el MDS ClasiSMACOF en las Figuras 5.9 A), B),C) y
D) cada vez se hacen mas pequefas.

Por otro ladoun resultado ain mas importante es el siguiente: es evidente que el tamafio
de la red también influye en el error, aunque no de manera considerable como lo hace la den-
sidad. Ahora bien, estas curvas sugieren que se puede resolver la localizaciéon con el minimo
error posible siempre y cuando la red sea pequefia, independientemente de la densidad. Esto no
sélo justifica que la particién de la red es necesaria para crear subredes mas pequefias, sino que
también justifica el uso del algoritmo de particionamiento de Awerbuch, el cual permite parame-
trizar el criterio de crecimiento de las colonias variando su factor de crecimiektBor tanto, es
recomendable usar un valor parl grande para producir colonias mas pequefas.
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Figura 5.10: Cuatro topologias para evaluar el algoritmadalizacion: red Uniforme”, Forma-
C, Forma-ly Forma-O

5.4. Localizacion

En esta seccion se presentan los resultados del algoritmo de localizacion. Se aplico el algoritmo
correspondiente en cuatro redes con topologia diferente: distribuniferme forma-C forma-

I, y finalmente forma-O (Figura 5.10). Para evaluar el algoritmo de localizacién y comparar su
desempenio contra el resultado de la localizacion cuando una red no se particiona, en cada una de
las redes primero se resolvio la localizacion sin particionamiento y posteriormente particionando
la red. Para medir el error en la localizacion cuando se resuelve en uno u otro método, se estimo el
error cuadratico de las posiciones reales de los nodos con las estimadas con el algoritmo.

Por otro lado, en los resultados de la seccion anterior se sugiere que el factor de crecimiento
de las coloniak debe ser un valor grande para producir un mayor nimero de colonias pero con
una cantidad de nodos menor y de esta manera, minimizar el error en la localizacién. Este efecto
también se analiza aqui, se ejecuto el algoritmo de localizacidon para valdtesdgk = 2.

En las Figuras 5.11, 5.12, 5.13 y 5.14 se presenta el resultado de la localizacién para las redes
con cuatro topologias diferentesiiforme, forma-I, forma-Q forma-GC respectivamente. En estas
figuras, los marcadores”representan las posiciones reales de los nodos mientraadjas posi-
ciones resultantes del algoritmo. Finalmente, “—"es el error en la distancia de la posicion calculada
a la posicion real.

En cada una de las topologias se observan dos resultados importantes en comun. Por un lado, el
error de la localizacién de los nodos cuando la red no se particiona siempre es mayor, ademas, no
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permite “reconstruir "las topologias con obstaculos o ntegdades, esto no sélo es una desventaja
en la calidad de la localizacion, sino también el costo computacional que ésta requiere. En segundo
lugar, se observa que al particionar, independientemente del vat@siignado, el error disminuye
considerablemente debido a que las topologias irregulares se reconstruyen mejor.

Otro resultado importante relacionado con el particionamiento de la red, y que se muestra en los
resultados de la seccion anterior, es la influencia del factor de crecimiento de las cépdiasde
el error es proporcional al tamafio de la red eelonia, en este case. Por esto, en las figuras de
los resultados se registra que para kza2 el error es menor, comparado dos 1. Con esto se
comprueba que el particionamiento en colonias mas pequefas permite localizar los sensores con
mejores resultados puesto que las distancias de los nodos més cercanos tienen menos error que los
mas alejados, conjeturamos que desde el algoritmo Bellman-Ford se genera este comportamiento
debido al calculo de las distancias. Este efecto particular puede observarse mejor en la Figura 5.11
B), donde el nodo que inici6 el algoritmo de localizacion se encuentra aproximadamenté)en (3
Notese que cuando los nodos se alejan cada vez mas de esta coordenada, el error en su localizacion
se incrementa.
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Figura 5.11: A) Red real de 250 nodos, B) resultado de la localizacion sin particionar la red, C)
resultado de la localizacion paka= 1, D) y parak = 2.
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Figura 5.12: A) Red real de 350 nodos, B) resultado de la localizacion sin particionar la red, C)
resultado de la localizacion paka= 1, D) y parak = 2.
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Figura 5.13: A) Red real de 350 nodos, B) resultado de la localizacion sin particionar la red, C)
resultado de la localizacion paka= 1, D) y parak = 2.
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Figura 5.14: A) Red real de 350 nodos, B) resultado de la localizacion sin particionar la red, C)
resultado de la localizacion paka= 1, D) y parak = 2.
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Capitulo 6
Conclusiones y Trabajo Futuro

Particionamiento

El MDS es una herramienta muy aceptada para tratar el problema de la localizacion. Sin embar-
go, la cantidad de instrucciones requeridas es de abde?) si es necesaria una eigendescompo-
sicion o0(n?) si se emplea SMACOF. Ahora bien, aunque se utilice un algoritmo MDS con com-
plejidad modesta, como la de SMACOF, el proceso de localizacion requiere también un algoritmo
de blusqueda de la mejor ruta cuya ord¥fV|®). Por esta razon, surge la necesidad de emplear
un enfoque dearticionamientoque permita disminuir ain mas los costos computacionales y de
comunicaciones.

Este no es el primer trabajo que emplea un enfoque de particién para resolver el problema de
la localizacion. La mayoria de las contribuciones particionan la red excesivamente de tal forma
que cada nodo que subyace en la retides de colonia, el cual es el encargado de coordinar las
operaciones en ella. Este comportamiento incrementa el costo computacional y de comunicaciones,
puesto que cada nodo es miembro de varias colonias simultaneamente y por tanto, participa en
distintas operaciones innecesariamente. En cambio, el algoritmo de particionamiento de Awerbuch
aqui presentado, crea las colonias con un diametro que puede parametrizarse para acotar 10s costos
del computacionales y, en consecuencia, ningun nodo pertenece a varias colonias. Por otro lado,
solo el lider realiza calculos en su colonia, esto permite reducir costos de ejecucion del algoritmo.

Aqui se ha comprobado que siempre que una red pueda particionarse en varias colonias
se obtiene un ahorro en operaciones y en mensajes. Por otro lado, el particionamiento también
permite reconstruir las posiciones en redes con topologias irregulares y con obstaculos, esto se
consigue gracias a que la division en distintas colonias y la ejecucion independiente del MDS en
cada una de ellas evaden las irregularidades

En este trabajo también se presentd una variante del algoritmo de localizacion, el cual redu-
ce el tiempo de finalizacion al igual que la cantidad de mensagste algoritmo buscequilibrar
el nUmero de mensajes intercambiados por los lideres de colonia y disminuye de manera razonable
el tiempo de finalizacién del particionamiento debido a que emplea un enfoqagalelizacion
esto es, cuando termina la creacion de cierta colonia, inmediatamente comienza la formacion de
colonias contiguas de manera simultanea. En contraste, el algoritmo de Awerbuch crea las colonias
secuencialmentmediante una busqueda en profundidad. El cambio del criterio secuencial al para-
lelo no solo implica que la busqueda en profundidad se convierta en una blasqueda en amplitud, lo
gue reduce el tiempo de ejecucion, sino que también disminuye de manera general la cantidad de
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mensajes transmitidos por todos los nodos.

Una diferencia notable entre estos dos algoritmos es la distribucién y tamafio de la particion re-
sultante. Mientras que en Awerbuch las colonias son de tamafio similar, porque se construyen una
tras otra, en el nuevo algoritmo cada colotoatiendecon sus vecinas por los nodos que aun no se
han integrado. Esta caracteristica produce mayor variabilidad en el tamafio. Seleccionar el algorit-
mo modificado implica particionar toda la red en un tiempo relativamente bajo y con una modesta
disminucién de mensajes, a costa de la distribucion y uniformidad del resultado. Sin embargo esto
no es un factor importante en el desempefio del algoritmo de localizacion ya que, recordando, siem-
pre que una red pueda particionarse los costos computacionales y de comunicaciones se reducen.

Los dos algoritmos de particionamiento pueden ofrecer cierta ventaja cuando se emplean en
una WSN, esto es, al finalizar el particionamiento la red es estructuradabmsgoedonde cada
uno de sus arboles es una colonia, esto implica que cada nodo dentro de la red conoce tanto a
su ancestro inmediato como a sus descendientes y ademas, cada colonia es capaz de comunicarse
con sus vecinas mediante la eleccion de un enlace Unico que las conecta. Esta estructura puede
emplearse como una herramienta para asistir el encaminamiento [19].

Por otro ladogel tamario de la red también influye en el error de la localizacion, aunque no de
manera considerable como lo hace su densidad, esto sugiere que se puede resolver la localizacion
con el minimo error posible siempre y cuando la red sea pequefia, independientemente de la
densidad. Esto no sélo justifica que la particion de la red es necesaria para crear subredes mas
pequefias, sino que también justifica el uso del algoritmo de particionamiento de Awerbuch,
el cual permite parametrizar el criterio de crecimiento de las colonias variando su factor de
crecimientok. Por tanto, se concluye que usar un valor #egrande para producir colonias mas
pequefias genera una mejor localizacion.

Algoritmo Bellman-Ford

El algoritmo Bellman-Ford es una herramienta imprescindible para el MDS porque calcula la
distancia en saltos (hops) entre cada pareja de nodos. Este algoritmo tiene una carga computacio-
nal deO(|V[®). De hecho, representa la etapa mas costosa de la localizacion ya que en las etapas
posteriores se utilizan algoritmos de menor complejidad.

Cabe mencionar que de las referencias consultadas sobre métodos basados en estimaciones
libres de rango, ninguna propone asignar un valor del salto que minimice el error entre las distancias
estimadas y las distancias reales. No obstammiricamente se encontrd un valor del salto que
minimiza el error en las distancias intra-nodos para redes de tamafo y densidad diferente. Esto
no significa que el error sea pequefio, pero tampoco que el error es el mismo para las densidades
consideradas (7.64, 10.78, 13.69 y 15'5’&15). Asi, observé que, independientemente del tamafio
de lared, el error promedio en las distancias se incrementa cuando la densidad de la red es baja
y que disminuye cuando la densidad aumenta. Este comportamiento implica que el error en la
estimacion de las distancias es inversamente proporcional a la densidad de la red.

Estos resultados no pueden pasarse por alto ya que cada integrante de la red no es capaz de
medir la distancia fisica con sus nodos vecinos. Asi, el disefio del experimento permite observar
gue a pesar de esta carencia, el error en la estimacién de las distancias entre cada par de nodos
puede reducirse al emplear cierto valor para el salto, donde cada lider de colonia lo selecciona de
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acuerdo con la densidad y el nimero nodos que yacen en suaoloni

Escalamiento Multi-Dimensional

El MDS debe resolverse con el error introducido en la matriz de distancias, pero también con
otras fuentes de error involucrados en la reconstruccion, tal es el caso de la rigidez de la grafica
o de la hipétesis que asume la correlacion entre la trayectoria mas corta y la distancia euclidiana,
la cual no siempre se cumple. Con respecto a la rigidez de la gréfica el MDS requiere, para una
reconstruccion exacta, que los nodos involucrados estén conectados completamente, esto implica
gue la trayectoria mas corta entre cada uno es, efectivamente, una linea recta. En un ambiente
mas restringido, como una WSN, resulta dificil que la grafica sea completa, de hecho, por eso es
necesario el algoritmo Bellman-Ford. Sin embargo, en aquellas redes con topologias irregulares,
Bellman-Ford no es capaz de estimar con exactitud las distancias Euclidianas, independientemente
de que las distancias fisicas puedan medirse o no por cada uno de los nodos.

En este proyecto se propuso el uso de tres algoritmos que resuelven el MDS: MDS Clasico,
SMACOF vy por ultimo la combinacion de ambos. Cada uno de estos algoritmos cuenta con una
complejidad ded(i x n®), O(j x n?) y O(i x n®) + O(j x n?), respectivamente. Se evalud el error en
la reconstruccién de cada uno de ellos y se encontrd que el error en la reconstruccion MDS es muy
grande cuando la red es rala y disminuye conforme aumenta la densidad. Este comportamiento se
debe, principalmente, a la falta de rigidez de la grafica, ya que en promedio una red rala no es tan
rigida como una red densa.

En cuanto al desempefio de los algoritmos se encontrg, en primera instan@ageque en
el algoritmo MDS ClasicaeSMACOF es menor que los otros dos algoritmos. Este resultado se
obtiene gracias a la combinacién de los algoritmos, es decir, resolver el MDS Clasico y, poste-
riormente, minimizar el error en la reconstruccion mediante SMACOF. No obstante, emplear
este algoritmo implica un costo computacional muy alto. Sin embargo, SMACOF es una buena
opcion para resolver la localizacion puesto que la diferencia promedio de error comparado con
MDS Clasica+tSMACOF es alrededor de 1 %, y el costo computacional es mucho menor. Ade-
mas, la implementacion del SMACOF puede resultar mas sencilla para una WSN, puesto que es
un método iterativo.

Mezcla de Colonias y Localizaciéon

El algoritmo de mezcla puede mejorarse si se disminuye la cantidad de faros que se necesitan
ya que, recordando, se requieren al menos tres faros por colonia para completar la localizacion.
Para superar esta restriccion debe emplearse un nuevo enfoque de mezcla que requiera Unicamente
tres o cuatro faros para toda la red. Para esto, la mezcla de mapas no debe depender de la posicion
absoluta que obtiene mediante los faros, sino de la conectividad de las colonias, es decir, si cada
colonia conoce los nodos que se encuentran en la periferia y ademas que comparten los limites con
alguna otra, estos nodos pueden emplearsegrapalmaras colonias, sin necesidad de los faros.

Asi los faros se emplean Unicamente para construir un sistema absoluto de coordenadas sobre la
red, compuesta por varias colonias.

A pesar de la exigencia de la cantidad de faros que requiere el algoritmo de localizacion
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propuesto, se comprobo que las posiciones relativas de las@s pueden reconstruirse con un
error bajo, es decir, sin la participacion previa de los faros.

Finalmente, cabe mencionar que emplear Awerbuch para resolver la localizacion en redes cuya
topologia es arbitraria, es comparable con los resultados presentados poetakf@y]. Esto
implica que emplear Awerbuch y ejecutar un s6lo MDS sobre cada colonia no sélo reduce la com-
plejidad del algoritmo de localizacién, sino que también produce una localizacion relativamente
similar al referenciado algoritmo de Shang, en el cual, cada uno de los nodos ejecuta un MDS con
Sus vecinos mas cercanos para formar las colonias, lo que provoca un incremento en la complejidad.

Trabajo Futuro

Con la propuesta presentada en este proyecto se lograron obtener resultados relativamente bue-
nos, considerando que la Unica informacion de la que dispone cada nodo es Unicamente de conec-
tividad, esto esquién esta en el radio de comunicaciones de quigsta condicion no afecta de
manera considerable el MDS ya que, como se comprob6 bajo experimentacion, es posible que el
lider seleccione una longitud del salto que minimice el error en la localizacion en cada colonia.
Ahora bien, ¢es posible reducir ain mas el error de la localizacién? Tal vez la respuesta pueda
encontrarse si se cambia a un esquema basado en rango, es decir, que las distancias entre un par de
nodos sean medidas. Con estas mediciones el MDS mejoraria la reconstruccién de la red, ya que
las distancias empleadas se asemejarian a las distancias reales. El uso de este esquema implicaria
cambios minimos en el algoritmo de localizacion aqui propuesto y, ademas, la gran mayoria del
hardware de radiofrecuencia, inclusive los dispositivos mas econdmicos, tienen integrado el RSSI
para medir distancias.

Si una WSN se despliega en una zona irregular con varios relieves a lo largo y ancho, entonces
la reconstruccion de la red en dos dimensiones no es una opcion. Como se ha mencionado a lo largo
de este trabajo, el MDS es capaz de encontrar las posiciones en tres dimensiones. Es posible afadir
esta caracteristica al algoritmo de localizacion sin incrementar demasiado el costo computacional,
de hecho, los limites superiores del consumo de recursos de tiempo y comunicaciones se mantienen
tanto para el MDS Clasico como para el SMACOF. Esta adaptacion requiere cambios minimos
Gnicamente en las etapas MDS y en las isometrias, ademas, como ya se ha mencionado el algoritmo
de particion crea las colonias en cualquier dimensién.

Con respecto al algoritmo de mezcla, es necesario encontrar una metodologia que mezcle las
colonias con la informacion de conectividad entre ellas, esto para reducir la cantidad de faros reque-
ridos en la localizacion. La idea de este nuevo algoritmo es que las colonias se mezclen utilizando la
mayor cantidad de sensores que tienen en comun, esto es, l0os que estan en la periferia y son capaces
de comunicarse con miembros de otra colonia. Mientras mayor sea este numero, el posicionamien-
to relativo entre colonias se realiza con menor ambigledad. Para terminar, se aplica a la mezcla la
mejor isometria que transforma las coordenadas de una colonia a otra. Con esta metodologia solo
se emplearian tres o cuatro faros para 2D y 3D, respectivamente.

Una caracteristica mas que puede afadirse al algoritmo de localizacion es la robustez. Hasta
el momento, no se ha considerado la tolerancia a fallos en ninguna de las etapas del algoritmo,
por ejemplo, si un nodo “muere "durante el proceso de particion, esto podria detenerlo ya que este
procedimiento se basa en un sistema de acuses para pasar a las etapas siguientes. Con respecto al
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algoritmo Bellman-Ford, la situacién es similar: la privatde un nodo también interrumpiria el
algoritmo, puesto que la informacién se transmite hacia el lider por la estructura de arbol creada
previamente, asi, si todos los mensajes transmitidos al lider no llegan, entonces éste no creara la
matriz de distancias y, por tanto, no se ejecutara el MDS.

En las tres etapas del algoritmo de localizacién: particionamiento, Bellman-Ford y MDS, es evi-
dente que si un lider de colonia deja de trabajar provocaria que las etapas finalicen incorrectamente,
0 mas aun, que no concluyan ya que los lideres, entre otras cosas, realizan todos los calculos reque-
ridos por la localizacion, por ejemplo, la eigendescomposicion y estiman las mejores trayectorias
entre cada pareja de nodos.
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Apéndice A
Tablas de Resultados Experimentales

La Tabla A.1 muestra los resultados correspondientes deliexgnto Bellman-Ford. Para cada
tamafo de red se generaron 8,000 redes aleatorias distribuidas en las cuatro densidades distintas
dando como resultado 96,000 simulaciones en total. La primer columna de la tabla indica el ta-
mafio de la red; la segunda, su densidad; la tercer columna muestra el minimo error promedio que
se consigue con la longitud del salto seleccionada; la cuarta columna es la desviacién estandar
correspondiente a ese valor promedio; finalmente, la quinta columna muestra la longitud del salto
seleccionada que minimiza el error.

Las Tablas A.2, A.3 y A.4 muestran los resultados experimentales de la longitud del salto que
minimiza el error en la localizacion usando los tres algoritmos que resuelven el MDS: MDS Clasi-
co, SMACOF y MDS ClasiceSMACOF, respectivamente. El experimento consiste en crear redes
aleatoriamente de 10, 20,...,130 nodos con 4 distintas densidades: 4, 6,38’R%9—51&n cada red
se ejecuta el algoritmo Bellman-Ford, variando la longitud del salto d& 0.2R... hastaR para
construir la matriz de distancias. Para cada salto, se ejecutan los algoritmos MDS con la asistencia
de tres faros para ajustar la reconstruccion los mas posible a la solucion real. Una vez que se tiene
este ajuste, se mide el error entre la reconstruccion MDS y las posiciones reales y se selecciona el
valor del salto para el cual el error es minimo.
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Tabla A.1: Estimacion del salto en Bellman-Ford: longitutisddto para distintas colonias y varias
densidades.

Tamafio de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
. nodos P
colonia [ area] Error Estandar del
nodo salto
[ 3 Tamafio de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
7.64 0.228| 0.023 0.6 colonia [_n;)rcéc;s] Error Estandar del
. . - - [nodog salto

10 . . . .

7.64 || 0.780|| 0.499| 0.6
10.78 || 0.378| 0.145| 0.7
80 13.69 || 0.300| 0.070| 0.7
15.71 || 0.280| 0.016| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.801| 0.506| 0.6
10.78 | 0.415| 0.244| 0.7
90 13.69 || 0.307|| 0.035| 0.7
15.71 | 0.291| 0.051| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.867| 0.557| 0.6
10.78 || 0.418| 0.194| 0.7
100 13.69 | 0.316| 0.060| 0.7
15.71 || 0.298| 0.016| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.968|| 0.644| 0.6
10.78 || 0.436| 0.239| 0.7
110 13.69 || 0.321| 0.034| 0.7
15.71 || 0.306| 0.015| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.992| 0.627| 0.6
10.78 || 0.425| 0.207| 0.7
120 13.69 | 0.331| 0.033| 0.7
15.71 | 0.316| 0.021| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.022|| 0.671| 0.6
10.78 || 0.438| 0.224| 0.7
130 13.69 || 0.338| 0.031| 0.7
15.71 || 0.325| 0.017| 0.7
Promedio 0.675

Promedio 0.6
7.64 || 0.300|| 0.130| 0.6
10.78 || 0.243| 0.020| 0.6
20 13.69 || 0.228| 0.012| 0.6
15.71 | 0.229] 0.011| 0.6
Promedio 0.6
7.64 || 0.387|| 0.178| 0.6
10.78 || 0.281| 0.055| 0.7
30 13.69 || 0.257| 0.021| 0.7
15.71 | 0.251} 0.013| 0.6
Promedio 0.65
7.64 || 0.458|| 0.221| 0.6
10.78 || 0.304| 0.083| 0.7
40 13.69 || 0.258| 0.022| 0.7
15.71 || 0.251| 0.014| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.534| 0.282| 0.6
10.78 || 0.315| 0.090| 0.7
50 13.69 || 0.267| 0.021| 0.7
15.71 || 0.255| 0.025| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.643|| 0.383| 0.6
10.78 || 0.347| 0.154| 0.7
60 13.69 || 0.278| 0.034| 0.7
15.71 || 0.263| 0.014| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.690|| 0.401| 0.6
10.78 || 0.356| 0.139| 0.7
70 13.69 || 0.287| 0.039| 0.7
15.71 || 0.270| 0.018| 0.7
Promedio 0.675
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Tabla A.2: Error en la reconstrucciéon con MDS Clasico (mediea&rror para distintas longitudes

del salto)
Tamario de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
colonia [%S] Error Estandar del
[nodog salto Tamafio de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
7.64 - 0.145 0.6 colonia [ n;)rde%s] Error Estandar del
. . . . [nodog salto
10 - - - - 7.64 ] 1.002] 0.341] 0.6
- — - . 10.78'| 0.761]| 0.295| 0.7
Promedio 0.6

80 13.69 || 0.673| 0.252| 0.7
15.71 || 0.629| 0.235| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.055|| 0.378| 0.6
10.78 || 0.792| 0.310| 0.7
90 13.69 || 0.692| 0.284| 0.7
15.71 || 0.660| 0.266| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.048| 0.395| 0.7
10.78 || 0.799| 0.305| 0.7
100 13.69 || 0.693| 0.266| 0.7
15.71 | 0.691| 0.317| 0.8
Promedio 0.725
7.64 || 1.109|| 0.398| 0.6
10.78 || 0.802| 0.312| 0.7
110 13.69 || 0.705| 0.289| 0.7
15.71 || 0.662| 0.257| 0.8
Promedio 0.7
7.64 || 1.138|| 0.396| 0.6
10.78 || 0.827| 0.342| 0.7
120 13.69 || 0.701| 0.248| 0.7
15.71 || 0.700| 0.306| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.167| 0.422| 0.6
10.78 || 0.798| 0.335| 0.7
130 13.69 || 0.707| 0.249| 0.7
15.71 | 0.711} 0.326| 0.8
Promedio 0.7

7.64 | 0.663| 0.230| 0.6
10.78 | 0.569|] 0.185| 0.6
20 13.69 || 0.512| 0.183| 0.7
15.71 || 0.507| 0.147| 0.6
Promedio 0.625
7.64 | 0.749| 0.250| 0.6
10.78 || 0.637| 0.254 | 0.6
30 13.69 || 0.559| 0.198 | 0.7
15.71 || 0.530| 0.194| 0.7
Promedio 0.65
7.64 | 0.851| 0.305| 0.6
10.78 || 0.671| 0.247| 0.7
40 13.69 || 0.595| 0.232| 0.7
15.71 | 0.567| 0.207| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.918| 0.330| 0.6
10.78 || 0.730| 0.287| 0.7
50 13.69 || 0.639|| 0.259| 0.7
15.71 | 0.590| 0.231| 0.7
Promedio 0.675
7.64 | 0.953| 0.340| 0.6
10.78 || 0.746| 0.300| 0.7
60 13.69 || 0.625| 0.236| 0.7
15.71 | 0.599| 0.227| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.994| 0.337| 0.6
10.78 || 0.751] 0.299| 0.7
70 13.69 || 0.651| 0.247| 0.7
15.71 || 0.622| 0.247| 0.7
Promedio 0.675
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Tabla A.3: Error en la reconstruccion con SMACOF (medida dergrara distintas longitudes del

salto)
Tamario de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
: nodos .
colonia [m] Error Estandar del
[nodog salto ~ - . -
Tamafio de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
7.64 0.567)) 0.124 0.5 colonia [ n;)rde%s] Error Estandar del
. . . . [nodog salto
10 - - - -

7.64 | 0.964| 0.365| 0.6

10.78 || 0.692|| 0.302 | 0.7

Promedio 0.5

80 13.69 || 0.594| 0.278| 0.7

7.64 | 0.650| 0.230| 0.6

15.71 || 0.540|| 0.241| 0.7

10.78 || 0.571| 0.203| 0.6

20 13.69 || 0.526| 0.173| 0.6 Promedio 0.675

15.71 | 0.544| 0.162| 0.6 7.64 | 1.003) 0393 06

10.78 || 0.707| 0.324| 0.7

Promedio 0.6

=62 107341 0273 06 90 13.69 || 0.615|| 0.296 | 0.7

10.787| 0.591| 0.234| 0.7 15.71] 0.550| 0.234| 0.7

Promedio 0.675

30 13.69 || 0.524| 0.214| 0.7

7.64 || 1.005| 0.369| 0.6
10.78 || 0.719| 0.322| 0.7
100 13.69 | 0.612| 0.265| 0.7
15.71 || 0.548| 0.215| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.032|| 0.388| 0.6
10.78 || 0.720| 0.296| 0.7
110 13.69 | 0.607| 0.262| 0.7
15.71 | 0.549| 0.179| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.072|| 0.416| 0.6
10.78 || 0.718| 0.308 | 0.7
120 13.69 | 0.632| 0.292| 0.7
15.71 | 0.608| 0.279| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 1.110|| 0.426| 0.6
10.78 || 0.733| 0.321| 0.7
130 13.69 || 0.641| 0.290| 0.7
15.71 || 0.601| 0.259| 0.7
Promedio 0.675

15.71 | 0.511| 0.219| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.788|| 0.303| 0.6
10.78 || 0.612| 0.254| 0.7
40 13.69 || 0.533| 0.209| 0.7
15.71 || 0.515| 0.222| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.865| 0.313| 0.6
10.78 || 0.661| 0.289| 0.7
50 13.69 || 0.561| 0.252| 0.7
15.71 || 0.522| 0.241| 0.7
Promedio 0.675
7.64 | 0.906| 0.336| 0.6
10.78 || 0.650| 0.270| 0.7
60 13.69 || 0.546| 0.226| 0.7
15.71 || 0.535| 0.232| 0.7
Promedio 0.675
7.64 || 0.897| 0.327| 0.6
10.78 || 0.669| 0.291| 0.7
70 13.69 || 0.578| 0.259| 0.7
15.71 || 0.529| 0.243| 0.7
Promedio 0.675
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Tabla A.4: Error en la reconstruccion con MDS Clasi8BMACOF (medida de error para distintas
longitudes del salto)

Tamario de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud Tamafio de la || Densidad || Minimo Desv. Longitud
colonia [%S] Error Estandar del colonia [%S] Error Estandar del
[nodog salto [nodog salto

7.64 | 0.549| 0.120| 0.5 7.64 | 0.889| 0.332| 0.6
- - - - 10.78 || 0.658| 0.283| 0.7
10 - - - - 70 13.69 || 0.555| 0.237| 0.7
- - - - 15.71 || 0.520| 0.232| 0.7
Promedio 0.35 Promedio 0.7
7.64 | 0.638| 0.234| 0.6 7.64 || 0.952| 0.362| 0.6
10.78 || 0.556| 0.203| 0.6 10.78 || 0.689| 0.300| 0.7
20 13.69 | 0.500|| 0.158| 0.6 80 13.69 || 0.591| 0.274| 0.7
15.71 || 0.525| 0.157| 0.6 15.71 || 0.537| 0.236| 0.7
Promedio 0.6 Promedio 0.675
7.64 | 0.719| 0.260| 0.6 7.64 || 0.992| 0.387| 0.6
10.78 || 0.569| 0.232| 0.7 10.78 || 0.688| 0.297| 0.7
30 13.69 || 0.505| 0.198 | 0.7 90 13.69 || 0.604| 0.274| 0.7
15.71 || 0.503| 0.218 | 0.7 15.71 || 0.548| 0.236| 0.7
Promedio 0.675 Promedio 0.675
7.64 | 0.786| 0.311| 0.6 7.64 || 0.981|| 0.349| 0.6
10.78 || 0.604| 0.249| 0.7 10.78 || 0.700| 0.302| 0.7
40 13.69 || 0.525| 0.208 | 0.7 100 13.69 || 0.606| 0.264| 0.7
15.71 | 0.508| 0.217| 0.7 15.71 || 0.554| 0.223| 0.7
Promedio 0.675 Promedio 0.675
7.64 | 0.820| 0.289| 0.6 7.64 || 1.008| 0.376| 0.6
10.78 || 0.650| 0.290| 0.7 10.78 || 0.706| 0.274| 0.7
50 13.69 || 0.557| 0.250| 0.7 110 13.69 || 0.602| 0.260| 0.7
15.71 || 0.556| 0.238 | 0.7 15.71 || 0.551| 0.192| 0.7
Promedio 0.675 Promedio 0.7
7.64 | 0.885| 0.332| 0.6 7.64 || 1.078|| 0.417| 0.6
10.78 || 0.645| 0.270| 0.7 10.78 || 0.715| 0.311| 0.7
60 13.69 || 0.539| 0.219| 0.7 120 13.69 || 0.610| 0.258 | 0.7
15.71 || 0.518| 0.205| 0.7 15.71 | 0.584| 0.236| 0.7
Promedio 0.7 Promedio 0.675
7.64 | 0.889| 0.332| 0.6 7.64 || 1.073|| 0.402| 0.6
10.78 || 0.658| 0.283| 0.7 10.78 || 0.736| 0.321| 0.7
70 13.69 || 0.555| 0.237| 0.7 130 13.69 || 0.620| 0.266| 0.7
15.71 || 0.520| 0.232| 0.7 15.71 || 0.608| 0.265| 0.7
Promedio 0.7 Promedio 0.675
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Apéndice B
|teraciones Requeridas para Resolver los
Algoritmos MDS Clasico y SMACOF

En las Seccion 3.3 se presentan tres algoritmos que enaudgirposiciones relativas de los
nodos: MDS Clasico, SMACOF y MDS ClasieBMACOF, este ultimo una combinacion de los
primeros. Las complejidades s x n?), O(j xn?) y O(i x n®) + O(j x n?), respectivamente. Donde
I 'y j son las iteraciones necesarias para que cada algoritmo encuentre las posiciones relativas de los
nodos.

Ahora bien, las iteraciondsy j no pueden determinarse previamente. Por ejemplo, para el
SMACOF la cantidad de iteracion¢slepende de la configuracion inicial de las posiciones al igual
que el criterio de paro, es decir, la calidad de la solucion.

Para observar el comportamiento de estas variables se generaron 2,000 redes aleatorias de 10
hasta 130 nodos. En cada red se ejecutaron los dos algoritmos (MDS Clasico y SMACOF) y se
registrd la cantidad de iteraciones promedio requeridas para obtener un error de 0.0001 en las
soluciones finales, este resultado se muestra en la Figura B.1 A) donde, en primer lugar, se observa
que para los dos algoritmos, la cantidad de iteraciones es funcion del tamafio de la red. En segundo,
las iteraciones requeridas para completar el MDS Clasico son considerablemente mas bajas que
el SMACOF, sin embargo, este resultado no representa que el MDS Clasico sea mas eficiente que
el SMACOF, de hecho, debido a que la mayor carga computacional del MDS Clasico requiere
n? instrucciones, este proceso debe realizasszes. En contraste, el SMACOF requiere s@lo
que se repiten veces. En la Figura B.1 B) se presentan las instrucciones totales requeridas para
finalizar los algoritmos y se observa que, independientemente de que el MDS Clasico requiera
menos iteraciones, SMACOF resulta mas eficiente.
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Figura B.1: A) Iteraciones requeridas para completar el MDS Clasico y SMACOF, B) instrucciones
totales requeridas por ambos algoritmos.
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