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- INTRODUCCION



Uno de los objetivos de la Quimica Tedrica es el de aportar
criterios de reactividad quimica, sc;lidamente asentados en una teoria.
Dentro de este terreno, la Teorfa de Funcionales de la Densidad TFD) ha
demostrado ser una herramienta muy Gtil. A modo de ejemplo, se pueden
mencionar los casos de la elec’crom:ga.tividad2 y la durezaa, que son
criterios globales de reactividad: la TFD ha permitido definir sin
ambigliedad ni escalas arbitrarias dichos conceptos.

Tanto la electronegatividad como la dureza son, como se dijo
anteriormente, criterios de reactividad globales; es decir, son
propiedades que dependen del comportamiento de un &tomo o una molécula
en todo el espacio. No obstante que los criterios globales son dGtiles,
se encuentra que en una molécula existen regiones con comportamientos
quimicos diferentes, y que, dependiendo de la especie quimica con la que
interactie, se manifestardA alguna é&rea especifica (sitios activos,
grupos funcionales, etc. ). Esta idea implica la necesidad de definir
criterios locales de reactividad. Tales criterios no son otra cosa que
propiedades de A4tomos y moléculas que dependen de las coordenadas
espaciales y que, al mismo tiempo, distinguen los comportamientos
quimicos de las diversas zonas de una molécula.

El criterio de reactividad local més directo en la TFD es la
densidad misma. Esto se debe no sélo a que la densidad de carga es la
alternativa exacta y completa al analisis de poblaciébn de Mulliken‘.
sino también a que la densidad y el Laplaciano de ésta contienen gran
informacién sobre reactividad quimica, como ha sido demostrado por el
grupo de Bader".

Dentro del contexto de los criterios de reactividad locales, se ha

definido a la funcién de Fukui® como una medida de la respuésta de la
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densidad de carga del sistema, frente a un cambio en el nGmero de
electrones. Al utilizar este concepto, se ha podido racionalizar Ila
teoria de los orbitales de frontera-', que es uno de los métodos usados
por }a Quimica Cuantica para explicar la reactividad quimica.

En las interacciones quimicas, las modificaciones en la
distribucién de carga son importantes, pero también lo son las
distorsiones en la densidad de spin. Por lo anterior, es necesario
disponer de una teorfa que incluya explicitamente al spin. En esa
direccién, el primer capfitulo de este trabajo, se dedica a obtener
criterios de reactividad que aparecen naturaimente en la teorfa de
funcionales de la densidad spin polarizado. Ademdas de la interaccién
coulémbica con él (los) nGcleo (s), en esta teoria se incluye la debida
a un campo magnético uniforme, la cual incide sobre la distribucién del
spin en la molécula.

Dentro -de las metodologias derivadas de la TFD, -la teorfa .de Kohn-
Sham® es la que se emplea con mayor frecuencia en el calculo de la
estructura electrénica de &tomos, moléculas y sélidosq, y es en su
contexto, que en el capitulo Il se desarrollan formas de evaluacién de
criterios de reactividad, tanto en la versién spin-restringido, como en
la spin-polarizado. También se demue.stra que la aproximacién de
"core-congelado™ origina, en el caso spin-polarizado (de forma
equivalente al spin-restringido), la teorfa de orbitales de frontera con
polarizacién del spin.

En general, los radicales libres son especies inestables debido a
su alta reactividad y, son las regiones moleculares con alta densidad
de spin, las responsables de su extrema labilidad. En el capitulo III se

establece una relacién que enlaza a la densidad de spin con la funcién



de Fukui. De esa manera se justifica la idea de que ésta Gitima es una
medida de la reactividad local.

Los criterios de reactividad que se establecen en el primer
capitulo, pueden calcularse por distintos métodos y en ello estriba su
importancia practica: en el capitulo IV se estiman, para &atomos, indices
de reactividad por medio de la teoria de Kohn-Sham ®

La riqueza que existe en el comportamiento quimico de las
diferentes regiones de una molécula, se pone en evidencia en el capitulo
V. Ahi se estiman algunos indices locales de reactividad quimica que
distinguen las diferentes zonas de una molécula.

Las analogias existentes entre la estructura matematica de la TFD y
la de la termodinamica clasica son numerosasu. De hecho, el nombre de
potencial quimico en la TFD es una consecuencia de ellas. Es muy
interesante la existencia de las transformadas de Legendre y las
relaciones de Maxwell'™® ya que, las primeras dan pie a la formulacion
del principio variacional en diferentes "representaciones”, las cuales
pueden ser (tiles desde un punto de vista conceptval o practico;
mientras que las segundas, junto con un esquema de reduccién de
derivadas, hacen posible la escritura de cantidades que pueden ser
dificiles de evaluar directamente, en términos de otras cuyo calculo es
mas accesible. Las transformadas de Legendre del funcional de la energia
en su versiéon de spin polarizado y las relaciones de Maxwell
correspondientes, se describen en el apéndice.

En resumen, se presenta a lo largo de este trabajo una visién
unificada de la reactividad quimica, dentro del contexto de la teorfa de

funcionales de la densidad.



CAPITULO | (REACTIVIDAD QUIMICA EN EL FORMALISMO DE HOHENBERG Y KOHN)*)

(*) La parte B de éste capitulo esta basada en el trabajo Chemical
Reactivity in Spin-Polarized Density Functional Theory, M. Galvan, A.

Vela y J.L. Gazquez. J. Phys. Chem. {en prensa).



1.A) MODELO SPIN-RESTRINGIDO

El andlisis de la reactividad quimica utilizando la teorfa de
funcionales de la densidad ha logrado avances considerables, tanto en el
terreno de la justificacién teérica de indices de reactividad, como en
la definicién de nuevos. En la primera parte de este capftulo se resumen
los resultados obtenidos por algunos investigadores dentro del
formalismo de Hohenberg y Khon spin-restringido en el &ambito de la
reactividad quimica.

El estudio sisteméatico de la estructura electrénica de A&tomos,
moléculas y sélidos, sin la referencia obligada a la funcién de onda,
arranca con la formulacién en 1964 de los hoy famosos teoremas de
Hohenberg y Kohn'®. EI primero de ellos asegura la existencia de un
funcional Unico de la energia en términos de la densidad de carga.
Asimismo, establece una relacién biunivoca entre el potencial externo y
la densidad. Dicha relacién ha dado origen a la definicibn de un espacio
de densidades de carga que satisfacen la propiedad de estar asociadas,
cada una de ellas, con un potencial externo. Ligado a la propiedad
anterior, se acufi6 el término de v-representable para identificar a las
densidades que la cumplen. El segundo teorema reescribe el principio
variacional de la Quimica Cuantica, en el contexto de la energia como un
funcional de la densidad. Establece también que la densidad que minimiza
al funcional corresponde a la del estado basal y, de la misma forma, la
energia en el minimo es la de dicho estado.

El primer teorema permite escribir a la energia total de un sistema
de electrones, sujetos a la influencia de un potencial externo v(r), en

la forma:

E [p(r),v(r)] = Flp(r}] + Jv(r)p(r)dr I.1

donde p(r) es la densidad de carga y




Flp(r)] = Tip(r)] + V _[p(r)] L2

es un funcional universal de la densidad que contiene dos términos : la
energfa cinética de los electrones Tip(r)l y la repulsitn
interelectrénica V ee[p(r)]’ Su naturaleza universal proviene de que es
independiente del potencial externo. El segundo término del lado derecho
de la ecuacién 1.1, representa la interaccién de la distribucién de
carga con un potencial externo de naturaleza electrostatica (v.g. para
moléculas es el conjunto de nicelos positivos).

Por otra parte, el segundo teorema da origen al método de bisqueda
de la energia y de la densidad del estado basal: bisquese la densidad
que miniiniza la ecuacién 1.1 manteniendo el potencial externo fijo. Esta
busqueda puede hacerse libre o con restricciones; en el primer casc es
diffcil asegurar que la densidad que minimize I.1 tiene la normalizacién
correcta. Cuando se efectGa la basqueda con restricciones, éstas pueden
introducirse mediante la técnica de los multiplicadores de Lagrangew.

Si la minimizacién ocurre sujeta a las condiciones de un nimerc de

electrones fijo ,

N = Jp(r)dr . 1.3

el funcional a minimizar sin restricciones es:

Elp(r),v(r)] = Fip(r)] + Jv(r)p(r)dr + u[N-Ip(r)dr] L4

Al igualar a cero la derivada funcional de 1.4, se obtiene la ecuazién
de Euler-Lagrange siguiente:

SE SFlp(r)]
u= =v(ir) + —— ) )
vir)

3plr) 3p(r)

Al resolver esta ecuacién se obtiene la densidad del estado basal, que



al sustituirse en 1.1 da lugar a la energia de dicho estado.

Desde luego, la distribucién de carga obtenida mediante la solucién
de 1.5, se puede utilizar como un indicador de ataques nucleofflicos y
electrofilicos sobre la especie quimica. Sin embargo, también es
interesante poder describir los cambios de la energia, 3E, debidos a la
transferencia de carga y a las modificaciones del potencial externo.
Enseguida se presenta un procedimiento descrito por Parr y Bartolottizo
para representar SE.

Si se considera la dependencia de la energia en la densidad y en el
potencial externo, (Elp(r),v(r)l), la expresién para un cambio

variacional en la energfa es

SE 3E
oE = J[—a—;m] 6P(r)dr + j[m) dv(r)dr; 1.6
vir) pir)
SE
donde [ ] = p(r) L7
dv(r) pr)

por derivacion directa de la ecuacién I.1.
Por otro lado, si la energia es una funcibn del numero de

electrones N y del potencial externo (E [N,v(r)]l), entonces el cambio se

expresa como

_( &E 5E
8E = [—-‘] dN + J -—ST(—FS] Nam)dr 1.8

La teoria de perturbaciones a primer ordena, establece que un
cambio en la energia debido a la modificacién del potencial externo, a

- nimero de electrones constante, es:

3E = Jp(r)&v(r)dr 1.9

Al comparar 1.8 y 1.9, se puede concluir que

[—%ﬂ] = p(r) 1.10
N




Los cambios representados en 1.6 y 1.8 son equivalentes, ya que lo
unico que los distingue es la representacion de variables en que han
sido expresados. De esa manera, al restar 1.6 de 1.8 y si se toma en

cuenta 1.7 y 1.10, se obtiene:

8E ] [ 3E ] i
5| N - ||ssrey| | Serwr =0 L1
[8N vir) J 3p(r v(r)

$i se sustituye la ecuacién de Euler-Lagrange (ec.L5) en la relacién

anterior, entonces
[-ﬂ] dN = pjép(r)dr L12
8N
v(r)

donde la integral del lado derecho es igual a dN; con lo que se

20
demuestra  que

=[S8E) _ [_8E .13
g oN 3p(r] v(r). .

vir)

El hecho de que p esté asociado con el cambio de la energia
respecto al namero de electrones, ha ‘dado’ lugar a-identificar a pu como
el negativo de la electronegatividad; y, por analogfa con la
termodinadmica clasica, se ha adoptado el término de potencial quimico
para nombrarloz’zo.

Si se reescribe la ecuacién [.8 , y se considéeran 1.10 y L13 , se

obtiene :

SE = pdN + Ip(r)&v(r)dr 1.14

En esta ultima expresién, 3E esta relacionado con la transferencia de
carga, 8N, y con las modificaciones en el potencial externo, d&v(r), por
medio de dos parametros, uno global (el potencial quimico) y el otro
local (la densidad de carga). De esa manera, los cambios de la energia
total de un sistema, debidos a la interaccién con otras especieé, se
pueden entender como producto de dos efectos: la transferencia de carga

que va pesada por el potencial quimico (electronegatividad) y las



modificaciones del potencial externo provocadas por las interacciones de
naturaleza electrostética y que se pueden asociar con la presencia de un
entorno quimico dado; estas Gitimas se promedian sobre la distribucién
de carga.

El potencial quimico es otra de las cantidades cuyos cambios
resulta interesante estudiar, ya que dichos cambios representan las
modificaciones a la electronegatividad del sistema inducidas por su
interaccién con otras especies quimicas. Debido a que p es una primera
derivada de la energia, ésta dependerd de las mismas variables que
aparecen en el funcional original: u(N,v(r)). Con esta idea en mente se

puede expresar du como:

8
= af:]

u
dN + J[W] Nav(r)dr 1.15

Al utilizar la igualdad entre segundas derivadas cruzadas de la energia

y al analizar la ecuacién (I.14) , se llega a la relacién de Maxwell
.. 12
siguiente
dp(r)
3u ] =
= f(r) 1.16
[ dv(r))n [ aN ]
v(r)

f(r) identifica a la llamada funcién de F ukuib.

Mediante 1.16 y la definicién de durezaa,

) )
n= ° l.2: = [ gfl ]v(r)' L1
8N vir) .

se puede escribir la ecuacion 1.15 en la forma:

3u = ndN + jf(r)av(r)dr 1.18

Tanto la dureza como la funcién de Fukui son criterios de
reactividad: mientras que la primera se ha identificado como la
propiedad que los quimicos inorgénicos llaman dureza 22, la segunda, por

otro lado, se reduce a la teorfa de orbitales de f rontera”, si se
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utiliza la aproximacién de “"core congelado™; de ahf el nombre que le
asignaron Parr y Yang‘(-) .

Al igual que en los cambios de energia, la contribucién a 3y,
debida a la transferencia de carga, esta relacionada con una constante
de la molécula llamada dureza. Por otra parte, los cambios en el
potencial externo se promedian ahora sobre la funcién de Fukui.

Las expresiones para los cambios de la energia y del potencial
quimico (ecs. 1.14 y 1.18), son fundamentales para la descripcién de
procesos quimicos independientes del tiempo . Lo anterior ubica a la
electronegatividad, la dureza , la densidad y la funci6én de Fukui , como
criterios de reactividad quimica dentro de un formalismo unificado.

Conviene hacer énfasis en una diferencia fundamental que distingue
a los criterios de reactividad : la dureza y la electronegatividad son
constantes en todo el espacio ocupado por la especie quimica , por lo
cual se dice que son criterios globales de reactividad; por otra parte,
la densidad y la funcién de Fukui son cantidades cuyo valor depende del

punto del espacio donde se evalGan, por ello son criterios locales de

reactividad .

1.B) MODELO SPIN-POLARIZADO
En esta seccibn se desarrolla un analisis de reactividad quimica
basado en una formulacién spin-polarizado de la teoria de funcionales de
la densidad. Dicho anAlisis contiene a los indices de reactividad
mencionados en la secci6bn anterior, pero da pie a la definicién de

nuevos conceptos que ayudan a enriquecer el estudio de las

(*) Para una discusién méas amplia de cémo se reduce la funcién de fukuil

a la teoria de orbitales de frontera, ver el capftulo siguiente.
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modificeciones sufridas por una molécula al interactuar.

Por medio de la descomposicién explicita de la densidad en sus
componentes de spin,

p(r) = po(r) + p,(r), L19
donde T se refiere a spin @ o hacia arriba, y | a spin B o hacia abajo,
se puede mejorar la descripcién de la estructura electrénica de atomos,
moléculas y s6lidos’.

En el marco de la TFD, la particién anterior implica que la energia
sera ahora un funcional de palr) y pulr), (E [py(r),py(r),v(r)]), en
lugar de s6lo depender de p(r). Ademds, si se recurre a la definicién de
la densidad de spin,

ps(r) = pplr) - py(r), 1.20
se pueden combinar las ecuaciones 119 y 1.20 para obtener p,(r) y p,(r)

en términos de ps(r) y plr). Esto indica que las variables originales

del funcional, pn(r) y p (r), pueden cambiarse por  p(r) ¥ ps(r): o

E[p(r),ps(r).v(r)]. Asf pues, la energia con dependencia explicita en el
spin, se puede escribir en términos de dos conjuntos de variables. La
eleccién de uno de ellos dependera basicamente de si se gana claridad en
los conceptos fisicos o simplificacién mateméatica. Lo importante es no
perder de vista que son equivalentes. N

Las condiciones de normalizacién que satisfacen las densidades

mencionadas anteriormente son:

Jp.,(r)dr = Npi 121

Jp J(ridr = Ng; 1.22

Jp(r)dr =Ny + N, =N; 1.23

y , Jps(r)dr = Ny - N, = Ns. 1.24

127



DoudeN,yN,,,-onlosnomerosdeelectronesoonspinmayoritarioy
minoritario, respectivamente; y Ns se denomina nGmero de spin .

Cuando dos especies quimicas reaccionan, la interaccién entre
ellas, en la mayor parte de los casos, dista mucho de ser puramente
electrostatica. Por lo que resulta interesante analizar el efecto de un
campo externo de naturaleza magnética, que afecte en forma directa la
polarizacién del spin de una molécula dada. En funcién de p(r) y p s(r).
la energia total para un sistema de electrones en presencia de un campo
externo de naturaleza electrostatica, v(r), y de un campo magnético

uniforme en la direccién de z, B(r), estara dada por'm’24

E(p(r),ps(r),v(r).B(r)]=F[p(r).ps(r)1+Jv(r)p(r)ﬁ-uaIB(r)ps(r)dr, 1.25

en donde Uy es el magnet6én de Bohr. Los dos teoremas de Hohenberg y Kohn
se cumplen también para este funcional de la energiazs.

En este formalismo p(r) y ps(r), son variables independientes y,
por ello, el extremo de E [p(r),ps(r),v(r),B(r)l se determina con la

condicién:

SE

SE
3E= ] dpirdr + ( 3p_(r)dr=0
[ 3p(r) P ), vir), BE) J 3p(r) s

) p(r),vir),B(r)
I.26

Como las variaciones de p(r) y ps(r) son arbitrarias e

independientes entre si, las derivadas funcionales respecto a estas

variables son iguales a cero (Ecuaciones de Euler-Lagrange):

SE ]
~3o(r) =0 1.27
( op(r ps(r).v(r).B(r)
SE ]
— _Tj =0 1.28
6ps r pr),v(r),B(r)

Si se utiliza una minimizacién sujeta a que la densidad integre al

namero de particulas y la de spin al namero de spin, entonces se puede

13



utilizar la técnica de los multiplicadores de l.qrmge“. y el fpncioml

a minimizar sin restricciones es:

E[p(r).ps(r).v(r).B(r)l = Flp(r).ps(r) ]+ v(r)p(r)dr—u.IB(r)ps(r)dr

", [ - p(r)dr] W [Ns-[ps(r)ﬁ] 1.29

El cual da origen a las ecuaciones de Euler-Lagrange siguientes:

SE 6F[p(r).ps(r)l

= —-—?—-5] = v(r) + 1.30
N splr P _{r),v(r),B(r) 8p(r)
s
8Flp(r),p (r)]

SE s
o= [—7—)—] = -u B(r) + 1.31
s 8ps r pir),v(r),B(r) 8 5ps(l‘)

donde U 'us son los multiplicadores de Lagrange vinculados con las
restricciones de normalizacién. Imponer N y Ns fijos es, desde luego,
equivalente a mantener constante N, y N,.

Una forma distinta de hacer la variacién, consistiria en fijar el
namero total de electrones y dejar que el balance de electrones con spin
a y B (namero de spin Ns ) se ajustara libremente. De esa manera la
ecuacién 1.30 quedaria inalterada, pero la 1.31 seria igual a cero ya
que p. no existirfa en la ecuacién 1.29. Se puede decir que si se fija
Gnicamente el nGmero total de electrones durante la variacién, la
polarizacién global del spin (Ns) en el estado basal, se determinarfa al
resolver las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes e integrar
ps(r). Por otra parte, si se fija la polarizacién global del spin
durante la ©bisqueda del minimo, la solucién que se obtiene no
.corresponde necesariamente al estado basal. Dicho estado se alcanza
solamente en el caso de que la Ns impuesta sea la del estado basal.

Los estados variacionales con ciertas restricciones, sefialan la

14



posible extension de la teorfa de Hohenberg y Kohn a estados
excitaddsu'm. Sin embargo, no existe una prueba rigurosa de ello.
Se considera entonces, que la solucién de las ecuaciones 1.30 y 1.31 dan
origen a densidades y densidades de spin, que corresponden a los valores
impuestos de N y Ns y que, al sustituirse en la ecuacién 1.25 producen
la energia que seri del estado basal si el valor de Ns impuesto es el
que corresponde a dicho estado.

De la misma forma que en el caso spin restringido. se pueden
describir cambios en la energfa, en HyYenug Considérese la variacién

en E respecto de las variables p(r), ps(r). v(r) y B(r):

SE

SE
dE = [_—(_T] dp(r)dr + [——-—(—7 dp_(r)dr
Splr P (r), v(r),B(r) J 3p s T s

]p(r).v(r).s(r)

[(_sE ] ( SE ]
. Sv(r) PUrL.p(r),Br) ] 3B(r) P(r),p (r).vir)
1.32

Al derivar funcionalmente la ecuacién 1.25, se pueden hacer las

siguientes identificaciones:

SE
( Mri)p(r).ps(r).a(r) = plr) 1.33
SE
8B ( l‘j] p(r).ps(r),v(r) = .”Bps(r) 1.34

Si se sustituyen 1.33 y 1.34, junto con las ecuaciones de Euler-Lagrange

(I1.30 y 1.31) en 1.32, se llega a:

8E = uNdN + usts + Jp(r)&v(r)dr - quJr)&B(r)dr. 1.35

La variaciéon de E también puede expresarse en términos del conjunto de

variables {N, Ns’ v(r), B(r)):
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8E

13 dN + ('EN‘

8E = (_Sﬁ-

] dN
N‘,v(r),l(r)

3 ]l,v(r ),B(r)

SE SE
+[[W] W B r)‘V(r)dr + [ —mr 3B(r)ydr
1N .

N.Ns,v(r)
1.36

Si se mantienen N y Ns fijas, la teorfia de perturbaciones a primer

orden® permite escribir los cambios de energia como:
3E = Jp(r)&v(r)dr - uBJ’ps(r)aB(r)dr 1.37

Por lo que, la comparacién de 1.37 con 1.36 da origen a las relaciones

SE ]
v (r) = p(r) 1.38
svir N.N_.B(r)
SE
¥ o Tsiﬂ?i] = ke (r), 7 1.39
' N.Ns.v(r)

que al sustituirse en 1.36, la transforman a

oE = ..iE_.

dN
&N ] Ns,v(r).B(r)

dN + 9E
N
S “N,vir}, B(r)

+lp(r)8v(r)dr - “BJPS(P)B(r)dr

1.40

Al comparar 1.40 con 1.35 se hacen las siguientes identificaciones
8E
“N = [—-—aN 1.41
! N_,v(r),B(r)
s
y B = [ 2 ] . 1.42
s )
S 7 N,v(r),B(r)

La primera cantidad, B, es equivalente al potencial quimico del
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modelo spin-restringido. La diferencia consiste en que la derivada se
toma a Ns y B(r) fijos. La segunda ecuacién define, por extensién, al
potencial de spin, e que es una medida de la tendencia de un sistema a
cambiar la polarizacion del spin. Los distintos valores de N, al
mantener N fijo, pueden interpretarse como correspondientes a los
diferentgs estados de valencia del sistema. Es por ello que M puede dar
informacién muy interesante desde el punto de vista de la reactividad
quimica : los valores de la pendiente de la curva E vs Ns pueden
emplearse para explicar algunos cambios que suceden en el proceso de
interaccién de dos especies quimicas. Es decir, la especie que presente
una pendiente mayor (us). sera la que tienda a donar spin .

La ecuacién 1.40 se puede reescribir como

3E = u"dN + usts + ‘[p(r)av(r)dr - uajps(r)aB(r)dr. 1.43

si se toma en consideracién 1.41 y 1.42. Ahora aparecen QOs términos
adicionales que no estaban en la teoria spin-restringido. Uno de ellos
asociado con la transferencia de spin y el otro con las modificaciones
del entorno magnético.

Los cambios de B Y B dentro del mismo conjunto de variables en el

que esta descrita la energia son:

8;1“

auu=[6N

)
Ns,v(r),ﬁ(r)

dN + [——

dN
aNS ]N,v(r).B(r)

au ou
N N
+J( 3 r ]N . r)av(r)dr + J 3BT SB(r)dr
14 sl

] N,Ns,v(r)

1.44
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au' . Bu' &
o (5 ),
s N Ns.v(r).l(r) o s ‘N,vir),B(r) $

8u ap
s ) s
+ FI0) Sv(r)dr + [—-(—)-—] SB(r)dr
[ Svir N,NS.B(r) [ $B(r N,Ns.v(r)

1.45
Al emplear las definiciones :
oy 8°E
n_E [———] = 1.46
NN SN N _,v(r),B(r) aNz N _,v(r),B(r)
s s
au, au 8’E
S R & e
NS aNS N,v(r),B(r) 6N N_,v(r),B(r) ON 8N N _,v(r),B(r)
s s s
1.47
au 8°E
n = [ ) = 1.48
ss aNS N,v(r),B(r) aN: N,v(r),B(r)
apN dpl(r)
fm(r) = = 1.49
3v(r) N.N_,B(r) 8N Ns,v(r).B(r)
3u 8p_(r)
£ (r) = - 1 X = |—2— 1.50
My 3B(r) NN v(r) oN Ns.v(r),B(r)
6us dplr)
fNS(r) E = 1.51
dv(r) NN B(r) aNs N,v(r),B(r)
3u dp (r)
£ (r) = - 1 s = |—2— 1.52
Ky 3B(r) N.N'.v(r) aNs N,v(r),B(r)

las ecuaciones 1.44 y 1.45 se reducen a:

'n,mdN + nNSdNS + fm(r)av(r)dr - uBJ f SN(r)BB(r)dr 1.53
J

Guﬂ

nSNdN + nssts + st(r)av(r)dr - M, fss(r)SB(r)dr 1.54
J v

S

s

Para obtener 147 y 1.49-52, se hace uso de la igualdad entre
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segundas derivadas cruzadas del funcional de la energia (ver
apéndice).

Las ecuaciones 1.43, 1.53 y 154 son la base del andlisis de
reactividad quimica dentro del formalismo spin~polarizado. En ellas
aparecen distintos fndices de labilidad en los cuales conviene detenerse
un poco. n“(gc.l.46) es equivalente a la dureza del formalismo
spin-restringido, excepto por el hecho de que para tomar la derivada se
consideré el namero de spin fijo. Por otro lado, s ¥ g contienen
informacién adicional. La primera es una medida de los cambios en el
potencial quimico, inducidos por las modificaciones en la polarizacién
global del spin. Y, al mismo tiempo, mide el efecto provocado en el
potencial de spin por los cambios en el nimero de electrones. La segunda
se puede llamar dureza de spin, ya que es similar a la dureza, en tanto
que es una segunda derivada con respecto al nimero de spin y por ello
esta relacionada con la curvatura de la funcién E(N s).

La discusi6én anterior indica que, junto a B, ¥ M. se tienen K
N Y Mg como criterios de reactividad. Y son globales en tanto
permanecen constantes en todo el espacio para una especie quimica dada.

En forma parecida a us, las derivadas 'nns y nss' llevan implicita
informacién concerniente al comportamiento del sistema en distintos
estados de valencia.

En el formalismo spin-polarizado, aparecen cantidades que son
equivalentes a Ja funcién de Fukui del caso spin-restringido(f m‘(x').
f SN(l'), f Ns(r) y f ss(r)): las funciones generalizadas de Fukui. Una de
ellas (fSN(r)) fué utilizada por Yang y Parr®® para explicar algunos
aspectos de reactividad en quimisorcién y catdlisis. Ademas, se puede
ver que fus(r) y f ss(r) son cantidades relacionadas con los cambios en

las densidades de carga y de spin, cuando se modifica el nimero de spin.
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Lo cual indica que pueden dar informacién acerca de la respuesta inicial
del sistema frente a los cambios de polarizacién del spin. Como las
funciones generalizadas de Fukui dependen del punto del espacio donde se
evalGan, son criterios de reactividad locales.

Las durezas y las funciones generalizadas de Fukui, definidas
arriba, son segundas derivadas del funcional de la energia. Si se
recurre a la analogia termodindmica, todas ellas representan
"coeficientes de respuesta” del sistema, similares a las capacidades
calorificas, coeficientes de expansién térmica, etc. del caso
termodin&mico>".

Para analizar la utilidad de las ecuaciones [.53-54, desde Ila
perspectiva de la reactividlad quimica, primero se examinara el
significado de las dos perturbaciones en los potenciales a los que estd
sujeta la nube electrénica: &v(r) y &B(r). Ambos se refieren a las
interacciones generadas - por - las  especies quimicas que .rodean a la
molécula bajo estudio. El primero es de naturaleza electrostatica y el
segundo representa al campo magnético producido por el entorno. Desde
luego que en un modelo refinado, se deberia considerar la naturaleza
vectorial del campo magnético. Pero ain en ese caso, dicha interaccién
estarfa dada por la densidad de momento magnético, u P S(r), de la
molécula reactiva. De 1.53 y 1.54 se concluye que los efectos en H, Y By
inducidos por &v(r) y &B(r) estan promediados sobre distintas funciones
de Fukui. Por otro lado, los coef if:ientes de peso de las contribuciones
por transferencia de carga y de spin son las durezas generalizadas, L
s~ Psn y nss'

El proceso de igualaciébn de electronegatividades, durante Ila
interacciébn de dos especies quimicas, se ha podido formalizar eh la

versiébn spin-restringido de la TFDso, gracias a la identificacién del
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potencial quimico con la electronegatividad® La solucion de la
ecuaciones 1.30-31 asegura que en la teorfa desarrollada en este
trabajo, tanto el potencial quimico como el de spin, deben ser
constantes en todo el espacio ocupado por la molécula. Existen entonces
dos procesos de igualacién durante la formacién de una molécula: el del
potencial quimico, que se alcanza por medio de la transferencia de
carga; y el del potencial de spin, que se logra con la "transferencia de
spin". Este Gltimo proceso, en realidlad es un rearreglo de las
distribuciones de carga p,(r) y p,(r) que se refleja en cambios en el
valor de Ns'

La relevancia de las funciones locales de respuesta, que aparecen
en las ecuaciones 1.53-54 es mas clara si se les analiza enmarcadas en
el postulado de Yang y Parr". El cual establece que el ataque inicial de
una especie sobre otra, ocurrird en la direccién que produzca el mayor
cambio inicial en el potencial quimico de la especie atacada. Mayor
cambio significa que Iaunl adquiere un valor méximo.

La ecuacién 1.53 indica que no sélo los valores de f NN(l‘) sirven
para ubigar sitios reactivos, sino que, habrd casos en los cuales |6p"|
grande es una consecuencia del comportamiento de fsn(r). Ademas, esta
dltima funcién de respuesta, queda determinada por los cambios de la
densidad de spin respecto del nimero total de electones. Lo cual estd de
acuerdo con el hecho de que existen especies quimicas que presentan
altas densidades de spin en regiones especificas: los radicales libres,
que son altamente reactivos. Por otro lado, también pueden existir
reacciones donde los valores de |8us| sean grandes en las etapas
iniciales. En este caso, pueden ser dichos valores los que definen los
sitios reactivos. Ahora las zonas doﬁde los coeficiente de respuesta,

fns(r) y fss(r), sean grandes identificaran los sitios labiles. De esta

21



manera, se pueden esperar casos en los cuales las fuerzas directoras
estén relacionadas con las diferencias entre los potenciales qulmioos.
casos donde dichas fuerzas provengan de diferencias en los potenciales
de spin y casos con efectos mezclados.

A lo largo de este capitulo. se ha utilizado la TFD spin-polarizada
y se han identificado en el f ormalis_mo criterios de reactividad que
estan relacionados , por un lado, con cambios en el namero de electrones
a Ns fijo y, por el otro, con cambios en la polarizacién del spin a N
constante. De esa manera, la metodologia introduce nuevas cantidades,
tanto globales como locales, que estdn ligadas a la flexibilidad de una
molécula dada para cambiar su estado de valencia durante la interaccién

con otra especie quimica cualquiera.



CAPITULO |l (PARAMETROS DE REACTIVIDAD QUIMICA EN EL MODELO DE
KOHN-SHAM)(*)

(*) El inciso B de éste capitulo esta basado en el trabajo Chemical
Reactivity in Spin-Polarized Density Functional Theory, M. Galvan, A.

Vela y J.L. Gazquez. J. Phys. Chem. (en prensa).



Dentro de los modelos desarrollados en el contexto de la teorfa de
funcionales de la densidad, el de Khon-Sham es uno de los que més se han
utilizado, desde un punto de vista préctico, para calcular la estructura
electrénica de aAtomos, moléculas y solidos’. Resulta interesante por lo
mismo, analizar la forma que adquieren los distintos indices de
reactividad del capitulo precedente, dentro de la teorfa de Khon-Sham.
Es a lo anterior a lo que se dedica este capitulo.

A) Formalismo Spin-Restringido

Si bien los teoremas de Hohenberg y Kohn'® aseguran la existencia
de un funcional anico de la energia en términos de la densidad de carga,
la estructura completa de este es desconocida. Lo cual se convierte en
uno de los grandes retos de la TFD: encontrar la expresién exacta de la
energia no-relativista, exclusivamente en términos de la densidad.

Para discernir los distintos contextos en los cuales se busca al

funcional exacto, conviene reescribir la ecuacién I.1 en la forma:
Elp(r)] = Jv(r)p(r)dr + Tlp(r)] + Jp(r)] + Kip(r)] I1.1

donde el funcional universal, Flp(r)}, ha sido seccionado en varias
contribuciones: Tip(r)] representa a 1la energia cinética como un
funcional de la densidad; Jlp(r)] a la energia debida a la repulsién

coulémbica de los electrones,

1 plrlp(r’)
Jp(r)] = 5 T = drdr’; 1.2

y Klp(r)] es el funcional de la energia de intercambio y correlaci6n.
En la forma de separar las distintas contribuciones de la energia,
representada por la ecuacién II.1, existen dos términos conocidos:

Jip(r)] y la energia debida a la interaccién de la distribucién de carga
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con el campo externo. Con esta Optica, los términos de los cuales debe
buscarse la expresién exacta son la energia cinética y la de intercambio
y correlacién. En este sentido, se puede decir que se han logrado
aproximaciones razonables a los funcionales de energia cinética y de
intercambio’®.  Sin embargo, todavia hay algunas limitaciones: por
ejemplo, no se ha logrado obtener una expresién para la energla,
exclusivamente en términos de la densidad, que de origen a una ecuacién
de Euler-Lagrange que produzca densidades con la estructura de capas
bién representada.

La forma de separar los distintos términos del funcional universal,
Flp(r)l, descrita anteriormente, aunque tiene cierta légica desde el
punto de vista fisico, resulta totalmente arbitraria y, por lo mismo, no
es uGnica. De hecho, la teorfa de Khon-Shama. que entre paréntesis no
presenta el problema de la estructura de capas mencionada arriba, se

basa en una forma alternativa de hacer la separacion:
Elp(r)] = TS[p(r)] + Tclp(r)] + Jlp(r)] + Klp(r)] + Jv(r)p(r)dr . IL3

Donde se han identificado, explicitamente, dos contribuciones a la
energia cinética total: la de un sistema de particulas independientes,
Tslp(r)l y un término que es la parte que le falta a la anterior para
describir la energia cinética total. Este dGltimo término, T C[p(r)l.
contiene la energia de correlacién ligada a la energia cinética. Las
expresiones adicionales en la ecuacién I1.3 son idénticas a las de la
ecuacién II.1.
La separacién descrita permite agrupar toda la correlaciéon en un
s6lo término que ademéas incluye a la energia de intercambio:
Exc[p(r)] = Klp(r)] + Tclp(r)] 1.4

Por otra parte se puede escribir Ts[p(r)] exactamente si se recurre a un



formalismo basado en orbitales:

T =- Z n If(r){- L v’}o (r)dr Ls
s il > i

i=]
n es el naimero de ocupacién del orbital ¢i(r) y la suma incluye todos
los estados ocupados.
Se puede ver que la ecuaci6n II.3 contiene una parte dependiente de
los orbitales (¢i} y otras que dependen de la densidad, por lo cual es
necesario establecer una regla de correspondencia entre los dos juegos

de variables. En la teoria de Khon-Sham ® se utiliza la expresion
Noc
»
plr) = Z ni¢i(r)¢i(r) 1.6

i=1

que es la forma que adquiere la densidad, cuando la funcién de onda
consiste de un sélo determinante de Slater”’.

A diferencia de los orbitales en la formulacién de Schroedinger,

los de Khon-Sham -son -orbitales cuyo Gnico . sentido fisico es el de servir

para evaluar la densidad de acuerdo a la ecuacién II.6.
El funcional de la energia de la teoria de Khon-Sham
spin-restringido, que toma en cuenta IL.3 y IL.S5, es:

Noc

E[(nk}.wk}] = Z niJ¢;(r){— -%— Vz}oi(r)dr + Iv(r)p(r)dr

i=

1 p(rlp(r’)
+ T -—‘-r—-_—r.‘— drdr’ + Exc[P(r)] 1.7

El cual, conforme a Il.6, resulta ser un funcional del conjunto de
funciones (¢k) y del conjunto de nimeros de ocupacién (nk). Estos
altimos se pueden fijar y el funcional dependera, exclusivamente, del
conjunto (¢k).

El minimo de la energia se alcanza para un juego de funciones {¢°).




Y la restriccién impuesta durante el proceso de minimizacién, que
originalmente es la de normalizacién correcta para la densidad de carga,
se transforma en la exigencia de ortonormalidad sobre los orbitales de

Kohn-Sham:

Io‘;(rwj(r)dr -5, I8

La minimizacién de I1.7, sujeta a las restricciones I1.8, da origen

al sitema de ecuaciones diferenciales siguiente:

1 2 p(r’) al-:xclp(r)l
B i =y R O B vt A

i=1,...,N 1.9
0

No es el namero de orbitales ocupados.

Para obtener I1.9 se han hecho las transformaciones necesarias para
quedarse unicamente con los elemeéntos diagonales de la matriz de
multiplicadores de Lagrange: el conjunto de eigenvalores (ci).

Las ecuaciones II.9 se resuelven autoconsistentemente utilizando
1.6 en cada etapa del proceso. De esta forma, las ecuaciones I1.6, 11.7
y I1.9 definen un formalismo similar, en su estructura matemética, a la
teoria de Hartree-Fock 32, aunque existen diferencias conceptuales entre
ambas teorias: una de las caracteristicas mas interesantes de la teorfa
de Kohn—-Sham, es el significado de los eigenvalores que a diferencia del
formalismo de Hartree-Fock en donde representan energias de
ionizaciénaz, en el modelo de Kohn~Sham se cumple quem,

6E

‘E\_i- = Ci 11.10

Es decir, la derivada de la energia respecto a la ocupacitn de un

orbital, es igual al eigenvalor correspondiente.
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Para obtener la ecuacién I1.10 se toma en cuenta la relajacién de
los orbitales es decir que al derivar se incluyen los cambios inducidos
en los orbitales de Kohn-Sham por el hecho de cambiar el nGmero de
ocupacién del orbital iésimo.

A.l1) Electronegatividad, Dureza y Funcién de Fukui

Las cantidades en las cuales se esta interesado en esta seccién se
refieren a derivadas de la energia o de la densidad respecto al naimero
de electrones. De la ecuacién 11.7 se puede ver que los cambios en el
nGmero de electrones se reflejan, en el modelo de Kohn-Sham, en

modificaciones de los numeros de ocupacién, en vista de lo cual se puede

ani
I1.11
n, #n.{ 8N Jv(r)
joi

es necesario especificar cé6mo cambian las

escribir lo siguiente

8E[(n )] 8E
8N v(r) B ani
i

Para evaluar (8n,/8N)
1 vir

)

ocupaciones al cambiar N. Analizaremos aqui el caso en el cual sélo se
modifica la ocupacién de un orbital.
Sea A(N,nl,nz,...,nu), una funcién del nimero de electrones y de

las ocupaciones, definida como
N

AN, n,,....n) N - z n, =0 .12

i=1
La diferencial de 11.12 es

8A a OA
s [ oN ]“-dN ' Z [ an_ ]N.n.am.d“i =0 1113
i 4 i N
i=1
Si s6lo cambia el orbital iésimo se cumple lo siguiente:
8A
OA
[ 3N ]nidN * [ an, ]N,njatnidni =0 IL14

La expresién II.14 se puede derivar respecto a N manteniendo

constantes los nj que cumplen con j®#i. Si se rearregla la expresién



resultante, se puede obtener

[ aA]
[ ani 8N ni
—_— = - 1 11.15
3N ] =
ani N.njatni

Para una especie neutra, es necesario considerar el proceso,
Aa+ Y AS-—’
que significa el paso del catién al anién. A6+ representa al sistema
cargado positivamente con & y Aa— corresponde al anién. Para la
derivada, es necesario examinar el limite en el que &> O porque asi sélo
se condiciona a que la curva sea "suave” en el intervalo (N-8,N+3). Es
el proceso anterior el que determina, junto con la configuracién de cada
especie, cuales son los orbitales que intervienen. Estos seran los que
alteran su ocupacién durante el proceso que va del catién al anién. En
algunas situaciones, puede intervenir mas de uno- en -el proceso. El.caso
mas simple es el de una especie de capa abierta donde s6lo interviene un

orbital:

4
3
X XX
2
X XX XX
€
1
fon fon
neutro
pos 1 tivo neg ativo
En esas condiciones,
_ _ _ | 6E _
X =-u= [—aT) = CH I1.16
v(r)

donde x es la electronegatividad, p el potencial quimico y €, el

eigenvalor del orbital mas alto ocupado. La expresi6én anterior es muy
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6til porque permite calcular electronegatividades de una manera muy
simple: basta conocer el eigenvalor del dGitimo orbital ocupado. Las
estimaciones hechas mediante este procedimiento, presentan la misma
tendencia en el comportamiento periédico que las escalas empiricas de
clectronegatividad™*

Para obtener la durezas. n = (aZE/aN’) viry € puede utilizar la

expresién para el eigenvalor que se obtiene de I1.9 con i=h:

| (r')
* 1 .2 ' P ,
= I¢H(P){ - —Z—V + v(r) + I—m dr’ + ch[P(l')l} ¢H(r)dr .17

Por medio de una derivacién directa de la ecuacién anterior, respecto al

namero de electrones, se obtiene

oe, 89, (r) | . . B9 (0
- [ h ]0¢H(r)dr+J¢H(r)0[ h ]dr

3

+¢(r)[ S

] ¢H(r) dr 11.18

—'T_-r—.]— dr’ + ch[p(r)].

Mediante la ecuacién II.9 y como consecuencia de la hermiticidad de O

- p(r’)
donde O = -1/2V% + v(r) + I

se llega a
*
aen 8¢H(r) 8¢H(r) .
e =€“I [—-—-aN ]¢H(r) . [—“an ]¢H(r) dr
. 80
’J’H(P) [-—a—ﬁ‘] ¢H(P) dr 11.19

Los dos primeros términos se pueden agrupar en la forma

de
[ N ] = % 3 [I¢;(')¢H("“] * I" (r) [ 20 ) ¢, (r) dr 1120

La condicién de normalizacién de ¢H(r) implica que el primer término de
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la ecuacién 11.20 es cero. El operador O contiene partes independientes
de N, -1/2v° y v(r), que no contribuyen a la derivada . De acuerdo con

lo antes dicho, la ecuacién I1.20 se reduce a

e . 8p(r’)/8N avxc[p(r)l 8p(r)
N - I‘n""{ I_[FTF’T‘ ar TSl N }*u"’d" n.21

Con la identificacién dentro de la expresién anterior, de la funcién de
Fukui, 1.16, se obtiene una definicibn para la dureza en términos de

dicha cantidad y del altimo orbital ocupado:

*
a%E ¢H(r)¢H(r)f(r’) .
n = = I" — r,l dr dr
vir)

aN?
» 5ch(p(r)]
+ ¢H(r)¢H(r) ——s-b—rr—r— f(l‘)dl" 11.22

La funciébn de Fukui se obtiene de la densidad de Khon-Sham,

ecuacién I1.6, mediante la definicién 1.16:
Noc )

8p(r) . ¢9ni 8[¢:(r)¢i(r)]
[ N ]vm = ’i('”i(’)['_an ] t N .23

1=

El primer término de esta ecuaci6n esta relacionado con la manera como
cambia el namero de ocupacién al modificarse el nUmero tota! de
electrones y, el segundo, contiene la relajacibn que se induce ec los
orbitales de Khon-Sham al variar N.

La funcién de Fukui de la teoria de Kohn-Sham, para el casc donde
s6lo cambia la ocupacién del orbital mas alto ocupado (HOMO), se obtiene

combinando I1.23 con II.15:
Noc

. 8le, (r)g,(r)]
f(r) = ¢H(r)¢H(r) + n, 3N 11.24

i=1
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Las ecuaciones 11.16, 11.22 y I11.24 son exactas en el contexto de
ia teoria de Kohn-Sham spin-restringido.

Si no se toman en cuenta los efectos de relajacién asociados con el
segundo término del lado derecho de la igualdad I1.24, se obtiene una
aproximacién para la funcibn de Fukui que se denomina de “core
congelado”,

f(r) & ¢ (F)g(r) 1.25
El hecho de que bajo esta aproximacién la f(r) se reduzca al orbital de
frontera adecuado, sﬁstenté la idea de que la funcién de Fukui es un
indice de reactividad que contiene informacién parecida a la teorfa de
orbitales de frontera. Al mismo tiempo, podemos decir que la f(r)
contiene informacién adicional si se incluye la relajacién. Desde luego,
como en este caso sbélo interviene un orbital, este funciona como Gltimo
ocupado y- primer desocupado. En una capa cerrada, cuando se desprecian
los efectos de relajacién, la funcién de Fukui se reduce al HOMO cuando
el sistema transfiere carga y al LUMO cuando la acepta. Esta
caracteristica motivé a Yang y Parr® a introducir el nombre de funcién
de Fukui para f(r).

11.B) Formalismo Spin-Polarizado

En este apartado se obtendran las expresiones, dentro de la teoria
de Kohn-Sham spin-polarizado, para diversos indices de reactividad
quimica introducidos en el primer capitulo de esta tesis. Para ello,
primero se describe brevemente el formalismo spin-polarizado del modelo
de Khon-Sham’.

El equivalente de la ecuvaciéon II.7 para un sistema donde se
considera la polarizacibn del spin es, en, ausencia de un campo

magnético,
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E[ patrhpy(r)]= T [ patrdipy(r)] + V_ [ palr),p lr)]
+ [p(r)v(r)dr . 11.26

Donde,

L 4
T [ pplrhpy(r)] = z Z nhj¢ic(r)[ vv)e (rir, 0z
o i

es el funcional de energia del sistema no interactuante; ¢ = ,, , es el
fndice que identifica al spin; n,. es el namero de ocupacién del

spin-orbital ¢i°.(r); y

po(r) = Z n. ¢;¢r(r)¢»i o_(r) . I1.28
i

El potencial externo representa la contribucién de los nucleos
atémicos del sistema lo cual significa que el formalismo que se
desarrolla sera valido para 4atomos y moléculas. Notese que se ha hecho
uso de las funciones p,(r) y p,(r), en lugar de p(r) y ps(r). Esto se
debe a que es mas claro el desarrollo ulterior con este juego de

variables.
I.a minimizacién de la energia total con respecto a los spin
orbitales, sujeta a las restricciones de ortonormalidad, origina‘

ecuaciones monoelectrénicas de la forma:

2 o
[-1720" + v(r) + v _((r)]¢, (r) = € ¢, (r) 11.29

i-_-l...,N; o = Yy

- 8V__[ palr).py(r)] 11.30
con v elr) =

3p (r
pa.( )
las cuales tienen que resolverse en forma autoconsistente para obtener
€, . (r).
ic ¥ ¢w( )

Conviene hacer énfasis en que los nimeros de ocupacién se mantienen
fijos durante la variacién y, por lo mismo, siempre se pueden escoger

sus valores de tal forma que, por un lado , produzcan los valores



correctos de Jos nomeros de electrones y de spin y, por el otro,
satisfagan el principio de exclusion de Pauli. Las expresiones para N y

Ns' en términos de los nameros de ocupacién, son las siguientes:

NSZ [n‘?-bni&] ' .31
i

NS=Z[nLr—ni+] : 11.32
i

I1.B.1) Potencial Quimico y Potencial de Spin
Para calcular el potencial qufmico (p') y el de spin (u s)' en el
caso spin polarizado, estdn involucrados los orbitales mas altos
ocupados de ambos espines. Con la finalidad de evaluar derivadas
respecto a N y Ns, se puede considerar que la energia depende de los
nameros de ocupacién: E[ (nio_)]. De ahi que por la regla de la cadena se

obtengan las ecuaciones que aparecen aba jo:

. 8E[{n, )] ) an, -
N 8N o J0g?n | N
o i :
. 8E[(n, }] ) on; s
s 8N n,#n, | 8Ns
s p : o /7 jB ic

Debido a que el resultado de Janak>> puede aplicarse al caso spin

-

8E
én

8E
an

. 35 : A .
polarizado™ se satisfacen las siguientes relaciones,

: 8E _| 8E
iy [—55'1—] v, T [‘m—] - I
T vir N 4

1
Y i), Ny

Con base en lo anterior, las derivadas respecto a N y a Ns pueden

8E [{n, }] an,
10 10
_—= €, 11.36
8N Z ; “’[ 8N ]
o i
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reescribirse como




donde €ic representa el eigenvalor del spin orbital correspondiente.
Encontrar las derivadas que aparecen en el lado derecho de las
ecuaciones anteriores, implica referirse a procesos especificos. En
particular, resulta importante estudiar fen6menos de transferencia de
carga, en los que se mantiene fija la polarizacién del spin; y procesos
donde cambie el namero de spin, manteniendo constante el namero de
electrones. Para estos casos basta considerar, como veremos mas
adelante, dos orbitales: uno de simetria o y otro de B. Considerando

esas restricciones las ecuaciones 11.36 y I1.37 se reducen a

( on, én,
8E [(nio_}] Ly Je
Be=|———I| = € : + g; 11.38
8N N ™ 6NN ¥l 8N N
A . 8 S
(oE 6E[(n; )] ony on;,
B, = =€ N I1.39
N Tl N_ N 1 8N_ N
| s N s s

Por medio de las ecuaciones I1.31 y I1.32 se pueden definir las

funciones
A[Nidn, )] = N - Z [ n, nu] =0 .40
i
y B[ N_{n }] = N, -Z [ n - n%] =0 141

Si solo estan cambiando dos orbitales con spin diferente, Ilas

diferenciales totales de A y B son



A OA 8A
dA-[————} dN+[—————] dniTo[ ] hhac
8N ni‘t.n 1& 89 iy N,n 1 8n i N’nL,.

11.42

[ - ] [ . ] [ - ]

dB = dN + dn, + dn. =0
s in L

BNS ni.,’ i ani‘r Ns'niy én is Ns.ni"

11.43

Si se deriva la ecuacién 11.42 respecto a N, manteniendo Ns fijo,

y si se evaltan las derivadas correspondientes, se llega a

ani an .,
| =1- Ju . 11.44
N N 8N N
s s
Por otro lado, se puede obtener la relacitn
8ni 31’1i
__"“ = ¥ = 1/2 . 11.45
8N |JN 8N JN
- s 0 .. 8. . , R

si se dériva II..45 respecfo a N con la restriccion de N
f ijo:(aNs/aN)=0. La segunda igualdad de esta expresién se obtiene al
combinar la primera igualdad de 11.45 con la ecuaci6n II.44.

Considerando lo anterior, la expresiéon para la derivada de la

energia respecto al numero de electrones, ecuacién I1.38, se reduce a

oE
o= [ 3N ]Ns = 172] ei¢ + eh] 11.46
Con la finalidad de obtener una expresién para B equivalente a la
de arriba, se derivan las ecuaciones I1.42 y II.43 respecto a Ns y se
considera que (aN/aNs) = 0. De esa manera, las expresiones similares a
I11.44 y 11.45 son, respectivamente,

ani anj
+ =1+ ¥
aNs- N 3N 11.47



i In i 1 o
* = -~ + = 3 11.48
-O'ﬁs N aﬁs N
Nuevamente se puede combinar la primera iguaidad de I1.48 con I1.47
para obtener la segunda parte de 11.48. Y se llega al potencial de

spin, Ko al sustituir 11.48 en 11.39:

8E 1
B, = [aN ]N=-—2-—-[ci*-ej+] I11.49
s

En términos generales, las ecuaciones 11.46 y I1.49 son validas para
evaluar las derivadas " correspondientes, considerando que s6lo estan
involucrados en el proceso dos orbitales, uno de cada spin. Es
suficiente analizar sélo el cambio de dos orbitales para estudiar los
dos procesos de interés: modificaciéon de N a Ns fija y cambios en Ns a N

constante.

El potencial quimico, p N Se puede definir tanto para el proceso de
aceptar carga (u;). como para el de donarla (u;). En principio son
diferentes y su promedio define la derivada asociada con un fenémeno
donde no existe transferencia neta de carga (p:).

Desde luego, existen muchas maneras de transferir carga: para
producir un cambio en N se pueden modificar los distintos nimeros de
ocupacién. Sin embargo, s6lo tiene sentido fisico cambiar la ocupacién
de los mas altos ocupados o de los mas bajos desocupados, ya que son los
Gnicos que se afectan.

Considérese una transferencia de electrones del tipo

(N.Ns) > (N+6,Ns)
Es decir, Ns es constante y el namero de electrones cambia de N a N+3.

Si 8 > O, es necesario ocupar con &/2 electrones los orbitales mas bajos

desocupados de ambos spines: ¢

m”‘*r*l(r) y ¢mr1(r); que al retomar el

lenguaje de la teoria de orbitales de frontera’ se transforman en
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‘wuo,(r) y 'Luuo,,(')' Por medio de la ecuacién I1.46 se obtiene

+ 1 _
”I-T[CLUMO.'.‘cLUIO*] : .50

En forma analoga, para 8<0, se tienen que quitar /2 electrones de
¢mu¢(r) y 8/2 de Qmu‘b(r) para conservar Ns fijo. Por lo tanto
p, =12 [e

HOMO,, * cllouo ‘»] ' .51

Para & = O el promedio es

+ 11.52

) _ )

€ + € € + €
M: - /2[ LUMO,  LUMO, HOMO 4 HOMO,

Las derivadas respecto a NS, manteniendo N fija, se obtienen por
un procedimiento semejante al anterior, en el que se utiliza la ecuacién
11.49. La transferencia de spin en este caso, se esquematiza como

(N.Ns) » (N,Ns+as).

Si 85>0, se desocupa el orbital ¢ (r) en una cantidad igual a 65/2 .

axy

Y, por otro lado, se ocupa con la misma cantidad ¢mu ﬂ(r). Por lo cual,

la ecuacién 11.49 da como resultado

B =12 -

< [ cw“o‘r 11.53

eI'IOMO N ]

Mientras que, para Bs<0, se tienen que transferir 65/2 electrones

del orbital ¢m‘x (r) al ¢mu l(r), por lo que
1+ 3t

ug =12 | Cromo, ~ Crumo, ] 1.54
Al promedio de I1.53 y II.54 le corresponde Gs= 0:
0 € umo, ~ Exomo €omo, ~ ELumo
p =172 + M T M .55
s 2 * )



Las ecuaciones 11.52 y ILSS5 contienen informacién muy interesante, ya
que, por un lado, el potencial quimico depende de los promedios de los
eigenvalores correspondientes a los orbitales LuM0 y momo de cada spin
y, por el otro, el potencial de spin esta relacionado con las
diferencias entre las energias -orbitales de spin « y B . Desde el punto
de vista de reactividad quimica, se puede ver que no s6lo son
importantes los valores relativos de los eigenvalores del mHoMo y‘ del
Lumo, sino también lo son los desdoblamientos de las energias orbitales

del HomMo y del Lumo de ambos spines.

11.B.2) Funciones Generalizadas de Fukui
y La Aproximacién de "Core-Congelado”
Para obtener las derivadas de la densidad de carga y de spin,
definidas en el capitulo I (ecuaciones 1.49-1.52), es necesario utilizar

las expresiones para p(r) y para ps(r). en términos de los orbitales de

Kohn-Sham:
Ngy Ny
L * ]
plr) = Z n, ¢} (r)6, () + Z n;, 45,6 1156
i=1 =1
Np Ny
ps(r) = z ni,r¢i.,\(r)¢i¢(r) - Z nj¢¢j¢(r)¢ h(r) 11.57

i=1 Jj=1

N; junto con N, para el spin contrario, representan el nGmero de
orbitales ocupados de tipo , y , respectivamente.
También para este caso, los procesos de cambio de N y Ns sblo

involucran a las ocupaciones de, a lo méas, dos orbitales. Sean ¢

(r)
g, 7)Y

¢l (r), los orbitales cuyas ocupaciones, n, y n, cambian. Entonces la
¥
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expresion para la derivada de la densidad respecto al nGmero de

electrones es
8p(r) ap(r) 8p(r) l¢,
8N aN 8N N
N¢ .
ZI 3p(r) [a[ﬁ*(r-ui?(r- )] 5
. ,
. [ ]
3 . (r’)¢. (r") 8N N
i=1 [ ¢1T r ¢1‘1". ]
Ny
sp(r) afe. (r)e. (r')
' Z [ y — [ [’J* T : dr’ 11.58
- 5[ ¢j¢(r )¢j¢(r )] 8N N,

Por medio de la ecuacién II.56 se obtienen las expresiones

siguientes:
dp(r) .
3 = ¢k°_(r)¢ko_(r) I1.59
n
ko
dp(r) :
y " = §(r-r’ )nko- . 11.60

3[ ¢, (rg, (r)]

Donde &(r-r’) es la funcién delta de Dirac.

Al sustituir 11.45, I1.59 y 11.60 en II.S8 se obtiene

ap(r) » ]
g =12 [ ¢k¢(r)¢k‘r(r) + ¢l¢(r)¢l¢(r)]
s

8N
Ny . Ny .
[ 8 . (r)¢. (r) 8 . (r)¢. (r)
A [ﬂ¢ ﬂ¢ ]+ N [¢ur¢ur]
+ aN v N
i=1 i=1

I1.61

En la ecuacién de arriba, los dos tltimos términos corresponden a
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la relajacion. Es decir, a las modificaciones que sufren los orbitales
de Kohn-Sham durante el proceso de cambio en el nGmero de electrones. Si
este efecto no se toma en cuenta, se obtiene una aproximacién a la
derivada que se denomina de “core-congelado”. Aunque en realidad mo sélo
el core se mantiene fijo, sino que también los orbitales de valencia se
consideran invariantes durante el cambio en N. Bajo esta aproximacién,

I11.61 se reduce a

ap(r) 1 . .
fo = o = ; [ ¢k1‘(r) ¢k¢(r) + ,¢1¢(r) ¢ lir)] .62

S

Por un procedimiento similar pueden obtenerse expresiones para las

demas derivadas, dentro de esta aproximacién:

1 * »
f =f_= = (r) (r) - (r) I1.63
ns = Tox 2[ b ) ¢ (r) - ¢, (1) ¢(r) ]

f _=f 11.64

Nuevamente, al igual que en el caso de los potenciales quimicos y
de spin, es necesario distinguir los diferentes procesos de
transferencia. Para (N,Ns) > (N+3, Ns) con 8>0 tenemos, si se conserva
la misma notacién,

1
+ - 2 2
e 3 [Mwuo‘r(r” + |¢LUMO¢(P)I ] I1.65

donde se ha utilizado la ecuacién (11.62).
Para el caso 8<0,

1
- 2
o = ; [Muouo,,.(r)l + |¢H(M%(r)|2 ] 11.66
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- y ¢l promedio para § = O es

1
2 2 2 2
f:: - : [ l’umo,.(r)l + ¢ *(r)] + | (r)|° «+ |¢m*(r)| ]
11.67

Por otra parte, al analizar la derivada f « Para los distintos

casos de 8, puede obtenerse, mediante la ecuaciéon (I1.63), que para 3>0

1

+ - 2 2

foy [|¢Lw%(r)| - |¢um¢(r)| ] 11.68
2

y para 840, se tiene

fo = l[|¢ )% - |¢ ®)*] 11.69

SN HOMOA HOMO |, ’
2

Finalmente, para &8 = O, el promedio de las dos ecuaciones

anteriores da por resultado
1
0

_ 2 _ 2 r 2
fon ® 4 [ '¢LUMO¢.(P)I l¢1.uuo,1,(r)l * Muomoq.(r)I wuouo,b(r)‘ ]

I1.70

De esta manera, se puede observar que f w Y f N dan lugar a tres
indices d;a reactividad cada una: el caso &8¢0 esti relacionado con los
ataques electrofilicos, el correspondiente a &>0 con los nucleofflicos
y, finalmente el 8 = O con los ataques por radicales libres. Ademas, la
generalizacién al caso spin polarizado permite decir que la definicién
de sitios activos se establece no sélo por el comportamiento local de
los orbitales HOMO y LUMO de ambos spines, sino que la diferencia entre
ellos puede ser la contribucién dominante de la reactividad en una zona

dada de una molécula.
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Por el mismo procedimiento que se ha seguido hasta aqui, pueden
obtenerse también las expresiones para f ws 7 f s 0N el empleo de las
ecuaciones (I1.62) a (I1.64). Ahora se mantiene fijo el nGmero total de
elctrones, y se producen variaciones en el namero de spin. Asf, para el

proceso (N, Ns) » (N, Ns + as). con 5s>o se tiene

1
. - 2 _ 2
e X [|¢m"(r)| |¢H°“%(r)| ] .7
fl o= l [l¢ ' ))%+ |¢ (r)|2] .72
SS 2 LUMO, HOMO )

¥y con 65<O, las expresiones correspondientes son

1 .
- _ 2 _ 2
f* N [Mﬂoﬁ%(r)l ]¢Lw%(r)| ] .73
- [le... ®%+|¢ . (M]?*] 1L.74
ss -, HOMO LUMO, :

Cuando se toma el promedio de los casos 85>0 y 85<0. se alcanza el
resultado
fns(r) = fSN(r) IL.75
fss(r), = fm(r) I11.76
En este contexto, la aproximacién de core-congelado tiene ciertas
peculiaridades que vale la pena resaltar. En primer lugar las funciones
generalizadas de Fukui f us Y fss' en el caso as = 0, son iguales a f o Y
fNN para 8 = 0. Puede decirse, también, que las .ecuaciones {I1.65) a
(II.76) justifican la -importancia de los valores locales del HOMO y el
LUMO de ambos spines como criterios de reactividad. Adicionalmente,
resulta que las diferencias entre ellos pueden ser importantes y, por lo

mismo, su analisis resulta sumamente interesante.

Es importante notar que, si bien los resultados obtenidos en esta
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parte se enmarcan en el contexto de la teoria de Kohn y Sham, pueden ser
utilizados también dentro del formalismo del método de Hartree-Fock no
mtringido(UHF)“ o combinados con cualquier método semiempirico que
distinga entre orbitales de spines a y B.

Podemos aseverar que la aproximaciéa de core congelado, aplicada a
la teoria de funcionales de la densidad aquf desarrollada, da origen a
una versién spin polarizado de la teoria ;!e orbitales de frontera. De
becho, esta teoria ya ha sido empleada en combinacién con el método UHF
para explicar algunos casos de reactividad en complejos de metales de
transicién’’. Esto es interesante porque la generalizacién derivada en
este trabajo puede complementar los estudios de reactividad de especies

quimicas en las cuales la polarizacién del spin es relevante.

44



CAPITULO Il (FUNCION DE FUKUI' Y DENSIDAD DE SPIN)(*)

(*) Este capitulo esta basado en- el trabajo Fukui Function:
Spin-Density and Chemic:al Reactivity, M. Galvan, J.L. Gézquez. y A.

Vela, J. Chem. Phys 85, 2337 (1986).



Una de las conclusiones importantes de los dos capitulos anteriores
es la identificacién de las derivadas de la densidad, respecto al namero
de electrones y al niGmero de spin, como fndices de reactividad quimica
que contienen a la teorfa de orbitales de frontera.

En este capitulo se establece una relacién aproximada entre la
funcién de Fukui", f m(r). y la densidad de spin, la cual apoya la idea
de que ambas son criterios de reactividad locales.

De acuerdo al modelo spin polarizado, se pueden introducir, como
cantidades béasicas, las densidades de spin, ps(r), y de carga, p(r) y,
al mismo tiempo, se puede proponer que ambas propiedades dependen del
namero total de electrones, N, y del nimero de spin, NS:

p(N,Ns;r)= p.,(N,Ns;r) + p,l,(N,Ns;r) ; 1.1
pANN_ir)= po(N.Nr) - p (NN r) .2

En el formalismo spin restringido se tiene el mismo ndmero de

electrones de ambos spines. Y se puede utilizar esa configuracién como
punto de partida para hacer un desarrollo en series de Taylor de las dos
densidades, considerando que' N esta fijo. Para ps(r) el desarrollo

adquiere la forma .

3
dp (N,N_;r) 38p_(N,N_,r)
(NN ) = N_ —=5 5 + é Nz S5 .
N aNz

éN
s

HI.3
Donde se ha tomado en cuenta que ps(r) es una funcién impar de Ns. Lo

, etc. son

cual implica que p_(r)}, _ . 62p (N,N ,r)/c':‘N2
s NS-O s s S N =0
s

N

iguales a cero. Ademéas, el nimero de spin en el punto de referencia,
N:. es cero porque corresponde al caso spin-restringido.
Tanto la densidad de carga como la de spin dependen de dos

conjuntos de variables: (N,Ns) o (N,N,), cuyas reglas de transformacién
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[
Ny=12|N + N I+

N,=172| N - N H1.S
De acuerdo a lo anterior se puede escribir, en forma implicita, la
dependencia de las densidades de carga y de spin en N y Ns:
1.6

p(N.N_r) = ps[ N,(N.Ns).mm.ns).r]

La evaluacién de las derivadas totales de p(N,Ns,r) respecto a N y,
de pS(N,Ns,r) respecto a NS, considerando la dependencia en N y Ns de

acuerdo a las ecuaciones 1I1.6, da como resultado las relaciones

siguientes:
8p ap 8N4 ap oN,
[‘—aN ]N = ['_aN )N ("aN ]N * [ aN ]N [ 3N ]N nL7
s Ny s 1) Ve s
(e v = s« ooy e
aNs N NNy aNs N ON_ N, aNs N ’
Las cuales se transforman, con la ayuda de II1.4 y IILS, a:
dp ap ap
_ = 1/2 [._.__] + (———] 1.9
[ 8N ]Ns N4 Ny Ny N,
ap ap ap
s s s
—_— = 1/2 {—] - [——] 1110
[ aNs )N [ N4 N, oN N,

Si se sustituye en el lado derecho de las ecuaciones III.9 ¥
I11.10, las expresiones de p(r) y ps(r) en términos de paA(r) y py(r)

(ecuaciones II1.1-2}), se llega a

T I IR e R e R et P
BN N aNA N, AN, TN, T e )N,
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ap 8p 4 8p, 8p,
[ _‘W =12 { )N.» [W]M [ NN, ¢ 8N+ N, .12

Mediante la resta de III.1l de IIl.12 se puede demostrar que se

cumple la relacién

8p_(N,N_,r) 8p(N,N_,r) 8p (N, N, ,r)
e i e

S

II1.13

8p4 (N4, Ny, 1)
) [ oN, ]NT

Si se considera que el cambio en la densidad electrénica de un
spin, respecto del nimero de electrones del spin contrario, es mas

pequefio respecto al primer término de la ecuacién II1.13, entonces
aps(N,Ns.r) ap(N,Ns.r)
N N

= [——-———— 11114
N5=0 dN

s|N =0

3
En los capftulos siguientes se verad que la relacién anterior es valida
en forma cualitativa tanto para atomos como para moléculas.

El término del lado derecho de la ecuacién anterior, es la funcién
de Fukui del sistema spin restringido. Sustituyendo este resuitado en el
desarrollo en series de la ecuacién III.3 y, despreciando las derivadas
de tercer 6 mayor orden, se obtiene una ecuaciébn que relaciona la
funcion de Fukui con la densidad de spin:

f(N,O,r) 2 p (N,N_,r)/N HI.15
s s s

La expresion de arriba, no obstante las aproximaciones
involucradas, representa una alternativa interesante para estimar la
funcién de Fukui para moléculas: mediante un calculo spin-polarizado
{por ejemplo Hartree-Fock No Restringido) se puede obtener la densidad
de spin y por ende f(r) via la ecuacién de arriba.

Por medio de la ecuacién III.1S se pueden reescribir las ecuaciones
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1.14 y 1.18 de )a siguiente manera

3E = pdN + [(pptriep (ri)ovirkr In.16
(pg(r)-py(r))
Sy & ndN + -—m— 3v(r)dr .17

En el capitulo I se mencioné que estas ecuaciones son fundamentales
para describir los cambios quimicos . Los términos pdN y 7dN, se
refieren a cambios globales que suceden cuando existe una transferencia
neta de carga al formarse un enlace quimico. Por otra parte, los
integrandos describen el comportamiento local. De esa forma, mientras
los cambios de energifa estan gobernados por la densidad de carga, los
cambios en el potencial quimico estan relacionados con la densidad de
spin. Esta interpretacién es muy interesante, ya que retoma la idea de
la teoria de funcionales de la densidad l, en el sentido de usar a la
densidad como una variable basica. La Gnica diferencia es que, en este
caso, se recurre a los componentes por spin de la densidad.

‘La densidad de spin, por su parte, también ayuda a entender algunos
aspectos de reactividad. En la formacién de una molécula diat6émica
homonuclear, la contribucién global al cambio en el potencial quimico,
ndN, vale cero. Por lo mismo, el gradiente inicial del potencial quimico
a distancias grandes, proviene de la densidad de spin. Lo cual esta de
acuerdo con el hecho de que dos 4tomos de hidrégeno, separados por una
distancia igual a dos veces su longuitud de enlace, presentan una
polarizacién del spin que lleva aparejada una densidad de spin distinta
de cero. La polarizacién del spin es, en este caso, muy importante para
obtener el limite correcto de Aatomos separados. Esta situacién es muy
comin en aquellos casos donde la molécula se disocia en 4tomos neutros
de capa abierta. En ese mismo sentido, los estudios de las deformaciones

de la densidad de spin sobre una trayectoria de reaccién, muestran que
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dichas deformaciones ayudan al entendimiento de los procesos qunmoosa'
| Otro ejemplo de que la densidad de spin es una medida de
reactividad quimica, es el de los radicales libres 10’ los cuales se
caracterizan por la presencia de electrones desapareados. Estas especies
son altamente reactivas, lo que indica un gradiente del potencial
quimico inicial grande que puede relacionarse con una alta densidad de
spin.

También existen indicios de que la densidad de spin interviene en la
quimisorcién y la catalisis™®

La discusién previa apunta en el sentido de que la relacién III.15
fundamenta el caraicter de indice de reactividad local de la funcién de

Fukui.
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CAPITULO IV . (PARAMETROS DE REACTIVIDAD EN ATOMOS)

(*) Este capitulo, salvo la seccién IV.C, esta basado en el articulo
"Fukui Function, Electronegativity and Hardness in the Kohn-Sham
Theory", J.L. Gazquez, A. Vela , M. Galvéan, Structure and Bonding, 66,

80 (1987).

S1




IV.A) Electronegatividad, Dureza y Funcion de Fukui

El modelo de Kohn-Sham, descrito en el capitulo II, es un marco
adecuado para Ja evaluacién de los diversos Indices de reactividad
quimica descritos en el primer capitulo.

En el apartado que nos ocupa, se utilizard la teorfa de Khon-Sham
spin restringido para calcular electronegatividades, durezas y funciones
de Fukui para una muestra representativa de &4tomos de la tabla
periédica.

La descripcién del formalismo de Kohn-Sham del capitulo II,
corresponde a un modelo exacto pero formal. La primera piedra en el
camino, salta a la vista cuando enfocamos la atencion en el término
correspondiente a la energia de intercambio y correlaci6bn de la relazién
1.7, Ex clp(r)]: esta parte del funcional es desconocida. Sin embargo,
es posible introducir aproximaciones, muchas de ellas se hacen a nivel
de la densidad de energia dé intercambio .y carrelacién, € C[p(r)],

definida por medio de la ecuacién siguienteqz
Exc[p(r)] = Jp(r)cxc[p(r)]ﬁ v.1

la cual identifica a exclp(r)] con la energia de intercambic y
correlacién por particula.
Existen diversas aproximaciones al funcional exc[p(r)l, tanto

1a,40,41,42,43

locales como no-locales Dentro de las locales, la que

propusieron Gunnarson Yy Lundqvist“. da una buena descripcién de Ja
estructura electr6nica de &tomos moléculas y sélidos. Como ejempls se
puede mencionar que las densidades de ‘carga y de spin para atomos, que
produce el método de Kohn-Sham con la aproximacién anterior, comgaran

muy bién con las densidades obtenidas por el formalismo de interazcién

. . 44
de configuraciones .
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Todos los cdlculos de tipo Khon-Sham realizados en esta tesis estén
hechos con la aproximacién de Gunnarson y Lundqvist®.

Las ecuaciones I1.7 y I1.9 para &tomos, donde el potencial externo
es de la forma -Z/r, se reescriben como:

Noc

(r)
* 1 2 p dr
E[{nk}.“k)] = Z nijcﬁi(r){- - v }oi(r)dr - ZI =
i=l
1 p(rlp(r’)
+t = F=F] drdr’ + p(r)cxc(r)dr; | Iv.2

1 52 r4 plr’) .
-5V - s T=FT dr’ + vxclp(r)] i(r) = ci¢(r)

1=l,...,No Iv.3

En donde se ha hecho, de acuerdo a IV.1, la sustitucisn siguiente

6{p(r)exclp(r)]}

v_ lplr)] = Iv.4
xc sp(r)

Ademéas, la expresién para la densidad de carga es idéntica a I1.6.

Ya que en el modelo spin restringido es muy comin que los &tomos
correspondan al caso donde s6lo se involucra a un orbital, la evaluacién
de electronegatividades, durezas y funciones de Fukui, descrita en esta
seccién se restringe a atomos cuyo proceso, A6+ >— Aa—. se ajusta al
esquema mencionado en el capitulo II(pdgina 2%.. Para 4&tomos, la
electronegatividad se obtiene al resolver el sistemz de ecuaciones 1V.3:
la electronegatividad es el negativo del eigenvalor del Gltimo estado
ocupado. La dureza y la funcién de Fukui requierer, para su evaluacion,
de la solucién de IV.3 para distintas ocupaciones del orbital mas alto

3+ -

ocupado; de tal forma que se lleve a cabo el proceso A > A La

derivada se calcula nimericamente.



En este trabajo se calcularon Jos valores “"exactos” de la dureza y
de la funcién de Fukui para una muestra representativa de atomos de la
tabla periodica. Es decir, se resolvieron las ecuaciones IV.3 para el
&tomo neutro, para dos aniones y dos cationes, de tal forma que el valor
de la diferencia entre el nGmero atomico y el nGmero de electrones,
(Z-N), se vari6 desde -0.2 hasta +0.2 con incrementos de O0.l1. Con las
densidades y eigenvalores obtenidos se efectué una derivacién namerica
utilizando la interpolacién de Lagrange‘s. Los valores de la dureza
calculados por este procedimiento se encuentran en la tabla 1IV.1
referidos como los valores "exactos”(*) . En dicha tabla se encuentran
las electronegatividades y durezas de una muestra representativa de
adtomos de la tabla periédica. En la segunda columna se ubican los
valores de electronegatividad de la escala de Pauling. Es notorio que el
comportamiento periédico de las electronegatividades calculadas dentro
del contexto. de Kohn-Sham, es idéntico al de la escala de Pauling que es
una escala relativa. Por el contrario la escala definida por la teoria
de funcionales de la densidad es absoluta y sin ambigiiedades en el tipo
de undidades en que queda expresada:“. Desafortunadamente, no existe una
escala empirica y cuantitativa con la cual comparar la dureza, pero lo
que se puede decir es que la escala absoluta de dureza definida en la
teorfa de funcionales de la densidad, sigue el orden relativo del
comportamiento quimico de los atomos desde el punto de vista de 1la

teorfa de acidos y bases duros y blandos .2

(*) En este capitulo se define Jla dureza cémo 1/72(3 7[-:/6}1% «} con la
v

finalldad de lograr un paralelismo entre las aproximaciones por
diferenclas finitas a esa cantidad y al potencial quimico {ecs.
1v.16-17).



Tabla 1IV.l. Electronegatividades y durezas de Kohn-Sham (exactas). La
columna de enmedio muestra las electronegatividades de Pauling (Cotton,
F.A., Wilkinson, G., Quimica Inorganica Avanzada, Editorial Limusa,
México D.F. 1975, pp 117). En todos los casos se utilizaron eV como

unidades de energia y la escala de Pauling por lo mismo queda en

(ev)2.

ATOMO x Kohn-Sham x Pauling 7 Kohn-Sham
Li 2.99 0.98 2.36
B 3.92 2.04 4.08
C 5.66 2.55 5.00
N 7.52 3.04 5.90
(8] 9.50 3.44 6.77
F 11.63 3.98 7.62
Na 2.93 0.93 2.30
Al 2.95 1.61 2.80
Si 4.37 1.90 3.40
P 5.83 2.19 3.96
) 7.37 2.58 4.49
Cl 8.99 3.16 5.00
K 2.52 0.82 1.92
Br 8.30 2.96 4.48
Rb 2.43 0.82 1.83
| 7.55 2.66 3.87

En las gréaficas 1V.1-2 se encuentran las funciones de Fukui para
cuatro atomos, calculadas de acuerdo a la derivacién numérica mencionada
anteriormente.

Con la finalidad de probar la aproximacién de “core-congelado”, ec
I.25, y la relacién entre la funcién de Fukui y la densidad de spin,
ec. IIL.15, se trazaron en las graficas aﬁteriores. la densidad de spin
del dltimo ocupado del &tomo correspondiente asf como la cantidad

(pA(r)-py(r))/(Ny-N;). De las graficas se pueden obtener algunas
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FIGURA 1IV.l Funciones de distribucion radial de la funcién de
fukui( ), de la densidad orbital del ditimo orbital ocupado(—:—--) y
de la densidad de spin(— — -), para los &atomos de litio y de sodio. En
el eje vertical se encuentra 4lr>funcién y en el horizontal la
distancia al ndcleo. Ambas cantidades en unidades atémicas.
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FIGURA IV.2. Las mismas cantidades de la figura IV.l para los 4tomos de
nitrégeno y flGor. Ver pie de la figurA V.1 para la explicacién de los
ejes.



conclusiones interesantes. Tanto la apmxlﬁxacidn de “core-congelado”
como la ecuacién IIL.1S, reproducen cualitativamente la funcién de Fukui
tanto en la regi6n intermedia como en la lejana al ndacleo. Son esas
zonas las de relevancia desde el punto de vista de reactividad quimica.
La concordancia es mayor, en aquellos &tomos cuyos orbitales de valencia
son mas difusos (v.g. los metales alcalinos). Por otro lado, la
estructura de f(r) cerca del nicleo es tal que no es reproducida por
ninguna de Jlas dos aproximaciones: la densidad del Gltimo orbital
ocupado no puede reproducir cambios de signo; y, no obstante que la
densidad de spin adquiere valores negativos en algunas regiones, no
reproduce las oscilaciones de la funcién de Fukui en la zona cercana al
nucleo.

Es importante resaltar que los valores pequefios de f(r) ocurren en
la regién interna del 4tomo, mientras que los valores grandes se
encuentran en las zonas externas. Este hecho concuerda con la
proposicién de que los valores pequefios de la funci6én de Fukui se
encuentran en los sitios no reactivos (el core atémico); y los grandes
corresponden a las regiones quimicamente activas (zona de valencia en el
caso atémico).

Otra observacién interesante en relacibn a las gréaficas, consiste
que la densidad de spin y la densidad del aGltimo orbital ocupado son
muy parecidas en todos los casos estudiados. Cerca del nicleo pueden
tener diferencias notables, pero se vuelven préacticamente idénticas en
la regién de valencia.

Finalmente se puede decir que la funcion de Fukui y la densidad de
spin son parecidas a nivel cualitativo y contienen informacién local de

reactividad. Si bien este comentario se circunscribe a Atomos dentro de
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éste capitulo, en el siguiente se verd que también es valido para
nxﬂeanag

Por otra parte, la semejanza entre la densidad de spin y el Gltimo
orbital ocupado, implica, de. una u otra forma, que la teoria de
orbitales de frontera podria reinterpretarse utilizando la densidad de
spin.

IV.B) Aproximaciones a la Dureza

En la secci6én anterior se calculé la dureza mediante una derivaci6n
numérica del eigenvalor. Sin embargo, es interesante encontrar
expresiones aproximadas para esta cantidad, que dependan exclusivamente
de propiedades del 4&tomo neutro. Este es el objetivo de este
apartado.

La aproximaciébn de “"core-congelado”, ec.ll.25, puede utilizarse

para simplificar la férmula de la dureza, ec. 11.22, en la forma

* »
1 ”’ ¢H(r)¢H(r)¢H(r )¢H(r )

n = 5 l" — r.l drdr’
1 [ = 8v_.lp(r)] . 1
"'-—2—" ¢H(r)¢H(r) -——W ¢H(P) ¢H(l‘)dl‘ = 3= J(H)*K(H)] IV.5

Con esta aproximacién, m puede evaluarse recurriendo solamente a la
informacién que se obtiene del &tomo neutro. Desde luego que esta
expresiébn no es de utilidad para sistemas donde la relajacién es
importante.

Géazquez y Ortiz*® desarrollaron un modelo basado en efectos de

apantallamiento en el cual proponen que

. |
el I’n(”"n(” 1 4
r

r 4 H
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Los valores obtenidos para % mediante esta ecuacién se acercan mucho a
los exactos. Lo cual implica Que se esta incluyendo parte de la
.relajacién.

Es posible establecer una relacién entre la expresién de la dureza,
IV.6 y el potencial electrostatico en el nGcleo de la funcién de Fukui,

f(r)

J——r-— dr. Considerese al potencial quimico como una funcién del nimero de

electrones y de la carga nuclear. La diferencial correspondiente es
au au

[—G'N_]Z dN V.7

Para los cambios en u se considera una trayectoria de &tomos neutros,

donde N=Z. En esas condiciones se puede obtener
au au 8y
[' 5z ]N=Z = [ 82"]N * ["a‘x ]z V.8
Ciertos modelos predicen que u=0 para atomos neutros
(vg.Thomas-Fermi)". Y si se toma en cuenta esta idea, la derivada del

lado izquierdo de la ecuacién de arriba se anula, con lo que se puede

escribir
au au
[ N ]z = - [ 3z ]N V.9
Las definicibnes de m, ec. I1.22 y de pu, ec. 113, permiten

escribir, para un 4tomo con potencial s(r)=-Z/r,

1 (o
"= [W]z 1v-10

La cual mediante IV.9 queda
1 (oM
nE - < [-TZ—_]N v.1

Sustituyendo la definicion de u en la expresién de arriba e invirtiendo

el orden de derivacién se concluye lo siguiente
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""%“(“ﬁ%’ﬁ‘]" [N&Z] .12

El teorema de Hellman-l‘eynman“ asegura que la derivada de la
energia respecto de un parametro en el Hamiltoniano, es igual al valor
esperado de la derivada del Hamiltoniano respecto del paradmetro. En este

caso Z es el parametro y se cumple lo siguiente

(2] - [""’ | V13

La expresién anterior permite escribir una ecuacién muy interesante para
la dureza:

1 8 p(r) f(r) 1 .
ngz 8N rdl"=T —;_—dr=T<r> Iv.i4

f

Para obtener la daltima igualdad se usé la definicibn de la funcién de
Fukui (ec. I.16). La ecuaciéon IV.14 establece una relacién entre el
potencial electrostidtico en el nicleo de la funcion de Fukui y 1la
dureza. .

Del anélisis de IV.6 y IV.14 se desprende lo siguiente

K
f(r) ¢ (r)¢ (r)
JT“”‘ 1 J H H  4r V.15

2 r

En la tabla IV.2 se puede ver la validez de la relacién de arriba. En
general, el cociente <r'l>f/<r°1>H es mayor al valor predicho de 172,
sin embargo, conserva aproximadamente un valor constante.

La comparacién de las distintas aproximaciones a n se puede ver en
la tabla IV.3, donde es evidente que las ecuaciones IV.6 y IV.14
producen valores razonables.

Hasta este punto se han comparado aproximaciones dentro del
contexto de la teorfa de Kohn-Sham. Para confrontar estos valores con
informacién experimental, se pueden utilizar la electronegatividad y la

dureza para obtener estimaciones del potencial de ionizacién y la
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Tabla IV.2. Comparacién, para algunos #&tomos, de las cantidades
involucradas en la ecuacién IV.1S. Todas ellas evaluadas en unidades
atémicas. &« D , €S una notacién abreviada para el valor esperado de r
del orbital mas alto ocupado. De la misma forma, <r°l>‘. lo es para el
valor esperado correspondiente de la funcién de fukui.

ATOMO <r_l>f <r“>“ ' <r">r / <r-“>H
Li 0.269 0.358 0.75
B 0.361 0.604 0.60
o 0.434 0.775 0.56
N 0.503 0.944 0.53
0 0.573 1.110 0.52
F 0.641 1.275 0.50
Na 0.245 0.327 0.75
Al 0.257 0.396 0.65
Si 0.302 0.490 0.62
P 0.346 0.579 0.60
s 0.388 0.665 0.58
cl 0.429 1 0.750 0.57
K 0.199 0.265 0.75
Br 0.381 0.631 0.60
Rb 0.186 0.247 0.75
I 0.327 0.522 0.63

afinidad electrénica. El procedimiento se basa en las expresiones de las

derivadas dentro de la aproximacién por diferencias finitas:

1
3N . 3 (I+A) 1IV.16

ol

- [ﬂz—_} o L [ E(N+1,Z) - E(N-1.2) ] -

RN i « L | ENeLZ) + EIN-1,2) - 2EN,2)| = - (1-A) V.17
n“ 2 aN Z 2 » ’ 4 —2 -

I es el potencial de ionizacién y A la afinidad electrénica definida

como la diferencia de energia en el proceso

Anién »— Especie Neutra + le
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Tabla IV.3. Comparacién de diferentes aproximaciones a la dureza, para
una muestra de &tomos. En todas las columnas los valores se dan en eV.

* Calculada numéricamente.

® Rl es la raz6n de la dureza obtenida por derivacién numérica que se
calcula con la relacién IV.6. '

¢ Rz es el cociente obtenido de la dureza exacta y 1V.14.

Atomo Exacta® Ec.IV.6 R: Ec.IV.14 R:
Li 2.36 2.43 0.97 3.67 0.64
. B 4.08 4.11 0.99 4.92 0.83
C $.00 5.27 0.95 5.91 0.85
N 5.90 6.42 0.92 6.84 0.86
o 6.77 7.55 0.90 7.80 0.87
F 7.62 8.67 0.88 8.72 0.87
Na 2.30 2.22 1.04 3.33 0.69
Al 2.80 2.69 1.04 3.50 0.80
Si 3.40 3.33 1.02 4.11 0.83
P 3.96 3.94 1.01 4.71 0.84
S 4.49 4.53 0.99 5.27 0.85
Cl 5.00 5.10 . -0.98 5.83 "0.86
K 1.92 1.80 1.07 2.71 0.71
Br 4.48 4.29 1.04 5.18 0.86
Rb 1.83 1.68 1.09 2.53 0.72
1 3.87 3.55 1.09 4.45 0.87

Para obtener la segunda igualdad en IV.16, basta con sumar y restar

la energia del neutro E(N,Z). I y A se obtienen de IV.16 y IV.17:
I=x+1 Iv.18
A=x-1 : V.19
Los resultados obtenidos mediante estas expresiones se encuentran
en la tabla IV.4. Los potenciales de ionizacién calculados utilizando
los valores "exactos” (calculados numéricamente} para Y y %, son
parecidos a los que se obtienen a través del método de estado de

transicién*’. Por otra parte, las afinidades electrénicas son menos
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Tabla IV.4. Potencial de ionizacién(l) y afinidades electrdmicas(A) para
algunos #&tomos(eV). Los valores experimentales{Exp) se tomaron de Parr,
R.G., Bartolotti, L.J.; J. Am. Chem. Soc. 104, 3801 (1982).

* Valores calculados mediante el método del estado de transicién
aplicado a la primera ionizaci6tn.

Se utilizaron los valores "exactos™ de % y n como se obtienen del
método de Khon-Sham

x e 1 se, tomaron de la referencia 50: se calculan separadamente
utilizando el método del estado de transicién correspondiente a cada

caso y dentro del formalismo Xa.

Atomo I A

TS® Ec.1v.18°  Exp (2x-1)°  Ec.1V.19°  Exp
Li 5.03 5.35 5.39 0.12 0.63 0.62
B 7.92 8.00 8.30 -1.12 -0.16 0.28
C 10.63 10.66 11.26 -0.37 0.66 1.27
N 13.40 13.42 14.54 0.54 1.62 0.00
0 16.24 16.27 13.61 1.60 2.3 1.46
F 19.19 19.25 17.42 2.81 4.01 3.40
Na 4.70 5.23 5.14 -0.05 0.63 0.55
Al 5.22 5.75 5.98 -0.72 0.15 0.44
Si 7.18 7.71 8.15 0.01 1.66 1.39
P 9.16 9.79 10.48 0.86 1.87 0.75
S 11.21 11.86 10.36 1.82 2.88 2.08
c1 13.32 13.99 13.01 2.90 3.99 3.62
K 3.89 4.44 4.34 -0.05 0.60 0.50
Br 11.86 12.78 11.84 2.62 3.82 3.36
Rb 3.65 4.26 4.18 -0.08 0.60 0.49
I 10. 42 11.42 10. 45 2.48 3.68 3.06

cercanas a las experimentales, pero mejoran un poco las que obtuvieron
Bartolotti, Gadre ¥ Parr’. De hecho, los valores se dispersan
aproximadamente leV y las tendencias predichas son aceptables.

Una cantidad que es muy hﬁportante en distintas teorias

semiempiricas de la estructura electrénica de moléculas, es la



diferencia entre el potencial de ionizacién y la afinidad electrénica
I-A. Si se combinan las expresiones IV.18 y IV.19 se obtiene que I-A=2jy,
expresién que permite utilizar las distintas aproximaciones a 75 para
obtener dicha cantidad.

De la ecuaci6én 11.22 tenemos

¢;(r)¢ﬂ(r)f(r') . sv__lp(r)]
1 - A= IJ Ir — r,l dr dl' + ‘“(P)OH(P) —GP(—;T— f(r)dr

1v.20
Por otro lado, se puede despreciar el segundo término de IV.20, que de

hecho es menor que el primero“. para obtener, si se utiliza la

aproximacién de "core-congelado” para f(r),

» *
¢ (r)g (r)g (r)é (r’)
1 -A = ” H H H H __ drdr’ Iv.21

=]

Esta relaciébn es la expresiéon de Pariser para la autointeraccién® "2,

La ecuaci6én IV.6 también sirve para obtener una aproximacién a I-A:

¢ (rl¢ (r)
I-Ae-L I H ®  ar V.22

2 r

Finalmente, la funcién de Fukui se relaciona de una manera muy directa

corc la misma cantidad, por medio de IV.14:

- A= inr)dr V.23

En la tabla IV.S se presentan los resultados obtenidos con las
expresiones mencionadas arriba. En‘ general producen buenas estimaciones
de I-A y por lo mismo se pueden utilizar para evaluar algunos parametros
que aparecen en teorfas semiempiricas. En particular, las ecuaciones
IN.20 y 1V.23, que involucran a la funcién de Fukui, también contienen
informacién sobre la respuesta del sistema a cambios en el numero de

electrones y por ello pueden ser de utilidad en modelos semiempiricos.
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Tabla IV.S. Comparacién entre los valores calculados y los
experimentales de la cantidad I-A(eV).
* Los valores experimentales se obtuvieron de la misma referencia de la

tabla IV.4.

Atomo Ec.1V.20 Ec.1vV.21 Ec.1v.22 Ec.IV.23 Exp"
Li 4.72 6.35 4.86 7.34 4.77
B 8.16 11.16 8.22 9.84 8.02
C 10.00 14.24 10.54 11.82 9.99
N 11.80 17.27 12.84 13.68 14.54
0 13.54 20.26 15.10 15.60 12.15
F 15.24 23.22 17.34 17.44 14.02
Na 4.60 6.11 4.44 6.66 4.59
Al 5.60 7.30 5.38 7.00 5.54
Si 6.80 8.94 6.66 8.22 6.76
P 7.92 10.50 7.88 9.42 9.73
S 8.98 12.00 9.06 10.54 8.28
cl 10.00 13.47 - "10.20 -~ 11.66 9,39
K 3.84 5.07 3.60 5.42 3.84
Br 8.96 11.75 8.58 10.36 8.48
Rb 3.66 4.79 3.36 5.06 3.69
I 7.74 9.93 7.10 8.90 7.39

En general, se puede decir que lps valores de electronegatividades,
durezas y funciones de Fukui, cantidades muy fttiles en la descripcién de
atomos en moléculas, en e1 entendimiento del enlace quimico y de la
reactividad, pueden calcularse de una forma sencilla dentro del
formalismo de Kohn-Sham. Los valores que se obtienen mediante esta
teoria concuerdan razonablemente con escalas empiricas y tienen la gran

ventaja de ser obtenidos dentro del mismo contexto y de manera

unificada.
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IV.C) Funciones Generalizadas de Fukui del Atemo de Carbono

La teorfa de Kohn-Sham spin polarizado, al igual que la spin
restringido, da origen a una expresion para la emergia que interpola
"suavemente” entre nGmeros enteros de electrones. Por lo anterior, se
pueden calcular densidades para &tomos con ocupaciones fraccionarias, de
las cuales se pueden obtener las funciones generalizadas de Fukui,-
definidas en el capitulo I, mediante una derivacién numérica.

El atomo de carbono tiene la configuracién siguiente: ls; Zs;. Zp: H
lsi Zsi . Donde se ha tomado en cuenta la particion por spin de los
electrones. En esta configuracién se cumple que Ny =4 y N, = 2 .

Mediante el formalismo de Khon-Sham spin-poiarizado se calculé la
densidad del atomo de carbono para distintos valores de Ny y Ny, : Ny =

3.9, 40 y 41; Ny, = 1.9, 20 y 2.1 . De los nueve puntos calculados se
obtuvieron las derivadas numéricas - de prr) y p (r) respecto a Ny y
N,, evaluadas en la configuracién original(Nya=4, N =2). Las derivadas
respecto a N y a N_ se estimaron de acuerdo a las reglas de

transformacion siguientes (ecuaciones I11.9 y II1.10):

[a/8N le =172 { lo/aNyTy + (872N, 1y }

Iv.24

[876N_ 1, = 1/2{ [a/aN,,]M— [a/aN,,JN1 }

Mediante la aplicacién de IV.24 a 1.19°' y L20 se obtuvieron las

ecuaciones para las funciones generalizadas de Fukui:

r 3
[ 8p(r)) [ 8p4(r)) { 3p+(r)) [ 8py (1)) [ 8py (r))
=1/24 + + + S
8N N 8N 6N an oN
\ 1% ‘L 'rJNJ' \ \bJN‘r \ thN¢ \ 'l«JN,rJ
4 3
[ 8p(r)) [ 8p4 (1)) [ 8p4 (1)) [ 8p (1)) [ 8py (1))
=1/24 - + - <
\ aNslN \k aN‘Y‘AN¢ \ 8N¢JN1‘ \ a!\“.‘ANJ’ \ aN&JNm
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v

% (r) 8p,(r) Op,(r) dp,(r) ap,,,(r)
8N JN_ 8Ny |y Ny oN, Jy,
[ 8p (r)] [ ap.,.(r)] [ dp,(r)] [ Bp,;(r)] [ 8p, (1))
-5 =]/2 +

8 N_ JN 8N, N, oNy )y, 8N, |

Iv.25

Ny

En la figura IV.3 estdh las graficas de las funciones de
distribucién radial de las derivadas evaluadas en N=6 y Ns=2.
Las graficas IV.3.a~b muestran que la fm(r), comparada con f ss(r).
se extiende hacia valores mayores de r(distancia al nicleo) y por
consiguiente el maximo es menor. Desde el punto de vista de las dos :

distribuciones, p(r) vy ps(r), significa que las modificaciones en la

densidad de carga, inducidas por una transferencia de electrones, se
daran preferencialmente en regiones diferentes a las provocadas por una
transferencia de spin en la densidad de spin. .Estas Gltimas se notaran
en una zona mas contraida hacia el nicleo. ‘

De la figura mencionada, también se concluye que las derivadas
cruzadas adquieren valores significativamente mas pequefios. En vista de
lo cual se puede decir que el efecto de la transferencia de spin sobre i
la densidad de carga y el de la transferencia de carga sobre la densidad
de spin no son del mismo orden de magnitud que los efectos directos, lo

que apoya el argumento que se empled, en el capitulo anterior, para

pasar de la ecuacién III.13 a la IIl.14. Sin embargo, como veremos mas i
adelante, los cruzados pueden estar relacionados con los cambios que '
ocurren, en ambas densidades, en cierto tipo de interacciones .

Al comparar la funcién de Fukui f "N(r) obtenida aqui, con la

equivalente spin restringido (N=6,NS=O;N¢=3.N¢=3)(ver figura 1IV.4), se
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FIGURA 1V.3.- Funciones de distribucion radial de las funciones
generalizadas de fukui del &atomo de carbono(unidades atémicas). f m(r)
corresponde a la grifica (a), t‘ss(r) a (b), st(r) af{c)yf s.(r) a (d).
Evaluadas en el Atomo spin polarizado N=6, Ns=2. El eje horizontal
corresponde a la distancia al nGcleo y el vertical a axTxfunciénxr>.
Todas las cantidades en unidades atOmicas.
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FIGURA IV.4.- Comparacién, para el Atomo de carbono, de las funciones de
distribucién radial de la funcin de fukui spin restringido (linea
solida) y de la correspondiente spin polarizado(linea discontinua). Ver
el pie de la figura IV.3 para la explicacién de los ejes.
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puede ver que existen diferencias, que son més importantes en la region
cercana al nocleo. De lo anterior se desprenden un par de conclusiones:
las derivadas son sensibles al punto donde se evalGan, de ahf que a cada
estado promovido del &tomo le corresponden funciones de respuesta
distintas; y, analizando la curva calculada con polarizacién del spin,
se nota que practicamente no existen valores negativos para f “(r). Esto
altimo est4 de acuerdo con algunas evidencias que indican qué la -funcién
de Fukui es positivo definida, para atomos™': en el atomo de carbono,
que es de capa abierta, la funcibn de Fukui mas “patural” es la
spin-polarizada.

Si se considera que v(r) y B(r) estan fijos, las densidades de
.carga y de spin se pueden pensar como funciones del nGmero de electrones
y del nimero de spin. Con esa perspectiva se puede hacer un desarrollo

en series de Taylor, alrededor de un punto de referencia dado (por

ejemplo, el atomo neutro). Si_ ese desarrollo se. .corta -en el -primer -

orden, las deformaciones en p(r) y p s(r) estan descritas por las

ecuaciones siguientes:

o e . [ 8e(r;N,NOY
8p(r) = p(r,N,N) = p"(r,N",N]) & (N-N") - 51

8N (N=N"

N_=N

S 13

. ap(r;N,Ns)
+ (N -N )| ———{! . Iv.26

8N_ IN=N"_

N =N

-8 S

. . . . 8ps(r;N,Ns)
aps(r) = ps(r.N.Ns) - ps(r.N ,Ns) & (N-N)

8N N=
N =
S
. aps(r;N,Ns)
+ (NS-NS) o Iv.27
3Ns N= o
N =
S S

n
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Dentro del orden de aproximacién de las ecuaciones anteriores, se
pueden utilizar las funciones generalizadas de Fukui para estimar las
deformaciones de las densidades de carga y de spin debidas a las
transferencias de carga y de spin. Y, si se invierte el argumento, se
pueden utilizar las deformaciones de 1las densidades para evaluar
funciones de Fukui.

Como un ejemplo de la aplicacibn de las funciones de respuesta
calculadas y de las ecuaciones IV.26 y IV.27, se puede considerar el-
caso de la formacién de la molécula diatémica homonuclear C2 . En estas
circunstancias la transferencia de electrones es nula y, de acuerdo con
IV.26 y IV.27, las contribuciones debidas a las derivadas respecto a N
no intervienen. De los términos que quedan, f ss(r) es el que adquiere
valores mas grandes y positivos (ver grafica IV.3.b). fNS(r). por el
contrario, contiene regiones positivas y negativas. Se puede decir, por
consiguiente, que las deformaciones de mayor orden de magnitud se darain
en la densidad de spin y, como (NS—N;KO durante la formacién de un
enlace covalente, entonces ps(r) decae en la mayor parte del espacio. A
diferencia de ps(r), la densidad de carga presentara regiones donde la
carga se acumula y otras donde se enrarece. De la gréafica IV.3.c se
concluye, si se considera el cambio en Ns’ que al formarse el enlace
covalente la densidad de carga disminuye en la regién alrededor de 0.5
u.a. y a partir de una unidad atémica aumenta. Lo que concuerda con el
hecho de que, al formarse un enlace, la carga se acumula en la regién
internuclear e indica, ademés, que los electrones se aparean no sélo de
manera global sino en cada punto del espacio.

Ahora se analiza, para el 4tomo de carbono, un proceso de
transferencia de carga a Ns fijo. Es evidente de las ecuaciones

IV.26-27, que los coeficientes de respuesta involucrados son f NN(r) y
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f(r). Cuando la carga se transfiere hacia el sistema (N-N'DO y, de
acuerdo con la distribucién de la figura IV.3.a, se acumulara carga en
la regiéon comprendida entre .25 y 6 u.a. Por otra parte, al transfgrir
el mismo namero de electrones de cada spin, para mantener fijo Ns' estos
no se distribuyen uniformemente en el &tomo. De hecho, ps(r) crece en la
regiébn externa al nGcleo y decrece en la interna. Si se invierte el
proceso de transferencia de carga para que el atomo la ceda, entonces
las zonas de acumulacién se vuelven de enrarecimiento y viceversa.

Las interacciones quimicas distintas a las ya mencionadas, se
pueden estudiar mediante la combinacién de los dos efectos descritos:
cambjos a N fijo y cambios a Ns constante. Desde luego, habra ocasiones
en donde uno de los efectos predominara, pero, en general,_ siempre
estaran mezclados.

El analisis de las perturbaciones en la densidad y en la densidad
de spin .al ocurrir una interaccién como la descrita, deja al -descubierto
la enorme potencialidad interpretativa de los coeficientes de respuesta

locales definidos en esta tesis: las funciones generalizadas de Fukui.
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CAPITULO V (FUNCIONES GENERALIZADAS DE FUKUI PARA MOLECULAS)



De acuerdo con el modelo desarrollado en el capitulo I, el estudio
de las interacciones quimicas se basa en el conocimiento de las primeras
y segundas derivadas del funcional de la energia: los cambios de la
energia total estan descritos por una ecuacién (1.35) que contiene dos
derivadas de tipo global (u- y us) y dos de tipo local (p(r) y
-M Bps(r)); por otra parte, las variaciones en los potenciales quimico y
de spin tienen que ver, cada uno de ellas, con dos coeficientes de
respuesta locales y dos globales (ver ecuaciones 1.53-54).

En este capitulo se ilustra la evaluacién, para la molécula de NOz
de algunos de los coeficientes de respuesta mencionados anteriormenise.
Para lo cual se aplic6 el método de Hartree-Fock no restringido (UHF)SE
para estimar las densidades de carga y de spin necesarias.

En este punto, se puede mencionar que el sentido fisico y el lugz
que ocupan en la estructura de la teorfa los diversos coeficientes &=
respuesta, . no dependen .de la. metodologia empleada para  calcularlos. Es
decir, que se pueden evaluar por medio de la Teoria de Funcionales de iz
Densidad o recurriendo a un formalismo basado en la funcién de onda.

- Para obtener las funciones generalizadas de Fukui, es necesaris
contar con un método que produzca aceptablemente, para moléculas, tan:s
densidades de carga como de spin. Dentro de los métodos ab-initio, el
denominado Hartree Fock No Restringidosb (UHF), es el mas sencillo y
directo, desde el punto de vista del esfuerzo computacional involucrado
en calcular dichas cantidades. Ademds, estudios recientes demuestran que
las densidades de spin obtenidas por este método son cercanas a lzs
experimentales, siempre y cuando la contaminacién por spin inherente a
55,56

este formalismo sea baja

En lo que respecta a la densidad de carga, se sabe que =!

-a
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formalismo UHF produce densidades muy cercanas @ Jlas obtenidas en
Hartree-Fock-Spin-Restringido, y esta Gitima teoria genera densidades
cercanas a las que incluyen la correlacién interelectrénica. Lo cual se
debe, principalmente, a que el calculo de las propiedades mencionadas
involucra a elementos de matriz de tipo monoelectrénico.

Con base en lo discutido anteriormente, se empled el método UHF
para el célculo de los coeficientes de respuesta de NOZ' utilizando el
programa MONSTERGAUSS”". La derivacién ntmerica de mueve puntos, que se
utiliz6 en el caso del &atomo de carbono, resulta muy costosa e
impractica: es necesaria la obtencién de nueve densidades para cada
molécula; de los nueve céalculos algunos son aniones con multipicidades
diferentes al estado basal cuya convergencia es dificil; ademéas, con
frecuencia, la contaminaciébn es alta en las especies convergidas vy,
aunque existen métodos de proyeccién que "descontaminan“sa, estos son
arbitrarios" . Todo lo_ gptgrior conf ‘i\g‘ura un cuadro en donde s6lo se
pueden utilizar las densidades de algunas especies para estimar los
distintos coeficientes de respuesta.

Las limitaciones mencionadas restringen la forma de evaluacién de
los coeficientes de respuesta. Sin embargo, es posible estimarlos, de
acuerdo a las ecuaciones IV.26-27, mediante las deformaciones de las
densidades de carga y de spin. Para ello, se pueden expresar las

densidades del catién y del anién tomando como puntc de referencia a la

especie neutra:

. . [ ép(r;N,N_)
p'r NN & P (EN"ND) + (N*-N*) | ———=- .
N N=N o
NS= s
dp(r;N,N )
+ (NN |—— 5 .
N _ N=N"_
N_=N
s S
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- - - . o _.0 - . ap(r;N'Ns)
p NN % p"(r,N",N2) + N - NI)|——= .
&N N=N’
N =N
s -5
- Bp(r;N,Ns)
(N -N)
s s aN N=N°
s N =N’
S S

p+, N+ y N;, identifican a la densidad, al nimero de electrones y al
namero de spin del catiéon. En forma similar, p-, N y N;. se refieren a
las mismas cantidades pero del ani6n.

Por medio de las ecuaciones V.1 y V.2, es posible obtener
expresiones para las derivadas en términos de las densidades del neutro,
del cati6n y del anién y , de los numeros de electrones y de spin de las

tres especies:

+ -] '-_ o - —- o +_ ©
ap(r;N,Ns) . {(p -p m.s Ns) (p -p )(Ns Ns) v
aN N=N°"  (N*-NTIINTENC)<INT= NP IINT-N)
N =N° s s s s
s s
+ ° - ° - ° + °
6p(r;N,NS) (p-p N - N )-(p -p XIN -N)
° & - _ o + .0 + ° - _ o V.4
3N N= (N-NJN-N)-(N~-~N)XN-N)
s N =N° s 'S s s
s s

Las ecuaciones para las derivadas de ps(r;N,NS) son similares, salvo que
+ - ° e + - °
en lugar de p, p y p , se utilizan P P Y P
Con la finalidad de ilustrar la utilidad de las densidades de carga
y de spin y de los coeficientes de respuesta, como indices locales de
reactividad quimica, se muestran en las graficas V.1-4, los diagramas
de contorno y de superficie de estas cantidades para el NOZ'
Las densidades de carga y de spin se obtuvieron mediante el método



UHF y las funciones generalizadas de Fukui se calcularon de acuerdo a
V.34, Se utilizaron las densidades del catitn singulete del neutro
doblete y del anién singulete. Debido a que no se incluyen densidades
para el anién y el catibn con multiplicidades distintas a uno, no se
pudieron estimar las derivadas f S!._‘(l') yf s"(l‘). No obstante lo anterior,
se pueden extraer conclusiones muy interesantes, desde el punto de vista
quimico, utilizando los dos coeficientes calculados.

La densidad, por si misma, es un indice local de reactividad:
indica los sitios preferidos por los reactivos de tipo electrofilico y
su Laplaciano ha sido utilizado para localizar las regiones de
acumulacién y de enrarecimiento de la carga en una especie quimica s

En el caso que nos ocupa, tanto el diagrama de contornos como el de
superficie, dan una idea clara de que los &Atomos de oxigeno son los més
labiles frente a electroéfilos.

Por otra parte, en la densidad de spin saltan a la vista las
regiones donde se localiza el electrén desapareado y, en esa medida, da
una idea clara de los sitios que, preferencialmente, son activos frente
a donadores de spin.

En el NO2 la gréafica de ps(r) demuestra que si bién el electrén
desapareado se encuentra disperso en varias regiones de la molécula, es
en el nitrégeno donde se ubica la mayor intensidad de la distribucién.
Este hecho concuerda muy bien con la evidencia de que las interacciones
de esta especie quimica, con reactivos que tienden a apareaf‘ sus
electrones, se dan en la posicién del nitrégeno: por ejemplo, cuando se
dimeriza se forma un enlace nitrégeno-nitrégenow

La visién que proporcionan la densidad y la densidad de spin es un

tanto estatica, ya que separan regiones de las especies quimicas con
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FIGURA V.1.- Diagrama de contornos y de superficies de la densidad del

NOZ' Los valores de los contornos de isodensidad pueden determinarse con
la expresiéon valor del contorno = incrementoxA™. El valor de n=0
corresponde al contorno mas externo y el de n=8 al mas interno. En este
caso, A=2 e incremento=0.004. Los asteriscos indican las posiciones de
los nacleos. La geometrfa fué optimizada con el método de gradientes,
dentro del programa MONSTERGAUSS®’, utilizando una base 6-31G* tanto
para oxigeno como para nitrégeno: R _=1.1645 °A; angulo 0-N-0=136.08%
energia total = -204.031492 u.a. .



FIGURA V.2.- Gréficas de contornos y de superficie para la densidad de

spin del NO2 en la misma geometria y con la misma base de la figura
V.1. El diagrama de contornos muestra con linea punteada la curva nodal,
los contornos negativos, linea discontinua, crecen hacia el interior de
ella y los positivos hacia afuera de la misma. Se utilizaron
lncremento=10.0001.y A=4 (ver el pie de la figura V.1), con n de 0 a 2

para los negativos y n de O a 5 para los positivos.




FIGURA V.3.- Curvas de nivel y diagrama de superficie de la funcién de

Fukui fm(r) del NO2 evaluada en la misma geometria de la figura V.I:

las funciones generalizadas de Fukui se calculan a potencial externo

fijo. La linea punteada identifica a la curva nodal, la discontinua a
los contornos negativos y la continua a los positivos.
incremento=0.0035, A=2 (ver pie de la figura V.1), n se varié de O a 2
para los negativos y de O a 3 para los positivos.
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FIGURA V.4 Grificas de superficie y de contornos para la derivada de la

densidad respecto al namero de spin, f "s(r). La geometria corresponde a
la de la figura V.. En la grafica de contornos los valores de
incremento y de A fueron $.00015 y 3 respectivamente. Los contornos
positivos variaron desde n=0 hasta n=4 y los negativos de O a 2 (ver el
pie de la figura V.1).




caracteristicas reactivas diferentes, pero no dicen nada de las

modificaciones que pueden ocurrirle a las propiedades del sistema frente
a una interaccién dada. Es en esta Gltima direcciébn, en la que los
coeficientes de respuesta son fGtiles.

Analicemos por ejemplo la funcién de Fukui. En el contexto de la
ecuacién IV.26, este coeficiente de respuesta esta relacionado con las
perturbaciones que ocurren en la densidad cuando sucede un proceso de
transferencia de carga en el cual se mantiene fija la polarizacién
global del spin (Ns). La gréafica V.3 indica que si la carga es
transferida hacia la molécula (N-N°>0), las regiones de acumulacién
estaran ubicadas en regiones externas de los a&tomos. Al mismo tiempo se
inducird un enrarecimiento de la carga ea las zonas cercanas a los
nicleos. Es notoria la existencia de dos areas de acumulacién eh cada
4tomo, una de ellas de mayor importancia. En el nitrégeno se localiza el
pico de mayor inténsidad de la f uncién de F;ukﬁi, de ahf que sean las
zonas aledaflas a este atomo las que se ven enriquecidas en carga, pero
sobre todo la regiéon externa. Sin embargo, también existen 2zonas de
acumulacién en los oxigenos lo que muestrz que la per:turbacién también
afecta, importantemente, la carga en esas zonas. Cuando la transferencia
de electrones es hacia otra especie quimica, el andlisis anterior es
seme jante.

Tarﬁbién vale la pena hacer notar, en el caso de f NN(l‘), que es muy
parecida a la densidad -de spin, lo cual apoya la aproximacién a f ml(l‘)
deducida en el capitulo III.

La funcién de Fukui f NS(r). esta asociada con la redistribucién de
la carga cuando se polariza (o depolariza) el spin. Un cambio en Ns a N

fijo puede representar la promocién de la molécula a un estado de




"valencia” molecular. Con esta optica, el andlisis de la gréfica V.4
resulta muy interesante. Si la molécula interactGa con un donador de
spin (NS-N;>O). entonces la ecuacién 1[V.26 permite concluir lo
siguiente: la carga se redistribuird de tal forma que se incrementa en
las regiones donde la densidad de spin es baja lo que permite ver que el
incremento se debe, principalmente, a carga de spin mayoritario ya que
esta tenderd a ubicarse en las zonas donde no interactGe con la carga de
spin mayoritario presente en la molécula. Es decir, el balance local de
elecrones con ambos spines, se alterard mayormente en las zonas externas
a los oxigenos.

Por otra parte, si la interaccién es con un aceptor de spin lo que
significa que se favorece el apareamiento de los electrones (NS-N;<0).
entonces la densidad de carga se incrementa en las partes negativas de
f"S(r) y viceversa. Del andlisis de la grafica V.4 se extrae que la
carga se incrementard en la regién externa del nitrégeno y disminuird en
los oxigenos. Para este caso, es de esperarse que el incremento se deba
al spin minoritario por lo cual se localizar& en las zonas de alta
densidad de spin. Ademis, existe un efecto interesante en la interaccién
oxigeho-oxigeno: cuando el NO 2 interacciona con una especie que acepte
spin, se nota un incremento en la densidad de carga entre los oxigenos
asociada con una 2zona negativa en fNS(r). Lo anterior significa que
puede inducirse un enlace 0-0 al modificar la polarizacién global del
spin.

Las ecuaciones 1.53-54 junto con el postulado de Parr y Yang‘ son
las que sutentan la idea de que las funciones generalizadas de Fukui son
criterios de reactividad quimica. A campo magnético constante las

ecuaciones mencionadas arriba se reducen a
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Bpu = nmdN + 9 usts + |If -(r)ﬁv(r)dr V.S

aus = ns"dN + nssts + f's(r)av(r)dr V.6

Cada una de ellas contiene una contribucibn que involucra a un
coeficiente de respuesta local.

En los procesos donde el cémbio importante se deba al potencial
quimico, la funcion f mp') se convierte en el Indice local de
reactividad determinante. En los procesos donde el cambio en el
potencial de spin sea el que domina, el coeficiente f Ns(l') sera el que
gobierne el comportamiento reactivo de la molécula.

Para el NOZ’ las figuras V.3-4 muestran que el nitrégeno sera el
sitio preferencial de ataque en los procesos donde auN sea el

importante, y los &atomos de oxigeno seran los sitios reactivos en caso

alternativo. L

Es evidente de lo mencionado hasta aqui, que los findices locales
de reactividad distinguen el comportamiento quimico de las diferentes
zonas de una molécula. Por lo que podemos afirmar que las funciones
generalizadas de Fukui en moléculas, al igual que en Atomos, dan una

vision muy completa de las posibles modificaciones de las distribuciones

de carga y de spin.




CONCLUSIONES




La version spin-polarizado de la teorfa de funcionales de Ila
densidad, desarrollada en ésta tesis (seccion 1.B), permite analizar la -
interaccién de dos especies quimicas desde un punto de vista que incluye
dos efectos importantes: la transferencia de carga (cambio en N) y el
cambio del balance global de electrones de ambos spines (cambio en Ns).
Asimismo, se contempla la posibilidad de estudiar cambios en el
potencial "electrostatico”, &v(r) y en el potencial magnético, &B(r), de
una molécula. Ambos debidos a la presencia de una especie quimica en el
entorno.

De esa manera, aparte del potencial quimico, de la dureza y de la
funcion de fukui, se definieron en éste trabajo, las funciones
generalizadas de fukui, el potencial de spin y la dureza de spin como
indices de reactividad adicionales que ayudan a predecir los cambios
prbducidos en las moléculas durante una interaccién quimica.

Es importante destacar que las dos cantidades locales basicas que
aparecen en la, teorfa desarrollada, p(r) y ps(r), tienen un sentido
fisico muy claro y se pueden determinar experimentalmente.

En ésta tesis se muestra que la teorfa de Kohn-Sham da origen a una
metodologia unificada para obtener los diferentes indices de reactividad
quimica que aparecen en el formalismo, tanto en su versién
spin-restringido como en la spin-polarizado. En esta gltima, Ila
aproximacién de core congelado define lo que se puede identificar como
una forma spin polarizado de la teoria de orbitales de frontera, que es
muy Util para entender algunos aspectos de reactividad quimica,

especialmente en moléculas donde los efectos de polarizacién del spin




son muy importantes.

Es importante hacer notar que, si bien los resultados obtenidos con
la aproximacién de core congelado fueron derivados en el contexto del
método de Kohn-Sham spin-polarizado, su aplicacién puede extenderse al
formalismo de Hartree-Fock no restringido o a cualquier modelo
semiempirico que distinga a los orbitales por spin.

La relaci6on existente entre la densidad de spin y la funcién de
fukui, obtenida en el capitulo IIl, refuerza la idea de que esta Gltima
es un criterio local de reactividad quimica. No obstante que existen
diferencias entre ellas, especialmente en la regién cercana al ntcleo,
cualitativamente son parecidas en la regi6én de valencia y, por ende
cualquiera de ellas puede servir como una herramienta para entender la
labilidad molecular. Adicionalmente, se puede decir que la densidad de
spin es una aproximacién a un coeficiente de respuesta de la molécula.

El analisis de la formacién de un enlace quimico, basado en las
funciones generalizadas de f ukui da una descripciébn méas completa de la
redistribucién de la carga durante la formacién de un enlace. Se
distingue de los andlisis basados solamente en la densidad de carga, ya
que incluye el efecto de una especie sobre otra. Y 'es en ese sentido que
dicho anélisis deja de ser "estatico".

De los resultados del capitulo V se puede concluir que la extensi6n
del postulado de Yang y Parr® al tratamiento spin-polarizado, junto con
las funciones generalizadas de fukui, ayuda a encontrar los sitios

reactivos de una molécula.
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APENDICE (TRANSFORMADAS DE LEGENDRE Y RELACIONES DE MAXWELL EN LA
VERSION SPIN-POLARIZADO DE LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD)



Tru_uformdu de Legendre

Las tranformadas de Legendre(TL) som, junto con las relaciones de
Maxwell(RM), un ejemplo de las analogias existentes entre la
termodinamica  clasica y la teorifa de funcionales de la
densidad(TFD)lz. Las primeras se utilizan en la TFD para obtener
representaciones alternativas del funcional original de la energia, las
cuales pueden servir para estudiar a los sistemas sometidos a
diferentes condiciones. Las segundas, por otro lado, ayudan a
interrelacionar segundas derivadas del funcional.

En este capitulo se obtienen las transformadas de Legendre y las
relaciones de Maxwell que se originan del funcional de la energia
descrito en el capitulo I.

El funcional del cual se obtendran las TL es el siguiente
E ( N;Ns;v(r).B(l‘) ]=FI N,Ns.p(r).ps(r) ] + Jv(r)p(r)dr

—uBIps(r)B(r)dr A.l

donde se ha hecho explicita la dependencia en N y Ns.

Lo que distingue a las transformadas de Legendre en la TFD de las
de la termodinamica clasica®® es la apariciéon, ademds de las
transformadas respecto a  variables que son nuimeros reales, de
transformadas que involucran variables que son funciones.

Una transformada de Legendr‘e"2 consiste en la sustitucién, de la
dependencia en una variable, por la dependencia en su correspondiente
conjugada, que no es otra cosa que la derivada del funcional respecto a
la variable original.

Para comenzar se describe la obtencién de una transformada de



Legendre del funcional A.l, donde las derivadas involucradas son
derivadas simples y no derivadas funcionales. En el caso en el que las
variables conjugadas son N y B, la transformada de Legendre
correspondiente es

El(p".Ns;v(r).B(r)] = E(N,Ns;v(r).B(r)l -N [—g%]
N'.v(r).B(r)

= E(N,Ns;v(r).B(r)l - N"n A.2

La segunda igualdad es una consecuencia de la ecuaciéon 1.41. Para
cancelar la dependencia en N del funcional, se puede utilizar Ia

ecuacién,

My = [_gg_] ' A3
N'.v(r).B(r)

que en principio define una relacion implicita del tipo N(u n) La

condicibn que debe satisfacer el funcional de la energia para que se

cumpla lo anterior es

2
8 *z: | £ 0 A4
N _N'.v(r),B(r)

Del anédlisis del comportamiento de la curva E vs. N para &4tomos y
moléculas se puede concluir que esta tiene concavidad definida y de
acuerdo a A.4%.

La forma que adquiere la diferencial de l-.‘,l es:

GEl = 3E -—uNdN - NdyN A5
Mediante el empleo de la ecuacién 1.43 para &E, la ecuacién

anterior queda como

<’SE.1 = -Nduh_ + ust' + Jp(r)&v(r)dr + Jp}r)&B(r)dr A.6

Una conclusién interesante, que surge del analisis de la ecuacién



A.6, es que las variables naturales para descridbir cambios en £1 son .
Ns. 3vir) y 3B(r), y, por extensi6n, son las variables naturales en esta
“representacion”.

La bosqueda del minimo del funcional 1.25 refiere a la solucién
acoplada de las ecuaciones 1.27 y 1.28. Es decir, se buscan p(r) y psr).
tales que minimicen al funcional de la energfa, E, con la condicién de
que se mantengan fijos N, Ns’ v(r) y B(r). Una forma taquigrafica de

resumir lo anterior es la siguiente

d[E(N,N',v(r),B(r)l} AT

N.N..v(r),ﬂ(r) =

El criterio de estabilidad, relacionado con la existencia de un

minimo dentro de esta representacién,es

2
d [E(N,N',v(r),B(r)l]N.N"mmm >0 A.8

El cual significa la exigencia de que el extremo del funcional sea un,
minimo.

En la representacién de Ex' la minimizacién consiste en buscar la
plr) y la p’(r) que minimizen !51 manteniendo M Ns, v(r) y B(r)

constantes. O, en forma resumida,

d (El(uN,N',v(r),B(r)]] A.9

BN vr),Br) 0
N s

2
d [EI(MN.N..V(r),B(r)]] . A.10

,N',v(r),B(r) >0

La estabilidad, en este caso, se asegura por la de Ila
representacion original, ya que las transformadas de Legendre mapean

. . 62
funciones convexas en funciones convexas y céncavas en céncavas
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Elcasodelast.rmsfcmdasdeugendrerespectodemhbles
como v(r) y B(r), lo podemos ejemplificar con la transformada siguiente
SE |
ES(N,Ns.p(r).B(r)l = E(N.Ns.v(r).B(r)l - I[m vir)dr , A1l
NN _,B(r)
que es la definicién de la TL de la energfa, E , respecto a v(r). Si se

deriva funcionalmente A.]1 se encuentra que

3E '
( avir)] N.N',B(r) = p(r). A.12

Mediante la ecuacién anterior, A.1l1 se transforma en

EG(N,Ns,p(r).B(r)] = E(N.Ns,v(r),B(r)] - fp(r)v(r)dr . A.13

En el lado derecho de esta ecuacién existe una dependencia explicita en
v(ir) que debe eliminarse. Formalmente, esto se logra por medio de la
ecuacién A.12, que en forma implicita proporciona una relacién del tipo
v(r)ip(r)]l. Sin embargo. la estructura del funcional de la energfa hace

que, al sustituirlo en la ecuaci6n A.13, cancele directamente dicha

dependencia:

E3(N.Ns.p(r),B(r)] = F(N,N‘,p(r).p'(r)] - uBJp'(r)B(r)& A.14

La variacién total de E3 es, de acuerdo con A.l3,

6E3 = 8E - Ip(r)av(r)dr - jv(r)&p(r)dr A.1S

Nuevamente, por medio de la ecuacién para S8E (1.43), se reduce la

expresioén anterior a
6E3 = deN + uSst - Iv(r)ap(r)dr - uBJ'ps(r)B(r)dr A.16

La ecuacién de arriba identifica a N, N’, p(r) y B(r) como las
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variables naturales de Ea' Por lo mismo, si se utiliza la notacién
abreviada descrita con anterioridad, el principio de minimizacibn se

puede resumir mediante las expresiones siguientes:

d[Es(N.N'.p(r).B(r)l) ALT

NN .P(r),B(r) =0

4 [Es(N,N.,p(r),B(r)l] A.18

NN P(r),B(r) >0

Es decir, se busca el minimo de l-?.3 manteniendo constantes N, N < p(r) y
B(r).

En la tabla A.1 se encuentran las definiciones de las diversas TL
que se pueden obtener del funcional de la energia. En todos los casos el

principio de minimizacién correspondiente se puede escribir en la forma

d[Ek(a,b,c(r),d(r)l] 0 ; ’ A.17

a,belr),alr)

d? (Ek(a,b,c(r),d(r)l] A.18

>
a,b,¢lr),d(r)

Donde k se refiere a la transformada de Legendre y las variables
naturales de esta se denotan por a, b, ¢ y d. Desde luego, cada TL
depende de dos variables que son funciones y dos que son nGmeros.

Las transformadas de Legendre son un conjunto de alternativas para
estudiar un problema dado, ya que ofrecen una gama de posibilidades en
lo que se refiere a la seleccibn de las variables independientes. Al
igual que en la termodinamica clasicazg, lo anterior proporciona una
gran flexibilidad en la manera de estudiar un sistema: .se puede buscar

la representacién en la cual se simplifique el tratamiento matematico, o
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bién, en la cual se puedan identificar con mayor claridad conceptos
interesantes. Aunque potencialmente la mayor utilidad de Ilas
transformadas de Legendre reside en su aplicacién ulterior, al estudio
de las propiedades electrénicas de &tomos y moléculas y a la reactividad -
quimica, enseguida se presentan un par de ejemplos de la utilidad
conceptual de estas:

—— La TL denotada en la tabla V.1 como Em’ corresponde al

funcional de l..evy‘g’3 para el caso spin polarizado. El cual, a su vez,

es igual al funcional universal F de la ecuacién 1.25. Por medio de

la definici6én de Levy es posible definir Exo de la siguiente manera:

Em(N,Ns.p(r),ps(r)] = F(N.Ns.p(r).ps(r)l

-~ ~

= min <¥ |T+V
PP

¥ > A.19
s ee pp'

-~ ~

T es el operador de energia cinética, Vee el de repulsién
interelectrénica; la bisqueda del minimo se efectGa entre las
funciones de onda antisimétricas que originen p(r) y ps(r) del
estado basal.

—— Si se define variable extensiva como aquella que es aditiva
ante una particibn de la densidad e intensiva como la que no tiene
esa propiedad, entonces N, Ns’ p(r) y ps(r) son extensivas, mientras
que B, Mo vir) y B(r) seran intensivas. Con esta Optica, la
ecuacién para dEs resulta muy interesante, porque relaciona en forma
diferencial las variables intensivas. Es decir, representa el
equivalente de la ecuacién de Gibbs-Duhemzq de la termodindmica
clasica. Debido a que el funcional no tiene las mismas

homogeneidades de los potenciales termodinamicos, la ecuaciétn

contiene un término adicional (dEs):
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Ndu' + Nsd“s - Ip(ﬂ&'(r)dr + u'Ips(r)GB(r)dr - dE5 =0 A.20

Relaciones de Maxwell

En termodindmica clésica las relaciones de Maxwell se obtienen, de
los distintos potenciales termodinamicos, por medio de la igualdad entre
segundas derivadas cruzadasz?. Y, ayudan en muchos casos, a escribir
magnitudes dificilmente accesibles experimentalmente en términos de
cantidades medibles en el lMatorio.

La igualdad entre segundas derivadas cruzadas en el caso de la
formulacién spin-restringido de la TFD, se estableci6 en los trabajos de
Nalewajski y Parr'?. Lo que esta implicito al aceptar dicha igualdad, es
que el funcional es de "estado", en el sentido de que la difereacia
entre dos valores cualesquiera esta univocamente --determinada por los
valores que adquieren las variables independientes en uno y otro casc: "
s6lo depende del estado inicial y final medido en términos de las
variables independientes en turno". Esta suposicién se extiende a las TL
del funcional original.

En esta seccién se obtienen las relaciones de Maxwell del
funcional de la energia en . su versién spin-polarizado y de sus
transformadas de Legendre correspondientes.

Para mostrar un ejemplo de la obtencién de relaciones de Maxwell,
se puede utilizar al funcional de la energia. La variacién total

correspondiente es

3E = uNdN + pstS + Jp(r)av(r)dr - uBJps(r)B(r)dr A21
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que al compararse con la expresién equivalente de E en funcién de N, N,
v(r) y B(r),

8E 8E
8E = [ 3N ]Hs.v(r).l(r)dN * [ BN ]H.v(r) iy Ws

. 3E SE
* I avlri]u.ns.a(r)&'(r)dr * l m]"‘smﬂéB(r)dr A.22

permite la identificacién de las primeras derivadas del funcional. Por

lo cual, la igualdad entre segundas derivadas cruzadas,

8°E _ (8% A23
aNaNs v(r),B(r) aNsaN *(r),B(r)’ )
se puede escribir como
_‘?f"_ = :5_15_ A.24
8N ) N,vir),Blr) T |'aN N ,+(r),B(r) )

En forma equivalente se pueden obtener las relaciones de Maxwell
que aparecen en la tabla -A.l. para el funcional de la energia. Dentro de
las ecuaciones A.1.2-10, existen relaciones que involucran derivadas
respecto a parametros que son nimeros como N y N = otras que soélo tienen
derivadas respecto a variables que son funciones (v(r), B(r)) vy
derivadas respecto a variables de ambos tipos.

La ecuacién A.1.2 indica que el efecto producido en el potencial
quimico al cambiar la polarizacién global del spin a N, v(r) y B(r)
fijos, es equivalente al cambie en el potencial de spin debido a una
modificacién del numero de electrones a N', v(r} y Br) constantes.

En el capitulo 1 se utilizaron A.1.3-6 para escribir las ecuaciones
I.53 y 1.54 en términos de las funciones-generalizadas-de-fukui. Se

puede notar que tambien en la TFD, al igual que en termodinamica, las
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relaciones de Maxwell sirven para cambiar de una situacién
"experimental” a otra. En este msb. la evaluacién de las funciones de
fukui es mas directa que el' cédlculo de los cambios en los potenciales
quimico y de spin, respecto de modificacibnes en los dos potenciales
involucrados (v(r),B(r)).

De acuerdo con la ecuacién A.1.7, los cambios en p(r) debidos a las
modificaciones en B.(r) son iguales a los inducidos en p'(r) por las
variaciones de v(r). Esta conexién proviene directamente de Ila
estructura del funcional de la energia (ec. 1.25): las primeras
derivadas de la energfa respecto a v(r) y B(r) son, respectivamente,
p(r) y ps(r).

Las relaciones A.1.8-10 se refieren a cambios en variables
evaluadas en un punto del espacio respecto a cambios en cantidades en
otro punto cualquiera. Dichas relaciones se obtienen al considerar que
cada valor de r define un juego de variables locales. Por ejemplo, A.1.8
se obtiene al considerar que | vir’) y vir) son dos variables
independientes: se utiliza la idea de que un funcional es una funcién de
un namero infinito de variables (la funcién en cada punto). De esa
manera, al toma}' las derivadas cruzadas de la pareja
(p(r)av(r),p(r’')dv(r’')) se obtiene la ecuacibn mencionada. Dicha
relacién establece la simetria en el efecto que produce un cambio en el
potencial externo en un punto del espacio, 3v(r), sobre la densidad en
otro punto cualquiera (p(r’)). Existe una ecuacién, A.l.9, que asegura
la simetria mencionada, para la pareja de variables p s(r) y B(r).

Por dltimo, la relacién de Maxwell A.1.10, no-local como las dos
anteriores, interrelaciona los cambios en p(r) y ps(r) debidos a los

cambios en v(r) y B(r) en forma cruzada.
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Todo el analisis de las relaciones de Maxwell descr_ito pafa E se
puede hacer con cualquiera de sus transformadas de Legendre. La
informacién resumida de ese andlisis se encuentra en la tabla A.l.

Como se mencioné al principio de éste capitulo, las transformadas
de Legendre del funcional de la energia sirven para estudiar los
procesos quimicos utilizando  diferentes juegos de variables
independientes. Por otra -parte, las relaciones de Maxwell, junto con un
esquema de reducciéon de derivadas, ayudan a escribir cantidades

1647 pe

dificiles de calcular en términos de otras de mas facil acceso
ésa manera, la informacién resumida en la tabla V.A, puede ser de

utilidad en estudios posteriores.
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TABLA A.1.- Transformadas de Legendre(TL) y Relaciones de Maxwell(RM) del
funcional de la energia (ec. 1.25). La primera linea de cada p4agina define
las variables de la transformada correspondiente; entre llaves, }, se
encuentran las variables que se han sustitufdo en el funcional original al
efectuar la TL; al final de esa linea se encuentra la definici6én de la
transformada. La siguiente linea muestra la diferencial total de cada
transformada. Finalmente se tabulan las RM correspondientes a 1la TL en
cuestién. Delante de cada RM se encuentran las variables respecto de las
cuales se toma la derivacién cruzada.

E(N.Ns;v(r),B(r)l

SE = uNdN + usts + Jp(r)sv(r)dr - uBJps(r)GB(r)dr A.l1.1
3u. ) [ 3u
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S s
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