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Uno de los objetivos de le Química Teórica es el de ap0at.r 

criterios de reactividad química, sólidamente .sentados en una teoría. 

Dentro de este terreno, la Teoría de Funcionales de la DensidadbD) ha 

demostrado ser una herramienta muy útil. A modo de ejemplo, se pueden 

2 3 mencionar los casos de la electronegatividad y la dureza , que son 

criterios globales de reactividad: la TFD ha permitido definir sin 

ambigüedad ni escalas arbitrarias dichos conceptos. 

Tanto la electronegatividad como la dureza son, como se d ip  

anteriormente, criterios de reactividad globales; es decir, son 

propiedades que dependen del comportamiento de un átomo o una molécula 

en todo el espacio. No obstante que los criterios globales son útiles, 

se encuentra que en una molécula existen regiones con comportamientos 

químicos diferentes, y que, dependiendo de la especie química con la que 

interactúe, se manifestará alguna área específica (sitios activos, 

grupos funcionales, etc. 1. Esta idea implica la necesidad de definir 

criterios locales de reactividad. Tales criterios no son otra cosa que 

propiedades de átomos y moléculas que dependen de las coordenadas 

espaciales y que, al mismo tiempo, distinguen los comportamientos 

químicos de las diversas zonas de una molécula. 

El criterio de reactividad local más directo en la TFD es la 

densidad misma. Esto se debe no sólo a que la densidad de carga es la 

alternativa exacta y completa al análisis de población de Mulliken'. 

sino también a que la densidad y el Laplaciano de ésta contienen gran 

información sobre reactividad química, como ha sido demostrado por el 

grupo de %ders. 

Dentro del contexto de los criterios de reactividad locales, se ha 

definido a la función de Fukui6 como una medida de la respuesta de l a  
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densidad de carga del sistema, frente a un cambio CLI el nlimero de 

electmnes. Ai utilizar este mcepto, se ha podia0 t r c i d i z a r  la 
\ 

7 teoría de los orbitales de frontera, que es uno de los métodos usados 

por la Química Cuántica para explicar la reactividad química. 

En las interacciones qulmicas, las modificaciones en la 

distribución de carga son importantes, pero también lo son las 

distorsiones en la densidad de spín. Por lo anterior, es necesario 

disponer de una teorla que incluya explícitamente al spín. En esa 

dirección, el primer capítulo de este trabajo, se dedica a obtener 

criterios de reactividad que aparecen naturalmente en la teorla de 

funcionales de la densidad spín polarizado. Además de la interacción 

coulómbica con él (los) núcleo (SI, en esta teoría se incluye la debida 

a un campo magnético uniforme, la cual incide sobre la distribución del 

spín en la molécula. 

Dentro de las metodologlac derivadas de la TFD, la teoría de Kohn- 

Sham' es la que se emplea con mayor frecuencia en el cálculo de la 

estructura electrónica de átomos, moléculas y sólidos , y es en su 9 

contexto, que en el capítulo I1 se desarrollan formas de evaluación de 

criterios de reactividad, tanto en ia versión spin-restringido, como en 

la spín-polarizado. También se demuestra que la aproximación de 

"coremngelado" origina, en el caso spin-polarizado (de forma 

equivalente al spin-restringido), la teoría de orbitales de frontera con 

polarización del spín. 

En general, los radicales libres son especies inestables debido a 

su alta reactividad y, son las regiones moleculares con alta densidad 

de spín, las responsables de su extrema labilidad. En el capítulo 111 se 

establece una relación que enlaza a la densidad de spín con la función 
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de Fuhri. De esa ananera se Justifica I. idea de que ésta Qltima es una 

medida de la reactividad local. 

Los criterios de reactividad que se establecen en el primer 

en ello estriba su capítulo, pueden calcularse por distintos métodos y 

importancia práctica: en el capítulo iV se estiman, para átomos, indices 

de reactividad por medio de la teoría de Kohn-Sham8 

La riqueza que existe en el comportamiento químico de las 

diferentes regiones de una molécula, se pone en evidencia en el capítulo 
e 

V. Ahí se estiman algunos indices locales de reactividad química que 

distinguen las diferentes zonas de una molécula. 

Las analogías existentes entre la estructura matemática de la TFD y 

la de la termodinámica clásica son numerosas". De hecho, el nombre de 

potencial químico en la TFD es una consecuencia de ellas. Es muy 

interesante la existencia de las transformadas de Legendre y las 

relaciones de Maxwell"a ya que, las primeras dan pie a la formulación 

del principio variacional en diferentes "representaciones", las cuales 

pueden ser útiles desde un punto de vista conceptual o práctico; 

mientras que las segundas, junto con un esquema de reducción de 

derivadas, hacen posible la escritura de cantidades que pueden ser 

difíciles de evaluar directamente, en términos de otras cuyo cálculo es 

más accesible. Las transformadas de Legendre del funcional de la energía 

en su versión de spin polarizado y las relaciones de Maxwell 

correspondientes, se describen en el apéndice. 

En resumen, se presenta a lo largo de este trabajo una visión 

unificada de la reactividad química, dentro del contexto de la teoría de 

funcionales de la densidad. 
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CAPITULO I (REACTIVIDAD QUlMlCA EN EL FORMALISMO DE " B E R G  Y KOHN)(*) 

(*I La parte B de éste capítulo esta basada en el trabajo Chemical 

Reactivity in Spin-Polarized Density Functional Theory, M. Gaiván, A. 

Vela y J.L. Gázquez. J. Phyc. Chern. (en prensa). 



1.A) MOD- SPUU-RESIRINGIDO 

El ui8ilisis de la reactividad qulmicr, ut i ibndo la teoría de 

funcionales de la densidad ha logrado avances considerables, tanto en el 

terraK, de la Justificación te6rica de indias de reactividad, como en 

la definicidn de nuevos. En la primera parte dc este capítulo se resumen 

los resultados obtenidos por algunos investigadores dentro del 

formalismo de Hohenberg y Khon spin-restringido en el h b i t o  de la 

reactividad química. 

El estudio sistemático de la estructura electrónica de átomos, 

moléculas y sólidos, sin la referencia obligada a la función de onda, 

arranca con la formulación en 1964 de los hoy famosos teoremas de 

Hohenberg y Kahn'*. El primero de ellos asegura la existencia de un 

funcional único de la energía en términos de la densidad de carga. 

Asimismo, establece una relación biunívoca entre el potencial externo y 

la densidad. Dicha relación ha dado origen a la definición de un espacio 

de densidades de carga que satisfacen la propiedad de estar asociadas, 

cada una de ellas, con un potencial externo. Ligado a la propiedad 

anterior, se acuñó el término de v-representable para identificar a las 

densidades que la cumplen. El segundo teorema reescribe el principio 

variacional de la Química Cuántica, en el contexto de la energía como un 

funcional de la densidad. Establece también que la densidad que minimiza 

al funcional corresponde a la del estado basal y, de la misma forma, la 

energía en el mínimo es la de dicho estado. 

El primer teorema permite escribir a la energía total de un sistema 

de electrones, sujetos a la influencia de un potencial externo v(r), en 

la fwma: 

E [p(r),v(r)l = F[p(r)I + v(r)p(r)dr I. 1 I 
donde p(r) es la densidad de carga y 
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es un funcional universal de la densidad que contiene dos términos : la 

energía cinética de los electrones 'Ttp(r1l y la repulrión 

interelectrónica Vt,lp(r)]. Su naturaleza universal proviene de que es 

independiente del potencial externo. El segundo término del lado dendio 

de la ecuación 1.1, representa la interacción de la distribución de 

carga con un potencial externo de naturaleza electrostática (v.g. para 

moléculas es el conjunto de núcgos positivos). 

Por otra parte, el segundo teorema da origen al método de búsqueda 

de la energía y de la densidad del estado basal: búsquese la densidad 

que minimiza la ecuación 1.1 manteniendo el potencial externo fijo. Esta 

búsqueda puede hacerse libre o con restricciones; en el primer casc es 

difícil asegurar que la densidad que minimize 1.1 tiene la normalización 

correcta. Cuando se efectúa la búsqueda con restricciones, éstas pueden 

introducirse mediante la técnica de los multiplicadores de Lagrange". 

Si la minimización ocurre sujeta a las condiciones de un númerc de 

electrones fijo , 

1.3 

el funcional a minimizar sin restricciones es: 

Al igualar a cero la derivada funcional de 1.4, se obtiene la ecuarión 

de Euler-Lagrange siguiente: 

1.5 

Al resolver esta ecuación se obtiene la densidad del estado basal, que 

7 
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8l sustituirse en 1.1 da lugar a Ir energl. de dicho 

üesde luego, la distribución de carga obtenida meüiante ia ooluci6n 

de 1.5, se puede utilizar como un indicador de ataques nucleofílicos y 

electrofílicos sobre la especie química. Sin anbergo, también es 

interesante poder describir los cambios de la energía, aE, debidos a la 

transferencia de carga y a las modificaciones del potencial externo. 

Enseguida se presenta un procedimiento descrito por Parr y Bartolotti2* 

para representar 6E. 

Si se considera la dependencia de la energía en la densidad y en el 

potencial externo, (E1p(r),v(rll), la expresión para un cambio 

variacional en la energía es 

donde 

por derivation directa de la ecuación 1.1. 

Por otro 

electrones N y 

expresa como 

La teoría 

1.7 

lado, si la energía es una función del número de 

del potencial externo (E [N,v(r)l), entonces el cambio se 

1.8 

P de perturbaciones a primer orden , establece que un 

cambio en la energía debido a la modificación del potencial externo, a 

. número de electrones constante, es: 

6E = p(r)av(r)dr 1.9 I 
Al comparar 1.8 y 1.9, se puede concluir que 

1.10 
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tos cambios nprcwent.dot en 1.6 y 1.8 son equivalentes, J. que io 

unico que los distingue es la Feprsentacion de variables en que han 

sido expresados. De esa manera, ai restar 1.6 de 1.8 y si se toma en 

cuenta 1.7 y 1.10, se obtiene: 
c 

1.11 

hi se sustituye la 

anterior, entonces 

donde la integral 

demuestra que 20 

ecuacián de EulerLLagrange (ec.I.51 en la relación 

1.12 

del lado derecho es igual a dN; con lo que se 

I. 13 

El hecho de que p esté asociado con el cambio de la energía 

respecto al número de electrones, -ha dado' lugar a identificar a p como 

el negativo de la electronegatividad; y, por analogía con la 

termodinámica clásica, se ha adoptado el término de potencial químico 

para 

Si se reescribe la ecuación 1.8 , y se consideran 1.10 y 1.13 , se 

obtiene : 

I. 14 

En esta última expresión, ¿3E esta relacionado con la transferencia de 

carga, 6N, y COR las modificaciones en el potencial externo, 6v(r), por 

medio de dos parámetros, uno global (el potencial químico) y el otro 

local (la densidad de carga). De esa manera, los cambios de la energía 

total de un sistema, debidos a la interaccibn con otras especies, se 

pueden entender como producto de dos efectos: la transferencia de carga 

que va pesada por el potencial químico (electronegatividad) y las 
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modifwioaeo bel poteacial externo proroclrdarr por las inter8cciones de 

natumieza dectn#tatica y que se pueden asociar am la presencia de un 

entorno químico dado; estas últimas se promedian sobre la distribución 

de carga. 

El potencial químico es otra de las cantidades cuyos cambios 

resulta interesante estudiar, ya que dichos cambios representan las 

modificaciones a la electronegatividad del sistema inducidas por su 

interacción con otras especies químicas. Debido a que p es una primera 

derivada de la energía, ésta dependerá de las mismas variables que 

aparectn en el funcional original: p(N,v(r)). Con esta idea en mente se 

puede expresar áp como: 

I. 15 

Al utilizar la igualdad entre segundas derivadas cruzadas de la energía 

y al analizar la ecuación (1.14) , se llega a la relación de Maxwell 

siguiente12: 

f(r) identifica a la llamada función de Fukui'. 

Mediante 1.16 y la definición de dureza3, 

I. 16 

I. 17 

se puede escribir la ecuación 1.15 en la forma: 

6p = qdN + f(r16dr)dr I. 18 

Tanto ia dureza como la función de Fukui son criterios de 

reactividad: mientras que la primera se ha identificado como la 

propiedad que los químicos inorgánicos llaman dureza'? la segunda, por 

I 
otro lado, se reduce a la teoría de orbitales de frontera: si se 
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utiiiza lo aproximación & "core congeiuio"; de ahí el ncnnbre que le 

m n  parr y ~ a n g ~ ( . )  . 
Al iguai que en los cambios de aiergla, la contribución a áp, 

debida a la transferencia de carga, esta relacionada con una constante 

de la moltcula llamada dureza. Por otra parte, los cambios en el 

potencial externo se promedian ahora sobre la función de Fukui. 

Las expresiones para los cambios de la energía y del potencial 

químico (ecs. 1.14 y 1.181, son fundamentales para la descripción de 

procesos químicos independientes del tiempo . io anterior ubica a la 

electronegatividad, la dureza , la densidad y la función de Fukui , como 

criterios de reactividad química dentro de un formalismo unificado. 

Conviene hacer énfasis en una diferencia fundamental que distingue 

a los criterios de reactividad : la dureza y la electronegatividad son 

constantes en todo el espacio ocupado por la especie química , por lo 

cual se dice que son criterios globales de reactividad; por otra parte, 

la densidad y la función de Fukui son cantidades cuyo valor depende del 

punto del espacio donde se evalúan, por ello son criterios locales de 

reactividad . 

1.B) MODELO SPIN-POLARIZADO 

En esta sección se desarrolla un análisis de reactividad química 

basado en una formulación spin-polarizado de la teoría de funcionales de 

la densidad. Dicho análisis contiene a los índices de reactividad 

mencionados en la sección anterior, pero da pie a la definición de 

nuevos conceptos que ayudan a enriquecer el estudio de las 

(*) Para una dlscualón más amplla de cómo se reduce la funclón de fukul 

8 la  teori. de orbltalea de frontera, ver el c8pftulo 8lguiente. 
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gmdifbciones sufridas por UM molécula ai interact~. 

Por medio de 1. descompaslci6n expiícita de la densidad en sus 

I. 19 

donde f se refiere a spin a d hacia arriba, y a spin 6 o hacia abajo, 

se puede mejorar la deccripción de la estructura electrónica de átomos, 

moléculas y sólidos9. 

En el marco de la i FD,  la partición anterior implica que la energía 

será ahora un funcional de p,(r) y pJr), (E [pT(r),p&L(r),v(r)l), en 

lugar de sólo depender de p[rh Además, si se recurre a la definición de 

la densidad de spin, 

psk) = pT(r) - pJr), 1.20 

se pueden combinar las ecuaciones 1.19 y 1.20 para obtener p,(r) y p,(r) 

en términos de ps(r) y p k ) .  Esto indica que las variables originales 

del funcional, p,(r) y p&(rl, pueden cambiarse por p(r) y qs(r): 

E[p(r),ps(r),v(r)l. Así pues, la energía con dependencia explícita en el 

spin, se puede escribir en términos de dos conjuntos de variables. La 

eleccibn de uno de ellos dependerá básicamente de si se gana claridad en 

los conceptos físicos o simplificación matemática. Lo importante es no 

perder de vista que son equivalentes. 

Las condiciones de normalización que satisfacen las densidades 

mencionadas anteriormente son: 

Y 

p,(r)dr = N&; 

p(r)dr = N, + N, = N; 

I I r 

NS’ 
ps(r)dr = Nr - N& = J 

1.21 

1.22 

1.23 

1.24 

12 . 



mibaFit.rh>, nspactivammte; y N, se deMwina n6nmw de spin . 
Cuando dos especies químicas reaccionan, la interacción entre 

ellas, m la mayor parte de los casos, dista mucho de ser puramente 

electrostática. Por lo que resulta interesante analizar el efecto de un 

campo externo de naturaleza magnética, que afecte en forma directa la 

polarización del spin de una molécula dada. En función de p(r) y ps(rl, 

la energía total para un sistema de electrones en presencia de un campo 

externo de naturaleza electrostática, v(r1, y de un campo magnético 

uniforme en la dirección de z, ENr), estará dada por 23.24 

J J 

en donde % es el magnetón de Bohr. Los dos teoremas de Hohenberg y Kohn 

se cumplen también para este funcional de la energía? 

En este formalismo p(r) y p (r), son variables independientes y, 

por ello, el extremo de E [p(r),ps(r),v(r),B(r)l se determina con la 

condición: 

S 

I .  26 

Como las variaciones de p(r) y ps(rl son arbitrarias e 

independientes entre sí, las derivadas funcionales respecto a estas 

variables son iguales a cero (Ecuaciones de Euler-Lagrange): 

1.27 

1.28 

Si se utiliza una minimización sujeta a que la densidad integre al 

número de partículas y la de spin al número de spin, entonces se puede 
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El cual da origen a las ecuaciones de Euler-Lagrange siguientes: 

oF[p(r) ,ps(r)l 
= v(r) + 1-30 

p (r),v(r),B(r) 6p í r )  
'N 

S 

donde p y p, son los multiplicadores de Lagrange vinculados con las 

restricciones de normalización. imponer N y N fijos es, desde luego, 

equivalente a mantener constante N, y N,. 

N 

S 

Una forma distinta de hacer la variación, consistiría en fijar el 

número total de electrones y dejar que el balance de electrones con spin 

a y @ (número de spin NS 1 se ajustara libremente. De esa manera la 

ecuación 1.30 quedaría inalterada, pero la 1.31 sería igual a cero ya 

que ps no existiría en la ecuación 1.29. Se puede decir que si se fija 

únicamente el número total de electrones durante la variación. la 

polarización global del spin (NS) en el estado basal, se determinaría al 

resolver las ecuaciones de Euler-iagrange correspondientes e integrar 

ps(rl. Por otra parte, si se fija la polarización global del spin 

durante la búsqueda del mínimo, la solución que se obtiene no 

corresponde necesariamente al estado basal. Dicho estado se alcanza 

solamente en el caso de que la N impuesta sea la del estado basal. 
S 

Los estados variacionales con ciertas restricciones, señalan la 
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posible CXtardQ áe ia teorla de Hohaiberg 3 lbbn a estados 

excitados =*-. sin embargo, no existe una prueba rígumsa de eiio. 

Se considera mtonces, que la soluci6n de las ecwcioncs 1-30 y 1.31 dan 

origen a densidades y densidades de spin, que c o w  a los valores 

impuestos de N y NS y que, al sustituirse en la ecuación 1-25 producen 

la energía gut x r á  del estado basal si el valor de Ns impuesto es el 

que correspondt a dicho estado. 

De la misma forma que en el caso spin restringido, se pueden 

describir cambios en la energía, en p y en p Considérese la variación 

en E respecto & las variables p(r1, ps(r), v(r) y B(r): 

N s 

1.32 

Al derivar funcionalmente la ecuación 1.25, se pueden hacer las 

siguientes identificaciones: 

1.33 

1.34 

Si se sustituyen 1.33 y 1.34, junto con las ecuaciones de Euler-Lagrange 

(1.30 y 1.31) ea 1-32, se llega a: 

La variación de E también puede expresarse en términos del conjunto de 

variables {N, Xs, vb ) ,  B(r)): 

15 



1.36 

Si se mantienen N y Ns fijas, la teoría de perturbaciones a primer 

orden 2l permite escribir los cambios de energía como: 

Por lo que, la comparacih de 1.37 con 1.36 da origen a las relaciones 

Y = -p p (r), 
B S  

N,N ,v(r) 
S 

1.37 

I. 38 

que al sustituirse en 1.36, la transforman a 

I .40 

Al comparar 1.40 con 1.35 se hacen las siguientes identificaciones 

Y 

I. 39 

I. 41 

1.42 

La primera cantidad, pN, es equivalente al potencial químico del 
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modelo Spb- La diferencia ooaoiste aa Que La daimuia re 

tomo a Ns y B(r) Ti@. La segunda ecuación ddlne, por al 

potencial de spin, ps, que es una medida de fa tendeacia dc un sistema a 

cambiar la polarización del spin. Los distintas valores de Ns, al 

mat- N fijo, pueden interpretarse como comespondientes a los 

diferentes estados de valencia del sistema. Es por ello que ps puede dar 

información muy interesante desde el punto de vista de la reactividad 

química : los valores de la pendiente de la curva E vs NS pueden 

emplearse para explicar algunos cambios que suceden en el proceso de 

interacción de dos especies químicas. Es decir, la especie que presente 

una pendiente mayor (ps), será la que tienda a donar spin . 
La ecuación 1.40 se puede reescribir como 

6E = pNdN + pscWs + p(r)6v(r)dr - pB ps(r)i3B(r)dr, 1.43 I I 
si se toma en consideración 1.41 y 1.42. Ahora aparecen dos términos 

adicionales que no estaban en la teoría spin-restringido. Uno de ellos 

asociado con la transferencia de spin y el otro con las modificaciones 

del entorno magnético. 

Los cambios de p y p dentro del mismo conjunto de variables en el 
S N 

que esta descrita la energía son: 

1.44 
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1.45 

Ai emplear las definiciones : 

1.47 

las tcuaciones 1.44 y 1.45 se reducen a: 

Para obtener 1.47 y 1.49-52. se hace uso de la igualdad 

I. 46 

1.48 

I. 49 

1.50 

1.51 

1.52 

1.53 

I. 54 

entre 
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. -  

reguad.r derivadas cIvp6.li del f\mciunai de la energía (ver 

.pctrdice). 

Las ecuaciones 1.93, 1.53 y 1.54 son la base del análisis de 

reactividad química dentro del formalismo spin-polarizado. En ellas 

aparecen distintos índices de labilidad en los cuales conviene detenerse 

un poco. q,(ec.I.46) es equivalente a la dureza del formalismo 

spin-restringido, excepto por el hecho de que para tomar la derivada se 

y qss contienen consideró el número de spin fijo. Por otro lado, I) 

información adicional. La primera es una medida de los cambios en el 

potencial químico, inducidos por las modificaciones en la polarización 

global del spin. Y, al mismo tiempo, mide el efecto provocado en el 

potencial de spin por los cambios en el número de electrones. La segunda 

NS 

se puede llamar dureza de spin, ya que es similar a la dureza, en tanto 

que es una segunda derivada con respecto al número de spin y por ello 

esta relacionada con la curvatura de la función E(Ns). 

S’ 

y qss como criterios de reactividad. Y son globales en tanto 

La discusión anterior indica que, junto a p y q se tienen p 
N N” 

qNc 

‘permanecen constantes en todo el espacio para una especie química dada. 

En forma parecida a p las derivadas qNs y qss, llevan implícita 

información concerniente ai comportamiento del sistema en distintos 

estados de Valencia. 

S. 

En el formalismo spin-polarizado, aparecen cantidades que son 

equivalentes a la función de Fukui del caso spin-restringido(fMi(r), 

f (r), f (r) y f (r)): ¡as funciones generalizadas de Fukui. Una de 

ellas (fSN(r)) fué utilizada por Yang y Parrm para explicar algunos 

aspectos de reactividad en quimisorción y catálisis. Además, se puede 

ver que f (r) y f (r) son cantidades relacionadas con los cambios en 

las densidades de carga y de spin, cuando se modifica el número de spin. 

SN NS ss 

NS ss 
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Lo cuai indica que pueden dar infurmacih acerca de 1. mguert. inIciai 

del sistema frente 8 los cambios de p0lari;racibP del spin. Como LPT 

funciones generalizadas de Fukui dependen del punto del espacio donde se 

evalúan, sún criterios de reactividad locales. 

Las durezas y las funciones generalizadas de Fukui, definidas 

arriba, son segundas derivadas del funcional de la energía. Si sc 

recurre a La analogía termdinarnica, todas ellas representan 

”coeficientes de respuesta” del sistema, similares a las capacidades 

caloríficas, coeficientes de expansión térmim, etc. del caso 

termodinamicom. 

Para analizar la utilidad de las ecuaciones 1.53-54, desde la 

perspectiva de la reactividad química, primero se examinará el 

significado de las dos perturbaciones en los potenciales a los que está 

sujeta la nube electrhica: áv(r) y 6B(r). Ambos se refieren a las 

interacciones generadas por las especies químicas que rodean a la 

molécula bajo estudio. El primero es de naturaleza electrostática y el 

segundo representa al campo magnético producido por el entorno. Desde 

luego que en un modelo refinado, se debería considerar la naturaleza 

vectorial del campo magnético. Pero aún en ese caso, dicha interacción 

estaría dada por la densidad de momento magnético, pfJr) ,  de la 

molécula reactiva. De 1.53 y 1.54 se concluye que los efectos en p, y ps 

inducidos por Gv(r) y 6B(r) están promediados sobre distintas funciones 

de Fukui. Por otro lado, los coeficientes de peso de las contribuciones 

por transferencia de carga y de spin con las d u r a  generalizadas, vm, 

“N~=”sN Y “ss* 

El proceso de igualación de electronegatividades, durante la 

interaccibn de dos especies químicas, se ha podido formalizar en la 

versibn spin-restringido de la ‘EDs, gracias a la identificación del 
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potencial qulrnico 1. ektmeg8tivid.d: ti SolUciQi de Ir 

ecuacicmes 1.30-31 asegura que ai la teoría desarrollada en este 

trabajo, tanto el potencial químico como el de spin, deben ser 

constantes en todo el espacio ocupado por la molécula. Existen entonces 

dos procesos de igualación durante la formación de una molécula: el del 

potencial químico, que se alcanza por medio de la transferencia de 

carga; y el del potencial de spin, que se logra con la "transferencia de 

spin". Este último proceso, en realidad es un rearreglo de las 

distribuciones de carga p,(r) y p*(r) que se refleja en cambios en el 

valor de Ns. 

La relevancia de las funciones locales de respuesta, que aparecen 

en las ecuaciones 1.53-54 es más clara si se les analiza enmarcadas en 

el postulado de Yang y Parr6. El cual establece que el ataque inicial de 

una especie sobre otra, ocurrirá en la dirección que produzca el mayor 

cambio inicial en el potencial químico de la especie atacada. Mayor 

cambio significa que 16pNl adquiere un valor máximo. 

La ecuaci6n 1.53 indica que no sólo los valores de fm(r) sirven 

para ubicar sitios reactivos, sino que, habrá casos en los cuales lap I 
grande es una consecuencia del comportamiento de fsN(r). Además, esta 

última función de respuesta, queda determinada por los cambios de la 

densidad de spin respecto del número total de electones. Lo cual está de 

acuerdo con el hecho de que existen especies químicas que presentan 

altas densidades de spin en regiones especfficas: los radicales libres, 

que son altamente reactivos. Por otro lado, también pueden existir 

reacciones donde los valores de laps} sean grandes en las etapas 

iniciales. En este caso, pueden ser dichos valores los que definen los 

sitios reactivoc. Ahora las zonas donde los coeficiente de respuesta, 

f (r) y f (r), sean grandes identificarán los sitios lábiles. De esta 

N 

NS ss 
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est& rclacicHmdas con las diferencias entre los I#tend.kE qulmicos, 

casos donde dichas fuerzas provengan de diferencias en los potenciales 

de spin y casos am efectos mezclados. 

A lo largo de este capítulo se ha utilizado la TFD spin-polarizada 

y se han identificado en el formalismo criterios de reactividad que 

están relacionados , por un lado, con cambios en el número de electrones 

a Ns fijo y, por el otro, con cambios en la polarización del spin a N 

constante. De esa manera, la metodología introduce nuevas cantidades, 

tanto globales como locales, que están ligadas a la flexibilidad de una 

molécula da& para cambiar su estado de Valencia durante la interaccibn 

con otra especie química cualquiera. 

22 



CAPITULO II (PARAMETROS DE REACTIVIDAD QUlMlCA EN EL MODELO DE 

KOHN-SHAM)(*) 

(*I El inciso B de éste capítulo esta basado en el trabajo Chemical 

Reactivity in Spin-Polarized Density Functional Theory, M. Galván, A. 

Vela y J.L. Gázquez. J. Phyc. Chem. (en prensa). 



~ m t r o  de los model- desarrollados en el contexto de la taxla de 

funcionales de la cknsidad, el de Khon-Sham es uno de los que m8s se han 

utilizado, desde un punto de vista práctico, para calcular la estructura 

electrónica de átomos, moléculas y sólidos . Resulta interesante por lo 

mismo, analizar la forma que adquieren los distintos indices de 

reactividad del capítulo precedente, dentro de la teoría de non-Sham. 

Es a lo anterior a lo que se dedica este capítulo. 

9 

AI Formalismo Spin-Restringido 

Si bien los teoremas de Hohenberg y Kohl8 aseguran la existencia 

de un funcional único de la energía en términos de la densidad de carga, 

la estructura completa de este es desconocida. Lo cual se convierte en 

uno de los grandes retos de la TFD: encontrar la expresión exacta de la 

energía no-relativista, exclusivamente en términos de la densidad. 

Para discernir los distintos contextos en los cuales se busca al 

funcional exacto, conviene reescribir la ecuación 1.1 en la forma: 

E[p(r)l = v(r)p(r)dr + T[p(r)l + J[p(r)l + K[p(r)l 11.1 I 
donde e1 funcional universal, FIp(r)l, ha sido seccionado en varias 

contribuciones: T[p(r)l representa a la energía cinética como un 

funcional de la densidad; J[p(r)l a la energía debida a la repulsión 

coulómbica de los electrones, 

11.2 

y K[p(r)] es el funcional de la energía de intercambio y correlaci6n. 

En la forma de separar las distintas contribuciones de la energía, 

representada por la ecuación 11.1, existen dos términos conocidos: 

J[p(r)l y la energía debida a la interacción de la distribución de carga 
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con d CUDpo extemo. con est8 6ptic& los tánriow de los cuales debe 

buscnr# la expresión exacta son la ci&tica y la de intercambio 

y correlación. En este sentido, se puede decir que se han logrado 

aproximaciones razonables a los funcionales de energía cinética y de 

intercambio'b. Sin embargo, todavía hay algunas limitaciones: por 

ejemplo, no se ha logrado obtener una expresión para la energía, 

exclusivamente en términos de la densidad, que de orígen a una ecuación 

de Euler-Lagrange que produzca densidades con la estructura de capas 

bién representada. 

La forma de separar los distintos términos del funcional universal, 

F[p(r)l. descrita anteriormente, aunque tiene cierta lógica desde el 

punto de vista físico, resulta totalmente arbitraria y, por lo mismo, no 

es única. De hecho, la teoría de Won-Sham , que entre paréntesis no 

presenta el problema de la estructura de capas mencionada arriba, se 

basa en una forma _alternativa de hacer la separación: 

8 

E[p(r)l = TJp(r)l + Tc[p(r)l + J[p(r)l + Klp(r)l + v(r)p(r)dr . 11.3 I 
Donde se han identificado, explícitamente, dos contribuciones a la 

energía cinética total: la de un sistema de partículas independientes, 

Ts[p(r)l y un término que es la parte que le falta a la anterior para 

describir la energía cinética total. Este último término, TJp(r)l, 

contiene la energía de correlación ligada a la energía cinética. Las 

expresiones adicionales en la ecuación 11.3 son idénticas a las de la 

ecuación 11.1. 

La separación descrita permite agrupar toda la correlación en un 

sólo término que además incluye a la energía de intercambio: 

Exc[p(r)l = K[p(r)l + Tcip(r)l 11.4 

Por otra parte se puede escribir Ts[p(r)l exactamente si se recurre a un 
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ni es el número de ocupación del orbital +i(r) y la suma incluye todos 

los estados ocupados. 

Se puede ver que la ecuación 11.3 contiene una parte dependiente de 

los orbitales {t#i) y otras que dependen de la densidad, por lo cual es 

necesario establecer una regla de correspondencia entre los dos juegos 

de variables. En la teoría de Kbon-Sham* se utiliza la expresión 

11.6 

que es la forma que adquiere la densidad, cuando la función de onda 

consiste de un sólo determinante de Slater . 31 

A diferencia de los orbitales en la formulación de Schroedinger, 

los de Khon-Sham son orbitales cqyo cinico sentido .fisico .es el de servir 

para evaluar la densidad de acuerdo a la ecuación 11.6. 

El funcional de la  energía de la teoría de 

spin-restringido, que toma en cuenta 11.3 y 11.5, es: 

Khon-Sham 

II.7 

El cual, conforme a 11.6, resulta ser un funcional del conjunto de 

funciones {t#k} y del conjunto de números de ocupación {nQ. Estos 

úItimos se pueden fijar y el funcional dependerá, exclusivamente, del 

conjunto {#Q. 

El mínimo de la energía se alcanza para un juego de funciones í#% 
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Y I. res;tFiccibn impuesta durante el proceso dc minimizaciba, que 

orig(nilmatc es la de nOrmolbci6n camecta pan ia densidad de carga, 

se transfwma en la exigencia de ortonormalidad solre los orbitales de 

Kohn-sham: 

11.8 

La minimización de 11.7, sujeta a las restricciones 11.8, da orígen 

al sitema de ecuaciones diferenciales siguiente: 

i=l , . . . , N 11.9 
O 

N es el número de orbitales ocupados. 
O 

Para obtener 11.9 se han hecho las transformaciones necesarias para 

quedarse únicamente con los elementos diagonales be la matriz de 

multiplicadores de Lagrange: el conjunto de eigenvalores k.}. 
1 

Las ecuaciones 11.9 se resuelven autoconsistentemente utilizando 

11.6 en cada etapa del proceso. De esta forma, las umaciones 11.6, 11.7 

y 11.9 definen un formalismo similar, en su estructura matemática, a la 

teoría de Hartree-Fock 32, aunque existen diferencias conceptuales entre 

ambas teorías: una de las características más interesaates de la teoría 

de Kohn-Sham, es el significado de los eigenvalores que a diferencia del 

formalismo de Hartree-Fock en donde representan energías de 

32 33 ionización , en el modelo de Kohn-Sham se cumple que , 

BE 
ani i 

- S &  11.10 

Es decir, la derivada de la energía respecto a la ocupación de un 

orbital, es iguai al eigenvalor correspondiente. 
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los orbitales es decir que al derivar me incluyen los cambios indÚci&s 

en los orbitales de Kohn-Sham por el hecho de cambiar el número de 

ocupación del orbital icSho. 

A.1) Eiectronegatividad, Dureza y Función de FuLui 

Las cantidades en las cuales se esta interesado en esta sección se 

refieren a derivadas de la energía o de la densidad respecto al número 

de electrones. De la ecuación 11.7 se puede ver que los cambios en el 

número de electrones se reflejan, en el modelo de Kohn-Sham, en 

modificaciones de los nitmeros de ocupación, en vista de lo cual se puede 

escribir lo siguiente 

Para evaluar (ani/BNIV(r) es necesario especificar cómo cambian las 

ocupaciones al cambiar N. Analizaremos aquí el caso en el cual s610 se 

modifica la ocupación de un orbital. 

Sea A(N,nl,nZ, ..., nN), una función del número de electrones y de 

las ocupaciones, definida como 

N 

A(N,nl,nZ ,..., n 1 E N - 1 n i = o  
13 

i=l 

11.12 

La diferencial de 11.12 es 

6A 
11.13 

i=l 

Si s610 cambia el orbital iésimo se cumple lo siguiente: 

La expresión 11.14 se puede derivar respecto a N 

constantes los n que cumplen con p i .  Si se rearregla 
j 

11.14 

manteniendo 

la expresión 
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resultante, It pusde obtener 

8n 

(4) n #ni J 

(4 n 
= -  

8A 

(-)N.nJ#ni 

= l  11.15 

Para una especie neutra, es necesario considerar el pro#so, 

A" e A'-, 

á+ que significa el paso del catión al anión. A representa ai sistema 

cargado positivamente con 6 y A'- corresponde al ani&. Para la 

derivada, es necesario examinar el límite en el que 

se condiciona a que la curva sea "suave" en el intervalo (N-ü.N+6). Es 

el proceso anterior el que determina, junto con la configuration de cada 

especie, cuales son los orbitales que intervienen. Estos serán los que 

alteran su ocupación durante el proceso que va del catión ai anión. En 

algunas situaciones, puede intervenir más de uno en el pr-. El caso 

más simple es el de una especie de capa abierta donde sólo interviene un 

O porque así sólo 

orbital: 

X xx 
X xx xx 

E 
2 

E 
1 

i o n  i on 
neu t r o  pos 1 tivo negativo 

En esas condiciones, 

11.16 

el 

eigenvalor del orbital más alto ocupado. La expresibn anterior es muy 

donde x es la electronegatividad, p el potencial químico y c H 
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útii porque permite alcuiar electmnqatividdes de una manen muy 

simple: basta crrnoar el eigenvalor del 6ltimo orbital ocupado. Las 

estimaciones hechas mediante este proadhiento, presentan la misma 

taxiencia en el comportamiento periódico que Las escalas empíricas de 

electnwiegat ividad3'. 

3 Para obtener la dureza , r) = ( a h $ )  se puede utilizar la 
dr)' 

expresión para el eigenvalor que se obtiene de 11.9 con i=H: 

Por medio de una derivacih directa de la ecuación anterior, respecto al 

número de electrones, se obtiene 

A pír '  1 
dr' + u íp(r)l. 

XC 
donde O = -1/2V2 + v(r) + 

Mediante la ecuación 11.9 y como consecuencia de la hermiticidad de O 
A 

se llega a 

Los dos primeros tCrminos se pueden agrupar en la forma 

La condición de normalización de #H(r) implica que el primer término de 
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.. 92483 
la ecuación U.20 es am. El oporsdor 0 contiene partes indepaidiaites 

de N, -l/2V2 y v(r), que no contribuyen 8 18 derivada . De a m  

lo antes dicho, la ecuación ii.20 se reduce a 

Con la identificación dentro de la expresión anterior, de la función de 

Fukui, 1.16, se obtiene una definición para la dureza en términos de 

dicha cantidad y del último orbital ocupado: 
a 

La funcibn de Fukui se obtiene de la densidad de Khon-Sham, 
- -  

ecuación 11.6, mediante la definición 1.16: 

N o c  

i = l  

El primer término de esta ecuación esta relacionado con la manera como 

cambia el n b e r o  de ocupacibn al modificarse el número total de 

electrones y, el segundo, contiene la relajación que se induce er los 

orbitales de Khon-Sham ai variar N. 

La función de Fukui de la teoría de Kohn-Sham, para el caso donde 

s610 cambia la ocupación del orbital más alto ocupado (HOMO), se obtiene 

combinando 11.23 con 11.15: 

No c * 
üI#i(r )9i(r)l 

f(r) = #H(r)#H(r) + ni( aN ] II.24 

i =1 
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Las ccwciones 11.16, II.22 y I1.U wa aDct.f en el contexto de 

Si no se toman en cuenta los efectos de rekjaCi6n asociados con el 

segundo término del lado derecho de la igualdad II.24, se obtiene una 

aproximación para la función de Fukui que se denomina de "core 

congelado", 

11.25 

e El hecho de que baJo esta aproximación la f(r) 9c reduzca al orbital de 

frontera adecuado, sustenta la idea de que la función de Fukui es un 

indice de reactividad que contiene información parecida a la teoría de 

orbitales de frontera. Al mismo tiempo, podemos decir que la f (r )  

contiene información adicional si se incluye la relajación. Desde luego, 

como en este caso s610 interviene un orbital, este funciona como último 

ocupado y primer desocupado. En una capa cerrada, cuando se desprecian 

los efectos de relajación, la función de Fukui se reduce al HOMO cuando 

el sistema transfiere carga y al LUMO cuando la acepta. Esta 

característica motivó a Yang y Parr6 a introducir el nombre de función 

de Fukui para fh ) .  

lI.B) Formalismo Spin-Polarizado 

Em este apartado se obtendrán las expresiones, dentro de la teoría 

de Kohn-Sham spin-polarizado, para diversos índices de reactividad 

química introducidos en el primer capítulo de esta tesis. Para ello, 

primero se describe brevemente el formalismo spin-polarizado del modelo 

de Khon-Sham'. 

El equivalente de la ecuación 11.7 para un sistema donde se 

considera la polarización del spin es, en, axsencia de un campo 

magnético, 
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Donde, 

es el funcional de energía del sistema no interactuante; Q = ,,& , es el 

índice que identifica al spin; nL es el número de ocupación del 

spin-orbital #íu(r); y 

11.28 

El potencial externo representa la contribución de los núcleos 

at6micos del sistema lo cual significa que el formalismo que se 

desarrolla sera válido para átomos y moléculas. Notese que se ha hecho 

uso de las funciones p+(r) y p&(r), en lugar de p(r) y ps(r). Esto se 

debe a que es más claro el desarrollo ulterior con este juego de 

variables. 

La minimización de la energía total con respecto a los spin 

orbitales, sujeta a las restricciones de ortonormalidad, origina 

ecuaciones monoelectrónicas de la forma: 

las cuales tienen que resolverse en forma autoconsistente para obtener 

Conviene hacer énfasis en que los números de ocupación se mantienen 

fijos durante la variación y, por lo mismo, siempre se pueden escoger 

sus valores de tal forma que, por un lado , produzcan los valores 
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cormctm de h nQmsroc de electmuss y de spin y, por el otro, 

satisfagan el principio de wtclusión de Pauli. Las expresiones para N y 

Ns, en términos de los números de ocupaciOn, son las siguientes: 

Y 

11.31 

11.32 

II.B.11 Potencial Qulmico y Potencial de Spin 

Para calcular el potencial químico (pd y el de spin (pJ, en el 

caso spin polarizado, están involucrados los orbitales más altos 

ocupados de ambos espines. Con la finalidad de evaluar derivadas 

respecto a N y Ns, se puede considerar que la energía depende de los 

números de ocupacibn: E[ {niQ}]. De ahí que por la regla de la cadena se 

obtengan las ecuaciones que aparecen abajo: . 

Debido a que el resultado de puede aplicarse al caso spin 

se satisfacen las siguientes relaciones, 

E 
ít- 

Con base en 

reescribirse como 

lo  anterior, las derivadas respecto a N y a Ns pueden 

11.36 
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Y 

donde ciu representa el eigenvalor del spin orbital correspondiente. 

Encontrar las derivadas que aparecen en el lado derecho de las 

ecuaciones anteriores, implica referirse a procesos especlficos. En 

particular, resulta importante estudiar fenómenos de transferencia de 

carga, en los que se mantiene fija la polarización del spin; y procesos 

donde cambie el número de spin, manteniendo constante el número de 

electrones. Para estos casos basta considerar, como veremos mas 

adelante, dos orbitales: uno de simetría a y otro de 8. Considerando 

esas restricciones las ecuaciones 11.36 y 11.37 se reducen a 

11.38 

11.39 % 

Por medio de las ecuaciones 11.31 y 11.32 se pueden definir las 

funciones 

Y 

A[ N.{nic)] = N - 1 [ ni, + niL] = 0 

i 

B[ Ns,{nic)] = N - 1 [ n. - ni> = O 
I 4 

11.40 

11.41 

i 

Si solo estan cambiando dos orbitales con spin diferente, las 

diferenciales totales de A y B son 



6B 6B BB 
dn = o  % + L 

dB= [ - BNs ]nh,nb [ anit ]Ns,nj? + [ Bnj )N n. 
J.  s . 4  

11.43 

NS fijo, Si se deriva la ecuación 11.42 respecto a N, manteniendo 

y si se evalúan las derivadas correspondientes, se llega a 

an .  

S 
[ y N s = l - [ . . $ ]  N 

11.44 

Por otro lado, se puede obtener la relación 

an [ >INs = [ GINs = 112 9 

11.45 

- 

si se deriva 11.43 respecto a N con la restricción de Ns 

fijo:(aNs/aN1=O. La segunda igualdad de esta expresión se obtiene al 

combinar la primera igualdad de 11.45 con la ecuación 11.44. 

Considerando io  anterior, la expresión para la derivada de la 

energía respecto al número de electrones, ecuación 11.38, se reduce a 

p, = [ qNs = 1/2[ e. + c J 
‘f jL 

11.46 

Con la finalidad de obtener una expresión para p,, equivalente a la 

de arriba, se derivan las ecuaciones 11.42 y 11.43 respecto a N y se 

considera que (aN/aNs) = O. De esa manera, las expresiones similares a 

11.44 y 11.45 son, respectivamente, 

S 

11.47 
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11.48 

hevamente se puede combinar la primar igualdad de 11.48 con ii.47 

parr obtener la segunda parte de 11.48. Y se llega ai potencial de 

spin, ps, al sustituir 11.48 en 11.39: 

1 

Cis = [%IN = 

En términos generales, las ecuaciones 

evaluar las derivadas correspondientes, 

[ e .  - c  3 1 . r L  11.49 

11.46 y II.49 son válidas para 

considerando que sólo están 

involucrados en el proceso dos orbitales, uno de cada spin. Es 

suficiente analizar sólo el cambio de dos orbitaies para estudiar los 

dos procesos de interés: m,dificación de N a NS fija y cambios en Ns a N 

consante. 

El potencial químico, p d  se puede definir tanto para el proceso de 

aceptar carga ( ~ ~ 1 ,  como para el de donarla (pi). En principio son 

diferentes y su promedio define la derivada asociada con un fenómeno 

donde no existe transferencia neta de carga (pp). 

+ 

O 

Desde luego, existen muchas maneras de transferir carga: para 

produrir un cambio en N se pueden modificar los distintos números de 

ocupación. Sin embargo, sólo tiene sentido físico cambiar la ocupación 

de los más altos ocupados o de los mas bajos decocupados, ya que son los 

únicos que se afectan. 

Considérese una transferencia de electrones del tipo 

(N.Ns) >> IN+6,NS) 

Es decir, Ns es constante y el niímero de electrones cambia de N a N+6. 

Si ¿3 > O, es necesario ocupar con 0/2 electrones los orbitales más bajos 

(r); que al retomar el 

lenguaje de la teoría de orbitales de frontera se transforman en 

de-pados de ambos spines: 0 m v + l  (r) y tn8x&+1 
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(r) J #L- (r). Por medio de 1. d 6 a  ii.46 se obtiene 
'LWO* J. 

En forma an&l~ga, para á<O, se tie- que quitar b/2 electrones de 

(r) y 612 de 4 (r) para conservar Ns fijo. Por lo tanto 
*mur mu+ 

Para 6 = O el promedio es 

+ &  
€IOU09 HOMO& 

2 

+ &  & 
LUUO? LUM04 

p i  = 112 + 

Las derivadas respecto a N manteniendo N fija, se obtienen por 

un procedimiento semejante al anterior, en el que se utiliza la ecuación 

11.49. La transferencia de spin en este caso, se esquematiza como 

S' 

(N,NS) >-) (N,Ns+6S). 

Si OSW, se desocupa el orbital # 0') en. una cantidad igual a 6 /2 . 
Y, por otro lado, se ocupa con la misma cantidad # (r). Por lo cual, 

la ecuaci6n 11.49 da como resultado 

m u &  s 

max+l 

4 = [ cLuuo7. - &HOuo* 1 n.53 

Mientras que, para aS<O, se tienen que transferir aS/2 electrones 

del orbital # (r) al # rnu4+1 (r), por lo que 
max?, 

1 
- 

- E  
'S = v2 cHOL"O,r LüM04 

Al promedio de 11.53 y iI.54 le corresponde as= O: 

- e  
LUUO? HOMO4 'HOU07. LUM04 

2 
p; = 1/2 + 
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L.s (bCWClollCS 11.52 y n.55 mtitnen inf-ida muy intenxiante, ya 

que, por un ido, el potencial qulmico depende de kE promedios de los 

eigenvalores mespondientes a los orbitales LUYO y ROYO de cada spin 

y, por el otro, el potencial de spin esta relacionado con las 

diferencias entre las energías -orbitales de spin a y l3 . Desde el punto 

de vista de reactividad química, se puede ver que no sólo con 

importantes los valores relativos de los eigenvalores del HOMO y del 

LWO, sino también lo son los desdoblamientos de las energías orbitales 

del HOMO y del LWO de ambos spines. 

II.B.2) Funciones Generalizadas de Fukui 

y La Aproximación de "Core-Congelado" 

Para obtener las derivadas de la densidad de carga y de spin, 

- definidas en el capítulo I (ecuaciones 1.49-1.521, es necesario utilizar 

las expresiones para p(r) y para ps(r), en términos de los orbitales de 

Kohn-Shm: 

i=i j=l 

Nf junto con N, para el spin contrario, representan el número de 

orbitales ocupados de tipo y J. respectivamente. 

También para este caso, los procesos de cambio de N y Ns sólo 

involucran a las ocupaciones de, a lo más, dos orbitaies. Sean 9 (r) y 
kr 

9, (r), los orbitales cuyas ocupaciones, nk y nl, cambian. Entonces la 
& 
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expresión para ia derivada de 1. daiddad mspecto ai número de 

m e s  

Por medio de la ecuación 11.56 se obtienen las expresiones 

siguientes: 

11.59 

J 

Donde 6(r-r’) es la función delta de Dirac. 

Al sustituir 11.45, 11.59 y 11.60 en 11.58 se obtiene 

i=i i = i  

11.61 

En la ecuacibn de arriba. los dos últimos términos corresponden a 
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aa4n3 
la niijsción. Es decir, a las modificaciones que sufren los arbitaies 

de Kobn-shpm durante d proceso de cambio en el número de electraies Si 

este efecto no se toma CCL cuenta, se obtiene una aproximaci6n a la 

derivada que se denomina de "core-congelado". Aunque en realidad DO Solo 

el core se mantiene fijo, sino que también los orbitales de Valencia se 

consideran invariantes durante el cambio en N. Bajo esta aproximacibn, 

11.61 se reduce a 

Por un procedimiento similar pueden obtenerse expresiones para las 

demás derivadas, dentro de esta aproximación: 

fSs = fNN 

Nuevamente, al igual que en el caso de 

de spin, es necesario distinguir los 

II.64 

los potenciales químicos y 

diferentes procesos de 

transferencia. Para (N,NS) H (N+O, NsI con 0>0 tenemos, si se conserva 

la misma notación, 

donde se ha utilizado la ecuación (11.62). 

Para el caso a<0, 

iI.65 

11.66 
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y al promedio para d = O es 

11.67 

Por otra parte, al analizar la derivada f= para los distintos 

casos de 6, puede obtenerse, mediante la ecuación (Il.63), que para 6>O 

11.68 

y para 6<0, se tiene 

Finalmente, para 6 = O, el promedio de las dos ecuaciones 

anteriores da por resultado 

11.70 

De esta manera, se puede observar que f y fSN dan lugar a tres 

índices de reactividad cada una: el caso 8<0 está relacionado con los 

ataques electrofílicos, el correspondiente a 6>O con los nucleofílicos 

y, finalmente el 8 = O con los ataques por radicales libres. Además, la 

generalización al caso spin polarizado permite decir que la definición 

de sitios activos se establece no s610 por el comportamiento local de 

los orbitales HOMO y LUMO de ambos spines, sino que la diferencia entre 

ellos puede ser la contribución dominante de la reactividad en una zona 

dada de una molécula. 

NN 
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Fur el miom0 procedimiento que we h meguido hasta aquí, pusden 

obtenesse también las expresiones pars f= y fss, CQIl el empleo de las 

ecuaciones (11.621 a (11.64). Abora se mantiene fijo el número total de 

elctrones, y se producen variaciones en el número de spin. As$, para el 

proceso (N, No) w (N, Ns + aSlD con se tiene 

y con 6 <O, las expresiones correspondientes son 
S 

iI.71 

11.72 

11.73 

11-74 

Cuando se toma el promedio de los casos Os>o y Ss<OD se alcanza el 
': 

resultado 

fw(r) = fsN(r) 11.75 

fsSír) = f&) 11.76 

En este contexto, la aproximación de core-congelado tiene ciertas 

peculiaridades que vale la pena resaltar. En primer lugar las funciones 

generalizadas de Fukui fNS y fSs, en el caso 6 = O, son iguales a f y 

para S = O. Puede decirse, también, que las ecuaciones (11.65) a 

(11.76) justifican la importancia de los valores locales del HOMO y el 

S SN 

f" 

LUMO de ambos spines como criterios de reactividad. Adicionalmente, 

resulta que las diferencias entre ellos pueden ser importantes y, por lo  

mismo, su análisis resulta sumamente interesante. 

Es importante notar que, si bien los resultados obtenidos en esta 
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pmrte se anmrscui en el contexto de la temía de Kohn J Sham, pueden ser 

ritllizados también dentro del formalismo Ocl mttodo de Hartra-FocL no 

restringido(UHF)36 o combinados con CUalQuier método semiempírico que 

distinga entre orbitales de spines a y 8. 

Podemos aseverar que la aproximacíáa de core congelado, aplicada a 

la teoría de funcionales de la densidad aquí desarrollada, da orígen a 

una versión spin polarizado de la teoría de orbitales de frontera. De 

becho, esta teoría ya ha sido empleada en combinacibn con el método UHF 

para explicar algunos casos de reactividad en complejos de metales de 

t ran~ ic ión~ .  Esto es interesante porque la generalización derivada en 

este trabajo puede complementar los estudios de reactividad de especies 

químicas en las cuales la polarización del spin es relevante. 
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. 

CAPITULO Ill (FUJCION DE FUKUI Y DENSIDAD DE SPIN)(*) 

. . . . - . . 

(*I Éste capítulo esta basado en’  el trabajo Fukui Function: 

Spin-Density and Chemical Reactivity, M. Galván, J.L. Gázquez. y A. 

Vela, J. Chem. Phys 85, 2337 (1986). 



una de las conclusiams importantes de los dos capitulos 8nteriores 

es la identificacián de las derivadas de la dauidad, respecto al número 

de eiectrones y al número de spin, como Indias de reactividad química 

que contienen a la teorla de orbitales de frontera. 

En este capltulo se establece una relacián aproximada entre la 

función de Fukui6, fm(r), y la densidad de spin, la cual apoya la idea 

de que ambas son criterios de reactividad locales. 

De acuerdo al modelo spin polarizado, se pueden introducir, como 

cantidades básicas, las densidades de spin, ps(r), y de carga, p(r) y, 

al mismo tiempo, se puede proponer que ambas propiedades dependen del 

S: 
número total de electrones, N, y del número de spin, N 

p(N,Ns;r)= pT(N,Ns;r) + p4(N,NS;r) ; 

p$N.Ns;r)= pT(N,Ns;r) - p,(N,Ns;r) 111.2 

111.1 

En el formalismo spin restringido se tiene el mismo número de 

electrones de ambos spines. Y se puede utilizar esa configuración como 

- _ _ _ _  _. __ 

punto de partida para hacer un desarrollo en series de Taylor de las dos 

densidades, considerando que. N esta fijo. Para ps(r) el desarrollo 

adquiere la forma . 
ps(N.Ns;r) = Ns( aNs ] ap, (N, NS; r 1 

Ns= O 
N 

111.3 

Donde se ha tomado en cuenta que p (r) es una función impar de N Lo 
S I S' 

iguales a cero. Además, el número de spin en el punto de referencia, 

N o es cero porque corresponde ai caso spin-restririgido. 
S' 

Tanto la densidad de carga como la de spin dependen de dos 

I 

conjuntos de variables: (N,Ns) o (N+,N4), cuyas reglas de transformación 
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son 

Y 

N+ = V2( N - Ns) IILS 

De acuerdo a lo anterior se puede escribir, en forma implícita, la 

dependencia de las densidades de carga y de spin en N y Ns: 

III.6 

La evaluación de las derivadas totales de p(N.N ,r) respecto a N y* 

de p,(N,Ns,r) respecto a Ns, considerando la dependencia en N y NS de 

acuerdo a las ecuaciones 111.6, da como resultado las relaciones 

siguientes: 

S 

Las cuales se transforman, con la ayuda de 111.4 y 111.5, a: 

III. 10 

Si  se sustituye en el lado derecho de las ecuaciones 111.9 y 

111.10, las expresiones de p(r) y ps(r) en términos de p?(r) y p&(r) 

(ecuaciones 111.1-21, se llega a 
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Mediante la resta de iII.ll de 111.12 se puede danostrar que se 

cumple la relación 

aps(N, Ns,r) 

Si se considera que el cambio en la densidad electrónica de un 

spin, respecto del número de electrones del spin contrario, es mas 

pequeño respeko al primer término de la ecuación IiI.13, entonces 

ap(N, Ns,r) 
111.14 

funcion de Fulnii con la densidad de spin: 

flN,O,r) pS(N,Ns,r)/Ns 111.15 

La expresi6n de arriba, no obstante las aproximaciones 

involucradas, representa una alternativa interesante para estimar la 

función de Fukui para moléculas: mediante un cálculo spin-polarizado 

(por ejemplo Hartree-Fock No Restringido) se puede obtener la densidad 

de spin y por ende f ( r )  via la ecuación de arriba. 

Por medio de la ecuación 111.15 se pueden reescribir las ecuaciones 

1 
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1.14 y 1.18 de la siguiente manera 
I 

m. 16 

Ill. 17 

En el capitulo I se mencion6 que estas ecuaciones son fundamentales 

para describir los cambios químicos . Los términos pdN y qdN, a 

refieren a cambios globales que su& cuando existe una transferencia 

neta de carga al formarse un enlace químico. Por otra parte, los 

integrandos describen el comportamiento local. De esa forma, mientras 

los cambios de energía estan gobernados por la densidad de carga, los 

cambios en el potencial químico estan relacionados con la densidad de 

spin. Esta interpretación es muy interesante, ya que retoma la idea de 

la teoría de funcionales de la densidad', en el sentido de usar a la 

densidad como una variable básica. La única diferencia es que, en este 

caso, se recurre a los componentes por spin de la densidad. 

La densidad de spin, por su parte, también ayuda a entender algunos 

aspectos de reactividad. En la formación de una molécula diatómica 

homonuclear, la contribución global ai cambio en el potencial químico, 

qdN, vale cero. Por lo mismo, el gradiente inicial del potencial químico 

a distancias grandes, proviene de la densidad de spin. Lo cual esta de 

acuerdo con el hecho de que dos átomos de hidrógeno, separados por una 

distancia igual a dos veces su longuitud de enlace, presentan una 

polarización del spin que lleva aparejada una densidad de spin distinta 

de cero. La polarizaci6n del spin es. en este caso, muy importante para 

obtener el límite correcto de átomos separados. Esta situación es muy 

común en aquellos casos donde la molécula se disocia en átomos neutros 

de capa abierta. En ese mismo sentido, los estudios de las deformaciones 

de la densidad de spin sobre una trayectoria de reacción, muestran que 
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dichas deformaciones ayudan al entendimiento de los pcoaeot químia? 

Otro ejemplo de que la densidad de spin es una medida de 

reactividad química, es el de los radicales libres': los cuales se 

caracterizan por la presencia de electrones c k q w a b s .  Estas especies 

son altamente reactivas, lo que indica un gradiente del potencial 

químico inicial grande que puede relacionarse con una alta densidad de 

spin. 

También existen indicios de que la densidad de spin interviene en la 

39 quimisorción y la catálisis . 
La discusión previa apunta en el sentido de que la relación 111.15 

fundamenta el carácter de índice de reactividad local de la función de 

Fukui. 



CAPITULO IV . (PARAMETROS DE REACTIVIDAD EN ATOM09 

(*I Este capítulo, salvo la sección IV.C, esta basado en el artículo 

"Fukui Function, Electronegativity and Hardness in the Kohn-Sham 

Theory", J.L. Gázquez, A. Vela , M. Galván, Structure and Bonding, 66, 

80 (1987). 
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Iv.A) Eiectronegatiridad, Durcrzr, y F'uncion do RiLui 

El modelo de kohn-Sam. descrito en el capítulo 11, es un 1119i#> 

adecwdo para la evaluación de los diversos índices de reactividad 

química descritos en el primer capítulo. 

En el apartado que nos ocupa, se utilizará la teoría de Khon-Sham 

spin restringido para calcular electronegatividades, durezas y funciones 

de Fukui para una muestra representativa de átomos de la tabla 

peribdica. 

La descripción del formalismo de Kohn-Sham del capítulo 11, 

corresponde a un modelo exacto pero formal. La primera piedra en el 

camino, salta a la vista cuando enfocamos la atención en el término 

correspondiente a la energía de intercambio y correlación de la rela5611 

11.7, E [p(r)l: esta parte del funcional es desconocida. Sin embargo, 

es posible introducir aproximaciones, muchas de ellas se hacen a nivel 

de la densidad de energía de intercambio y carrelación, E Jpk)], 

definida por medio de la ecuación siguiente : 

xc 

X 
9 

Exc[p(r 11 = p(r)cxcip(r 1 Idr N. 1 

la cual identifica a cxc[p(r)l con la energía de intercambir y 

correlación por partícula. 

I 
Existen diversas aproximaciones al funcional E [p(r)l, tanto 

locales como no-locales . Dentro de las locales, la que 

propusieron Gunnarcon y Lundqvict , da una buena descripci6n dg la 

estructura electrónica de átomos moléculas y sólidos. Como ejempis se 

xc 
la,40,41,42,43 

41 

1 

I 

puede mencionar que las densidades de carga y de spin para átomos. que 

produce el método de Kohn-Sham con la aproximación anterior, compran 

muy bién con las densidades obtenidas por el formalismo de interaxih 

de configuraciones . 44 
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Todos lo6 cúicuios de tipo Kbon-shpm raiiHzdoÍ en esta tesis están 

hecho0 CQQ la .proXlmrción de G\mnarwcr y Lundqvistm. 

Las ccuaciones 11.7 y 11.9 para itornos, doadt el potenciai externo 

es de la forma -Urn se reescriben como: 

i= l ,  . ..,No IV.3 

En donde se ha hecho, de acuerdo a IV.1, la sustitucih siguiente 

IV. 4 

Además, la expresión para la densidad de carga es idintica a 11.6. 

Ya que en el modelo spin restringido es muy común que los átomos 

correspondan al caso donde sólo se involucra a un orbital, la evaluación 

de electronegatividades, durezas y funciones de Fuhii, descrita en esta 

sección se restringe a átomos cuyo proceso, A" w A6-, se ajusta al 

esquema mencionado en el capítulo II(página 24;. Para átomos, la 

electronegatividad se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones IV.3: 

la electronegatividad es el negativo del eigenvalm del último estado 

ocupado. La dureza y la función de Fukui requierer, para su evaluación, 

de la solución de IV.3 para distintas ocupaciones del orbital más alto 

ocupado; de tal forma que se lleve a cabo el proaso A A6'. La 

derivada se calcula númericamente. 

a+ 
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En este trrbrJ0 se d c u l m  )os valores "exactoea de ia dureza y 

de la función de Fuhri para una muestra repmsentatira de átomos de la 

tabla periodica. Es decir, se resolvieron las ecuaciones iV.3 para el 

átomo neutro, para dos aniones y dw cations, de tal forma que el valor 

de la diferencia entre el número átomico y el número de electrones, 

(2-NI, se varió desde -0.2 hasta a . 2  con incrementos de 0.1. Con las 

densidades y eigenvalores obtenidos se efectuó una derivación númerica 

utilizando la interpolación de Lagrange". Los valores de la dureza 

calculados por este procedimiento se encuentran en la tabla iV.1 

referidos como los valores "exactos"(*) . En dicha tabla se encuentran 

las electronegatividades y durezas de una muestra representativa de 

átomos de la tabla periódica. En la segunda columna se ubican los 

valores de elestronegatividad de la escala de Pauling. Es notorio que el 

comportamiento periódico de las electronegatividades calculadas dentro 

del contextq de Kohn-Sham, es idéntico al de la escala de Pauling que es 

una escala relativa. Por el contrario la escala definida por la teoría 

de funcionales de la densidad es absoluta y sin ambigüedades en el tipo 

de undidades en que queda expresada34. Desafortunadamente, no existe una 

escala empírica y cuantitativa con la cual comparar la dureza, pero lo 

que se puede decir es que la exala absoluta de dureza definida en la 

teoría de funcionales de la densidad, sigue el orden relativo del 

comportamiento químico de los átomos desde el punto de vista de la 

teoría de ácidos y bases duros y blandos 3b.22 . 

(*) En este capitulo se define 1. dureza Cómo l/2t~b&i?vcr, con la 

finalldad de l g a r  un paralelismo entre las aproxlmaclones por 

dlferenclao finitas a esa cantidad y al potencial químico (eco. 

IV.16-17). 
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columna de enmedio muestra las elcctmqgatiridacks de fuiling (Cotton, 

FA., Wilkinson, G.. Quhfca Inorghka Avanza&, Editorial Llmusa, 

México D.F. 197!5, pp 117). En todos los casos se utilizaran eV como 

unidades de energía y la escala de Pauiing por lo mismo queda en 

(=VIY2. 

ATOM0 x Kohn-Sham x Pauling r) Kohn-Sham 

t i  2.99 O. 98 2.36 

B 3.92 2.04 4.08 

C 5.66 2.55 5.00 

N 7.52 3.04 5.90 

o 9.50 3.44 6.77 

F 11.63 3.98 7.62 

Na 2.93 O. 93 2.30 
A l  2.95 1.61 2.80 
S i  4.37 1.90 3.40 
P 5.83 2.19 3.96 
S 7.37 2.58 4.49 
c1 8.99 3.16 5.00 
K 2.52 O. 82 1.92 
Br 8.30 2.96 4.48 

Rb 2.43 O. 82 1.83 
I 7.55 2.66 3.87 

~ ~- ~ 

En las graficac IV.1-2 se encuentran las funciones de Fukui para 

cuatro átomos, calculadas de acuerdo a la derivación numérica mencionada 

anteriormente. 

Con la finalidad de probar la aproximacián de "corecongelado", ec 

11-25, y la relación entre la función de Fukui y la densidad de spin, 

ec. 111.15, se trazaron en las gráficas anteriores, la densidad de spin 

del último ocupado del átomo correspondiente as1 como la cantidad 

(~~(r)-~*(r))/(N~-N~). De las gráficas se pueden obtener algunas 
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FiGüRA iV.l Funciones de distribucida radial de la funcih de 

fukui(-), de la densidad orbital dei áitimo orbital ocupado(-----) y 

de la densidad de spin(- - -1. para los átomos de litio y de sodio. En 

d eje vertical se encuentra 4IIr2xf~i6n y en el horizontal la 

&stancia ai nQCle0. Ambas cantidades em imidsdes atbdcas. 
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FIGURA iV.2. Las mismas cantidades de la figura iV.1 para los átomos de 

nitrógeno y fláor. Ver pie de la f igwA V.1. para la explicacide de los 
ejes. 



Canclusiones interesantes. Tanta la .proximacibn de "c0i.e-coagel.Q" 

axno la ecuaci6n 111.15, reproducen CUalitQtivamente la función de F U N  

tanto en la región intermedia como c11 la le- al nócleo. Son esas 

zonas las de relevancia desde el punto ck vista de reactividad química. 

La concordancia es mayor, en aquellos átomos cuyos orbitales de Valencia 

son más difusos (v.g. los metales aldinos). Por otro lado, la 

estructura de f í r )  cerca del núcleo es tal que no es reproducida por 

ninguna de las dos aproximaciones: la densidad del último orbital 

ocupado no puede reproducir cambios de signo; y, no obstante que la 

densidad de spin adquiere valores negativos en algunas regiones, no 

reproduce las oscilaciones de la función de Fukui en la zona cercana al 

núcleo. 

Es importante resaltar que los valores pequeños de f(r)  ocurren en 

la región interna del átomo, mientras que los valores grandes se 

encuentran en las zonas externas. Este hecho concuerda con la 

proposición de que los valores pequeños de la función de Fukui se 

encuentran en los sitios no reactivos (el core atómico); y 10s grandes 

corresponden a las regiones químicamente activas (zona de Valencia en el 

caso atómico). 

Otra observación interesante en relación a las gráficas, consiste 

que la densidad de spin y la densidad del último orbital ocupado son 

muy parecidas en todos los casos estudiados. Cerca del niicleo pueden 

tener diferencias notables, pero se vuelven prácticamente idénticas en 

la región de Valencia. 

Finalmente se puede decir que la funcion de Fukui y la densidad de 

spin son parecidas a nivel cualitativo y contienen información local de 

reactividad. Si bien este comentario se circunscribe a átomos dentro de 

58 



éste capítulo, en el siguiente IC ver& que también es Wdo para 

molécuias. 

Por otra parte, la semejanza entre la densidad de spin y el úitimo 

orbital ocupado, implica, de una u otra forma, que la teoría de 

orbitales de frontera podría reinterpretarse utilizando la densidad de 

spin. 

1V.B) Aproximaciones a la Dureza 

En la sección anterior se calculó la dureza mediante una derivación 

numérica del eigenvalor. Sin embargo, es interesante encontrar 

expresiones aproximadas para esta cantidad, que dependan exclusivamente 

de propiedades del átomo neutro. Este es el objetivo de este 

apartado. 

La aproximación de "core-congelado", ec.II.25, puede utilizarse 

para simplificar la fórmula de la dureza, ec. 11.22, en la forma 

IV.5 

Con esta aproximación, r) puede evaluarse recurriendo solamente a la 

información que se obtiene del átomo neutro. Desde luego que esta 

expresión no es de utilidad para sistemas donde la relajación es 

importante. 

Gázquez y OrtizM desarrollaron un modelo basado en efectos de 

apantallamiento en el cual proponen que 

IV. 6 
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Los ralores obtenidos para ñ) mediante esta d ó n  se acercan mucho a 

los exactos. Lo cuai implica que se esta incluyendo parte de la 

relajación. 

Es posible establecer una relación entre h expresión de la dureza, 

IV.6 y el potencial electrostático en el núcleo de la función de Fukui, 

f(r)dr. Considerese al potencial químico como una función del número de Ir 
electrones y de la carga nuclear. La diferencial comespondiente es 

Para los cambios en p se considera una trayectoria 

donde N=Z. En esas condiciones se puede obtener 

Ciertos modelos predicen que p=O para 

IV.7 

de átomos neutros, 

IV.8 

átomos neutros 

47 (vg.Thomas-Fermi) . Y si se toma en cuenta esta idea, la derivada del 

lado izquierdo de la ecuacián de arriba se anula, con lo que se puede 

escribir 

IV. 9 

Las definiciánes de 7). ec. 11.22 y de p, ec. 1.13, permiten 

escribir, para un átomo con potencial dr)=-Z/r, 

1 6ci 
I ) = - -  - 

2 [ BN)Z 

La cual mediante IV.9 queda 

1 air 
7 ) Q - -  - 

2 [ 8Z)N 

1v. 10 

IV. 11 

Sustituyendo la definición de p en la expresión de arriba e invirtiendo 

el orden de derivación se concluye lo siguiente 



El teorema de Hellrnan=Feynmanw asema que la derivada de la 

energía respecto de un parámetro en el Hamiltoniano, es igual ai v a i a  

esperado de la derivada del Hamiltoniano respecto del parámetro. En este 

caso 2 es el parárnetro y se curnple lo siguiente 

IV. 13 

La expresión anterior permite escribir una ecuación muy interesante para 

la dureza: 

Para obtener la última igualdad se us6 la definición de la función de 

Fukui (ec. 1.16). La ecuación IV.14 establece una relación entre el 

potencial electrostático en el núcleo de la funcion de Fukui y la 

dureza. . 

Del análisis de IV.6 y IV.14 se desprende lo siguiente 

IV. 15 

En la tabla IV.2 se puede ver la validez de la relación de arriba. in 

general, el cociente <r-'>f/<r-\H es mayor al valor predicho de 

sin embargo, conserva aproximadamente un valor constante. 

La comparación de las distintas aproximaciones a I) se puede ver en 

la tabla IV.3, donde es evidente que las ecuaciones IV.6 y IV.14 

producen valores razonables. 

Hasta este punto se han comparado aproximaciones dentro del 

contexto de la teoría de Kohn-Sham. Para confrontar estos valores con 

información experimental, se pueden utilizar la electronegatividad y la  

dureza para obtener estimaciones del potencial de ionización y la 
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Tabh IV.Z Gomp.r.ciOn, prra algunos atamos, de las cantidades 

inrolucredas en la ecuación W.15. Todpa ellas d u d a s  en unidades 
8tomicas. e-\H es una not8Ción 8breviada para el mior esperado de r-' 
del orbital más alto ocupado. De la misma forma, lo es para el 

valor esperado correspondiente de la función de fuhii. 

ATOM0 <r- ' >f <r- ' >,, 
L i  O. 269 0.358 0.75 

B 
C 

N 

O 

F 
Na 

A l  

S i  

P 
S 
c1 
K 
Br 
Rb 
I 

0.361 

0.434 

O. 503 

O. 573 

0.641 

0.245 

0.257 

O. 302. 

0.346 

O. 388 

0.429 

o. 199 

0.381. 

O. 186 

O. 327 

0.604 

O. 775 

0.944 

1.110 

1.275 

0.327 

0.396 

0.490 

O. 579 

O. 665 

0.750 

0.265 

0.631 

0.247 

O. 522 

O. 60 

O. 56 

O. 53 

O. 52 

o. 50 

0.75 

0.65 

0.62 

0.60 

0.58 

0.57 

-0.75 

0.60 

0.75 

O. 63 

afinidad electrónica. El procedimiento se basa en las expresiones de las 

derivadas dentro de la aproximación por diferencias finitas: 

1 E(N+l,Z) - E(N-1.Z) = (I+A) IV.16 1 BE(N,Z) ' = [  6N ],'T[ 

1 E(N+l,Z) + E(N-1,Z) - 2E(N,Z)] = 4 (I-A) IV.17 

I es el potencial de ionización y A la afinidad electrónica definida 

como la diferencia de energía en el proceso 

Anión H Especie Neutra + le 
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Tabla W.3. Comparcrción de diferenta apmxhadones a la dureza, para 
una muestra de &tomos. En todas las oolumnas las vaiores se dan en eV. 

Calculada numtricamente. 

R1 es la razón de ia dureza obtmida por derivaci6n numérica 

Rz es 

a 

que se 

calcula con la relación iV.6. 
el cociente obtenido de la dureza exacta y N.14. C 

~~ ~ 

RS Ec.IV. 14 R: Atomo Exacta. Ec.IV.6 

L i  

B 

C 

N 

O 

F 

Na 

Al 

S i  

P 

S 

c1 
K 

2.36 

4.08 

5.00 

5.90 

6.77 

7.62 

2.30 

2.80 

3.40 

3.96 

4.49 

5.00 

1.92 

2.. 43 

4.11 

5.27 

6.42 

7.55 

8.67 

2.22 

2.69 

3.33 

3.94 

4.53 
5.10 . .  

1.80 

0.97 

0.99 

0.95 

O. 92 
0.90 

O. 88 
1 .O4 

1.04 

1.02 

1.01 

0.99 

0.98 

1.07 

3.67 

4.92 

5.91 

6.84 

7.80 

8.72 

3.33 

3.50 

4.11 

4.71 

5.27 

5.83 

2.71 

0.64 

0.83 

0.85 

0.86 

0.87 

0.87 

0.69 

0.80 

0.83 

0.84 

0.85 

-0.86 

0.71 
Br 4.48 4.29 1.04 5.18 0.86 
Rb 1.83 1.68 1. o9 2.53 0.72 

I 3.87 3.55 1.09 4.45 0.87 

Para obtener la segunda igualdad en N.16, basta con sumar y restar 

la energía del neutro E(N.2). I y A se obtienen de IV.16 y IV.17: 

IV. 18 

IV. 19 

tos resultados obtenidos mediante estas expresiones se encuentran 

en la tabla IV.4. Los potenciales de ionización calculados utilizando 

los valores "exactos" (calculados numéricamente) para x y 3, son 

parecidos a los que se obtienen a través del método de estado de 

transición . Por otra parte, las afinidades electrbnicas son menos 49 
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T8bh iV.4. Poteacul de ionizacfón(i) J aüinidades e m  (A) para 

aigunos átomos(eV). Los dores experimentakdExp) se tomvai de Parr, 
R.G., Bartolotti, LJ.; J. Am. Chem. Soc. 104, 3801 (1-1. 

Valores caldados mediante el método del estado dc transición 

aplicado a la primera ionización. 

Se utilizaron los valores "exactos" de x y r) como se obtienen del b 

método de Khon-Sham 

2 e I se. tomaron de la referencia 50: se calculan separadamente 

utilizando el método del estado de transición cxzn.espondiente a cada 

caso y dentro del formalismo Xa. 

C 

Atomo I A 

TS Ec. I V .  18b EXP (22-1 1' Ec. I V .  lgb EXP 
~ 

L i  

B 

C 

N 

O 

F 

Na 

Al 

S i  

P 

s 
c1 
K 

Br 
Rb 

I 

5.03 

7.92 

10.63 

13.40 

16.24 

19.19 

4.70 

5.22 

7.18 

9.16 

11.21 

13.32 

3.89 

11.86 

3.65 

10.42 

5.35 

8.00 

10.66 

13.42 

16.27 

19.25 

5.23 

5.75 

7.77 

9.79 

11.86 

13.99 

4.44 

12.78 

4.26 

11.42 

5.39 

8.30 

11.26 

14.54 

13.61 

17.42 

5.14 

5.98 

8.15 

10.48 

10.36 

13.01 

4.34 

11.84 

4.18 

10.45 

~~ ~ 

o. 12 
-1.12 

-0.37 

O. 54 
1.60 

2.81 

-0.05 

-0.72 

o. o1 
O. 86 
1.82 

2.90 

-0. o5 
2.62 

-0.08 

2.48 

_ _ ~  

0.63 

-0.16 

0.66 

1.62 

2.73 

4.01 

0.63 

O. 15 
1.66 

1.87 

2.88 

3.99 

0.60 

3.82 

0.60 

3.68 

0.62 

0.28 

1.27 

0.00 

1.46 

3.40 

0 . 5 5  

0.44 

1.39 

0.75 

2.08 

3.62 

0.50 

3.36 

0.49 

3.06 

cercanas a las experimentales, pero mejoran un poco las que obtuvieron 

Bartolotti, Cadre y Parrso. De hecho, los valores se dispersan 

aproximadamente lev y las tendencias predichas son aceptables. 

Una cantidad que es muy importante en distintas teorías 

semiempíricas de la estructura electrónica de moléculas, es la 
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- 
difaaria entre el potencial & ionizacb y 1. afinidad electrónica 

EA. Si se combinan las expresiones N.18 y W.19 se obtiene que I-A=21), 

tqirtción que permite utilizar las distintas aproximaciones a q para 

&tam dicha cantidad. 

De la ecuación 11.22 tenemos 

IV.20 

Por otro lado, se puede despreciar el segundo término de IV.20, que de 

hecho es menor que el primero , para obtener, si se utiliza la 

aproximación de “core-congelado“ para f (r), 

46 

J * 
~H(r)#H(r)~H(r*)+H(r*) 

drdr ’ IV. 21 I - A n  11 Ir - r’i 

51.52 Esta relación es la expresión de Pariser para la autointeracción . 
La ecuación IV.6 también sirve para obtener una aproximación a I-A: 

I _ -  - -  

I - A S -  dr IV. 22 2 

Finalmente, la función de Fukui se relaciona de una manera muy directa 

CUE la misma cantidad, por medio de IV.14: 

r 

IV.23 

En la tabla IV.5 se presentan los resultados obtenidos con las 

eqresiones mencionadas arriba. En general producen buenas estimaciones 

de I-A y por lo mismo se pueden utilizar para evaluar algunos parámetros 

que aparecen en teorías semiempíricas. En particular, las ecuaciones 

N.20 y IV.23, que involucran a la función de Fukui, también contienen 

ihcormación sobre la respuesta del sistema a cambios en el número de 

electrones y por ello pueden ser de utilidad u1 modelos semiempíricos. 

65 



At omo Ec. IV. 20 Ec .1V. 21 Ec.IV.22 Ec. IV.23 Exp' 

L i  

B 

C 

N 

O 

F 
Na 

Al 

S i  

P 

S 

c1 
K 
Br 
Rb 

I 

4.72 

8.16 

10.00 

11.80 

13.54 

15.24 

4.60 

5.60 

6.80 

7.92 

8.98 

10.00 

3.84 

8.96 

3.66 

7.74 

6.35 

11.16 

14.24 

17.27 

20.26 

23.22 

6.11 

7.30 

8.94 

10.50 

12.00 

13.47 

5.07 

11.75 

4.79 

9.93 

-.. _ _  

4.86 

8.22 

10.54 

12.84 

15.10 

17.34 

4.44 

5.38 

6.66 

7.88 

9.06 

10.20 

3.60 

8.58 

3.36 

7.10 

7.34 

9.84 

11.82 

13.68 

15.60 

17.44 

6.66 

7.00 

8.22 

9.42 

10.54 

11.66 

5.42 

10.36 

5.06 

8.90 

4.77 

8.02 

9.99 

14.54 

12.15 

14.02 

4.59 

5.54 

6.76 

9.73 

8.28 

,9.39 

3.84 

8.48 

3.69 

7.39 
~ 

En general, se puede decir que 1 ~ s  valores de electronegatividades, 

durezas y funciones de Fuhii; cantidades muy útiles en la descripción de 

átomos en moléculas, en el entendimiento del enlace químico y de la 

reactividad, pueden calcularse de una forma sencilla dentro del 

formalismo de Kohn-Sham. Los valores que se obtienen mediante esta 

teoría concuerdan razonablemente con escalas empíricas y tienen la gran 

ventaja de ser obtenidos dentro del mismo contexto y de manera 

unificada. 
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L. tarla de Kohn-Sham spin pol.rfiOd0, ai iguai que la spin 

-do. da orígen a una expresi6n para 19 emergla que interpola 

"su-tem entre números enteros de electronu Por lo anterior, se 

pueden caicular densidades para átomos con 0cuPaQmes fraccionarlas, de 

las cuales se pueden obtener las funciones v a l i z a d a s  de Fukui, 

definidas en el capltulo I, mediante una derivacián numérica. 

El átomo de carbono tiene la configuraci6n siguiente: 1s: 2s; 2p?, ; 

Is, 2s, . Donde se ha tomado en cuenta la partición por spin de los 1 1  

electrones. En esta configuracián se cumple que N, = 4 y N, = 2 . 
Mediante el formalismo de Khon-Sham spin-piarizado se calculá la 

densidad del átomo de carbono para distintos valores de N, y N, : N, = 

3.9, 4.0 y 4.1; N, = 1.9, 2.0 y 2.1 . De los nueve puntos calculados se 

obtuvieron las derivadas numéricass3 de p,(rl y p,(r) respecto a N, y 

N,, evaluadas en la configuración original(N,=4, 1;,=2). Las derivadas 

respecto a N y a Ns se estimaron de acuerdo a las reglas de 

transformacián siguientes (ecuaciones 111.9 y 111.10): 

IV. 24 

Mediante la aplicación de IV.24 a 1.19' y 120 se obtuvieron las 

ecuaciones para las funciones generalizadas de Fuhii: 
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! . .  

IV.25 

En la figura IV.3 estáti las gráficas de las funciones de 

distribución radial de las derivadas evaluadas en N=6 y Ns=2. 

Las gráficas IV.3.a-b muestran que la fm(r), comparada con fsSírJ, 

se extiende hacia valores mayores de ddistancia al núcleo) y por 

consiguiente el máximo es menor. Desde el punto de vista de las dos 

distribuciones, p(r) y ps(r), significa que las modificaciones en la 

densidad de carga, inducidas por una transferencia de electrones, se 

darán preferencialmente en regiones diferentes a las provocadas por ma 

transferencia de spin en la densidad de spin. -Estas últimas se not- 

en una zona mas contraída hacia el núcleo. 

De la figura mencionada, también se concluye que las derivadas 

cruzadas adquieren valores significativamente mas pequeños. En vista de 

lo cual se puede decir que el efecto de la transferencia de spin sobre 

la densidad de carga y el de la transferencia de carga sobre la densidad 

de spin no son del mismo orden de magnitud que los efectos directos, lo 

que apoya el argumento que se empleó, en el capítulo anterior, para 

pasar de la ecuación 111.13 a la III.14. Sin embargo, como veremos más 

adelante, los cruzados pueden estar relacionados con los cambios que 

ocurren, en ambas densidades, en cierto tipo de interacciones . 
Al comparar la función de Fukui fm(r) obtenida aqui, con la 

equivalente spin restringido (Ns.6,Ns~,N,=3,N,=3)(ver figura IV.4). se 

I 

I 

I 
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FIGURA IV.3.- Funciones de distribuci6n radial de las funciones 

generalizadas de fulrui del átomo de carbono(unidades atómicas). fm(r) 

corresponde a la gráfica (al, fss(r) a (b), fNs(r) a (c) y Cp(r) a (d). 

Evaluadas en el átomo spin polarizado N 4 ,  Ns=2. El eje horizontal 

corresponde a la distancia ai núcleo y el vertical a 4xIlxfunci6nxr2. 

Todas las cantidades en unidades atómicas. 
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.3 

. 1  

-.l 

FIGURA IV.4.- Comparación, para d átomo de carbono, de las funciones de 

distribución radial de la funch de fulrui spin restringido (línea 

solida) y de la correspondiente spin polarizado(1ínea discontinu). Ver 
el pie de la figura iV.3 para la expkación de los ejes. 



~~ - 

4 

puede ver que existen diferencias, <;iw! .QQ más impatrnter ai la región 

cercana ai n6clao. De lo anterior se despraidur un psr de caaclusiones: 

las derivadas s m  sensibles ai punto donde se evalúan, de ahí que a cada 

estado promovido del átomo le mesponden funcioaes de respuesta 

distintas; y, anahan * do la curva calculada con polarhción del spin, 

se nota que prácticamente no existen valores negativos para f&). Esto 

último está de acuerdo con algunas evidencias que indican que la función 

de Fukui es positivo definida, para átomos”: en el átomo de carbono, 

que K de capa abierta, la función de Fukui mas %atural” es la 

spin-polarizada. 

Si se considera que v(r) y B(r) están fijos, las densidades de 

.carga y de spin se pueden pensar como funciones del número de electrones 

y del número de spin. Con esa perspectiva se puede hacer un desarrollo 

en series de TaFlor, alrededor de un punto de referencia dado (por 

ejemplo, el átomo neutro). Si ese desarrollo se corta en el -primer - _ ,  

orden, las deformaciones en p(r) y ps(r) estan descritas por 

ecuaciones siguientes: 

N=N O 

N ~ = N ~  

N=N O N ~ = N S  

las 

IV. 26 

IV. 27 
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Dentro del orden de aproximrrciQ de lu acuaciones uiteriores, se 

pieden utilizar las funciones generakwh de Fthri para estimar las 

deformaciones de las densida* de carga y de spin debidas a las 

transferencias de carga y de spin. Y, si 8e invierte el argumento, se 

pueden utilizar las deformaciones de las densidades para evaluar 

funciones de Fukui. 

Como un ejemplo de la aplicación de las funciones de respuesta 

calculadas y de las exxaciones W.26 y N.27, se puede considerar el 

caso de la formación de la molécula diatómica homonuclear C IJi estas 

circunstancias la transferencia de electrones es nula y, de acuerdo con 

W.26 y IV.27, las contribuciones debidas a las derivadas respecto a N 

no intervienen. De los términos que quedan, fss(r) es el que adquiere 

valores más grandes y positivos (ver gráfica IV.3.b). fNs(r), por el 

contrario, contiene regiones positivas y negativas. Se puede decir, por 

consiguiente, .que las deformaciones de mayor orden de magnitud se darán 

en la densidad de spin y, como (NS-Ni)<O durante la formación de un 

enlace covalente, entonces ps(r) decae en la mayor parte del espacio. A 

diferencia de p ( r ) ,  la densidad de carga presentará regiones donde la 

carga se acumula y otras donde se enrarece. De la gráfica W.3.c se 

concluye, si se considera el cambio en N que al formarse el enlace 

covalente la densidad de carga disminuye en la región alrededor de 0.5 

u.a. y a partir de una unidad atómica aumenta. Lo que concuerda con el 

hecho de que, al formarse un enlace, la carga se acumula en la región 

internuclear e indica, además, que los electrones se aparean no ~610 de 

manera global sino en cada punto del espacio. 

2' 

S 

S' 

Ahora se analiza, para el átomo de carbono, un proceso de 

transferencia de carga a Ns fijo. Es evidente de las ecuaciones 

W.26-U, que los coeficientes de respuesta involucrados son fNN(r) y 
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fm(r). Cuando ia carga se transfiere htch el sistema 4N-N0)>O y, de 

.cuQ'(Jo con la áistrWdón de la figura W.34 se acumulan carga ai 

la región comprendida entre .25 y 6 u.a. Por otra parte, al transferir 

el mismo número de electrones de cada spin, para mantener fijo Ns, estos 

no se distribuyen uniformemente en el átomo. De hecho, ps(r) crece en la 

región externa al núcleo y decrece en la interna. Si se invierte el 

proaso de transfertacia de carga para que el átomo la ceda, entonces 

las zonas de acumulación se vuelven de enrarecimiento y viceversa 

Las interacciones químicas distintas a las ya mencionadas, se 

pueden estudiar mediante la combinación de los dos efectos descritos: 

cambios a N fijo y cambios a Ns constante. Desde luego, habrá ocasiones 

en donde uno de los efectos predominará, pero, en general, siempre 

estaran mezclados. 

El análisis de las perturbaciones en la densidad y en la densidad 

de spin al ocurrir una hteracción como la descrita, deja al descubierto 

la enorme potencialidad interpretativa de los coeficientes de respuesta 

locales definidos en esta tesis: las funciones generalizadas de F*L. 
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C A P I M O  V (FUNCIONES GENERALIZADAS DE M U 1  PARA MOLECULAS) 



8cuerdo Con el modcb ~ h d 0  el clrpltUl0 I, el ertidp 

de las interaccioaes químicas .c basa en el conocimiento de las prima;lr 

y segundas derivadas del funcional de la energía: los cambios de la 

energía total estan descritas por una ecuación (1.35) que contiene das 

derivadas de tipo global ú1, y ps) y dos de tipo local (p(r) y 

-pRs(r)); por otra parte, las variaciones en los potenciales químico y 

de spin tienen que ver, cada uno de ellas, con doc coeficientes Q 

respuesta locales y dos globales (ver ecuaciones 1.53-54). 

2 
de algunos de los coeficientes de respuesta mencionados anteriormentt. 

Para lo cual se aplicó el método de Hartree-Fock no restringido (UHF? 

para estimar las densidades de carga y de spin necesarias. 

En este capítulo se ilusta la evaluacih, para la molécula de NO 

En este punto, se puede mencionar que el sentido físico y el 1u.g~- 

que ocupan en la estructura de la teoría los diversos coeficientes 00 

respuesta, no dependen de la metodología empleada para calcularlos. Es 

decir, que se pueden evaluar p r  medio de la Teoría de Funcionales de k 

Densidad o recurriendo a un farmalismo basado en la función de onda. 

Para obtener las funciones generalizadas de Fukui, es net-3 

contar con un método que produzca aceptablemente, para moléculas, tan2 

densidades de carga como de spin. Dentro de los métodos ab-initio, ti 

denominado Hartree Fock No Restringido (UHF), es el más sencillo y 

directo, desde el punto de vista del esfuerzo cornputacional i n v o l u d  

en calcular dichas cantidades. Además, estudios recientes demuestran q i ~  

las densidades de spin obtenidas por este método son cercanas a Izs 

experimentales, siempre y cuando la contaminación por spin inherente a 

55.56 este formalismo sea baja . 

36 

En lo que respecta a la densidad de carga, se sabe que e: 
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fannaUsmo UHF produce darsidades muy caranas ias obtenidas en 

Haptr-"-P.rlr-G\in-Restringido, y esta última teoría genera densidades 

cercanas a las que incluyen la correlación interelaSrónica. Lo cual se 

debe, principalmente, a que el cálculo de las prupie&des mencionadas 

involucra a elementos de matriz de tipo monoelectrónico. 

Con base en lo discutido anteriormente, se empleó el método UHF 

para el cálculo de los coeficientes de respuesta de NO utilizando el 

programa bíOMSTERGAUSSS7. La derivación nberica de nueve puntos, que se 

2' 

utilizó en el caso del átomo de carbono, resulta muy costosa e 

impráctica: es necesaria la obtención de nueve densidades para cada 

molécula; de los nueve cálculos algunos son aniones con multipicidades 

diferentes al estado basal cuya convergencia es difícil; además, con 

frecuencia, la contaminación es alta en las especies convergidas y, 

aunque existen métodos de proyección que "dexonta~ninan"~~, estos son 

arbitrarios . Todo lo anterior configura un cuadro en donde sólo se 

pueden utilizar las densidades de algunas especies para estimar los 

59 

distintos coeficientes de respuesta. 

Las limitaciones mencionadas restringen la form de evaluación de 

los coeficientes de respuesta. Sin embargo, es posale estimarlos, de 

acuerdo a las ecuaciones IV.26-27, mediante las deformaciones de las 

densidades de carga y de spin. Para ello, se pueden expresar las 

densidades del catión y del anión tomando como punto de referencia a la 

especie neutra. 
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üp (r ; N,Ns 1 
- 0  

v.3 

v. 2 

Las ecuaciones para las derivadas de ps(r;N,Ns) son similares, salvo que 

en lugar de p , p y po, se utilizan p,, ps y pi. 
+ -  + -  

Con la finalidad de ilustrar la utilidad de las densidades de carga 

y de spin y de los coeficientes de respuesta, como índices locales de 

reactividad química, se muestran rn las gráficas V.l-4, los diagramas 

de contorno y de superficie de estas cantidades para el NO2. 

Las densidades de carga y de spin se obtuvieron mediante el método 



UHF J las funciooes generalizadas de Fukui me dculuwi de acuerdo a 

V.3-4, Se utilizproa las densidades del catih singulete del neutro 

doblete y del anión singulete. Debido a que no se incluyen densidades 

para el anión y el catión con multiplicidades distintas 8 uno, no se 

pudieron estimar las derivadas fss(r) y f&I. No obstante lo anterior, 

se pueden extraer conclusiones muy interesantes, desde el jmnto de vista 

químico, utilizando los dos coeficientes calculados. 

La densidad, por sí misma, es un índice local de reactividad: 

indica los sitios preferidos por los reactivos de tipo electrofílico y 

su Laplaciano ha sido utilizado para localizar las regiones de 

acumulación y de enrarecimiento de la carga en una especie química . 5 

En el caso que nos ocupa, tanto el diagrama de contornos como el de 

superficie, dan una idea clara de que los átomos de oxígeno son los más 

lábiles frente a electrófilos. 

Por otra parte, en la densidad de spin saltan a la vista las 

regiones donde se localiza el electrón desapareado y, en esa medida, da 

una idea clara de los sitios que, preferencialmente, son activos frente 

a donadores de spin. 

En el NO2 la gráfica de ps(r) demuestra que si bién el  electrón 

desapareado se encuentra disperso en varias regiones de la molécula, es 

en el nitrógeno donde se ubica la mayor intensidad de la distribución. 

Este hecho concuerda muy bien con la evidencia de que las interacciones 

de esta especie química, con reactivos que tienden a aparear sus 

electrones, se dan en la posición del nitrógeno: por ejemplo, cuando se 

dimeriza se forma un enlace nitrógeno-nitrógeno . 60 

La visión que proporcionan la densidad y la densidad de spin es un 

tanto estática, ya que separan regiones de las especies químicas con 
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FIGURA V.l.- Diagrama de contornos y de superficies de la densidad del 

NO2. Los valores de los contornos de isodensidad pueden determinarse con 

la expresión valor del contorno = tncrernentoxA". El valor de n=O 

corresponde al contorno más externo y el de n=8 al más interno. En este 

caso, A=2 e tncremento=0.004. Los asteriscos indican las posiciones de 

los núcleos. La geometría fué optimizada con el método de gradientes, 

dentro del programa MONSIERGAUSSs7, utilizando una base 6-31G* tanto 

para oxígeno como para nitrógeno: I1 d1.1645 *A; ánguio O-N-0436.08 O; 

energía total = -2ü4.031492 u.a . 
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FIGURA V.2- GMicas de contornos y de superficie para la densidad de 

spin del NO la misma base de la figura 
V.1. El diagrama de contornos muestra con línea punteada la curva nodal, 

los contomos negativos, línea discontinua, crecen hacia el interior de 

ella y las positivos hacia afuera de la misma. Se utilizaron 

LnCremen~.OOOl y A 4  (ver el pie de la figura V.1). con n de O a 2 

para los negativos y n de O a 5 para los positivos. 

en la misma geometria y con 2 
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u u  

FIGURA V.3.- Curvas de nivel y diagrama de superficie de la función de 

Fukui fNntr) del NO2 evaluada en la misma geometrla de la figura V.k 

las funciones generalizadas de Fukui calculan a potencial externo 

fijo. La llnea punteada identifica a la curva nodal, la discontinua a 

los contornos negativos y la continua a los positivos, 

hremento4.0035, A-2 (ver pie de la figura V.1). n se vario de O a 2 

para los negativos y de O a 3 para los positivos. 
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FiGURA V.4 Gráficas de superficie y de contornos para la derivada de la 

densidad respecto ai número de spin, fMs(r). La geometría corresponde a 

la de la figura V.1. En la grdfica de contornos los valores de 

tnCremento y de A fueron f.00015 y 3 respectivamente. Los contornos 
positivos variaron desde n=O hasta n=4 J los negativos de O a 2 (ver el 

pie de la figura V.1). 
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arrter íst icas reactivas diferentes, plo no dicen nada de las 

mntificaciones que pueden ocurrirle a las prapledades del sistema frente 

a una interacción dada. Es en esta última dirección, en la que los 

coeficientes de respuesta son útiles. 

Analicemos por ejemplo la función & Fukui. En el contexto de la 

ecuación IV.26, este coeficiente de respuesta esta relacionado con las 

perturbaciones que ocurren en la densidad cuando sucede un proceso de 

truisferencia de carga en el cual se mantiene fija la polarización 

global del spin (Ns). La gráfica V.3 indica que si la carga es 

transferida hacia la molécula (N-N'Xl), las regiones de acumulación 

estarán ubicadas en regiones externas de los átomos. Al mismo tiempo se 

inducirá un enrarecimiento de la carga m las zonas cercanas a los 

nkleos. Es notoria la existencia de dos áreas de acumulación en cada 

átomo, una de 

pico de mayor 

zwas aledañas 

sobre todo la 

ellas de mayor importancia. En el nitrógeno se localiza el 

intensidad de la función & Fukui, de ahí que sean las 

a este átomo las que se v u  enriquecidas en carga, pero 

región externa. Sin embargo, también existen zonas de 

aamiulación en los oxígenos lo que muesta que la perturbación también 

afecta, importantemente, la carga en esas mas. Cuando la transferencia 

de electrones es hacia otra especie quícica, el análisis anterior es 

sanejante. 

También vale la pena hacer notar, en el caso de fN"(r), que es muy 

parecida a la densidad.de spin, lo cual apoya la aproximación a fwN(r) 

deducida en el capítulo 111. 

La función de Fukui fNS(r), esta asoriada con la redistribución de 

la carga cuando se polariza (o depolariza) el spin. Un cambio en N a N 

fijo puede representar la promoción de la molécula a un estado de 

S 
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"ralencia" molecular. (h esta bptica, el máiisis de la grMh V.4 

d t a  muy interesante Si la molécula interactb con un daaodor de 

spin (Ns-NiM), entonces la lecuaci6n W.26 permite concluir lo 

siguiente: la carga se redistribuirá de tal forma que se incrementa en 

las regiones donde la densidad de spin es baja lo que permite ver que el 

incremento se debe, principalmente, a carga de spin mayoritario ya que 

esta tenderá a ubicarse en las zonas donde no interactúe con la carga de 

spin mayoritario presente en la molécula. Es decir, el balance local de 

elecrones con ambos spines, se alterará mayormente en las zonas externas 

a los oxígenos. 

Por otra parte, si la interacción es con un aceptor de spin lo que 

significa que se favorece el apareamiento de los electrones (N -Ko<O), 

entonces la densidad de carga se incrementa en las partes negativas de 

f (rl y viceversa. Del análisis de la gráfica V.4 se extrae que la 

carga se incrementará en la región externa del nitrógeno y disminuirá en 

los oxígenos. Para este caso, es de esperarse que el incremento se deba 

al spin minoritario por lo cual se localizará en las zonas de alta 

densidad de spin. Además, existe un efecto interesante en la interacción 

oxígeno-oxígeno: cuando el NO interacciona con una especie que acepte 

spin, se nota un incremento en la densidad de carga entre los oxígenos 

asociada con una zona negativa en f (r). Lo anterior significa que 

puede inducirse un enlatx 0-0 al modificar la polarización global del 

spin. 

s s  

NS 

2 

NS 

Las ecuaciones 1.53-54 junto con el postulado de Parr y Yang' son 

las que sutentan la idea de que las funciones generalizadas de Fuhri son 

criterios de reactividad química. A campo magnético constante las 

ecuaciones mencionadas arriba se reducen a 
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V.5 

V. 6 

Cada una de ellas contiene una contribucih que involucra a un 

coeficiente de respuesta local. 

En los procesos donde el cambio importante se deba al potencial 

químico. la funcion f & I  se convierte en el índice local de 

reactividad determinante. En los procesos donde el cambio en el 

potencial de spin sea el que domina, el coeficiente fNs(rl será el que 

gobierne el comportamiento reactivo de la molécula 

Para el NO2, las figuras V.3-4 muestran que el nitrógeno será el 

sitio preferencial de ataque en los procesos donde 6pN sea el 

importante, y los átomos de oxígeno serán los sitios reactivos en caso 

al ternativo. 

Es evidente de lo mencionado hasta aquí, que los índices locales 

de reactividad distinguen el comportamiento químico de las diferentes 

zonas de una molécula. Por lo que podemos afirmar que las funciones 

generalizadas de Fukui en moléculas. al igual que en átomos, dan una 

visión muy completa de las posibles modificaciones de las distribuciones 

de carga y de spin. 

85 





ia versión spin-polarizado de la teoría de funcionales de la 

densidad, desarrollada en ésta tesis (SeCclOn 1.B). permite analizar la 

interacci6n de doc especies químicas desde un punto de vista que incluye 

dos efectos importantes: la transferencia de carga (cambio en NI y el 

cambio del balance global de electrones de ambos spines (cambio en Ns). 

Asimismo, se contempla la posibilidad de estudiar cambios en el 

potencial "electrostático", av(r) y en el potencial magnético, 6B(r), de 

una molécula. Ambos debidos a la presencia de una especie química en el 

en torno. 

De esa manera, aparte del potencial químico, de la dureza y de la 

función de fukui, se definieron en éste trabajo, las funciones 

generalizadas de fukui, el potencial de spin y la dureza de spin como 

indices de reactividad- adicionales que ayudan a predecir los cambios 

producidos en las moléculas durante una interacción química. 

Es importante destacar que las dos cantidades locales básicas que 

aparecen en la, teoría desarrollada, p(r) y pJr) ,  tienen un sentido 

físico muy claro y se pueden determinar experimentalmente. 

En ésta tesis se muestra que la teoría de Kohn-sham da origen a una 

metodología unificada para obtener los diferentes indices de reactividad 

química que aparecen en el formalismo, tanto en su versión 

spin-restringido como en la spin-polarizado. En esta última, la 

aproximación de core congelado define lo que se puede identificar como 

una forma spin polarizado de la teoría de orbitales de frontera, que es 

muy titi1 para entender algunos aspectos de reactividad química, 

especialmente en moléculas donde los efectos de polarización del spin 



son muy importantes. 

Et importante hacer notar que, si bien los resultados obtenidos a m  

la aproximación de core congelado fuapn derivad- en el contexto del 

método de Kohn-Sham spin-polarizado, su aplicación puede extenderse al 

formalismo de Hartree-Fock no restringido o a cualquier modelo 

semiempírico que distinga a los orbitales por spin. 

La relación existente entre la densidad de spin y la función de 

fukui, obtenida en el capítulo 111, refuerza la idea de que esta última 

es un criterio local de reactividad química. No obstante que existen 

diferencias entre ellas, especialmente en la región cercana al núcleo, 

cualitativamente son parecidas en la región de Valencia y, por ende 

cualquiera de ellas puede servir como una herramienta para entender la 

labilidad molecular. Adicionalmente, se puede decir que la densidad de 

spin es una aproximación a un coeficiente de respuesta de la molécula. 

El análisis de la formación de un enlace químico, basado en las 

funciones generalizadas de fukui da una descripción más completa de la 

redistribución de la carga durante la formación de un enlace. Se 

distingue de los análisis basados solamente en la densidad de carga, ya 

que incluye el efecto de una especie sobre otra. Y es en ese sentido que 

dicho análisis deja de ser "estático". 

De los resultados del capítulo V se puede concluir que la extensión 

del postulado de Yang y Parr6 al tratamiento spin-polarizado, junto con 

las funciones generalizadas de fukui, ayuda a encontrar los sitios 

reactivos de una molécula. 

88 



Bi BLI OGRAF I A 



1.- 8) Kohn, W., Vashishta, P. ai Theory of tht inhomogeneous Electron 

Gas. Editores Lundqvist, S. March, N.H., Plenum Press. 

New York, 1983. 

b) Parr, R.G., Ann. Rev. Phys. Chem. 34, 631 (1983). 

2.- Parr, R.G., Donnelly, R.A., Levy, M., Palke, W.E;J. Chem. Phys. 68, 

3801 (1978). 

3.- al Parr, R.G., Pearson, R.G.; J. Am. Chem. Soc. 105, 7512 (1983). 

bl Robles, J., Bartolotti, L.J.; J. Am. Chem. Soc. 106, 3723 (1984). 

4.- bíulliken, R.S.; J. Chem. Phys. 23, 1833 (1955l.Ibid p.1841. 

5.- a) Bader, R.F.W., MacDougall, P.J., Lau, C.D.H.; J. Am. Chem. Soc. 

106, 1594 (1984). 

bl Bader, R.F.W., MacDougall, P.J.; J. Am. Chem. Soc. 107, 6788 

( 1985 1. 

6.- al Parr, R.G., Yang, W.; J, Am. Chem. Soc. 106, 4049 c19841. 

bl Yang, W., Parr, R.G., hicci, R.; J. Chem. Phys. 81, 2862 (1984). 

7.- Fukui, K.; Theory of  Orientation and Stereoselection. 

Springer-Verlag, West Berlin 1973. 

8.- Kohn, W., Sham, L.J.; Phys. Rev. 140, All33 (1%5). 

9.- Williams, A.R., von Barth, U. en Theory of the inhomogeneous 

EZectron Gas. Editores Lundqvist, S., March, N.H., Plenum Press, 

New York 1983. 
b 

10.- Hay, J.M.; Reactive Free Radicals. Academic Press, London 1974. 

11.- Bartolotti, L.J., Parr, R.G.; J. Chem. Phys. 72, 1593 (1980). 

12.- Nalewajski, R.F., Parr, R.G.; J. Chem. Phys. 77, 399 (1987). 

13.- Gosh, S.K., Berkowitt, M., Parr, R.G.; Proc. Natl. Acad. Sci. 

U.S.A. 81, 8028 (1984). 

14.- Gosh, S.K., Berkowitz, M.; J. Chem. Phys. 83, 2976 (1985). 



15.- Roblee, J.; J. m. Phm 85, 7245 (1986). 

16.- NakwaJski, R.F.; J. (%em. Wys. 78, 6112 (1983). 

17.- Vela, A., Gázquez, J.L.; Phys. Rev. Lett. (sometido). 

18.- Hohenberg, P., Kohn, W.; Phys. Rev. B136, 864 (1964). 

19.- Gelfand, I.M., Fomin, S.V. Calculus of Variations, Prentice-Hall., 

NewJersey 1%3. 

20.- Parr, R.G., Bartolotti, LJ.; J. Phys. Chem. 87, 2810 (1983). 

21.- Pauling, L. Wilson, E.B.; Introduction to Quantum Mechanics, 

Cap.IV, McGraw-Hill, Tokyo 1935. 

22.- a) Pearson, R.G.; Hard and Soft Acids and Bases, Dowden, Hutchinun 

and Ross, Stroudsburg, Pa. 1973. 

b) Pearson, R.G.; J. Am. Chem. Soc. 107, 6801 (1985). 

23.- Von Barth, U. Hedin, L.J.; J. Phys. C 5, 1629 (1972). 

24.- Vosko, S.H., Perdew, J.P.; Can. J. Phys. 53, 1385 (1975). 

25.- Zaremba, E. en Density Matrices and Density FUnCtiOMlS, Editores 

Erdahl, R., Smith, V.H., D. Reidel, Dordretch, Holland 1987. 

26.- Kohn, W.; Phys. Rev. A 34, 737 (1986). 

27.- Theophilou, A.K.; J. Phys. C 12, 5419 (1978). 

28.- Yang, W., Parr, R.G.; Roc. Natl. Acad. Sci. U.S.A. 82, 6723 

(1985). 

29.- Callen, H.B. Thermodináunics, Wiley, New York 1960. 

30.- Mortier, W.J.; Structure and Bonding 66, 125 (1987). 

31.- Hadjisawas, N., Theophilou, A. Phys. Rev. A30, 2183 (1984). 

32.- Schaefer, H.F.; The Electronic Structure of Atoms aTLd 

Molecules, Addison-Wesley Publishing Co., Menlo Park, Cal., 1972 

33.- Janak, J.; Phys. Rev. B18, 7165 (1978). 

34.- Gázquez, J.L.; Contactos 1(4), 50 (1984). 

35.- La demostración de la referencia 33 se puede extender para el caso 

91 



____ ~- ~~ ~~ 

spin polarizado (ver ref 3b). 

36.- Popk, AA., I h b t ,  R.K.; J. chun. Php. 25 S11 U=). 

37.- Fukui, K. en The World of Quantum Chemtsbty. Editores Daudel, R., 

pullman, B.; D. Reidel, Dordrctch, Holland 1974. 

38.- Badcr. R.F.W., Gangi, R.A.; J. Am. Chem. Soc. 93, 1831 (1971). 

39.- Keller. J., Varea-Alvarez, C.; Int. J. Quantum. (%ern. 12, suppl. 1, 

165 (19n). 

40.- Sham, L.J., Kohn, W. Phys. Rev. 145, 561 (1966). 

41.- Gunnarson, O., Lundqvist, B.I. Phys. Rev. B13, 4214 (1976). 

42.- Von Barth, U. Phys. Rev. A20, 1693 (1979). 

43.- Langreth, D.C., Mehl, M.J.; Phys. Rev. B28, 1809 (1983). 

44. - Ecquivel, R.; comunicacibn personal. 

45.- Abramowitz, M., Stegun, A. Handbook of Ma.Zhematica1 Functions 

Dover Publications, New York, 1972.p~ 878 I 

46.- Gázquez, J.L., Ortiz, E.; J. Chem. Phys. 81, 2741 (1984). 

47.- March, N.H.; Self-Conslstent Fields in Atoms, Pergamon, 

oxford,1975. 

48.- Epstein, S.T. en The Force Concept ir. Chemistry, Editor 

Deb, B.M., Van Nostrand Reinhold Co., New Yo& 1981. 

49.- Slater. J.C. Quantum Theory of Molecules and Solids, Vol. 4, 

McGraw-Hill, New York 1974. 

50.- Bartolotti, L.J., Gadre, S.R., Parr, R.G.; J. k. Chem Soc. 102, 

2945 (1980). 

51.- Pariser, R.; J. Chem. Phys. 21, 568 (1953). 

52.- Pariser. R. Parr, R.G.; J. Chem. Phys. 21, 466 (1353). 

53.- Referencia 45 pp 883. 

54.- Vela A-; Tesis doctoral UAM-Iztapalapa 1988. 

55.- Gillon, B., Becker, P., Ellinger, Y.; Mol. Phys. 4S, 763 (1983). 

92 



56.- Ddley, B., B e d t ~ ,  P., Gill- 8. J. Oem. Php. $0, 4286 (1984). 

SI.- Pokier, R.A. and Peterson, YR; MONSIERGAUSS Computer Program, 

University of Toronto. 

58.- Harriman, J.E., J. Chem. Phys. 40, 282’7 (1964); Hardisson, A-, 

Harriman, J.E., ibid 46, 2639 (1%7); Phillips, D.H., Schug, J.C., 

tbLd 61, 1031 (1974). 

59.- R-sky, P.J., KWpluS, M.; J. m. Phys. 73, 61% (1980). 

60.- Mahan, B.H., Química, Curso ünfversitario , pp 613, Fondo 

Educativo Interamericano, México D.F. 1975. 

61.- Gázquez, J.L., Vela, A. Galván, M.; Phys Rev. Lett. 56, 2606 

(1986). 

62.- Arnold, V.I.; Graduate Text in Mathematics, V.60, Cap.3, pp 61, 

Springer-Verlag, New York 1980. 

63.- Levy, M.; Proc. Natl. Acad. Sci. USA 76, 6062 (1979). 

93 



APENDICE (TRANSFORMADAS DE LEGENDRE Y RELACIONES DE MAXWELL EN LA 

VERSION SPIN-POLARIZADO DE LA TEORIA DE FUNCIONALES DE LA DENSIDAD) 



Tr.nrformadas de Legendm 

ias tranformadas de Legendre(TL) san, Junto con las relaciones de 

yaxWell(Ru), un ejemplo de las analogías existentes entre ia 

termodinámica clásica y la teoría de funcionales de la 

densidad(TFD)12. Las primeras se utilizan en la TFD para obtener 

representaciones alternativas del funcional original de. la energía, las 

cuales pueden servir para estudiar a los sistemas sometidos a 

diferentes condiciones. Las segundas, por otro lado, ayudan a 

interrelacionar segundas derivadas del funcional. 

En este capítulo se obtienen las transformadas de Legendre y las 

relaciones de Maxwell que se originan del funcional de la energía 

descrito en el capitulo I. 

El funcional del cual se obtendran las iL es el siguiente 

E ( N,Ns,v(r),B(r) I = F I N,Ns.p(r),pS(rl I + v(r)p(r)dr 
r J 

A. 1 

donde se ha hecho explicita la dependencia en N y N c  

Lo que distingue a las transformadas de Legendre en la TFD de las 

de la termodinámica clásica29 es la aparición, además de las 

transformadas respecto a variables que son números reales, de 

transformadas que involucran variables que son funciones. 

Una transformada de Legendre62 m i s t e  en la sustitución, de la 

dependencia en una variable, por la dependencia en su correspondiente 

conjugada, que no es otra cosa que la derivada del funcional respecto a 

la variable original. 

Para comenzar se describe la obtención de una transformada de 
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Legendre del funciami A.1, donde ias derivadas involwxdas son 

derivadas simples y no derivadas funcionales. En el caso en el que las 

variables conjugadas 

correspondiente es 

La segunda igualdad 

- N Y P N  la transformada de Legendre 

- NPN A. 2 

es una consecuencia de la ecuación 1.41. Para 

cancelar la dependencia en N del funcional, se puede utilizar la 

ecuación, 

A. 3 

que en principio define una relación implícita del tipo N(pJ. La 

condición que debe satisfacer el funcional de la energía para que se 

cumpla lo anterior es 
-. . 

A. 4 

Del análisis del comportamiento de la curva E vs. N para átomos y 

moléculas se puede concluir que esta tiene concavidad definida y de 

acuerdo a A.461. 

La forma que adquiere la diferencial de El es: 

6El = iSE -pNdN - NdpN A. 5 

Mediante el empleo de la ecuación 1.43 para &E, la ecuación 

anterior queda como 

Una conclusión interesante, que surge del análisis de la ecuación 



A.6, es que las variables naturales parp deScrlMt cambias ai El oon % 
Ns, &v(r) y bB(r), y, por extensi&, son las mriables naturales en esta 

”represaitacibn” . 
La búsqueda del mínimo del funcional 1.25 refiere a la solución 

acoplada de las ecuaciones 1.27 y 1.28. Es decir, se buscan p ( r )  y p[r), 

tales que minimicen al funcional de la energía, E, con la condición de 

dr) y B(r). Una forma taquigráfica de que se mantengan fijos N, 

resumir lo anterior es la siguiente 

S *  

El criterio de estabilidad, relacionado con la existencia de un 

mínimo dentro de esta representación,es 

El cual significa la exigencia de que el extremo del funcional sea un., 

mínimo. 

En la representación de El, la minimizaci6n consiste en buscar la 

v(r) y B(r) NS’ 
p(r) y la ps(r) que minimizen El manteniendo pN, 

constantes. O, en forma resumida, 

A. 9 

Y 

La estabilidad, en este caso, se asegura por la de la 

representación original, ya que las transformadas de Legendre mapean 

funciones convexas en funciones convexas y cóncavas en cóncavas . 62 
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El caso de las transfwmacias dt Legendre respecto de varia- 

como dr) y B(r), lo podemos ejemplificar con la transfurmada siguiente 

que es la definición de la TL de la energía, E , respecto a vk). Si se 

deriva funcionalmente A.l  se encuentra que 

A. 12 

Mediante la ecuación anterior, bll se transforma en 

E3(N,NS,p(r),B(rll = E(N,Ns,v(r),B(r)l - p(r)v(r)dr . A.13 

En el lado derecho de esta ecuación existe una dependencia explícita en 

v(r) que debe eliminarse. Formalmente, esto se logra por medio de la 

ecuación A.12, que en forma implícita proporciona una relación del tipo 

v(r)[p(r)l. Sin embargo. la estructura del funcional de la energía hace 

que, al sustituirlo en la ecuación A.13, cancele directamente dicha 

I 

dependencia: 

La variacibn total de E es, de acuerdo con A.13, 
3 

r r 
A. 15 

Nuevamente, por medio de la ecuación para 6E (1.431, se reduce la 

expresión anterior a 

J J 

La ecuación de arriba identifica a N, N , p(r) y B(r) como las 
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variables naturrles de Ea. pok io mismo, si se iitllin la notacih 

abreviada óescrita con anterioridad, el principio dt minimhción se 

puede resumir mediante las expresiones siguientes: 

Y 

Es decir, se busca el mínimo de E manteniendo constantes N, Ns p(r) y 

Bír). 

3 

En la tabla A.l se encuentran las definiciones de las diversas TL 

que se pueden obtener del funcional de la energía. En todos los casos el 

principio de minimización correspondiente se puede escribir en la forma 

Y 

Donde k se refiere a la transformada de Legendre y las variables 

naturales de esta se denotan por a, b, c y d. Desde luego, cada TL 

depende de dos variables que con funciones y dos que son números. 

Las transformadas de Legendre son un conjunto de alternativas para 

estudiar un problema dado, ya que ofrecen una gama de posibilidades en 

lo que se refiere a la selección de las variables independientes. Al 

igud que en la termodinámica clásica , lo anterior proporciona una 

gran flexibilidad en la manera de estudiar un sistema: se puede buscar 

la representación en la cual se simplifique el tratamiento matemático, o 

- 

29 
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bicio. CQ la cual se puedan i&nWhr coll mayar claridad conceptos 

in-. Aunque potmcialmentc la mayor utilidad de las 

transformadas de Legendre reside en su aplicación ulterior, ai estudio 

de las propiedades electrónicas de átomos y molcCulas y a la reactividad 

química, enseguida se presentan un par de ejemplos de la utilidad 

conceptual de estas: 

- La TL denotada en la tabla V.1 como Elo, corresponde al 

funcional de Levy63 para el caso spin polarizado. El cual, a su vez, 

es igual al funcional universal F de la ecuación 1.25. Por medio de 

la definición de Levy es posible definir Elo de la siguiente manera: 

A. 19 

A A 

T es el operador de energía cinética. V el de repulsión 

interelectrónica; la búsqueda del mínimo se efectúa entre las 

funciones de onda antisimétricas que originen p(r) y ps(r) del 

estado basal. 

ee 

- Si se define variable extensiva como aquella que es aditiva 

ante una partición de la densidad e intensiva como la que no tiene 

esa propiedad, entonces N, N p(r) y p (r) son extensivas, mientras 

que pN, ps, v(r) y B(r) serán intensivas. Con esta óptica, la 

ecuación para dE resulta muy interesante, porque relaciona en forma 

diferencial las variables intensivas. Es decir, representa el 

equivalente de la ecuación de Gibbs-Dubemm de la termodinámica 

S’ 5 

5 

clásica. Debido a que el funcional no tiene las mismas 

hornogeneidades de los potenciales termodinámicos, la ecuación 

contiene un término adicional (as): 



Relaciones de Maxwell 

En termodinámica clásica las relaciones de Maxwell se obtienen, de 

los distintos potenciales tamodinámicos, por medio de la igualdad entre 

segundas derivadas cruzadas . Y, ayudan en muchos casos, a escribir 

magnitudes dif icilmente accesibles experimentalmente en términos de 

cantidades medibles en el laboratorio. 

29 

La igualdad entre segundas derivadas cruzadas en el caso de la 

formulación spin-restringido de la TFD, se estableció en los trabajos de 

Nalewajski y Purl2. Lo que esta implícito al aceptar dicha igualdad. es 

que el funcional es de 'estado", en el sentido de que la difermcia 

entre dos valores cualesquiera esta univocamente determinada por los 

valores que adquieren las variables independientes en uno y otro casr: " 

s610 depende del estado inicial y final medido en términos de las 

variables independientes en turno". Esta suposición se extiende a las ii 

del funcional original. 

En esta sección se obtienen las relaciones de Maxwell del 

funcional de la energía en su versión spin-polarizado y de sus 

transformadas de Legendre correspondientes. 

. 

Para mostrar un ejemplo de la obtención de relaciones de Maxaell, 

se puede utilizar al funcional de la energía. La variación total 

correspondiente es 

r 
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permite la identification de las primeras derivadas del funcional. Por 

lo cual, la igualdad entre segundas derivadas cruzadas, 

se puede escribir como 

A.23 

A.24 

En forma equivalente se pueden obtener las relaciones de Maxwell 

que aparecen en la tabla A.l, para el funcional de la energía. Dentro de 

las ecuaciones A. 1.2-10, existen relaciones que involucran derivadas 

respecto a parámetros que son números como N y N otras que sólo tienen 

derivadas respecto a variables que son funcbnes (v(r), B(r)) y 

derivadas respecto a variables de ambos tipos. 

s‘ 

La ecuación A.1.2 indica que el efecto prolyucido en el potencial 

químico al cambiar la polarización global del qk a N, v(r) y B(r) 

fijos, es equivalente al cambio en el potencial de spin debido a una 

modificaci6n del número de electrones a N,, v(r1 y Bk) constantes. 

En el capítulo I se utilizaron A.1.3-6 para escribir las ecuaciones 

1.53 y 1.54 en términos de las funciones-generalizadas-de-fukui. Se 

puede notar que tambien en la TFD, al igual que en termodinámica, las 
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relaciones de Maxwell sfnaD pur cambiar de una oit\i.dQ 

“experimental” a otra. En este caso, la evaluación de las funciones de 

fukui es más directa que el cáiculo de los cambios en los potenciales 

químico y de spinD respecto de modificaci6nes en los dos potenciales 

involucrados (v( r ID B( r I). 

De acuerdo con la ecuación A.1.7, los cambios en p(r) debidos a las 

modificaciones en B(r) son iguales a los inducidos en p,(r) por las 

variaciones de vk ) .  Esta conexión proviene directamente de la 

estructura del funcional de la energía (ex. 1.25): las primeras 

derivadas de la energía respecto a v(r) y B(r) son, respectivamente, 

p(r) y p s ( r ) .  

Las relaciones A.1.8-10 se refieren a cambios en variables 

evaluadas en un punto del espacio respecto a cambios en cantidades en 

otro punto cualquiera. Dichas relaciones se obtienen al considerar que 

cada valor de r define un juego de variables locales. Por ejemplo, A.1.8 

se obtiene al considerar que v(r’) y v(r) son dos variables 

independientes: se utiliza la idea de que un funcional es una función de 

un número infinito de variables (la funci6n en cada punto). De esa 

manera, al tomar las derivadas cruzadas de la pareja 

(p(r)6v(r),p(r’)6v(rS 1) se obtiene la ecuación mencionada. Dicha 

relación establece la simetría en el efecto que produce un cambio en el 

potencial externo en un punto del espacio, 6v(r), sobre la densidad en 

otro punto cualquiera (p(r’1). Existe una ecuacibn, A.1.9, que asegura 

la simetría mencionada, para la pareja de variables p ( r )  y B(r). 
S 

Por último, la relación de Maxwell A.l.lO, no-local como las dos 

anteriores, interrelaciona los cambios en p(r1 y ps(r) debidos a los 

cambios en v(r1 y B(r) en forma cruzada. 
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Todo el análisis de las relaciones de Maxwell descrito para E se 

puede hacer con cualquiera de sus transformadas de Legendre. La 

información resumida de ese análisis se encuentra en la tabla A.l. 

Como se mencionó al principio de éste capítulo, las transformadas 

de Legendre del funcional de la energía sirven. para estudiar los 

procesos químicos utilizando diferentes juegos de variables 

independientes. Por otra parte, las relaciones de Maxwell, junto con un 

esquema de reducción de derivadas, ayudan a escribir cantidades 

difíciles de calcular en términos de otras de más fácil acceso . De 

ésa manera, la información resumida en la tabla V.A. puede ser de 

utilidad en estudios posteriores. 
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TABLA A. 1 .- Transformadas d e  Legendre íTL )  y Relaciones de Maxwell(RM1 del 
f u n c i o n a l  de l a  energía ( e c .  1 . 2 5 ) .  L a  p r imera  línea de cada página define 
l a s  v a r i a b l e s  de l a  transformada cor respondiente ;  entre l l a v e s ,  4 } ,  se 
encuentran l a s  va r i ab l e s  que se  han s u s t i t u i d o  en el funcional o r i g ina l  al 
e f e c t u a r  l a  TL ;  a l  f i n a l  de e s a  l ínea s e  encuentra l a  de f in i c i ón  de la  
t ransformada.  La  s iguiente  1 ínea muestra  l a  diferencial t o t a l  de  cada 
t ransformada.  Finalmente se t abu l an  l a s  RM correspondientes a l a  TL en 
c u e s t i ó n .  De l an te  de cada RM se  encuentran l as  variables respecto  de las 
c u a l e s  s e  toma l a  der ivac ión  cruzada.  

E (N ,Ns ;  v(r 1 ,B( r) 1 

A.l.l 

A.1.2 

a p p  
A. 1 . 4  

aN ]N  , v ( r ) , B ( r )  
a 

A. 1.7 

A. 1.8 
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6El =-NdpN + p,dNS + p(r )6v ( r )dr  - pB ps(r16B(rldr I I 



6E2 = pNdN - Nsdps + p ( r ) 6 v ( r ) d r  - pB ps(r)6B(r)dr I J 

[ ,p,,B(r) 

= I  I 
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Ns , v (r 1 
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