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Resumen

En este trabajo de investigacion se estudian los procesos controlables de Markov
en espacios de Borel, a tiempo discreto con horizonte infinito, con funciones de
costos (0o de recompensa) acotadas y usando los siguientes criterios: costo

esperado descontado, costo promedio, recompensa total esperada.

Se plantea el problema de la estimacion de la estabilidad para este tipo de
procesos. El objetivo central de este trabajo es el de obtener unas cotas superiores

para el indice de estabilidad.

Se proporcionan las condiciones suficiente para la existencia de las
desigualdades de estabilidad para cada uno de los criterios antes mencionados
usando la métrica de Prokhorov.

PALABRAS CLAVE. Procesos controlables de Markov a tiempo discreto, costo esperado
descontado, costo promedio esperado, recompensa total esperada, indice de estabilidad, métricas

probabilisticas.
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Algunos hechos preeliminares.

En este capitulo se presenta los elementos de la teoria y las definiciones
necesarias para plantear el problema de control 6ptimo para los procesos
controlables de Markov (PCM), también llamados procesos de decision de Markov
(MDP).

Una vez planteado el problema de control éptimo, se introducen las causas que
originan el problema de la estimacion del indice de estabilidad, ver su definicién en
(XVI). Las desigualdades de estabilidad para dicho indice, como las dadas en (XVII),
se expresan en términos de alguna métrica probabilistica, por lo que se proporciona
unos conceptos basicos de la teoria de métricas probabilisticas en el espacio de

distribuciones, asi como una serie de relaciones existentes entre ellas.

Para mayores detalles y demostraciones de los resultados con respecto al
problema de control éptimo que se presentan aqui, véase por ejemplo, Bersekas,
Shreve (1978), Dynkin, Yushkevich (1979), o bien Hernandez-Lerma, Lasserre
(1996). Mientras que para una presentacion de las numerosas aplicaciones a
problemas teoricos y practicos de las métricas probabilisticas véase Kalashnikov,
Rachev (1988), Rachev (1991), o bien en Rachev, Rischendorf (1998).

Al final del capitulo se introduce la definicion de las tres métricas (Prokhorov,
Dudley y la de Variacion Total — ver definiciones en (XVIII, XX, XXII)- ) con las que

se trabaja en los siguientes capitulos de la tesis.



Procesos controlables de Markov a tiempo discreto

y criterios de optimalidad.

Un proceso controlable de Markov a tiempo discreto con horizonte infinito,
estacionario y homogéneo es una quintupla:
M = (X, A{A(X):xe X}, p,c), (1)

donde X y A son espacios borelianos dados, llamados espacio de estados y
conjunto de control (o acciones) respectivamente; {A(x) X € X} es una familia de
subconjuntos no vacios (medibles), A(X) c A, con A(X) representando el conjunto
de controles (acciones) admisibles en el estado xe X . Luego, p es un kernel
estocastico (ver definicibn en el apéndice A) en X dado K, donde
K= {(x, a):xe X,ae A(X)} es un subconjunto medible del espacio producto X x A.
Este kernel estocastico especifica la probabilidad de transicion p:Pr(B | X, a),
donde B pertenece a la c-algebra de Borel en X, misma que se denotara por %x,
y (x,a)e K. Finalmente, ¢:K— R es una funcién medible llamada funcién de costo

de un paso.

Cabe aclarar que en algunos problemas podria ser mas conveniente considerar
una funcion de recompensa (beneficio, ingreso) de un paso, dada por

r(x,a): K— R, en lugar de la funcién de costo en una etapa c(x,a).

Los PCMs como el dado en () aparecen en diferentes areas, desde ingenieria
hasta economia, asi como en control de poblaciones tales como los problemas en
la administracion de pesca, control de pestes, de epidemias, control de inventarios,
modelos de lineas de espera, modelos de acumulacion de capital, en problemas de
seleccién de portafolio, en los procesos de seguros, en administracion de recursos

renovables y no renovables, etc.



Interpretacion. EI modelo de control M , dado en (l), representa un sistema

estocastico controlable que es observado a un tiempo discreto t=01,... . Si se
denota por x, y &, , el estado del sistema y el control (o0 accion) aplicado al tiempo

t, respectivamente, entonces la evolucion del sistema puede ser descrito de la
siguiente manera:
Si el sistema esta en el estado x, =xe X en el tiempo t , y se aplica el control

a, =a e A(x), entonces sucede lo siguiente:

(i) seincurre en un costo c(x,a) (o bien en una recompensa r(x,a)); y
(i) el sistema se mueve al siguiente estado x,,,, el cual es un vector aleatorio

que toma valores en X con distribucion p(B x,a), es decir,

p=(BIxa)=Pr(x, B|x =xa=a), Beax. (In)

Una vez realizada esta transicion al nuevo estado x.,, se elige un nuevo control

t+1 !

y la dinamica del proceso se vuelve a repetir.

Por otro lado, en muchas aplicaciones la evolucién del PCM esta especificada

por una ecuacion en diferencias de la forma:
X =F(x4.a,&), t=12.., con x,e X dado, (1

donde x, representa el estado inicial y {£ } es una sucesion de vectores aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) que toman valores en algun

espacio de Borel S con una distribucion comdn D, .

En este caso el kernel estocastico p, dado en (ll), queda expresado como:

p(B|x,a)= L I3[F(xa,s)]D,(ds) ,

o bien, p(B|x,a)=P(F(x,a,¢)eB).



En esta tesis se estudian dos PCMs que evolucionan a través del tiempo de la

siguiente forma:

X =F(xa.5), t=1.; (V)
% =F(x%.38.8), t=1.; (V)

donde F:KxS— X es una funcion medible; x,% € X son estados de los
procesos; a € Ax_,) , & € A(X_,) son acciones en el estado correspondiente; y
&1, {5} son, respectivamente, dos sucesiones de vectores aleatorios i.i.d. con

valores en S.

La Unica diferencia entre los procesos dados en (IV) y en (V) es posiblemente, las

diferentes distribuciones D, y D; de los vectores aleatorios & 'y g

respectivamente.

A lo largo de esta tesis se hara referencia a los procesos anteriores como el
proceso original, dado en (IV), y como su aproximacién, dado en (V), éste ultimo

también llamado proceso perturbado.

Politicas de control. Para cada t=0]1... considérese el espacio H, como el
historial admisible hasta el tiempo t. Sea H, =X, luego H, para t=12,... consta
de los vectores de la forma h:(xo,ao,...,&_l,at_lvxt), donde (x,a)e K para
I=01...t-1, y x. e X.

Una politica de control (randomizada, en general) es una sucesion

= {ﬂt, t= 0,1,..} de kernels estocasticos 7z, en el conjunto de control A dado H,

que satisfacen la siguiente restriccion:

ﬂt(A(xt)\ht):l, paracada h eH, , t=01.... (V1)

El conjunto de todas las politicas de control se denotara por IT.



Cuando se usa una politica de control randomizada como la dada en (VI), la accién
en cualquier tiempo dado es una variable aleatoria, y depende del total t-historico,

h,. Sin embargo, hay subclases importantes de politicas que determinan acciones
que pueden ser usadas como funciones “deterministicas” de h, y que podrian
depender solamente del estado actual x,. Un topico central en teoria de control de

Markov es encontrar condiciones para la existencia de politicas 6ptimas en esta
clase restrictiva.

Sea f(A| X) el conjunto de todos los kernels estocasticos definidos en A dado
X . Ademas, sea @ = {p e #(A|X) | p(A(X)|A)=1} para toda x < X . Finalmente se
denotara por F al conjunto de todas las funciones medibles f : X — A satisfaciendo

que f(x) e A(x) paratoda xe X .

Las funciones en F son llamadas selectores del multifuncional X+ A(x), (ver

definiciones en apéndice A).

Una politica 7 = {r, }eI1 se dice que es estacionaria deterministica, si existe una
funcion f e F tal que 7,(-|h ) esta concentradaen f(x)e A(x) paratoda h eH,

yt=01,...

Es importante subrayar que el uso de f € F, significa la aplicacion del control
a = f(x,) e A(X_,) siel proceso ocurrio en el estado x, ,. De tal aplicacion resulta

un proceso de Markov homogéneo con valores en X,y probabilidad de transicion

P, (Bjx)=P(BJx, f(x), xe X , Beax. (V1)

De aqui en adelante, en esta tesis se tendrd como regla lo siguiente: Se usara la
denotacion F para la clase de politicas estacionarias deterministicas y a estas

politicas deterministas se les llamara “estacionarias”. Ademas, si una politica = de



F esta definida por la funcion f, es decir, 7Z={f, f} entonces para denotar a

esta, se usara la misma letra f (en lugar de r).

Criterios de Optimalidad. Para la especificacion del problema de control 6ptimo,
ademas del sistema dinamico dado por las ecuaciones (IV) y (V) y un conjunto de
politicas, se requiere de un criterio de desempefio (rendimiento) también conocido

como funcion objetivo.

Para el problema de optimizacion de control con horizonte infinito (t = O,l,...), entre

los criterios de optimalidad que se encuentran en la literatura, en esta tesis se van

a usar los siguientes:

(A) Costo total esperado descontado, definido por el siguiente funcional:
V,(x,7)=E7 Y a'c(x.a) (V1)
t=0

donde « €(0,1) es un coeficiente de descuento fijo; E; denota la esperanza
qgue corresponde a la distribucion del proceso {xt} con el estado inicial

x e X y la politica de control 7 =(ay,a,,...,a,,...) €T aplicada.

(B) Costo promedio por una unidad del tiempo, dado por el siguiente funcional:

J(x,7) =Ilim supiEfnzllc(&,at). (IX)

nN—o0

(C) Costo total esperado, definido por el funcional:

V (X, )= lim sup Efzn:c(xt,at) : (X)

n—oo t=0

Si el problema de control involucra una funcion de recompensa r(x,a), en lugar
de una funcidon de costo c(x,a) , entonces los criterios anteriores quedarian

expresados de la siguiente manera:



A") Recompensa total esperada descontada, definida por el funcional:
R, (x,7):=E Y a'r(x,a). (X))
t=0

B’) Recompensa promedio por una unidad del tiempo, dada por el funcional:

LErSir(x a). (X1l)

R, (X, z) = lim inf
N—o0 n t=0

C’) Recompensa total esperada, definida por el funcional:

n

R(x, 7) =lim inf E7 > r(x.a,). (XIN)
n—o rary
Noétese que en (A)-(C) y en A)-C’) se asume la existencia de todas las

esperanzas involucradas.

La motivacion para estudiar problemas de costos descontados es principalmente
econdmica. Procesos de acumulacion de capital de una economia, problemas de

inventario, de administracién de portafolio son aplicaciones de este tipo de criterio.

El costo promedio es el criterio preferido en muchas aplicaciones, por ejemplo, en

analisis de redes de comunicacién y sistemas de lineas de espera.

El criterio de costo total esperado fué probablemente el primer problema de control
con horizonte infinito estudiado en la literatura al menos desde principios de 1920.

Aparece por ejemplo, en problemas de paro 6ptimo.

Para més aplicaciones précticas de cada uno de estos tres criterios enfocados a
costos, ver Hernandez-Lerma, Lasserre (1996), asi como las referencias que ahi se

mencionan.

Los criterios referidos a recompensa se han utilizando en aplicaciones en Ciencias
Financieras, tales como en problemas de consumo, problemas 6ptimos de saldos

en efectivo (cash balance), problemas de inversion en mercados financieros,



problemas de dividendos en teoria de riesgo. Para mas aplicaciones ver Bauerle,
Rieder (2011).

Sea ahora W(x, 7z) un criterio fijo seleccionado entre (VIII)—(X).

La funcion W,(x) :=inf W(x,7) con xe X , se llama la funcién de valor, y una
rell

politica de control 7. (si existe) se denomina Optima (con respecto al criterio W) si

cumple lo siguiente:
W, (X) =W (X, 7z..) =im;W(x,7z) , XeX. (X1V)

Nota 0.1:
Si el costo C(X,a) de una etapa es reemplazado por la funcion de recompensa r(X,a) de
una etapa, entonces el problema de control éptimo resultante (dado en (XIV)) es el de

maximizar el criterio W(X, 7[) seleccionado entre (XI)-(XIII).

En el desarrollo del tema de la tesis se van a usar las condiciones que garantizan
la existencia de una politica 6ptima estacionaria f. para (XIV), (véase Hernandez-

Lerma, Lasserre (1996)).

El indice de estabilidad y el problema de su estimacion. El problema de
estimacion (cuantitativa) de estabilidad (o “continuidad”, o “robustez”) surge cuando

hay una incertidumbre acerca de la probabilidad de transicién p, definida en (l1),
para el proceso (I). Supdngase que se tiene fijo un criterio de optimizacion W(x, z)
(de entre (VII)-(X)). La tarea “original” del controlador consiste en la busqueda (o
aproximacion) de la politica 6ptima 7. que satisfaga (XIV) para el proceso “original”
dado en (V) con la probabilidad de transicion p = P(B | X, a) dada en (Il). En muchas

aplicaciones esta tarea no puede ser cumplida directamente debido a alguna de las

siguientes causas:

1) Frecuentemente p o algunos de sus parametros, son desconocidos para el

controlador y esta probabilidad de transicion se estima usando algunos

procedimientos estadisticos (a partir de observaciones). Con los resultados



de estas estimaciones se genera otra probabilidad de transicion p, que se

interpreta como una aproximacion accesible a la desconocida p.

2) Hay situaciones enlas que p es conocida pero demasiado complicada como

para tener una esperanza de resolver el problema de optimizacion de politica

de control. En tales casos, a veces p se reemplaza por “una aproximacion
tedrica” p, que resulta en un proceso controlable con una estructura mas

sencilla.

En ambos casos, en la optimizacién de politicas el controlador tiene que trabajar

con el proceso de Markov controlable M = (X, A, {A(x): x e X}, B,c) definido por la
probabilidad de transicion accesible p. Cambiando x, por % en (VII)—(X), se
definen los correspondientes criterios de optimizacion V, , J, V para el proceso

aproximado M . Al denotar cualquiera de ellos por W, supongamos que es posible
(al menos tedricamente) encontrar una politica 6ptima 7. para el proceso M , es

decir,
W (x,7.) =W.(X) = ianW(X,ﬂ') , Xe X . (XV)
La politica de control 7. definida en (XV) se usa como la aproximacion a la
politica no accesible 6ptima 7. (suponiendo que existe). En otras palabras, la

politica 7. se usa para controlar el proceso original M =(X,A {A(X):xe X}, p,c)

en lugar de la politica 7..

El aumento en el costo por tal aproximacién se estima por medio del siguiente
indice de estabilidad, (véase Gordienko, (1988,1992)):

A, (X) =W(X7Z)-W.(X) =W (X, Z.) -W (X, 7.) >0 , xe X . (XVI)
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Nota 0.2:
Si el costo ¢(X,a) de una etapa es reemplazado por la funcién de recompensa r(X,a),

entonces (XVI) se replantea como:
A, (X) =W (X) -W (X, 77.) =W (X, 7.) -W(X,7.) >0 , xe X.

El cual se interpreta como una reduccién en la recompensa por el uso de tal aproximacion.

El problema de estimacion de la estabilidad consiste en la busqueda de unas

desigualdades del siguiente tipo (desigualdades de estabilidad):

AL <Ky lu(p, p)], xeX (xvi)

donde:

u(p, P) es cierta “distancia” entre las probabilidades de transicion p y P

(expresada en los términos de una métrica probabilistica),

y :[0,00] > [0,0] es una funcién continua tal que w(s) —0 cuando s -0, y

K(x) , xe X, es una funcion con valores calculados explicitamente.

La evolucion de los procesos controlables M =(X,A{A(X):xe X} p,c) y
M =(X,A{A(X):xe X}, 7,c) esta especificada por las ecuaciones dadas en (IV) y

en (V).

En esta tesis, la distancia u(p,p) involucrada en (XVII), mide la aproximacion
entre las distribuciones D, y D; de los vectores aleatorios & y £ que aparecen en

los procesos dados en (IV) y (V).

El objetivo central de esta tesis es el de proponer el uso de la métrica de Prokhorov

(), véase la definicion en (XVIII), para medir esta distancia, es decir, en la

desigualdad dada en (XVII) se propone expresar u(p, p) =7 (D,,D;).

Una parte de los resultados obtenidos en la tesis son desigualdades de estabilidad

como la dada en (XVII), y son expresados de la siguiente manera:

A, (X) <K(X)7z(D;,D;) , xe X,
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donde r esla métrica de Prokhorov y K(X) es una funcién con valores calculados

explicitamente.

Métricas probabilisticas.

El desarrollo de la teoria de métricas probabilisticas empez6 con la investigacion

de problemas relacionados con teoremas de limite en teoria de probabilidad.

En general, la aplicabilidad de teoremas de limite recae en el hecho de que la ley
del limite pueda ser considerada como una aproximacion para el modelo
estocéstico considerado, y pueda ser aceptada como una aproximacion. La cuestion
central recae entonces, en qué tan grande es el error en que caemos al adoptar el

modelo aproximado.
Generalmente la teoria de las métricas probabilisticas estudia lo siguiente:

» En primer lugar, el problema de medir la distancia entre cantidades
aleatorias. Por un lado, proporciona los principios fundamentales para
construir métricas probabilisticas, es decir, los medios de medicién de tales
distancias.

» EIl segundo ambito de estudio son las relaciones entre varias clases de
métricas probabilisticas, es decir, problemas que requieren de una métrica
particular, mientras que los resultados béasicos pueden ser obtenidos en
términos de otras métricas. En tales casos, las relaciones entre métricas son

de vital importancia.

Sea %= %X(S) el conjunto de todos los vectores aleatorios definidos en el espacio
de probabilidad (Q,F,P) y con valores en el espacio métrico separable (S,r).

Se denotara a #° (S) como el espacio de todas las distribuciones en (8,93 ;) de

vectores aleatorios de X, y 3, es la c-algebra de Borelen S.
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Ademas, sea X2 el conjunto de pares (X ,Y), (de hecho de clases de equivalencia),
de vectores aleatorios de %; y £%2 denota el conjunto de todas las distribuciones
conjuntas P, de pares (X,Y) de %.

En el caso general, una métrica probabilistica x asigna a cada P, , € £2%2 un

namero de [O,oo]. En la siguiente definicion (y en el resto de toda la tesis) sera mas
comodo para (X,Y)e %2 escribir y(X,Y) , entendiendo esta expresion como
ﬂ(X’Y) = :U(Px,v )

Definicion A. Un mapeo u: £% —>[0,oo] se llama métrica probabilistica si para
cada uno de los vectores aleatorios X,Y,Z (con correspondientes distribuciones
conjuntas P,,,P,, y R, ) se cumplen las siguientes propiedades:

0) u(X,Y)>0.
(i) a(X\Y)=pu(Y,X).
(i) (X Y)< (X, Z2)+ u(Z,Y).

Definicién B. Una métrica probabilistica se llama simple si los valores (P, ) se

determinan Unicamente por las distribuciones marginales P, y P, (de X y Y
respectivamente).

Entonces una métrica simple u define la distancia entre las distribuciones, es
decir, elementos de # (S) , y es una funcién u: & (S)x #(S) —[0,:0] . En estos
casos se escribira u(P,,P,) o bien x(X,Y).

Mas abajo se proporcionan tres ejemplos de métricas simples (y solamente

métricas simples se usan en esta tesis).

Un ejemplo sencillo de métrica que no es simple (sino compuesta) es la siguiente:
#(X,Y):=E|X -Y|. Otro ejemplo, es la métrica de Ky Fan (véase su definicién en el
Apéndice B).

En el desarrollo de esta tesis, para el estudio del indice de estabilidad se usaran
frecuentemente las siguientes tres métricas simples: la métrica de Prokhorov (7[) la

métrica de Dudley (d) y la métrica de Variacion Total (V).
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Para las siguientes tres definiciones recuerde que X,Ye % S) con

distribuciones de probabilidad P, ,R, eﬂf(S) respectivamente.

Definicion 1. La métrica de Prokhorov (a veces, también llamada la métrica de

Levy-Prokhorov) esta definida como:

7P (S)x 7 (S) > [0,),

z(X,Y)syz(PX,PY):zinf{g>O:PX(A)£PY(Ag)+g paratoda Ae .}, (XVIII)

donde A’ = {x: r(x,y)<e paraunye A}.

Esta métrica fué definida por Prokhorov en 1956 como la analoga de la métrica de
Levy (ver definicion en apéndice B) para espacios méas generales. Aun y cuando no
es facil de calcular, esta métrica es tedricamente importante porque metriza la
convergencia débil en cualquier espacio métrico separable, ver demostracion por

ejemplo en Huber (1981).

Algunas de las relaciones que guarda la métrica de Prokhorov con otras métricas

se pueden encontrar en Huber (1981), como por ejemplo la siguiente:
Para medidas de probabilidad en R, es decir, si S =R, se cumple que
L(P.R)<7z(P.R),
donde L es la métrica de Levy.

Mientras que en Gibbs, Su (2002) se demuestra que las métricas de Prokhorov

7y de Kantorovich x (ver definicion en apéndice B) satisfacen la siguiente relacion:
7 <k <(diam(S) + 1)z, (XIX)

donde diam(S) :sup{d (u,v):uve S} es el diametro del espacio S.
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Definicion 2. La métrica de Dudley tiene la siguiente definicion:

d: 7 (S)x 7 (S)—>[0.2].

d(X.,Y)=d(P,R)=sup |[Ep(X)-Ep(Y)| , (XX)

@eD

donde:

D={p:S—>R:|loll.+llell <1}, vy

\¢(X)—(0(Y)\
=su X ; =sup ——— .
el XesPI(D( )| ol x;:f/) r(x y)
La métrica de Dudley es popularmente usada en el contexto de probar la

convergencia de medidas de probabilidad con respecto a la topologia débil.

La relacion entre la métrica de Prokhorov y la métrica de Dudley fué demostrada
por R. Dudley (consulte Dudley, (1989)) y estad establecida por la siguiente
desigualdad:

1
“d<z< S d? . (XXI)

1 3
2 2

Por lo tanto, las métricas de Prokhorov y de Dudley son equivalentes en este

sentido fuerte, y ambas metrizan la convergencia débil.

Definicién 3. La distancia de Variacién Total esta definida como:

Vr(X,Y)=Vr(P,,P,):= sup |E@(X)—Ep(Y)] , (XXII)

peB

donde B={p:S>R:|e|l.<1}.

De las definiciones de la métrica de Dudley y de la métrica de Variacion Total es

inmediato que para P,,R, € #(S) se cumple la siguiente desigualdad:

d(P.,R )< Yr(P,,R).
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De hecho, la métrica Vr es topolégicamente mas fuerte que la métrica de Dudley,
(y por consiguiente, que la métrica de Prokhorov), si el espacio S es no-contable.

Huber (1981) prueba la siguiente cota:

7(X,Y)< Vr(X,Y). (XXII)

La métrica Yr en 7 (S) puede ser considerada como la reduccion para #(S) de la
norma de Variacion Total, denotada por |- ||,; , definida en el espacio lineal T

de todas las medidas signadas en S por la férmula ( m e A7 ):

Il Iy =m*(S)+m"(S) , (XXIV)
donde
m:=m"—m" es la descomposicién de Jordan-Hahn de la medida m.

Por lo que, paratoda P,R, € #(S) se cumple que:

Vi (P R)=11P =R lyr - (XXV)

Se sabe que:

Vr(P,,R,):=2sup | P, (A)—P,(A)] . (XXVI)

AeBg

Informalmente, (XXVI) mide la mayor diferencia posible entre las probabilidades

que dos distribuciones de probabilidad pueden asignar al mismo evento.

Dos casos particulares de la métrica de Variacion Total.
1. Si S={s,,5,....} s un espacio contable, entonces la definicién dada en (XXVI)

se puede expresar comao.
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Vi (R R)= D Rells )R (s}, (v

2. Si las distribuciones de probabilidad estan valuada en los reales (S=R), y

P, , R, tienen densidades g,,d, entonces, (XXVI) se puede expresar como:

Vi (PR )=[ 19x(9-g,(x)1 dx. (XXVII)

En los siguientes capitulos se mostrara la forma de acotar el indice de estabilidad
dado en (XVI), encontrando desigualdades de estabilidad como la dada en (XVII)
en términos de alguna de estas tres métricas definidas. En el apéndice B se
presenta un listado de las métricas probabilisticas que cominmente son usadas en

la teoria de probabilidad.



Introduccion

Esta tesis trata sobre la aplicacion de las métricas de Prokhorov y de Variacion
Total para encontrar cotas superiores para el indice de estabilidad de procesos

controlables de Markov.

Se estudian los procesos controlables de Markov (PCM) a tiempo discreto con
horizonte infinito, estacionarios y homogéneos, donde los conjuntos de estados y
acciones son de Borel, dichos procesos los denotaremos por

M = (X, A{A(x):xe X}, p,c), ver ().

Supuestos generales. En el desarrollo de todos los capitulos de esta tesis se
asumira que los componentes del proceso controlable M tienen las siguientes

caracteristicas:

% El espacio de estados X, es un espacio métrico con una métrica p y 3y

denota la sigma-algebra de Borel;
% el espacio de acciones A, es un espacio métrico con una métrica ¢ ;

% el conjunto de acciones admisibles A(X), es compacto paratoda xe X ;

% el conjunto de pares estado-acciones admisibles

K:{(x,a) e XxA: aeA(x), xe X} es un subconjunto no vacio de Borel del

conjunto X x A, y esta equipado con la métrica v = max{p,ﬁ};

% Se compararan los procesos de control dados en (V) y en (V), ver explicacion
dada en esa seccion. Para facilitar la lectura, ambos procesos se transcriben
a continuacion:

proceso original, X =F(X_.&,%) para t=12,...,
proceso aproximado, X =F(%_.a,&) para t=12,... .
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Bajo el problema de estimar la estabilidad, se asume que el proceso X, es

interpretado como una aproximacion disponible para el proceso X, .

< Se considera que los elementos aleatorios &,,&,,... &, , de los
152 1192

procesos original y aproximado, respectivamente, son vectores aleatorios

independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) que toman sus valores en

un espacio métrico separable (S,r) y tienen distribuciones D, y D;

respectivamente.

En la tesis se usan: el criterio de costo total esperado descontado, el criterio de
costo promedio por unidad del tiempo, el criterio de costo total esperado, ver
definiciones dadas en (VIII) - (X), asi como los criterios de recompensa definidos en
(X1) = (X11I).

El problema de la estimacion de la estabilidad en términos generales se plantea

como sigue:

Una vez definido el criterio de optimalidad para el proceso original, un primer

problema es la busqueda de una politica éptima 7. para dicho proceso.

Sin embargo, este problema no puede ser resuelto directamente cuando la

distribucion D, del vector aleatorio & en (V) se supone que es desconocida. No

obstante, dicha distribucién puede ser aproximada por una distribucion disponible

D; del vector “perturbado” £ definido en el proceso de control “aproximado” dado

en (V). Tal y como se explicd en la seccion de preliminares, se puede considerar

por ejemplo, el caso cuando D; es la distribucién empirica obtenida de las

observaciones independientes de los elementos aleatorios que tienen la distribucién

desconocida Dg, )
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Bajo ciertas condiciones (véase Hernandez-Lerma, Lasserre (1996)) se puede
garantizar la existencia de politicas optimas para ambos procesos: “el original” y “el

aproximado”, las cuales se denotaran por z. y 7. respectivamente.

Se admite que la politica Optima 7. puede ser encontrada para el proceso

aproximado y que es usada para controlar el proceso original. EI aumento en el
costo por el uso de tal aproximacién se estima con el indice de estabilidad dado en

(XVI), cuando se usa el criterio W :
A, (X) =W (X 7.) -W.(X) =W (X, 7.) -W(x,7) =20, xe X.

Siguiendo el enfoque usado por ejemplo en los articulos de Gordienko
(1988,1992), Gordienko, Yushkevich (2003), Montes-de-Oca, Salem-Silva (2005),
Gordienko et al. (2008), el problema de estimacion de la estabilidad (explicado en
la seccion de preliminares) consiste en la busqueda de unas desigualdades como

las dadas en (XVII) llamadas desigualdades de estabilidad :

A < Kylu(D;, D;)),

donde u es cierta métrica probabilistica.

Observacion. Para dichas desigualdades de estabilidad, ¢ Como se puede estimar

(o acotar) la distancia y(Dg, Dg) si D, es desconocida?

En la mayor parte de los resultados obtenidos en esta tesis, la métrica u es la

métrica de Prokhorov, es decir, u = (véase la definicidn en (XVIII)).
Una cota superior para ,u(Dé, Dg)z 7Z'(D§, Dg) puede ser deducida en por lo menos
las siguientes dos situaciones:

1) Cuando D, se conoce, pero es reemplazada por alguna aproximacion D;,

la cual produce un problema de control éptimo mas simple.
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2) Cuando D, o alguno de sus parametros son desconocidos, pero estimados

usando algun procedimiento estadistico con observaciones disponibles

G181 Gpe
Resultados obtenidos en la tesis.

Considerando funciones de costo acotadas y bajo el criterio de costo total
esperado descontado, se obtuvieron las desigualdades de estabilidad (cotas
superiores para el indice de estabilidad) expresadas en los términos de la
métrica de Prokhorov (r), es decir, estimaciones para desigualdades como

la dada en (XVII) con =7 y con w siendo la funcion identidad.

Ver capitulo 1.

Bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de Lipschitz, con funciones de
costo acotado, y usando el criterio de costo promedio por unidad de tiempo,
se encontraron las desigualdades de estabilidad expresadas en términos de
la métrica de Prokhorov. Este resultado fue presentado en un articulo de
investigacion que fue publicado en Kybernetika. Ver capitulo 2.
Considerando un proceso de decision de Markov (MDP) transitorio y bajo el
criterio de recompensa total esperada (ver (XIll) y la nota 0.2), se obtuvieron
dos resultados para las desigualdades de estabilidad expresadas en
términos de la métrica de Prokhorov y de la métrica de Variacion Total para
el indice de estabilidad. EI motivo para usar la métrica de Variacién Total fue
el de poder utilizar condiciones menos restrictivas, y por lo tanto considerar
clases mas amplias de MDPs. Estos resultados fueron publicados en un
articulo de investigacion en Progress in Probability. Ver capitulo 3.

Para un caso particular de un proceso controlable de Markov, y usando el
criterio de recompensa total esperada descontada, (ver (XI) y la nota 0.2), se
realizaron estimaciones numéricas (usando métodos estadisticos) para
estimar el orden del indice de estabilidad dado en (XVI) con respecto al

término (1— «). Se obtuvo que, bajo ciertas condiciones, el orden del indice

de estabilidad, ver (XVI), esde M(1-a)"cuando « —1. Ver capitulo 4.
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Este trabajo de investigacion consta de 5 capitulos, y esta organizado de la

siguiente manera:

En la seccion anterior (“Algunos hechos preliminares”) se presentaron los
elementos basicos que se requieren para plantear un problema de control 6ptimo,
asi como el problema de estimacion del indice de estabilidad. Se incluyeron
ademas, definiciones, relaciones y ejemplos de métricas probabilisticas.

En el capitulo 1 se presenta una revision de los articulos de investigacion que han
sido publicados previamente y que estan relacionados con el tema de la tesis, asi
como los resultados que se obtuvieron durante los cursos de Trabajo de
Investigacion |, Il y 11l del programa doctoral. Estos resultados (ver el Teorema 1.1.
y Teorema 1.2.) incluyen las primeras desigualdades de estabilidad encontradas en
términos de la métrica de Prokhorov para un problema planteado usando el criterio
de costo total esperado descontado. Se anexan las demostraciones de cada uno de
los Teoremas que se encontraron, y finalmente se presentan dos ejemplos de
aplicacion: el primero (ver ejemplo 1.1.), referido a un sistema de lineas de espera

bajo el supuesto de que A(x)=A para todo xe X ; mientras que el segundo

ejemplo de aplicacién (ver ejemplo 1.2.) se refiere al proceso de regularizacion del

nivel de agua en una presa, y se resuelve bajo el supuesto de que A(x) puede

depender de x e X . En ambos ejemplos se validan los supuestos y luego se aplica
el resultado obtenido en cada uno de los dos Teoremas encontrados. En el segundo
ejemplo se aplican las relaciones existente entre las métricas probabilisticas, para
establecer las desigualdades de estabilidad encontradas, en términos de diferentes

métricas probabilisticas.

El capitulo 2 esta basado en un articulo de investigacion realizado por Martinez,
Zaitseva (2015) y que fué publicado en la revista Kybernetica. Se usa el criterio de
costo promedio por unidad de tiempo y bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de
Lipschitz se encuentra una cota superior que queda en términos de la métrica de
Prokhorov, para el indice de estabilidad de un proceso general de Markov a tiempo

discreto. El resultado principal de este capitulo es el Teorema 2.1.
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Como ejemplo de aplicacion se incluye un modelo de control para el proceso de
regularizacién del nivel del agua de una presa (continuacién del ejemplo 1.2.
presentado en el capitulo 1). Ademas, se desarrolla a detalle un contraejemplo
tomado de Gordienko et al. (2009) para mostrar la importancia de las condiciones
de ergodicidad (ver supuesto 2.1.), y que cuando no se satisfacen, el resultado
puede ser un proceso no estable. Al final del capitulo se incluye la prueba del
Teorema 2.1.

En el capitulo 3, se presenta un ejemplo de aplicacidbn acerca de consumo-
invesion, por lo que a diferencia de los dos primeros capitulos, en éste es mas
conveniente usar el criterio de recompensa total esperada. Especificamente, se
aplica este criterio a un proceso de decision de Markov (MDP) transitorio. Los
resultados presentados en este capitulo estdn basados en un articulo de
investigacion realizado por Gordienko, Martinez, Ruiz-de-Chavez (2015) publicado
en Progress in Probability, Birkhauser. Se prueban las desigualdades encontradas
para estimar el indice de estabilidad con respecto a la métrica de Variacion Total y
a la métrica de Prokhorov. Estas desigualdades encontradas, se presentan en los
Teoremas 3.1 y 3.2. Se muestran dos ejemplos de aplicacion: uno, referido al
problema de paro 6ptimo y el segundo, de consumo-inversion. En ambos ejemplos
se busca acotar superiormente el indice de estabilidad usando la métrica de

Variacion Total.

En el capitulo 4 se presenta el analisis de estabilidad para un ejemplo particular
tomado de Dynkin, Yushkevich (1979). En este caso se usa el criterio de
recompensa esperada descontada, ya que el ejemplo involucra consumo e ingreso
a lo largo del tiempo. Usando las férmulas explicitas para las politicas estacionarias
Optimas y para las funciones de valor, se calcula explicitamente el indice de
estabilidad para el criterio descontado, y se investiga su comportamiento cuando el

coeficiente de descuento se aproxima a uno.

Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones obtenidas en la tesis y

se proporciona una breve resefia de un nuevo criterio de optimizacion llamado
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sensible al riesgo para el cual, se proponen una serie de problemas que se dejan

abiertos para futuras investigaciones.

La tesis incluye tres apéndices. En el apéndice A se presentan algunas
definiciones y resultados importantes que se usaran en los procesos controlables,
en el apéndice B se muestra un listado de las métricas probabilisticas que
comunmente se usan en la teoria de probabilidad, mientras que en el apéndice C
se presentan las ecuaciones de optimalidad y las condiciones para la existencia de

politicas estacionarias Optimas para los criterios usados en la tesis.



Capitulo 1.

Antecedentes y primeros resultados obtenidos
para el problema de control 6ptimo usando el
costo total esperado descontado.

En este capitulo, en la seccién 1.1. se hace una revision de la literatura, asi como
de los articulos de investigacién que han sido publicados, y que guardan relacion

con el tema de la tesis.

Asi mismo, en la seccion 1.2. se presentan los primeros resultados obtenidos (bajo
supuestos muy relajados) durante los cursos de Trabajo de Investigacion I, 1l y Il
del programa doctoral. Estos resultados encontrados se presentan en el Teorema
1.1. y en el Teorema 1.2. de este capitulo, y muestran las primeras desigualdades
de estabilidad obtenidas y expresadas en términos de la métrica de Prokhorov. En
ambos Teoremas mencionados se usO el criterio de costo total esperado

descontado y las condiciones de Lipschitz sobre cierta clase de funciones.

Puesto que la investigacion de la estabilidad de procesos controlables tiene
“‘inclinacién hasta aplicaciones”, una tarea natural de la tesis consiste en la
busqueda de nuevas aplicaciones de las desigualdades de estabilidad obtenidas.
En otras palabras, es interesante estudiar ejemplos de unos modelos de control
“reales” para los cuales se cumplen las condiciones de los Teoremas 1.1.y 1.2. y

que sea posible estimar de alguna manera la distancia de Prokhorov, z(D,,D;), en

las correspondientes desigualdades (como en (XVII)).

Como primer ejemplo, se considera un modelo de lineas de espera con servicio
controlable (consulte Kitaev, Rykov (1995), Gordienko et al. (2008)). Como segundo
ejemplo, se considera un modelo simple para el proceso de regularizacién del nivel
de agua en una presa (consulte por ejemplo, Hernandez-Lerma (1989),
Asmussen (1987)).
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1.1.- Revision de articulos de investigacion publicados.

El estudio sistematico asi como el de aplicaciones de métricas probabilisticas
basicamente inici6é con el famoso trabajo de Prokhorov (1956) donde, entre muchas
otras cosas importantes introdujo la métrica =, ahora conocida como la métrica de

Prokhorov.

La métrica «r, “metriza” la convergencia débil y desde que aparecié publicada en
el articulo de Prokhorov (1956) ha sido usada en diversas aplicaciones,
principalmente en la investigacion de convergencia y aproximacion de procesos
estocasticos (con trayectorias interpretadas como vectores en un espacio métrico

adecuado).

En los afios sesenta, R. Dudley propuso otra famosa métrica probabilistica d ,

ahora llamada métrica de Dudley (véase por ejemplo Dudley (1968)).

Dudley demostrd (consulte Dudley (1989)) que las métricas de Prokhorov y de
Dudley son equivalentes en un sentido fuerte.

A pesar de que la métrica de Prokhorov se usa con mayor frecuencia en el estudio
de aproximacion de procesos estocasticos (por ejemplo, por “procesos empiricos”),
ocurrié que para propoésitos de esta tesis la estructura de la métrica de Dudley tiene
muchas ventajas (comparando con la de Prokhorov) para resolver los problemas de
estimacion de la estabilidad planteados en esta tesis. Sin embargo, la relacion dada
en (XXI) permite pasar a desigualdades correspondientes expresadas en términos

de la métrica de Prokhorov.

Durante los afios 70-90°s aparecieron muchos trabajos en los que se desarrolla la
teoria general de métricas probabilisticas y sus numerosas aplicaciones a teoremas
de limite de probabilidad, véase por ejemplo, Zolotarev (1976b), Senatov (1998),

Rachev, Rischendorf (1998), Rachev (1991), asi como en estadistica matematica,
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en particular en problemas de estimacién por distribuciones empiricas, que tienen
relacion con el tema de esta tesis, véase por ejemplo Van der Vaart, Weller (1996),
Dudley (1969), Rachev (1991), Gordienko et al. (2008). También se publicaron
bastantes trabajos que incluyeron la investigacion cuantitativa acerca de la
continuidad (o “estabilidad”) de distribuciones de procesos estocasticos generales y
aplicados bajo algunas perturbaciones de unos parametros o distribuciones. Véase,
por ejemplo Zolotarev (1976a, 1976b), Kalashnikov (1983,1995), Borovkov (1977),
Rachev (1991).

Paralelamente han sido desarrollados los métodos de estimacion de tasas de
convergencia a distribuciones invariantes de procesos de Markov a tiempo discreto
(no controlables, véase por ejemplo Tweedie (2001), Balaji, Meyn (2000), Meyn,
Tweedie (2009), Asmussen (1987), Kartashov (1985)). Resulté que en esa area de
investigacién mas utiles que las “métricas débiles” (como de Prokhorov o de Dudley)
surgieron métricas probabilisticas que es posible denominar como “fuertes”; estas

son del tipo de la distancia de Variacion Total ( 0 sus versiones ponderadas).

Acerca de procesos estocasticos a tiempo discreto controlables, las primeras
aplicaciones de meétricas probabilisticas (para estudiar su estabilidad bajo
perturbaciones de distribuciones) aparecen en los trabajos de Van Dijk (1988), Van
Dijk, Puterman (1988) para procesos en espacios discretos, y de manera
independientemente en Gordienko (1985,1992) para procesos en espacios

generales.

En los siguientes afios se publicaron articulos sobre estimacién cuantitativa de la
estabilidad de procesos en espacios finitos, véase por ejemplo Van Dijk, Sladky
(1999). Para procesos de Markov en espacios generales (de Borel), las
investigaciones (cuantitativas) de estabilidad (“continuidad”, “robustez”,
terminologia no establecida formalmente -) bajo perturbaciones de probabilidades
de transicion han sido realizadas en particular, en los siguientes trabajos: Muller
(1997), Montes-de-Oca, Salem-Silva (2005), Favero, Runggaltier (2002) , Montes-
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de-Oca et al. (2003), Gordienko (1994), Godienko, Salem (1998,2000), Gordienko,
Yushkevich (2003), Gordienko et al. (2008, 2009).

Ademas de varias métricas probabilisticas y sus propiedades, en los trabajos
arriba mencionados se usé ampliamente la técnica de operadores contractivos en
unos espacios funcionales, por ejemplo, en espacios con “normas ponderadas” (ver
Wessels (1977)). Los operadores para los cuales se demuestra que tienen ciertas
propiedades de “contractividad” normalmente aparecen en ciertas ecuaciones
funcionales llamadas “ecuaciones de optimalidad”, consulte por ejemplo,

Hernandez-Lerma (1989), Hernandez-Lerma, Lasserre (1996), Vega-Amaya (2003).

Resultd que establecer cotas superiores para el indice de estabilidad es
relativamente facil combinando las propiedades de contraccién con las propiedades
de las métricas probabilisticas fuertes. Por esa razén, en todos los articulos
previamente mencionados, con excepcion de Gordienko et al. (2008, 2009) usaron
métricas de Variacion Total o de Variacion Total Ponderada.

No obstante, en situaciones importantes (y frecuentemente en aplicaciones) las
desigualdades de estabilidad expresadas en las “métricas fuertes” son poco utiles
cuando por ejemplo, las probabilidades de transicion del proceso (desconocidas
parcial o completamente) se aproximan por una estimacion (como distribuciones

empiricas) estadistica.

Las distribuciones empiricas no convergen a la distribucion original en la métrica
de Variacién Total, Vr , pero si convergen con respecto a la métrica de Prokhorov,
7, 0 con respecto a la métrica de Dudley, d, y ademas, con una tasa conocida en

muchos casos.

En los articulos Gordienko et al. (2008, 2009) se obtienen unas desigualdades de
estabilidad en los términos de la métrica “débil” lamada la métrica de Kantorovich,
Kk (véase la definicidn en el Apéndice B). La convergencia en esta métrica equivale

a la convergencia débil mas la convergencia de los primeros momentos absolutos
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de vectores aleatorios, (véase Rachev, Ruchevdorf (1998)). El uso de esta métrica
permite trabajar con funciones de costo no acotadas e implementar las

aproximaciones por distribuciones empiricas.

En estos ultimos articulos referidos (Gordienko et al. (2008, 2009)) se investiga
la estabilidad con respecto a los criterios clasicos de optimalidad: El criterio de costo
total descontado y el criterio de costo promedio por unidad de tiempo.

Procesos de control no estables. Para los criterios de costo descontado y de
costo promedio, hay ejemplos de procesos de control como los dados en (IV) y en
(V) que son no estables, es decir, tales que el indice de estabilidad no se aproxima

a cero cuando la “distancia” entre las probabilidades de transicion p y p convergen

a cero (véase Gordienko (1994), Gordienko, Salem (2000), Gordienko et al. (2009)).

En la seccién 2.3 del siguiente capitulo se desarrolla a detalle un contraejemplo
tomado de Gordienko et al. (2009) en el que se muestra un proceso de control que
no es estable usando la métrica de Kantorovich x . Especificamente este ejemplo

muestra que A;(x)>1 cuando x(D,,D;)—0 ; donde A,(x) es el indice de

estabilidad usando el criterio de costo promedio.
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1.2.- Planteamiento y resultados obtenidos usando

el criterio de costo total esperado descontado.

En las siguientes secciones se consideran una subclase (de hecho, muy amplia)
de procesos controlables de Markov que tienen la estructura explicada en (IV) y (V),

las cuales se transcriben a continuacion:
X, =F(X,_,a,&) , t=12,.. parael “proceso original”, (1.1)

y Su aproximacion accesible,

X =F(X_.a,8) ,t=12,.. (1.2)

La Unica diferencia entre los procesos (1.1) y (1.2) consiste en las distribuciones

diferentes D. y D; de vectores aleatorios independientes e idénticamente

distribuidos &,&,.... y &,&,..... Mientras que los espacios de estados y controles, asi

como los vectores aleatorios cumplen los supuestos generales mencionados en la

introduccion.

Los resultados encontrados y que se presentan a continuacion, se obtuvieron bajo

el supuesto de que A(X)=A para la seccién 1.2.1., mientras que en la seccion

1.2.2. se considera que A(X) es general, es decir, puede depender del estado X .
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1.2.1.- Resultados obtenidos para el costo total esperado descontado.

(Caso 1. Cuando A(xX)= A no depende de los estados X< X ).

Bajo los supuestos 1.1. y 1.2. que se introducen mas adelante, se asegura la
existencia de politicas 6ptimas estacionarias, 7. = f. y 7% = f., para los procesos

dados en (1.1) y (1.2) usando el criterio de costo total descontado definido en (VIII).

Las funciones de valor (véase (XIV)) para el proceso original dado en (1.1) y para
el proceso aproximado dado en (1.2), quedan definidas por V. y V. ,

respectivamente. Por lo que para medir el aumento en el costo por tal aproximacion,
se usa el indice de estabilidad definido en (XVI), y que bajo el criterio de costo total

descontado se denotara por A, .

Bajo las condiciones arriba mencionadas se procedio a resolver el problema de
estimacion de la estabilidad. El resultado encontrado fué una desigualdad de

estabilidad del siguiente tipo:
A, () <K, 7(D;,D;) , xeX, (1.3)

donde para cada x,

K, : es una constante explicitamente calculable y que no depende del

estado inicial x;

zz(Dé, DE) : es la distancia de Prokhorov dada en (XVIII) entre las

distribuciones de é,f;

&,¢& . son vectores aleatorios i.i.d. como &,&,,... y 5152

respectivamente.

En esta tesis la cota dada en (1.3) se logro demostrar bajo ciertas condiciones de
Lipschitz. La demostracion usa las propiedades contractivas de operadores
involucrados en las correspondientes “ecuaciones de optimalidad”. Es importante

mencionar que bajo las condiciones usadas, dichos operadores en espacios
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funcionales conservan la “continuidad de Lipschitz’ (véase Gordienko (1985),
Hinderer (2005), Laraki, Sudderth (2004)) y esta peculiaridad es apta con la

definicion de la métrica de Dudley.

Ademas de los supuestos generales dados en la introduccién, se requiere de los

siguientes dos conjuntos adicionales de supuestos.

Supuesto 1.1.

(i) A es compactoy A(x)=A paracada xe X.

(i) La funcidon de costo por un paso c(x,a): K - R es acotada, es decir,
|c(k) | <b para cada k eK.

(i) Para cada xe X, la funcibn de costos c(x,) es inferiormente

semicontinua en A.

(iv)  Para cada funcién continua acotada u: X — R , las funciones:
u(x,a)=Eu[F(x,a¢)] ;
u”(x,a):= Eu[F (x,a,&)],

son continuas en K.

El segundo conjunto de supuestos (mas restrictivo) impone las “condiciones de

Lipschitz” en la funcién de costos de un paso y en las probabilidades de transicion

de los procesos (1.1) y (1.2).

Supuesto 1.2.

Existen constantes finitas L, L,, L, tales que se cumple lo siguiente:

(i) |c(x,a)—c(x,a)|< Lp(x,x") paratoda X,x'e X, acA.

(i)  Ep(F(xa¢),F(x,a,¢&))<Lo(xX) paratoda XX e€X, acA.
(i) ol <1,

(iv)  p(F(k,s),F(k,s))<Lyr(s,s) paratoda k €K; s,5'€S.
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(vy Para cada xeX, seS , la funcion F(xs) es inferiormente
semicontinua en A.

Recordando la definicion (X1V), la funcion de valor para este problema particular
usando el criterio de costo total esperado descontado, queda definida de la siguiente

manera:

V.(X) =V (x,z) = im;Va(x,ﬂ) , Xe X, (1.4)

donde V_(x,7) es el funcional dado en (VIII).

Lema 1.1. (Resultado obtenido).

Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., la funcion de valor V. satisface las condiciones de

L,

1-al,’

Lipschitz con la constante L =

Demostracion:
Sea V, :=0. Luego, definase la siguiente funcion:
V, (X) =inf lc(x,a)+aEV, ,[F(x,a,&)]}, para n=12,.
El siguiente resultado es bien conocido: V,(x) > V.(x) uniformemente en xe X

cuando n —» o« , (véase Hernandez-Lerma, Lasserre (1996)).

Por otro lado, bajo el supuesto 1.1. inciso (i) y el supuesto 1.2. inciso (i) se afirma

que V,(x) e Lip(Ll), es decir, V, satisface la condicion de Lipschitz con la constante

L.
Para ver lo anterior, por definicion se tiene que

Vi(x) = nf {e(x,a) +aEV, }=inf {c(x,a)}.
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Sean x,y € X, y usando el supuesto 1.2. inciso (i), se obtiene que
Vi(X)-Va(y) = sup |e(x.@) —c(y,a) | < Lp(x.y).

Por lo que V,(x) € Lip(L,).
Se probard ahora que la funcién V, es también Lipszchitz con la constante

1+al,)L.

Por definicion, la funcién V, esta dada por V,(x) := ian{c(x,a) +aEV,[F(x,a,8)]}

Ahora, para x,y € X, se tiene que
V200 =V (y) [<sup{ [c(xa)—c(y,a)| +a |EV[F(x.a )-EV[F(y.a9]I },

y usando el supuesto 1.2. inciso (i), de la desigualdad anterior se obtiene que

V200 =V ()| <Lp(x,y)+asup E| Vi[F(x a. O)]-V[F(y.a. 9] |
y como V, es Lipschitz con constante L, se tiene que
V200 =Va(y) | <Lup(x )+ aby s Ep(F (x,2,8), F(¥,a.8).
Ahora, usando el supuesto 1.2. inciso (ii), se obtiene la siguiente desigualdad
V() -V, <LL+al,)p(x,y) Xy € X,
Por lo que V,(x) e Lip((L+aL,)L,).

Usando induccién, supongamos que para un n=>1 fijo, se cumple que

V,(x) e Lip((1+ al, +---+(aL2)”‘1)L1). Entoces para x,ye X :

Vs (0 Va1 5UpL [cx, ) —c(¥,8)| +a | BV, [F(x.a &)]-EV[F(y.a )] | |

< L:LIO(X’ y) +0((1+ Ole +eeet (aLz)n_l)Lisup Ep(F(X! a, 98)’ F(yv a, f))

acA
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<(L+ak, +--+ (aky)")Lpl(x, Y).
Por lo que V, ,(x) € Lip((1+ al, +---+ (aLZ)")Ll), para cada n>0.

Usando el hecho de que V.(x)=IlimV,,(x) uniformente en xe X , y por el

supuesto 1.2. inciso (iii), se obtiene que para x,y e X,

|v*<x)—v*(y)|sgi(am‘p(x,yh p(x.y) , es decir, V*<X>6Lip( - ]

1-al, l-al,

Por lo que V. es Lipschitz para la constante 1 L1L2
—

La siguiente definicion se usara en la demostracion del lema 1.2.

Definicién 1.1. Sea k € K; definase la funcién ¢, , como ¢, () ::V*[F(k,-)]:S —R.

Lema 1.2. (Resultado obtenido)
Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., y para cada k € K, la funcién ¢, (-) satisface la

condicién de Lipschitz con constante L1L|3_2
—al

Demostracion:
Sean k,k'e K, s,5€S; por la definicién 1.1., se tiene que
10.8) -0 ()] = [VL[F(k,9)]-V.[F (k)] ,

y por el lema 1.1., se llega a la siguiente desigualdad:

AE-aE < 2 pFkS).FEs]
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Ahora, aplicando el supuesto 1.2. inciso (iv), de la desigualdad anterior se obtiene

lo siguiente:

090N < 2 r(s.s)

Es decir, ¢, €Lip L en sS.
1-al,

Se denotard por B al espacio de Banach de todas las funciones medibles

u:X — R , paralas cuales la norma ||u || ,=sup{ |u(x)| } es finita.

xeX

Para una demostracion de la siguiente proposicion, ver el teorema 4.2.3 (b) de

Hernandez-Lerma, Lassarre (1996).

Proposicién 1.1.

Para ambos procesos de control (1.1) y (1.2), bajo los supuestos 1.1.y 1.2., existen
politicas 6ptimas estacionarias denotadas por f.={f., f.,..} y .= {ﬁ, E}
respectivamente.

Ademas, las funciones de valor correspondientes V. , V. € B, y por el lema 1.2.

la funcién V. es Lipschitz.

En particular, para cada (x,a)e K fijo, las esperanzas EV*[F(x,a,s)] y

EV.[F(x,a,5")] estan bien definidas.

La proposicion 1.1. permite reescribir el indice de estabilidad definido en (XVI),

A, ,, de la siguiente manera:
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A, () =V, (x, )=V, (x f.), xeX. (1.5)

El primer resultado obtenido en la tesis para acotar el indice de estabilidad en

términos de la métrica de Prokhorov, es el siguiente Teorema:

Teorema 1.1.

Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., se tiene que
sup A, (X) <K, 7(D;,D;) , (1.6)
xeX

donde:
7 : es la métrica de Prokhorov definida en (XVIII), y

_ ba | b LL
K= 1-af L—a +1—05Lj ' €7

Demostracion:

El inicio de la demostracibn es igual a la primera parte de la prueba del
Teorema 1 que aparece en el articulo Gordienko et al. (2008), por lo que a
continuacion se presentan las incorporaciones y desarrollos requeridos para la

prueba del Teorema 1.1. de la tesis.

Sean 7T={f, f} , 77:{1?, f} las politicas Optimas estacionarias para los
procesos (1.1) y (1.2) respectivamente, y V., V. las funciones de valor

correspondientes.

Entonces (ver cap. 8 de Hernandez-Lerma, Lasserre (1999)) V., V. vy f, f

satisfacen las siguientes ecuaciones de optimalidad (mas aun, V. vy V. son las

Gnicas soluciones a estas ecuaciones):

V.00:= i {e(a) +aEV.[F(x &)
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=o(x, f(x))+aEV.[F(x, T (x),£)], (1.7.1)

V.(X) = aier2\1zx){c(x, a)+ aE\Z[F(X, a,¢ )]}

=c(x, F(x))+aBEVL[F(x, T (x),8)] . (1.7.2)

Para toda (x,a) eK se definen:

H(x,a) = c(x,a) + aEV.[F (x,a,&)] ,
H(x,a) = c(x,a) + aEVL|[F (x,a,8)] .

Como ha sido mostrado en Gordienko et al. (2008), el indice de estabilidad (1.5)

se puede representar como:

A, (X)=D o EFA, (1.7.3)
i=1
donde A, = H(thl,at)—a I/[](E )H(xH,a), (1.7.4)

y {xt_l,aT, tzl} es la trayectoria del proceso (1.1) aplicando la politica de control

7={f,7...}.

Por la definicion de (1.7.2) y de (1.74) junto con el hecho de que 7 es Optima para

el proceso (1.2), se obtiene que

A =H(x_,a)-H(x_.a)+ inff H(x,a)- inf H(x_,a),

aeA(X1) aeA(X;1)
lo cual implica que

|A,| <2a sup | H(x_,a)-H(x_.a) |,

acA(X1)
y por la definicién de la funciones H y H, se tiene que

|A] <2a sup | EVL[F(x ,.a,8)]-EVL[F(x.a8)]].

acA(X.1)
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Luego, aplicando la desigualdad del triangulo, se llega a que

Al < 2a s | EV.[F(x,,a¢)]-EV.[F(x,.a )] +

aeA(X 1)

+2a sup | EVL[F(x.a,&)]-EV.[F(x,,a.&)] . (1.7.5)

acA(X1)
Sea:
#(D;,D; ):=sup{ | EV.[F(x,a,&)]-EV.[F(xa,&)] | :(xa) eK }. (1.7.6)
Entonces de (1.7.6) se observa que el primer sumando del lado derecho de (1.7.5)

esta acotado por Zay(Dgy, DE)'

Por otro lado, aplicando el supremo sobre x,_, en (1.7.5), el segundo término del

lado derecho queda expresado como

20 sup |EV.[F(x,.a,&)]-EV.[F(x ,,a,&)] < 2a|V.-VL]|,. (1.7.7)

acA(X.1)
En Herndndez-Lerma, Lasserre (1999) se prueba que los siguientes operadores:

Tu(x) = aierl\f(x){c(x, a) + aEu[F (x,a,8)]} | (1.7.8)
Tu(x):= aier}xf(x){c(x, a)+oEu[F (x,a,8)]} |

son contractivos en B con médulo « . Por lo que (1.7.1), (1.7.2) se pueden expresar
como V.=TV, y V.=TV..
Ahora, dado que V. y V. son puntos fijos de estos operadores, se obtiene que
IV =Vell = ITV.=TVAL,
o bien, aplicando la desigualdad del triangulo

V. =Ve]l,, < ITV.=TV|, + |ITV. =TV,
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ITV. =TV, + a||V.-Vi]l..

IA

IA

TR sV VAT
1-a

% qup { |EV.[F(xa&)]-EV[F(xa,8)] | .

1 Q (x,a)eK

IA

Usando la definicion dada en (1.7.6), se obtiene que la desigualdad anterior se

puede expresar como

IV-=Vall < % (D, D).

Sustituyendo esta ultima expresion en (1.7.7), se obtiene que el segundo término

del lado derecho de (1.7.5) est4 acotado por f“,u(Dé,Dg) , Y entonces (1.7.5)
-

gueda acotado por

20’

SL)J(p A < Zay(Dg,Dg) + 7ﬂ(D§,D5),

2705#([)5’ DE)' (1.7.9)

IA

Finalmente, sustituyendo (1.7.9) en (1.7.3) se obtiene que

U A, (¥) = Za‘ 1{ Z“a 4(D,,D; )}

2a

(-af

u(D;,D;). (1.7.10)

IA

Ahora, para acotar la parte derecha de (1.7.10) se usara la definicion de la métrica
de Dudley dada en (XX) y la definicion dada en (1.7.6). Por el lema 1.2., la funcién

de valor V. € Llp(1 LlLi'_ ] y por otro lado, es facil ver que ||V.]||,, < lb
2 04
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Entonces, por la definicion de la métrica de Dudley y la definicion de (1.7.6) se

tiene que (1.7.10) se puede acotar de la siguiente forma:

b
ﬂ(Dé,Dg){l_anth }d(og,ag)_

—-al,

Juntando esta ultima desigualdad con (1.7.10) y (XXI), finalmente se obtiene que

4 b
Sl)J(pAVa(X) < (1_2)2 L—aJrll—_lI;Ljﬂ(Dé'Df)'

Lo cuél demuestra el Teorema 1.1.

Ejemplo 1.1.
Sistema de linea de espera del tipo Gl‘D‘oo

con la tasa del servicio controlable

Se considera un proceso de control de Markov definido por la siguiente ecuacion:

X =(x,+a-&) para t=12,... (1.8)

donde x eX =[0,0) es el tiempo de espera del t -ésimo cliente;
a € A=AX)=[yy, 7n]c(0,0), 0<y, <y, , a es el tiempo (controlable) de servicio
del t-esimo cliente, y & es el intervalo entre llegadas del (t—l)-ésimo y el t-ésimo
cliente. Se supone que &,¢,,... son variables aleatorias i.i.d. positivas. La ecuacién
(1.8) describe el tiempo de espera en un sistema de colas GI\D\oo con una tasa de
servicio controlable a, . Si la distribucion D, de £=¢ es desconocida y se le

aproxima por una distribucion D; de & =& , entonces resulta ‘un proceso

aproximado” que puede expresarse como:
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x =(X,+a-&) , parat=12,... (1.9)

Se denotara por c(x,a) el costo que se paga si el tiempo de espera es X y la

duracion del servicio es a. Se asume que ¢ satisface el supuesto 1.1., incisos (ii),

(iii), asi como el supuesto 1.2. inciso (i).

En el contexto del problema de estabilidad, el proceso (1.8) fué estudiado por
Gordienko, Salem (1998) usando la métrica de Variacién Total.

En esta tesis, para este ejemplo se verificardn los supuestos 1.1. y 1.2. para el
proceso (1.8) y asi poder aplicar el resultado que se presento en el Teorema 1.1.y

poder establecer la estabilidad en términos de la métrica de Prokhorov.

Validacion de los supuestos 1.1. y 1.2. Para comprobar la condicion (ii) del
supuesto 1.2., obsérvese que la funcion (o(z):max{O,z}, ze R, satisface la

condicion de Lipschitz con la constante 1. Entonces, para cualquier a,s € R fijos, la

funcion de x € [0,:0) dada por [x+a—s]" es de Lipschitz con la constante 1.

Lo anterior implica que Ep(F(x,a,f),F(x’,a,f)) < p(x,x’), por lo que

seleccionando la constante L, =1 se cumple el supuesto 1.2. inciso ii).

Como L, =1, es claro que al, <1, por lo que la condicion (iii) del supuesto 1.2.

también se satisface.

La condicion (iv) del supuesto 1.2. se verifica analogamente y resulta que
p(F(k,s), F(k,s’))s r(s,s’). Es claro que para una constante L, =1 se satisface este

inciso (iv). El inciso (v) del supuesto 1.2. es evidente. La condicion (iv) del supuesto

1.1. se verifica facilmente.

Por lo tanto, aplicando el resultado obtenido en el Teorema 1.1., ver (1.6) y (1.7),

se obtiene la siguiente cota para el indice de estabilidad en este ejemplo:

A, < Ar?]-(i);)gl_i)ﬁ(Dg, D;)-
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1.2.2.- Resultados obtenidos para el costo total esperado descontado.

(Caso 2. Asumiendo que A(X) puede depender de Xe X .)

Para obtener una desigualdad como la dada en el Teorema 1.1., ver (1.6), para
los procesos (1.1) y (1.2) bajo esta situacion mas general, ahora se requieren unas
condiciones mas restrictivas (comparando con la subseccién anterior). Se
necesitan, para mostrar que las soluciones de la ecuacién de optimalidad

(funciones de valor) pertenecen a la clase de funciones de Lipschitz.

Supuesto 1.3.

Existen constantes finitas b, L,, L,, L,, L, tales que se cumple lo siguiente:

(i) c(k)|<b<o paracada k eK;

(ii) c(k) —c(k") < Lyv(k,k") paratodo kk'eK;

(iii) h(A(x), A(x’))s L,o(x,x") paratoda X, X' € X, donde h() es la métrica de
Hausdorff, definida en el apéndice B.

(iv) Vr(F(k,s), F (k' s))g Lv(k,k") para toda k,k'€K, seS donde Vr () es
la métrica de Variacion Total definida en (XX);

v)  p(F(k,s),F(k,s))<Lyr(s,s) paratoda keK y s €S ;

(vij Paracada xe X,y la funcién acotada u: X — R, se tiene que la funcién

a— Eu[F(x,a,5)] es inferiormente semicontinua en A(X).

Lema 1.3. (resultado obtenido)

Bajo el supuesto 1.3., la funcién de valor V- definida en (1.4) satisface la condicién

de Lipschitz con la constante L=(L, +1{on +ab|‘2} :
-
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Demostracion:

Por el supuesto 1.3. inciso (i), para cada xell se tiene que

V|, <

-«

0 3 b
V(x,7)=E, Zatc(xt,aT) esta acotada por g entonces
t=0 -a

Por otro lado, de los operadores definidos en (1.7.8) se seleccionaran los términos
gue estan adentro de los “corchetes” para definir la siguiente funcién:

g(x,a)=g(k)=c(k) +aEV.[F(k,&)] , k € K.

Se afirma que la funcién g(k) es Lipschitz para la constante [ =L, + fbl‘z . Para
4

verlo, sean k=(x,a), k'=(x,a) € K, entonces:
19(k)-g(k)| = | c(k) +aEV.[F(k,&)]-c(k) - aEV.[F(K.&)] 1,

< |c(k)—c(K)| + a| EV[F(k &)]-EV[FK,O)]].

Aplicando el supuesto 1.3. inciso (ii) y el hecho de que ||V.]||.,, < 1bse tiene
24

que

19()-g(K)] < Lk,K) + alb Vi (F(k, &), F(K&)).

B -
Luego, aplicando el supuesto 1.3. inciso (iv), la desigualdad anterior se puede
expresar como

19)-g(k)] = Lok, k)2 Lu(k,K) |

- l-«a

< {LO + oL }v(k,k’)z Lv(k,k) .

l-a

Entonces, g(k)e Lip[[j en K.
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Ahora, puesto que V. =TV. = inf {g(x a)} (ver 1.7.8), para ver que la funcion V.

acA(X)

abl, } (L, +1) L, es suficiente probar
-

es Lipschitz con la constante L = (L, +1{

lo siguiente:

Paralafuncién g: K—R tal que |g(k)-g(k)] < Lwv(k,k), k.ke K, se sigue

que paratodo X,ye X, ac A :

aeA(x)

inf g(x.a)- inf g(y.a) L(L, +D)p(x, y). (1.10)

Nota 1.1.:

Observe que

aLr]A";x) g (X’ a) B a»lerl';y) g (y’ a) -

Jnf {e(x.a)+aEV.[F(xao)li- inf fe(y.a)+aEV.[F(y.a,0)])

= IV.(X) = V.(y)1.

Por lo que si se cumple la desigualdad dada en (1.10), entonces se cumple que

V.-Vl < L +Dp(x,y).

Por lo que se concluiria que V. es Lipschitzen X .

A continuacion se presenta la demostraciéon de (1.10) en base a los argumentos
dados en Gordienko et al. (2009).

Sea q(x,y) = lr/lf( )g(x,a)— Il’/ll: )g(y,a). Luego por la desigualdad del triangulo se
aeA(x acA(y

obtiene lo siguiente:

a(x,y) <

inf — inf f — inf
o g(xa)- inf g(y.a)+ inf g(y.)- inf g(y.a) .

a(x, y) <Lp(x y)+
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donde:

I =/inf g(y,a)-— |r)\1: )g(y,a) . (1.10.2)
acA(y

aeA(x)

Se probara que 1 <LL p(x,y). (1.10.2)

Si se asume que no se cumple la desigualdad dada en (1.10.2), es decir, que

existe un ¢ >0 tal que se satisface lo siguiente:

| >LLp(x,y)+e. (1.10.3)

Debido a la compacidad de los conjuntos A(x), A(Yy) y a la continuidad de g,
existen elementos a, € A(x), a, € A(y) para los cuales se alcanzan los infimos en

I, ver(1.10.1).
Si se admite por ejemplo que

| = inf — inf 3
alerl(x)g(y,a) a'er/l(y)g(y’a) > LLp(xy)+e

g(y.a)-9(y.a,) > LLp(x y)+e ,

g(y.a,) > 9(y.a,)+LLp(x y)+e. (1.10.4)

Ahora, por el supuesto 1.3. inciso (iii), como h(A(x), A(y))< Lp(x,y) , existe

ax € A(x) tal que E(ay,éx)s Lip(x, y) y consecuentemente se obtiene que

la(y,ax)—g(y.a,)| < Lv(kK),

< U(éx,ay),

IA

LLp(x,y).



46

Lo anterior implica que

g(y.a) <g(v.a,) +LLo(xy),

g(y.a,) > g(y,ax) —LLp(x.y),
Si se sustituye esta ultima desigualdad en (1.10.4), se obtiene que
g(y’ ax) > g(y’ aX) t+é&,

lo cual contradice el hecho de que ax es el elemento para el cual el minimo de
g(y,a) sobre A(X) es alcanzado. Por lo tanto, el supuesto hecho en (1.10.3) es

falso.

Entonces se tiene que I<LLp(xy) , lo cual implica que

a(x, y) <Lp(x,y)+LLp(x,y). Y por lo tanto

q(x,y) e Llp( 1+ Li)[L + abl, D

—-a

Finalmente, por Ilo comentado en la nota 1.1. se tiene que

V. e Lip((1+ Li)[L0 + fbl‘zD , lo cual demuestra el lema 1.3.
-

La funcion ¢, (), introducida en la defincion 1.1., se usara en el siguiente lema.

Lema 1.4. (Resultado obtenido)
Bajo el supuesto 1.3. la funcion ¢, satisface las condiciones de Lipschitz (en S)

con una constante (1+ Li){L0 + abLz}Lg

l-«o

Demostracién: La demostracidn es parecida a la realizada para el lema 1.2.
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Proposicion 1.2. (Resultado bien conocido).

Bajo el supuesto 1.3. para los procesos de control dados en (1.1) y (1.2) existen

politicas de control 6ptimas estacionarias denotadas por f. y f. respectivamente.

La demostracion de esta proposicion se obtiene como consecuencia del Teorema

8.3.6 de Hernandez-Lerma, Laserre (1999).

El segundo resultado obtenido en la tesis para acotar el indice de estabilidad en

términos de la métrica de Prokhorov, es el siguiente Teorema:

Teorema 1.2.

Bajo el supuesto 1.3., el indice de estabilidad dado en (1.5) cumple la siguiente

desigualdad:

Sup,.x A, (X) <K, z(Dy, Dg), (1.11)

donde:
K:4a

’ S0+ Ly(L+ L (Ly(L— ) + abl, )] (1.12)
L-a)
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Demostracion:

La demostracion de este Teorema es parecida a la dada para el Teorema 1.1. de
la seccidn anterior. De hecho, bajo el supuesto 1.3. es perfectamente valido tomar

la cota dada en (1.7.10) para el indice de estabilidad:

AL (0 < af‘;‘{)zu(D;,DE),

donde x(D.,D; ) esta definida en (1.7.6).

Para encontrar una cota para ,u(Dé,Dg), se usara la definicion de la métrica de

Dudley. Porellema 1.4., se tiene que V. e Lip((l+ Li){LO + :{bLZ}LJ, y dado que
-

VL]l < 1b , entonces el indice de estabilidad se puede acotar en términos de
24

la métrica de Dudley por la siguiente expresion:

A, (X) < &{b+ (L+ Li){L0 T g}g}d(q, D; ).

l-a

Finalmente, usando la relacion entre las métricas de Dudley y la de Prokhorov

dada en (XXI) el Teorema 1.2. queda demostrado.
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Ejemplo 1.2.
El proceso de regularizacion

del nivel del agua en una presa

Una importante aplicacion de problemas de control (deterministicos vy
estocasticos) son los relacionados con operaciones de reserva de agua. Una
excelente introduccion para muchos de estos problemas, incluyendo la coneccion

entre estos y sistemas de inventarios, es dada en Yakowitz (1982).

En el caso méas simple de regularizacion del nivel de agua en una presa se puede

hacer uso de la siguiente modelacién para el proceso original:

X[:min{xt_ﬁé—ag U} , t=12,... (1.13)
y el respectivo modelo “aproximado” queda como:

%, Zmin{x_ﬁﬁ—én; U} ,t=12,... (1.14)

En este modelo, la variable estado x, representa el nivel del stock (volumen) de
agua que tiene la presa al iniciar el periodo t; el control a, es la cantidad de agua

gue se libera de la presa para consumo familiar, riego, energia eléctrica, etc. durante

el periodo t; y la “perturbacion” &, es la cantidad de agua que recibe la presa, en

forma aleatoria, via lluvia por ejemplo.

Para este ejemplo X =[0,U] , S=[0,), A(x)=[0,x], con xe X, y donde U es

la capacidad maxima de la presa.

Sea 0<c(x,a)<b<x el costo que se paga por el servicio de agua liberada, por
ejemplo, se puede hacer uso de una funcion de costo dada por c(x,a)=c,a ,
proporcional al consumo de agua, y donde c, representaria el costo de una unidad

de agua.
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Validacion del supuesto 1.3. Para garantizar el cumplimiento del supuesto 1.3.
para este ejemplo, se admite que se cumplen las siguientes condiciones:
v' CL1. El costo por un paso c(x,a) satisface el supuesto 1.3. incisos (i), e

inciso (ii).
v' C2. Lavariable aleatoria & tiene una densidad g, , la cual es:

a) acotada por una constante M ;y

b) satisface la condicion de Lipschitz con una constante L, .

Para A(x):[O, x], la condicion (iii) en el supuesto 1.3. se verifica directamente
(usando la definicién de la métrica de Hausdorff ) con la constante L, =1.

Denotando y:=x-a , es facill ver que para cada Yy fijo, la funcién
F(x,a,s) =min {y+s,U} es Lipschitzen S con la constante 1. Entonces la condicion
(v) de este supuesto, se cumple con L, =1.

A continuacion se verificara la condicion (iv) del supuesto 1.3.
Denotando y:=x-a , y:=x-a, x,Xe[0,U], ac[0,x], a[0,x], y considérese las
siguientes variables aleatorias:

S(y)=min{y+&U}
¢(y)=min{y+&,U}.

Puesto que

\y—y’\g\x—x'

+a—a|<2v(k,k),

es suficiente demostrar que para una constante L se cumple la siguiente

desigualdad:

Vi (C.¢())<Ly-y] . (1.15)

En su momento se vera que, segun la definicion de la métrica de Variacién Total

dada en (XXII), para demostrar (1.15) se debe probar que para cada funcion medible

¢:S—>R,con||e|l., <1 se cumple que
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|Eol¢(V]-Eolc()] < L1y-Y 1.

Se tiene que

Ew[c(y>]=E{(p[c(y>]; y+§<U}+E{¢[§(y>]; y+§ZU},

donde para una variable aleatoria 77, se tiene que E{n ; A} =Enl, .

Usando la misma representacion para Ego[{(y’)], se obtiene que
|Eglc(W]-Eglc(]] <
< | E{co[;(y)] L y+E <U}— E{(p[e“(y')] LY+ <U}| +

+ |E{<o[4(y)]: y+/:ZU}—E{<o[;(y')]; y’+§ZU}| ,

o bien,

IEe[¢(WM]-EelcN]I < L(y.Y) + L (y.Y) .

Para el segundo término del lado derecho de la ultima desigualdad se tiene que

(1.16)

| pU)P(E2U -y) — oU)P(S2U-Y) |

1,(y.Y)
(1.17)

| oW1 | [o:(s)ds — [a.(s)ds |

y

Sea por ejemplo y > y". Entonces de (1.17) y de la condiciéon C2 (véase pagina

50), se sigue que

U-y
L(y,Y) < [o:.()ds < M, [y-Y]. (1.18)

U-y

Sea ZE(O,U) un numero arbitrario pero fijo, y dz que denote un intervalo

infinitesimal con centroen z.

Puesto que
ly+&edz}c{y+&<U},
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P(fedz—y,y+&E<U)=P(Ecdz—y)=g.(z-y)dz.

Similarmente
P(fedz—y,y+&<U)=g, (z—y)dz.

Entonces en (1.16) (tomando en cuenta que g.(x) =0 para x<0),
U U
L(y.Y)= | [o(@)9.z-y)dz — [p(2)g.(z-y)dz |,
y Yy

0 bien, suponiendo por ejemplo que y >y se tiene que

L(Y)= | [e(@)9:(2-y)dz ~ [0(2)g.(z-y)dz ~ [p(2)9.(2-y)dz| <

< | [e@e:-y)dz | + [lo@)llg:(2-y)-g.(-y)ldz <

< M ly-yl + UL|y-yl. (1.29)
(Aplicando las condiciones C1y C2).

Juntando (1.16), (1.18) y (1.19) se obtiene la desigualdad (1.15) con

L=2M +UL, .

Finalmente se ha establecido que para este ejemplo la condicion (iv) del supuesto

1.3. se cumple con L, =2(2Mg +ULg). Siguiendo argumentos similares se puede

mostrar que el inciso (vi) del supuesto 1.3. también se cumple.

Por lo tanto, en este ejemplo se puede aplicar la desigualdad (1.11) del Teorema
1.2., obteniéndose lo siguiente:

SUP,fo.u] Ava () < Ka”(ng Dg) . (1.20)

donde

K, =, 2 [b+2Ly(0-a)+dab(eMm, +UL, )| (1.21)

a (1_ a)3
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Para un caso particular, en el que la funcion de costo esté dada por c(x,a) =c,a,
se obtienen las constantes b=c,U , L, =0, con las que se satisfacen el supuesto

1.3. y la constante K, dada en (1.21) se convierte en

Aac U

K, = _;L;S [L+4al2m, UL, ).

a (1
Por otro lado, la distancia z(D,, D:) dada en (1.20) es muy dificil de calcular. Por

lo que, para hacer la parte derecha de la desigualdad (1.20) “mas calculable”, se
puede hacer uso de las relaciones entre las métricas que fueron mostradas en la

seccion “Algunos hechos preliminares”.

Por lo que, el resultado dado en (1.20) puede ser expresado en términos de otras

métricas probabilisticas, como se muestra a continuacion:

» Desigualdad (1.20) en términos de la métrica de Variacion Total.
Usando las relaciones (XXIII) y (XXVIII) se puede acotar la parte derecha de

(1.20) por la siguiente desigualdad de estabilidad:
SUP . pou1 Ay, (0 <K, [19:(5) -9 (s) | ds (1.22)
0
donde la constante K, esta dada en (1.21).

» Desigualdad (1.20) en términos de la métrica de Kantorovich.

Sean (s>0),

G.(s)=[g.(2)dz ;  G:(s)=[g:(2)dz,

~

las funciones de distribucion de las variables aleatorias & y ¢

respectivamente.
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Entonces de la relacion dada en (XIX) se obtiene que (1.20) se puede

expresar por a siguiente desigualdad de estabilidad:

w 7
SUP o Ay, (¥) < Ka[ [16:()-G: (9] ds} . (1.23)
0
donde la constante K, esta dada en (1.21).

La integral en la ultima desigualdad representa la métrica de Kantorovich entre &
y & (véase apéndice B). La desigualdad (1.23) es mas informativa comparada con
(1.22) puesto que admite la aproximacion de G, por las correspondientes funciones

de distribucidon empiricas.



Capitulo 2.

Estimacion de la estabilidad de un proceso
controlable de Markov usando el criterio de
costo promedio por unidad del tiempo.

Este capitulo esta basado en el articulo Martinez, Zaitseva (2015), mismo que fué
publicado en la revista Kybernetika. En dicho articulo se estudia la estabilidad del
control 6ptimo de un proceso general de Markov a tiempo discreto, usando el criterio

de costo promedio por unidad de tiempo.

A diferencia del capitulo anterior en el que se uso el criterio de costo total esperado

descontado, V,_, cuando se utiliza el criterio de costo promedio por unidad del
tiempo, J, para acotar el indice de estabilidad A, ademas de “las condiciones de

Lipschitz” mencionadas en las secciones anteriores, se usaran condiciones
bastante fuertes de ergodicidad geométrica de los procesos bajo la aplicacion de
politicas de control estacionarias.

En Gordienko (1994), Gordienko et al. (2009) se dan ejemplos de procesos de
control no estables con respecto al costo promedio, en los casos cuando no se

cumplen unas condiciones de ergodicidad.

Bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de Lipschitz, el resultado que se obtuvo
es una desigualdad de estabilidad, es decir, se encuentra que el indice de
estabilidad esta acotado por una constante explicita que multiplica a la distancia de
Prokhorov entre las distribuciones de los vectores aleatorios que determinan el

proceso controlado “original”y el “perturbado”.



56

2.1.- Especificacion del planteamiento del problema

de estabilidad usando el costo promedio.

A lo largo de este capitulo se mantendran validos los supuestos generales
mencionados en la introduccion y se compararan dos procesos controlables de
Markov cuyas dinamicas estan definidas por las ecuaciones (IV) y (V), mismas que

se transcriben a continuacion:

x =F(x.a,&) t=12.. : (2.1)
(%.,8.8) t=12... (2.2)

Como antes, las distribuciones de & , & se denotaran por D, , D:

respectivamente. Sea c¢c: K — R una funcibn mediable y acotada dada, que
representa el costo de un paso, y b:= sup lc(x,a)l.
(x,a)eK
Recordando la definicion dada en (IX), para cada estado inicial xe X , y una
politica de control 7 €I1 (ver VI), el costo promedio por unidad de tiempo para cada

uno de los procesos dados en (2.1) y (2.2) queda expresado, respectivamente,

como sigue:
J(x,7):=lim supizn: Efc(x,a) , xeX ; (2.3)
N—o0 t=1
J(x, 7):=lim supizn: Erc(%,,a) , xeX. (2.4)
n—o t=1

En este capitulo, los funcionales J y J son las magnitudes a ser minimizadas.
Una politica 6ptima 7. (cuando exista), para el proceso dado en (2.1) es tal que

J(x,;r*)zinl;J(x,ﬂ) =J.(x), XeX,

y una politica optima 7. para el proceso dado en (2.2), es tal que

j(X,ﬁ*):ianj(X,ﬂ) =J.(x), xeX.
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La siguiente proposicion es bien conocida, se puede consultar en el corolario 3.6,

de Hernandez-Lerma (1989), o bien en Gordienko, Hernandez-Lerma (1995).

Proposicion 2.1.

Bajo los supuestos 2.1. y 2.2. que se presentan en la siguiente seccion, existen
politicas 6ptimas estacionarias f. y f., tales que J(x, f.) y J(x, f.) no dependen
de x e X . Es decir, las funciones de valor J.(x) = J. , J.(x) = J. son constantes, y
ademas

J.=3(f)=inf I(x7) T=3(f")=inf J(x7). (2.5)

Por lo tanto, el indice de estabilidad dado en (XVI) para este criterio queda definido
como
A, () =3(F)-3(f)=0, (2.6)

donde J esta definido en (2.3).

El objetivo planteado en este capitulo es el de encontrar una cota superior para el
indice de estabilidad A,(x) dado en (2.6) en términos de la meétrica de Prokhorov,
7, es decir, obtener una desigualdad como la dada en (XVII), con una constante

K(x) calculada explicitamentey con w(z2)=z, Z€ [O,oo).

Las desigualdades como en (XVII) para el caso en el que u=Vr(-) fueron

mostradas en Gordienko (1992), Gordienko, Yushkevich (2003), Montes-de-Oca,
Salem-Silva (2005). El uso de estas métricas probabilisticas “fuertes” no permite

estimar el indice de estabilidad A, cuando por ejemplo, se usan aproximaciones

por distribuciones empiricas.

En el articulo Gordienko et al. (2009) fué probado que para procesos con costos

¢ posiblemente no-acotados y bajo el critero de costo promedio por unidad de
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tiempo, el indice de estabilidad (XVI) podia acotarse por desigualdades (ver (XVII))

del siguiente tipo:

A, <K«(D;,D;) , (2.7)

donde K es una constante explicitamente calculada, y x es la métrica de
Kantorovich en el espacio R" (ver apéndice B para la defincion), la convergencia en
la métrica k es equivalente a la convergencia débil mas la convergencia de los
primeros momentos absolutos (ver Rachev, Ruschendorf (1998)). La desigualdad
(2.7) fué probada bajo la hipétesis de ergodicidad en términos de funciones
estocésticas de Lyapunov, y usando ciertas condiciones de Lipschitz.

Desafortunadamente las condiciones de Lyapunov (ver el supuesto 1 en el articulo
Gordienko et al. (2009)) usadas en dicho articulo para el caso particular de un costo
acotado c, resultan en hipotesis de ergodicidad demasiado fuertes (conocidas
como “condiciones de minorizacion”, ver el ejemplo dado en Dynkin, Yushkevich
(1979) y en Gordienko (1988)).

El objetivo del articulo Martinez, Zaitseva (2015) y que se presenta en este
capitulo bajo condiciones de ergodicidad menos restictivas bien conocidas (ver
Arapostathis et al. (1993), Hernandez-Lerma (1989)) dadas a continuacion en este
capitulo en el supuesto 2.1., y para el caso de costo acotado c, es el de mostrar

una desigualdad de estabilidad del siguiente tipo:

donde 7 es la métrica Levy-Prokhorov definida en (XVIII).

Como se menciono al final de la seccidon 1.1. de esta tesis, existen procesos de
control como los dados en (2.1) y (2.2) que son no estables. El ejemplo 1 presentado
en Gordienko et al. (2009) ofrece PCMs como los dados en (2.1) y (2.2) con una

funcion de costo acotado c , tal que x(D,,D;) >0 , donde x es la métrica de

Kantorovich, mientras que el indice de estabilidad dado en (2.7) se mantiene mayor

a 1. Para este contra-ejemplo no se satisface el supuesto 2.1. que se introduce en
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la siguiente seccidn de este capitulo. Este contrajemplo se desarrolla a detalle en

la seccién 2.3.

2.2.- Supuestos y el resultado encontrado.

Para cada k:=(x,a)eK, Be®,, sean:
p(Bk):=P(F(x,a,&)eB) ;
p(Bk):=P(F(x.a&)eB)

las probabilidades de transicion (kernels), definidas en (1), de los procesos (2.1) y

(2.2) respectivamente.

Las condiciones de ergodicidad dadas en el supuesto 2.1. han sido extensamente
usadas en la literatura de los procesos controlables de Markov bajo el criterio de
costo promedio por unidad de tiempo, ver por ejemplo Arapostathis et al. (1993) y
Hernéndez-Lerma (1989).

Supuesto 2.1. Condiciones de Ergodicidad.

Existe un nimero & <1 tal que se cumple lo siguiente:

sup Vr(p(-1K), p(-|K))<25 ;

k,k’'eK

sup Vr(P(1k), P(-1K))<25.

k,k’'eK
donde Vr es la distancia de Variacion Total definida en (XXIl), y K es el conjunto

de estados-acciones definido por K = {(x, a)e XxAXxeX,ae A(x)}.
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El segundo conjunto de supuestos imponen “las condiciones de Lipschitz” en la
funcién de costo de un paso y en las probabilidades de transicion de los procesos
(2.1)y (2.2).

Supuesto 2.2. Condiciones de Lipschitz.

Existen constantes finitas L, L,L, y L. tales que, para toda X,Xe X ; k,kKeK;
5,5€S, se cumple:

(i) h(AX), A(X)) < Lp(x,X), donde h eslamétrica de Hausdorff, definida
en el apéndice B.

(i) 1e(k)~c(k) < Lv(k.k);

(iii) Yr(F(k,&),F(K',&)) <Lv(k,K) ;

(iv) p(F(k,s),F(k,s)) < Lr(s,S) ;

(v) Para cada xe X y una funcién medible y acotada u: X — R, el

mapeo a —> Eu[F(x,a,g?)] es continuo en A(x).

El principal resultado encontrado en el articulo Martinez, Zaitseva (2015) es el

siguiente Teorema.

Teorema 2.1.
Bajo los supuestos 2.1.y 2.2.,
A, <Rz(D,,D;), (2.9)

donde :

2 2bL 2b
K:8(1+1_5j[(1+ LO{L1+1_5JL+1_§} , (2.10)

y 7(+) es la métrica de Prokhorov.
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NOTA 2.1.:
Si el “parametro de contractividad”, ¢ , involucrado en el supuesto 2.1., tiende a uno,

entonces K en (2.10) es del orden M (1— 5)_2. Esto es mejor comparado con la constante

K en la desigualdad de estabilidad obtenida en el articulo Gordienko et al. (2009) (usando
la métrica de Kantorovich), véase (2.7), en donde dicha constante K es del orden

M (1— 5)73 . Aunque pareceria natural que el mejor orden posible deberia de ser a lo mucho

M(1-5)".

Si se considera el caso cuando S=R" y usando la distribucién empirica

D

EZDE,n(fly---’fn):iZ_l:% , (donde 6. es la medida de Dirac) como “la

distribucién aproximada” de & en (2.2). La distribucion ngn se obtiene de

realizaciones i.i.d. del vector aleatorio & en el proceso (2.1). El siguiente resultado
es una consecuencia directa de la desigualdad dada en (2.9) y de la cota para la

tasa de convergencia Ez(D,, Dg,n) obtenida en Dudley (1969).

Corolario.
oMy
(r—-m)y-2)

EH§1H3 <o, Yy que D; = Dg,n(§11---1§n) en (2.9), entonces existe una constante finita

Sea y un numero fijo tal que 7/>max(2,m) y 9= . Suponga que

M <o tal que:

EA,<Mn” , n=12..

2.3.- Ejemplos.
Ejemplo 2.1. Modelo de control para el proceso de regularizacion del nivel del
agua en una presa. (La continuacion del ejemplo 1.2.)

En este modelo simplificado (véase Hernandez-Lerma, (1989)) el proceso de

control del nivel de agua en una presa es descrito de la siguiente manera:
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x =min{x_, —a+&,U} , t>1,

% =min{%_, -a+&,U} , t>1,

donde al igual que en el ejemplo 1.2, U < es la capacidad méaxima de la presa,
a, e A(x):=[0,x] , t >1 representa los niveles de consumo de aguay {£}, {&} son
variables aleatorias no negativas i.i.d que miden la entrada de agua (via lluvia, por
ejemplo). Correspondientemente, X =[0,U] , S =[0,0] y al igual que en el ejemplo
1.2. se admite que se cumplen las condiciones C1 y C2 de dicho ejemplo (véase
pag. 50).

Validaciéon de los supuestos 2.1. y 2.2. Previa seleccidon de una funcién de costo

de un paso que cumpla que sea acotada, es decir, c(x,a)\g b <o, y de Lipschitz
con constante L,. Por ejemplo, c(x,a) :=c,a, donde 0<c, <o es el costo de una

unidad de agua.

(a) El supuesto 2.2. ya estaba verificado en el desarrollo del ejemplo 1.2.
Tomando las constantes L, =1, L:2(2Mg +ULg) y L.=1 se cumple este
supuesto 2.2.

(b) Se asume que ambas variables aleatorias {51} y {g?l} tienen densidades ¢ ,
g correspondientemente, y que satisfacen la condicion C2 dada en el
ejemplo 1.2., y ademas son estrictamente positivas en algun intervalo abierto

(0,1)>(0,U). Se muestra que existe una constante positiva f tal que

p(Bjx,a)> 88, (B) ; M(Blx.a)= A4 (B), (2.10.1)

para toda k=(x,a)e K:={(x,a)e XxA xe X,aeA(X)| y Bed,,. Aqui &,
es la medida de Dirac. Si U ¢ B, entonces ¢,(B)=0 y (2.10.1) se cumple

para cualquier S .
Sea UeB , es decir, §,(B)=1. Entonces (recuerde que ac[0,x]),

P(B|x,a)=P(min{x—a+&U}eB)>P(min{x—a+&U}=U)=P(x—a+&>U)



63

>P(E>U-x+a)> P(fzu)z'rfgg(s)ds::ﬂ>0.

De la misma manera se demuestra la segunda desigualdad en (2.10.1).
(c) Si se cumple el inciso anterior, entonces el lema 3.3 dado en Hernandez-

Lerma (1989) implica que el supuesto 2.1. se cumple.

Por lo tanto, los supuestos 2.1. y 2.2. se cumplen para este ejemplo y por esta
razon los resultados del Teorema 2.1. son aplicables. Entonces, el indice de

estabilidad (A,) para este ejemplo queda acotado superiormente usando la métrica

de Prokhorov (z) por la desigualdad (2.9), y usando las constantes L,, L y L.

encontradas para el supuesto 2.2., se obtiene explicitamente la constante dada en
(2.10).
Por lo tanto, la desigualdad de estabilidad para este ejemplo queda expresada de
la siguiente manera:
A, <Rz(D;,D;), (2.11)

donde
(L-o)L +4b(M, +UL,) +2b

R =16(3- ) A—o)

(2.12)

Si se usa la relacién de métricas dada en (XIX) y (XXIII), entonces el indice de

estabilidad (A,) dado en (2.11) se puede acotar usando la métrica de Variacion

Total de la siguiente manera:

A, < KI:‘gé(s)—gE(s)‘ds, (2.13)

donde la constante K esta dada en (2.12), y 9., 9z son las funciones de denisdad

de & y & respectivamente.
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Contraejemplo 2.2. (Que muestra la importancia del supuesto 2.1.)
Sean X={012..}, Ax)=A={01}, xe X , S={012..} ylos procesos “original”
y “aproximado” dados por las siguientes ecuaciones, respectivamente:

X =a%,+4 (2.14)

X =a%,+& , t=12.. (2.15)

donde {gﬁ,tzl} y {Et,tzl} son dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d. Se
denotara & =¢&. y £ =& . Seleccionando £=0 y para cualquier ¢ €(0,1) la variable
aleatoria & =¢&, tiene la distribucion de Poisson con parametro ¢. La funcion de

costos de un paso c(x,a)=¢(x) , x e X , esta definida de la siguiente manera:

1 si x=0,

c(x)=<0 si x=1,

3 para x=>2.

Si se selecciona a x, =%, =1 como el estado inicial, entonces es evidente que la

politica estacionaria f. = {LL...} es Optima-promedio para el proceso (2.15) con una

funcion de valor de J.(1)=J(1, .)=0.

De hecho, aplicando esa politica al proceso (2.15) se tiene que x, =1, t=012,...,

y en el estado x=1 el costo c(x) toma su valor minimo absoluto.

Por otro lado, aplicando la misma politica f, = {LL...} pero ahora al proceso original

dado en (2.14) se obtiene lo siguiente:

X =X,+&=1+&+--+& , t=1.
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Por la ley fuerte de los grandes nameros x,=1+&+--+& — oo casi

seguramente. Entonces, casi seguro c(x,)—>3 con t—>w; y por el Teorema de

Convergencia Dominada E,"c(x,) — 3.
Por lo tanto, existe el siguiente limite lim EZ Ef*c(xH) =3, lo cual significa que
N—o0 n t=1
J@ f.)=3. (2.16)
Por otro lado, aplicando la politica estacionaria f =(0,0,...) al proceso original
(2.14), se obtiene que

=1y x=¢&,t=1.

Luego, para t>2,

0 k
E'c(x ) =1¢e* +328—e‘8 :
2 K

—el1432y ¢ |
= (m+2)!

<1+3¢%,
<2 paratodo ge(o 1)
1x/§ .

Por lo anterior,

J(, f)=lim sup 1[1+ZHZEJC(XI)} ,

now N
J@ f)<2. (2.17)
Comparando (2.16) y (2.17) con la definicion del indice de estabilidad A, (1) en
(2.6), se obtiene lo siguiente:
A,@©=3(F)-3(f) ,
A= J(F)-I(F) =1, (2.18)

donde (2.18) se cumple para toda ¢ e (0, 1@)
A
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Por otro lado, es facil ver que K‘(Dg, D@)—>O cuando ¢ — 0. Obsérvese que por la

definicion de la métrica de Kantorovich, dada en el apéndice B, se tiene lo siguiente:

x(D:,D, )= sup |[Eg(E)~Eg(&,)|< sup Ep(E)~p(&,) < sup EE -£[<E, =2

Por lo que la distancia K(DE,DQ)—>0 cuando ¢ — 0, mientras que el indice de

estabilidad A, (1) dado en (2.18) permanece siempre mayor o igual a 1.

La inestabilidad del proceso en este ejemplo, sucede debido a que el supuesto
2.1. no se cumple.

Para verlo, en el proceso “aproximado” (2.15) se selecciona por ejemplo, k =(0,1)
y k=) . Entonces, p(-|(01)=6,() , p(|LY)=6() , (medidas de Dirac).

También, Vr (5,,5,)=2sup |5,(B)-5,(B)|=2, ya que por ejemplo, para B={0},
BeBy
% (B)=1y 6,(B)=0.

Por lo que el supuesto 2.1. no se cumple para este ejemplo, lo que produce un

proceso inestable.

2.4.- Prueba del teorema.

Para probar la desigualdad dada en (2.9), la base sera el método propuesto en
Gordienko et al. (2009). Sin embargo, se requiere modificar ésta técnica debido a
gue en esta tesis se usa la seminorma span en lugar de la norma uniforme

ponderada usada en dicho articulo.

En Gordienko et al. (2009) la combinacion de ciertas condiciones de Lyapunov y
el resultado de Vega-Amaya (2003) permiten el uso de propiedades contractivas en

los operadores relacionados a las ecuaciones de optimalidad. Resulta que estos
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operadores son contractivos con respecto a la norma uniforme ponderada en el

espacio de las funciones f: X —>R.

Bajo el supuesto 2.1. se debe usar la seminorma span en el espacio de funciones
acotadas y el hecho bien conocido (ver Hernandez-Lerma (1989)) acerca de la

contractividad con respecto a esta seminorma.

Recuérdese que B denota el espacio de todas las funciones medibles acotadas

u:X >R . Para ue B se usara la norma del supremum [u =supu(x), y la
xeX

seminorma span |u| :=supu(x)—inf u(x) . Es claro que Ju+g|_=u|_para todo
P xeX xeX P sp
PeR, y HuHsp <2u| . En lo que resta de esta seccion los vectores aleatorios

&y fl gue aparecen en (2.1) y (2.2) seran denotados por & y .

Definase los siguientes operadores T,T : B— B como
Tu(x) = inf ){c(x,a) ~J.+EUF(x,a8)] , xeX (2.19)
Tu(x) = air)gz ){c(x, a)-J.+EuF(xad)|, xexX. (2.20)

Es bien conocido (ver Hernandez-Lerma (1989)) que bajo el supuesto 2.1., para

toda u,veB, se cumple lo siguiente:

Tu-Tv,, <5u-v, o fueTssu-v, @2y

y por lo tanto existen funciones h,h eB que son soluciones de las ecuaciones de

optimalidad (2.19), (2.20), es decir,

h=Th ; h=Th. (2.22)
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Dado que para cualquier B, f<R se tiene que h+p y h+/ también son
soluciones de (2.22), entonces para el siguiente desarrollo se puede escoger h y

h de tal forma que

L

o= h-h| . (2.23)

Luego, de (2.21) se sigue que

h-h

oS 2Th-Th + 5Hh ~-h Hw ,

0 bien, en vista de (2.19) y (2.20) se obtiene que

h-fl, <2 +Q]. (2.24)

[0.-3.

donde
Q:= skgE\Eh(F(k,(g))— Eh(F(k.£)). (2.25)
Se denotara por f :=7. a la politica 6ptima estacionaria para el proceso dado en
(2.2), y por {xt, t> O} el proceso de Markov inducido por la aplicacion de la politica
f aplicada al proceso controlable dado en (2.1). Ahora, usando la propiedad de
Markov de {x[} y las ecuaciones de optimalidad dadas en (2.22), se obtiene que

paratodo t>1, xe X se cumple lo siguiente:
Ech(x) = E/h(xy) — Elc(xa, f(xy) + Jo +
¢ EH&G T - HxG)] L @20

donde:

H(xa):=c(x,a)+ Eh[F(x,a,&)]-J. , (x.a)ek. (2.27)

Sumando en la ecuacién (2.27) sobre los valores de t=1,...,n, luego dividiendo

por n y finalmente tomando el limite superior cuando n — «, se obtiene que
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J(x, f)=J.+Ilimsup Ezn: E [H (X F(X 1)) — aEiAn(t ) H (xt_l,a)} . (2.28)

n—oo t=1
Similarmente, para (2.27) sea

H(x,a):=c(x,a)+ En[F(x,a,&)]-J. , (xa)ek. (2.29)

Ya que para el 6ptimo del proceso (2.2) en la politica 7., la accion a, = f(x_,)
alcanza el infimum de H(x_,,a) sobre ae A(x_,), entonces se obtiene que en
(2.28),

L =H0 T~ inf H(x,.2)=
=H (o f ) —H o F) + inf H(x @)~ inf H(x,a).

acA(%y4) acA(X1)
Usando la dltima ecuacién anterior junto con (2.27) y (2.29), se llega a que

~

L < 23.-0.

+2 swp | EN[F(x_.a8)]-ER[F(x,ad)] ,  (2:30)

acA(X 1)

y observando (2.25) se tiene que el segundo término del lado derecho de (2.30) es

menor que 2Q+2h-h| .
Comparando (2.6), (2.24), (2.28) y (2.30) se obtiene que
Ay < 2(1+ 2)[

1-6

1.-3]+Q]. (2.31)

El siguiente paso es encontrar una cota superior para J.-J.

expresada en

términos de Q. Escogiendo una sucesion {a, }<(01), tal que o, T1 y para cada

n se define el costo total esperado descontado de la siguiente forma:

V, (x7)=E> ac(x ,a) , xeX , zell,
t=1
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para el proceso (2.1). Sea V;n la funcidbn de valor correspondiente vy

h,(X) =V, (x)-V, (z) ,donde ze X es un estado arbitrario, pero fijo.

Aplicando la aproximacién estandar del desvanecimiento de descuento (vanishing
discount) y argumentos similares a los usados en la ultima parte de la prueba de la

seccion 4 dada en Gordienko et al. (2009), se llega a lo siguiente:

J.-J|<limsup sup|EN,[F(k,&)]-Eh[F(k,5)]. (2.32)

n—o k

Es bien conocido (ver Arapostathis et al. (2008)) que el supuesto 2.1. implica que

para cualquier politica estacionaria f” y para cada xe X, t=1,...se cumple que

E e 061 = [ ex F(0)a-(dx) <25, (2.33)

donde (- es la correspondiente probabilidad invariante.

De (2.33) es facil ver que para cualquier n>1, se tiene que |h, | < 145

Ademas, es bien conocido (ver Hernandez-Lerma (1989)) que para toda x e X ,

h,(x) > h'(x) uniformemente, donde h" es una solucién para la ecuacion de

optimalidad h'=Th" (ver (2.19)). Entonces, usando el teorema de convergencia

acotada y (2.32) se obtiene facilmente que

J.—J.

Sskug\ EN[F(k,&)]-EN[F (k. &)] E (2.34)

Dado que la solucién de la ecuacion de optimalidad es Unica, incluyendo la adicion

de una constante arbitraria, comparando (2.25), (2.31) y (2.34) se obtiene que

2
A, < 4(1+ M)Q . (2.35)
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Ahora, usando (2.22), (2.23), (2.24) se obtiene que

h, =[h,, <[Th-T0]_ +[T0], , o bien

1

o 1-6

< (2.36)

inf c(-,a)—-J.
inf c(-,a) L5125

aeA(-)

= inf c(-,a)

aeA(-)

1
|, < 1—5

Entonces, en la definicion de Q dada en (2.25) la funcién h esta acotada por la

2b
constante ——.
1-6

El siguiente paso es mostrar que en (2.25) y por lo tanto en la desigualdad (2.35),

las funciones h[F(k,)]:S—R satisfacen la condicién de Lipschitz para una

constante independiente de k K.

En base a (2.19) se define la funcién g como
g(k) :=c(k) + EN[F(k,&)] , keK.

Aplicando la definicion dada en (XXII) para Yr(p, p") junto con el supuesto 2.2.

incisos (ii) y (iii), se encuentra que para todo k,k’e K,
, 2bL ,
- 9(k)-g(K) s[ml_é}v(k,k). (2.37)

Ahora, la definiciéon del operador dado en (2.19) y la primera ecuacion de (2.22)

sugiere que paratoda xe X,
h(x)= inf }o(xa)-J. . (2.38)

En el articulo Gordienko et al. (2009) se pueba el siguiente lema:

Bajo la condicion (2.37) y el supuesto 2.2. inciso (i), se tiene que para la funcion

h dada en (2.38) se cumple que

\ h(x) — h(X) s(1+LO){L1+12bL5}p(x, x) , paracada x,xe X. (2.39)
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Ahora, para s,s’e S fijos, por (2.39) y el supuesto 2.2. inciso (iv) se obtiene (ver
(2.25)) que

\ h(F(k,s)) —h(F(k,s")) \< (@+L ){LﬁZbL}u(s ), (2.40)

por lo tanto, para cada k €K , la funcion h[F(k,)]:S = R satisface la condicion de

de Lipschitz con la constante L = 1+L {LﬁZbL}L* y por (2.36) esta acotada

2b N
por la constante 15 por lo que, usando la definicion dada en (XX) se puede acotar

el indice de estabilidad dado en (2.35) usando la métrica de Dudley, obteniendo que
2 2b
A <41+ = | L+~ [d(D.,D:).

Finalmente y para obtener la desigualdad (2.9) y la constante (2.10), se usa la

relacion dada en (XXI).



Capitulo 3.

Estimacion de la estabilidad de un proceso de
decision de Markov transitorio usando el
criterio de recompensa total esperada.

Los resultados presentados en este capitulo estan basados en el articulo
Gordienko, Martinez, Ruiz-de-Chavez (2015) de reciente publicacion en Progress in

Probability, Birkhauser.

Se considera un proceso de decision de Markov (MDP) absorbente (también
llamado transitorio) a tiempo discreto con recompensa total esperada. Ver definicion
de proceso absorbente en James, Collins (2006) y en el supuesto 3.1. de esta tesis.
Se prueban desigualdades de estabilidad con respecto a la norma de Variacion
Total y a la métrica de Prokhorov. La demostracion de la desigualdad en términos
de la métrica de Variacion Total usa unas condiciones menos restrictivas
comparadas con las que se usan en la demostracion del caso de la métrica de

Prokhorov.

Los principales resultados encontrados en el articulo estan dados en los

Teoremas 3.1. y 3.2. de este capitulo.

A lo largo de este capitulo se denotara a r(x,a) como la funcién de recompensa
de un paso, mientras que R(x,7) denotara el criterio de optimizacion de
recomenpensa total esperada, definido en (XIlI). Finalmente, se denotara como A,

al indice de estabilidad, definido en (XVI), cuando se usa este criterio.
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3.1. Motivacion y planteamiento del problema.

En este capitulo se estudia la clase de modelos de control llamados transitorios,
los cuales fueron introducidos por Veinott (1969) para el caso en el que X, el

espacio de estados, asi como A, el conjunto de acciones, son finitos.

Esta clase de proceso incluyen a los modelos descontados (ver proposicion 9.6.3
de Herndndez-Lerma (1999)) y bajo ciertas condiciones adecuadas (ver proposicién
9.6.4 de Hernandez-Lerma (1999)) estan contenidos en la clase de modelos

convergentes.

Algunos autores han extendido las definiciones y resultados de Veinott para el
caso de cuando X, el espacio de estados, es numerable, pero muchas de estas

extensiones dependen de la numerabilidad de X .

Los procesos de decision de Markov (MDPs) transitorios estudiados en este
capitulo pueden considerarse como “procesoso absorbentes”. Tal terminologia es
adecuada puesto que en los articulos de James, Collins (2006) y en Kallenberg
(1983), esta demostrado que para cada politica de control estacionaria que induce
un proceso de Markov transitorio, la dinamica esta dada por un kernel pseudo-
probabilistico. Tal kernel se puede ampliar a un kernel probabilistico afiadiendo un

estado absorbente.

El uso del término “transitorio” es mas comun en la literatura sobre MDPs, véase
por ejemplo, Hernandez-Lerma et al. (1999), Hernandez-Lerma, Lasserre (1999),
Hordijk (1974), James, Collins (2006), Kallenberg (1983), Pliska (1978), y Veinott
(1969).

En su articulo, Hinderer, Waldmann (2005) usan el término “absorbente” para
MDPs numerables. Bertsekas, Tsitsiklis (1991) estudian MDPs numerables

similares pero con diferente terminologia.

En este capitulo se presentan ejemplos de aplicacion tales como el de consumo-

inversion, y un ejemplo clasico acerca del problema de paro 6ptimo, por lo que
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conviene trabajar usando el criterio de recompensa total esperada en un paso,

definida en (XIlI), en lugar del costo por un paso usado en capitulos anteriores.

Considérese MDPs como el definido en (I) del capitulo preliminar. Se asumira que
sus componentes satisfacen los supuestos generales dados en la introduccion.
De nuevo, la evolucion del MDP original y del aproximado estaran especificados
como en las ecuaciones dadas en (IV) y (V), mismas que se transcriben a

continuacion:

% =F(xa.8), t=1..; (3.1)
X =F(%.8.&), t=1.; (3.2)

Sea r: K — Runa funcion de recompensa de un paso, donde r es asumida

medible y acotada en K. Si x e X, representa el estado inicial del procesoy 7 eIl

es la politica aplicada a los proceso (3.1) y (3.2), entonces los funcionales que se
desean maximizar bajo el criterio de recompensa total esperada estan definidos en

(XIII), los cuales se transcriben a continuacion:

n—w -
i=1

R(x, )= lim inf Ef{zn: r(xtl,at)] (3.3)

R(x,7)= lim inf E{z r(x_l,ét[)] (3.4)

n—o "
i=1

donde E” y E” representan la esperanza con respecto a las medidas de

probabilidad, P* y P” generadas por la aplicacion de 7 a los procesos (3.1), (3.2)

con el estado inicial x.

Las funciones de valor correspondientes (véase (XIV)) para los procesos (3.1) y

(3.2), quedan definidas como:

R.(x)=supR(x,7) , xeX |, (3.5)

rell
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R.(x)=supR(x,7) , xeX , (3.6)

rell
En las siguientes secciones se introduciran los supuestos bajo los cuales, las
funciones de valor R. y R. son acotadas, y ademas aseguran la existencia de

politicas estacionarias optimas f. vy f. para los procesos (3.1) y (3.2)
respectivamente, es decir, que satisfacen lo siguiente:

R(x, £.)=R.(x) ; R(xT)=R(x) , xeX.
El indice de estabilidad (con respecto a R) se define como:

Ag(X)=R(x, f.)-R(x, f.) , xeX.

3.2. Supuestos y existencia de politicas optimas estacionarias.
Como antes, F denotara el conjunto de todas las politicas estacionarias. Para
cada f, Py P} denotan las probabilidades de transicion de los procesos de
Markov (3.1) y (3.2) cuando a = f(x,,) , & = f(X_), es decir, cuando se aplica la

politica de control f .

El siguiente supuesto es una variante del supuesto 2 usado en James, Collins,
(2006).

Supuesto 3.1. Condiciones de transitoriedad o absorbente.

Existe un conjunto ® € %x tal que:

(a) Si f € F, entonces se cumple alguno de los siguientes dos enunciados:

® es absorbente bajo P,y supE/z, (©)<M, <o, (3.7)
xeX

0 bien
inf R(x, f)=—.

xeX

(b) Si f € F, entonces se cumple alguno de los siguientes dos enunciados:
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® es absorbente bajo P,y supE'7, (@)<M, <, (3.8)

xeX
o bien
inf R(x, f)=—o0.

xeX
(c) El conjunto de politicas estacionarias que satisfacen (3.7) es no vacio, y el
conjunto de politicas estacionarias que satisfacen (3.8) es no vacio. En (3.7)

y (3.8) los términos 7, (®) , 7, ,(®) son tiempos de primera-entrada (para

t>0) en el conjunto ©® de los procesos (3.1) y (3.2) respectivamente, cuando
se aplica la politica f,y el estado inicial es x.

(d) Las funciones de valor R. y R. son superiormente acotadas.

Sea B el espacio de todas las funciones medibles y acotadas u: X — R, tal que

u(x):O, xe®. El espacio lineal B est4 equipado con la norma del supremum

-1 -

Supuesto 3.2. Condiciones de continuidad y de acotamiento.

(a) La funcién de recompensa de un periodo r(x,a) es acotada en K; r(x,a)=0
para toda xe®, acA(x). Para toda xe X , la funcion a—r(x,a) es
semicontinua superiormente en A(X).

(b) Para cada x e X, A(X) es compacto.

(c) Paracada ue B, y xe X,=X\0, las funciones siguientes:
a— Eu[F(x,a,¢)] ,
a— Eu[F(x,a,&)|

son continuas en A(x).
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El Lema 3.1. que se presenta en la seccion 3.5, muestra que una politica
estacionaria f que satisfaga (3.7), es transitoria lo cual significa que (véase James

y Collins, 2006):

© , (3.9)

es el operador de la

donde Q, es la restriccion del kernel P, a (X, @ XO), H,

norma y nuevamente X,=X\® . Lo mismo es cierto para cualquier politica
estacionaria que satisfaga (3.8) (reemplazando P, por P, y Q, por Qf ). Por lo

tanto, la siguiente afirmacion es una consecuencia directa del Teorema 1 dado en
James y Collins (2006).

Proposicién 3.1.

Si se asume gque los supuestos 3.1y 3.2 se cumplen, entonces:
(a) Existen politicas estacionarias f. y f. que son éptimas para los procesos
(3.1) y (3.2) respectivamente.
(b) f. satisface (3.7), y f. satisface (3.8).

(©) R.,R. eB, y en particular son ceroen ©.

Observacién 3.1. Si una politica estacionaria f satisface (3.7), entonces de (3.9)

se sigue que la recompensa total en (3.3) es

R00=Rx 1) = B! Yr(, 1x0) (310)

y ademas,

R eB. (3.11)
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Similarmente, si f satisface (3.8), entonces:
Ri(})=R(x f)=E > r(% f(%) (3.12)

R, € B. (3.13)

3.3. Estimacion de la estabilidad con respecto

a la métrica de Variacion Total.

Se requerirda el siguiente supuesto para hacer que la constante K en la
desigualdad de estabilidad (3.15), dada mas adelante, esté completamente
determinada por las caracteristicas del MDP original (3.1), y las constantes

mencionadas en el supuesto 3.3. En tales casos, fijando D, Yy considerando

D; =D:, tal que Vr(D;D;,)—>0,laconstante K en (3.15) no depende de Vr

(D;,D:,).

Supuesto 3.3.

(a) El conjunto © en el supuesto 3.1. es absorbente bajo P; y P;: .

(b) Existen constantes conocidas M <«, ¥ <1 y un entero m>1 tales que

SUp Exf* lfx. fs (@))JS M ;

xeXq

swE [, @)<M , y

xeXg

swp Pz, ; (©)>ml|<y. (3.14)

xeXgy

Como antes, en este capitulo D, y D;: denotaran las distribuciones de & y de &

respectivamente, definidas en (S,% ).
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Teorema 3.1.

Se asume que los supuestos 3.1, 3.2. y 3.3. se cumplen. Entonces existe una

constante K <oo determinada de forma Unica por las propiedades del MDP de (3.1)
y las constantes M, y,m del supuesto 3.3., tales que:

sup Ap(x)< K Vr(D;,D;), (3.15)

xeX

donde Vr es la métrica de Variacion Total definida en (XXII).

Al final de este capitulo se proporciona la demostracion de este Teorema.
Observacion 3.2.

» La prueba del Teorema 3.1. usa el método de operadores contractivos tal y
como se hace en los articulos de Gordienko, Salem (2000), y en Zaitseva
(2008). Si se omite la frase “determinada de forma unica por...”, entonces la
desigualdad (3.15) sigue siendo cierta sin asumir el supuesto 3.3.

= Siguiendo las ideas expuestas en Gordienko, Salem (2000), se puede
obtener (usando una prueba similar) una version de (3.15) en un contexto
mas general del problema de estimacion de la estabilidad: en la definicion del
MDP de (3.2) la funcion F (denotada ahora, digamos por F) podria ser
diferente de la funcién F en (3.1) (pero en cierto sentido cerrada).

Ejemplo 3.1. Problema de paro éptimo.

Considere el problema usual de paro optimo de un proceso de Markov a tiempo

discreto (ver por ejemplo, Shiryayev (1978)):

Yi :q)(yt—l’ét) , t=1. (3.16)
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El proceso (3.16) se aproxima por el siguiente proceso:

Y, =0V, &), t=1. (3.17)

Ambos procesos toman valores en un espacio-fase de Borel Y . Note que si Y es
un espacio métrico separable, entonces cada proceso de Markov a tiempo discreto

homogéneo puede ser representado en la forma (3.16) con vectores aleatorios i.i.d.

&,&,,... en algun espacio de Borel S (ver Borovkov, Foss (1992)).

Considérese una extension estandar, (ver por ejemplo Ross (1992), o bien
Shiryayev (1978)), de (3.16) y de (3.17) a los MDPs en X =Y u*, donde * es un

estado absorbente y donde el proceso “vive” después de ser parado. El conjunto de
acciones es A(X) = A:{O,l}, donde la accion 0 significa que se continta con las

observaciones y la accion 1 “para” el proceso.

Por lo tanto, se puede definir la funcién F para obtener dos MDPs dados por:
X =F(x.a.§), t=1, (3.18)

X =F(x%.8.8), t=1, (3.19)

y el problema de paro 6ptimo es reducido a la maximizacion de la recompensa total
esperada para los procesos (3.18) y (3.19) con la siguiente funcién de retorno a un

paso:

R(x) si a=1xeY;

r(x,a)=4-c(x) si a=0,xeY; (3.20)

0 si. x=*ae {01}

En (3.20), ¢,R:Y > R son funciones reales y acotadas dadas, tal que

representan los pagos para la continuacion de las observaciones, y la recompensa

por parar, respectivamente. Por la definicion de las probabilidades de transicion

correspondientes a los procesos (3.18) y (3.19), el conjunto ® = {*} es absorbente
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para cualquier politica 7 eI1. La situacion mas simple en la que se cumplen los
supuestos 3.1., 3.2. y 3.3. para este ejemplo, es el caso donde se satisface la

siguiente condicién:

inf c(y)>a, >0. (3.21)

yeY

El supuesto 3.2. se satisface porque A es finito. Las condiciones (3.7) y (3.8) en
el supuesto 3.4. se cumplen, por ejemplo para la politica estacionaria: “parar en el

momento t=0 “ (en un estado inicial). Debido a (3.21), para cada politica

estacionaria f con tiempo promedio infinito hasta detenerse R(x,f):—oo. El

supuesto 3.3. se satisface, y la desigualdad (3.14) se cumple con y =0 para todo

m> isup R(y)+1.
ao yeY
Observe que bajo la condicion (3.21) es muy simple encontrar una cota superior

de la constante K en (3.15), y esta cota podria elegirse para que sélo dependa del

supR(y) ,y de a,.

yeY

Observacion 3.3. La condicién (3.21) hace del problema de estimacién de la
estabilidad “casi trivial” (ya que todo es reducido a un horizonte de tiempo finito).
Mientras que la condicion (3.21) puede ser relajada de varias maneras, no se puede

omitir por completo en el caso general. De hecho, problemas de paro inestables
son presentados en Zaitseva (2008). En esos problemas Vr (Di,Dg) -0
cuando ¢ — 0, pero para uncierto Y €Y el indice de estabilidad es mas grande que
cierta constante positiva. En particular, en tales ejemplos Ipefy c(y)=0. En Gordienko,
Novikov (2014), asi como en Zaitseva (2008, 2010), para obtener la desigualdad

como en (3.15) (el problema de paro Optimo sin la condicion (3.21)), fueron

impuestas fuertes condiciones de ergodicidad en los procesos (3.16) y (3.17).
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Ejemplo 3.2. Modelo simplificado de consumo-inversion, con inversion de “mucho

riesgo”. Sean X =[0,»], A(x)=[0,x], xe X, S=R, y los procesos,
=l -a)s] L t=1; (3.22)

X =[x,-a)E] . t=1. (3.23)

En este modelo si X,_; =X es el capital actual, entonces la cantidad (X—a) es

usada para inversion, y el resto de dinero a se consume.

Sea O = {0} y r una funcion de retorno que satisface el supuesto 3.2. inciso (a).

La siguiente suposicion significa que en este modelo las inversiones son “muy

riesgosas”

Existe una constante £ >0 tal que P(f < 0)2 By P(E < 0)2 . (3.24)

Si se asume que en (3.22) y (3.23) las variables aleatorias & y £ tienen
densidades continuas g y § que desaparecen lo suficientemente rapido en + oo,
entonces el supuesto 3.2. inciso (c) se satisface. De (3.22) y (3.23) es claro que el

estado x =0 es absorbente paratoda f € F.
También P/(z, ,(0})>n)<P(&>0,&>0,..& >0)<(1— B debido a (3.24).

Por lo tanto, se cumplen los supuestos 3.1. y 3.3., por lo que se puede aplicar
(3.15), para acotar superiormente el indice de estabilidad que para este ejemplo.

Dicho indice queda expresado como (véase (XXVIII)) :

sup A(x)< K f:\g ()~ (s)ds

x>0
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3.4.- Estimacion de la estabilidad con respecto

a la métrica de Prokhorov.

Dado que la métrica de Variacion Total es demasiado fuerte, la desigualdad de
estabilidad dada en (3.15) no siempre es aplicable.

En esta seccion se fortalece el supuesto 3.1. y se asumen ciertas condiciones de
Lipschitz. Esto permitir4 probar una version de la desigualdad (3.15) pero usando la

métrica de Prokhorov, 7, en lugar de la de Variacion Total, Vr, del lado derecho.

En lugar de los supuestos 3.2. y 3.3., se introduce el siguiente supuesto:

Supuesto 3.4. (Uniform transitory or absorbing conditions).

Existe un conjunto ® € %x tal que:

(a) Para cada f € F, el conjunto ® es absorbente bajo Py P :

(b) Existe una constante M <« tal que

supsup E'z, ;(©@)<M , (3.25)

feF xeX

supsup E, 7, (©)<M (3.26)

feF xeX
El siguiente supuesto sustituye al supuesto 3.2.:
Supuesto 3.5. Condiciones de Lipschitz.

(a) La funcién de recompensa r(x,a) es acotada en K; r(x,a)=0 para cada
(x,a) con x e ®; ademas, existe una constante finita L, tal que
rk)-r(k) <Lyw(k,k) ; kkek. (3.27)
(b) Para cada x € X , el conjunto A(X) es compacto y existe una constante finita
L, tal que
h(A(X), A(X))< Lp(x,X) , x,XeX,, (3.28)

donde h es la métrica de Hausdorff.
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(c) Existen constantes finitas L, L tales que para toda u eB con Ju| <1,

‘ Eu[F(k, &)]- Eu[F(k,&)] ‘S Lv(k,k) ;
EuF(k.Z)]-EuF(k.&)] < Cvlk k) . kKeK. (3.29)

(d) Existe una constante finita L. tal que, para toda k €K,

p[F(k,s).F(k,s)]<Lr(s,s) , sSeS. (3.30)

Teorema 3.2.

Se asume que los supuestos 3.4. y 3.5. se satisfacen. Entonces, existe una
constante finita, K, que depende solamente de las caracteristicas del MDP (3.1) y
de las constantes involucradas en los supuestos 3.4., 3.5., tal que:

sup A (x) < Kn(Dg, Df)max{l, IOg[aDl—D)J} , (3.31)
xeX : Dr

donde = es la métrica de Prokhorov.

Al final de este capitulo se proporciona la demostracién.

Ejemplo 3.3. Sean X =[0,H] , donde H es un namero finito dado, A(x)=[0,x],

xe X,y S=R. Considérese el siguiente par de MDPs:

. I . 1 T
Ix ., —a - I+ & , 3.32
X, mm{H X, —a, mm{ }+.§_ } (3.32)

,9}+§ } , (3.33)

. I . 1
=min<H, X, —a&-m
X, m{ _Xt a, m{x

-1
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t=12,.

En (3.32) y (3.33), los términos { t} , {E::} son dos sucesiones de variables

aleatoriasi.i.d.; y ¢ es un numero positivo dado que esté involucrado en el supuesto

3.6. que se introduce mas abajo.

Sea @z{O}, y r(k) con keK la funcion de recompensa de un paso que

satisface el supuesto 3.5. inciso (a).

Supuesto 3.6. (Aplicado solamente para este ejemplo).

(a) Las variables aleatorias & y £ tienen densidades continuas acotadas, gy
g respectivamente. Ademas g(x) =J(x) =0 paratoda x> 9.
(b) Las densidades g, § son diferenciables casi en todas partes, y sus

derivadas estan acotadas (donde existan).

(c) E€<0 ; EE<O.

En primer lugar, se demostrara que para cualquier f € F el conjunto @z{O} es

absorbente bajo P, y P, . En efecto, si X,=0 , entonces a=0 ,

min{ ! ,.9} = 9. Pero en (3.32) la variable aleatoria & -3 es no-positiva, y por
X~ &

lo tanto X, =0. Por lo que el supuesto 3.4. inciso (a) se cumple.

Por otra parte, gracias al supuesto 3.6., (c) se cumplen las condiciones (3.25) y
(3.26). De (3.32), paracada f € F con probabilidad 1 se tiene que x, <X, , t=01...
, donde X,t=[X,t71+§t]+ , t>1 es la caminata aleatoria absorbente en x=0, y para
esta caminata E& <0. Es bien sabido (ver Meyn y Tweedie (1993)) que para tal

caminata aleatoria, el tiempo promedio para entrar en {0} esta uniformemente

acotado por los estados iniciales de un intervalo acotado. Por lo tanto, el supuesto

3.4. se cumple para este ejemplo.
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Para A(x):[O, x] se puede verificar que (3.28) se satisface para L =1, y de

(3.32), la desigualdad (3.30) se cumple para L. =1.
Finalmente, so6lo queda verificar el supuesto 3.5. inciso (c). Si y=x-a,
o(y) =y—min {ig} es la funcion de Lipschitz en [0,00]. Sea u una funcion

arbitraria de B con [u| <1. Para cualquier y,y'c[0,H], se tiene que
1(y) := Eulmin {H, [p(y) +£]' |
=u(H)P(p(y)+ &> H)+ [ ulp(y) + g (D)t
—uR)f; a@dz+ " u@)alz - o))z (3:34

Para ver que [I(y)-1(y)<Ly-Yy

, obsérvese que el primer término del lado
derecho de (3.34) es funcion de Lipschitz ya que g es acotada y su soporte esta

acotado superiormente. Sean por ejemplo Y>Y ; entonces ¢(y)>o(Y) y la

diferencia del segundo término del lado derecho de (3.34) es menor que

[ u@e( - ez + [ @i - oy )z +

oly
() ) ,
+f:<yy) " u(2)/suplg’ @l(y) - oy Yoz (3.35)

Como o¢(Y) , (o(y)e[—S,H] , el ultimo sumando en (3.35) es menor que
(2M + 8)ul, swplg’ @)]e(y) ~@(¥)

, por lo que ¢ también es Lipschitz. De la

acotacion de g se sigue que el primero y el segundo término de (3.35) es menor

que Lly-y.
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Ahora, sea Yy=0. De (3.34) y el supuesto 3.6. inciso (a), se tiene que
I(y)=u(0)=0. Para un valor de y lo suficientemente pequefia, o(y)=y-39, y

como £—-9<0, en (3.34),

1(y)<[ul,Py+¢£-9>0)= Ij,y g(z)dz <const-y.

Observacion 3.4. En Gordienko, Salem (2000) se discute un ejemplo de
inestabilidad de un MDP con respecto a la métrica de Yr. En dicho ejemplo, se usa
el criterio de optimizacién descontado (con una funcién de costo de un paso que es
no-acotada). El ejemplo puede ser modificado para el caso de una funcion de costo
acotada. Por otro lado, en Hernandez-Lerma, Lasserre (1999) esta demostrado que
un MDP con el criterio de costo total descontado puede ser transformado en un
MDP transitorio con una recompensa total esperada.

3.5. Demostracion de los teoremas.

El siguiente lema establece la conexién entre el supuesto 3.1. y la definicion de

politica transitoria dada en James, Collins (2006) y en Pliska (1977).
Lema 3.1.

Sea © como en el supuesto 3.1., X, =X \O® para f € F, Q, es la restriccion del

kernel P, para (XO,QB Xo)' Si se satisface (3.7), entonces:

00

>.Qi

t=0

<M, <. (3.36)

0

En (3.36) |, es lanorma del operador correspondiente a la norma del supremo
[l enB y Q; es lat-ésima potencia del operador que corresponde al kernel Q, .

Lo dltimo es la restriccion de P, a (XO,% X, )
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NOTA:

En el resto de este capitulo para simplificar la nomenclatura, para U € B, en lugar del
simbolo |u| :=sup|u(x)|, se usara el simbolo uf.
xeX

Demostracion.

Como Q; es un operador monétono, se tiene que

o0

>.Qi

t=0

o0

> Qi

t=0

= sup

xeXo|t=0

iQ} I(x# . (3.37)

0

Para cada t >0, se cumple que
Qi1(x)=R/ (x € X,)=P/ (7, (©) > 1) (3.38)
ya que © es un conjunto absorbente para P; .

Por lo que, de (3.37), (3.38) se tiene,

—supZP (z, ((®) >t)< M,

xeXg t=0

0
t
2.Q;
t=0

Demostracion del Teorema 3.1.

Sean f,, . las politicas estacionarias optimas introducidas en la proposiciéon 3.1.y
F={f. %}

Bajo los supuestos 3.1. y 3.3, para cada feF las recompensas
correspondientes R, =R(x, f), R, =R(x, f) son funciones acotadas y pueden ser

re-escritas como

=] Sorlc 106)| (3:39)



90

R (x)=E/ {ir(x_l, f(x_l))] (3.40)

De la proposicion 3.1. y el supuesto 3.3., los siguientes operadores G; , Gf
(feFR),
G,u(x):=r(x, f(x))+Eu[F(x, f(x),&)] , (3.41)

G,u(x):=r(x, f(x))+Eu[F(x, f(x),&)] (3.42)

actuan de B a B.

Usando (3.39), (3.40) y la propiedad de Markov, se encuentra que para f e F.,

R, =GR, vy R, =G(R;. (3.43)

Para el indice de estabilidad dado en (XVI) y de los resultados en los articulos de

Gordienko, Salem (2000), y de Zaitseva (2008) se tiene que

Ag(X)< 2mex

R(x, f)-R(x f). (3.44)

Primero, omitiendo el subindice *, es decir, sea f = f.. Entonces, por (3.43), para

cada n>1:

R(x, f)-R(x, f) <R, =R, =|G{R, -GIR,|

3

G{R, —G{R, |+

G{R, -GIR, . (3.45)

De la proposicion 3.1. inciso (b), la politica f = f. satisface (3.7). Por lo tanto, por
el Lema 3.1. y los resultados correspondientes dados en James, Collins (2006),

existe un entero n>1 tal que, el operador G{ es contractivo en B con algiin modulo

o0 <1. Entonces, de (3.45) se tiene lo siguiente:

< GIR, -GIR,|. (3.46)




91

Teniendo en cuenta (3.41), (3.42) y aplicando argumentos usados en Zaitseva
(2008) se obtiene,

sup  sup [P(F(x,a,&)eB)-P(F(xa&)eB). (3.47)

xeXg,acA(x) BBy,

El dltimo término del lado derecho de (3.47) es menor que ; Vr (5,5) .

Por otro lado, ya que r=0 en @, del supuesto 3.3. se tiene que

8

Ri|= R = s BT Y (s R ] <OM L (348)

t=1

donde b=sup|r(k) y M es la constante involucrada en el supuesto 3.3.
keK

Segundo, en (3.44) sea f = f.. Ahora, en la desigualdad (3.45) se sustituye

f=f.Seam>1 y 7 <1 las constantes mencionadas en el supuesto 3.3. Luego,

de (3.38) y (3.14) del supuesto 3.3., se tiene que HQTHs 7.

Dado que el conjunto ® es absorbente bajo P; =P: (ver el supuesto 3.3.), e
iterando (3.41), para cada u,v eB: HQ?‘u—QTvHS;/Hu—vH. Entonces, de (3.45) se sigue

que

R —R;[< GI'R, —-GI'R, .

L‘
1-7)

Procediendo como en (3.47) y (3.48) (con f =f. enlugarde f = f.), y aplicando

el supuesto 3.3. inciso (b), para alguna constante K se tiene

~R;|<KVr(D.,D;). (3.49)

Ry,
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Para concluir la demostracion del Teorema 3.1., basta reunir las desigualdades
(3.44), (3.46), (3.47), (3.48) y (3.49), con lo que se obtiene explicitamente la

siguiente constante

K=max{——, " lpm. (3.49.1)
1-5'1

Demostracion del Teorema 3.2.

Sean f., f.eF politicas estacionarias Optimas para los MDPs (3.1), (3.2),

respectivamente, y R.=R; , R.=R; las funciones de valor corresponientes. La
existencia de f.y f. fue asegurada en la proposicion 3.1. Del supuesto 3.4. inciso
(a), para cada f e F, las recompensas totales correspondientes R, y ﬁf (ver
(3.10)-(3.13)) son cero en ® . Particularmente R(x): Ii*(x):O, para xe®. Porlo
tanto, para f € F, se pueden considerar todas las funciones R, y R, como
elementos del espacio B (teniendo en cuenta su acotacion, segun el supuesto 3.4.).

De manera habitual, se introducen los operadores de la programacion

dinamica, T,T: BB, :

Tu(x)= sup {r(x,a)+ Eu[F(x,a,&)]} , xe X , (3.50)

acA(x)

Tu(x):= sup {r(x,a)+Eu[F(x,a,&)]} , xe X , (3.51)

acA(x)

Del supuesto 3.5. incisos (a) y (b), se sigue que para cada u € B existe una politica

estacionaria (selector), f,, tal que,

sup {r(x,a)+ Eu[F(x,a,&)]}=r(x, f,(x))+Eu[F(x, f,(x),&)]

aecA(x)

=r(x, f,(x)+EFu(x) , xe X.



93

Ahora, por el supuesto 3.4. inciso (a), para xe®, se tiene Tu(x):O, y ademas
TB < B. (Similarmente T B < B).
Tal y como se demostré en James, Collins (2006) y en Pliska (1978) el

cumplimiento de los supuestos 3.4. y 3.5. es suficiente para la validez la siguiente

proposicion.
Proposicion 3.2.

(@) R.=TR., R, =TR..
(b) La politica 6ptima f. es un selector en el lado derecho de (3.50) con U =R;;

~
3

y la politica 6ptima f. es un selector en el lado derecho de (3.51)conu=R

(c) Existe un nimero entero m>1 tal que el operador T™es contractivo en B

con algin médulo 6 <1.

Para cualquier (x,a)<K, se define:
H(x,a)=r(x,a)+ ER[F(x,a,&)], (3.52)
H(x,a)=r(x,a)+ER[F(xa,&)]. (3.53)

Para simplificar la notacion, sea f = f.. Similarmente a lo realizado en Gordienko
et al. (2008), sea E:{X,ai,xl,aQ,...,)q_l,at}(tzl) la parte de una trayectoria del

proceso (3.1) bajo la politica de control f = {f, f} (con el estado inicial X € X,).

Por la propiedad de Markov, se tiene que,
¢ =E'Ror]
=H(x_a)-r(x.a)- sup H(x,a)+ sup H(xa). (3.54)

acA(X_1 acA(x4
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Por (3.50), (3.52) y la proposicién 3.2. inciso (a) se obtiene que

é,t =H (Xt—l’at) - sup H (Xt—l!a) - r(xt—l’at) + R*(Xt—l)

acA(X_1)

=A - r(Xt—l’ at) + R*(Xt—l) , (3.55)

donde

A= sup H(x_,a)-H(x_.a)>0. (3.56)

acA(xy)

De (3.54) y (3.55) se obtiene lo siguiente:
E,R(x)=E;A —Er(x_1,a) + E/R(x).

Sumando la dltima ecuacion sobre t e [1,n], se obtiene que
E D r(x.a)=R)-E/R.(x)~ D EJA,. (3.57)
t=1 t=1

Como r(x,a), R. e B, y bajo el supuesto 3.4. inciso (b) cuando n — «, se tiene
que  E/ > r(x,a)—>E/ D r(x,.a)=Rxf(x) , (ver 3.10), y
t=1 t=1
E'R.(x)= [Q?RJ(X) —0, donde Q, es el kernel definido en el lema 3.1.

Asi que se puede pasar al limite en (3.57) para encontrar lo siguiente:

A(X) = R.(X) = R(x, f) <lim supZn:Efot , (3.58)

nN—oo t=1

De manera similar al lema 3.1., esta demostrado que (3.25) implica lo siguiente:

o0

2> Qi

t=0

<M, paracada f € F. (3.59)

0

Por otro lado, en James, Collins (2006) se muestra que |R./<M|r| , similarmente

IR./<Mr|. De la primera de estas desigualdades se sigue que (ver (3.52), (3.53))
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en (3.58) el término A, es una funcion de X, (un estado bajo la politica f ) acotada
por

2ri@+M)=b . (3.60)
De la proposicion 3.2. inciso (a), junto con (3.52) y (3.56) se tiene que
A, (Xt—l) =R. (X’(—l) - r(Xt—l’ f (Xt—l)) -ER (Xt) )

y por el supuesto 3.4., si X, €©®, entonces X €0, y por lo tanto (como r(x,a) y R.
son cero en ©) At(xt_l):O cuando X_; €©®. Por consiguiente, A, =A(x[_1), donde

A es una funcién de B.

En Pliska (1978) se demuestra que bajo el supuesto 3.4. existen constantes

c<o y @ <1 tales que para cada f € F:

Por otra parte, de acuerdo a las propiedades anteriores de A, el lado derecho de

Qf

; <ch", n=12,.. (3.61)

(3.58) puede ser reescrito de la siguiente manera:

Sea N >1 un entero arbitrario fijo (por ahora); entonces,

n

1(x):=limsup > EfA, = i E'A,
t=1

nN—o0 t=1

:iEXfAt + Y E/A (3.62)
t=1 t>N
y de (3.61), se tiene
sup > ESA =D QiA <D IQ{A, < BC pua (3.63)
XeXo|t>N t>N t>N 1-0

combinando (3.58), (3.62) y (3.63), se obtiene la desigualdad siguiente:

N
A0) <D E/A, +1b°09N+1 . (3.64)
t=1 -
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Ahora, de la definicion de A, en (3.56), (3.51)-(3.53) y de la proposicion 3.2. inciso

(a) se tiene que

A= sup H(x_,a)- sup H(x_,a)+H(x.a)-H(x_.a)

acA(x) aeA(xy

<2 sup )‘H (Xt—l’ a)_ I_|~(Xt—1'a)‘

aeA(x4

<2 sp  ER[F(x,a8]-ER[F(x,.a8)] , (3.65)

aeA(X1)

donde las esperanzas son interpretadas como esperanzas condicionales con X,_;

siendo fija.

De (3.65) se obtiene que

+

A <2 sp | ER[F(x4a8)]-ER[F(x,a,8)]

aeA(Xq)

+2 sup

acA(Xyq)

ER[F(x_.a.8)]- ER[F(x_,.a,8)]

A, <2sup ER[F(k,&)]-ER[F(k,2)]

+2R.—R/. (3.66)

De la proposicion 3.2. inciso (c), existen enteros m>1y o6 <1 tales que el

operador T™es contractivo con modulo § <1. Entonces, nuevamente usando la

proposicion 2, se tiene que

R-RI= TR -T"R|< TR TR+ R TR

o bien,

R*—Iisl_lérr"‘ﬁ*—fmﬁ* . (3.67)
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Ahora, dado que el operador T es no-expansivo, por induccién se tiene

TR, TR < [T R ~TT™ IR |+ [rFm R - TF IR

<msup ER[F(k,&)]-ER[F(k.&)] |. (3.68)

De (3.51) y la proposicién 3.2. inciso (a), se tiene que

R.(x) = sup {r(x,a)+ ER.[F(x,a,8)] . (3.69)

aeA(x)

Como R. esta acotada por M Hr , del supuesto 3.5. incisos (a) y (c), en (3.69) se

tiene que la funcién bajo el supremo es Lipschitz con respecto a k = (X,a). Entonces,
tal y como se muestra en Gordienko et al. (2009) y bajo el supuesto 3.5. inciso (b),
prueba que la funcién R, en (3.69) es Lipschitz. Por lo tanto, aplicando (3.30) en el
supuesto 3.5. inciso (d), para la funcién s — R[F(k, s)] en (3.68) se obtiene que esta

funcién satisface las condiciones de Lipschitz con una constante que no depende
de k.

De manera analoga, usando el supuesto 3.5. inciso (c), se puede confirmar que la

funcién s — R.[F(k,s)] es Lipschitz.

Finalmente, combinando las desigualdades (3.66), (3.67) y (3.68), se tiene que A,

en (3.64) es menor que sup Ep(&) — Ep(E) sobre cierta clases de funciones ¢, las

cuales son acotadas por la misma constante b y que satisfacen las condiciones de

Lipschitz con la misma constante L (y esta constante depende solamente de m , o

y las constantes involucradas en los supuestos 3.4.y 3.5.).
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Por lo tanto,
- m
A, <2(b+ L){1+ 1_Jd(D‘f, D:) ,

<A4(b+ L){1+ 1_"“5}”(@, D;) (3.70)

donde d(Dé,Dg), ﬂ(Dg,DE) denotan la distancia de Dudley, y de Prokhorov,

respectivamente, entre las distribuciones de los vectores aleatorios & y £ . Enlas
ltimas dos desigualdades se us6 (XX) y (XXI) para la definicion de la métrica de

Dudley, y la relacion entre las métricas de Dudley (d) y de Prokhorov (7).

Si hacemos K =4(b + L)[1+ 1m§} , entonces de (3.70) y (3.64) se tiene que

sup A (x) <N Rﬂ(Dg,D§)+1bC‘90N”. (3.71)

xeXg

Finalmente, la desigualdad deseada (3.31) en el Teorema 2 se obtiene de (3.71)

el

la constante K que aparece en (3.31) queda explicitamente calculada como,

si cambiamos

e m
K=(b+ L{uw} , (3.71.1)

con b=2|r|{l+M),

y |_=(L1+1)|_{|_0 +1_L5max{ K;H
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Capitulo 4.

Evaluaciones asintoticas del indice de
estabilidad con recompensa descontada
cuando el coeficiente de descuento se aproxima
a uno.

En este capitulo se considera un ejemplo particular de un proceso de
control de Markov para el cual las politicas estacionarias 6ptimas pueden
calcularse explicitamente. La funcién de recompensa en un paso se

denotara por r(x,a) , y la optimalidad se realiza con respecto al criterio
de recompensa total a-descontada (@ <(0])), el cual se defini6 en (XI), y

que se transcribe a continuacion para el proceso original:

R, (X, 7)== Efia“r(xtfl,at), xe X, mell. (4.1)
t=1

Por lo que la funcion de valor definida en (XI1V), queda expresada para

este caso, de la siguiente manera:

R.(X):=R,(X,7.)=supR, (X, 7), xeX.

rell

De nuevo, reemplazando X en lugar de x en (4.1) se obtiene la

expresion del criterio de de recompensa total a-descontada (R, (x)) para

el proceso aproximado, y de igual forma su funcién de valor R (x).

La forma explicita de las politicas estacionarias z.= f. (para el proceso

original, véase (4.5)) y de 7 = f. (para el proceso aproximado, dado en

(4.6)) del ejemplo presentado en este capitulo, permite calcular

explicitamente el indice de estabilidad, para este ejemplo.
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Dicho indice de estabilidad bajo este criterio, se denotara como A; y queda

expresado, segun la definicion dada en (XVI), de la siguiente manera:

Ag (X)=R%(x f.)-R'(x, £.)>0, (4.2)

el propdsito de este capitulo es el de estudiar el comportamiento asintético del indice

de estabilidad A, (x) cuando « T1.

De (4.1), es claro que cuando « T1 se espera un crecimiento no acotado de R,

en (4.1), y posiblemente de A (x) en (4.2).

Usando calculos directos y aproximaciones numéricas de funciones, se muestra

(en un caso particular) la existencia de constantes ¢, y tales que el indice de
estabilidad Ap (x) se puede expresar como una funcién que depende del término

(l-a):

Ap =7 (1-a))~ (1—ga)7 , cuando « —1, (4.3)

donde y<1. (4.4)

Es importante resaltar que en el ejemplo considerado, para cada « <1 fijo, se

tiene que A; (x) >0 cuando K(Dé, Df)—>0 , donde x es la métrica de Kantorovich
(véase apéndice B). En otras palabras, se considera el caso de MDP’s estables.

Ahora, comparese (4.3) y (4.4) con las desigualdades de estabilidad (1.7) y (1.12)

que aparecen en los Teoremas 1.1. y 1.2. dados en el capitulo 1. Las constantes de

la parte derecha de estas desigualdades crecen al infinito como 1C)3 cuando
4

aT1,y C es una constante. Esto es una sefial de que las condiciones y los

métodos de demostraciones usados en los Teoremas 1.1. y 1.2. no permiten
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obtener desigualdades bastantes buenas para el caso en el que el coeficiente de

descuento esté cercano a 1.

Un enfoque que permite evitar este problema fue sugerido en Gordienko, Salem

(2000). Sin embargo, “el precio” que se paga por el mejoramiento de las constantes

en la parte derecha de las desigualdades de estabilidad hasta obtener o)
-

cuando « T1, es alto: Hay que usar condiciones restrictivas de ergodicidad del

proceso aplicando politicas de control estacionarias.

4.1. Un proceso controlable de consumo-inversién y su aproximacion.

Este ejemplo se presenta en el capitulo 6, seccion 9, pagina 189 de Dynkin,
Yushkevich (1979).

Sean X =[0,0) ; A=[0,0) ; A(X)=[0,x], xe X . La dinamica del proceso

original estad dada (como en (IV)) por las siguientes ecuaciones:

x=a& , parat=12.. ; (4.5)
y para el proceso aproximado, por

% =8¢ , parat=12.., (4.6)

donde {£,t>1} y{&,t>1} son dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d. no

negativas.

En este modelo x _, seinterpreta como el capital corriente. La cantidad a, [0, x, ,]

representa lo que se invierte en activos (tales como acciones, bonos, etc.), los

cuales generan una ganancia/pérdida dada por a¢, . El resto del capital (xH—a[)
se dedica al consumo, y la satisfaccién (o beneficio) de este consumo se estima por

la funcion de utilidad dada por (x_, —a,)", donde 0< p <1 es un parametro dado.
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Por lo tanto, la funcidén de recompensa por un paso involucrada en (4.1) esta dada

por

r(x. a) =(Xt—1_at)p’ 4.7)

Con respecto a las variables aleatorias en (4.5) y (4.6) se asume que satisfacen

lo siguiente:

1 s gzl

A=EL <= ; A=4, =E{P < (4.8)
a a

Bajo estas condiciones en el capitulo 6, seccién 9, pagina 189 de Dynkin,

Yushkevich (1979) se demuestra lo siguiente:

(a) La politica estacionaria 6éptima para el proceso dado en (4.5) esta dada por
el siguiente selector:
f.(x)=(aA)7x , xe[0,0). (4.9)

(b) La funcién de valor correspondiente al proceso original es:

1

R(X)=R,(x, f.) = —x" , xe[0,%). (4.10)

[1—(051)1*}1 '

(c) La politica estacionaria Optima para el proceso aproximado dado en (4.6),

esta dada por el siguiente selector:
f.(0)=(ad, ) x , xe[0,0). (4.11)

Para efectos de estimaciones numéricas realizdas en este capiulo, considérese
por ejemplo, que £~exp(d) y & ~exp(d), con 8 =0(1—¢) , donde los valores de ¢

miden la aproximacion entre ambas densidades (0< & <1).
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Entonces, de (4.8) se tiene que

[’} e—%
A=E& =j§p7d9,
0

de donde se obtiene

A=6"T(p). (4.12)
Similarmente, para la variable aleatoria perturbada se encuentra que
Z=2=0°T(p),
y dado que 8 =6(1-¢), entonces de la igualdad anterior se obtiene que

A, =Al-¢g)". (4.13)

4.2. Célculo del indice de estabilidad para el ejemplo.

En esta seccion se calcula el indice de estabilidad (A ) cuando se aplican las

politicas Optimas dadas en (4.9) y (4.11) a los procesos (4.5) y (4.6)

respectivamente. Se tomara como estado inicial a X=X =1,

Recordando de (4.2), el indice de estabilidad (A, ) queda definido como:

Ar =R, f)-R, (1L T). (4.14)

El primer término del lado derecho de (4.14) esta calculado explicitamente en
(4.10) con x=1.

Falta por calcular el segundo término del lado derecho de (4.14).

Para ello, se sustituye la politica 6ptima . obtenida para el proceso aproximado

(que esta dada en (4.11)) en la funcion dada en (4.1), tal y como se muestra a

continuacion:
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1
1—

R F) =B Y (R -8) =Y B R~ (@d) %o L1 | 7

t=1
- 1 TP ® _
R, (1, f*):[l—(a/lg)“’} S a'EfRS (4.15)
t=0

De (4.6), la evolucién del proceso aproximado se puede representar de la

siguiente manera:

X =aZ =(al) " xE = (ak)" & ,

X, =&, = (@A) %E = (k)T EE,

X, =8& =(ah) " % E = (@A) EE, & .

Si la dltima igualdad anterior se eleva a la potencia p en ambos lados, se obtiene

que
Tt
ti = (alg)l_p élp‘fzp "'éztp-

Ahora, si se toma la esperanza en ambos lados de la ultima igualdad y dado que

los elementos aleatorios son i.i.d., se llega a que

EFXP =(ak)" EF (ENE" (&) (&),
Luego, usando la condicion impuesta en (4.8), resulta que

. pt

E"R"=(al)" 4. (4.16)
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Sustituyendo (4.16) en (4.15), y después de realizar algunos calculos directos, se

obtiene lo siguiente:

R(LT)-= {1— (aﬂ.g)l”} i{((ug)“’ } . (4.17)

t=0

La condicion impuesta en (4.8) garantiza que a4, <1.Elhechodeque 0<p<1

1
. 1 . . o
, valida que 1<1—. Las dos razones anteriores garantizan que (a4,)"" <1 . Por

lo tanto, (4.17) se puede expresar como

1P 1
R.(, E)I{l—(a%)lp} I
1-(ad,)""
0 bien
1

R,@T)= (4.18)

{1—(0%)1‘"}

Luego, para obtener el indice de estabilidad se sustituye (4.10) y (4.18) en (4.14),

obteniéndose que

A, = ! _ ! . (4.19)

{1-(@)1—9} {1—(054)1-9}

Si se sustituye en (4.19) la expresion de A, dada en (4.13), se obtiene lo siguiente:

A, = 1 _ L _ (4.20)

[1—((11 H} {1—(05/1 l-*’(1—5):9}
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En esta Ultima expresion el indice de estabilidad depende del factor de descuento

a y del parametro p de la funcién de recompensa descontada, donde O<a<1ly

O<p<l.
Para cada p fijo se puede escoger 6 en (4.12) de tal modo que 1 =1.

Entonces (4.20) puede reescribirse como:

= 1 - 1 . (4.21)

Ae, ERE 1 IR
{1—0{ ‘p} l:l—al’p(l—g)l’p:|

Es facil ver que para ¢ >0, el segundo término en la parte derecha de (4.21) esta

acotado cuando « T1. Por lo que,
a 1 1-p ?

4.3. El estudio del comportamiento asintotico del indice de estabilidad.

con aT1. (4.22)

1

Sea por ejemplo p= 5 Entonces de (4.22), :

A

.~ 11 o~ ! ~, cuando « T1.
© -a)il+a) Q-a)

Del mismo modo, para los valores de p cercanos a cero, de (4.22) A, se

. 1
comporta aproximadamente como e (con a T1).

Para observar un panorama mas amplio para otros valores de p, se realizaron

los siguientes experimentos numéricos.
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Para varios valores fijos de p (ver la tabla mas abajo) se aproximd la siguiente

funcion (véase 4.22):

1

a P
[l—a“’}

o(a) = , CONn « € [0.5,1), (4.23)

por una funcion

w(@-a))=— 2, conael051), (4.24)
A-a)

donde las constantes ¢ y y se ajustan por el método de minimos cuadrados
(considerando desviaciones cuadraticas entre ¢(a) y w((l-«)) para nimeros

bastante grandes del argumento « ).

Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Valor del parametro p | Estimacion numérica de y,

aplicado en (4.23) dada en (4.24)
M
100 0.989
%
50 0.98

%0 0.95
%0 0.90
% 0.88
0.78
% 0.74

%0 0.67

ot
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% 0.57
% 0.46
% 0.35
%0 0.25
% 0.24
% 0.14
% 0.10
%0 0.08
9%OO 0.06

Notas:

(@) Es interesante que para valores de p cercanos a uno, asintéticamente el

indice de estabilidad depende muy poco de « (cuando o T1).

La naturaleza de este fendbmeno todavia no es clara.

=~ _ con aT1 . De los resultados obtenidos

1
(b) Para p=-, A; ~
27 Y (o)

- : 0.81
numeéricamente, se sigue que A, ~- .
© (Q-a)”
Tal diferencia se explica por el hecho de que se hace la aproximacién en el

intervalo de « €[0.51).
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Capitulo 5.

Conclusiones e investigaciones futuras.

5.1. Conclusiones.

Pese a la basta literatura que existe acerca del tema de procesos
controlables de Markov, son escazos los trabajos desarrollados en el tema

de estimacion de la estabilidad.

El estudio de la estabilidad para procesos controlables de Markov
representa un reto, tanto desde el punto de vista tedrico como practico.
Proponer métricas probabilisticas apropiadas para lograr las llamadas

desigualdades de estabilidad es todo un esfuerzo adicional.

En la literatura revisada se han propuesto el uso de diferentes tipos de
métricas para este logro, sin embargo algunas de ellas, o son bastante
restrictivas (las Illamadas “métricas fuertes”) o bien, se obtienen
desigualdades de estabilidad en términos de otra métrica no deseada. Es
en este caso, cuando tiene relevancia el conocimiento de las relaciones
que hay entre los diferentes tipos de métricas probabilisticas, para

cambiar la desigualdad del indice a la métrica deseada.

Este tabajo de investigacion pretende contribuir al estudio de la
estabilidad. Particularmente se propone el uso de la métrica de

Prokhorov.

En esta tesis se estudia el problema de estimacion del indice de
estabilidad para cierta clase de procesos estocasticos controlables de

Markov usando la métrica de Prokhorov.

La importancia de poder usar la métrica de Prokhorov, reside en el

hecho de que para problemas de aplicacion permite realizar estimaciones
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del indice de estabilidad bajo el uso de distribuciones empiricas para los
elementos aleatorios, ya que éstas convergen débilmente bajo esta
meétrica a las distribuciones que se pretende estimar (a diferencia de las

lamadas “métricas fuertes”).

En la tesis se trabaja con tres criterios de optimalidad comdnmente
estudiados en la literatura de control éptimo: costo descontado, costo
promedio y recompensa total. Usando estos criterios mencionados y bajo
condiciones generales se obtienen nuevas desigualdades de estabilidad

con el uso de la métrica de Prokhorov.

Los resultados obtenidos usando el criterio de costo descontado
(Teoremas 1.1 y 1.2.) estan basados en la aplicacion de ciertas
condiciones de Lipschitz, asi como ciertas propiedades de contractividad
(en los operadores involucrados en las ecuaciones de optimalidad). Por
otro lado, en el caso del criterio de costo promedio, los resultados
encontrados estan basados en el uso de la semi-norma span, asi como
en las condiciones de ergodicidad y de Lipschitz para obtener el Teorema
2.1. Finalmente, usando el criterio de de recompensa total, el resultado
encontrado y que es presentado en el Teorema 3.2. fue deducido bajo
ciertas condiciones de transitoriedad y de Lipschitz (para la funcién de
recompensa, para el kernel estocastico, etc.), asi como el uso de ciertos

operadores contractivos.

Las desigualdades encontradas para el indice de estabilidad para
procesos transitorios con recompensa total esperada obtenidas en el
capitulo 3 no se encuentran en la literatura, hasta ahora. Esta clase de
procesos controlables de Markov tienen muchas aplicaciones importantes

(en problemas de paro 6ptimo, por ejemplo).

Junto con la demostracion de estabilidad con respecto de las métricas de
Prokhorov y de Dudley (que permiten usar aproximaciones empiricas), también se

obtuvieron desigualdades en términos de la distancia de Variacion Total. Estas
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tltimas, permiten relajar las condiciones usadas y por ello, ampliar la clase de

aplicaciones potenciales.

Los resultados del capitulo 2 - desigualdades de estabilidad usando el criterio
promedio con respecto a la métrica de Prokhorov - son desarrollos de métodos del
articulo Gordienko et al (2009), en donde se obtuvieron cotas parecidas en términos
de la métrica de Kantorovich para costos no acotados (ver apéndice B para la
definicion de la métrica de Kantorovich). Dicho articulo y la tesis presente usan al

parametro 6 €(0,1), al que es posible llamar “parametro de ergodicidad” del proceso

y que en ejemplos frecuentemente toma un valor cercano a 1. El uso de la métrica
de Prokhorov y funciones de costo acotado permitieron mejorar el érden de la

constante en la parte derecha de la desigualdad de estabilidad correspondiente. En
Gordienko et al (2009) esta constante es del orden O(1-5)° con 6 T1, mientras
que el resultado obtenido en la tesis (ver (2.10), capitulo 2) la constante tiene un

orden de O(1-5)*.

Se resalta nuevamente que los principales resultados de este trabajo de
investigacion son desigualdades de estabilidad obtenidas en los capitulos 2 y 3 (con

ejemplos correspondientes).

Los resultados de los capitulos 1 y 4 sirven como una fuente de los ejemplos y

apuntaciones de las direcciones para investigaciones futuras.

5.2. Investigaciones futuras planeadas.

5.2.1. Criterio Sensible al Riesgo.

En las ultimas décadas ha recibido mucha atencion un criterio de optimalidad (en
parte, en relacion con algunos procesos controlables en matematicas financieras)

llamado criterio sensible al riesgo.

El estudio de la teoria de control bajo riesgo sensible es un area significativa en

teoria de control estocastico.
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El estudio de los procesos de decision de Markov (MDPs) incorporando el criterio
sensible al riesgo para medir el rendimiento de la politica de control fueron
considerados primero por Bellman (1957) para modelos con espacios de estado
finitos. Un profundo analisis aparecié en Howard, Matheson (1972) para el caso de
espacios de estados finitos, donde cada cadena controlada es irreducible vy
aperiddica. El caso general con espacios de estados finitos fué tratado en Rothblum
(1984), Fleming, Herndndez-Herndndez (1997), Cavazos-Cadena, Fernandez-

Gaucherand (1999) y las referencias que ahi se mencionan.

Problemas con costo descontado sensible al riesgo son estudiados en Chung,
Sobel (1987), un resultado sorprendente es que, para problemas con horizonte
infinito y costos descontados, en general, la politica éptima no necesariamente es

estacionaria.

Problemas con costos promedio sensible al riesgo en horizonte infinito han sido
estudiados en Fleming, Hernandez-Hernandez (1997a, 1997b), Hernandez-
Hernandez, Marcus (1996,1997), Howard, Matheson (1972), Borkar, Meyn (2002),
Cavazos-Cadena, Fernandez-Gaucherand (1999), Whittle (1990) para espacios de
estados numerables y en Di-Masi, Stettner (2000a, 2000b), Dupuis, Ellis (1997) para

espacios de estados generales.

En el articulo de Cavazos-Cadena, Montes-de-Oca (2000) se estudian cadenas
de Markov controladas con espacio de estados finitos, recompensa no-negativa y el
rendimiento usado de una politica de control es medido por el criterio de
recompensa total esperada sensible al riesgo. Los autores estudian las condiciones

para la existencia de politicas Optimas estacionarias.
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Criterios de optimalidad sensibles al riesgo. Sea A un factor de riesgo dado. Para
un estado inicial xe X y una politica 7 €I1, definamos los siguientes criterios de

optimizacién sensibles al riesgo:

A. Criterio de costo descontado sensible al riesgo.

V(4 x,7)= /11Iog = exp{liatc(xt,q)} , (5.1)

t=0

B. Criterio de costo promedio sensible al riesgo.

n-1
J(A, %, 7)== lim sup /Illog = exp{/iz c(xt,at)}, (5.2)

N—o0 n t=0

C. Criterio de costo total esperado sensible al riesgo.

V(4,%,7):=lim sup /11Iog E” exp{ﬂ,ic(xt,at)} , (5.3)
t=0

n—oo

Un agente tomador de decisiones se dice que tiene adversion al riesgo si 4 >0,

mientras que si es arriesgado (risk seeking) entonces 1 <0 . Finalmente si =0 el

agente es neutral al riesgo.

En general, los articulos sobre criterios sensibles al riesgo estudian las
condiciones que garanticen la existencia de politicas 6ptimas para los criterios (5.1)
- (5.3). Hasta donde se llegb en esta investigacion, en la litertura existe un nimero

limitado de articulos que traten el tema de estabilidad usando este nuevo criterio.

Uno de ellos, Montes-de-Oca, Zaitseva (2014) se ofrece una estimacién
cuantitativa de la estabilidad del costo total esperado sensible al riesgo (usando
A <0, en (5.3)) para un problema de paro optimo de una cadena de Markov en
espacios de Borel. Se proporciona una cota superior para el indice de estabilidad
expresada en términos de la distancia de Variacion Total. Ademas, en dicho articulo

se presenta un ejemplo sencillo de un problema de optimizacion inestable, es decir,
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Vr (p,p) >0 mientras que el indice A>M >0 , donde M es una constante

arbitrariamente grande, pero fija.

Avila-Godoy (1998) obtiene condiciones para la existencia de politicas Optimas
para modelos con espacio de estados y de acciones finitos. En Jaskiewicz (2007)
se estudian MDP’s a tiempo discreto en espacios de estados generales, con funcién
de costo no-negativa y bajo el criterio de costo promedio sensible al riesgo. La
autora establece la desigualdad de optimizacion y obtiene politicas 6ptimas

estacionarias.

En Cavazos-Fernandez-Gaucherand (1999) se trabajan cadenas de Markov con
espacio de estados numerables, funcion de costo acotado, y usando el criterio de
costo promedio sensible al riesgo, asociado a una funcion de utilidad exponencial.
Bajo las condiciones de Doeblin, los autores encuentran que si el factor de riesgo
es lo suficientemente pequefo, entonces la ecuacion de optimizacion asociada tiene
una solucion. Asi mismo, se muestra que bajo condiciones de continuidad-

compacidad, las politicas 6ptimas estacionarias existen.

En Cavazos-Cadena, Hernandez-Hernandez (2005) se usa el criterio de costo
promedio sensible al riesgo y se prueba una caracterizacién de la funcién de valor

optimo.

En Borkar, Meyn (2002) se trabajan modelos con el criterio de costo promedio
sensible al riesgo y funciones de costo acotadas, los autores imponen formas
fuertes de ergodicidad uniforme para mostrar que existen funciones de valor que
estan acotadas, también establecen las condiciones suficientes (con 4 — 0) para la

existencia de politicas 6ptimas estacionarias.

Finalmente vale la pena mencionar los siguientes dos hechos: Uno, que el
control sensible al riesgo tiene aplicaciones naturales en administracion de
portafolios, donde el objetivo es maximizar el crecimiento de la utilidad esperada de
la riqueza, ver por ejemplo Bielecki, Hernandez-Hernandez, Pliska (1999), Bielecki,
Pliska (1999), Stettner (1999). Dos, que uno de los resultados clave que han sido
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explorados es la relacidon que existe entre control estocastico sensible al riesgo y la
teoria de juegos, consulte Dai-Pra, Meneghini, Runggaldier (1996), Fleming,
McEneaney (1995), Runolfsson (1994).

5.2.2. Problemas propuestos.

1. Cotas para el indice de estabilidad en el caso de criterio promedio
sensible al riesgo.
Este criterio de optimalidad esta definido en (5.2). Se plantea el problema de
encontrar las condiciones de ergodicidad convenientes que permitan probar
unas propiedades de contraccion de operadores involucrados en las
“ecuaciones de optimalidad” para este criterio. Luego, bajo unas condiciones
de Lipschitz acercade F(-,&), F(x,a,)y A(X) con xe X , es posible que se
pueda establecer que tales operadores preservan continuidad de Lipschitz.
Parece también que bajo condiciones de ergodicidad el indice de estabilidad

A; (X)=3(4, % 7.)— I(4, X% 7.) no depende de x.

Tomando en cuenta tales observaciones se plantea el problema de lograr

demostrar una desigualdad de estabilidad (véase (XVII)) como la siguiente:
A, <B)x(D;,D;), (5.4)

donde la constante B(1) depende del parametro de sensibilidad A > 0. Es de

notarse que debido a la estructura de J(4,x,7) en (5.2), el problema de

establecer una “desigualdad de estabilidad” de la forma (5.4) es mas
complicada que el problema clasico (riesgo neutral). Esta afirmacién se
apoya por la dificultad del problema (considerada en la literatura) de

blusqueda de politicas 6ptimas con respecto al criterio J(4, X, 7).
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2. Experimentos numéricos sobre la dependencia de los indices de
estabilidad A, y A; conrespecto alos parametros a y A.

De la desigualdad obtenida para el costo descontado V,(x,7) (cuando A(X)
no depende de X ), se sigue que para cada x € X fijo, el valor de la constante
K, en la parte derecha de (1.12) tiene un orden de M(1-a)™ cuando el
coeficiente de descuento a —»1. En el capitulo 4, a partir de un proceso

particular (y sencillo) de control, se realizaron estimaciones numéricas para

obtener que el indice de estabilidad dado en (4.22) tiene un orden de

M(1l-ea)™ cuando el coeficiente de descuento @ >1y p—0.

Por lo que el problema que se plantea es en este caso, primero obtener una
desigualdad de estabilidad como la dada en (5.4), y posteriormente
determinar la forma en que la constante B(L) dependera del pardmetro de

sensibilidad al riesgo A .

En el articulo de Montes-de-Oca, Zaitseva (2014) se usa A<0 (risk
seeking) y el criterio (5.3). En el Teorema 3.2. de dicho articulo, se presenta
una desigualdad como la mostrada en (5.4) con la diferencia de que los
autores usan la distancia de Variacion Total Vr, en lugar de &, la métrica de
Prokhorov como se propone en (5.4). En dicho Teorema 3.2, la constante

B(1) tiende a infinito exponencialmente cuando 4 — — (y en este orden es

correcto, como muestran los ejemplos).
Para A >0, el problema sigue abierto.

Por otro lado, se plantea el problema de hacer experimentos numéricos y
simulacion (usando ejemplos simples) para ver la manera en que el indice

de estabilidad A; depende de A > 0.
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APENDICE A
Algunas definiciones y resultados
utilizados en la tesis.

Espacio de Borel. Sea & un espacio métrico, separable y completo. La minima o-
algebra $8B: de subconjuntos de & que contiene todos los subconjuntos abiertos

(cerrados) se llama o-algebra de Borel. Cada 3 8+ se llama conjunto de Borel.

Por otro lado, X se llama el espacio de Borel si existe un espacio métrico, separable

y completo X tal que X € $Bq. Es claro que en particular X = £ es de Borel.
Algunos ejemplos importantes, son los siguientes:

(1) Subconjuntos de Borel de K",
(i) espacio numerable con la topologia discreta;
(i) el espacio de medidas de probabilidad M definidasen la c-algebra de

Borel de un espacio métrico, separable, completo S.

En el dltimo ejemplo, M se equipa con la métrica de Prokhorov definida en (XVIII)

del capitulo preliminar asi como en el apéndice B.

Distribuciones de vectores alatorios y su convergencia débil. Sea (Q,F,P) un
espacio de probabilidad, y (S,r) un espacio métrico separable con c-algebra de

Borel 8B;s. La aplicacion medible X :QQ — S se llama vector aleatorio con valores en
S.

La distribucion de X es la siguiente medida de probabilidad P, en (S, 3Bs),

P (3)=P(X1(®)), (=P(Xe3))

Sean X, X _, n>1, vectores aleatorios en S con distribuciones correspondientes

n !

Py , P, n=12,... . Sedice que X, converge a X débilmente (o P, converge a
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P, débilmente) si para cada f €C,(S), Ef(X,) EI fdP, — IfdPs Ef (X). Donde
S S

C,(S) es el espacio de todas las funciones continuas y acotadas f:S— R.

En tal caso se escribe X, = X, 0bien, P, =P .

Es bien conocido (Prokhorov (1956)) que X, = X siy solo si z(X,,X)—0. Lo
anterior es equivalente a d(X,,X)—0 , donde d es la métrica de Dudley definida

en (XX) en el capitulo preliminar, asi como en el apéndice.

Distribuciones empiricas y sus convergencias. Sean X, X,,...X, vectores

aleatorios i.i.d. definidos en un mismo espacio de probabilidad (Q,F,P). La
distribucion empirica es la siguiente medida de probabilidad aleatoria:

P, :=EZH:5Xk :

nia

definida en (S, $Bs ). Ademas, &, es la medida de Dirac, definida de la siguiente
manera:

Para Be 3B,
1 si X, eB.
5xk(B) =

0 si X, ¢B.
Se sabe que, (consulte, por ejemplo Rachev (1991)) con probabilidad 1,
7(P,,P) — 0 ; pero evidentemente Vr(P,P)=2 para n=12,...
Kernel estocéastico. Sean Xy Y dos espacios de Borel. Un kernel estocastico q
(Borel medible) en X dado Y esunafunciontal que paracada yeY, q(-|y) esuna

medida de probabilidad en ( X, 8, ), y para cada Be 8,, q(B|:) es una funcion

medible de X a [0,1].
Para X =Y a cada kernel estocastico q corresponde una familia de procesos de

Markov homogéneos a tiempo discreto X,, X,,...X, (con diferentes distribuciones
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iniciales) con la probabilidad de transicibon (por un paso) dada por
P(X,,€B|X,=x)=q(B|X) , Be 8,, xe X.
La probabilidad de transicion por n - pasos se define como:

P(X,,€B|X,=x)=q™(B|x)=q®q"?(B|x) , Be B,, xe X,

t+n

donde para dos kernels q y g se tiene que q®{q(B|x) = Iq(B| X)q(dy | x) .
X

Sean r: X - R una funcion medible y acotada, y xe X un estado inicial del

proceso de Markov con kernel q. Es demostrable que para cada n>1 se cumple

que E(r(X,)1 X, =x)=[r(y)a®(@y|x).

X

De la misma manera se define el operador Q™ : B— B, donde B es el espacio de
Banach de todas las funciones acotadas ¢: X — R con la norma del supremo.
Por definicion:

QVe(0): [e(n)a”(dy1x) . ¢ B, xeX.

Se dice que p en (X, B4 ) es una probabilidad invariante para el kernel q, si

p(B)=_[q(B| x)p(dx) paratoda Be By .
X

Si p existe y la distribucion inicial (de X,) es p , entonces P(X, € B)=P(B) para
toda Be 8,, n=12,... .

Funcién inferiormente (superiormente) semicontinua. Sea X un espacio

métricoy f: X > R uU {00} . Sedice que f es inferiormente semicontinua en

xe R siliminf f(x,)> f(x) para cualquier sucesion x, — x . (Para superiormente
Nn—o0

continua: limsup f(x,) < f(x) ).

N—0

La funcion f es llamada inferiormente semicontinua si es semicontinua para todo

Xe X .

Multifuncional y selectores medibles. Sean (X,r) y (A,d) dos espacios métricos

y 2* el conjunto de todos los subconjuntos de A.
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Un multifuncional F:X —2* se llama Borel medible si para cada Be %, , el
conjunto F*(B):={xe X |F(X) "B = ¢} pertenece a B .

El siguiente resultado se usa frecuentemente para justificar la existencia de politicas

de control estacionarias optimas.

Se denotara por € 2* a la coleccion de todos los subconjuntos compactos en A,

y sea F: X — € un multifuncional Borel medible.
Sean también K ={(x,a)e XxAlaeF(x),xe X} y u: K— % una funcién medible.

Proposicién. Supongase que para cada xe X , la funcién u(x,-) es inferiormente

continua en F(X). Entonces:

(a) Existe una funcion medible f: X — A tal que,
- f(x)eF(x) paratoda xe X .

- u(x, F(x)= inf u(x.a) , xeX.

(b) La funcién u.(X) = air;f(x)u(x,a), x e X es medible.

A la funcion f a veces se le llama también selector.
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APENDICE B
Algunas métricas probabilisticas simples.

Las primeras tres métricas usadas en la tesis ya se definieron en el capitulo

preliminar. Aqui simplemente se recuerdan.

Sean (S,r) un espacio métrico separable, X, Y vectores aleatorios con valores en
S . Recuérdese que una métrica u simple entre X y Y significa la métrica
(distancia) entre las distribuciones P, y P, de Xy Y. En este sentido, se aplica la

denotacion u(X,Y)=u(P,R).
1. Métrica de Prokhorov, z. (Véase (XVIII)).

7(Py,R) =inf {£>0:P, (B) <R, (A°) +¢, paratoda Be B},

y A’ es “la ¢ - vecindad de A”.
2. Métrica de Dudley, d.

d(X,Y):=sup|Ep(x)-Ep(y)|

peD
donde Di={p:S > R:lp|, +lo| <1} .
(Véase (XX) en el capitulo preliminar).
3. Métricade Lévy, L.
L(X,Y):=inf {£>0:F, (x—&)—s<F, (X) <F, (X+&)+& paratoda xe R |

Se sabe que X, = X (débilmente) si y sélo si z(X,,X)—>0 si y solo si

d(X,,X)—>0 siysoélosi L(X,,X)—0, para S=&R en el Gltimo caso.
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4. Métrica uniforme (o de Kolmogorov), p.
Para S=R",
PX,Y)=sup | F () —F (X)].

xeR"

Se sabe que p(X,,X)—0 implica la convergencia débil, y para X
absolutamente continuos, X, = X resulta p(X,, X) —0.

5. Métrica Kantorovich (o de Wasserstein), «.

x(X,Y) = sup |Ep(x) —Ep(Y)|,

@eLip,

donde Lip, :{0:S = R () - (V) [<r(X,y) X, ye R }.

La convergencia en «: x(X,,X) >0 es equivalente a X, = X, y ademas

Er(X,,a) > Er(x,a) paraun aeS.

Se sabe que para S= R, x(X,Y) =" |F,()—F ()|dx.

6. Métrica de Variacion Total, Vr.

Vr(X,Y):= sup |Ep(X)—Eo(y)| ,

donde Bi={p—> R :lp|, 31}-
Se sabe que:

- Vr(X,Y)=2sup|P(X e B)—P(Y € B)|.

BeBg
- Cuando S= Ry X , Y son absolutamente continuas con

densidades f, y f,, entonces:
vr(x,v):f;| f () —f,(x)|dx.
7. Un par de ejemplos de métricas probabilisticas compuestas.

7.1. Métrica de Ky Fan, K.
K(X,Y):=inf {£>0:P(r(X,Y)>¢)<e}.



128

7.2. Métrica L.
L(X,Y)=E|X-Y].

Los valores de K y L, dependen de las distribuciones conjuntas P, , del

par de vectores aleatorios X, Y.

La métrica de Hausdorff. Sea (A d) un espacio métrico y € la familia de

todos los conjuntos compactos en A.

La métrica de Hausdorff h, se define en € por la siguiente regla (B,C e €):

xeB yeC

h(B,C) = max{sup d(x,C),supd(y, B)} ,

donde d(x,C) = |Zmz d(x,z).

Dos resultados importantes:

Teorema (Strassen).

inf {K(X,Y) sobre todas las P, con distribuciones marginales fijas Py y P} =

:”(PX’PY)-

Teorema (Kantorovich-Dudley).

inf {L,(X,Y) sobre todas las P, con distribuciones marginales fijas Py y P} =

:K(PX’PY)-
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APENDICE C
Algunas métricas probabilisticas simples.

En este apéndice se proporcionan las ecuaciones de optimalidad para los criterios
usados en esta tesis, asi como las condiciones para la existencia de politicas

estacionarias optimas en cada uno de ellos

Criterio de Costo Total Esperado Descontado.

El problema de control de interés en esta seccion es el de la minimizacién del costo
total esperado descontado con horizonte infinito. Sea el modelo de control
M = (X,A, {A(x) X € X},q,c), como el dado en (l) . El criterio a ser minimizado es el

dado en (VIII), mismo que se transcribe a continuacion:

Va(X,ﬁ):Ef{iatC(Xt,at)} , mell |, xe X, (C.1)

t=0
donde « (0,1) es el factor de descuento, y se asume que es dado.

Una politica 7. que satisfaga

V, (x,z.) =inf V,, (x, 7) =V (x) , paratoda Xe X, (C.2)

se llama politica @ - 6ptima descontada, y V, es llamada funcién de valor « -

descontada.

Las ecuaciones de optimalidad costo descontadas. Una funcién v: X — R se
dice que es una solucion para las ecuaciones de optimalidad de costo « -

descontado (@ -DCOE), si satisface:

v(x):argjg){ c(x, a)+a.[x v(y)q(dyx,a) } , paratoda xe X . (C.3)
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Por otro lado, las funciones iteradas de « -valor se definen como:

x.a) }

acA(x)

v, (X) = min { c(x,a) +a.[x vn_l(y)q(dy

Paratoda xe X y n=12,...,con v,=0.
Entonces,

V. (X) =limv,(x) , paratoda xe X .

Supuestos 1.

(@) La funcion de costo por un paso, C, es inferiormente semicontinua, no
negativa e inferiormente compacta en K :={(x,a) € X x A|ae F(x),x e X }.

(b) El kernel q es fuertemente continuo.
Supuestos 2.
Existe una politica 7 tl que V,(X,7) <o paratoda xe X .

Teorema 1. Si se asume que los supuestos 1y 2 se cumplen, entonces:

(1) La funcién de valor a - descontada dada en (C.2) de este apéndice, es la

solucién minima para la @ -DCOE. Es decir,

V) (X) = min{ c(X, a)+aJ.XVOf(y)q(dy x,a) } ,paratoda xe X . (C.4)

acA(x)
Y si U es otra solucién para la @ -DCOE, entonces u() >V, .

(i) Existe un selector f. € F tal que f. e A(x) y alcanza el minimo en (C.4),
es decir,

V() =c(x f.)+a[ V. (y)aldylx f.) , paratoda xe X . (C.5)

Y la politica estacionaria deterministica f.” es « - éptima descontada.
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(iii)  Siuna politica « - 6ptima descontada existe, entonces existe una que es

estacionaria deterministica.

Para una demostracion de este Teorema véase la seccion 4.2, capitulo 4 de

Hernandez-Lerma , Lasserre (1996).

NOTA:

Los supuestos 1 y 2 dados en este apéndice aseguran la existencia de una politica
estacionaria f. eIl que satisfaga la ecuacién (C.5). Mas aun, bajo estos suuestos, la parte

x,a) , €S una

entre paréntesis rectangulares de (C.4), es decir, C(X,a) +0{J‘X V;(y)q(dy

funcion medible en (X,a) € K, y continua en a € A(x) para toda X € X , donde A(X) es
un conjunto compacto.

Costo Promedio

Sea (X A, {A(x)\x € X},q,c) un modelo de Markov controlable como el dado en (1), y

J. (X, )= Ef{nz_llc(xt,at)] (C.6)

El costo total esperado en n etapas cuando se aplica la politica 7, dado el estado

inicial X, =X.

El costo promedio (AC) esperado de largo plazo cuando se usa = €I1, dado X, = X

, €S

J(X, ) = lim sup (C.7)

n—o0

J.(x,7)
.

El problema AC es encontrar una politica z. tal que,

J(x, ) =inf J(x, 7) = J°(x) , paratoda xe X . (C.8)
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Una politica que satisfaga (C.8) se dice que es AC- 6ptimay J~ es llamada funcién
de valor AC.

Sean p,h:X — R funciones medibles, y f € F un selector dado. Entonces,
(p,h, f) se dice que es una triada canodnica, si para toda xe X y n=01,... se

cumple que
3,(F7,%,h)=32(x,h) =np(x) +h(x) ,
donde
3,06h) =inf 3,(x,7,h) :!QL{Jn(x,ﬂ)+ Eh(x,)}.

En el caso especial en el cual para una triada canénica (p, h, f), se tenga que p(°)

es una constante, digamos p(x) = p" paratoda x € X , entonces las ecuaciones de

optimalidad de costo promedio (ACOE) esta definidas por:

X, a) }

p+N(X) = aigg;x)[ c(x,a)+ [, h(y)a(dy

y si f e F, entonces se satisface que,

p +h(x)=c(x, f)+ L h(y)q(dyx, f).

Por otro lado, recuérdese la ecuacion de costo « -Optimo descontado dado en (C.4),

misma que se transcribe a continuacion:

V()= argjg){ () +af, V; (y)a(dy

x.a) }

Supuestos 3.

Existe un estado ze X, unnumero f<(0,1) y M >0 tal que:

(@) 1—-a)V.(z)<M paratoda « <[A,1), donde V. est4 dada en (C.4).
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(b) Existe una constante N >0 y una funcién no negativa b() en X tal que

—~N<h (x)<bh(x) paratoda xe X y a e[,1), donde h,(x):=V. (x)-V.(2).

El supuesto 3 implica que V, <« para toda xe X y a €(01). En efecto, por a)
V. (z) <o para todo a [,Hl) asi que, por el lado derecho de la desigualdad dada
en b), V. (x)<b(x)+V,.(z) para toda xe X y a<[g1). Por lo tanto, el mapeo

a>V, (x) es no decreciente en a € (0,1), paratoda x e X .

Lema. Si se asume el supuesto 3, entonces existe una constante p , con

0<p <M, y una sucesiéon del factor de descuento a(n) T1 tal que satisface

im (L ()N, () = o

Para una demostracion de este Lema, véase seccion 5.4, capitulo 4 de Hernandez-

Lerma , Lasserre (1996).
Supuestos 4.
Si se asume el supuesto 3, y ademas:

(@) La funcion b(-) (dada en el supuesto 3, inciso (b)) es medible y tal que, para

cada xe X y ae A(X): jx b(y)g(dy/x,a) <.

(b) La sucesion i, | es equicontinua.

Teorema 2. Si se asumen los supuestos 1y 4, entonces existen una constante p’,
una funcién continua h(-) en X, y un selector f e F que satisfacen la ACOE, es

decir,

pene =i o)+ [, h)aya) | ©9)

o +h(x)=c(x, f)+J-X h(y)q(dyx, f). (C.10)
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Mas aln, f* es AC-6ptimay J'(x)=J(f”,x)=p paratoda x € X ; de hecho, cada
politica estacionaria deterministica f”, para la cual f satisfaga (C.10) es

AC-Optima.

Para una demostracion de este Lema, véase seccion 5.5, capitulo 4 de Hernandez-

Lerma , Lasserre (1996).



