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Resumen 

 
 
 
   En este trabajo de investigación se estudian los procesos controlables de Markov 

en espacios de Borel, a tiempo discreto con horizonte infinito, con funciones de 

costos (o de recompensa) acotadas y usando los siguientes criterios: costo 

esperado descontado, costo promedio, recompensa total esperada. 

 

   Se plantea el problema de la estimación de la estabilidad para este tipo de 

procesos. El objetivo central de este trabajo es el de obtener unas cotas superiores 

para el índice de estabilidad. 

 

   Se proporcionan las condiciones suficiente para la existencia de las 

desigualdades de estabilidad para cada uno de los criterios antes mencionados 

usando la métrica de Prokhorov. 

 

 

 

 

 

 

PALABRAS CLAVE. Procesos controlables de Markov a tiempo discreto, costo esperado 

descontado, costo promedio esperado, recompensa total esperada, índice de estabilidad, métricas 

probabilísticas. 
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Algunos hechos preeliminares. 

 
   En este capítulo se presenta los elementos de la teoría y las definiciones 

necesarias para plantear el problema de control óptimo para los procesos 

controlables de Markov (PCM), también llamados procesos de decisión de Markov 

(MDP). 

   Una vez planteado el problema de control óptimo, se introducen las causas que 

originan el problema de la estimación del índice de estabilidad, ver su definición en 

(XVI). Las desigualdades de estabilidad para dicho índice, como las dadas en (XVII), 

se expresan en términos de alguna métrica probabilística, por lo que se proporciona 

unos conceptos básicos de la teoría de métricas probabilísticas en el espacio de 

distribuciones, así como una serie de relaciones existentes entre ellas.  

   Para mayores detalles y demostraciones de los resultados con respecto al 

problema de control óptimo que se presentan aquí, véase por ejemplo, Bersekas, 

Shreve (1978), Dynkin, Yushkevich (1979), o bien Hernández-Lerma, Lasserre 

(1996). Mientras que para una presentación de las numerosas aplicaciones a 

problemas teóricos y prácticos de las métricas probabilísticas  véase  Kalashnikov, 

Rachev (1988), Rachev (1991), o bien en Rachev, Rüschendorf (1998). 

   Al final del capítulo se introduce la definición de las tres métricas (Prokhorov, 

Dudley y la de Variación Total – ver definiciones en (XVIII, XX, XXII)- ) con las que 

se trabaja en los siguientes capítulos de la tesis. 
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Procesos controlables de Markov a tiempo discreto 

 y criterios de optimalidad.  

 
   Un proceso controlable de Markov a tiempo discreto con horizonte infinito, 

estacionario y homogéneo es una quíntupla: 

  cpXxxAAXM ,,:)(,,  ,       (I) 

donde X  y A  son espacios borelianos dados, llamados espacio de estados y 

conjunto de control (o acciones) respectivamente;  XxxA :)(  es una familia de 

subconjuntos no vacíos (medibles), AxA )( , con )(xA  representando el conjunto 

de  controles  (acciones)  admisibles  en  el  estado  Xx .  Luego,  p   es  un  kernel  

estocástico   ( ver   definición   en   el   apéndice  A)   en  X   dado   K,   donde             

K  )(,:),( xAaXxax    es un subconjunto medible del espacio producto AX  . 

Este kernel estocástico especifica la probabilidad de transición Bp Pr | ax, , 

donde B   pertenece a la -algebra de Borel en X , misma que se denotará por  BX, 

y  ax,  K. Finalmente, :c K R  es una función medible llamada función de costo 

de un paso.  

   Cabe aclarar que en algunos problemas podría ser más conveniente considerar 

una  función   de   recompensa   (beneficio, ingreso)   de   un  paso,  dada  por 

:),( axr  K R , en lugar de la función de costo en una etapa ),( axc . 

   Los PCMs como el dado en (I) aparecen en diferentes áreas, desde ingeniería 

hasta economía, así como en control de poblaciones tales como los  problemas en 

la administración de pesca, control de pestes, de epidemias, control de inventarios, 

modelos de líneas de espera, modelos de acumulación de capital, en problemas de 

selección de portafolio, en los procesos de seguros, en administración de recursos 

renovables y no renovables, etc. 
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Interpretación. El modelo de control M , dado en (I), representa un sistema 

estocástico controlable que es observado a un tiempo discreto ,...1,0t  . Si se 

denota por 
tx  y 

ta  , el estado del sistema y el control (o acción) aplicado al tiempo 

t , respectivamente, entonces la evolución del sistema puede ser descrito de la 

siguiente manera:  

   Si el sistema está en el estado Xxxt   en el tiempo t  , y se aplica el control 

)(xAaat  , entonces sucede lo siguiente: 

(i) se incurre en un costo ),( axc   (o bien en una recompensa ),( axr );  y 

(ii) el sistema se mueve al siguiente estado 1tx , el cual es un vector aleatorio 

que toma valores en X  con distribución  axBp , , es decir, 

Bp  |   Bxax t  1Pr, | aaxx tt  ,  , B BX.                      (II) 

   Una vez realizada esta transición al nuevo estado 1tx , se elige un nuevo control 

y la dinámica del proceso se vuelve a repetir. 

      Por otro lado, en muchas aplicaciones la evolución del PCM está especificada 

por una ecuación en diferencias de la forma: 

 tttt axFx ,,1  , ...2,1t  , con Xx 0  dado,             (III) 

donde 0x  representa el estado inicial y  t  es una sucesión de vectores aleatorios 

independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.) que toman valores en algún 

espacio de Borel S  con una distribución común D .  

   En este caso el kernel estocástico p , dado en (II), queda expresado como: 

Bp |       S
B dsDsaxFIax ,,,  ,  

o bien,        Bp |   BaxFPax  ),,(, 1 . 
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   En esta tesis se estudian dos PCMs que evolucionan a través del tiempo de la 

siguiente forma: 

     tttt axFx ,,1  ,  ,...;1t              (IV)

             tttt axFx 
~

,~,~~
1  ,  ,...;1t               (V) 

donde XSKF :  es una función medible; Xxx tt ~, son estados de los 

procesos;  1 tt xAa  ,  1
~~

 tt xAa  son acciones en el estado correspondiente; y 

 t ,  t
~

 son, respectivamente, dos sucesiones de vectores aleatorios i.i.d. con 

valores en S . 

   La única diferencia entre los procesos dados en (IV) y en (V) es posiblemente, las 

diferentes distribuciones 
D  y 

~D  de los vectores aleatorios 
t  y 

t
~

respectivamente. 

   A lo largo de esta tesis se hará referencia a los procesos anteriores como el 

proceso original, dado en (IV), y como su aproximación, dado en (V), éste último 

también llamado proceso perturbado. 

 

Políticas de control.  Para cada ,...1,0t  considérese el espacio tH  como el 

historial admisible hasta el tiempo t . Sea XH :0 , luego tH  para ,...2,1t  consta 

de los vectores de la forma  tttt xaxaxh ,1100 ,,,,   , donde ),( ii ax  K para 

1,1,0  ti  ,  y Xxt  . 

   Una política de control (randomizada, en general) es una sucesión 









 ,1,0, tt  de kernels estocásticos t  en el conjunto de control A  dado tH  

que satisfacen la siguiente restricción: 

     1)( ttt hxA ,   para cada tt Hh   , ,1,0t  .                     (VI) 

   El conjunto de todas las políticas de control se denotará por  . 
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   Cuando se usa una política de control randomizada como la dada en (VI), la acción 

en cualquier tiempo dado es una variable aleatoria, y  depende  del  total    t-histórico, 

th . Sin embargo, hay subclases importantes de políticas que determinan acciones 

que pueden ser usadas como funciones “determinísticas” de 
th  y que podrían 

depender solamente del estado actual 
tx . Un tópico central en teoría de control de 

Markov es encontrar condiciones para la existencia de políticas óptimas en esta 

clase restrictiva.  

   Sea  P A | X   el conjunto de todos los kernels estocásticos definidos en A  dado 

X . Además, sea     P A | X  |   1)( AxA  para toda Xx . Finalmente se 

denotará por F al conjunto de todas las funciones medibles AXf :  satisfaciendo 

que  xAxf )(  para toda Xx .  

   Las funciones en  F  son llamadas selectores del multifuncional )(xAx , (ver 

definiciones en apéndice A). 

   Una política    t  se dice que es estacionaria  determinística, si  existe  una  

función  f  F  tal  que  t | th  está concentrada en )()( tt xAxf   para toda tt Hh   

y ,1,0t   

   Es importante subrayar que el uso de f  F, significa la aplicación del control 

)()( 11   ttt xAxfa  si el proceso ocurrió en el estado 1tx . De tal aplicación resulta 

un proceso de Markov homogéneo con valores en X , y  probabilidad de transición  

   )(, xfxBPxBPf  , Xx , B BX .                                    (VII) 

   De aquí en adelante, en esta tesis se tendrá como regla lo siguiente: Se usará la 

denotación F para la clase de políticas estacionarias determinísticas y a estas 

políticas deterministas se les llamará “estacionarias”. Además, si una política   de 
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F está definida por la función f , es decir,  ,..., ff , entonces para denotar a 

esta, se usará la misma letra f (en lugar de  ). 

Criterios de Optimalidad.  Para la especificación del problema de control óptimo, 

además del sistema dinámico dado por las ecuaciones (IV) y (V) y un conjunto de 

políticas, se requiere de un criterio de desempeño (rendimiento) también conocido 

como función objetivo.  

   Para el problema de optimización de control con horizonte infinito  ,...1,0t , entre 

los criterios de optimalidad que se encuentran en la literatura, en esta tesis se van 

a usar los siguientes: 

(A) Costo total esperado descontado, definido por el siguiente funcional: 







0

),(:),(
t

tt

t

x axcExV  
  ,                                                  (VIII) 

donde )1,0(  es un coeficiente de descuento fijo; 
xE  denota la esperanza 

que corresponde a  la  distribución  del  proceso  tx  con  el estado inicial 

Xx  y la política de control  ,...,...,, 10 taaa   aplicada. 

 
(B) Costo promedio por una unidad del tiempo, dado por el siguiente funcional: 







1

0

),(
1

suplim:),(
n

t

ttx
n

axcE
n

xJ  .                                             (IX) 

 
(C) Costo total esperado, definido por el funcional: 





n

t

ttx
n

axcExV
0

),(suplim:),(  .              (X) 

    

 
   Si el problema de control involucra una función de recompensa ),( axr , en lugar 

de una función de costo ),( axc , entonces los criterios anteriores quedarían 

expresados de la siguiente manera: 
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A´) Recompensa total esperada descontada, definida por el funcional:  







0

),(:),(
t

tt

t

x axrExR  
 .                                          (XI)                                               

 
B´) Recompensa promedio por una unidad del tiempo, dada por el funcional: 








1

0

),(
1

inflim:),(
n

t

ttx
n

J axrE
n

xR  .                               (XII) 

 
C´) Recompensa total esperada, definida por el funcional: 







n

t

ttx
n

axrExR
0

),(inflim:),(  .            (XIII)         

   Nótese que en  (A)-(C) y en A´)-C´) se asume la existencia de todas las 

esperanzas involucradas. 

   La motivación para estudiar problemas de costos descontados es principalmente 

económica. Procesos de acumulación de capital de una economía, problemas de 

inventario, de administración de portafolio son aplicaciones de este tipo de criterio. 

   El costo promedio es el criterio preferido en muchas aplicaciones, por ejemplo, en 

análisis de redes de comunicación y sistemas de líneas de espera. 

   El criterio de costo total esperado fué probablemente el primer problema de control 

con horizonte infinito estudiado en la literatura al menos desde principios de 1920. 

Aparece por ejemplo, en problemas de paro óptimo. 

   Para más aplicaciones prácticas de cada uno de estos tres criterios enfocados a 

costos, ver Hernández-Lerma, Lasserre (1996), así como las referencias que ahí se 

mencionan. 

   Los criterios referidos a recompensa se han utilizando en aplicaciones en Ciencias 

Financieras, tales como en problemas de consumo, problemas óptimos de saldos 

en efectivo (cash balance), problemas de inversión en mercados financieros, 
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problemas de dividendos en teoría de riesgo. Para más aplicaciones ver Bäuerle, 

Rieder (2011). 

   Sea ahora  ,xW  un criterio fijo seleccionado entre (VIII)–(X).  

   La función ),(inf:)(* 


xWxW


  con Xx , se llama la función de valor, y una 

política de control *  (si existe) se denomina óptima (con respecto al criterio W ) si 

cumple lo siguiente: 

),(inf),()( ** 


xWxWxW


  ,  Xx .                                (XIV) 

Nota 0.1: 

Si el costo ),( axc  de una etapa es reemplazado por la función de recompensa ),( axr de 

una etapa, entonces el problema de control óptimo resultante (dado en (XIV)) es el de 

maximizar el criterio  ,xW , seleccionado entre (XI)-(XIII). 

 

   En el desarrollo del tema de la tesis se van a usar las condiciones  que garantizan 

la existencia de una política óptima estacionaria *f  para (XIV), (véase Hernández-

Lerma, Lasserre (1996)). 

 
El índice de estabilidad y el problema de su estimación. El problema de 

estimación (cuantitativa) de estabilidad (o “continuidad”, o “robustez”) surge cuando 

hay una incertidumbre acerca de la probabilidad de transición p , definida en (II), 

para el proceso (I). Supóngase que se tiene fijo un criterio de optimización ),( xW  

(de entre (VIII)-(X)). La tarea “original” del controlador consiste en la búsqueda (o 

aproximación) de la política óptima *  que satisfaga (XIV) para el proceso “original” 

dado en (IV) con la probabilidad de transición BPp  | ax,  dada en (II). En muchas 

aplicaciones esta tarea no puede ser cumplida directamente debido a alguna de las 

siguientes causas: 

 
1) Frecuentemente  p   o algunos de sus parámetros, son desconocidos para el 

controlador y esta probabilidad de transición se estima usando algunos 

procedimientos estadísticos (a partir de observaciones). Con los resultados 
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de estas estimaciones se genera otra probabilidad de transición p~ , que se 

interpreta como una aproximación accesible a la desconocida p . 

 

2) Hay situaciones en las que p  es conocida pero demasiado complicada como 

para tener una esperanza de resolver el problema de optimización de política 

de control. En tales casos, a veces p   se reemplaza por “una aproximación 

teórica” p~ , que resulta en un proceso controlable con una estructura más 

sencilla. 

 

   En ambos casos, en la optimización de políticas el controlador tiene que trabajar 

con el proceso de Markov controlable   cpXxxAAXM ,~,:)(,,
~

  definido por la 

probabilidad de transición accesible p~ . Cambiando tx  por tx~  en (VIII)–(X), se 

definen los correspondientes criterios de optimización V
~

 , J
~

, V
~

 para el proceso 

aproximado M
~

. Al denotar cualquiera de ellos por W
~

, supongamos que es posible 

(al menos teóricamente) encontrar una política óptima *
~   para el proceso M

~
 , es 

decir, 

XxxWxWxW 


,),(
~

inf:)(
~

)~,(
~

** 


 .                                 (XV) 

      La política de control *
~  definida en (XV) se usa como la aproximación a la 

política no accesible óptima *  (suponiendo que existe). En otras palabras, la 

política *
~  se usa para  controlar  el  proceso  original    cpXxxAAXM ,,:)(,,    

en  lugar de la política * .  

   El aumento en el costo por tal aproximación se estima por medio del siguiente 

índice de estabilidad, (véase Gordienko, (1988,1992)): 

                 XxxWxWxWxWxw  ,0),()~,()()~,(:)( ****   .          (XVI) 
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Nota 0.2: 

Si el costo ),( axc  de una etapa es reemplazado por la función de recompensa ),( axr , 

entonces (XVI) se replantea como:                         

                      XxxWxWxWxWxw  ,0)~,(),()~,()(:)( ****  . 

El cual se interpreta como una reducción en la recompensa por el uso de tal aproximación. 
 

   El problema de estimación de la estabilidad consiste en la búsqueda de unas 

desigualdades del siguiente tipo (desigualdades de estabilidad): 

  XxppxKxw  ,)~,()()(    ,                                       (XVII) 

donde: 

)~,( pp  es cierta “distancia” entre las probabilidades de transición p   y p~

(expresada en los términos de una métrica probabilística),  

    ,0,0:  es una función continua tal que 0)( s  cuando 0s , y 

)(xK  , Xx ,  es una función con valores calculados explícitamente.  

   La evolución de los procesos controlables   cpXxxAAXM ,,:)(,,   y 

  cpXxxAAXM ,~,:)(,,
~

  está especificada por las ecuaciones dadas en (IV) y 

en (V). 

   En esta tesis, la distancia )~,( pp  involucrada en (XVII), mide la aproximación 

entre las distribuciones D  y 

~D  de los vectores aleatorios   y 

~
 que aparecen en 

los procesos dados en (IV) y (V).  

   El objetivo central de esta tesis es el de proponer el uso de la métrica de Prokhorov 

)( , véase la definición en (XVIII), para medir esta distancia, es decir, en la 

desigualdad dada en (XVII) se propone expresar ),()~,( ~
 DDpp  . 

   Una parte de los resultados obtenidos en la tesis son desigualdades de estabilidad 

como la dada en (XVII), y son expresados de la siguiente manera: 

XxDDxKxw  ,),()()( ~
 , 
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donde   es la métrica de Prokhorov  y  )(xK  es una función con valores calculados 

explícitamente.  

 

 Métricas probabilísticas. 

 
   El desarrollo de la teoría de métricas probabilísticas empezó con la investigación 

de problemas relacionados con teoremas de límite en teoría de probabilidad. 

   En general, la aplicabilidad de teoremas de límite recae en el hecho de que la ley 

del límite pueda ser considerada como una aproximación  para el modelo 

estocástico considerado, y pueda ser aceptada como una aproximación. La cuestión 

central recae entonces, en qué tan grande es el error en que caemos al adoptar el 

modelo aproximado. 

   Generalmente la teoría de las métricas probabilísticas estudia lo siguiente: 

 En primer lugar, el problema de medir la distancia entre cantidades 

aleatorias. Por un lado, proporciona los principios fundamentales para 

construir métricas probabilísticas, es decir, los medios de medición de tales 

distancias. 

 El segundo ámbito de estudio son las relaciones entre varias clases de 

métricas probabilísticas, es decir, problemas que requieren de una métrica 

particular, mientras que los resultados básicos pueden ser obtenidos en 

términos de otras métricas. En tales casos, las relaciones entre métricas son 

de vital importancia. 

 

   Sea  X= X( S ) el conjunto de todos los vectores aleatorios definidos en el espacio 

de probabilidad  PF ,,  y  con valores en el espacio métrico separable  rS, . 

   Se denotará a P  S  como el espacio de todas las distribuciones en  ,S B S  de 

vectores aleatorios de X,  y  B S  es la -álgebra de Borel en S . 
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   Además, sea X2 el conjunto de pares  YX , , (de hecho de clases de equivalencia), 

de vectores aleatorios de X;  y  L2X2 denota el conjunto de todas las distribuciones 

conjuntas YXP ,  de pares  YX ,  de X2. 

   En el caso general, una métrica probabilística   asigna a cada YXP , L2X2 un 

número de  ,0 . En la siguiente definición (y en el resto de toda la tesis) será más 

cómodo para  YX ,  X2 escribir  YX , , entendiendo esta expresión como 

   YXPYX ,:,   . 

 

Definición A. Un mapeo :  L2X2   ,0  se llama métrica probabilística si para 

cada uno de los vectores aleatorios ZYX ,,  (con correspondientes distribuciones 

conjuntas YXP , , ZXP ,  y ZYP ,  ) se cumplen las siguientes propiedades: 

(i) 0),( YX . 

(ii) ),(),( XYYX   . 

(iii) ),(),(),( YZZXYX   . 

Definición B. Una métrica probabilística se llama simple si los valores  YXP ,  se 

determinan únicamente por las distribuciones marginales XP  y YP  (de X  y Y  

respectivamente). 

 

   Entonces una métrica simple   define la distancia entre las distribuciones, es 

decir, elementos de P  S  , y es una función :  P  S   P  S    ,0  . En estos 

casos se escribirá  YX PP ,   o  bien  YX , . 

   Más abajo se proporcionan tres ejemplos de métricas simples (y solamente 

métricas simples se usan en esta tesis). 

   Un ejemplo sencillo de métrica que no es simple (sino compuesta) es la siguiente: 

  YXEYX :, . Otro ejemplo, es la métrica de Ky Fan (véase su definición en el 

Apéndice B). 

   En el desarrollo de esta tesis, para el estudio del índice de estabilidad se usarán 

frecuentemente las siguientes tres métricas simples: la métrica de Prokhorov   , la 

métrica de Dudley  d  y la métrica de Variación Total (Vr). 
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   Para las siguientes tres  definiciones  recuerde  que  YX ,  X( S ) con 

distribuciones de probabilidad YX PP , P  S  respectivamente. 

 

Definición 1. La métrica de Prokhorov (a veces, también llamada la métrica de 

Levy-Prokhorov) está definida como: 

   :  P  S   P  S   ,0 , 

         AtodaparaAPAPPPYX YXYX   )()(:0inf:),(),(  B S
,     (XVIII)          

donde   AyunparayxrxA   ),(:: . 

   Esta métrica fué definida por Prokhorov en 1956 como la análoga de la métrica de 

Levy (ver definición en apéndice B) para espacios más generales. Aún y cuando no 

es fácil de calcular, esta métrica es teóricamente importante porque metriza la 

convergencia débil en cualquier espacio métrico separable, ver demostración por 

ejemplo en Huber (1981). 

   Algunas de las relaciones que guarda la métrica de Prokhorov con otras métricas 

se pueden encontrar en Huber (1981), como por ejemplo la siguiente: 

   Para medidas de probabilidad en R , es decir, si RS  , se cumple que 

),(),( YXYX PPPPL  ,  

donde L  es la métrica de Levy.  

  Mientras que en Gibbs, Su (2002)  se  demuestra que las métricas de Prokhorov 

  y  de Kantorovich  (ver definición en apéndice B) satisfacen la siguiente relación: 

     1)(2  Sdiam ,               (XIX) 

donde  SvuvudSdiam  ,:),(sup)(  es el diámetro del espacio S . 
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Definición 2. La métrica de Dudley tiene la siguiente definición: 

:d  P  S   P  S  2,0  , 

D
YX PPdYXd






sup:),(),( | )()( YEXE   |   ,                       (XX)                                   

         donde:   

        ::: RSD   || ||  || || 1L  ,   y 

                          || ||
Sx

 sup | )(x |   ; || ||
),(

)()(
sup

yxr

yx

yx
L

 




 .                                 

   La métrica de Dudley es popularmente usada en el contexto de probar la 

convergencia de medidas de probabilidad con respecto a la topología débil.  

   La relación entre la métrica de Prokhorov y la métrica de Dudley  fué demostrada 

por R. Dudley (consulte Dudley, (1989)) y está establecida por la siguiente 

desigualdad: 

2

1

2

3

2

1
dd    .                                                      (XXI)                              

   Por lo tanto, las métricas de Prokhorov y de Dudley son equivalentes en este 

sentido fuerte,  y ambas metrizan la convergencia débil. 

 
Definición 3. La distancia de Variación Total  está definida como: 

Vr  YX , Vr   :, YX PP  
B

sup | )()( YEXE   |  ,                   (XXII)                                                            

           donde    :: RSB   || || 1 . 

 
   De las definiciones de la métrica de Dudley y de la métrica de Variación Total  es 

inmediato que para YX PP ,  P )(S  se cumple la siguiente desigualdad: 

     YX PPd ,  Vr  YX PP , . 



15 
 

 

   De hecho, la métrica Vr es topológicamente más fuerte que la métrica de Dudley,  

(y por consiguiente, que la métrica de Prokhorov), si el espacio S  es no-contable.  

   Huber (1981) prueba la siguiente cota: 

    ),( YX  Vr ),( YX .              (XXIII) 

   La métrica Vr en P )(S  puede ser considerada como la reducción para  P )(S  de la 

norma de Variación Total, denotada por   ||   ||VT
 , definida en el espacio lineal  M 

de todas las medidas signadas en S  por la fórmula ( m M   ): 

    ||   || VT
 )()( SmSm    ,                            (XXIV) 

donde 

   mmm :  es la descomposición de Jordan-Hahn de la medida m . 

 

   Por lo que, para toda YX PP ,  P )(S  se cumple que: 

    Vr   :, YX PP || YX PP   ||
VT

 .          (XXV) 

 
   Se sabe que: 

    Vr  
SBA

YX PP


 sup2:, | )()( APAP YX  | .        (XXVI) 

   Informalmente, (XXVI) mide la mayor diferencia posible entre las probabilidades 

que dos distribuciones de probabilidad pueden asignar al mismo evento.     

 

 

 

Dos casos particulares de la métrica de Variación Total.  

1. Si  ,..., 21 ssS   es un espacio contable, entonces la definición dada en (XXVI) 

se puede expresar como: 
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Vr        





1

,
i

iYiXYX sPsPPP .                            (XXVII) 

 

2. Si las distribuciones de probabilidad están valuada en los reales  RS  , y 

YX PP ,  tienen densidades YX gg ,  entonces, (XXVI) se puede expresar como: 

Vr    R
YX PP , | )()( xgxg YX  | dx .                                 (XXVIII) 

 

 
   En los siguientes capítulos se mostrará la forma de acotar el índice de estabilidad 

dado en (XVI), encontrando desigualdades de estabilidad como la dada en (XVII) 

en términos de alguna de estas tres métricas definidas. En el apéndice B se 

presenta un listado de las métricas probabilísticas que comúnmente son usadas en 

la teoría de probabilidad. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

Introducción 

 
   Esta tesis trata sobre la aplicación de las métricas de Prokhorov y de Variación 

Total para encontrar cotas superiores para el índice de estabilidad de procesos 

controlables de Markov.  

   Se estudian los procesos controlables de Markov (PCM) a tiempo discreto con 

horizonte infinito, estacionarios y homogéneos, donde los conjuntos de estados y 

acciones son de Borel, dichos procesos los denotaremos por 

  cpXxxAAXM ,,:)(,,  , ver (I).  

 

Supuestos generales. En el desarrollo de todos los capítulos de esta tesis se 

asumirá que los componentes del proceso controlable M tienen las siguientes 

características: 

 El espacio de estados X , es un espacio métrico con una métrica   y B X  

denota la sigma-algebra de Borel; 

 el espacio de acciones A , es un espacio métrico con una métrica  ; 

 el conjunto de acciones admisibles )(xA , es compacto para toda Xx ; 

 el   conjunto  de  pares  estado-acciones  admisibles                                                       

K








 XxxAaAXax ),(:),(   es un subconjunto no vacío de Borel del 

conjunto AX  , y está equipado con la métrica  ,max   ; 

 Se compararán los procesos de control dados en (IV) y en (V), ver explicación 

dada en esa sección. Para facilitar la lectura, ambos procesos se transcriben 

a continuación: 

proceso original,   ),,( 1 tttt axFx    para  ,...2,1t  , 

proceso aproximado, )
~

,~,~(~
1 tttt axFx    para  ,...2,1t  .  
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Bajo el problema de estimar la estabilidad, se asume que el proceso 
tx~  es 

interpretado como una aproximación disponible para el proceso 
tx . 

 Se considera que los elementos aleatorios ,..., 21   y ,...
~

,
~

21   , de los 

procesos original y aproximado, respectivamente, son vectores aleatorios 

independientes e idénticamente distribuídos (i.i.d.) que toman sus valores en 

un espacio métrico separable  rS,  y tienen distribuciones D  y 

~D  

respectivamente. 

   
   En la tesis se usan: el criterio de costo total esperado descontado, el criterio de 

costo promedio por unidad del tiempo, el criterio de costo total esperado, ver 

definiciones dadas en (VIII) - (X), así como los criterios de recompensa definidos en 

(XI) – (XIII). 

 
   El problema de la estimación de la estabilidad en términos generales se plantea 

como sigue:  

   Una vez definido el criterio de optimalidad para el proceso original, un primer 

problema es la búsqueda de una política óptima *  para dicho proceso.  

   Sin embargo, este problema no puede ser resuelto directamente cuando la 

distribución D  del vector aleatorio   en (IV) se supone que es desconocida. No 

obstante, dicha distribución puede ser aproximada por una distribución disponible 


~D  del vector “perturbado” 

~
 definido en el proceso de control “aproximado” dado 

en (V). Tal y como se explicó en la sección de preliminares, se puede considerar 

por ejemplo, el caso cuando 

~D  es la distribución empírica obtenida de las 

observaciones independientes de los elementos aleatorios que tienen la distribución 

desconocida D . 
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   Bajo ciertas condiciones (véase Hernández-Lerma, Lasserre (1996)) se puede 

garantizar la existencia de políticas óptimas para ambos procesos: “el original” y “el 

aproximado”, las cuales se denotarán por *  y *
~  respectivamente. 

   Se admite que la política óptima *
~  puede ser encontrada para el proceso 

aproximado y que es usada para controlar el proceso original. El aumento en el 

costo por el uso de tal aproximación se estima con el índice de estabilidad dado en 

(XVI), cuando se usa el criterio W : 

                 XxxWxWxWxWxw  ,0),()~,()()~,(:)( ****  .           

   Siguiendo el enfoque usado por ejemplo en los artículos de Gordienko 

(1988,1992), Gordienko, Yushkevich (2003), Montes-de-Oca, Salem-Silva (2005), 

Gordienko et al. (2008), el problema de estimación de la estabilidad (explicado en 

la sección de preliminares) consiste en la búsqueda de unas desigualdades como 

las dadas en (XVII) llamadas desigualdades de estabilidad : 

     ),( ~
 DDK , 

donde   es cierta métrica probabilística. 

 
Observación. Para dichas desigualdades de estabilidad, ¿Cómo se puede estimar 

(o acotar) la distancia  
 ~,DD  si D es desconocida?  

   En la mayor parte de los resultados obtenidos en esta tesis, la métrica   es la 

métrica de Prokhorov, es decir,    (véase la definición en (XVIII)). 

 

   Una cota superior para    
  ~~ ,, DDDD   puede ser deducida en por lo menos 

las siguientes dos situaciones: 

1) Cuando D  se conoce, pero es reemplazada por alguna aproximación 

~D , 

la cual produce un problema de control óptimo más simple. 
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2) Cuando D  o alguno de sus parámetros son desconocidos, pero estimados 

usando algún procedimiento estadístico con observaciones disponibles 

.,...,, 21 n  

Resultados obtenidos en la tesis. 

I. Considerando funciones de costo acotadas y bajo el criterio de costo total 

esperado descontado, se obtuvieron las desigualdades de estabilidad  (cotas 

superiores para el índice de estabilidad) expresadas en los  términos  de  la 

métrica de Prokhorov (, es decir, estimaciones para desigualdades como 

la dada en (XVII) con    y con   siendo la función identidad.  

Ver capítulo 1. 

II. Bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de Lipschitz, con funciones de 

costo acotado, y usando el criterio de costo promedio por unidad de tiempo, 

se encontraron las desigualdades de estabilidad expresadas en términos de 

la métrica de Prokhorov. Este resultado fue presentado en un artículo de 

investigación que fue publicado en Kybernetika. Ver capítulo 2. 

III. Considerando un proceso de decisión de Markov (MDP) transitorio y bajo el 

criterio de recompensa total esperada (ver (XIII) y la nota 0.2), se obtuvieron 

dos resultados para las desigualdades de estabilidad expresadas en 

términos de la métrica de Prokhorov y de la métrica de Variación Total para 

el índice de estabilidad. El motivo para usar la métrica de Variación Total fue 

el de poder utilizar condiciones menos restrictivas, y por lo tanto considerar 

clases más amplias de MDPs. Estos resultados fueron publicados en un 

artículo de investigación en Progress in Probability. Ver capítulo 3. 

IV. Para un caso particular de un proceso controlable de Markov, y usando el 

criterio de recompensa total esperada descontada, (ver (XI) y la nota 0.2), se 

realizaron estimaciones numéricas (usando métodos estadísticos) para 

estimar el órden del índice de estabilidad dado en (XVI) con respecto al 

término )1(  . Se obtuvo que, bajo ciertas condiciones,  el orden del índice 

de estabilidad, ver (XVI),  es de 1)1( M cuando 1 . Ver capítulo 4. 
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   Este trabajo de investigación consta de 5 capítulos, y está organizado de la 

siguiente manera:  

   En la sección anterior (“Algunos hechos preliminares”) se presentaron los 

elementos básicos que se requieren para plantear un problema de control óptimo, 

así como el problema  de estimación del índice de estabilidad. Se incluyeron 

además,  definiciones, relaciones y ejemplos de métricas probabilísticas. 

   En el capítulo 1 se presenta una revisión de los artículos de investigación que han 

sido publicados previamente y que están relacionados con el tema de la tesis, así 

como los resultados que se obtuvieron durante los cursos de Trabajo de 

Investigación I, II y III del programa doctoral. Estos resultados (ver el Teorema 1.1. 

y Teorema 1.2.) incluyen las primeras desigualdades de estabilidad encontradas en 

términos de la métrica de Prokhorov para un problema planteado usando el criterio 

de costo total esperado descontado. Se anexan las demostraciones de cada uno de 

los Teoremas que se encontraron, y finalmente se presentan dos ejemplos de 

aplicación: el primero (ver ejemplo 1.1.), referido a un sistema  de líneas de espera 

bajo el supuesto de que AxA )(  para todo Xx ; mientras que el segundo 

ejemplo de aplicación (ver ejemplo 1.2.) se refiere al proceso de regularización del 

nivel de agua en una presa, y se resuelve bajo el supuesto de que )(xA  puede 

depender de Xx . En ambos ejemplos se validan los supuestos y luego se aplica 

el resultado obtenido en cada uno de los dos Teoremas encontrados. En el segundo 

ejemplo se aplican las relaciones existente entre las métricas probabilísticas, para 

establecer las desigualdades de estabilidad encontradas, en términos de diferentes 

métricas probabilísticas. 

   El capítulo 2 está basado en un artículo de investigación realizado por Martínez, 

Zaitseva (2015) y que fué publicado en la revista Kybernetica. Se usa el criterio de 

costo promedio por unidad de tiempo y bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de 

Lipschitz se encuentra una cota superior que queda en términos de la métrica de 

Prokhorov, para el índice de estabilidad de un proceso general de Markov a tiempo 

discreto. El resultado principal de este capítulo es el Teorema 2.1.  
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Como ejemplo de aplicación se incluye un modelo de control para el proceso de 

regularización del nivel del agua de una presa (continuación del ejemplo 1.2. 

presentado en el capítulo 1). Además, se desarrolla a detalle un contraejemplo 

tomado de Gordienko et al. (2009) para mostrar la importancia de las condiciones 

de ergodicidad (ver supuesto 2.1.), y que cuando no se satisfacen, el resultado 

puede ser un proceso no estable. Al final del capítulo se incluye la prueba del 

Teorema 2.1. 

   En el capítulo 3, se presenta un ejemplo de aplicación acerca de consumo-

invesión, por lo que a diferencia de los dos primeros capítulos, en éste es más 

conveniente usar el criterio de recompensa total esperada. Específicamente, se 

aplica este criterio a un proceso de decisión de Markov (MDP) transitorio. Los 

resultados presentados en este capítulo están basados en un artículo de 

investigación realizado por Gordienko, Martínez, Ruiz-de-Chavez (2015) publicado 

en Progress in Probability, Birkhäuser. Se prueban las desigualdades encontradas 

para estimar el índice de estabilidad con respecto a la métrica de Variación Total y 

a la métrica de Prokhorov. Estas desigualdades encontradas, se presentan en los 

Teoremas 3.1 y 3.2. Se muestran dos ejemplos de aplicación: uno, referido al 

problema de paro óptimo y el segundo, de consumo-inversión. En ambos ejemplos 

se busca acotar superiormente el índice de estabilidad usando la métrica de 

Variación Total. 

   En el capítulo 4 se presenta el análisis de estabilidad para un ejemplo particular 

tomado de Dynkin, Yushkevich (1979). En este caso se usa el criterio de 

recompensa esperada descontada, ya que el ejemplo involucra consumo e ingreso 

a lo largo del tiempo. Usando las fórmulas explícitas para las políticas estacionarias 

óptimas y para las funciones de valor, se calcula explícitamente el índice de 

estabilidad para el criterio descontado, y se investiga su comportamiento cuando el 

coeficiente de descuento se aproxima a uno. 

   Finalmente, en el capítulo 5 se presentan las conclusiones obtenidas en la tesis y 

se proporciona una breve reseña de un nuevo criterio de optimización llamado 
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sensible al riesgo para el cual, se proponen una serie de problemas que se dejan 

abiertos para futuras investigaciones.  

   La tesis incluye tres apéndices. En el apéndice A se presentan algunas 

definiciones y resultados importantes que se usarán en los procesos controlables, 

en el apéndice B se muestra un listado de las métricas probabilísticas que 

comunmente se usan en la teoría de probabilidad, mientras que en el apéndice C 

se presentan las ecuaciones de optimalidad y las condiciones para la existencia de 

políticas estacionarias óptimas para los criterios usados en la tesis. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

Capítulo 1. 

Antecedentes y primeros resultados obtenidos 
para el problema de control óptimo usando el 
costo total esperado descontado. 

 
    En este capítulo, en la sección 1.1. se hace una revisión de la literatura, así como 

de los artículos de investigación que han sido publicados, y que guardan relación 

con el tema de la tesis.  

   Así mismo, en la sección 1.2. se presentan los primeros resultados obtenidos (bajo 

supuestos muy relajados) durante los cursos de Trabajo de Investigación I, II y III 

del programa doctoral. Estos resultados encontrados se presentan en el Teorema 

1.1. y en el Teorema 1.2. de este capítulo, y muestran las primeras desigualdades 

de estabilidad obtenidas y expresadas en términos de la métrica de Prokhorov. En 

ambos Teoremas mencionados se usó el criterio de costo total esperado 

descontado y las condiciones de Lipschitz sobre cierta clase de funciones. 

      Puesto que la investigación de la estabilidad de procesos controlables tiene 

“inclinación hasta aplicaciones”, una tarea natural de la tesis consiste en la 

búsqueda de nuevas aplicaciones de las desigualdades de estabilidad obtenidas. 

En otras palabras, es interesante estudiar ejemplos de unos modelos de control 

“reales” para los cuales se cumplen las condiciones de los Teoremas 1.1. y 1.2. y 

que sea posible estimar de alguna manera la distancia de Prokhorov, ),( ~
 DD , en 

las correspondientes desigualdades (como en (XVII)).  

   Como primer ejemplo, se considera un modelo de líneas de espera con servicio 

controlable (consulte Kitaev, Rykov (1995), Gordienko et al. (2008)). Como segundo 

ejemplo, se considera un modelo simple para el proceso de regularización del nivel 

de agua  en  una presa  (consulte por  ejemplo,  Hernández-Lerma (1989), 

Asmussen (1987)). 
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1.1.- Revisión de artículos de investigación publicados. 

    El estudio sistemático así como el de aplicaciones de métricas probabilísticas 

básicamente inició con el famoso trabajo de Prokhorov (1956) donde, entre muchas 

otras cosas importantes introdujo la métrica , ahora conocida como la métrica de 

Prokhorov.  

   La métrica , “metriza” la convergencia débil y desde que apareció publicada en 

el artículo de Prokhorov (1956) ha sido usada en diversas aplicaciones, 

principalmente en la investigación de convergencia y aproximación de procesos 

estocásticos (con trayectorias interpretadas como vectores en un espacio métrico 

adecuado). 

 
   En los años sesenta, R. Dudley propuso otra famosa métrica probabilística d , 

ahora llamada métrica de Dudley  (véase por ejemplo Dudley (1968)).  

 
   Dudley demostró (consulte Dudley (1989)) que las métricas de Prokhorov y de 

Dudley son equivalentes en un sentido fuerte. 

 
   A pesar de que la métrica de Prokhorov se usa con mayor frecuencia en el estudio 

de aproximación de procesos estocásticos (por ejemplo, por “procesos empíricos”), 

ocurrió que para propósitos de esta tesis la estructura de la métrica de Dudley tiene 

muchas ventajas (comparando con la de Prokhorov) para resolver los problemas de 

estimación de la estabilidad planteados en esta tesis. Sin embargo, la relación dada 

en (XXI) permite pasar a desigualdades correspondientes expresadas en términos 

de la métrica de Prokhorov. 

 
   Durante los años 70-90´s aparecieron muchos trabajos en los que se desarrolla la 

teoría general de métricas probabilísticas y sus numerosas aplicaciones a teoremas 

de límite de probabilidad, véase por ejemplo, Zolotarev (1976b), Senatov (1998), 

Rachev, Rüschendorf (1998), Rachev (1991), así como en estadística matemática, 
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en particular en problemas de estimación por distribuciones empíricas, que tienen 

relación con el tema de esta tesis, véase por ejemplo Van der Vaart, Weller (1996), 

Dudley (1969), Rachev (1991), Gordienko et al. (2008). También se publicaron 

bastantes trabajos que incluyeron la investigación cuantitativa acerca de la 

continuidad (o “estabilidad”) de distribuciones de procesos estocásticos generales y 

aplicados bajo algunas perturbaciones de unos parámetros o distribuciones.  Véase, 

por ejemplo Zolotarev (1976a, 1976b), Kalashnikov (1983,1995),  Borovkov (1977),  

Rachev (1991). 

 
     Paralelamente han sido desarrollados los métodos de estimación de tasas de 

convergencia a distribuciones invariantes de procesos de Markov a tiempo discreto 

(no controlables, véase por ejemplo Tweedie (2001), Balaji, Meyn (2000), Meyn, 

Tweedie (2009), Asmussen (1987), Kartashov (1985)). Resultó que en esa área de 

investigación más útiles que las “métricas débiles” (como de Prokhorov o de Dudley) 

surgieron métricas probabilísticas que es posible denominar  como  “fuertes”; estas  

son  del  tipo  de  la distancia de Variación Total ( o sus versiones ponderadas). 

 
   Acerca de procesos estocásticos a tiempo discreto controlables, las primeras 

aplicaciones de métricas probabilísticas (para estudiar su estabilidad bajo 

perturbaciones de distribuciones) aparecen en los trabajos de Van Dijk (1988), Van 

Dijk, Puterman (1988) para procesos en espacios discretos, y de manera 

independientemente en Gordienko (1985,1992) para procesos en espacios 

generales. 

 
   En los siguientes años se publicaron artículos sobre estimación cuantitativa de la 

estabilidad  de  procesos  en  espacios  finitos,  véase  por  ejemplo  Van Dijk, Sladky 

(1999). Para procesos de Markov en espacios generales (de Borel), las 

investigaciones (cuantitativas) de estabilidad (“continuidad”, “robustez”, - 

terminología no establecida formalmente -) bajo perturbaciones de probabilidades 

de  transición  han  sido  realizadas en particular, en los siguientes trabajos: Muller 

(1997), Montes-de-Oca, Salem-Silva (2005), Favero, Runggaltier (2002) , Montes-
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de-Oca et al. (2003), Gordienko (1994), Godienko, Salem (1998,2000), Gordienko, 

Yushkevich (2003), Gordienko et al. (2008, 2009).  

   Además de varias métricas probabilísticas y sus propiedades, en los trabajos 

arriba mencionados se usó ampliamente la técnica de operadores contractivos en 

unos espacios funcionales, por ejemplo, en espacios con “normas ponderadas” (ver 

Wessels (1977)). Los operadores para los cuales se demuestra que tienen ciertas 

propiedades de “contractividad” normalmente aparecen en ciertas ecuaciones 

funcionales llamadas “ecuaciones de optimalidad”, consulte por ejemplo, 

Hernández-Lerma (1989), Hernández-Lerma, Lasserre (1996), Vega-Amaya (2003).  

    
   Resultó que establecer cotas superiores para el índice de estabilidad es 

relativamente fácil combinando las propiedades de contracción con las propiedades 

de las métricas probabilísticas fuertes. Por esa razón, en todos los artículos 

previamente mencionados, con excepción de Gordienko et al. (2008, 2009) usaron 

métricas de Variación Total o de Variación Total Ponderada. 

      No obstante, en situaciones importantes (y frecuentemente en aplicaciones) las 

desigualdades de estabilidad expresadas en las “métricas fuertes” son poco útiles 

cuando por ejemplo, las probabilidades de transición del proceso (desconocidas 

parcial o completamente) se aproximan por una estimación (como distribuciones 

empíricas) estadística.  

   Las distribuciones empíricas no convergen a la distribución original en la métrica 

de Variación Total, Vr , pero sí convergen con respecto a la métrica de Prokhorov,

 , o con respecto a la métrica de Dudley, d , y además, con una tasa conocida en 

muchos casos. 

 
   En los artículos Gordienko et al. (2008, 2009) se obtienen unas desigualdades de 

estabilidad en los términos de la métrica “débil” llamada la métrica de Kantorovich, 

  (véase la definición en el Apéndice B). La convergencia en esta métrica equivale 

a la convergencia débil más la convergencia de los primeros momentos absolutos 
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de vectores aleatorios, (véase Rachev, Rüchevdorf (1998)). El uso de esta métrica 

permite trabajar con funciones de costo no acotadas e implementar las 

aproximaciones por distribuciones empíricas. 

   En  estos  últimos  artículos  referidos  (Gordienko et al. (2008, 2009)) se investiga 

la estabilidad con respecto a los criterios clásicos de optimalidad: El criterio de costo 

total descontado y el criterio de costo promedio por unidad de tiempo. 

Procesos de control no estables. Para los criterios de costo descontado y de 

costo promedio, hay ejemplos de procesos de control como los dados en (IV) y en 

(V) que son no estables, es decir, tales que el índice de estabilidad no se aproxima 

a cero cuando la “distancia” entre las probabilidades de transición p  y p~  convergen 

a cero (véase Gordienko (1994), Gordienko, Salem (2000), Gordienko et al. (2009)).    

   En la sección 2.3 del siguiente capítulo se desarrolla a detalle un contraejemplo 

tomado de Gordienko et al. (2009) en el que se muestra un proceso de control que 

no es estable usando la métrica de Kantorovich  . Específicamente este ejemplo 

muestra que 1)(  xJ cuando 0),( ~ 
 DD ; donde )(xJ  es el índice de 

estabilidad  usando el criterio de costo promedio. 
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1.2.- Planteamiento y resultados obtenidos usando  

el criterio de costo total esperado descontado. 

 

   En las siguientes secciones se consideran una subclase (de hecho, muy amplia) 

de procesos controlables de Markov que tienen la estructura explicada en (IV) y (V), 

las cuales se transcriben a continuación: 

),,( 1 tttt aXFX   , ,...2,1t     para el “proceso original” ,              (1.1) 

y su aproximación accesible,  

)
~

,~,
~

(
~

1 tttt aXFX   , ,...2,1t               (1.2) 

    
   La única diferencia entre los procesos (1.1) y (1.2) consiste en las distribuciones 

diferentes D  y 
~D  de vectores aleatorios independientes e idénticamente 

distribuidos ,..., 21   y ,...
~

,
~

21  . Mientras que los espacios de estados y controles, así 

como los vectores aleatorios cumplen los supuestos generales mencionados en la 

introducción.  

 

   Los resultados encontrados y que se presentan a continuación, se obtuvieron bajo 

el supuesto de que AxA )(  para la sección 1.2.1., mientras que en la sección 

1.2.2. se considera que )(xA  es general, es decir, puede depender del estado x . 
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1.2.1.- Resultados obtenidos para el costo total esperado descontado. 

(Caso 1. Cuando AxA )(  no depende de los estados Xx ).  

 
   Bajo los supuestos 1.1. y 1.2. que se introducen más adelante, se asegura la 

existencia de políticas óptimas estacionarias, ** f   y  
**

~~ f , para los procesos 

dados en (1.1) y (1.2) usando el criterio de costo total descontado definido en (VIII). 

   Las funciones de valor (véase (XIV)) para el proceso original dado en (1.1) y para 

el proceso aproximado dado en (1.2), quedan definidas por *V  y *

~
V , 

respectivamente. Por lo que para medir el aumento en el costo por tal aproximación, 

se usa el índice de estabilidad definido en (XVI), y que bajo el criterio de costo total 

descontado se denotará por 
V . 

   Bajo las condiciones arriba mencionadas se procedió a resolver el problema de 

estimación de la estabilidad. El resultado encontrado fué una desigualdad de 

estabilidad del siguiente tipo: 

),()( ~


DDKxV    ,  Xx ,                                                      (1.3) 

donde para cada x , 

K : es una constante explícitamente calculable y que no depende del  

estado inicial x ; 

 
 ~, DD  : es la distancia de Prokhorov dada en (XVIII) entre las  

distribuciones de  ,
~

; 

 ,
~

: son vectores aleatorios i.i.d. como ,..., 21   y ,...
~

,
~

21    

respectivamente.  

 
   En esta tesis la cota dada en (1.3) se logró demostrar bajo ciertas condiciones de 

Lipschitz. La demostración usa las propiedades contractivas de operadores 

involucrados en las correspondientes “ecuaciones de optimalidad”. Es importante 

mencionar que bajo las condiciones usadas, dichos operadores en espacios 
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funcionales conservan la “continuidad de Lipschitz” (véase Gordienko (1985), 

Hinderer (2005), Laraki, Sudderth (2004)) y esta peculiaridad es apta con la 

definición de la métrica de Dudley. 

   Además de los supuestos generales dados en la introducción, se requiere de los 

siguientes dos conjuntos adicionales de supuestos.   

   Supuesto 1.1.  

(i) A  es compacto y AxA )(  para cada  Xx . 

(ii) La  función de costo  por  un paso  :),( axc  K R  es acotada,  es decir,    

| )(kc | b  para cada k K. 

(iii) Para cada ,Xx  la función de costos ),( xc es inferiormente 

semicontinua en A . 

(iv) Para cada función continua acotada RXu :  , las funciones: 

   ),,(:,´ axFEuaxu   ; 

   )~
,,(:,´´ axFEuaxu  ,   

son continuas en K. 

 

   El segundo conjunto de supuestos (más restrictivo) impone las “condiciones de 

Lipschitz” en la función de costos de un paso y en las probabilidades de transición 

de los procesos (1.1) y (1.2). 

 
Supuesto 1.2.  

Existen constantes finitas 1L , 2L , 
3L  tales que se cumple lo siguiente: 

(i) | ),(),( axcaxc  | ),(1 xxL     para toda Xxx , , Aa . 

(ii)   ),(),,(),,,( 2 xxLaxFaxFE    para toda  Xxx , ,  Aa . 

(iii) 12 L . 

(iv)   ),(),(),,( 3 ssrLskFskF   para toda k K; Sss , . 
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(v) Para cada SsXx  , , la función  sxF ,,  es inferiormente 

semicontinua en A . 

   Recordando la definición (XIV), la función de valor para este problema particular 

usando el criterio de costo total esperado descontado, queda definida de la siguiente 

manera: 

   ),(inf:),(:)( **  


xVxVxV


  , Xx  ,                                (1.4) 

donde ),(  xV  es el funcional dado en (VIII). 

 

Lema 1.1. (Resultado obtenido).  

Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., la función de valor *V  satisface las condiciones de 

Lipschitz con la constante 
2

1

1 L

L
L


 . 

 
Demostración: 

Sea 0:0 V . Luego, defínase la siguiente función: 

  ),,(),(inf:)( 1  axFEVaxcxV n
Aa

n 


 ,  para   ,...2,1n  

   El siguiente resultado es bien conocido:  )()( * xVxVn    uniformemente  en  Xx

cuando n  , (véase Hernández-Lerma, Lasserre (1996)).  

   Por otro lado, bajo el supuesto 1.1. inciso (i) y el supuesto 1.2. inciso (i) se afirma 

que  11 )( LLipxV  , es decir, 1V  satisface la condición de Lipschitz con la constante 

1L .         

    Para ver lo anterior, por definición se tiene que 

    axcEVaxcxV
AaAa

,inf),(inf:)( 01


  .  
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   Sean Xyx , ,  y usando el supuesto 1.2. inciso (i), se obtiene que 

  | )()( 11 yVxV  |
Aa

sup | ),(),( aycaxc  | ),(1 yxL  .   

 Por lo que  11 )( LLipxV  . 

   Se probará ahora que la función 2V  es también Lipszchitz con la constante 

12)1( LL . 

   Por definición, la función 2V  está dada por     .),,(),(inf:)( 12  axFEVaxcxV
Aa




 

   Ahora, para Xyx , , se tiene que 

| )()( 22 yVxV  | 
Aa

 sup | ),(),( aycaxc  |  |    ),,(),,( 11  ayFEVaxFEV   | , 

y usando el supuesto 1.2. inciso (i), de la desigualdad anterior se obtiene que  

| )()( 22 yVxV  | EyxL
Aa

 sup),(1  |    ),,(),,( 11  ayFVaxFV   |, 

y como 1V  es Lipschitz con constante 1L , se tiene que 

| )()( 22 yVxV  |  ),,(),,,(sup),( 11  ayFaxFELyxL
Aa

 . 

   Ahora, usando el supuesto 1.2. inciso (ii), se obtiene la siguiente desigualdad 

| )()( 22 yVxV  |   ),(1 21 yxLL   , ., Xyx   

      Por lo que  122 )1()( LLLipxV  . 

 
   Usando inducción, supongamos que para un 1n   fijo, se cumple que 

 1

1

22 ))(1()( LLLLipxV n

n

   . Entoces para Xyx , : 

| )()( 11 yVxV nn   | 
Aa

 sup | ),(),( aycaxc  |  |  |  

        

   ),,(),,(  ayFEVaxFEV nn 

 ),,(),,,(sup))(1(),( 1

1

221  ayFaxFELLLyxL
Aa

n



 
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      . 

   Por lo que  1221 ))(1()( LLLLipxV n

n    , para cada 0n . 

   Usando el hecho de que  )(lim)( 1* xVxV n
n




  uniformente en Xx , y por el 

supuesto 1.2. inciso (iii), se obtiene que para Xyx , , 

| )()( ** yVxV  |    





0

21 ,
i

i
yxLL    , es decir,   












2

1
*

1
)(

L

L
LipxV


. 

   Por lo que *V  es Lipschitz para la constante 
2

1

1 L

L


. 

 

La siguiente definición se usará en la demostración del lema 1.2. 

Definición 1.1. Sea k  K; defínase  la función k , como    RSkFVk  :),(:)( * . 

 

Lema 1.2. (Resultado obtenido)  

Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., y para cada k  K, la función )(k  satisface la 

condición de Lipschitz con constante 
2

31

1 L

LL


. 

Demostración: 

   Sean ́,kk  K, Sss ́, ;  por la definición 1.1., se tiene que 

  | ´)()( ss kk   |  =  |    ´),(),( ** skFVskFV   , 

y por el lema 1.1., se llega a la siguiente desigualdad: 

  | ´)()( ss kk   |      ´),(),,(
1 2

1 skFskF
L

L



. 

 yxLLL n ,))(1( 122   

 yx
L

L
,

1 2

1 



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   Ahora, aplicando el supuesto 1.2. inciso (iv), de la desigualdad anterior se obtiene 

lo siguiente: 

   | ´)()( ss kk   |     ´,
1 2

31 ssr
L

LL


. 

Es decir,  











2

31

1 L

LL
Lipk


  en S . 

 

   Se denotará por B al espacio de Banach de todas las funciones medibles 

RXu :  , para las cuales la norma ||u || 
Xx

 sup | )(xu |  es finita. 

   Para una demostración de la siguiente proposición, ver el teorema 4.2.3 (b) de 

Hernández-Lerma, Lassarre (1996). 

 

Proposición 1.1.  

Para ambos procesos de control (1.1) y (1.2), bajo los supuestos 1.1. y 1.2., existen 

políticas óptimas estacionarias denotadas por  ,, *** fff   y  ,~
,

~~
*** fff   

respectivamente. 

   Además, las funciones de valor correspondientes *V  , *

~
V    B, y por el lema 1.2. 

la función *V   es Lipschitz. 

   En particular, para cada ),( ax K fijo, las esperanzas  ),,(* saxFEV  y 

 ´),,(
~

* saxFVE  están bien definidas.  

    
   La proposición 1.1. permite reescribir el índice de estabilidad definido en (XVI),  

V , de la siguiente manera:  
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.,),()
~

,()( ** XxfxVfxVxV  
                                      (1.5) 

   El primer resultado obtenido en la tesis para acotar el índice de estabilidad en 

términos de la métrica de Prokhorov, es el siguiente Teorema: 

 

Teorema 1.1. 

 Bajo los supuestos 1.1. y 1.2., se tiene que 

),()(sup ~


DDKxV
Xx




 ,              (1.6) 

donde:                         

   :  es la métrica de Prokhorov definida en (XVIII), y 

   
  















2

31
2

111

4

L

LLb
K




  .                                         (1.7) 

Demostración: 

   El inicio  de  la  demostración  es  igual  a  la primera parte de la prueba del 

Teorema 1 que aparece en el artículo Gordienko et al. (2008),  por lo que a 

continuación se presentan las incorporaciones y desarrollos requeridos para la 

prueba del Teorema 1.1. de la tesis. 

      Sean  ,, ff  ,  ,~
,

~~ ff  las políticas óptimas estacionarias para los 

procesos (1.1) y (1.2) respectivamente, y **

~
, VV  las funciones de valor 

correspondientes. 

      Entonces (ver cap. 8 de Hernández-Lerma, Lasserre (1999))  *V  , *

~
V    y ff

~
,  

satisfacen las siguientes ecuaciones de optimalidad (más aún, *V   y  *

~
V  son las 

únicas soluciones a estas ecuaciones): 

     ),,(),(inf:)( *
)(

*  axFEVaxcxV
xAa



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                  )),(,()(, *  xfxFEVxfxc   ,        (1.7.1) 

  )
~

,,(
~

),(inf:)(
~

*
)(

*  axFVEaxcxV
xAa




 

          )~
),(

~
,(

~
)(

~
, *  xfxFVExfxc   .        (1.7.2) 

    Para toda ),( ax K  se definen: 

    ),,(),(:),( *  axFEVaxcaxH   , 

    )~
,,(

~
),(:),(

~
*  axFVEaxcaxH   . 

   Como ha sido mostrado en Gordienko et al. (2008), el índice de estabilidad (1.5) 

se puede representar como: 

    




 
1

1:)(
i

tx

t

V Ex 


 ,                  (1.7.3) 

donde      axHaxH t
xAa

ttt
t

,inf,: 1
)(

1
1







 ,                  (1.7.4) 

y   1,,1  tax tt   es la trayectoria del proceso (1.1) aplicando la política de control 

 ,~
,

~~ ff .  

   Por la definición de (1.7.2) y de (1.74) junto con el hecho de que ~  es óptima para 

el proceso (1.2), se obtiene que 

       axHaxHaxHaxH t
xAa

t
xAa

ttttt
tt

,inf,
~

inf,
~

, 1
)(

1
)(

11
11










 , 

lo cual implica que 

| t |  
)( 1

sup2



txAa

 |    axHaxH tt ,
~

, 11    | , 

y por la definición de la funciones H  y H
~

, se tiene que 

  | t | 
)( 1

sup2



txAa

 |    )~
,,(

~
),,( 1*1*  axFVEaxFEV tt    | . 
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   Luego, aplicando la desigualdad del triángulo, se llega a que 

 |
t |       

)( 1

sup2
 txAa

 |    )~
,,(),,( 1*1*  axFEVaxFEV tt    |    + 

   
)( 1

sup2



txAa

 |    )~
,,(

~
)

~
,,( 1*1*  axFVEaxFEV tt    | .             (1.7.5) 

Sea:  

  sup:, ~ 
 DD |    )~

,,(),,( **  axFEVaxFEV   | ),(: ax K .           (1.7.6) 

   Entonces de (1.7.6) se observa que el primer sumando del lado derecho de (1.7.5) 

está acotado por  
 ~,2 DD .  

   Por otro lado, aplicando el supremo sobre 1tx  en (1.7.5), el segundo término del 

lado derecho queda expresado como 

     
)( 1

sup2
 txAa

 |    )~
,,(

~
)

~
,,( 1*1*  axFVEaxFEV tt   |     2 || **

~
VV  ||  .           (1.7.7) 

   En Hernández-Lerma, Lasserre (1999) se prueba que los siguientes operadores: 

     ),,(),(inf:)(
)(

 axFEuaxcxTu
xAa




 ,        (1.7.8) 

  )
~

,,(),(inf:)(
~

)(
 axFEuaxcxuT

xAa



 , 

son contractivos en B con módulo  . Por lo que (1.7.1), (1.7.2) se pueden expresar 

como  ** TVV    y  **

~~
VTV  . 

   Ahora, dado que *V  y  *

~
V  son puntos fijos de estos operadores, se obtiene que 

   || **

~
VV  ||      || **

~~
VTTV  ||   , 

   o bien, aplicando la desigualdad del triángulo 

   || **

~
VV  ||      || **

~
VTTV  ||      || **

~~~
VTVT  ||   
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       || **

~
VTTV  ||       || **

~
VV  ||    

       
1

1
|| **

~
VTTV  ||    

   
Kax  ),(

sup
1 


|    )~

,,(),,( **  axFEVaxFEV  |  . 

      Usando la definición dada en (1.7.6), se obtiene que la desigualdad anterior se 

puede expresar como 

|| **

~
VV  ||      





~,

1
DD


. 

   Sustituyendo esta última expresión en (1.7.7), se obtiene que el segundo término 

del lado derecho de (1.7.5) está acotado por  





~,

1

2
DD


 , y entonces (1.7.5) 

queda acotado por 

X

sup  | t |       
 ~,2 DD       





~

2

,
1

2
DD


, 

           





~,

1

2
DD


.                                                       (1.7.9) 

      Finalmente, sustituyendo (1.7.9) en (1.7.3) se obtiene que 

 

















1

~
1 ,

1

2
:)(sup

i

t

V
X

DDx








 

            
 

 





~

2
,

1

2
DD


.                                                         (1.7.10) 

   Ahora, para acotar la parte derecha de (1.7.10) se usará la definición de la métrica 

de Dudley dada en (XX) y la definición dada en (1.7.6). Por el lema 1.2., la función 

de valor 











2

31
*

1 L

LL
LipV


 y por otro lado, es fácil ver que  || *V ||      

1

b
. 
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   Entonces, por la definición de la métrica de Dudley y la definición de (1.7.6) se 

tiene que (1.7.10) se puede acotar de la siguiente forma: 

      



 ~

2

31
~ ,

11
, DDd

L

LLb
DD 













 . 

   Juntando esta última desigualdad con (1.7.10) y (XXI), finalmente se obtiene que 

       )(sup xV
X


     

 
 





~

2

31
2

,
111

4
DD

L

LLb













.    

Lo cuál demuestra el Teorema 1.1. 

 

 

Ejemplo 1.1. 

Sistema de línea de espera del tipo DGI  

 con la tasa del servicio controlable 

 
     Se considera un proceso de control de Markov definido por la siguiente ecuación: 

   tttt axx 1   , para ,...2,1t           (1.8) 

donde   ,0:Xxt  es el tiempo de espera del t -ésimo cliente; 

  ),0(,)( 10  xAAat , 100    ,  ta  es el tiempo (controlable) de servicio 

del t -ésimo cliente, y 
t  es el intervalo entre llegadas del  1t -ésimo y el t -ésimo 

cliente. Se supone que ,..., 21   son variables aleatorias i.i.d. positivas. La ecuación 

(1.8) describe el tiempo de espera en un sistema de colas DGI  con una tasa de 

servicio controlable ta  . Si la distribución D  de 1   es desconocida y se le 

aproxima por una distribución 
~D  de 1

~~
  , entonces resulta “un proceso 

aproximado” que puede expresarse como:  
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   tttt axx 
~~~~

1
    ,  para ,...2,1t .                 (1.9) 

   Se denotará por ),( axc  el costo que se paga si el tiempo de espera es x  y la 

duración del servicio es a . Se asume que c  satisface el supuesto 1.1., incisos (ii), 

(iii), así como el supuesto 1.2. inciso (i). 

   En el contexto del problema de estabilidad, el proceso (1.8) fué estudiado por 

Gordienko, Salem (1998) usando la métrica de Variación Total. 

   En esta tesis, para este  ejemplo se verificarán los supuestos 1.1. y 1.2. para el 

proceso (1.8) y así poder aplicar el resultado que se presentó en el Teorema 1.1. y 

poder establecer la estabilidad en términos de la métrica de Prokhorov. 

Validación de los supuestos 1.1. y 1.2. Para comprobar la condición (ii) del 

supuesto 1.2., obsérvese que la función  zz ,0max)(  , Rz , satisface la 

condición de Lipschitz con la constante 1. Entonces, para cualquier Rsa ,  fijos, la 

función de   ,0x  dada por   sax  es de Lipschitz con la constante 1. 

   Lo anterior implica que  ),´,(),,,(  axFaxFE     ´, xx , por lo que 

seleccionando la constante 12 L  se cumple el supuesto 1.2. inciso ii). 

   Como 12 L , es claro que 12 L , por lo que la condición (iii) del supuesto 1.2. 

también se satisface. 

   La condición (iv) del supuesto 1.2. se verifica análogamente y resulta que 

  ),(),(),,( ssrskFskF  . Es claro que para una constante 13 L  se satisface este 

inciso (iv). El inciso (v) del supuesto 1.2. es evidente. La condición (iv) del supuesto 

1.1. se verifica fácilmente. 

   Por lo tanto, aplicando el resultado obtenido en el Teorema 1.1., ver (1.6) y (1.7), 

se obtiene la siguiente cota para el índice de estabilidad en este ejemplo: 

 
 

),(
1

4
~

3
1







DD
Lb

V



 . 
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1.2.2.- Resultados obtenidos para el costo total esperado descontado. 

(Caso 2. Asumiendo que  xA  puede depender de Xx .) 

 
   Para obtener una desigualdad como la dada en el Teorema 1.1., ver (1.6), para 

los procesos (1.1) y (1.2) bajo esta situación más general, ahora se requieren unas 

condiciones más restrictivas (comparando con la subsección anterior). Se 

necesitan, para mostrar que las soluciones de la ecuación de optimalidad  

(funciónes de valor) pertenecen a la clase de funciones de Lipschitz. 

 
Supuesto 1.3. 

Existen constantes finitas b ,
0L , 1L , 2L , 3L  tales que se cumple lo siguiente: 

(i)  bkc )(   para cada k K; 

(ii) ),()()( 0 kkLkckc      para todo kk, K; 

(iii)   ),()(),( 1 xxLxAxAh     para toda Xxx , , donde   .h  es la métrica de 

Hausdorff, definida en el apéndice B. 

(iv) Vr   ),(),(),,( 2 kkLskFskF     para toda kk, K, Ss   donde  Vr  ,  es 

la métrica de Variación Total definida en (XX); 

(v)   ),(),(),,( 3 ssrLskFskF    para toda k K  y  Sss ,  ; 

(vi) Para cada Xx , y la función acotada RXu : , se tiene que la función 

 ´),,( saxFEua   es inferiormente semicontinua en )(xA . 

 
 

Lema 1.3. (resultado obtenido)   

Bajo el supuesto 1.3. , la función de valor Vdefinida en (1.4) satisface la condición 

de Lipschitz con la constante   















1
1 2

0`1

bL
LLL . 
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Demostración: 

   Por el supuesto 1.3. inciso (i), para cada   se tiene que 







0

),(),(
t

tt

tf

x axcExV   está acotada por 
1

b
, entonces 




 1
*

b
V  . 

   Por otro lado, de los operadores definidos en (1.7.8) se seleccionarán los términos 

que están adentro de los “corchetes” para definir la siguiente función: 

       ),()(:),( *  kFEVkckgaxg   , k  K. 

   Se afirma que la función  kg  es Lipschitz para la constante 







1
2

0

_ bL
LL  . Para 

verlo, sean ),( axk  ,  ´)´,(´ axk  K, entonces: 

  |    ´kgkg  |   |    )´,(´)(),()( **  kFEVkckFEVkc   | , 

      | ´)()( kckc  |     |    )´,(),( **  kFEVkFEV   |.  

   Aplicando el supuesto 1.3. inciso (ii) y el hecho de que  || *V ||      
1

b
se tiene 

que  

  |    ´kgkg  |      ´,0 kkL     



1

b
 Vr  )´(),,(  kFkF . 

   Luego, aplicando el supuesto 1.3. inciso (iv), la desigualdad anterior se puede 

expresar como 

|    ´kgkg  |        ´,
1

´, 20 kkL
b

kkL 






  , 

        ´),(´,
1

_
2

0 kkvLkkv
bL

L 














 . 

   Entonces,   









_

LLipkg   en  K. 
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   Ahora, puesto que  ),(inf
)(

** axgTVV
xAa

   (ver 1.7.8), para ver que la función *V  

es Lipschitz con la constante  
_

1
2

01 )1(
1

1 LL
bL

LLL 














, es suficiente probar 

lo siguiente: 

   Para la función  :g  K R   tal  que  |    ´kgkg  |       ´,
_

kkL  , ́,kk  K, se  sigue  

que para todo Xyx , , Aa  : 

     ),(inf),(inf
)()(

aygaxg
yAaxAa 

         yxLL ,11

_

 .                             (1.10) 

 
Nota 1.1.: 

 Observe que  


),(inf),(inf
)()(

aygaxg
yAaxAa

  

       ),,(),(inf),,(),(inf *
)(

*
)(

 ayFEVaycaxFEVaxc
yAaxAa




 

  | )()( ** yVxV  | . 

Por lo que si se cumple la desigualdad dada en (1.10), entonces se cumple que  

| )()( ** yVxV  |      yxLL ,)1( 1

_

 . 

 Por lo que se concluiría que *V  es Lipschitz en X . 

 

   A continuación se presenta la demostración de (1.10) en base a los argumentos 

dados en Gordienko et al. (2009). 

   Sea ),(inf),(inf:),(
)()(

aygaxgyxq
yAaxAa 

 . Luego por la desigualdad del triángulo se 

obtiene lo siguiente: 

),(inf),(inf),(inf),(inf),(
)()()()(

aygaygaygaxgyxq
yAaxAaxAaxAa 

  , 

  IyxLyxq  ,),(
_

 , 
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donde:  

   ),(inf),(inf
)()(

aygaygI
yAaxAa 

 .       (1.10.1) 

   Se probará que  yxLLI ,1

_

 .                        (1.10.2) 

   Si se asume que no se cumple la desigualdad dada en (1.10.2), es decir, que 

existe un 0  tal que se satisface lo siguiente: 

    yxLLI ,1

_

.                            (1.10.3) 

   Debido a la compacidad de los conjuntos )(xA , )(yA  y a la continuidad de g , 

existen elementos )(xAax  , )(yAay   para los cuales se alcanzan los ínfimos en 

I , ver (1.10.1). 

   Si se admite por ejemplo que 

  ),(inf),(inf
)()(

aygaygI
yAaxAa 

       yxLL ,1

_

 , 

   ),(),( yx aygayg        yxLL ,1

_

 , 

   ),( xayg        yxLLayg y ,),( 1

_

.                 (1.10.4) 

   Ahora, por el supuesto 1.3. inciso (iii), como    yxLyAxAh ,)(),( 1  , existe 

)(xAa x   tal que    yxLaa xy ,, 1  y consecuentemente se obtiene que 

| ),(),( yx aygayg  |    ´,
_

kkvL , 

     yx aaL ,
_

 , 

   yxLL ,1

_

 . 
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   Lo anterior implica que 

   ),(),( yx aygayg   yxLL ,1

_

 , 

   ),(),( xy aygayg   yxLL ,1

_

 , 

si se sustituye esta última desigualdad en (1.10.4), se obtiene que 

),( xayg    ),( xayg ,          

lo cual contradice el hecho de que xa  es el elemento para el cual el mínimo de 

 ayg ,  sobre )(xA  es alcanzado. Por lo tanto, el supuesto hecho en (1.10.3) es 

falso. 

   Entonces se tiene que   yxLLI ,1

_

 , lo cual implica que 

   yxLLyxLyxq ,,),( 1

__

  . Y por lo tanto 

      























1
1),( 2

01

bL
LLLipyxq . 

   Finalmente, por lo comentado en la nota 1.1. se tiene que 

  























1
1 2

01*

bL
LLLipV , lo cuál demuestra el lema 1.3. 

 

   La función )(k , introducida en la definción 1.1., se usará en el siguiente lema. 

 

Lema 1.4. (Resultado obtenido)  

Bajo el supuesto 1.3. la función k  satisface las condiciones de Lipschitz (en S ) 

con una constante   3
2

01
1

1 L
bL

LL 














. 

Demostración: La demostración es parecida a la realizada para el lema 1.2.  
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Proposición 1.2. (Resultado bien conocido).  

Bajo el supuesto 1.3. para los procesos de control dados en (1.1) y (1.2) existen 

políticas de control óptimas estacionarias denotadas por *f  y 
*

~
f  respectivamente. 

   La demostración de esta proposición se obtiene como consecuencia del Teorema 

8.3.6 de Hernández-Lerma, Laserre (1999). 

 

 
 
   El segundo resultado obtenido en la tesis para acotar el índice de estabilidad en 

términos de la métrica de Prokhorov, es el siguiente Teorema:  

 

 

Teorema 1.2. 

Bajo el supuesto 1.3., el índice de estabilidad dado en (1.5) cumple la siguiente 

desigualdad: 

),()(sup ~


DDKxVXx  ,                              (1.11) 

 
donde:    

 
   20133

)1(1
1

4
bLLLLbK 




 


 .                        (1.12) 
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Demostración: 

   La demostración de este Teorema es parecida a la dada para el Teorema 1.1. de 

la sección anterior. De hecho, bajo el supuesto 1.3. es perfectamente válido tomar 

la cota dada en (1.7.10) para el índice de estabilidad: 

)(xV
      

 
 






~
,

1

2
2

DD


, 

donde  
 ~,DD  está definida en (1.7.6). 

   Para encontrar una cota para  
 ~,DD , se usará la definición de la métrica de 

Dudley.  Por el lema 1.4. , se  tiene  que   

















 3

2
01*

1
1 L

bL
LLLipV




,  y  dado  que  

|| *V ||    
1

b
 , entonces el índice de estabilidad se puede acotar en términos de 

la métrica de Dudley por la siguiente expresión: 

)(xV
      

 
   









~3

2
012

,
1

1
11

2
DDdL

bL
LL

b





















. 

      Finalmente, usando la relación entre las métricas de Dudley y  la de Prokhorov 

dada en (XXI) el Teorema 1.2. queda demostrado. 
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Ejemplo 1.2. 

El proceso de regularización  

 del nivel del agua en una presa 

 
   Una importante aplicación de problemas de control (determinísticos y 

estocásticos) son los relacionados con operaciones de reserva de agua. Una 

excelente  introducción para muchos de estos problemas, incluyendo la conección 

entre estos y sistemas de inventarios, es dada en Yakowitz (1982). 

 
   En el caso más simple de regularización del nivel de agua en una presa se puede 

hacer uso de la siguiente modelación para el proceso original: 









  Uaxx tttt ;min 1     ,  ,...2,1t          (1.13) 

y el respectivo modelo “aproximado” queda como: 









  Uaxx tttt ;~~~min~
1     ,  ,...2,1t          (1.14) 

   En este modelo, la variable estado tx  representa el nivel del stock (volumen) de 

agua que tiene la presa al iniciar el período t ; el control ta  es la cantidad de agua 

que se libera de la presa para consumo familiar, riego, energía eléctrica, etc. durante 

el período t ; y la “perturbación” t  es la cantidad de agua que recibe la presa, en 

forma aleatoria, vía lluvia por ejemplo. 

   Para este ejemplo   UX ,0  ,   ,0S ,  xxA ,0)(   , con Xx , y donde U  es 

la capacidad máxima de la presa.  

   Sea  baxc ),(0  el costo que se paga por el servicio de agua liberada, por 

ejemplo, se puede hacer uso de una función de costo dada por acaxc 0),(   , 

proporcional al consumo de agua, y donde 0c  representaría el costo de una unidad 

de agua. 
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Validación del supuesto 1.3. Para garantizar el cumplimiento del supuesto 1.3. 

para este ejemplo, se admite que se cumplen las siguientes condiciones: 

 C1. El costo por un paso ),( axc  satisface el supuesto 1.3. incisos (i), e  

  inciso (ii). 

 C2. La variable aleatoria   tiene una densidad g , la cuál es: 

a) acotada por una constante gM ; y 

b) satisface la condición de Lipschitz con una constante gL . 

 

   Para  xxA ,0)(  , la condición (iii) en el supuesto 1.3. se verifica directamente 

(usando la definición de la métrica de Hausdorff ) con la constante 11 L  . 

   Denotando axy : , es fácil ver que para cada y  fijo, la función 

 UsysaxF ,min),,(   es Lipschitz en S  con la constante 1. Entonces la condición 

(v) de este supuesto, se cumple con 13 L . 

   A continuación se verificará la condición (iv) del supuesto 1.3.  

Denotando axy :  , ´´´: axy  ,  Uxx ,0´,   ,  xa ,0  ,  ´,0´ xa , y considérese las 

siguientes variables aleatorias:  

     Uyy ,min:)(    , 

     Uyy ,´min:´)(   . 

Puesto que 

   ´),(2´´´ kkvaaxxyy   , 

es suficiente demostrar que para una constante 
~

L  se cumple la siguiente 

desigualdad: 

   Vr   ´´)(),(
~

yyLyy   .               (1.15) 

   En su momento se verá que, según la definición de la métrica de Variación Total 

dada en (XXII), para demostrar (1.15) se debe probar que para cada función medible 

RS : , con || ||  1  se cumple que  



51 
 

 

|    ´)()( yEyE   |    
~

L | ´yy  | . 

Se tiene que 

       

















 UyyEUyyEyE  ;)(;)()(  , 

donde para una variable aleatoria  , se tiene que AIEAE  








;  . 

   Usando la misma representación para  ´)(yE  , se obtiene que 

|    ´)()( yEyE   |       

     |    

















 UyyEUyyE  ´;´)(;)( |  + 

           +    |    

















 UyyEUyyE  ´;´)(;)( |   , 

o bien,  

|    ´)()( yEyE   |      ´),(1 yyI  + ´),(2 yyI  .                         (1.16) 

   Para el segundo término del lado derecho de la última desigualdad se tiene que 

  ´),(2 yyI      | )()( yUPU     ´)()( yUPU   | 

         | )(U |  | 


 yU

dssg )(    


 ´

)(
yU

dssg  |                    (1.17) 

   Sea por ejemplo ´yy  . Entonces de (1.17) y de la condición C2 (véase página 

50), se sigue que 

´),(2 yyI    




´

)(

yU

yU

dssg     gM  | ´yy  | .              (1.18) 

   Sea  Uz ,0  un número arbitrario pero fijo, y dz  que denote un intervalo 

infinitesimal con centro en z . 

   Puesto que 

       Uydzy   , 
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       dzyzgydzPUyydzP   , .  

   Similarmente 

     dzyzgUyydzP ´´´,   . 

   Entonces en (1.16) (tomando en cuenta que 0)( xg  para 0x ),  

 ´),(1 yyI   |  
U

y

dzyzgz )()(      
U

y

dzyzgz
´

´)()(    |  , 

 o bien, suponiendo por ejemplo que ´yy   se tiene que 

 ´),(1 yyI   |  
U

y

dzyzgz )()(      

y

y

dzyzgz
´

´)()(      
U

y

dzyzgz ´)()(  |    

     |  

y

y

dzyzgz
´

´)()(   |    dzyzgyzgz
U

y

|´)()(||)(|       

    gM | ´yy  |     gUL | ´yy  | .             (1.19) 

(Aplicando las condiciones C1 y C2 ). 

   Juntando (1.16), (1.18) y (1.19) se obtiene la desigualdad (1.15) con 

gg ULML  2
~

. 

   Finalmente se ha establecido que para este ejemplo la condición (iv) del supuesto 

1.3. se cumple con  gg ULML  222 . Siguiendo argumentos similares se puede 

mostrar que el inciso (vi) del supuesto 1.3. también se cumple. 

 
   Por lo tanto, en este ejemplo se puede aplicar la desigualdad (1.11) del Teorema 

1.2., obteniéndose lo siguiente:  

      ),()(sup ~,0 
DDKxVUx  .             (1.20)  

donde  

   
 

    gg ULMbLbK 


 2412
1

4
03





 .          (1.21)  
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   Para un caso particular, en el que la función de costo esté dada por acaxc 0),(  , 

se obtienen las constantes Ucb 0  , 00 L , con las que se satisfacen el supuesto 

1.3. y la constante K  dada en (1.21) se convierte en  

  
 

  gg
o ULM
Uc

K 


 241
1

4
3





 . 

   Por otro lado, la distancia ),( ~
 DD dada en (1.20) es muy difícil de calcular. Por 

lo que, para hacer la parte derecha de la desigualdad (1.20) “más calculable”, se 

puede hacer uso de las relaciones entre las métricas que fueron mostradas en la 

sección “Algunos hechos preliminares”. 

   Por lo que, el resultado dado en (1.20) puede ser expresado en términos de otras 

métricas probabilísticas, como se muestra a continuación: 

 Desigualdad (1.20) en términos de la métrica de Variación Total. 

Usando las relaciones (XXIII) y (XXVIII) se puede acotar la parte derecha de 

(1.20) por la siguiente desigualdad de estabilidad: 

      


 
0

~,0 |)()(|)(sup dssgsgKxVUx 
 ,                        (1.22) 

donde la constante K  está dada en (1.21). 

 

 Desigualdad (1.20) en términos de la métrica de Kantorovich. 

Sean  0s , 

   
s

dzzgsG
0

)()(   ; 
s

dzzgsG
0

~~ )()(
  , 

las funciones de distribución de las variables aleatorias   y 
~

, 

respectivamente. 
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Entonces de la relación dada en (XIX) se obtiene que (1.20) se puede 

expresar por a siguiente desigualdad de estabilidad: 

 

 

2
1

0

~,0 |)()(|)(sup 







 



 dssGsGKxVUx 
.             (1.23) 

donde la constante K  está dada en (1.21). 

  

   La integral en la última desigualdad representa la métrica de Kantorovich entre   

y 
~

 (véase apéndice B). La desigualdad (1.23) es más informativa comparada con 

(1.22) puesto que admite la aproximación de G  por las correspondientes funciones 

de distribución empíricas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

Capítulo 2. 

Estimación de la estabilidad de un proceso 
controlable de Markov usando el criterio de 
costo promedio por unidad del tiempo. 

 
 
   Este capítulo está basado en el artículo Martínez, Zaitseva (2015), mismo que fué  

publicado en la revista Kybernetika. En dicho artículo se estudia la estabilidad del 

control óptimo de un proceso general de Markov a tiempo discreto, usando el criterio 

de costo promedio por unidad de tiempo. 

 

  A diferencia del capítulo anterior en el que se usó el criterio de costo total esperado 

descontado, V , cuando se utiliza el criterio de costo promedio por unidad del 

tiempo, J , para acotar el índice de estabilidad 
J , además de “las condiciones de 

Lipschitz” mencionadas en las secciones anteriores, se usarán condiciones 

bastante fuertes de ergodicidad geométrica de los procesos bajo la aplicación  de 

políticas de control estacionarias.  

 
   En Gordienko (1994), Gordienko et al. (2009) se dan ejemplos de procesos de 

control no estables con respecto al costo promedio, en los casos cuando no se 

cumplen unas condiciones de ergodicidad.   

 

   Bajo ciertas condiciones de ergodicidad y de Lipschitz, el resultado que se obtuvo 

es una desigualdad de estabilidad, es decir, se encuentra que el índice de 

estabilidad está acotado por una constante explícita que multiplica a la distancia de 

Prokhorov entre las distribuciones de los vectores aleatorios que determinan el 

proceso controlado “original” y el “perturbado”. 
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2.1.- Especificación del planteamiento del problema  

de estabilidad usando el costo promedio. 

 

   A lo largo de este capítulo se mantendrán válidos los supuestos generales 

mencionados en la introducción y se compararán dos procesos controlables de 

Markov cuyas dinámicas están definidas por las ecuaciones (IV) y (V), mismas que 

se transcriben a continuación: 

    tttt axFx ,,1  ,...2,1t  ;           (2.1)   

 tttt axFx 
~

,~,~~
1  ,...2,1t  .            (2.2) 

   Como antes, las distribuciones de 1 , 1

~
  se denotarán por D , 


~D  

respectivamente. Sea :c  K  R una función mediable y acotada dada, que 

representa el costo de un paso, y 
Kax

b



),(

sup: l ),( axc l. 

   Recordando la definición dada en (IX), para cada estado inicial Xx , y una 

política de control   (ver VI), el costo promedio por unidad de tiempo para cada 

uno de los procesos dados en (2.1) y (2.2) queda expresado, respectivamente, 

como sigue: 

     






n

t

ttx
n

axcE
n

xJ
1

1,
1

suplim:,     ,  Xx   ;                                   (2.3) 

   






n

t

ttx
n

axcE
n

xJ
1

1
~,~1

suplim:,
~    ,  Xx .                                      (2.4) 

   En este capítulo, los funcionales J  y J
~

 son las magnitudes a ser minimizadas. 

Una política óptima *  (cuando exista), para el proceso dado en (2.1) es tal que 

   )(:),(inf),( ** xJxJxJ 





 ,  Xx ,                                               

y una política óptima *
~  para el proceso dado en (2.2), es tal que 

   )(
~

:),(
~

inf)~,(
~

** xJxJxJ 





 ,  Xx . 
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   La siguiente proposición es bien conocida, se puede consultar en el corolario 3.6, 

de Hernández-Lerma (1989), o bien en Gordienko, Hernández-Lerma (1995). 

 
Proposición 2.1.  

Bajo los supuestos 2.1. y 2.2. que se presentan en la siguiente sección, existen 

políticas óptimas estacionarias *f  y 
*

~
f , tales que ),( *fxJ  y )

~
,( *fxJ  no dependen 

de Xx . Es decir, las funciones de valor ** )( JxJ   , **

~
)(

~
JxJ   son constantes, y 

además 

  ),(inf)( *

* 


xJfJJ


  ; ),(
~

inf)(
~~ *

* 


xJfJJ


 .           (2.5) 

 

   Por lo tanto, el índice de estabilidad dado en (XVI) para este criterio queda definido 

como 

    0
~

:)( **  fJfJxJ
,                                            (2.6) 

 donde J  está definido en (2.3). 

 

   El objetivo planteado en este capítulo es el de encontrar una cota superior para el 

índice de estabilidad )(xJ  dado en (2.6) en términos de la métrica de Prokhorov, 

 , es decir, obtener una desigualdad como la dada en (XVII), con una constante 

)(xK  calculada explícitamente y con  zz )( ,   ,0z . 

 

   Las desigualdades como en (XVII) para el caso en el que  Vr ),(   fueron 

mostradas en Gordienko (1992), Gordienko, Yushkevich (2003), Montes-de-Oca, 

Salem-Silva (2005). El uso de estas métricas probabilísticas “fuertes” no permite 

estimar el índice de estabilidad J  cuando por ejemplo, se usan aproximaciones 

por distribuciones empíricas. 

   En el artículo Gordienko et al. (2009) fué probado que para procesos con costos 

c  posiblemente no-acotados y bajo el critero de costo promedio por unidad de 
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tiempo, el índice de estabilidad (XVI) podía acotarse por desigualdades (ver (XVII)) 

del siguiente tipo: 

    ),( ~

___

 DDKJ   ,              (2.7) 

donde 
___

K  es una constante explícitamente calculada, y   es la métrica de 

Kantorovich en el espacio nR  (ver apéndice B para la definción), la convergencia en 

la métrica   es equivalente a la convergencia débil más la convergencia  de  los  

primeros  momentos  absolutos  (ver Rachev, Rüschendorf (1998)). La desigualdad 

(2.7) fué probada bajo la hipótesis de ergodicidad en términos de funciones 

estocásticas de Lyapunov, y usando ciertas condiciones de Lipschitz. 

   Desafortunadamente las condiciones de Lyapunov (ver el supuesto 1 en el artículo 

Gordienko et al. (2009)) usadas en dicho artículo para el caso particular de un costo 

acotado c , resultan en hipótesis de ergodicidad demasiado fuertes (conocidas 

como “condiciones de minorización”, ver el ejemplo dado en Dynkin, Yushkevich 

(1979) y en Gordienko (1988)).  

   El objetivo del artículo Martínez, Zaitseva (2015) y que se presenta en este 

capítulo bajo condiciones de ergodicidad menos restictivas bien conocidas (ver 

Arapostathis et al. (1993), Hernández-Lerma (1989)) dadas a continuación en este 

capítulo en el supuesto 2.1., y para el caso de costo acotado c , es el de mostrar 

una desigualdad de estabilidad del siguiente tipo: 

    ),(ˆ ~
 DDKJ   ,               (2.8) 

donde   es la métrica Levy-Prokhorov definida en (XVIII). 

   Como se mencionó al final de la sección 1.1. de esta tesis, existen procesos de 

control como los dados en (2.1) y (2.2) que son no estables. El ejemplo 1 presentado 

en Gordienko et al. (2009) ofrece PCMs como los dados en (2.1) y (2.2) con una 

función de costo acotado c  , tal que 0),( ~ 
 DD  , donde   es la métrica de 

Kantorovich, mientras que el índice de estabilidad dado en (2.7) se mantiene mayor 

a 1. Para este contra-ejemplo no se satisface el supuesto 2.1. que se introduce en 
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la siguiente sección de este capítulo.  Este contrajemplo se desarrolla a detalle en 

la sección 2.3.  

 

 

2.2.- Supuestos y el resultado encontrado. 

  

Para cada Kaxk  ),(: , B B X , sean: 

       BaxFPkBp  ),,(: 1   ; 

   BaxFPkBp  )
~

,,(:~
1   , 

las probabilidades de transición (kernels), definidas en (II), de los procesos (2.1) y 

(2.2) respectivamente. 

    

   Las condiciones de ergodicidad dadas en el supuesto 2.1. han sido extensamente 

usadas en la literatura de los procesos controlables de Markov bajo el criterio de 

costo promedio por unidad de tiempo, ver por ejemplo Arapostathis et al. (1993) y 

Hernéndez-Lerma (1989). 

 

Supuesto 2.1. Condiciones de Ergodicidad. 

Existe un número 1  tal que se cumple lo siguiente: 

   
Kkk ´,

sup   Vr  (p | (), pk |  2´) k  ;  

Kkk ´,

sup  Vr  (~p | (~), pk |  2´) k . 

donde Vr es la distancia de Variación Total definida en (XXII),  y  K  es el conjunto 

de estados-acciones definido por  )(,,),(: xAaXxAXaxK  . 
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   El segundo conjunto de supuestos imponen “las condiciones de Lipschitz” en la 

función de costo de un paso y en las probabilidades de transición de los procesos 

(2.1) y (2.2). 

 

Supuesto 2.2. Condiciones de Lipschitz. 

Existen constantes finitas 10 ,, LLL  y *L  tales que, para  toda Xxx ́, ; Kkk ́, ;  

Sss ́, , se cumple: 

(i) ´),(´))(),(( 0 xxLxAxAh  ,  donde h  es la métrica de Hausdorff, definida 

en el apéndice B. 

(ii)  | ´)()( kckc  |  kkL ,1 ; 

(iii)  Vr ´),())´,(),,(( 11 kkLkFkF    ; 

(iv) ´),(´)),(),,(( * ssrLskFskF   ; 

(v) Para  cada Xx  y  una  función medible y acotada RXu : , el 

mapeo   
~

,,axFEua   es continuo en  xA . 

 

 
   El principal resultado encontrado en el artículo Martínez, Zaitseva (2015) es el 

siguiente Teorema. 

 
 

Teorema 2.1. 

 Bajo los supuestos 2.1. y 2.2.,  

     
 ~,ˆ DDKJ   ,                                                       (2.9) 

donde : 

    

































 1

2

1

2
1

1

2
18ˆ

*10

b
L

bL
LLK   ,                                 (2.10) 

y  ,  es la métrica de Prokhorov. 
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NOTA 2.1.: 

Si el “parámetro de contractividad”,  , involucrado en el supuesto 2.1., tiende a uno, 

entonces K̂  en (2.10) es del orden   2
1


M . Esto es mejor comparado con la constante 

K  en la desigualdad de estabilidad obtenida en el artículo Gordienko et al. (2009) (usando 

la métrica de Kantorovich), véase (2.7), en donde dicha constante K  es del orden 

  3
1


M . Aunque parecería natural que el mejor orden posible debería de ser a lo mucho 

  1
1


M . 

 
 

   Si se considera el caso cuando 
mRS   y usando la distribución empírica 

  



n

i

nn in
DD

1

1,
~~

1
,,ˆ


   , (donde 

i
 es la medida de Dirac) como “la 

distribución aproximada” de t
~

 en (2.2). La distribución n
D

,
~ˆ
 se obtiene de 

realizaciones i.i.d. del vector aleatorio 
t  en el proceso (2.1). El siguiente resultado 

es una consecuencia directa de la desigualdad dada en (2.9) y de la cota para la 

tasa de convergencia )ˆ,(
,

~
n

DDE
  obtenida en Dudley (1969). 

 
Corolario.   

Sea   un número fijo tal que  m,2max  y 
  2







m

m
. Suponga que 




1E ,  y  que  nn
DD 


,,ˆ

1,
~~   en (2.9), entonces existe una constante finita 

M  tal que: 

     
1

 MnE J     ,    ,...2,1n  

 

 

2.3.- Ejemplos. 

  
  Ejemplo 2.1. Modelo de control para el proceso de regularización del nivel del 

agua en una presa. (La continuación del ejemplo 1.2.) 

   En este modelo simplificado (véase Hernández-Lerma, (1989)) el proceso de 

control del nivel de agua en una presa es descrito de la siguiente manera: 
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    Uaxx tttt ,min 1     ,  1t  , 

 Uaxx tttt ,
~~~min~

1     ,  1t  , 

donde al igual que en el ejemplo 1.2,  U  es la capacidad máxima de la presa,

   tt xxAa ,0:  , 1t  representa los niveles de consumo de agua y  t  ,  t
~

 son 

variables aleatorias no negativas i.i.d que miden la entrada de agua (vía lluvia, por 

ejemplo). Correspondientemente,  UX ,0  ,   ,0S  y al igual que en el ejemplo 

1.2. se admite que se cumplen las condiciones C1 y C2 de dicho ejemplo (véase 

pág. 50). 

Validación de los supuestos 2.1. y 2.2. Previa selección de una función de costo 

de un paso que cumpla que sea acotada, es decir,  baxc ),( , y de Lipschitz 

con constante 1L . Por ejemplo, acaxc 0:),(  , donde  00 c  es el costo de una 

unidad de agua. 

(a) El supuesto 2.2. ya estaba verificado en el desarrollo del ejemplo 1.2. 

Tomando las constantes 10 L ,  gg ULML  22  y 1* L  se cumple este 

supuesto 2.2. 

(b) Se asume que ambas variables aleatorias  1  y  1
~
  tienen densidades g  ,

g~  correspondientemente, y que satisfacen la condición C2 dada en el 

ejemplo 1.2., y además son estrictamente positivas en algún intervalo abierto 

   U,0,0  . Se muestra que existe una constante positiva    tal que                                

  )(, BaxBp U   ;    )(,~ BaxBp U ,                          (2.10.1) 

para toda  ),( axk  K  )(,,),(: xAaXxAXax   y B B  U,0 . Aquí U  

es la medida de Dirac. Si BU  , entonces 0)( BU  y (2.10.1) se cumple 

para cualquier   . 

Sea BU  , es decir, 1)( BU . Entonces (recuerde que  xa ,0 ), 

         UaxPUUaxPBUaxPaxBP   ,min,min,|  
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          



U

dssgUPaxUP 0:)(   . 

De la misma manera se demuestra la segunda desigualdad en (2.10.1). 

(c) Si se cumple el inciso anterior, entonces  el lema 3.3 dado en Hernández-

Lerma (1989) implica que el supuesto 2.1. se cumple.  

   Por lo tanto, los supuestos 2.1. y 2.2. se cumplen para este ejemplo y por esta 

razón los resultados del Teorema 2.1. son aplicables. Entonces, el índice de 

estabilidad )( J para este ejemplo queda acotado superiormente usando la métrica 

de Prokhorov )(  por la desigualdad (2.9), y usando las constantes 
0L , L  y *L  

encontradas para el supuesto 2.2., se obtiene explícitamente la constante dada en 

(2.10). 

   Por lo tanto, la desigualdad de estabilidad para este ejemplo queda expresada de 

la siguiente manera: 

),(ˆ ~
 DDKJ  ,           (2.11) 

donde 

    
2

1

)1(

2)(4)1(
316ˆ











bULMbL
K

gg .            (2.12) 

 

   Si se usa la relación de métricas dada en (XIX) y (XXIII), entonces el índice de 

estabilidad )( J  dado en (2.11) se puede acotar usando la métrica de Variación 

Total de la siguiente manera: 

     dssgsgKJ 



0

~ )()(ˆ
 ,         (2.13) 

donde la constante K̂  está dada en (2.12), y g , 

~g  son las funciones de denisdad 

de   y 
~

 respectivamente. 

 



64 
 

 

Contraejemplo 2.2. (Que muestra la importancia del supuesto 2.1.) 

Sean  ,...2,1,0X   ,     1,0 AxA  , Xx   ,   ,...2,1,0S   y los procesos “original”  

y  “aproximado” dados por las siguientes ecuaciones, respectivamente:    

    
tttt xax  1
  ,                                                    (2.14) 

    
tttt xax 

~~~~
1  

  ,   ,...2,1t                                        (2.15) 

donde  1, tt  y  1,
~

tt  son dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d. Se 

denotará  1
 y 

~~
1  . Seleccionando 0

~
  y para cualquier )1,0(  la variable 

aleatoria    tiene la distribución de Poisson con parámetro  . La función de 

costos de un paso    xcaxc ,  , Xx , está definida de la siguiente manera: 

   























.23

,10

,01

)(

xpara

xsi

xsi

xc  

   Si se selecciona a 1~
00  xx  como el estado inicial, entonces es evidente que la 

política estacionaria  ,...1,1
~

* f  es óptima-promedio para el proceso (2.15) con una 

función de valor de     0
~

,1
~

1
~

**  fJJ . 

   De hecho, aplicando esa política al proceso (2.15) se tiene que 1tx , ,2,1,0t , 

y en el estado 1x  el costo )(xc  toma su valor mínimo absoluto. 

   Por otro lado, aplicando la misma política  ,...1,1
~

* f  pero ahora al proceso original 

dado en (2.14) se obtiene lo siguiente: 

tttt xx    11 1    ,  1t . 
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   Por la ley fuerte de los grandes números  ttx  11  casi 

seguramente. Entonces, casi seguro 3)( txc  con t ; y por el Teorema de 

Convergencia Dominada 3)(*
~

1 t

f xcE .  

   Por lo tanto, existe el siguiente límite 






n

t

t

f

n
xcE

n 1

1

~

1 3)(
1

lim * , lo cual significa que  

3)
~

,1( * fJ .                                                    (2.16) 

    

   Por otro lado, aplicando la política estacionaria ,...)0,0(f  al proceso original 

(2.14), se obtiene que 

10 x   y  ttx   , 1t . 

 Luego, para 2t , 

   






 
2

11
!

31)(
k

k

t

f e
k

excE  
 , 

       









 







0

2

)!2(
31

m

m

m
e


 ,   

        
231  , 

         2  para todo 









3

1
,0 . 

   Por lo anterior,  

   







 



n

t

t

f

n

xcE
n

fJ
1

1 )(1
1

suplim),1(  , 

    2),1( fJ .                                                               (2.17) 

   Comparando (2.16) y (2.17) con la definición del índice de estabilidad )1(J  en 

(2.6), se obtiene lo siguiente: 

    )()
~

()1( ** fJfJJ   , 

    1)()
~

()1( *  fJfJJ ,            (2.18) 

donde (2.18) se cumple para toda 









3

1
,0 . 
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   Por otro lado, es fácil ver que   0,~ 


 DD  cuando 0 . Obsérvese que por la 

definición de la métrica de Kantorovich, dada en el apéndice B, se tiene lo siguiente: 

           








 




EEEEEDD
LipLipLip

~
sup)()

~
(sup)()

~
(sup,

111

~ . 

   Por lo que la distancia   0,~ 


 DD  cuando 0 , mientras que el índice de 

estabilidad  1J  dado en (2.18) permanece siempre mayor o igual a 1.  

 

   La inestabilidad del proceso en este ejemplo, sucede debido a que el supuesto 

2.1. no se cumple.  

   Para  verlo,  en el proceso “aproximado” (2.15) se selecciona por ejemplo, )1,0(k  

y )1,1(´k . Entonces,   )()1,0(|~
0  p  ,   )()1,1(|~

1  p  , (medidas de Dirac). 

También, Vr   2|)()(|sup2, 1010 


BB
XBB

 , ya que por ejemplo, para }0{B , 

1)(0 B  y 0)(1 B . 

   Por lo que el supuesto 2.1. no se cumple para este ejemplo, lo que produce un 

proceso inestable. 

 

 

2.4.- Prueba del teorema. 

   Para probar la desigualdad dada en (2.9), la base será el método propuesto en 

Gordienko et al. (2009). Sin embargo, se requiere modificar ésta técnica debido a 

que en esta tesis se usa la seminorma span en lugar de la norma uniforme 

ponderada usada en dicho artículo. 

   En Gordienko et al. (2009) la combinación de ciertas condiciones de Lyapunov y 

el resultado de Vega-Amaya (2003) permiten el uso de propiedades contractivas en 

los operadores relacionados a las ecuaciones de optimalidad. Resulta que estos 
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operadores son contractivos con respecto a la norma uniforme ponderada en el 

espacio de las funciones .: RXf   

   Bajo el supuesto 2.1. se debe usar la seminorma span en el espacio de funciones 

acotadas y el hecho bien conocido (ver Hernández-Lerma (1989)) acerca de la 

contractividad con respecto a esta seminorma. 

 

   Recuérdese que B denota el espacio de todas las funciones medibles acotadas 

RXu : . Para u B se usará la norma del supremum )(sup: xuu
Xx


 , y la 

seminorma span )(inf)(sup: xuxuu
XxXx

sp 

 . Es claro que 
spsp

uu   para todo 

R ,   y    


 uu
sp

2 .  En  lo  que  resta  de  esta  sección  los  vectores aleatorios 

1  y 1

~
  que aparecen en (2.1) y (2.2) serán denotados por   y 

~
. 

 

   Defínase los siguientes operadores :
~

,TT  B  B como 

    ),,(),(inf:)( *
)(

axFEuJaxcxTu
xAa




  ,  Xx                           (2.19)

    )
~

,,(
~

),(inf:)(
~

*
)(

axFEuJaxcxuT
xAa




 ,   Xx .                        (2.20) 

      Es bien conocido (ver Hernández-Lerma (1989)) que bajo el supuesto 2.1., para 

toda  vu, B,  se cumple lo siguiente:  

spsp
vuTvTu     ; 

spsp
vuvTuT  ~~  ,              (2.21)  

y por lo tanto existen funciones hh
~

, B que son soluciones de las ecuaciones de 

optimalidad (2.19), (2.20), es decir, 

    Thh        ; hTh
~~~

 .                                               (2.22) 
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   Dado que para cualquier R́,  se tiene que  h   y  ´
~

h  también son 

soluciones de (2.22), entonces para el siguiente desarrollo se puede escoger h  y 

h
~

 de tal forma que 

  


 hh
sp

  ; 


 hhhh
sp

~~
 .                              (2.23)  

 

   Luego, de (2.21) se sigue que 

   


 hhhTThhh
sp

~~
2

~
  , 

 

o bien, en vista de (2.19) y (2.20) se obtiene que 

    QJJhh 



 **

~

1

2~


 ,                                               (2.24) 

 donde 

      )~
,(),(sup:  kFEhkFEhQ

Kk




.                                       (2.25)

    

  Se denotará por *
~: f  a la política óptima estacionaria para el proceso dado en 

(2.2), y por   0, txt  el proceso de Markov inducido por la aplicación  de la política 

f  aplicada al proceso controlable dado en (2.1). Ahora, usando la propiedad de 

Markov de  tx , y las ecuaciones de optimalidad dadas en (2.22), se obtiene que 

para todo 1t  , Xx  se cumple lo siguiente: 

  )(xhE f

x       )( 1t

f

x xhE       ))(,( 11  ttx xfxcE      *J     

         ),(inf))(,( 111 axHxfxHE t
Aa

tt

f

x 


    ,           (2.26)    

donde: 

    *),,(),(:),( JaxFEhaxcaxH      ,   ),( ax K.                         (2.27) 

   Sumando en la ecuación (2.27) sobre los valores de nt ,...,1 , luego dividiendo 

por n  y finalmente tomando el límite superior cuando n , se obtiene que 
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



  




 

 ),(inf))(,(
1

suplim),( 1
)(

11

1

*
1

axHxfxHE
n

JfxJ t
xAa

tt

n

t

f

x
n t

.     (2.28)  

   Similarmente, para (2.27) sea 

    *),,(
~

),(:),(
~

JaxFhEaxcaxH      ,   ),( ax K.                         (2.29) 

 

   Ya que para el óptimo del proceso (2.2) en la política *
~ , la acción )(

~
1 tt xfa  

alcanza el infimum de ),(
~

1 axH t
 sobre )( 1 txAa , entonces se obtiene que en 

(2.28), 

 





),(inf))(,( 1
)(

11
1

axHxfxHI t
xAa

ttt
t

 

),(inf),(
~

inf))(,(
~

))(,( 1
)(

1
)(

1111
11

axHaxHxfxHxfxH t
xAa

t
xAa

tttt
tt










 . 

   Usando la última ecuación anterior junto con (2.27) y (2.29), se llega a que 

           )~
,,(

~
),,(sup2

~
2 11

)(
**

1

 axFhEaxFEhJJI tt
xAa

t

t







 ,         (2.30) 

y observando (2.25) se tiene que el segundo término del lado derecho de (2.30) es 

menor que 


 hhQ
~

22 . 

   Comparando (2.6), (2.24), (2.28) y (2.30) se obtiene que 

    QJJJ 









 **

~

1

2
12


 .                                          (2.31)  

   El siguiente paso es encontrar una cota superior para **

~
JJ   expresada en 

términos de Q . Escogiendo una sucesión    1,0n , tal  que 1n   y  para  cada 

n  se define el costo total esperado descontado de la siguiente forma: 

   







1

1

1 ),(:),(
t

tt

t

nx axcExV
n

 
   ,  Xx  ,    , 
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para el proceso (2.1). Sea 
*

n
V la función de valor correspondiente y 

)()(:)( zVxVxh
nnn    , donde Xz  es un estado arbitrario, pero fijo. 

   Aplicando la aproximación estándar del desvanecimiento de descuento (vanishing 

discount) y argumentos similares a los usados en la última parte de la prueba de la 

sección 4 dada en Gordienko et  al. (2009), se llega a lo siguiente:  

     )~
,(),(supsuplim

~
**  kFEhkFEhJJ nn

Kkn




.                           (2.32)  

 

   Es bien conocido (ver Arapostathis et al. (2008)) que el supuesto 2.1. implica que 

para cualquier política estacionaria ´f  y para cada Xx , ,...1t se cumple que 

  
1

´11

´ 2)())´(,())´(,( 

  
t

X
ftt

f

x bdxqxfxcxfxcE   ,                           (2.33) 

donde ´fq  es la correspondiente probabilidad invariante. 

  De (2.33) es fácil ver que para cualquier 1n , se tiene que 



1

4
nh . 

   Además, es bien conocido (ver Hernández-Lerma (1989)) que para toda Xx , 

)´()( xhxhn   uniformemente, donde ´h  es una solución para la ecuación de 

optimalidad ´´ Thh  (ver (2.19)). Entonces, usando el teorema de convergencia 

acotada y (2.32) se obtiene fácilmente que 

      )~
,(´),(´sup

~
**  kFEhkFEhJJ

Kk




.                            (2.34)  

   Dado que la solución de la ecuación de optimalidad es única, incluyendo la adición 

de una constante arbitraria, comparando (2.25), (2.31) y (2.34) se obtiene que 

    QJ 











1

2
14  .                                                 (2.35) 

   

    



71 
 

 

Ahora, usando (2.22), (2.23), (2.24) se obtiene que  

   
spspsp

TTThhh 00 


 , o bien 

  
 

 
 

 
 








 1

2
,inf

1

1
,inf

1

1
*

b
acJach

spAaspAa
.                  (2.36)  

      Entonces, en la definición de Q  dada en (2.25) la función h  está acotada por la 

constante 
1

2b
. 

      El siguiente paso es mostrar que en (2.25) y por lo tanto en la desigualdad (2.35), 

las funciones   RSkFh  :),(   satisfacen la condición de Lipschitz para una 

constante independiente de k K.  

      En base a (2.19) se define la función g  como 

     ),()(:)( kFEhkckg    ,  k K. 

      Aplicando la definición dada en (XXII) para Vr ´),( pp  junto con el supuesto 2.2. 

incisos (ii) y (iii), se encuentra que para todo ́,kk  K, 

   ´),(
1

2
´)()( 1 kk

bL
Lkgkg 

 








 .                                     (2.37) 

   Ahora, la definición del operador dado en (2.19) y la primera ecuación de (2.22) 

sugiere que para toda Xx , 

    *
)(

),(inf)( Jaxgxh
xAa




 .                                                  (2.38) 

   En el artículo Gordienko et al. (2009) se pueba el siguiente lema: 

     Bajo la condición (2.37) y el supuesto 2.2. inciso (i), se tiene que para la función 

h  dada en (2.38) se cumple que 

    ´),(
1

2
1´)()( 10 xx

bL
LLxhxh 

 








   , para cada Xxx ́, .    (2.39) 
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   Ahora, para Sss ́,  fijos, por (2.39) y el supuesto 2.2. inciso (iv) se obtiene (ver 

(2.25)) que 

    ´),(
1

2
1´)),(()),(( *10 ssrL

bL
LLskFhskFh 













  ,                   (2.40) 

por lo tanto, para cada k K , la función    RSkFh  :),(   satisface la condición de 

de Lipschitz  con  la  constante    *10

___

1

2
1 L

bL
LLL 













,  y  por  (2.36) está acotada 

por la constante 
1

2b
, por lo que, usando la definición dada en (XX) se puede acotar 

el índice de estabilidad dado en (2.35) usando la métrica de Dudley, obteniendo que 

    



~

___

,
1

2

1

2
14 DDd

b
LJ 










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








 . 

  Finalmente y para obtener la desigualdad (2.9) y la constante (2.10), se usa la 

relación dada en (XXI). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

Capítulo 3. 

 Estimación de la estabilidad de un proceso de 
decisión de Markov transitorio usando el 
criterio de recompensa total esperada. 

   

    Los resultados presentados en este capítulo están basados en el artículo 

Gordienko, Martínez, Ruiz-de-Chávez (2015) de reciente publicación en Progress in 

Probability, Birkhäuser. 

   Se considera un proceso de decisión de Markov (MDP) absorbente (también 

llamado transitorio) a tiempo discreto con recompensa total esperada. Ver definición 

de proceso absorbente en James, Collins (2006) y en el supuesto 3.1. de esta tesis. 

Se prueban desigualdades de estabilidad con respecto a la norma de Variación 

Total y a la métrica de Prokhorov. La demostración de la desigualdad en términos 

de la métrica de Variación Total usa unas condiciones menos restrictivas 

comparadas con las que se usan en la demostración del caso de la métrica de 

Prokhorov. 

   Los principales resultados encontrados en el artículo están dados en los 

Teoremas 3.1.  y  3.2.  de este capítulo. 

   A lo largo de este capítulo se denotará a ),( axr  como la función de recompensa 

de un paso, mientras que  ),( xR  denotará el criterio de optimización de 

recomenpensa total esperada, definido en (XIII). Finalmente, se denotará como R

al índice de estabilidad, definido en (XVI), cuando se usa este criterio. 
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3.1. Motivación y planteamiento del problema. 

 
   En este capítulo se estudia la clase de modelos de control llamados transitorios, 

los cuales fueron introducidos por Veinott (1969) para el caso en el que X , el 

espacio de estados, así como A , el conjunto de acciones, son finitos. 

   Esta clase de proceso incluyen a los modelos descontados (ver proposición 9.6.3 

de Hernández-Lerma (1999)) y bajo ciertas condiciones adecuadas (ver proposición 

9.6.4 de Hernández-Lerma (1999)) están contenidos en la clase de modelos 

convergentes. 

   Algunos autores han extendido las definiciones y resultados de Veinott para el 

caso de cuando X , el espacio de estados, es numerable, pero muchas de estas 

extensiones dependen de la numerabilidad de X .  

   Los procesos de decisión de Markov (MDPs) transitorios estudiados en este 

capítulo pueden considerarse como “procesoso absorbentes”. Tal terminología es 

adecuada puesto que en los artículos de James, Collins (2006) y en Kallenberg 

(1983), está demostrado que para cada política de control estacionaria que induce 

un proceso de Markov transitorio, la dinámica está dada  por un kernel pseudo-

probabilístico. Tal kernel se puede ampliar a un kernel probabilístico añadiendo un 

estado absorbente. 

   El uso del término “transitorio” es más común en la literatura sobre MDPs, véase 

por ejemplo, Hernández-Lerma et al. (1999), Hernández-Lerma, Lasserre (1999), 

Hordijk (1974), James, Collins (2006), Kallenberg (1983), Pliska (1978), y Veinott 

(1969).  

   En su artículo, Hinderer, Waldmann (2005) usan el término “absorbente” para 

MDPs numerables. Bertsekas, Tsitsiklis (1991) estudian MDPs numerables 

similares pero con diferente terminología.  

   En este capítulo se presentan ejemplos de aplicación tales como el de consumo-

inversión, y un ejemplo clásico acerca del problema de paro óptimo, por lo que 
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conviene trabajar usando el criterio de recompensa total esperada en un paso, 

definida en (XIII), en lugar del costo por un paso usado en capítulos anteriores. 

   Considérese MDPs como el definido en (I) del capítulo preliminar. Se asumirá que 

sus componentes satisfacen los supuestos generales dados en la introducción. 

De nuevo, la evolución  del  MDP  original  y  del  aproximado  estarán  especificados  

como  en  las ecuaciones dadas en (IV) y (V), mismas que se transcriben a 

continuación: 

    tttt axFx ,,1  ,  ,...;1t              (3.1) 

    tttt axFx 
~

,~,~~
1  ,  ,...;1t              (3.2) 

   Sea :r  K R una función de recompensa de un paso, donde r  es asumida 

medible y acotada en K. Si Xx , representa el estado inicial del proceso y 

es la política aplicada a los proceso (3.1) y (3.2), entonces los funcionales que se 

desean maximizar bajo el criterio de recompensa total esperada están definidos en 

(XIII), los cuales se transcriben a continuación: 

   







 






n

i

ttx
n

axrExR
1

1,inflim,  ,            (3.3) 

   







 






n

i

ttx
n

axrExR
1

1
~,~~

inflim,
~  ,            (3.4) 

donde 
xE  y 

xE
~

representan la esperanza con respecto a las medidas de 

probabilidad, 
xP  y  

xP
~

 generadas por la aplicación de   a los procesos (3.1), (3.2) 

con el estado inicial x . 

   Las funciones de valor correspondientes (véase (XIV)) para los procesos (3.1) y 

(3.2), quedan definidas como: 

      


,sup* xRxR


   ,  Xx   ,            (3.5) 
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   


,
~

sup
~

* xRxR


   ,  Xx   ,            (3.6) 

   En las siguientes secciones se introducirán los supuestos bajo los cuales, las 

funciones de valor *R  y *

~
R  son acotadas, y además aseguran la existencia de  

políticas estacionarias óptimas *f  y *

~
f  para los procesos (3.1) y (3.2) 

respectivamente, es decir, que satisfacen lo siguiente: 

     )(, ** xRfxR    ;    )(
~~

,
~

** xRfxR    ,  Xx .     

   El índice de estabilidad (con respecto a R ) se define como: 

   )
~

,(),(:)( ** fxRfxRxR    ,  Xx . 

 
    

3.2. Supuestos y existencia de políticas óptimas estacionarias. 

   Como antes,  F denotará el conjunto de todas las políticas estacionarias. Para 

cada f , fP  y fP
~

 denotan las probabilidades de transición de los procesos de 

Markov (3.1) y (3.2) cuando )( 1 tt xfa  , )ˆ(~
1 tt xfa , es decir, cuando se aplica la 

política de control f . 

     El siguiente supuesto es una variante del supuesto 2 usado en James, Collins, 

(2006). 

Supuesto 3.1. Condiciones de transitoriedad o absorbente. 

Existe un conjunto   BX  tal que: 

(a) Si f  F , entonces se cumple alguno de los siguientes dos enunciados: 

  es absorbente bajo fP , y   


ffx

f

x
Xx

ME ,sup  ,                     (3.7) 

   o bien 

    


fxR
Xx

,inf . 

(b) Si f  F , entonces se cumple alguno de los siguientes dos enunciados: 
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  es absorbente bajo fP
~

, y   


ffx

f

x
Xx

ME
~~~

sup , ,                     (3.8) 

   o bien 

    


fxR
Xx

,
~

inf . 

(c) El conjunto de políticas estacionarias que satisfacen (3.7) es no vacío, y el 

conjunto de políticas estacionarias que satisfacen (3.8) es no vacío.  En (3.7) 

y (3.8) los términos  fx,  ,  fx,
~  son tiempos de primera-entrada (para 

)0t  en el conjunto   de los procesos (3.1) y (3.2) respectivamente, cuando 

se aplica la política f , y el estado inicial es x . 

(d) Las funciones de valor *R  y *

~
R  son superiormente acotadas. 

 

   Sea B el espacio de todas las funciones medibles y acotadas RXu : , tal que 

  0xu , x . El  espacio  lineal  B  está  equipado  con  la  norma  del supremum  

||  ||   .  

Supuesto 3.2. Condiciones de continuidad y de acotamiento. 

(a) La función de recompensa de un período ),( axr  es acotada en K; 0),( axr  

para toda x , )(xAa . Para toda Xx , la función ),( axra  es 

semicontinua superiormente en )(xA . 

(b) Para cada Xx , )(xA  es compacto. 

(c) Para cada u  B,  y  \0 XXx , las funciones siguientes:  

  ,,axFEua   , 

  
~

,,axFEua   

son continuas en  xA . 

 



78 
 

 

   El Lema 3.1. que se presenta en la sección 3.5, muestra que una política 

estacionaria f  que satisfaga (3.7), es transitoria lo cual significa que (véase James 

y Collins, 2006): 




 00t

t

fQ  ,             (3.9) 

donde  fQ  es la restricción del kernel fP  a  ,0X  B 
0X , 

0
 es el operador de la  

norma y nuevamente  \0 XX . Lo mismo es cierto para cualquier política 

estacionaria que satisfaga (3.8) (reemplazando fP  por fP
~

 y fQ  por fQ
~

). Por lo 

tanto, la siguiente afirmación es una consecuencia directa del Teorema 1 dado en 

James y Collins (2006). 

 
Proposición 3.1.  

Si se asume que los supuestos 3.1 y 3.2 se cumplen, entonces: 

(a) Existen políticas estacionarias *f  y *

~
f  que son óptimas para los procesos 

(3.1) y (3.2) respectivamente. 

(b) *f  satisface (3.7), y *

~
f  satisface (3.8). 

(c) *R , *

~
R B, y en particular son cero en  . 

 

Observación 3.1. Si una política estacionaria f  satisface (3.7), entonces de (3.9) 

se sigue que la recompensa total en (3.3) es 

          





1

11 )(,,
t

tt

f

xf xfxrEfxRxR  ,         (3.10) 

y además, 

    fR  B .             (3.11) 
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Similarmente, si f  satisface (3.8), entonces: 

         





1

11 )~(,~~
,

~~

t

tt

f

xf xfxrEfxRxR  ,         (3.12) 

y 

    fR
~  B.             (3.13) 

 

3.3. Estimación de la estabilidad con respecto  

a la métrica de Variación Total. 

 
   Se requerirá el siguiente supuesto para hacer que la constante K  en la 

desigualdad de estabilidad (3.15), dada más adelante, esté completamente 

determinada por las características del MDP original (3.1), y  las constantes 

mencionadas en el   supuesto  3.3.  En  tales  casos,   fijando  
D    y  considerando   

n
DD

,
~~


    tal  que  Vr 0),(
,

~ 
n

DD
  , la constante K  en (3.15) no depende de Vr

),(
,

~
n

DD
 . 

Supuesto 3.3.  

(a) El conjunto   en el supuesto 3.1. es absorbente bajo 
*f

P  y 
*

~
f

P . 

(b) Existen constantes conocidas M , 1  y un entero 1m  tales que 

   ME fx

f

x
Xx




*

*

0

,
~~

sup   ; 

   ME
fx

f

x
Xx




*

*

0

~
,

~
~~

sup   ,  y 

    


mP
fx

f

Xx
*

*

0

~
,

~

*sup .                                           (3.14) 

 

Como antes, en este capítulo D  y 

~D  denotarán las distribuciones de   y de 

~
 

respectivamente, definidas en  ,S B S . 
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Teorema 3.1.  

   Se asume que los supuestos 3.1, 3.2. y 3.3. se cumplen. Entonces existe una 

constante K  determinada de forma única por las propiedades del MDP de (3.1) 

y las constantes mM ,,  del supuesto 3.3., tales que: 

      KxR
Xx




sup  Vr ),( ~
 DD ,                                          (3.15) 

   donde  Vr  es la métrica de Variación Total definida en (XXII). 

 

   Al final de este capítulo se proporciona la demostración de este Teorema.  

Observación 3.2.  

 La prueba del Teorema 3.1. usa el método de operadores contractivos tal y 

como se hace en los artículos de Gordienko, Salem (2000), y en Zaitseva 

(2008). Si se omite la frase “determinada de forma única por…”, entonces la 

desigualdad (3.15) sigue siendo cierta sin asumir el supuesto 3.3. 

 Siguiendo las ideas expuestas en Gordienko, Salem (2000), se puede 

obtener (usando una prueba similar) una versión de (3.15) en un contexto 

más general del problema de estimación de la estabilidad: en la definición del 

MDP de (3.2) la función F (denotada ahora, digamos por F
~

) podría ser 

diferente de la función F  en (3.1) (pero en cierto sentido cerrada). 

 

Ejemplo 3.1. Problema de paro óptimo. 

   Considere el problema usual de paro óptimo de un proceso de Markov a tiempo 

discreto (ver por ejemplo, Shiryayev (1978)): 

     ttt yy ,1  , 1t .                (3.16) 
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El proceso (3.16) se aproxima por el siguiente proceso: 

     ttt yy 
~

,~~
1  , 1t .                (3.17) 

   Ambos procesos toman valores en un espacio-fase de Borel Y . Note que si Y  es 

un espacio métrico separable, entonces cada proceso de Markov a tiempo discreto 

homogéneo puede ser representado en la forma (3.16) con vectores aleatorios i.i.d. 

,..., 21   en algún espacio de Borel S  (ver Borovkov, Foss (1992)). 

   Considérese una extensión estándar, (ver por ejemplo Ross (1992), o bien 

Shiryayev (1978)), de (3.16) y de (3.17) a los MDPs en YX *, donde * es un 

estado absorbente y donde el proceso “vive” después de ser parado. El conjunto de 

acciones es  1,0)(  AxA , donde la acción 0  significa que se continúa con las 

observaciones y la acción 1  “para” el proceso.      

   Por lo tanto, se puede definir la función F  para obtener dos MDPs dados por: 

     tttt axFx ,,1  , 1t  ,           (3.18) 

     tttt axFx 
~

,~,~~
1  , 1t  ,           (3.19) 

y el problema de paro óptimo es reducido a la maximización de la recompensa total 

esperada para los procesos (3.18) y (3.19) con la siguiente función de retorno a un 

paso: 

    

 

 

 



















.1,0*,0

;,0

;,1ˆ

,

axsi

Yxasixc

YxasixR

axr          (3.20) 

   En (3.20), YRc :ˆ,  R  son funciones reales y acotadas dadas, tal que 

representan los pagos para la continuación de las observaciones, y la recompensa 

por parar, respectivamente. Por la definición de las probabilidades de transición 

correspondientes a los procesos (3.18) y (3.19), el conjunto  *  es absorbente 
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para cualquier política  . La situación más simple en la que se cumplen los 

supuestos 3.1., 3.2. y 3.3. para este ejemplo, es el caso donde se satisface la 

siguiente condición: 

      0inf 0 


yc
Yy

.                     (3.21) 

   El supuesto 3.2. se satisface porque A  es finito. Las condiciones (3.7) y (3.8) en 

el supuesto 3.4. se cumplen, por ejemplo para la política estacionaria: “parar en el 

momento 0t “ (en un estado inicial). Debido a (3.21), para cada política 

estacionaria f  con tiempo promedio infinito hasta detenerse   fxR , . El 

supuesto 3.3. se satisface, y la desigualdad (3.14) se cumple con 0  para todo  

1)(ˆsup
1

0




yRm
Yy

. 

   Observe que bajo la condición (3.21) es muy simple encontrar una cota superior 

de la constante K en (3.15), y esta cota podría elegirse para que sólo dependa del  

 yR
Yy

ˆsup


 , y de 0 . 

Observación 3.3.  La condición (3.21) hace del problema de estimación de la 

estabilidad “casi trivial” (ya que todo es reducido a un horizonte de tiempo finito). 

Mientras que la condición (3.21) puede ser relajada de varias maneras, no se puede 

omitir por completo en el caso general. De hecho, problemas de paro inestables  

son  presentados  en  Zaitseva (2008).  En  esos  problemas   Vr 0),( ~ 
 DD   

cuando 0 , pero para un cierto Yy  el índice de estabilidad es más grande que 

cierta constante positiva. En particular, en tales ejemplos 0)(inf 


yc
Yy

. En Gordienko, 

Novikov (2014), así como en Zaitseva (2008, 2010), para obtener la desigualdad 

como en (3.15) (el problema de paro óptimo sin la condición (3.21)), fueron 

impuestas fuertes condiciones de ergodicidad en los procesos (3.16) y (3.17). 
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Ejemplo 3.2. Modelo simplificado de consumo-inversión, con inversión de “mucho 

riesgo”. Sean   ,0X ,    xxA ,0 , Xx , RS  , y los procesos, 

        tttt axx 1   ,  1t ;             (3.22) 

        tttt axx 
~~~~

1
  ,  1t .             (3.23) 

   En este modelo si tt xx 1  es el capital actual, entonces la cantidad  ax   es 

usada para inversión, y el resto de dinero a  se consume. 

   Sea  0   y  r  una función de retorno que satisface el supuesto 3.2. inciso (a). 

La siguiente suposición significa que en este modelo las inversiones son “muy 

riesgosas”: 

Existe una constante 0  tal que     0P  y     0
~

P .                      (3.24) 

      Si se asume que en (3.22) y (3.23) las variables aleatorias   y 
~

 tienen 

densidades continuas g  y g~  que desaparecen lo suficientemente rápido en  , 

entonces el supuesto 3.2. inciso (c) se satisface. De (3.22) y (3.23) es claro que el 

estado 0x  es absorbente para toda f  F.  

También         nnfx

f

x PnP   10,...,0,00 21,   debido a (3.24). 

   Por lo tanto, se cumplen los supuestos 3.1. y 3.3., por lo que se puede aplicar 

(3.15), para acotar superiormente el índice de estabilidad que para este ejemplo. 

Dicho índice queda expresado como (véase (XXVIII)) : 

      dssgsgKx
x






 )(~)(sup
0

. 
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3.4.- Estimación de la estabilidad con respecto  

a la métrica de Prokhorov.  

   Dado que la métrica de Variación Total es demasiado fuerte, la desigualdad de 

estabilidad dada en (3.15) no siempre es aplicable. 

   En esta sección se fortalece el supuesto 3.1. y se asumen ciertas condiciones de 

Lipschitz. Esto permitirá probar una versión de la desigualdad (3.15) pero usando la 

métrica de Prokhorov,  , en lugar de la de Variación Total, Vr, del lado derecho. 

   En lugar de los supuestos 3.2. y 3.3., se introduce el siguiente supuesto: 

Supuesto 3.4. (Uniform transitory or absorbing conditions). 

 Existe un conjunto   BX  tal que: 

(a) Para cada f  F, el conjunto   es absorbente bajo fP  y fP
~

; 

(b) Existe una constante M  tal que 

  ME fx

f

x
XxFf




,supsup   ,           (3.25) 

  ME fx

f

x
XxFf




,
~~

supsup   ,           (3.26) 

El siguiente supuesto sustituye al supuesto 3.2.: 

Supuesto 3.5. Condiciones de Lipschitz. 

(a) La función de recompensa ),( axr  es acotada en K; 0),( axr  para cada 

 ax,  con x ; además, existe una constante finita 0L  tal que  

´),(´)()( 0 kkLkrkr    ;  ́,kk  K.           (3.27) 

(b) Para cada Xx , el conjunto )(xA  es compacto y existe una constante finita 

1L  tal que  

  ´),(´)(),( 1 xxLxAxAh   ,  0´, Xxx  ,         (3.28) 

 donde h  es la métrica de Hausdorff. 
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(c) Existen constantes finitas LL
~

,  tales que para toda u B con 1


u , 

       ´,´,, kkLkFEukFEu    ; 

         ´,
~~

´,
~

, kkLkFEukFEu     ,  ́,kk  K.         (3.29) 

(d) Existe una constante finita *L  tal que, para toda k K, 

      ´,´,,, * ssrLskFskF    ,  Sss ́, .           (3.30) 

 

 

Teorema 3.2. 

   Se asume que los supuestos 3.4. y 3.5. se satisfacen. Entonces, existe una 

constante finita, K , que depende solamente de las características del MDP (3.1) y 

de las constantes involucradas en los supuestos 3.4., 3.5., tal que: 

      
  


























 





~

~

,

1
log,1max,sup

DD
DDKxR

Xx

,         (3.31) 

donde   es la métrica de Prokhorov. 

Al final de este capítulo se proporciona la demostración.  

 

Ejemplo 3.3. Sean  HX ,0  , donde H  es un número finito dado,  xxA ,0)(   , 

Xx , y RS  . Considérese el siguiente par de MDPs: 

   







































 t

tt

ttt
ax

axHx ,
1

min,min
1

1
 ,  (3.32) 

   







































 t

tt

ttt
ax

axHx 
~

,
~~

1
min~~,min~

1

1
 ,  (3.33) 
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     ,...2,1t  

   En  (3.32) y (3.33), los términos  t  ,  t
~

  son dos sucesiones de variables 

aleatorias i.i.d.; y   es un número positivo dado que está involucrado en el supuesto 

3.6. que se introduce más abajo. 

   Sea  0 , y )(kr  con Kk   la función de recompensa de un paso que 

satisface el supuesto 3.5. inciso (a). 

Supuesto 3.6. (Aplicado solamente para este ejemplo). 

(a) Las variables aleatorias   y 
~

 tienen densidades continuas acotadas, g  y 

g~ respectivamente. Además 0)(~)(  xgxg  para toda x . 

(b) Las densidades g , g~  son diferenciables casi en todas partes, y sus 

derivadas están acotadas (donde existan). 

(c) 0E   ;  0
~
E . 

   En primer lugar, se demostrará que para cualquier f  F  el conjunto  0  es 

absorbente bajo fP  y fP
~

. En efecto, si 01 tx , entonces 0ta , 

 










,
1

min
1 tt ax

. Pero en (3.32) la variable aleatoria   t   es no-positiva, y por 

lo tanto 0tx . Por lo que el supuesto 3.4. inciso (a) se cumple. 

   Por otra parte, gracias al supuesto 3.6., (c) se cumplen las condiciones (3.25) y 

(3.26). De (3.32), para cada f  F con probabilidad 1 se tiene que tt xx ´  , ,...1,0t

, donde    ttt xx 1´´  , 1t  es la caminata aleatoria absorbente en 0x , y para 

esta caminata 0tE . Es bien sabido (ver Meyn y Tweedie (1993)) que para tal 

caminata aleatoria, el tiempo promedio para entrar en  0  está uniformemente 

acotado por los estados iniciales  de un intervalo acotado. Por lo tanto, el supuesto 

3.4. se cumple para este ejemplo. 



87 
 

 

   Para  xxA ,0)(   se puede verificar que (3.28) se satisface para 11 L , y de 

(3.32), la desigualdad (3.30) se cumple para 1* L . 

   Finalmente, sólo queda verificar el supuesto 3.5. inciso (c). Si axy  , 









  ,
1

min:)(
y

yy  es la función de Lipschitz en  ,0 . Sea u  una función 

arbitraria de B con  1


u . Para cualquier  Hyy ,0´,  , se tiene que  

    
  )(,min:)( yHEuyI  

      
H

dttgtyuHyPHu
0

)()()()(   

  
 

 
 

 







Hy

yyH
dzyzgzudzzgHu




 )()()()( .           (3.34) 

   Para ver que ´´)()( yyLyIyI  , obsérvese que el primer término del lado 

derecho de (3.34) es función de Lipschitz ya que g  es acotada y su soporte está 

acotado superiormente. Sean por ejemplo ´yy  ; entonces ´)()( yy    y la 

diferencia del segundo término del lado derecho de (3.34) es menor que 

  
 

 
 

 

 
 




dzyzgzudzyzgzu

y

y

Hy

Hy
´))(()()()(

´´









 

    
 

 
dzyyzgzu

Hy

y z

´)()()´(sup)(
´





 



.           (3.35) 

   Como ´)(y ,  Hy ,)(    , el último sumando en (3.35) es menor que 

  ´)()()´(sup2 yyzguM
z

 


 , por lo que   también es Lipschitz. De la 

acotación de g  se sigue que el primero y el segundo término de (3.35) es menor 

que ´yyL  . 
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   Ahora, sea 0y . De (3.34) y el supuesto 3.6. inciso (a), se tiene que 

    00´  uyI . Para un valor de y  lo suficientemente pequeña,   yy)( , y 

como 0 , en (3.34), 

      yconstdzzgyPuyI
y

  




 )(0 . 

 
Observación 3.4. En Gordienko, Salem (2000) se discute un ejemplo de 

inestabilidad de un MDP con respecto a la métrica de Vr. En dicho ejemplo, se usa 

el criterio de optimización descontado (con una función de costo de un paso que es 

no-acotada). El ejemplo puede ser modificado para el caso de una función de costo 

acotada. Por otro lado, en Hernández-Lerma, Lasserre (1999) está demostrado que 

un MDP con el  criterio de costo total descontado puede ser transformado en un 

MDP transitorio con una recompensa total esperada. 

 

3.5.  Demostración de los teoremas.  

      El siguiente lema establece la conexión entre el supuesto 3.1. y la definición de 

política transitoria dada en James, Collins (2006) y en Pliska (1977). 

Lema 3.1.  

Sea  como en el supuesto 3.1.,  \0 XX  para f  F, fQ  es la restricción del 

kernel fP   para  ,0X B 
0X . Si se satisface (3.7), entonces: 






f

t

t

f MQ
00

.             (3.36)  

   En (3.36)  0   es la norma del operador correspondiente a la norma del supremo 


  en B  y 

t

fQ  es la t-ésima potencia del operador que corresponde al kernel fQ . 

Lo último es la restricción de fP  a  ,0X B 
0X . 
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NOTA: 

En el resto de este capítulo para simplificar la nomenclatura, para u  B, en lugar del 

símbolo )(sup: xuu
Xx


 , se usará el símbolo u . 

 

Demostración.  

Como 
t

fQ  es un operador monótono, se tiene que 

 













0000 0

sup
t

t

f
Xxt

t

f

t

t

f xIQIQQ .          (3.37) 

Para cada 0t , se cumple que 

        tPXxPxIQ fx

f

xt

f

x

t

f  )(,0  ,          (3.38) 

ya que  es un conjunto absorbente para fP . 

Por lo que, de (3.37), (3.38) se tiene, 

    









0

,

00

)(sup
0 t

ffx

f

x
Xxt

t

f MtPQ  . 

 

Demostración del Teorema 3.1. 

Sean **

~
, ff  las políticas estacionarias óptimas introducidas en la proposición 3.1. y 

 ***

~
,: ffF   . 

   Bajo los supuestos 3.1. y 3.3., para cada *Ff   las recompensas 

correspondientes  fxRR f , ,  fxRR f ,
~~

  son funciones acotadas y pueden ser 

re-escritas como 

      







 







1

11 )(,
t

tt

f

xf xfxrExR  ,           (3.39) 
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   







 







1

11 )~(,~~~

t

tt

f

xf xfxrExR .            (3.40) 

   De la proposición 3.1. y el supuesto 3.3., los siguientes operadores fG , fG
~

 

 *Ff  , 

         ),(,)(,: xfxFEuxfxrxuGf   ,          (3.41) 

         
~

),(,)(,:
~

xfxFEuxfxrxuGf            (3.42) 

actuan de  B  a  B. 

   Usando (3.39), (3.40) y la propiedad de Markov, se encuentra que para *Ff  , 

   fff RGR   y  fff RGR
~~~

 .           (3.43) 

   Para el índice de estabilidad dado en (XVI) y de los resultados en los artículos de 

Gordienko, Salem (2000), y de Zaitseva (2008) se tiene que 

          fxRfxRx
Ff

R ,
~

,max2
*




.          (3.44) 

   Primero, omitiendo el subíndice *, es decir,  sea *ff  . Entonces, por (3.43), para 

cada 1n : 

      f

n

ff

n

fff RGRGRRfxRfxR
~~~

,
~

,   

    
f

n

ff

n

ff

n

ff

n

f RGRGRGRG
~~~~

 .          (3.45) 

   De la proposición 3.1. inciso (b), la política *ff   satisface (3.7). Por lo tanto, por 

el Lema 3.1. y los resultados correspondientes dados en James, Collins (2006), 

existe un entero 1n  tal que, el operador 
n

fG  es contractivo en B con algún módulo 

1 . Entonces, de (3.45) se tiene lo siguiente: 

   
  f

n

ff

n

fff RGRGRR
~~~

1

1~






.           (3.46) 
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   Teniendo en cuenta (3.41), (3.42) y aplicando argumentos usados en Zaitseva 

(2008) se obtiene, 

         
 

   BaxFPBaxFPRnRGRG
XBBxAaXx

ff

n

ff

n

f 


)
~

,,(),,(supsup
~~~~

00 ,

 .       (3.47) 

   El último término del lado derecho de (3.47) es menor que 
2

1
 Vr )

~
,(  . 

   Por otro lado, ya que 0r  en  , del supuesto 3.3. se tiene que 

     bMIxfxrERR
t

ttt

f

x
Xx

ff fx
 






 1

1~1*1
*,

0

*
)~(,~~

sup
~~

 ,        (3.48) 

donde )(sup krb
Kk

  y M es la constante involucrada en el supuesto 3.3. 

    

   Segundo, en (3.44) sea *

~
ff  . Ahora, en la desigualdad (3.45) se sustituye 

*

~
ff  . Sea 1m   y  1  las constantes mencionadas en el supuesto 3.3. Luego, 

de (3.38) y (3.14) del supuesto 3.3., se tiene que m

fQ . 

   Dado que el conjunto   es absorbente bajo ff PP ~  (ver el supuesto 3.3.), e 

iterando (3.41), para cada vu, B: vuvQuQ m

f

m

f   . Entonces, de (3.45) se sigue 

que 

    
  f

m

ff

m

fff RGRGRR
~~~

1

1~






. 

   Procediendo como en (3.47) y (3.48)  (con *

~
ff   en lugar de *ff  ), y aplicando 

el supuesto 3.3. inciso (b),  para alguna constante K  se tiene 

    KRR
ff


**
~~

~ Vr  
 ~,DD .            (3.49) 
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   Para concluir la demostración del Teorema 3.1., basta reunir las desigualdades 

(3.44), (3.46), (3.47), (3.48) y (3.49), con lo que se obtiene explícitamente la 

siguiente constante 

    bM
mn

K











 1
,

1
max .                 (3.49.1) 

Demostración del Teorema 3.2. 

   Sean *f , *

~
f F políticas estacionarias óptimas para los MDPs (3.1), (3.2), 

respectivamente, y 
** fRR  , 

*
~*

~
f

RR   las funciones de valor corresponientes. La 

existencia de *f  y *

~
f  fue asegurada en la proposición 3.1. Del supuesto 3.4. inciso 

(a), para cada f  F , las recompensas totales correspondientes fR  y fR
~

 (ver 

(3.10)-(3.13)) son cero en  . Particularmente      0
~

**  xRxR ,  para  x . Por lo 

tanto, para f  F, se pueden considerar todas las funciones  fR   y  fR
~

, como 

elementos del espacio B  (teniendo en cuenta su acotación, según el supuesto 3.4.). 

   De  manera  habitual,  se introducen los  operadores  de  la  programación  

dinámica, :
~

,TT  BB , : 

 
 

    ),,(,sup: axFEuaxrxTu
xAa




 , Xx  ,          (3.50) 

 
 

    )
~

,,(,sup:
~

axFEuaxrxuT
xAa




 , Xx  ,          (3.51) 

   Del supuesto 3.5. incisos (a) y (b), se sigue que para cada u B existe una política 

estacionaria (selector), uf , tal que, 

  
 

          ),(,)(,),,(,sup xfxFEuxfxraxFEuaxr uu
xAa




 

         xuExfxr uf

xu  )(,  , Xx . 
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   Ahora,  por  el supuesto 3.4. inciso (a), para x ,  se tiene   0xTu , y además 

T B   B.  (Similarmente T~ B   B). 

   Tal y como se demostró en James, Collins (2006) y en Pliska (1978) el 

cumplimiento de los supuestos 3.4. y 3.5. es suficiente para la validez la siguiente 

proposición. 

Proposición 3.2. 

(a) ** TRR   , **

~~~
RTR  . 

(b) La política óptima *f  es un selector en el lado derecho de (3.50) con *Ru  ; 

y la política óptima *

~
f  es un selector en el lado derecho de (3.51) con *

~
Ru   

(c) Existe un número entero 1m  tal que el operador mT es contractivo en  B  

con algún módulo 1 . 

    

   Para cualquier  ax, K, se define: 

     ),,(,, * axFERaxraxH   ,           (3.52) 

     )~
,,(

~
,,

~
* axFREaxraxH  .            (3.53) 

   Para simplificar la notación, sea *

~
ff  . Similarmente a lo realizado en Gordienko 

et al. (2008), sea  ttt axaxax ,,...,,,, 1211   1t  la parte de una trayectoria del 

proceso (3.1) bajo la política de control  ,..., fff   (con el estado inicial 0Xx ).  

 

   Por la propiedad de Markov, se tiene que, 

    tt

f

t xRE  )(*  

   .   (3.54)     

   

   
 

 
 

 axHaxHaxraxH t
xAa

t
xAa

tttt

tt

,sup,sup,, 1111

11












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 Por (3.50), (3.52) y la proposición 3.2. inciso (a) se obtiene que 

   )(),(),(sup),( 1*11
)(

1

1




 


tttt
xAa

ttt xRaxraxHaxH
t

  

       )(),( 1*1   tttt xRaxr  ,                    (3.55) 

donde 

  .         (3.56) 

   De (3.54) y (3.55) se obtiene lo siguiente: 

   )(),()( 1*1*   t

f

xtt

f

xt

f

xt

f

x xREaxrEExRE . 

   Sumando la última ecuación sobre , se obtiene que 

   


 
n

t

t

f

xn

f

x

n

t

tt

f

x ExRExRaxrE
1

**

1

,1 )()()( .          (3.57) 

   Como ),( axr , *R  B, y bajo el supuesto 3.4. inciso (b) cuando , se tiene 

que 






 
n

t

tt

f

x

n

t

tt

f

x xfxRaxrEaxrE
1

1

1

,1 ))(,(),()( , (ver 3.10),  y  

  0)()( **  xRQxRE n

fn

f

x , donde  es el kernel definido en el lema 3.1. 

   Así que se puede pasar al límite en (3.57) para encontrar lo siguiente: 

   



n

t

t

f

x
n

R EfxRxRx
1

* suplim),()()(  ,         (3.58) 

   De manera similar al lema 3.1., está demostrado que (3.25) implica lo siguiente: 

   , para cada  F.           (3.59) 

   Por otro lado, en James, Collins (2006) se muestra que rMR *  , similarmente 

rMR *

~
. De la primera de estas desigualdades se sigue que (ver (3.52), (3.53)) 

 
    0,,sup: 11

1

 
 

ttt
xAa

t axHaxH
t

 nt ,1

n

fQ

MQ
t

t

f 


 00

f
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en (3.58) el término  es una función de  (un estado bajo la política ) acotada 

por 

     .            (3.60)  

   De la proposición 3.2. inciso (a), junto con (3.52) y (3.56) se tiene que 

   )())(,()()( *111*1 tttttt xERxfxrxRx    , 

y por el supuesto 3.4., si , entonces , y por lo tanto (como  y *R   

son cero en )  cuando . Por consiguiente, , donde 

 es una función de B. 

   En  Pliska  (1978)  se  demuestra  que  bajo  el  supuesto 3.4.  existen  constantes 

 y  tales que para cada  F:  

      ,            (3.61) 

   Por otra parte, de acuerdo a las propiedades anteriores de , el lado derecho de 

(3.58) puede ser reescrito de la siguiente manera:  

   Sea  un entero arbitrario fijo (por ahora); entonces, 

    

     ,           (3.62) 

y de (3.61), se tiene 

   .         (3.63) 

combinando (3.58), (3.62) y (3.63), se obtiene la desigualdad siguiente: 

    1

1 1
)( 

 
  N

N

t

t

f

xR

bc
Ex 


 .              (3.64) 

t 1tx f

bMr :)1(2 

1tx tx ),( axr

   01  tt x 1tx  1 tt x



c 1 f

nn

f cQ 
0

,...2,1n



1N

  





11

suplim:
t

t

f

x

n

t

t

f

x
n

EExI

 
 


N

t Nt

t

f

xt

f

x EE
1

1

1
sup

0



 
  N

Nt

t

t

f

Nt

t

t

f
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t

f

x
Xx

bc
QQE 


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   Ahora, de la definición de  en (3.56), (3.51)-(3.53) y de la proposición 3.2. inciso 

(a) se tiene que 

 

  

    )~
,,(

~
),,(sup2 1*1*

)( 1

 axFREaxFER tt
xAa t







 ,        (3.65) 

donde las esperanzas son interpretadas como esperanzas condicionales con  

siendo fija. 

   De (3.65) se obtiene que 

       
 

)
~

,,(),,(sup2 1*1*
)( 1

 axFERaxFER tt
xAa

t

t

 

   )~
,,(

~
)

~
,,(sup2 1*1*

)( 1

 axFREaxFER tt
xAa t







    ****

~
2)

~
,(),(sup2 RRkFERkFER

Kk
t 



 .            (3.66) 

   De la proposición 3.2. inciso (c), existen enteros  y  tales que el 

operador es contractivo con modulo . Entonces, nuevamente usando la 

proposición 2, se tiene que 

  
********

~~~~~~~
RTRTRTRTRTRTRR mmmmmm   , 

o bien, 

    
****

~~~

1

1~
RTRTRR mm 





 .                (3.67) 

    

t

 
 

 
     axHaxHaxHaxH ttt

xAa
t

xAa
t

tt

,,
~

,
~

sup,sup 1111

11










 
   axHaxH tt

xAa t

,
~

,sup2 11

1







1tx

1m 1

mT 1
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Ahora, dado que el operador es no-expansivo, por inducción se tiene 

*

1

*

1

*

1

*

1

**

~~~~~~~~~~~
RTTRTTRTTRTTRTRT mmmmmm    

***

1

*

1 ~~~~~~
RTRTRTRT mm    

    **

~~~
RTRTm   

       )~
,(

~
),(

~
sup **  kFREkFREm

Kk




.                               (3.68) 

   De (3.51) y la proposición 3.2. inciso (a), se tiene que 

      )
~

,,(
~

),(sup)(
~

*
)(

* axFREaxrxR
xAa




 .                   (3.69) 

   Como *

~
R  está acotada por , del supuesto 3.5. incisos (a) y (c), en (3.69) se 

tiene que la función bajo el supremo es Lipschitz con respecto a . Entonces, 

tal y como se muestra en Gordienko et al. (2009) y bajo el supuesto 3.5. inciso (b), 

prueba que la función *

~
R  en (3.69) es Lipschitz. Por lo tanto, aplicando (3.30) en el 

supuesto 3.5. inciso (d), para la función  ),(
~

* skFRs   en (3.68) se obtiene que esta 

función satisface las condiciones de Lipschitz con una constante que no depende 

de . 

   De manera análoga, usando el supuesto 3.5. inciso (c), se puede confirmar que la 

función  ),(
~

* skFRs   es Lipschitz. 

   Finalmente, combinando las desigualdades (3.66), (3.67) y (3.68), se tiene que  

en (3.64) es menor que  sobre cierta clases de funciones , las 

cuales son acotadas por la misma constante  y que satisfacen las condiciones de 

Lipschitz con la misma constante  (y esta constante depende solamente de ,  

y las constantes involucradas en los supuestos 3.4. y 3.5.). 

    

T

rM

 axk ,

k

t

)
~

()(sup  EE  

b

L m 
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Por lo tanto, 

     , 

           ,                  (3.70) 

donde , denotan la distancia de Dudley, y de Prokhorov, 

respectivamente, entre las distribuciones de los vectores aleatorios  y . En las 

últimas dos desigualdades se usó (XX) y (XXI) para la definición de la métrica de 

Dudley, y la relación entre las métricas de Dudley  y de Prokhorov . 

   Si hacemos , entonces de (3.70) y (3.64) se tiene que 

   1
~

__

1
),()(sup

0



 
 N

R
Xx

bc
DDKNx 




 .                          (3.71) 

   Finalmente, la desigualdad deseada (3.31) en el Teorema 2 se obtiene de (3.71) 

si cambiamos  

, 

la constante  que aparece en (3.31) queda explícitamente calculada como, 

     ,                  (3.71.1) 

con  | |  , 

y  . 
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Capítulo 4. 

Evaluaciones asintóticas del índice de 
estabilidad con recompensa descontada 
cuando el coeficiente de descuento se aproxima 
a uno.  
 

   En este capítulo se considera un ejemplo particular de un proceso de 

control de Markov para el cual las políticas estacionarias óptimas pueden 

calcularse explícitamente. La función de recompensa en un paso se 

denotará por ),( axr  , y  la optimalidad se realiza con respecto al criterio 

de recompensa total -descontada  )1,0( , el cual se definió en (XI), y 

que se transcribe a continuación para el proceso original: 

   







1

1

1 ),(:),(
t

tt

t

x axrExR  
 ,  Xx ,   .                      (4.1) 

   Por lo que la función de valor definida en (XIV), queda expresada  para 

este caso, de la siguiente manera: 

),(sup),(:)( *

*  


 xRxRxR


 ,  Xx . 

 De nuevo, reemplazando x~  en lugar de x  en (4.1) se obtiene la 

expresión del criterio de de recompensa total -descontada ( )(
~

xR ) para 

el proceso aproximado, y de igual forma su función de valor )(
~* xR  . 

    

   La forma explícita de las políticas estacionarias ** f  (para el proceso 

original, véase (4.5)) y de **

~~ f  (para el proceso aproximado, dado en 

(4.6)) del ejemplo presentado en este capítulo, permite calcular 

explícitamente el índice de estabilidad , para este ejemplo. 
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   Dicho índice de estabilidad bajo este criterio, se denotará como 
R  y queda 

expresado, según la definición dada en (XVI), de la siguiente manera: 

   0)
~

,(),(:)( *

*

*

*  fxRfxRxR 


,                                                     (4.2) 

el propósito de este capítulo es el de estudiar el comportamiento asintótico del índice 

de estabilidad )(xR
  cuando 1 . 

   De (4.1), es claro que cuando 1  se espera un crecimiento no acotado de R  

en (4.1), y posiblemente de )(xR
  en (4.2). 

   Usando cálculos directos y aproximaciones numéricas de funciones, se muestra 

(en un caso particular) la existencia de constantes  ,   tales que el índice de 

estabilidad )(xR
  se puede expresar como una función que depende del término 

)1(  : 

    





 )1(
~)1(


 RR

  ,  cuando  1 ,                        (4.3) 

  donde   1 .                                 (4.4) 

    

   Es importante resaltar que en el ejemplo considerado, para cada 1  fijo, se 

tiene que 0)(  xR
 cuando   0, ˆ 

 DD  , donde   es la métrica de Kantorovich 

(véase apéndice B). En otras palabras, se considera el caso de MDP´s estables. 

   Ahora, compárese (4.3) y (4.4) con las desigualdades de estabilidad (1.7) y (1.12) 

que aparecen en los Teoremas 1.1. y 1.2. dados en el capítulo 1. Las constantes de 

la parte derecha de estas desigualdades crecen al infinito como  
3)1( 

C
  cuando 

1 , y C  es una constante. Esto es una señal de que las condiciones y los 

métodos de demostraciones usados en los Teoremas 1.1. y 1.2. no permiten 
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obtener desigualdades bastantes buenas para el caso en el que el coeficiente de 

descuento esté cercano a 1. 

   Un enfoque que permite evitar este problema fue sugerido en Gordienko, Salem 

(2000). Sin embargo, “el precio” que se paga por el mejoramiento de las constantes 

en la parte derecha de las desigualdades de estabilidad hasta obtener 
)1( 

C
 

cuando 1 , es alto: Hay que usar condiciones restrictivas de ergodicidad del 

proceso aplicando políticas de control estacionarias. 

 

4.1. Un proceso controlable de consumo-inversión y su aproximación. 

   Este ejemplo se presenta en el capítulo 6, sección 9, página 189 de Dynkin, 

Yushkevich (1979).  

   Sean ),0[ X   ;  ),0[ A   ;  ],0[)( xxA  , Xx . La dinámica del proceso 

original está dada (como en (IV)) por las siguientes ecuaciones:   

       ,   para   ;           (4.5)  

y para el proceso aproximado, por 

   ,   para  ,           (4.6) 

donde  y  son dos sucesiones de variables aleatorias i.i.d. no 

negativas. 

    

   En este modelo 1tx  se interpreta como el capital corriente. La cantidad ],0[ 1 tt xa  

representa lo que se invierte en activos (tales como acciones, bonos, etc.), los 

cuales generan una ganancia/pérdida dada por tta . El resto del capital  tt ax 1  

se dedica al consumo, y la satisfacción (o beneficio) de este consumo se estima por 

la función de utilidad dada por  p

tt ax 1 , donde 10  p  es un parámetro dado. 

ttt ax  ,...2,1t

ttt ax 
~~~  ,...2,1t

 1, tt  1,
~

tt
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   Por lo tanto, la función de recompensa por un paso involucrada en (4.1) está dada 

por 

     p

tttt axaxr   11 ),( ,                                                 (4.7) 

   Con respecto a las variables aleatorias en (4.5) y (4.6) se asume que satisfacen 

lo siguiente:  

  



1

: 1  pE   ; 


 

1~
:

~
1  pE  .                   (4.8) 

   

   Bajo estas condiciones en el capítulo 6, sección 9, página 189 de Dynkin, 

Yushkevich (1979) se demuestra lo siguiente: 

(a) La política estacionaria óptima para el proceso dado en (4.5) está dada por 

el siguiente selector: 

  xxf p 1
1

)(*    ,  ),0[ x .                                      (4.9)  

(b) La función de valor correspondiente al proceso original es: 

p

p
xfxRxR

p







 




1**

1
1

)(1

1
),()(


   ,  ),0[ x .                          (4.10) 

(c) La política estacionaria óptima para el proceso aproximado dado en  (4.6), 

está dada por el siguiente selector: 

  xxf p 1

1

)(
~

*    ,  ),0[ x .                                  (4.11) 

      Para efectos de estimaciones numéricas realizdas en este capíulo, considérese 

por ejemplo, que  y , con  , donde los valores de   

miden la aproximación entre ambas densidades .  

)exp( ~  )
~

exp( ~ 
~

 )1(
~

 

 10  
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Entonces, de (4.8) se tiene que 

    , 

de donde se obtiene 

    .           (4.12) 

  Similarmente, para la variable aleatoria perturbada se encuentra que 

     
~

, 

y dado que , entonces de la igualdad anterior se obtiene que  

     .          (4.13) 

 

 

4.2. Cálculo del índice de estabilidad para el ejemplo. 

   En esta sección se calcula el índice de estabilidad  cuando se aplican las 

políticas óptimas dadas en (4.9) y (4.11) a los procesos (4.5) y (4.6) 

respectivamente. Se tomará como estado inicial a . 

   Recordando de (4.2), el índice de estabilidad  queda definido como:    

    )
~

,1(),1( ** fRfRR 
 .          (4.14) 

    

   El primer término del lado derecho de (4.14) está calculado explícitamente en 

(4.10) con .   

   Falta por calcular el segundo término del lado derecho de (4.14).  

   Para ello, se sustituye la política óptima 
*

~
f  obtenida para el proceso aproximado 

(que está dada en (4.11)) en la función dada en (4.1), tal y como se muestra a 

continuación: 









d
e

E pp


 


0

1:

)(pp

)(
~

pp

)1(
~

 

p)1(  

)(
R

1~  xx

)(
R

1x
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


























 





  

1

1

~

1

1

1

11

~

1

1

1

1

1
~

1*
~)(1~)(~)~~(:)

~
,1( 1

1

*1
1

**

t

p

t

p
ft

t

p

tt

ft

t

p

tt

tf xExxEaxEfR pp

   









  

0

~

1*
~)(1)

~
,1( *1

1

t

p

t

ft
p

xEfR p  .           (4.15) 

   De (4.6), la evolución del proceso aproximado se puede representar de la 

siguiente manera: 

     , 

     , 

         

     . 

   Si la última igualdad anterior se eleva a la potencia  en ambos lados, se obtiene 

que 

. 

   Ahora, si se toma la esperanza en ambos lados de la última igualdad y dado que 

los elementos aleatorios son i.i.d., se llega a que 

    )()()()(~ ***1*
~

12

~

11

~

1

~

1

p

t

fpfpfp

t

f EEExE p

pt

  . 

   Luego, usando la condición impuesta en (4.8), resulta que 

tp

t

f p

pt

xE    1* )(~
~

1
.            (4.16) 

    

 

11111

~
)(

~
)(

~~~ 1
1

1
1

 
pp xax  

2121222

~~
)(

~~)(
~~~ 1

2
1

1

 
pp xax  

  

tttttt
p

t
p xax  

~~~
)(

~~)(
~~~

211
11

1

  

p

p

t

ppp

pt

p

tx 
~~~

)(~
21

1 
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   Sustituyendo (4.16) en (4.15), y después de realizar algunos cálculos directos, se 

obtiene lo siguiente: 

t

t

p

p

pfR 































0

1

1

1

1

* )()(1)
~

,1(   .         (4.17) 

    

   La  condición  impuesta  en  (4.8)  garantiza que . El hecho de que 

, valida que . Las dos razones anteriores garantizan que  . Por 

lo tanto, (4.17) se puede expresar como 

   
p

p

pfR


















1

1

1

1

*

)(1

1
)(1)

~
,1(







   , 

o bien 

   p

p

fR


















1

1

1
*

)(1

1
)

~
,1(







 .          (4.18) 

    

   Luego, para obtener el índice de estabilidad se sustituye (4.10) y (4.18) en (4.14), 

obteniéndose que 

         .            (4.19) 

    

   Si se sustituye en (4.19) la expresión de  dada en (4.13), se obtiene lo siguiente: 

         .          (4.20)     

1 10  p

p


1

1
1 1)( 1

1

p



R 
p

p


















1

1

1

)(1

1




p

p


















1

1

1

)(1

1





R 
p

p


















1

1

1

)(1

1




p

p

p

p


















1

11

1

)1()(1

1


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   En esta última expresión el índice de estabilidad depende del factor de descuento 

 y del parámetro  de la función de recompensa descontada, donde  y 

. 

   Para cada  fijo se puede escoger   en (4.12) de tal modo que 1 .  

   Entonces (4.20) puede reescribirse como: 

         .                    (4.21) 

    Es fácil ver que para 0 , el segundo término en la parte derecha de (4.21) está 

acotado cuando 1 . Por lo que, 

     ~  ,  con 1  .                   (4.22) 

 

4.3. El estudio del comportamiento asintótico del índice de estabilidad. 

   Sea por ejemplo 
2

1
p . Entonces de (4.22), : 

   
2
1

2
1

2
1

)1(

1
~

)1()1(

1
~





R    ,   cuando 1 . 

   Del mismo modo, para los valores de  cercanos a cero, de (4.22) 
R  se 

comporta aproximadamente como 
1

1
 (con 1 ). 

   Para observar un panorama más amplio para otros valores de , se realizaron 

los siguientes experimentos numéricos. 

 p 10 

10  p

p

R 
p

p


















1

1

1

1

1




p

p

p

p


















1

11

1

)1(1

1



R p

p


















1

1

1

1

1



p

p
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   Para varios valores fijos de  (ver la tabla más abajo) se aproximó la siguiente 

función (véase 4.22): 

   
p

p







 




1
1

1

1

1
)(



   ,  con  1,5.0 ,                                 (4.23) 

por una función 

    





)1(
)1(


  ,  con  1,5.0 ,               (4.24) 

donde las constantes   y   se ajustan por el método de mínimos cuadrados 

(considerando desviaciones cuadráticas entre )(  y  )1(   para números 

bastante grandes del argumento  ). 

 
   Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla: 

p

Valor del parámetro  

aplicado en (4.23) 

Estimación numérica de , 

dada en (4.24) 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

p 

100
1

989.0

50
1

98.0

20
1

95.0

10
1

90.0

9
1

88.0

5
1

78.0

4
1

74.0

10
3

67.0
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Notas: 

(a) Es interesante que para valores de p  cercanos a uno, asintóticamente el 

índice de estabilidad depende muy poco de   (cuando 1 ). 

La naturaleza de este fenómeno todavía no es clara. 

(b) Para 
2

1
p , 

2
1

)1(

1
~





R  con 1  . De los resultados obtenidos 

numéricamente, se sigue que 
46.0)1(

81.0

 
R . 

Tal diferencia se explica por el hecho de que se hace la aproximación en el 

intervalo de  1,5.0 . 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

5
2

57.0

2
1

46.0

5
3

35.0

10
7

25.0

4
3

24.0

5
4

14.0

9
8

10.0

10
9

08.0

100
99

06.0
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Capítulo 5.  

Conclusiones e investigaciones futuras. 

 

5.1. Conclusiones. 

   Pese a la basta literatura que existe acerca del tema de procesos 

controlables de Markov, son escazos los trabajos desarrollados en el tema 

de estimación de la estabilidad.  

   El estudio de la estabilidad para procesos controlables de Markov 

representa un reto, tanto desde el punto de vista teórico como práctico. 

Proponer métricas probabilísticas  apropiadas para lograr las llamadas 

desigualdades de estabilidad  es todo un esfuerzo adicional.  

   En la literatura revisada se han propuesto el uso de diferentes tipos de 

métricas para este logro, sin embargo algunas de ellas, o son bastante 

restrictivas (las llamadas “métricas fuertes”) o bien, se obtienen 

desigualdades  de estabilidad  en términos de otra métrica no deseada. Es 

en este caso, cuando tiene relevancia el conocimiento de las relaciones 

que hay entre los diferentes tipos de métricas probabilísticas , para 

cambiar la desigualdad del índice a la métrica deseada.  

   Este tabajo de investigación pretende contribuir al estudio de la 

estabilidad. Particularmente se propone el uso de la métrica de 

Prokhorov. 

   En esta tesis se estudia el problema de estimación del índice de 

estabilidad para cierta clase de procesos estocásticos controlables de 

Markov usando la métrica de Prokhorov. 

   La importancia de poder usar la métrica de Prokhorov, reside en el 

hecho de que para problemas de aplicación permite realizar estimaciones 
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del índice de estabilidad  bajo el uso de distribuciones empíricas para los 

elementos aleatorios, ya que éstas convergen débilmente bajo esta 

métrica a las distribuciones que se pretende estimar (a diferencia de las 

llamadas “métricas fuertes”). 

   En la tesis se trabaja con tres criterios de optimalidad comúnmente 

estudiados en la literatura de control óptimo: costo descontado, costo 

promedio y recompensa total. Usando estos criterios mencionados y bajo 

condiciones generales se obtienen nuevas desigualdades de estabilidad  

con el uso de la métrica de Prokhorov. 

   Los resultados obtenidos usando el criterio de costo descontado  

(Teoremas 1.1 y 1.2.) están basados en la aplicación de ciertas 

condiciones de Lipschitz, así como ciertas propiedades de contractividad 

(en los operadores involucrados en las ecuaciones de optimalidad). Por 

otro lado, en el caso del criterio de costo promedio , los resultados 

encontrados están basados en el uso de la semi-norma span, así como 

en las condiciones de ergodicidad y de Lipschitz para obtener el Teorema 

2.1. Finalmente, usando el criterio de de recompensa total , el resultado 

encontrado y que es presentado en el Teorema 3.2. fue deducido bajo 

ciertas condiciones de transitoriedad y de Lipschitz (para la función de 

recompensa, para el kernel estocástico, etc.), así como el uso de ciertos 

operadores contractivos. 

   Las desigualdades encontradas para el índice de estabilidad  para 

procesos transitorios con recompensa total esperada  obtenidas en el 

capítulo 3 no se encuentran en la literatura, hasta ahora. Esta clase de 

procesos controlables de Markov tienen muchas aplicaciones importantes 

(en problemas de paro óptimo, por ejemplo).  

   Junto con la demostración de estabilidad con respecto de las métricas de 

Prokhorov y de Dudley (que permiten usar aproximaciones empíricas), también se 

obtuvieron desigualdades en términos de la distancia de Variación Total. Estas 



111 
 

 

últimas, permiten relajar las condiciones usadas y por ello, ampliar la clase de 

aplicaciones potenciales. 

  Los resultados del capítulo 2 - desigualdades de estabilidad usando el criterio 

promedio con respecto a la métrica de Prokhorov - son desarrollos de métodos del 

artículo Gordienko et al (2009), en donde se obtuvieron cotas parecidas en términos 

de la métrica de Kantorovich para costos no acotados (ver apéndice B para la 

definición de la métrica de Kantorovich). Dicho artículo y la tesis presente usan al 

parámetro )1,0( , al que es posible llamar “parámetro de ergodicidad” del proceso 

y que en ejemplos frecuentemente toma un valor cercano a 1. El uso de la métrica 

de Prokhorov y funciones de costo acotado permitieron mejorar el órden de la 

constante en la parte derecha de la desigualdad de estabilidad correspondiente. En 

Gordienko et al (2009) esta constante es del orden   3
1


O  con 1 , mientras 

que el resultado obtenido en la tesis (ver (2.10), capítulo 2) la constante tiene un 

orden de   2
1


O . 

   Se resalta nuevamente que los principales resultados de este trabajo de 

investigación son desigualdades de estabilidad obtenidas en los capítulos 2 y 3 (con 

ejemplos correspondientes). 

   Los resultados de los capítulos 1 y 4 sirven como una fuente de los ejemplos y 

apuntaciones de las direcciones para investigaciones futuras. 

 

5.2. Investigaciones futuras planeadas. 

5.2.1. Criterio Sensible al Riesgo. 

   En las últimas décadas ha recibido mucha atención un criterio de optimalidad (en 

parte, en relación con algunos procesos controlables en matemáticas financieras) 

llamado criterio sensible al riesgo.  

   El estudio de la teoría de control bajo riesgo sensible es un área significativa en 

teoría de control estocástico. 
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   El estudio de los procesos de decisión de Markov (MDPs) incorporando el criterio 

sensible al riesgo para medir el rendimiento de la política de control fueron 

considerados primero por Bellman (1957) para modelos con espacios de estado 

finitos. Un profundo análisis apareció en Howard, Matheson (1972) para el caso de 

espacios de estados finitos, donde cada cadena controlada es irreducible y 

aperiódica. El caso general con espacios de estados finitos fué tratado en Rothblum 

(1984), Fleming, Hernández-Hernández (1997), Cavazos-Cadena, Fernández-

Gaucherand (1999) y las referencias que ahí se mencionan. 

 

   Problemas con costo descontado sensible al riesgo son estudiados en Chung, 

Sobel (1987), un resultado sorprendente es que, para problemas con horizonte 

infinito y costos descontados, en general, la política óptima no necesariamente es 

estacionaria. 

 

      Problemas con costos promedio sensible al riesgo en horizonte infinito han sido 

estudiados en Fleming, Hernández-Hernández (1997a, 1997b), Hernández-

Hernández, Marcus (1996,1997), Howard, Matheson (1972), Borkar, Meyn (2002), 

Cavazos-Cadena, Fernández-Gaucherand (1999), Whittle (1990) para espacios de 

estados numerables y en Di-Masi, Stettner (2000a, 2000b), Dupuis, Ellis (1997) para 

espacios de estados generales.  

 

   En el artículo de Cavazos-Cadena, Montes-de-Oca (2000) se estudian cadenas 

de Markov controladas con espacio de estados finitos, recompensa no-negativa y el 

rendimiento usado de una política de control es medido por el criterio de 

recompensa total esperada sensible al riesgo. Los autores estudian las condiciones 

para la existencia de políticas óptimas estacionarias. 
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Criterios de optimalidad sensibles al riesgo. Sea  un factor de riesgo dado. Para 

un estado inicial  y una política , definamos los siguientes criterios de 

optimización sensibles al riesgo: 

A. Criterio de costo descontado sensible al riesgo. 

,           (5.1) 

B. Criterio de costo promedio sensible al riesgo. 

,             (5.2) 

C. Criterio de costo total esperado sensible al riesgo. 

,             (5.3) 

   Un agente tomador de decisiones se dice que tiene adversión al riesgo si 0 , 

mientras que si es arriesgado (risk seeking) entonces 0  . Finalmente si , el 

agente es neutral al riesgo. 

   En general, los artículos sobre criterios sensibles al riesgo estudian las 

condiciones que garanticen la existencia de políticas óptimas para los criterios (5.1) 

- (5.3). Hasta donde se llegó en esta investigación, en la litertura existe un número 

limitado de artículos que traten el tema de estabilidad usando este nuevo criterio. 

   Uno de ellos, Montes-de-Oca, Zaitseva (2014) se ofrece una estimación 

cuantitativa de la estabilidad del costo total esperado sensible al riesgo (usando 

0 , en (5.3)) para un problema de paro òptimo de una cadena de Markov en 

espacios de Borel. Se proporciona una cota superior para el índice de estabilidad 

expresada en términos de la distancia de Variación Total. Además, en dicho artículo 

se presenta un ejemplo sencillo de un problema de optimización inestable, es decir,  
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Vr 0)~,( pp   mientras que el índice 0 M  , donde M es una constante 

arbitrariamente grande, pero fija. 

   Avila-Godoy (1998) obtiene condiciones para la existencia de políticas óptimas 

para modelos con espacio de estados y de acciones finitos. En Jáskiewicz (2007) 

se estudian MDP´s a tiempo discreto en espacios de estados generales, con función 

de costo no-negativa y bajo el criterio de costo promedio sensible al riesgo. La 

autora establece la desigualdad de optimización y obtiene políticas óptimas 

estacionarias. 

   En Cavazos-Fernández-Gaucherand (1999) se trabajan cadenas de Markov con 

espacio de estados numerables, función de costo acotado, y usando el criterio de 

costo promedio sensible al riesgo, asociado a una función de utilidad exponencial. 

Bajo las condiciones de Doeblin, los autores encuentran que si el factor de riesgo 

es lo suficientemente pequeño, entonces la ecuación de optimización asociada tiene 

una solución. Así mismo, se muestra que bajo condiciones de continuidad-

compacidad, las políticas óptimas estacionarias existen. 

   En Cavazos-Cadena, Hernández-Hernández (2005) se usa el criterio de costo 

promedio sensible al riesgo y se prueba una caracterización de la función de valor 

óptimo. 

   En Borkar, Meyn (2002) se trabajan modelos con el criterio de costo promedio 

sensible al riesgo y funciones de costo acotadas, los autores imponen formas 

fuertes de ergodicidad uniforme para mostrar que existen funciones de valor que 

están acotadas, también establecen las condiciones suficientes (con ) para la 

existencia de políticas óptimas estacionarias. 

      Finalmente vale la pena mencionar los siguientes dos hechos: Uno, que el 

control sensible al riesgo tiene aplicaciones naturales en administración de 

portafolios, donde el objetivo es maximizar el crecimiento de la utilidad esperada de 

la riqueza, ver por ejemplo Bielecki, Hernández-Hernández, Pliska (1999), Bielecki, 

Pliska (1999), Stettner (1999). Dos, que uno de los resultados clave que han sido 

0
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explorados es la relación que existe entre control estocástico sensible al riesgo y la 

teoría de juegos, consulte Dai-Pra, Meneghini, Runggaldier (1996), Fleming, 

McEneaney (1995), Runolfsson (1994).    

 

 

5.2.2. Problemas propuestos. 

 

1. Cotas para el índice de estabilidad en el caso de criterio promedio 

sensible al riesgo. 

Este criterio de optimalidad está definido en (5.2). Se plantea el problema de 

encontrar las condiciones de ergodicidad convenientes que permitan probar 

unas propiedades de contracción de operadores involucrados en las 

“ecuaciones de optimalidad” para este criterio. Luego, bajo unas condiciones 

de Lipschitz acerca de ,   y  con , es posible que se 

pueda establecer que tales operadores preservan continuidad de Lipschitz. 

Parece también que bajo condiciones de ergodicidad el índice de estabilidad 

 no depende de x . 

Tomando en cuenta tales observaciones se plantea el problema de lograr 

demostrar una desigualdad de estabilidad (véase (XVII)) como la siguiente: 

,                                       (5.4)                              

donde la constante  depende del parámetro de sensibilidad  > 0. Es de 

notarse que debido a la estructura de  en (5.2), el problema de 

establecer una “desigualdad de estabilidad” de la forma (5.4) es más 

complicada que el problema clásico (riesgo neutral). Esta afirmación se 

apoya por la dificultad del problema (considerada en la literatura) de 

búsqueda de políticas óptimas con respecto al criterio . 
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2. Experimentos numéricos sobre la dependencia de los índices de 

estabilidad    y   con respecto a los parámetros    y  . 

De la desigualdad obtenida para el costo descontado  (cuando  

no depende de ), se sigue que para cada fijo, el valor de la constante 

 
en la parte derecha de (1.12) tiene un orden de   cuando el 

coeficiente de descuento . En el capítulo 4, a partir de un proceso 

particular (y sencillo) de control, se realizaron estimaciones numéricas para 

obtener que el índice de estabilidad dado en (4.22) tiene un orden de

 cuando el coeficiente de descuento  y . 

Por lo que el problema que se plantea es en este caso, primero obtener una 

desigualdad de estabilidad como la dada en (5.4), y posteriormente 

determinar la forma en que la constante B() dependerá del parámetro de 

sensibilidad al riesgo  .  

   En el artículo de Montes-de-Oca, Zaitseva (2014) se usa 0  (risk 

seeking) y el criterio (5.3). En el Teorema 3.2. de dicho artículo, se presenta 

una desigualdad como la mostrada en (5.4) con la diferencia de que los 

autores usan la distancia de Variación Total  Vr,  en lugar de , la métrica de 

Prokhorov como se propone en (5.4). En dicho Teorema 3.2, la constante 

)(B  tiende a infinito exponencialmente cuando   (y en este orden es 

correcto, como muestran los ejemplos).  

   Para 0 , el problema sigue abierto. 

   Por otro lado, se plantea el problema de hacer experimentos numéricos y 

simulación (usando ejemplos simples) para ver la manera en que el índice  

de estabilidad  depende de  > 0. 
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APENDICE A 
Algunas definiciones y resultados 

utilizados en la tesis. 

Espacio de Borel. Sea X un espacio métrico, separable y completo. La mínima -

algebra BX de subconjuntos de X que contiene todos los subconjuntos abiertos 

(cerrados) se llama -algebra de Borel. Cada BBX se llama conjunto de Borel. 

Por otro lado, X se llama el espacio de Borel si existe un espacio métrico, separable 

y completo X  tal que X BX. Es claro que en particular X  X  es de Borel. 

Algunos ejemplos importantes, son los siguientes: 

(i) Subconjuntos de Borel de Rn; 

(ii) espacio numerable con la topología discreta; 

(iii) el espacio de medidas de probabilidad M definidasen la -algebra de 

Borel de un espacio métrico, separable, completo S . 

En el último ejemplo, M se equipa con la métrica de Prokhorov definida en (XVIII) 

del capítulo preliminar así como en el apéndice B. 

Distribuciones de vectores alatorios y su convergencia débil. Sea  PF ,,  un 

espacio de probabilidad, y  rS,  un espacio métrico separable con -algebra de 

Borel BS . La aplicación medible SX :  se llama vector aleatorio con valores en 

S .   

La  distribución  de  X   es  la  siguiente  medida  de  probabilidad  XP  en ( S , BS ) , 

XP ( B ) P: ( 1X  ( B ) )  ,  ( P: ( X B ) ). 

Sean X , nX  , 1n , vectores aleatorios en S  con distribuciones correspondientes 

XP  , 
nXP , ,2,1n  . Se dice que nX  converge a X  débilmente ( o  

nXP  converge a 
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XP  débilmente) si para cada )(SCf b ,  
S

nn fdPXEf )(      
S

XEffdP )( . Donde 

)(SCb
 es el espacio de todas las funciones continuas y acotadas Sf :  R . 

En tal caso se escribe XXn  , o bien , XX PP
n
  . 

Es bien conocido (Prokhorov (1956)) que XXn   si y sólo si  0),( XXn . Lo 

anterior es equivalente a  0),( XXd n
 , donde d  es la métrica de Dudley definida 

en (XX) en el capítulo preliminar, así como en el apéndice. 

Distribuciones empíricas y sus convergencias. Sean nXXX ,, 21  vectores 

aleatorios i.i.d. definidos en un mismo espacio de probabilidad  PF ,, . La 

distribución empírica es la siguiente medida de probabilidad aleatoria: 

     



n

k

Xn kn
P

1

1
:ˆ   , 

definida en  ( S , BS ). Además, 
kX es la medida de Dirac, definida de la siguiente 

manera:  

 Para B BS , 

   )(B
kX














.0

.1

BXsi

BXsi

k

k
 

 
Se sabe que, (consulte, por ejemplo Rachev (1991)) con probabilidad 1, 

0),ˆ( PPn  ; pero evidentemente  Vr 2),( PPn  para ,2,1n  

Kernel estocástico. Sean X y Y  dos espacios de Borel. Un kernel estocástico q  

(Borel medible) en X  dado Y  es una función tal que para cada Yy , )|( yq   es una 

medida de probabilidad en ( X , B X ), y para cada B  B X , )|( Bq  es una función 

medible de X  a  [0,1]. 

Para YX   a cada kernel estocástico q  corresponde una familia de procesos de 

Markov homogéneos a tiempo discreto tXXX ,, 10  (con diferentes distribuciones 
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iniciales) con la probabilidad de transición (por un paso) dada por 

)|()|( 1 xBqxXBXP tt   , B  B X , Xx . 

La probabilidad de transición por n - pasos se define como: 

)|(:)|()|( )1()( xBqqxBqxXBXP nn

tnt



   , B  B X , Xx , 

donde para dos kernels q  y q~  se tiene que 
X

xdyqxBqxBqq )|(~)|()|(~ . 

Sean Xr : R  una función medible y acotada, y Xx  un estado inicial del 

proceso de Markov con kernel q . Es demostrable que para cada 1n  se cumple 

que   
X

n

n xdyqyrxXXrE )|()(|)( )(

0
. 

De la misma manera se define el operador :)(nQ  B  B ,  donde B es el espacio de 

Banach de todas las funciones acotadas  R  con la norma del supremo. 

Por definición: 

 ,   B , . 

Se dice que  en ( , B ) es una probabilidad invariante para el kernel , si 

 para toda  B . 

Si  existe y la distribución inicial (de ) es  , entonces  para 

toda  B ,  . 

Función inferiormente (superiormente) semicontinua. Sea  un espacio 

métrico  y   R   .  Se dice  que    es  inferiormente  semicontinua en 

 R  si  para cualquier sucesión . (Para superiormente 

continua:  ). 

La función  es llamada inferiormente semicontinua si es semicontinua para todo 

. 

Multifuncional y selectores medibles. Sean  y  dos espacios métricos 

y  el conjunto de todos los subconjuntos de . 



X:


X

nn xdyqyxQ )|()(:)( )()(   Xx

p X X q

)()|()( dxpxBqBp
X

 B X

p
0X p )()( BPBXP n 

B X ,2,1n

X

Xf :    f

x )()(inflim xfxf n
n




xxn 

)()(suplim xfxf n
n




f

Xx

 rX ,  dA,

A2 A
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Un multifuncional  se llama Borel medible si para cada  B , el 

conjunto  pertenece a B . 

El siguiente resultado se usa frecuentemente para justificar la existencia de políticas 

de control estacionarias óptimas. 

Se denotará por C  a la colección de todos los subconjuntos compactos en , 

y sea  C  un multifuncional Borel medible.  

Sean también  K   y   K R  una función medible. 

Proposición. Supongase que para cada , la función  es inferiormente 

continua en . Entonces: 

(a) Existe una función medible  tal que, 

-  para toda . 

-  , . 

(b) La función ,  es medible. 

A la función  a veces se le llama también selector. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AXF 2:  B A

  BxFXxBF )(|:)(1
X

A2 A

XF :

 XxxFaAXax  ),(|),(: :u 

Xx ),( xu

)(xF

AXf :

)()( xFxf  Xx

  ),(inf)(,
)(

axuxfxu
xFa

 Xx

),(inf:)(
)(

* axuxu
xFa

 Xx

f
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APENDICE B 
Algunas métricas probabilísticas simples. 

Las primeras tres métricas usadas en la tesis ya se definieron en el capítulo 

preliminar. Aquí simplemente se recuerdan. 

Sean  un espacio métrico separable, ,  vectores aleatorios con valores en 

. Recuérdese que una métrica  simple entre y  significa la métrica 

(distancia) entre las distribuciones  y  de y . En este sentido, se aplica la 

denotación . 

1. Métrica de Prokhorov, . (Véase (XVIII)). 

, para toda  B , 

  y  es “la - vecindad de ”. 

2. Métrica de Dudley, . 

 , 

 donde   R  . 

 (Véase (XX) en el capítulo preliminar). 

3. Métrica de Lévy, . 

       para toda R  

Se sabe que  (débilmente) si y sólo si  si y sólo si 

  si y sólo si  , para = R en el último caso. 

),( rS X Y

S  X Y

XP YP X Y

),(),( YX PPYX  



    )()(:0inf:),( APBPPP YXYX B S

A  A

d

|)()(|sup:),( yExEYXd
D







  SD ::  1: 
 L



L

   )()()(:0inf:),( xFxFxFYXL XYX x 

XXn  0),( XXn

0),( XXd n 0),( XXL n
S
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4. Métrica uniforme (o de Kolmogorov), . 

Para , 

  . 

Se sabe que  implica la convergencia débil, y para  

absolutamente continuos,  resulta . 

5. Métrica Kantorovich (o de Wasserstein), . 

, 

 donde   R  R . 

La convergencia en :  es equivalente a , y además 

 para un . 

Se sabe que para  R ,  . 

6. Métrica de Variación Total,  Vr. 

Vr  , 

 donde   R . 

 Se sabe que: 

- Vr . 

- Cuando  R y ,  son absolutamente continuas con 

densidades  y , entonces: 

Vr . 

7. Un par de ejemplos de métricas probabilísticas compuestas. 

7.1. Métrica de Ky Fan, . 

  . 



nRS 

|)()(|sup:),( xFxFYX YX
Rx n






0),( XXn X

XXn  0),( XXn



|)()(|sup:),(
1

yExEYX
Lip







 SLip ::1   yxyxryx ,),(|)()(:|  

 0),( XXn XXn 

),(),( axEraXEr n  Sa

S 



 dxxFxFYX YX |)()(|),(

|)()(|sup:),(
1

yExEYX
B







:1B   1: 




|)()(|sup2),( BYPBXPYX
SBB




S X Y

Xf Yf

dxxfxfYX YX |)()(|),(  




K

    ),(:0inf:),( YXrPYXK
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7.2. Métrica . 

  . 

Los valores de  y  dependen de las distribuciones conjuntas  del 

par de vectores aleatorios , . 

8.-  La métrica de Hausdorff. Sea  dA,  un espacio métrico y C la familia de 

todos los conjuntos compactos en A . 

 La métrica de Hausdorff h , se define en C por la siguiente regla (  C ): 

                                 , 

 donde   . 

 

 

Dos resultados importantes: 

Teorema (Strassen). 

 sobre todas las  con distribuciones marginales fijas   y    

. 

Teorema (Kantorovich-Dudley). 

 sobre todas las  con distribuciones marginales fijas   y    

. 

 

 

1L

||:),(1 YXEYXL 

K 1L
YXP ,

X Y

CB,












),(sup),,(supmax:),( BydCxdCBh
CyBx

),(inf),( zxdCxd
CZ



 ),(inf YXK YXP , XP YP 

 YX PP ,

 ),(inf 1 YXL YXP , XP YP 

 YX PP ,
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APENDICE C 
Algunas métricas probabilísticas simples. 

En este apéndice se proporcionan las ecuaciones de optimalidad para los criterios 

usados en esta tesis, así como las condiciones para la existencia de políticas 

estacionarias óptimas en cada uno de ellos 

. 

Criterio de Costo Total Esperado Descontado. 

El problema de control de interés en esta sección es el de la minimización del costo 

total esperado descontado con horizonte infinito. Sea el modelo de control 

  cqXxxAAXM ,,:)(,,  , como el dado en (I) . El criterio a ser minimizado es el 

dado en (VIII), mismo que se transcribe a continuación: 

   







 



0

),(),(
t

tt

t

x axcExV  
   ,     ,  Xx ,           (C.1) 

donde )1,0(  es el factor de descuento, y se asume que es dado. 

Una política *  que satisfaga 

     ,  para toda ,         (C.2) 

se llama política - óptima descontada, y  es llamada función de valor -

descontada. 

Las ecuaciones de optimalidad costo descontadas. Una función  se 

dice que es una solución para las ecuaciones de optimalidad de costo -

descontado ( -DCOE), si satisface: 

    ,  para toda .        (C.3) 

)(),(inf),( *

* xVxVxV 


  


Xx

 *

V 

RXv :





  







  XxAa

axdyqyvaxcxv ,)(),(min)(
)(

 Xx
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Por otro lado, las funciones iteradas de -valor se definen como: 

   , 

Para toda  y , con . 

Entonces, 

     ,  para toda .  

Supuestos 1. 

(a) La función de costo por un paso, , es inferiormente semicontinua, no 

negativa e inferiormente compacta en K . 

(b) El kernel  es fuertemente continuo. 

Supuestos 2. 

Existe una política  tl que  para toda . 

Teorema 1. Si se asume que los supuestos 1 y 2 se cumplen, entonces: 

(i) La función de valor - descontada dada en (C.2) de este apéndice, es la 

solución mínima para la -DCOE. Es decir, 

  







  XxAa

axdyqyVaxcxV ,)(),(min)( *

)(

*

    , para toda .     (C.4) 

       Y si  es otra solución para la -DCOE, entonces . 

(ii) Existe un selector  F  tal que  y alcanza el mínimo en (C.4), 

es decir, 

  , para toda .      (C.5) 

      Y la política estacionaria determinística  es - óptima descontada. 



  







  

 X
n

xAa
n axdyqyvaxcxv ,)(),(min:)( 1

)(


Xx ,2,1n 00 v

)(lim)(* xvxV n
n 

 Xx

c

 XxxFaAXax  ),(|),(:

q

 ),(  xV Xx





Xx

u  *)( Vu 

*f )(* xAf 

 
X

fxdyqyVfxcxV *

*

*

* ,)(),()(   Xx



*f 
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(iii) Si una política - óptima descontada existe, entonces existe una que es 

estacionaria determinística. 

Para una demostración de este Teorema véase la sección 4.2, capìtulo 4 de 

Hernandez-Lerma , Lasserre (1996). 

NOTA: 

Los supuestos 1 y 2 dados en este apéndice aseguran la existencia de una política 

estacionaria  que satisfaga la ecuación (C.5). Más aún, bajo estos suuestos, la parte 

entre paréntesis rectangulares de (C.4), es decir,   
X

axdyqyVaxc ,)(),( *

  , es una 

función medible en ),( ax  K, y continua en )(xAa  para toda , donde )(xA  es 

un conjunto compacto. 

 

 

Costo Promedio 

Sea   cqXxxAAX ,,)(,,   un modelo de Markov controlable como el dado en (I), y  

   







 





1

0

),(:),(
n

t

ttxn axcExJ  .               (C.6) 

El costo total esperado en n  etapas cuando se aplica la política  , dado el estado 

inicial xx 0 . 

El costo promedio (AC) esperado de largo plazo cuando se usa  , dado xx 0

, es 

   
n

xJ
xJ n

n

),(
suplim:),(






  .              (C.7) 

El problema AC es encontrar una política *  tal que, 

   )(:),(inf),( *

* xJxJxJ 





  ,  para toda Xx .           (C.8) 



*f

Xx
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Una política que satisfaga (C.8) se dice que es AC- óptima y *J  es llamada función 

de valor AC. 

Sean  RXh :,   funciones medibles, y f  F  un selector dado. Entonces, 

 fh,,  se dice que es una triada canónica, si para toda Xx  y ,...1,0n  se 

cumple que 

     )()(),(,, * xhxnhxJhxfJ nn     , 

donde  

    )(),(inf),,(inf),(*

nxnnn xhExJhxJhxJ 


 


. 

En el caso especial en el cual  para una triada canónica  fh,, , se tenga que )(  

es una constante, digamos *)(  x  para toda Xx , entonces las ecuaciones de 

optimalidad de costo promedio (ACOE) está definidas por: 

   







  XxAa

axdyqyhaxcxh ),()(),(inf)(
)(

*  , 

y si f  F, entonces se satisface que, 

   
X

fxdyqyhfxcxh ),()(),()(* . 

Por otro lado, recuérdese la ecuación de costo  -óptimo descontado dado en (C.4), 

misma que se transcribe a continuación: 

    







  XxAa

axdyqyVaxcxV ,)(),(min)( *

)(

*

  . 

Supuestos 3. 

Existe un estado Xz ,  un número )1,0(  y 0M  tal que: 

(a)  MzV  )()1( *

  para toda  1,  , donde *

V  está dada en (C.4). 
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(b)  Existe una constante 0N  y una función no negativa )(b  en X  tal que 

)()( xbxhN    para toda Xx  y  1,  , donde )()(:)( ** zVxVxh   . 

El supuesto 3 implica que *

V  para toda Xx  y ).1,0(  En efecto, por a) 

)(* zV para todo  1,  , así que, por el lado derecho de la desigualdad dada 

en b), )()()( ** zVxbxV    para toda Xx  y  1,  . Por lo tanto, el mapeo 

)(* xV   es no decreciente en )1,0( , para toda Xx . 

Lema. Si se asume el supuesto 3, entonces existe una constante * , con 

M *0  , y una sucesión del factor de descuento 1)( n  tal que satisface 

  **

)( )()(1lim   


zVn n
n

. 

Para una demostración de este Lema, véase sección 5.4, capítulo 4 de  Hernandez-

Lerma , Lasserre (1996). 

Supuestos 4. 

Si se asume el supuesto 3, y además: 

(a) La función )(b  (dada en el supuesto 3, inciso (b)) es medible y tal que, para 

cada Xx  y )(xAa :  
X

axdyqyb ),()( . 

(b) La sucesión  )(nh  es equicontinua. 

Teorema 2. Si se asumen los supuestos 1 y 4, entonces existen una constante * , 

una función continua )(h  en X , y un selector f  F que satisfacen la ACOE, es 

decir, 

  







  XxAa

axdyqyhaxcxh ),()(),(min)(
)(

* ,                    (C.9) 

 y 

  
X

fxdyqyhfxcxh ),()(),()(* .         (C.10) 
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Más aún, f  es AC-óptima y ** ),()(   xfJxJ para toda Xx ; de hecho, cada 

política  estacionaria  determinística  f ,  para  la  cual  f   satisfaga  (C.10)  es 

AC-óptima. 

Para una demostración de este Lema, véase sección 5.5, capítulo 4 de  Hernandez-

Lerma , Lasserre (1996). 

 

 

 


