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Capitulo 1

Introduccién General

En el presente trabajo estudiamos el llamado problema de Hill en Mecdnica Celeste. Este
~es un modelo simplificado del problema restringido de 3 cuerpos propuesto inicialmente por
el matemdtico norteamericano G.W. Hill alrededor de 1878 para describir el movimiento
. de la luna alrededor de la tierra bajo el efecto perturbativo del sol. Aunque el modelo es
.~una simplificacién de la situacién real, el conocer con mucha precision alguna o algunas
‘érbitas periddicas de este modelo permite considerar los efectos perturbativos debidos 2 Ia
Jinclinacién ‘de las Srbitas, el efecto de la forma de la tierra, etc. Esta idea, que se remonta
a Poincaré, se conoce como el problema principal (main problem) de la teoria lunar, Fn
sus trabajos originales, por ejemplo, G. Hill calcula la familia de 6rbitas periddicas casi
~ circulares, conocida ahora como la familia de Hill, dentro de la cual se situa el movimiento
de la luna. Recientemente se han encontrado otras aplicaciones del modelo de Hill al
movimiento de los satélites coorbitales de Saturno [Wal-Spi]. Desde un punto de vista
‘matemitico el problema consiste en resolver las ecuaciones de un sistema Hamiltoniano con
dos grados de libertad con una integral de movimiento (la constante de J acobi).
~. Algunos resultados numéricos sobre familias de 6rbitas periédicas pueden encongrarse en
los trabajos-de Henon [Hen] y de Perko [Per]. En cuanto a resultados analiticos s;%itan log
siguientes: En [Kum1] M. Kummer estudia en un contexto general, perturbaciones de dos
osciladores en el plano con iguales frecuencias usando la forma normal de Birkhoff. Muestra
la existencia de soluciones periédicas que se originan a partir de soluciones circulares (directa
¥ retrégrada) de la forma normal y da condiciones sobre su estabilidad en términos de
clertos coeficientes de la forma normal. En [Kum2] aplica sus resultados para mostrar la
estabilidad de las érbitas periédicas de Hill, ademds de la existencia de toros invariantes
para valores grandes de la constante de Jacobi. Aqui cabe remarcar que el modelo que
considera Kummer en [Kum2] no es exactamente el que aparece en Szebehely [Sze] ya que
aparecen como parametros el reciproco de la constante de Jacobi y el cociente de masas
de los primarios, lo cual le permite aplicar el teorema twist de Moser para concluir la
estabilidad. En las notas de Seminario no publicadas de Moser, él mismo aplica la teorfa de
las formas normales de Birkhoff para probar la estabilidad de estas érbitas, aunque no parece
clara la forma de aplicar el Teorema. En [L-L} E. Lacomba y J. Llibre prueban la existencia
de al menos cuatro érbitas de expulsién—colisién en e} problema restringido de 3 cuerpos y
en el probiema de Hill, que pueden verse como érbitas heteroclinicas usando a2 explosion
del origen de McGehee, sin embargo en el dltimo problema su demostracién es numérica.
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El problema de Hill... 2

Lo anterior permite probar la no existencia de una clase de integrales llamadas integrales

- extendibles (i.e integrales primeras que pueden extenderse a la variedad de colisién tomando

un valor constante sabre ella). A. Chenciner y J. Llibre en [Ch-Ll] prueban la existencia de
toros invariantes agujerados en el problema restringido de 3 cuerpos, para valores pequefios
del parimetro de masas.

En {Depl}, A. Deprit desarrolla la teorfa transformadas de Lie que involucran un paré-
metro pequeiio y en [Dep2] introduce coordenadas especiales de accién—4ngulo para estu-
diar perturbaciones de osciladores lineales en el plano con iguales frecuencias (resonancia
1-1). Usando sus propios algoritmos y el procesador de Operaciones Algebraicas Mecaniza-
das (MAQ) puede calcular formas normales a orden alto, y estudia truncaciones de varios
érdenes del hamiltoniano de Toda, expandido alrededor de un punto de equilibrio estable,
en resonancia 1-1, '

El presente trabajo de tesis estd dividido en dos partes. En la primera usamos la ex-
plosién de McGehee para estudiar el problema de Hill para valores grandes de la constante
de Jacobi. Después de un reescalamiento de las coordenadas el problema se plantea como
una perturbacién de un problema de Kepler en estas coordenadas. Resolviendo las variacio-
nales a lo largo de las variedades invariantes del problema de Kepler, probamos que existen
exactamente 4 érbitas de expulsién-colisién, i.e. scluciones que salen de la singularidad y
llegan a ella asintéticamente, que son transversales para valores suficientemente grandes de
la-constante de Jacobi. También se muestra el cardcter candnico de una clase de ecuacio-
nes del tipo de McGehee que incluyen a potenciales homogéneos y los problemas de Hill,
Kepler giratorio y restringido de 3 cuerpos. Esto generaliza, para dos grados de libertad,
los trabajos de E. Lacomba y A. Ibort [L-1}, vélidos s6lo para potenciales homogéneos.
Para el problema de Hill, calculamos el mapeo de Poincaré hasta un orden cuadritico en

- ¢l pardmetro pequefio y aplicamos el teorema twist de Moser para mostrar la existencia de
" toros invariantes. - '

En la segunda parte de e%z trabajo usamos la regularizacién de Levi-Civita -para re-
plantear el problema como u perturbacidn de dos osciladores en el plano con iguales
frecuencias. Revisamos la construccidn de las variables de Lissajous. Probamos que la
eliminacién de la anomalia eliptica en la forma normal permite ver la forma normal como
un Hamiltoniano en un espacio fase reducido que es simplectomorfo a una esfera con su
elemento de drea usual. Desarrollamos el cédigo en MATHEMATICA del algoritmo pro-
puesto por Deprit, que nos permite calcular las formas normales hasta un orden modesto
(< 5), debido principalmente a razones de memoria de mdquina. El cdlculo de la forma
normal en el problema de Hill nos permite aplicar el teorema twist de Moser para mostrar
la persistencia de toros invariantes en el problema de Hill para valores grandes de la cons-
tante de Jacobi. Finalmente aplicamos la teorfa desarroilada a un ejemplo mecdnico que se
conoce en la literatura como el sistema péndulo-resorte o péndulo eldstico cerca del punto
de equilibrio estable, para valor del pardmetro cercano a la integrabilidad en resonancia 1-1.

1.1  Deducién de las ecuaciones del problema de Hill.

El problema de Hill se obtiere como un caso limite del problema restringido de tres cuerpos
como se muestra en la Figira 1.1.a. La particula de masa cero se mueve tan cerca del
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Figura 1.1: (a) Problema restringido de 3 cuerpos. {(b) Problema de Hill.

primario de masa i que el efecto gravitacional del primario de masa 1— u puede considerarse
como una perturbacién secundaria. Si se hace un reescalamiento de las coordenadas, la
particula de masa 1 — g se manda al infinito. El modelo que resulta se conoce como el
problema de Hill. Por razones de consistencia del trabajo, presentaremos la deducién del
modelo de Hill debida a Broucke [Brou].

Las ecuaciones del problema restringido de 3 cuerpos desde ¢l sistema giratorio mostrado
en la Figura 1.1.a son

. 1 _,
G2 -qtl-p = LO_(-pla-1

r3 3
" ; ' i-
G2+2 ~qp = __E%_i__ﬂé_‘)_‘h_
LE] 3
donde
. g
o= {q,q) 1 )
72 = (q1—1,q2)

Se supone que la particula en el origen es la tierra ¥ que la particula situada a una
distancia unitaria es el sol. En el movimiento real de la luna la cantidad ri es mucho mds
pequena en relacién a r; y la cantidad g tiene un valor aproximado de 0.000003 que es muy
pequeno. En estas condiciones podemos desarrollar en serie de Taylor la cantidad r,,

o= (=17 +¢3=1-2q + g} + ¢
170 = (1201 + qF + ¢2)~3?

3
= 1-S(20+4+¢)=143q
con lo que resulta el sistema aproximado
_hq
r

- . 4 :
G2+20 —q = —ﬁ;‘-‘;—"'—(l—p)@(lJqul){
1

G -2~q+l-p = (1= p){@ - 1){(1 + 3¢}
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Se supone ademds que los productos ug; y #q2 son de orden mucho menor que g; y g, de
modo que pueden despreciarse. Entonces las ecuaciones se reducen a

w . 1
h~2¢2—-3¢1 = "%
. , 2
G2t+2g = *E;%"-

i

Ya que las cantidades g, ¢, son de un orden de magnitud muy pequeiio conviene reescalar

las coordenadas por un factor 1, lo cual equivale a hacer la sustitucién ¢; — u%¢; en las
ecuaciones con lo que resulta

o ng _ag —  _-adl
G —2¢2-3@ = —-p "f
B2 = -ute D

1

y si elegimos el factor como 12/3, las ecuaciones

que resultan se conocen como las ecuaciones
del probleme de Hill que son

G-20-3n = -L
LE
G+ = &
T
Ver Figura 1.1.b.
El Hamiltoniano de este problema es {véase [Sze])
1, 12 1 2,1,
H(g:p) = 5lol* + @221 — 1p2 — gl "ata (1.1)

donde ¢ = (g1,¢2) es la posicién del cuerpo infinitesimal y p = {py, ;) su momento; los de-

‘talles pueden verse en [Sze], Las ecuaciones de movimiento vienen dadas
de Hamilton
aH | oH

g = "g;;’ P = “3:;;_‘ t= L2,.. (1'2)

Nétese que ¢ = 0 es una singularidad de las ecuaciones. -
H esuna primera integral, lo cual significa que H es constante a lo largo de las soluciones.
La constante de Jacobi se define entonces como € = ~2H. Para un valor fijo de C el
movimiento tiene lugar en regiones definidas del espacio de configuracién llamadas regiones

de Hill. Estas son las proyecciones sobre el espacio de configuracién (g,q,) de los niveles
de Jacobi,

por las ecuaciones

1 1 1
Ie = {(e.P) | 5IpI* + @21 — 1Pz - il o + 59 = ~C/2)

La forma de las regiones de Hill se muestran en la Figura 1.2.
Para C > 3%3 15 regién de Hill consiste de tres componentes, una de las cuales es
acotada y contiene al origen. 5i C — o Ia componente acotada se colapsa a un punto.
Existen dos maneras de estudiar la singularidad debida a colisién; la primera que utiliza-
remos es la explosién del origen que consiste basicamente en agregar una frontera al espacio
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Figura 1.2: Regiones de Hill.

fase que sea invariante. Esto dltimo se logra introduciendo coordenadas adecuadas debi-
das a McGehee, y una reparametrizacién de las soluciones que logre frenarlas lo suficiente
para que las soluciones que tendfan a colisién ahora tiendan asintéticamente a la frontera
invariante (variedad de colisién). Todo ello lo haremos en la primera parte del trabajo.

La segunda manera de estudiar la singularidad consiste en hacer que las soluciones
“atraviesen” la singularidad, considerando un tiempo ficticio y las coordenadas apropiadas.
La técnica de Levi-Civita leva a cabo la regularizacién, manteniendo el cardcter candnico
de las ecuaciones. Esta técnica la desarrollaremos en la segunda parte de este trabajo en
el problema de Hill. Aunque las técnicas son conceptualmente distintas, la combinacién de
ambas complementa la descripcién del problema.

|




Capitulo 2

Explosién del origen.

Originalmente, McGehee introdujo la técnica de explosién del origen para estudiar la sin-
gularidad debida a colisién total en el problema colineal de 3 cuerpos. Posteriormente,
Devaney generalizé la explosién de McGehee al caso de potenciales homogéneos. El pro-
blema restringido de 3 cuerpos y el problema de Hill no son de este tltimo tipo debido al
término mixto del momento angular, pero se puede adaptar la explosién a estos casos. El
cardcter canénico de las ecuaciones de McGehee has sido demostrado por E. Lacomba y A.
Ibort para el caso de potenciales homogéneos,

En esta primera parte utilizamos la explosién de McGehee para estudiar la singularidad
debida a colision en el problema de Hill. Damos una demostracién analitica de la existencia
de 4 érbitas de expulsién-colisén, lo cual permite demostrar la inexistencia de primeras
integrales extendibles independientes del Hamiltoniano (en [L-L] se da ura demostracién
numérica). Posteriormente mostramos que una clase de ecuaciones del tipo de McGehee
pueden escribirse en forma Hamiltoniana. Esto se aprovecha para demostrar la existencia

de toros invariantes en el problema de Hill para valores grandes de la constante de Jacobi,
aplicando el teorema twist de Moser. E

) -

2.1 Coordenadas tipo McGehee.

El Hamiltoniano del problema de Hill es (ver las seccién anterior)

S S— %qé' :

vl + 4

Para explotar el origen usamnos coordenadas de McGehee como en [Lli]. Tomamos coorde-
nadas polares ¢ = r(cos 4, sen 8) e introducimos p = Y% = r328 que son la componente
radial y tangencial de la velocidad multiplicadas por r/2 o bien v =r1/2p, y u = r2p,
donde p, (pg) es el momento conjugado a r (¢). Si reparametrizamos las soluciones mediante

el cambio de variable independiente dt/dr = r3/? obtenemos de las ecuaciones de Hamilton
(1.2) el sistema en las nuevas coordenadas:

1
H(?h@h?l,i’?) = ‘2‘(1’? + Pg) + @201~ q1py —
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7
v = r
1
v o= 51;2 + 4%~ 14 2r%% 4 353 cos? 8 ,
¢ = u (2.1)
u = w%uv— 2r3/2y — 3+3 cos B sen §
con la relacidn de Jacobi .
' 4 0? = 3r%cos?8 - Cr+2 (2.2)

De la primera ecuacién del sistema (2.1) vemos que r = 0, correspondiente a la sin-
gularidad ¢ = 0, es invariante. De {2.2) vemos que r = 0 define un toro en el espacio
% — v — 8 (mod 2r) llamada la variedad de colision,

Ax{(rrv:aau)|u2+92ﬁ2, r=20, 0651}.

Esta variedad de collisién es la misma para todos los valores de C.
Si ponemos ¢ = C~3/2 y hacemos la sustitucién r — £2/3y obtenemos,

#

Y = ro
vo= %vz +u? = 14+ 2:7%% 4 32253 cos? 9
¢ = u (2.3)
o= -%uv — 2732y _ 323 cos fsen 8
¥ la relacién
u? 4+ 02 = 3% cos? f — 7 + 2 (2.4)

Seca entonces J, = {(r,v,8,4) | v + v? = 3e2r3 cos? @ — r + 2}, J; es difemorfo a un toro
solido en el espacio # — v — 0, y cada toro sélido J, tiene como frontera a A. La dinimica
del problema tiene lugar dentro de este toro sélido. _ _

Todos los puntos de equilibrio del sistema estén sobre la variedad de colision A (al
menos si £ es pequefio), y estan formados por dos circulos de puntos de equilibrio C*, que
no dependen de ¢, definidos por las ecuaciones r = 0,u=0,v==22 8¢ 8.

Al estudiar el flujo en la variedad de colisidn no serd de utilidad recordar que un campo
vectorial o flujo & = f(z) se dice quasi-gradiente respecto a una funcién v, si v es estricta-
mente mondtona a lo largo de soluciones del campo, excepto en los puntos de equilibrio; en
otras palabras, & # 0, excepto en las soluciones z = e, fle) = 0.

~ Pongamos r = 0 en las ecuaciones 2.3 para estudiar el flujo en la variedad de colisidn.

Vo= sp?pg?oa

7 =

u' - luv
= U
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LED L

Figura 2.1: Flujo del problema de Kepler

Al sustituir u = 0 en la ecuacién para ¢/, vemos claramente que el flujo sobre la variedad
de colisén es quasi-gradiente respecto a v, de hecho v es creciente a lo largo de soluciones
que 1o son puntos de equilibrio.

Si ahora introducimos coordenadas angulares 8, ¢ en el la variedad de colisén: u =
V2 cos $, v = V2 sen ¢, se obtiene

¢ = 71_2-cos¢5
¢ = V2cos¢,

de donde se ve que en el plano 8 — ¢, las trayectorias son rectas de pendiente 1/2. Esto
significa que cada punto critico en C~ con § = 8o, tiene dos ramas de una variedad inestable
sobre A que son también las ramas estables del punto critico situado arriba de él en C* con
8 = 6y, este comportamiento se muestra en la Figura 2.1,

Si se calculan los valores propios de la linealizacidn del campo vectorial (2.3) en los

puntos criticos obtenemos
Para v = +x/§,

asociado a @.

con multiplicidad doble, asociado a r y .
asociado a u.

S
[~
I

D
w
I
|
Si

asociado a 8.

con multiplicidad doble, asaciado a » y v.
asociado a u,

bl
il
|
§l~§c

-,
oy



El problema de Hill... 9

Nétese que los valores propios tampoco dependen de ¢. El nfimero de valores propios nulos,
en cada caso, coincide con la dimensién del conjunto de puntos criticos, que es 1, luego
el conjunto de puntos criticos C%, es normalmente hiperbélico [Shub}, lo cual nos permite
concluir la existencia de variedades estables e inestables W2(C™), W*(C*)) de dimensidn
2. Sobre la variedad de colisién tenemos la particién

A=CHUCT UWHCT)UWHCH).

Para ¢ = 0 las ecuaciones se simplifican a

o= v
vV o= %vz +u? -1
g = u (2.5)
! L
= ——u
51
con
Wi =2-r (2.6)

Las ecuaciones (2.5) y (2.6) son las mismas que para el problema de Kepler con energia
h = —1/2. Este flujo ha sido estudiado por Devaney [Dev]. El flujo global se muestra en la
Figura 2.1. _

El flujo en la variedad de colisién es el mismo para todos los valores de £. Fuera de
la variedad de colisién denotaremos simplemente por W2 y WY las variedades invariantes
asociados a los circulos de puntos criticos.

Las soluciones que satisfacen u = 0, # = cte, se llaman Srbitas homotéticas debido a que
se proyectan en e} espacio de configuracién como rayos que pasan por el origen. Las érbitas
komotéticas viven en el interior del toro sélido, nacen y mueren en los puntos criticos de
la variedad de colidn, por lo tanto, la unién de todas ellas forman un cilindro invariante
que forman la variedad estable del circulo de puntos criticos C~ y la variedad inestable del
circulo de puntos criticos CF, ‘es decir Wg§ = Wg.

El flujo es transversal al anillo A = {(r,v,8,u) € Jo | v = 0} excepto por dos circulos
definidos por v = 0, u = %1 los cuales corresponden exactamente a dos drbitas periddicas
circulares. En particular tenemos que W§ = W intersecta transversalmente al anillo 4, por
lo tanto WP y W intersectan transversalmente al anillo A para ¢ suficientemente pequeiia.
Véase la Figura 2.2. Hemos demostrado asi la siguiente

Proposicion 1 Sea v¥(7?) la primera interseccion de WY (W?) con A cuando 1 — 40
(r — —o0). Entonces para ¢ suficientemente pequerio ¥* (7!) es topologicamente un circulo
en el anillo A que puede parametrizarse por v = v(f,¢) (u = v(-8,¢)). § € §! y v una
Juncidn suave con v(8,0) = 0. Por el mismo argumento 1¥ (v2) puede también parametri-
zarse como r = p(B, ) (r = p(—8,¢)).

Teorema 1 Ezisten al menos cuatre érbitas de expulsién-colisidn para valores de ¢ sufi-
cientemente grandes.




El problema de Hill...

Figura 2.3: Orbitas de expulsion-colisién.

- Demostracidn: Haremos uso de las simetrias del problema de Hill.
(1) (Ti v,8, u)T) —* (1‘, -v,—4, B,""T)
(2) (r,v,6,u,7) — (r,v,0 +x,u,7)

Véase la Figura 2.3. Para ¢ pequeiio, sea pp = (r0,0,7/2,up) un punto en 7N {4 = 7/2};
luego existe una érbita de expulsién p(7) tal que p(0) =
obtenemos una érbita de colisién g(r) tal que §(0) = (ro,0, ~7/2,uy). Si aplicamos la
segunda simetria a § obtenemos una 6rbita de colisidn ¢ y por lo tanto la érbita de expulsién—
colisién pU ¢ que pasa por § = m/2. Ahora, aplicando la simetria (2) a p U q obtenemos
otra rbita de expulsién—colisién. Del mismo modo podemos obtener dos érbitas mas de
expulsién-colision que pasan por 8 = 0 ybi=m.

2.2 Orbitas transversales de expulsién—colisién.

En segnida probaremos que existen exactamente cuatro érbitas de expulsién colisién que
son transversales para ¢ suficientemente pequeiio.

10

= po. Aplicando la simetria (1)

vt
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De la proposicién (1) la primera interseccién de W' (W) con el anillo 4 es un cfreulo
“ae puede parairntrizacse como & = ¥(f,¢) (v = ¥(~8,¢)), con & € S'. Para probar que
'Y es suficiente prohar que '

T H £ .
.- ,a;_..._a’ ) #0 paran=0,1,2,3
f=nxfl
*r abreviar derotomos al conjunto de indices {n7/2 | n = 0,1,2,3} por [.

Cag(r, g i rfm @ o(r8,¢),8,u(r,8,¢)) la solucién donde tomamos la condicién
i (pl8. N R . r = 0. Entonces 8 es una drbita de expulsidn-colision y
u(0.# 2.8Yioe .o que tenemos que mostrar que

8,
Wau(;a 1€) £0 2.7
felr=0

El siguiente lema es una justificacién de los cilculos formales que siguen:

Lema 1 Porae suficientemente ;:_;equeﬁo la solucion B(r, 6,¢) con 8 € I puede desarrollarse
en serie de Taylor en € con B(7,8,£) — B(7,8,0), uniformemente en 7.

Demostracion. Haciendo la sustitucién B = r1/2, el sistema (2.3) puede escribirse como

R = %Ru

v = v¥/2+ 4 —142R% +3c°RPcos® @
g = u

v = —uv/2-2cR% —3:2R®cosfsend

. w4+ =2— R?+ 3c°R°cos? o
El segundo miembro del s%étema es analitico en las variables (R,v,6,u,¢) y por § teorema de
Cauchy, R, v, 8, u pueden expanderse en series de potencias de £. Como R(7, %) # 0para
toda 7 € (—00,00) entonces también r(7,8,c) puede expanderse in serie de potencias de
¢. La convergencia uniforme se puede probar usando el “teorema de extension” de Sanders
{San]. : '
a

De acuerdo al lema anterior expandamos la solucién 3(r,#8,¢) para 8 € I eomo

r(r,6,e) = ro+mE+ rae -
v(r,8,¢) = vo+viet e+ -
8(r.6,c) = Bo+6ic+0e"+ -
u(r,b,e) = o+ uie +ugel+---

para probar que la derivada (2.7) es distinta de cero basta probar que para algin k se
cumple

auk(eaé)

2 #0.

der
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Sabemos que {ro, vo, fo, up) safistacen las ecuaciones a orden cero

!

v o= 1

v o= vif24uf-1
g = u

u = —uyf2

con condiciones iniciales (2,0,8,0) en 7 = 0. La solucién explicita es

ro = 2sech?(r/v?2)
vo = —v2tanh(r/v2)
6 = 8

g = 0.

Usaremos como coordenadas independientes-a (v,8,u); luego el sistema (2.3) se escribe
como

v\ = V{(v,0,u,¢)
¢ = 0(u)
o = U(v,8,u,c).
Se sabe que las v 's, 8, ’s y u,'s safisfacen las ecuaciones variacionales de orden k con respecto

a £. El método para calcular las ecuaciones variacionales es el siguiente: Para un orden fijo
€*, sustitiiyanse las series para r, v, #, y u truncadas a orden £* en la relacién de Jacobi,

igualando las potencias iguales de £. Entonces los r4’s pueden expresarse como funcién de

los v, 6’ y u;’s con 0 < i < k. Las mismas series sustituidas en las ecuaciones (2.3)
dan las ecuaciones deseadas en las que podemos sustituir los 7;’s obtenidos antes. De hecho
para probar la transversalidad fué suficiente llegar a 2% orden. :

Teorema 2 Para £ suficientemente pequerio existen exactamente 4 Jrbitas transversales
de expulsion-colision que son continuaciones analiticas de las drbitas homotéticas en el
problema de Kepler con 6 = 0,%/2,7,3%/2.

Demostracién. Probaremos que

61:1(0,5) _ a‘uz(o,a_) =
9 =0, a5 #0 paraf el
Usaremos la siguiente notacién:
Bv; a4; Qu;
z; = .

— I e 200 ——
36" ¥ T @ YT aa
La ecuacién para u}, después de hacer un corto célculo, es:

1
u; = —--2"159'!)1 bt %ulvg - 21"3/2‘00 (2.8)
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en donde ug = 0 y vg, rg no dependen de §. Tomando derivadas con respecto a § obtenemos

1

!
= - "'2"002‘1

con solucién zy(r,8) = 2,(0,8) cosh (v/V/2).

Puesto que B(,8,£) € W? se sigue en particular que si 7 — oo entonces lim u(r,8,¢) = 0
¥ por convergencia uniforme, lim g—% = {), luego lim %‘f = lim2z; = 0 para toda k. Conclui-
mos entonces que si z;(r,8) — 0 cuando T — oo entonces 2:(0,8) debe ser cero.

La ecuacién variacional de segundo orden para u; es

1 1 _
up = —g w1 = Fuav — 3r3 cosfisend — 21'3/2111 - 31-{1,/21'11;9
con r; = ~2v97; ¥ hemos usado el hecho de que %o = 0. Afirmamos que v; = 0.

Como v; satisface la ecuacién homogénea lineal
’ —
v = Uty

y de {0,8,¢) = 0 = vo(0) + ©1(0,)¢ + - - -y v5(0) = 0, obtenemos v;(0,8) = 0, luego v; = 0.
Por lo tanto ry = 0 y z; = 0 también. '
La ecuacién para zj es simplemente

zp = —-;-vozg — 3r3 cos 28.
Resclviendo por el método de variacién de constantes obtenemos
22(7,8) = 2,(0,8) cosh (7/V2) + ¢(r) cosh (/V2) {2.9)

en donde

e(T) :E:-% cos_?éff; sech (r/v/2) dr.

De (2.9),
22(0,8) = 2,(r,8) sech (#/v2) — e(7)

tomando e} limite cuando  — oo obtenemos

B = [ 7 _ 15V/2r/4 sid=0,7
22{0,8) = 24cos29f0 sech 7 (1/v2) = { ~15V2r/4 sid = 1/2,31/2 (2.10)

que es un nimero distinto de cero como se querfa.
Ya que v(8,¢) = u(0,8,¢), expandiendo en potencias de ¢ obtenemos

vo(B) + vy (8) + £%10(0) + - -+ = ug(0,6) + eus(0,8) + £2uz(0,8) + -+
pero ) B
0 = w(0,8) = w) ]
0 = =z(0,8) = '3&1/3@?:0 = 6‘:/1/31?_
2(0,0) = Ouy/08|i=0 = Ovn/08
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Por lo tanto vo(#) = 0y 11(8) es una constante, Para determinar la constante resolvemnos
la ecuacién (2.8) para u;. Sustituyendo ug, vo ¥ ro alli, tenemos

1

up = 7 tanh (r/v2)u; + 8sech {(r/+/2) tanh (r/V2),

con solucién _ .

uy(r,8) = ¢, cosh {7/v2) - 22 sech3(r/V2).
Ya que lim, oo u3(r,§) = 0, entonces ¢; = 0 y la solucidn es u;(7,6) = 242 sech3(7/V2).
Por lo tanto,

v (9) = u1(0,6) = ~2v2.
Como Juy[88|.—0 = 22(0,8), integrando (2.10) obtenemos

vo{8) = 1—85\/511- sen 20.
Una expresién aproximada para el circulo 7, es
1 _
u=-2eV2+ £2-é§»f2-w sen26 4 -+

y para vy, 15
%= —~‘25\/§— szg-\/ix sen20 + - --

Si graficamos u vs. # vemos que a orden ()(e?) ocurren exactamente cuatro intersecciones
tranversales que no pueden desaparecer por considerar a los términos O(?) debido a que
éstos son periddicos en 8 y por lo tanto acotados; de todo lo anterior se sigue que hay

exactamente 4 intersecciones si £ es pequeiio.
a

tEn [L-L] se prueba numéricamente la existencia de dos érbitas i expulsidn-colision
que pasan por § = 0 y & = 7 que ademds son drbitas heteroclinicas, i.e. W} A WE, para
un valor de ¢ = 5732, aqui hemos dado una prueba analitica de ello. La transversalidad
de las 6rbitas de expuslién—colisién permite probar que no existen otras primeras integrales
extendibles ademds del Hamiltoniano®. Aun cuando no estimamos el radio de convergencia
de la serie v(t,8,£), un calculo de 8r/80 en § = 0,7 hasta términos de segundo orden para
£ = (125)"¥/? (que corresponde a C = 5) da el valor de 0.29. .., que es muy cercano al valor
0.26. .. obtenido numéricamente en [L-L].

2.3 Una seccién transversal para el flujo.

Refiriéndonos a la Figura 2.2, consideremos el anillo A definido por la condicién v = 0. Para
¢ = 0los circulos 4 = %1 en A son las érbitas circulares directa y retrégrada respectivamente
donde el campo es tangencial. Haremos ver que existe un anillo § (que tiene como frontera
a dichas érbitas periédicas en el caso £ = 0) donde el mapeo de Poincaré estd bien definido.

1Para la definicién de integral extendible, véase [AM], [L-L].
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Lema 2 Sec A el anillo definido por la condicién v = 0 en J,. Ezisten dos circulos u =
us(8) en A donde el campo vectorial definido por las ecuaciones (2.8) es tangente. El anillo
§ definido por 8 € S, v..(8) < u < u(8) es transversal al campo.

Demostracidn. Las ecuaciones v/ = 0, v = 0 junto con la relacién de energfa nos dan las
ecuaciones implicitas

F(r,8,u,e) = u? — 14 2% + 3628 cos* 8 = 0 (2.11)
G(r,0,u,e) = u?+4+r—3%° cos?f—-2=0 (2.12)

Escribimos (2.12) como G(r,z,y,e) = 0 donde z = cos’f y y = u?. G es una funcién
analitica en una vecindad del compacto 0 < r < A, 0<2<1, 08y <2, —~vSesv
La idea es poder despejar r de la ecuacién (2.12), sustituir en la ecuacién (2.11) y de ésta
dltima despejar a u en funcidén de 8 y €.

Para cada (z,) € [0,1] x [0,2] la solucién de la ecuacién G(r,z, y,0)=0esr=2-1y.
Ya que

aG
'5";'(1'»33 ¥, 0) = _1|

por el teorema de la funcién implicita existe una funcién analitica r = r(z',y,€) en una
vecindad |z’ — 2| < &, ¥ — ¥l < &, |el < & de (2,y,0). Por compacidad, [0,1] x [0,2]
puede cubrirse por un finito de vecindades cuadradas de lados &y, §2..., én. Sea & =
min {61, ...,5,}. Para cualquier (z,y) € [0,1] x [0,2] existe (i, 3:) tal que (z,y) € Us 1=
B(2;,6;) X B(yi, i), y si |e] < 6 entonces (z,y,€) € U; := U; x {(—4,6;) en donde existe
una funcién analftica ri(z’,¥',€) que satisface la ecuacién G(ri(z', v €)',y e) = 0. Si
(z/,y) € U;nT; entonces r; = r; = 2 — y restringido a {(=',v',0)} € U;nU;. Porel
principio de continuacién analftica existe una vecindad de (z,y,€) contenida en U:nU;
donde r; = r;. Globalmente existe entonces una funcién analitica r(z,y,¢) definida en una
vecindad de [0,1] % [0,2] x [—$,6] que safisface la ecuacién implicita (2.12).
Al sustituir #(z,y,€) en (2.11) obtenemos la ecuacién implicita
J(z,u,e) = F(r(z,9,€),z,4,e) =0.  dondez = cos?d, y = u’.

Si ¢ = 0, hay dos soluciones u = £1. En forma andloga al caso anterior tenemos

af _
oo (z,£1,0) = £2,

y usando el mismo argumento que antes podemos despejar u = us(z,6) = uglcos? §,¢).
Ya que las soluciones a las ecuaciones implicitas localmente son dnicas,se sigue que para
¢ suficientemente pequefo los circulos v = u4(#,¢) son los dnicos puntos donde el campo

es tangencial al anitlo A.
O

Un argumento mas simple aunque informal es el siguiente: Para ¢ = 0 fijémonos en v,
la componente del campo en la direccién v a lo largo de un rayo 8 = cte. sobre el plano
v = 0. De las ecuaciones del problema de Kepler se tiene v’ = u?— 1y la grifica de v' vs.
u es una paribola que intersecta transversalmente el eje v/ = 0 en u = £1. Se sigue que
para ¢ peguefio v/ es distinto de cero excepto en dos puntos con u = ux(#) donde =0y
el campo vectorial es tangente al plano v = 0.
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Figura 2.4: La seccion transversat &,

2.4 Forma candnica de las ecuaciones de McGehee.

Sea S la regién en €l anillo v = 0 delimitada por las curvas v = ux(f,¢), y T la trans-
formacién que a cada punto en § le asocia su préxima interseccién con 8, la cual no estd
definida en +7, pues para cada uno de esos puntos la solucién “va a morir” a un punto
critico en v = —+/2. Sin embargo podemos seguir la solucién sobre A hasta el punto critico
en v = +v/2 y de ahi sobre la variedad inestable W hasta 77 . De esta manera podemos
extender T a todo S con la propiedad de que T'(y)) = 7. La extensién asi definida es
analitica. Pospondremos la demostracién de este resultado para la segunda parte de este
trabajo.

Consideremos las ecuaciones de McGehee para un sistema Hamiltoniano con dos grados
de libertad y potencial homogéneo de grado —1

i o=
- , 1

o= 202-{—:;2-—(1(9)
6 = u
u = --%m:-}- U'(e)

con la relacién de energia

1

—2-(92 +u?)-U(@) =rh -
Hagamos el cambio de variables? p = 2r'/2, m = /24, Vamos a demostrar que las
ecuaciones de McGehee toman una forma Hamiltoniana en las coordenadas (p, v, 4, m) donde
v es el momento conjugado a p y m es el momento conjugado a 8. Antes de proceder a ello
conviene reescribir la ecuacién para v’ como sigue: Utilizando la relacién de energia

/2

1
o= 5'02 +u? - U(6)

?Las relaciones auxiliares r = p'/2, 2m = pu y u = 2m/p son de utilidad
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- L2 19,1 ﬁ(l 1, 2 )
= ¥ -7 ~1—2U(9)-}~,‘2 2(v +u?) - U(8)
1, 1,01 3
= 41; 41) +2{f(3)+2rh
Las ecuaciones de McGehee se transforman en
1
pFo= e
2
po o m 1,1 32
v o= p i +2U(0)+8ph
g = 2
P

m = SpU(6)

Buscamos una funcién H(p,v,8,u} que satisfaga las ecuaciones
OH 1 0H 2m
= =3PV F =
dv 2 om  p
8H m?* 1, 1 3, 8H 1,
——— = — - - = —_—— = g
Integrando las primeras dos ecuaciones obtenemos

1, m?
== m .8
H i + p + f(p.8)

sustituyendo en la dltima ecuacidn:
Vo 9
2PV ) =55
luego, ) )
1, o omr 1 %

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién que resta tenemos

mé 1, 1 3 1 m? 1 |
—_—— “U0) - Zpth=—-0? + — + U@+ A
o7 i +25() SPh 4“+p2 +2U()+ (r)
y por tanto h(p) = —p°h/8 y el Hamiltoniano queda
_ 1 9 m2 1 3 1
= 4,01; + p - 8'0 h 2pU(3)
Consideremos las ecuaciones més generales
o=
vo= évg + u? = U(B) + 27°%u + f(r,8)
8 = u

v = —%uv+U'(8)—‘2T3/2v+gQr,9)

17

(2.13)
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bajo la condicién de integrabilidad

310- 50 e
Algunos ejemplos de este tipo de ecuaciones son |
o El problema de Kepler giratorio: Con IU =1, f=rg=0.
¢ El problema restringido de tres cuerpos: Con U = 1,
f = P 4ptpr? [cosﬂ ~ (7 + cos)(r* + 1 + 27 cos 9)"3/2}
g = purisend [(r2 + 1+ 2rcos )% - 1]
¢ El problema de Hill: Con U = 1,
f = 3ricos?s
g = =3r%cos@send
en cada caso puede verificarse la condicién de integrabilidad (2.14)
Proposicién 2 El sistema (2.13} con la condicidn (2.14) posee una primera infegral

Demaostracidn. Calculamos

d fl o, .2y _ }_
dT[Q(u + ) — 0(8)] =
du  dv .o dd
= gtz UL

= —%u?v +uU'(8) - 2032 uv + ug

-i-%us +vu® —oU(8) + 232y + U.f —U'(B)u
= —;—ugv + %va ~ol/(8) + ug + Uf.
[.é_(uif +v?) - U(e)} v+ug+of

I

De la condicién impuesta se sigue que existe una funcién S(r, @) tal que

as 1 a5

i :
w=al Y e 219

Por 1o tanto,
212 - 8] =
e -ve

12,2 95 | 2 0%
[2(u +v)-U(9)]v+ruag+r vl
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dividiendo entre r y sustituyendo v = r'/r, u = ¢,

£ [42+ ) - V@) - M2+ ) -UB| T a5 88
r a6

Integrando ambos lados respecto a 7 obtenemos

3 +42) - U(9)
T

= 5(r,8)+h  h=cte

o bien

S +97) = U(8) = rS(r,8) + rh.

La relacién anterior la llamaremos la relacién de energia.
En los ejemplos antes mencionados se obtiene {ver 2.15):

1. Kepler giratorio:

-85 a5 _ _13,
-5;.-1‘, 2 =0, rS(r,é)_2r

en este caso la constante h es la energia.

2. Restringido de tres cuerpos:

%f = r+ % +pr [Cosé? = (r+cosf)(r? +1+ 2”039)“3}'2]
?3_? = usenf [(Tz + 14 2rcos§)73/%) - 1]

donde ) -
rS(r,8) = 5:-3 i+ g+ prtcosf + pr(r? + 14 2rcosf)~1/3
en este caso h = —C/2 + 4*/2 donde C es la constante de Jacobi.
3. Hill:
as
ar

= 3rcos?d %-g = —3r% cosf sen @

de donde 3
rS(r,8) = §r3 cos %@

y h = —C/2, con C la constante de Jacobi.

Ahora haremos ver que las ecuaciones (2.13) se pueden transformar a una forma canénica.
Para ello reescribamos, al igual que antes, la ecuacién para v’ de un modo mds conveniente
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con ayuda de la relacién de energfa:

Vo= luz*—“v + U(9)+ (l(u2+vz)-£f(9))+‘2r3/2u+‘f

3
SR 12+ SUO) + 5(rh +78) + 27wt f
= %u’—zv"'-i- ~U8) += rh+—r5+2r3/’u+f

luego podemos escribir las ecuaciones {2.13) como

o= re

- 1 2__1 2 l § §, 3/2
o= qute v +2U(9)+2rh+‘21"5.+21' vt f
¢ = u '

o= —-%uv +U'(8) -2r%0 4 g

Hagamos la transformacién de coordenadas
p22r1/2 m = v/ 2y 4 +?

~las relaciones auxiliares r = p¥f4, u = 2m/p — p°/8 son de utilidad al efectuar las
transformaciones—. Las ecuaciones en las nuevas variables (p,v,8,m} son:

N P
po= 5p
2
b M 3 h T e 1o 3 1 32
v o= p2+8pm 5567 " 30 +8ph+20(6)+8p5+f
g o= m_2

. = 1 _
m' = pg(p,6) + 5pU’(6) -

Buscamos un Hamiltoniano H(p,v,8,m) para este sistema. Integrando las ecuaciones

para p' y ¢
1 JH o 2m 3 _ aH

H
; v — -=p
P=3P0= 5 s, 8% T om
de donde .
1 1
H(p,v,0,m) = vag + 7—7;— - gmp:’ + h{p,8)

En la ecuacién para v notemos que los iltimos dos términos en el miembro derecho pueden
escribirse asi:
1 ,88

3 2 2
8pS+f pS+}G e

donde usamos el hecho de que f = r?235/8r. Pero,
9 9pd 28

ar ~ ar 8,0 c')p
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luego,

28
_2 = 32 300
S(p,8) + f(p,0) = 3'0 S(p, 8} + 3‘° 3

= 5 [550.0)

sustituyendo en la ecuacién para v/ obtenemos

v = .,Qii- 12+__2_+§m __.?...h.
= T T T T ETE T,
_ l’f 3 2 8 L
= g™ T s” T 1

9.2 a 13]
h _
+ z(s) 3P[8ps,

por lo tanto,

h _ T s _ 2__ ﬂ[_s}
ap 256" 8Ph VO -5, 1375

Integrando: .
1 o7 15 1 _1ls,
h= 556 Sp h QpU(ﬂ) 3* S+ k(9).
Finalmente, sustituyendo en la ecuacién para ¢,
,_ 0" 1 1 333 ;
T T2 U(oHs 70 ¥
_ 1 Ly
= 299(;),3)% 29U (8)

pero la igualdad 3p°35/80 = 1pg(p,8) se sigue de la relacién a5/88 = g/r. Por lo tanto
K (8) = 0 y podemos tom&r k = 0. El Hamiltoniano es finalmente: : -

1 m? 1 1
H(p,v,8,m) = va"’-{--;-» 3 mp® +§"5—6P "§3

1 1
—=plI(8) — =p°5(p,8
50U(6) = 5p7°5(p,8)
Hemos probado asi el siguiente teorema:

Teorema 3 FEl sistema de ecuaciones de McGehee:

U

ro= v
v o= %vz + u? - U(8) + 2r*%u + f(r,6)
¢ = u

¥ = m-;—fw +U'(8)~ 2732y 4 g(r,8)
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con la condicion de integrabilidad

2111 2[4

ag |77} % ar [F9)

se transforma en un sistema Hamiltoniano en las coordenadas (p,v,0,m) donde p = 2r
m =My 4 2, :

1/2
¥

Para nuestro caso necesitamos el siguiente corolario: Supongamos que se dan las hipé-
tesis del teorema anterior y donde ademds f(r,8) y g(r,8) son funciones homogéneas del
mismo grado grado d en la variable r. Si hacemos la sustitucién r — g¥3r el sistema de
ecuaciones anterior queda:

¥ o= ry

Y = %v"’ +u? - U+ 2e73/2y + Ezd/sf(r, 8)

¥ = u

¥ = —é—uv + U'(8) — 26732y 4 Swag(‘i‘,a) (2.16)

v la relacidn de integrabilidad queda idéntica.
Corolario 1 El cambio de coordenadas

p=2rt?  m=rtuter’ (2.17)
transforma el sistema de ecuaciones (2.16) en un sistema candnico.

Demostracion. Supongamos que se dan las hipétesis del teorema anterior y hagamos la
sustitucién r — £2/3r entonces p — /% y m — /3. Por lo tanto

mdf + vdp — 3(mdd + vdp)

lo que significa que la transformacién de coordenadas es conformemente candnica.

a
2.5 Cailculo del mapeo de Poincaré a orden ¢.
Consideremos nuevamente las ecuaciones del problema de Hill
o= v
Vo= -;-v"’ + u? + 272y 4 313 cos 20
6 = u (2.18)
u o= —%uv — 267y — 3c¥r3 cosdsen b,

que tienen exactamente ia forma del sistema de ecuaciones (‘2.16_) con d = 3. Recordemos
que § es la regién anular del anillo v = 0 que tiene por frontera las curvas u = us(6,6) y
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el mapeo de Poincaré T : § — § estd bien definido ahi. Nuestra intencién es considerar el
sistema que se obtiene promediando respecto a §, con lo que resulta en

!

¥ o= v
v = -12-112 +u? - 1420204+ %621.3
¢ = u

o = —%uv ~ 2¢73/2y,

El sistema posee dos integrales primeras:
1,2, 2 324 1/2 2
a(u + v )—1=rh+a-s Py m=ruder
Nos interesa el valor de h = —1/2. En lugar de hacer directamente la transformacién a

coordenadas candnicas p = 2rV/2, m = r1/2u + er?, procederemos como sigue: Si hacemos
el cambio de variable u — u — £73/2, el sistema anterior se transforma en

v = ro
v o= %vz +ut -1+ .;_521-3
¢ = u-—er??
v o= lu’v

B 2

y las integrales primeras en

-;— (v"2 + (u -~ sr3/2)2) ~l=r+ 2-521'“" y m=r"u

El mapeo de Poincaré para este sistema, en coordenadas (m,#) tiene la forma

et

m; = my
8, = 6o+ f(mo,bp,€)

debido a que m es una constante de movimiento.
Si en la relacién de energia

Rl — 2Pyt et =21+ -3-621'4,

sustituimos 7372 = m3/u® y r = m?/u? a partir de la integral m = r1/2y, obtenemos
2
uE

2em®  £im® m
U

..._i..*...:ig
u w2 u

luego, tomando en cuenta que los términos (infu)* = /2 estdn acotados paran = 6,8y
despreciando los términos 0%,

2 2,.,6 2 .
m{1l - 2em gtm mi(l — 2em

( ) 2 ___._..__..) + O(e%)

2 =3 !
=2—u‘ -
u? u® u?

=92 —uf -
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De las ecuaciones de movimiento se deduce que a orden &,

idﬂ _u—ert? u—em®fud
du —%uv B _%u\/2_u2—m2(1—25m)/u2
9 ' 2em

TVZ-ui— ajul + ui/2 — u? — afut

donde @ = m*(1 — 2em) y el signo es (+) o (~) dependiendo del signo de v. Consideremos
por el momento el primer término con signo (+),

o 2
du ~  /2-uf-aful’

Haciendo el cambio de variable z = 42, obtenemos

dé 1 1

E;“—\/Qz—xz—aw—\/l-—a—(z—l)?'

La condicién 2z ~ 2% — & > 0 implica que el discriminante de la ecuacién debe ser positivo,
lo cual impone la condicion de que 4(1 — a) > 0, es decir & < 1, en cuyo caso las raices
de la ecuacién 2z — z2 — a = 0 son z = 1+ +/1— a, Hagamos a = /1 — «, entonces la
integracién de la ecuacidén diferencial nos da

Al /l+a /a ___df— -
' hee VAl (z o 1) (:: -1) 177 L, Vva® -~ g2

Para el segundo término

df 2em?
de w34’ - aju?
hacemos el cambio de variable z = 1”2, de donde obtenemos dz = —2u~° du, d/dr =
~(u®/2)d/duy '
a8 vds em? _ em3
dr 2du uf2-ul-aful V2 -wi-a
em? em’z

T VIz-1jz2~a  V2z-1l-az?

Factorizando el radical como

2r~1-caz’=a (1;205 - (z~ 0—1)2)
y si hacemosé = z — o7, a? = (1 - a)/a?
df _ emPf+a?) _em a'1/2£ em3a~1/2

&~ TR/ Jaeg  Ja-g
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los limites de integracién son —a y a. Integrando,

Aby = emPa~! Ja? - ¢2

Para calcular el mapeo de Poincaré completo debemos considerar la contribucidn que ocurre
al considerar el signo {—) cuando v es negativo, lo cual equivale a multiplicar por 2 los
resultades antes obtenidos. Asf recordando que a = m?(1 — 2em) y estimando a orden cero

V1=2m =1+ Oc},

- €m3a“’f21r = *emaaf"lnw

a
-3

m; = mo (2.19)
8 = B - 2emir + ) (2.20)

Ahora regresamos por nuestros pasos al sistema (2.18). Si pasamos de las coordenadas
originales (r,v,8,u) a las coordenadas (p,v,8, m) via el difecmorfismo k, el anillo §, sobre
el anillo » = 0, se transforma en una regién anular S en las nuevas coordenadas, definida
por la misma ecuacién v = 0 y tiene coordenadas (m,#). El mapeo de Poincaré T7: 5 — §
se conjuga mediante h en un mapeo 7 : § — 5 que preserva el irea m df ~ya que el sistema
es Hamiltoriano—, de modo que el diagrama

s L s
hl 1A
5 I s

es conmutativo, pero T tiene la forma de un mapeo “twist” fuera de una vecindad de valores
de m = 0. Tenemos asi el siguiente

Teorema 4 Para valores suficientemente grandes de la constante de Jacobi, el problerna
de Hill tiene toroes invariantes. Todas las drbitas de expulsion o colision permanecen dentro
de toros invariantes. '



Capitulo 3

Regularizacién y normalizacion.

En esta parte del trabajo estudiaremos el Hamiltoniano del problema de Hill regularizando
la singularidad en el origen. Recordemos que el Hamiltoniano viene dado por

1 i 1
H{g,p) = 5!?12 +op - apr = - g+ 593-

La singularidad se regulariza mediante la transformacién de Levi-Civita (en notacién com-
pleja)
2 y at 2

g=2y  p=5z o=kl
Después de hacer un nuevo reescalamiento de las coordenadas veremos que si C >> 1,
el problema puede considerarse como una perturbacién de dos osciladores originalmente
desacoplados en el plano con las mismas frecuencias, lo cual es sumamente degenerado.
Pasando a coordenadas especiales de dngulo—accién, llamadas variables de Lissajous, pro-
cedemos a normalizar el problema eliminando una de la variables angulares —la anomalia
eliptica— hasta un orden preasignado. Con esto, despreciando términos de alto orden, el es-
tudi® del Hamiltoniano truncado nos permitird describir globalmente el probléma en forma
cualitativa. A manera de aplicacidn normalizamos el Hamiltoniano del sistema péndulo-
resorte, alrededor del punto de equilibrio estable y damos la descripcion global del Problema
normalizado.

3.1 Regularizacién de Levi-Civita.

- Al efectuar la transformacion de Levi-Civita, el Hamiltoniano se transforma en

- 1 ,
H(z,y) = 5l* +2C1el® + 2222y = 2132) + 4l (dziaf - 21— 22)

La regularizacién se efectia sobre el nivel de energia H = —('/2, donde C es la constante

de Jacobi que corresponde al nivel # = 4. Para estudiar el caso C >> 1 “explotaremos”

el punto ¢ = 0. Sea £ = (4C)~%/%; en las ecuaciones para H reescalemos la coordenada

z: z — 13z y hagamos un nueva reparametrizacién del tiempo' dr/ds = £4/3, Se puede

1Al cambiar z -+ %z, di/dr = 2|2]?, luego dt/ds = e|z|® = elg] = (4C)~*'%|g}; ésta es la relacién
entre el tiempo fisico ¢ y la variable independiente s.

26
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verificar que las nuevas ecuaciones mantienen su forma canénica con el nuevo Hamiltoniano
i
H(z,y,e)= §(Iy|2 +[2?) + 2ela* (22 - 2192) + 4% |z (4232] — 2] - 2))

que se obtiene formalmente del Hamiltoniano anterior mediante la sustitucion z — ¢z,
Para ¢ = 0 el problema se reduce a dos osciladores arménicos en el plano con las mismas
frecuencias y la teoria KAM no se puede aplicar directamente.

3.2 Coordenadas de Lissajous.

En esta seccién introducimos variables de dngulo-accién para e} oscilador armdnico en el
plano, llamadas variables de Lissajous debidas a André Deprit.

Empecemos por considerar el Hamiltonjano para dos osciladores armonicos en el plano
con las mismas frecuencias

1 1
He(zls T2, yl’yQ) = E(yf + y%) + 'ﬁwz(a’% + 3':%).

Si hacemos el cambio de variables (z,y} — (z,y/w) y un reescalamiento del tiempo ¢ - t/w,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que w = 1. Pasando a coordenadas polares y
sus conjugadas (r,8, R,0Q),

1 o 1
Ho(?‘,a, R,@) = i(R2 + —;"i"“) + Erz.

Queremos encontrar algin conjunto de coordenadas candnicas (I, g, L, G) tales que Ho tome
la forma simple Hg = L.
Buscamos una funcién generadora en coordenadas mixtas ¢(r,8,L,G) que nos dé la

transformacidon
' 7 Oy
P= 3% = ar’

_Op o _ 9
1=35 ®= 3¢

Vamos a imponer la condicién de que el momento angular © sea un invariante de la
transformacién, es decir G = ©. Luego d¢/0f = G y por lo tanto

¢ =GO+ S(r,L,G).

Sustituyendo ¢ /0r en la primera ecuacién para R nos da 85/8r = R y asi obtenemos una
ecuacién diferencial parcial para §, si requerimos que

1/785\* G? 1
HO(I,Q,L,G) = 5 ((E’) + ';2_') + 5?2 = L.

Resolviendo para S y sustituyendo en la expresién para ¢, obtenemos

w=0G8x ;f \sz_ r2 — Gfr? dr,

Fmin
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donde el signo es el de R.
Consideremos por un momento las raices de la cuartica 2Lr? — 7 — G?. Si introducimos
a,b > 0 tales que

i

L = (a®+b%)/2,
|Gl = ab,

entonces la cudrtica puede factorizarse como
2Lr? - = G? = —(r? — a?)(r? - b?), (3.1)

i.e. ay bson las raices no negativas de la cudrtica. Supongamos que a > b, entonces
L>2|GlyL =|G|siysolosia==b Siahora restringimos a » a tomar valores en el
intervalo [b,a] y tomamos 7, = b, la transformacién de coordenadas queda

dr

| = f 3.2
£ b V2L -7 - G2fr? (3-2)

T dr
¢ = 0¢G/& 2\ /2L - 17 - G2 [r? (33)
R = #y/2L— 12~ G2 (3.4)
e = G. (3.5)

La cuadratura en (3.2) se puede hacer explicitamente introduciendo la anomalia eliptica
E tal que

r? = b cos’ E + a’sin E, (3.6)
entonces R puede también expresarse en términos de F usando la factorizacién (3.1} como
- (a® — b%) _
R = & o | sen 2E} E )
2 _ 2
= (_‘_"_“_,_E__l sen2F,
2r

donde hemos escogido el signo de R positivo en los intervalos donde sen E es positivo.
A partir de (3.6) obtenemos

rdr = (a® — b*}sen £ cos E.

Haciendo el cambio de variable en (3.2) obtenemos

I = dE

:;:/E 2(a? — t*)sen Ecos E
o (a? — b?)|sen 2E|
E.

Para calcular (3.3) introduzcamos la anomalia verdadera f tal que

cos’ f  sen? f

% + ~3 (3.7)

14...
“‘?“““‘2‘““
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La anomalia f es una funcién bien definida de { para L y G fijos si b # 0. Usando (3.6)

y €l hecho de que [ = E, obtenemos ficilmente

1 1 1\ 4. 1
_r2 = (—b2 - _a'z) cos f+ ""az,
luego

(%—%)r(‘)cosz'f = 1-=

|
p—
I
[=]
8
~
Sy
[e:]
]
Hid

I
o
b
|

Rl
[ *3
N

[w]

[»]

[4:]

-

.

por lo tanto
r? cos? f = b cos?!

e imponiendo la condicién de que f = 0 cuando ! = 0,

rcos f = beosl.

Del mismo modo
rsen f = asenl.

La cuadratura {3.3) puede hacerse como sigue:

_ g G/" ' dr
(R R SR Iy gy ey 2y P
Factorizando - :
37 N CIAY %
:5——1—-—?—4— = (ﬁwl)coszf (l—ﬁ)sen?f
2 _ )2
Eﬁg—l— cos? f sen? f.
El cambio de variable en la dltima integral da
G 1f sen2f
9= %% Jy Tsenepy ¥
G
= 8~ ;E;f.

De la relacidn (G| = ab tenemos al fin

g=0%/f,
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en donde el signo superior es para G > 0 y el inferior para ¢ < 0. En resumen tenemos las
siguientes relaciones entre las coordenadas polares y sus conjugadas con las coordenadas de

Lissajous:

donde

fll,a,b)

Vb3 cos?{ + a?sen?l
gt f“va‘b)

2 _ 2
= gﬁ“‘é‘;“?“")senm

= G

i

L+ VI -G?

a4 =
b = L~ I*-G?
= a.rctah (g— tan l)

donde el signo en la férmula para 8 es ¢l mismo signo de G.

3.2.1 Relacidn con las coordenadas cartesianas.

Consideremos por un momento el caso en que G > 0. Si (21,22, ¥1,¥2) son las coordenadas
cartesianas y sus conjugadas, a partir de las ecuaciones de la seccidén anterior tenemos

T1 = Tcosé

ST

- Ty =rsend

= reos(f +9)
= rcosfcosg—rsenfseng

= bcoslcosg— asenlseng

rsen{f + ¢}
rsen fcosg + rcos fsenyg

= asenlcosg+bcoslseng.

Los momentos #, ¥ pueden expresarse en variables de Lissajous usando las ecuaciones
de movimiento y = #, { = 1. Obtenemos

n
Y2

~bsenlcosg—acoslseng

acoslcosg — bsenlseng.

Procediendo de la misma manera para G < 0 obtenemos férmulas similares. las {drmulas

se resumen abajo

I
T2
)
Y2

beoslcosg — casenlseng
casenlcosg + beosiseng
—bsenlcosg — oacoslseng

cacosl{cosg ~ bseniseng, (3.8)
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Figura 3.1: Variables de Lissajous.

en donde o es el signo de G.

" Las anomalias introducidas tienen una interpretacidn interesante: Cada (x,z3,¥1,¥2)
en el espacio fase determina una tinica solucién de las ecuaciones de Hamilton definidas por
Hy, cuya proyeccién en el espacio de configuracién es una elipse con centro en el origen y
semiejes 0 < & < a. La variable angular g es el argumento del pericentro (de alguno de los
pericentros} y [ es la “anomalia eliptica” del punto (z;,z2) medida en el sentido contrario
a las manecillas del reloj a partir del perieje si G > 0, o en el sentido de las manecillas
si G < 0. Nétese que esta forma de medir el dngulo I es consistente con la ecuacidon de
movimiento { = 1, pues entonces / es siempre creciente. Ademds es claro que debemos
identificar (!, g) con (I + 7, g+ ) debido a que el pericentro estd definido hasta un miltiplo
de w. Por construccién, tambén se tiene que L > 0y |G} £ L.

Todo lo antes dicho puede mostrarse usando geometria elemental de acuerdo a la Figura
3.1.

Existen dos dérbitas periédicas circulares para Hg que se recorren en sentidos opuestos
y corresponden a L = +G. Las coofflenadas de Lissajous (l,9,L,G,) no son adecuadas
para describir estas Grbitas circulares ?a que éntonces no hay un pericentro definido al que
asociarlela coordenada g. El caso G = 0 merece especial atencién: Fijemos L y tomemos dos
sucesiones {IF, g, G}, L)y (I7,97,Gr, L) con G} — 0 por valores positivos y G, — 0 por
valores negativos. Supongamos que ({3, g7 ) y (/7,95 ) tienden a valores definidos (I*,g%) ¥
(I~,g~ ) respectivamente, por medio de las férmulas (3.8) obtenemos dos sucesiones (z;},y7)
y (25 ,¥>) que convergen a valores (z*,y*) y (¢7,y™) con un valor cero para el momento
angular. Las elipses definidas por las dos sucesiones (z¥,y%) y (25,9, ) se colapsan en la
misma elipse degenerada colineal; por lo tanto g* = ¢~ o bien g* = g~ 4. Por argumentos
geometricos simples se concluye que It = I~ 4 7 en el primer caso, o It =7, en el segundo
caso. Luego en ¢l limite G = 0 se obtiene que

zf = -—asenltsengt z7 = asenl”seng”
x7 = asenltcosgt z; = —aseni”cosg”
v = =—acosi*sengt y; = acosi”seng”
vy = acositcosg? y; = —acosl cosg™

pero debido a la relacién entre (It,g%) y (I7,97) ambas expresiones son iguales. Esto
muestra que las coordenadas de Lissajous pueden extenderse inclusive a G = 0.
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3.3 Normalizacién

En nuestro caso el Hamiltoniano del problema de Hill es de la forma

H= H0+€H1+ .Hg

con Hy como antes. La normalizacién de H hasta un orden preasignado se lleva a cabo
mediante una serie de transformaciones canénicas que dependen del parimetro £; ademds
conviene que las transformaciones se den en forma explicita —en contraste, por ejemplo
con el método de von Zeipel en el que la transformacién canénica viene definida por las
derivadas parciales de una funcién generadora que depende de variables mixtas (coordenas
nuevas y antiguas), lo cual dificulta despejar a las nuevas cordenadas en funcién de las
antiguas. Aunque esto dltimo puede subsanarse mediante el uso de series de Lagrange, el
método no deja de tener serios inconvenientes (véase por ejemplo [Depl]) - por ello conviene
utilizar las lamadas transformadas de Lie Ew, debidas a Hori y Deprit, como sigue: (para
una discusion mds detallada véase el apéndice 1): denotemos por (z',y') las coordenadas
originales y por (z,y) las nuevas coordenadas? relacionadas por

z'# Ew(z) ¢ = Ewl(y) (3.9)

en donde el generador W se determinari en el transcurso del cdlculo, Si H se expande como

H(z', y’E)wZ H(r ¥)

n>0

entonces W y la forma normal K de H respecto a Hyg, se buscardn en forma de series

W(E,y,@) = Z_I'Vn-ﬂ(x y)
n>0 i
}((:E?y’s) = Zgﬁ’“(xvy) E -
n>6

Los coeficientes H,, W, y K, se obtienen de una manera recursiva. Por ejemplo, a
primer orden en ¢ se obtiene la ecuacién homolégica

(H(),!’V]) + H] pt I(l

Ya que Hj solo tiene Srbitas periddicas, se tiene una escisién [Cu] C*(P) = im Lgo@ker L,
donde Ly, f := (f; Hy), luego podemos escribir Hy = H, + H, donde H; € im Ly, H, €
ker Ly,, y escoger W; de tal modo que ( Ho; 1)+, = 0; con lo que basta tomar & = H;.

En el transcurso de la recurrencia se resuelven ecuaciones homolégicas semejantes y se
calculan los nuevos coeficientes. Tomando W = 0 para k& > n, el Hamiltoniano expresado
en las nuevas coordenadas es

H{z,y,¢) = K{z,y,¢) + R(x,y,¢),

*Los cilculos se harin tomando las variables conjugadas (z, y) como las variables angulo-accidn para Ho;
i.e. las variables de Lissajous (I, g, 1, G) :
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donde

n

2
K = Ko + e Ky + % ot %-,»Ic,., R = O®™).

Cada uno de los coeficientes satisface (K;; Ho) = 0 y por lo tanto (&'; Hp) = 0. Ademds la
transformacién de coordenadas (3.9) es candnica y convergente.

La descomposicién H, = H, + H, se hace tomando a H, como el promedio de H, a lo
largo de las érbitas periddicas de Hg.

. 1 T(ro.yo)
Hi(zo,20) = m[) Hy(z(!),y(1))d!

donde (z(1),y(t)) es la solucién con condicidn inicial (zo,y0) ¥ perfodo T'(zo,y0) (27 en
nuesiro caso),y Hy = Hy~Hy; asi, el Hamiltoniano normalizado describe el comportamiento
promedio de A a lo largo de las soluciones de Ho.

Denotemos por { P,w) al conjunto €2 \ {0,0} con la forma simpléctica candnica

W= %(dzl Adi+dza A dfg),

y supongamos entonces que K € C*°(P) es una funcién cualquiera cuyo producto de Poisson
con Hj es nulo:
Z 6Ix 3f{g 3Hg 61(

(I‘ ; HO) 9z; 83’: ax: ay;

entonces Hp es la funcién momento para K respecto a la accién del grupo de Lie St El
espacio reducido es, por definicién, Py = Hy'(L)/S", para LER, L # 0.

Definicién 1 Se dice que K € C°(P) estd en forma normal respecto a Hy, i (K Hy)=10.

En sintesis: Si K estd en forma normal respecto a Ho, la reduccidn del espacio fase
fijando el valor de Ho = L es difeomorfo a una 2-esfera, donde se induce un Hamiltoniano
reducido K. Uno puede entonces estudiar las curvas de nivel & = cte. sobre cada unc de
los espacios redueidos.

3.4 Calculo de la forma normal a segundo orden.

En esta seccién haremos los célculos necesarios para calcular la forma normal a segundo
orden. La forma normal a érdenes mayores se puede calcular codificando el algoritmo del
apéndice 1. En el apéndice 2 se muestra un programa en MATHEMATICA que permite
realizar los cdleulos en una computadora. '

Aclaremos la notacién usada en esta seccién: Si siguiéramos la notacién de la seccion
anterior, las coordenadas originales deberfan denotarse por (I, g, L',G) y las coordenadas
después de efectuada la normalizacién por (1,g,L,G), sin embargo para simplificar la no-
tacién, omitiremos las primas en las coordenadas originales. El contexto en el que aparezcan
las variables hard evidente si se trata de las variables originales o de las nuevas.

En lo que sigue seguiremos la notacién del apéndice 1. El Hamiltoniano original se
escribe en la forma

f[O) + Ef“’ I[Q}»
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la forma normal como
f(o) + Ef(gj f(o)

y la funcién generadora como
W=W +ecWa+--

El Hamiltoniano del problema de Hill expresado en coordenadas de Lissajous es

g
~~
H=1
£
+e r2L2(—n + encos 215 {3.10)

i

2 T
-}-% L? (( ~3e? — 2) - 15¢* cos4g+(26 +Ge)coszl

~3¢? cos 4l + §e3 cos 6!

15 15 15 15
+(——e3 - ?eq + 5-¢) cos(2l - 49) + (— +5en+ —e) cos{2l + 4g)
+(3e*n — §e2 + 31—~ 3) cos(4l — 4g) + (—3en — ge — 3n - 3) cos(4! + 4g)

+ (—%ez’ - %en + e) cos(6] — 4¢) + (——e + 361] + e) cos(6! + 4g)) (3.11)

en donde n= G/Lye=+/1—-G?]L? Estaférmula es vilida tanto para G > 0 como para
G < 0.

%Pa:ra dos funciones arbitrarias # y W que dependan de las variables (1,9, L,€,7), €l
paréntesis de Poisson se calcula mediante la regla de la cadena

(H;W) = (H:)(W; L) — (H; g)(W:G) + (H; g)(W: G) - (H; G)(W; ),

donde

o aH dH

(Hl) = 3( D+ Grlm - 51
3H (')H OH
BH

(H;L) = 50
OH

(H;G) = B

v finalmente
(e;1) = =7 /(Le), (e:9) = nf(Le)
(m1) = n/L, (mg)=-1/L.
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La forma simple del término del Hamiltoniano féo) = L, permite resolver fécilmente la
ecuacién homoldgica

aw
K=f+(5W)=[+(LW) =/~
pues dado f y una vez seleccionado K, la W se obtiene integrando respecto a I:

W:/(f—K)dl

Mostraremos los calculos necesarios para calcular la forma normal de H hasta segundo
orden. :
Calculo a primer orden

él) f!(D) + Llfég)

1(0) +(L;Wy)
() = _2L% 4 |2L%n cos(21) — aW, /81

H

Escojemos a W, de tal manera que podamos aniquilar la dependencia en [, para lo cual
basta igualar a cero el término encuadrado. Una integracidn trivial nos da

W= ot
W; = L%nsen(2l)

Calculo a segundo orden

Se calculan los coeficientes auxiliares

. 1
= 1% L9 = 9 4 (s wy),
donde '

(fl(m; W) = (—2L% +2L%ncos2l; LPensen 2)
—2(L%y; Lensen 2l) + 2(L%encos 21; L¥en sen 21)
= —2(L*my1)(L%7ysen2l; L) 4 2(L%n; L)*(L¥ensen 2l;1)
2 L*n; g)(L2en sen 21, GY* + 2(L%n; G)*(L?ensen 24, g)
+ 2AL%ncos2;)(L3eysen2l; L) — 2( L%encos2l; LY(L2ensen 24;1)
+ 2(L%encos2l; g)(LPensen 2, G)* — 2(L%n cos 2L, G)"(L2ensen 2l; g)

It

donde los factores marcados con {*) sonh cero, mientras que

(L) = LYpl)—2Ln= L? (%) - 2Ly
o= In-2Ly=-Ln
(L*ensen2l; Ly = 2L%ncos2l
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(Lencos2;l) = Lincos2l{e;l) + L% cos2l(n;1) - 2Lencos 21
- -7 2 (1 - !
L q( Le) cos2 + L e(L)cos2 2Lencos2

Lnp®
= == -cos 2l + Lencos2l — 2Lencos2l.

(L*epsen2l; L) = 2L%encos2i
(Llencos2 L) = —2L%msen?2l

(Lenpsen2l;l) = L?nsen2l(e;l)+ L?esen 2i(n;1) — 2Lensen 2!
= L%y (— %) sen2l + Lle (%) sen 2l — 2Lensen2

Ly* .
= ———sen 20 + Lesen2! — 2Lensen 21,

Por lo taato,
(f ), Wh) = 2Ln2L%ercos 21

L
+2 (————g—a— - Len) cos 2 2L%en cos 2

-2 (-2L2e17 sen 21) (—L—:—B— - 2L€1]) sen 21

= 4L%n?cos 2 + 4L3(—n* - *y* ) cos® 21 — 4L3(n* + e¥n* ) sen® 2!
= 4L%n%cos 2 — 4L3(n* + e*5°).
Asi,

i
)

ﬁl) - I3 ((——362 -2) —.15&'2 cos 4g

+ (ge3 + Ge -+ 4en®) cos 21 — 3e? cosdl + -1-63 cos 64

2
15 4 15 15 15 15
+ (46 237}-&— 2e)cos(21 4g)+(4e + 5

+ (3% - %e2 + 31 — 8) cos(4l — 4g) + (—3e*n — gez - 35 — 3) cos(4i + 4g)

en+ ~1~2§-e) cos{ 21 + 4g)

35 3 3 3, 3 3 )
+ | 7€ —zen+ 2e)cos(6!—4g)+(—4e + 2ez}+ 2e)cos(6!-}-4g)

80 = F 4 LY = B+ (0w,

bl

donde

(—2L%n; Liensen 21)

—~2(L*y; L¥ensen 20}
2Ly2 L encos 21 = 4L3%7n cos 2

(89w
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7 = 13 (-3¢ - 4n? ~ 2) - 15¢? cos dg

-i-(:-;-ea + 6e + 8en?) cos 2 — 3e? cos 4l + %e?’ cos 6/

15 15 15
H=e® ~ e+ -—~—e)cos(2! -4g9)+ (-——-e + l;—’en + me) cos(2l + 4g)

+(3e%n - gez + 3 — 3) cos(4l — 4g) + (—3e%y - ge - 35 -~ 3)cos(4l + 4g)

345 3 3 34 3 3
+ ( 1€ 2677+ 23)cos(61—4g}+(-4e + 261}-{- 2e)cos(61-i-4g)).

Para resolver la ecuacién
8 = 17+ (Liwa)

€SCOgemos fég) como el promedio de fo en {, es decir

52) = L* ((—3«32 — 4n? —2) — 15¢° cos4g)
L% ((-3¢* - 4 + 4¢* — 2) — 15¢® cos 4g)
= L3e® - 6 — 15¢% cos 4g)

It

luego, el segundo término del generador Wy es

W= L3 (( € +3e+4en2)sen21—%e sentil-{»-—-e sen 6

15 1

(--we - + -——e)sen(?l 4q9) + ('—8—83 5 en+ -—-e)sen(2! + 4g)

3 3 3, 3, 3
+(4e n— 88 +4ry— 4)sen(4l—4g)+(—4e n-g¢ - 47}—4)sen(41+4g)
la 1 .1 1s,1, .1 )
+(—Se —4en+4e)sen(61 4g) + ( 3¢ +4en+4e)seu(61+4g) .
Simplificando ]
77 %e3+3e+4eq2 = ;:’-es+3e+4-e(1-—ez)

= i;-634—3!3air—ma—»‘!h‘.ﬁ

4
17
= —»Tges + 7Te
obtenemos finalmente
(2) = L3(e? - 6 — 15¢? cos 4g)
s((_ 133 3,
Wy= L7 [ (—— 4 + 7e}sen 2! — Ie Zsen 4l + —e sen G{
15, 15 s 15
+(w~8~e -4 —en+ —e) sen{2! — 4¢) + (~—e + ——en + —e) sen(2! + 4g)
3, 3 3 3 3
+(—e 7 — '8-8 + i m)sen(cil —dg) + (—-—e n— = 8 e? — rie g)sen(4l+4g)

1
—Zed - = - - - - - 144 .
+( 8e 4eq+4e)sen(61 4g) +{ 88 +4en+4e)sen(6 + g))
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En resumen, la forma normal y la funcién generadora a segundo orden son:

2
K=1L-2L+ =L%e® -6~ 15¢* cos 2g) + -+ - (3.12)
2]

W = L%qsen(?l) +
af_13 3 3 2 1 s
el (—-Ze + Te)sen2i — 7€ sen 4+ g€ sen 6!

+(}-8—§e3 - Ef-en-’r %?e)sen(?! 49) + (we + }--5- en+ --e)sen(2l + 4g)
3, 3, 3 3 3, 3
Celp—Sgty Sy 2 - ~Ze?n ~Ze? — Zp_ Z)sen(dl 44
+{4en g¢ tm 4)sen(4l 19) + ( 4e n~ge =37 4)sen( +49)
1 1 :
+ (—«;-ee’ - :i-ef; + ie) sen(6l — 4g) + (w--ée3 + 167 + Zc) sen(6{ + 49))

(3.13)

3.5 Estudio del problema reducido

En esta seccién estudiaremos la forma normal a orden 3, calculada con el programa en
MATHEMATICA que se da en el apéndice 2.
Consideremos la forma normal a 3°" orden H = & + O(¢?), donde

2
3
K:L—~25L2r3+§—!-

+E 30 L"( 30e%n — 607 — 36063y cos 4g).

Estamos interesados en un nivel de energia fijo H = 4. La ecuacién H(l,g,L,G,¢) = 4

L® (62 -6~ 15¢2 cosdg) +

£ puede resolverse para L si ¢ es suficientemente pequeno ya que 8H/3L(1,g,L,G, 0) =1y

ol
=

podemos buscar la solucién como una serie de potencias en £
L=4+ 41+ Az.‘:z o+ A353 4 0(54).

La solucién 2 orden O(c?) puede obtenerse resolviendo la ecuacién K(g,L,G,e) = 4 a ese
orden. La solucidn en MATHEMATICA es

L = 4+ 8Ge+ (160 + 18G® + 480 cos 4g — 30G? cos 4g)
+63G(2240 + 20G? + 7680 cos 49 — 360G cos4g) + ...

donde los términos (O(c?) contienen coeficientes que dependen en general de !, Como { =
OH[IL = 1 + O(¢), podemos usar a [ como variable independiente. Usando la regla de la

cadena es ficil ver que sobre el nivel de energia H = 4 las ecuaciones son canénicas con

Hamiltoniano — L
dg 0L dG@ dL

di aG’ dl dg’
Como veremos en seguida, es posible eliminar en el coeficiente de £* los términos que
contienen a cos 4g para poder integrar explicitamente las ecuaciones a ese orden.




g

El problema de Hill... 40

y las ecuaciones de movimiento

d7 -—a—L— = —-8¢ — 36521‘ - Esg—?(l,% F,f)

@ - T
ar _ 0L _ 0% 1.

a4 = & W

'.

Integrando de { = 0 a | = 27, el mapeo de Poincaré tiene la forma

F1 ra -I'- 0(5'3)
Y1 = 70— 16ms — 72r¢’To + O(%). (3.16)

Mediante una pequeifia modificacion de las coordenadas veremos gue es posible aplicar
el teorema twist de Moser, para obtener curvas invariantes si £ es suficientemente pequeio.
El enunciado del teorema {wist que usaremos es el siguiente (véase [Mo] pp.38-41, [Kyn] pp.
8-9, [Ar-Av] p. 97}

Teorema 5§ {Moser) Considérese el mapeo T'

Ry R+ f(R,8,¢)
6, = 8+a+e’w(R)+e%g(R,8,¢)

il

definido en el anilloa < R < b, 0 < 8 < 2x donde [ y g se suponen periddicas en 0 de
periodo 2x, y 0 < ¢ < p. Bajo las siguientes hipdtesis:

1. La interseccién de cualguier curva C alrededor de R=a y su imagen TC es no vacia.
2. f y g son al menos de clase C333,
3. (RY# 0.

Entonces para £ suficientemente pequerio existe una curva invarignte. C'on%,rnds precision:
dado cualquier niimero w( R) entre w(a) y w(b) tal que t = e?w(R) satisfaga las desigualdades

t
— El > eq~? para todos los enteros p, g con g > 0

2 g~

donde el pardmetro ¢ = Ofc), entonces existe una curva cerrada diferenciable
R=Flp,e) 0=9p+06(pc)

con F, G de periodo 2w en ¢, gue es invariante bajo el mapeo T. La dindmica restringida
a esta curva invariante viene dada por la retacion por un dngulo e?w(R) en :

¢ = efw(R) + .

Ex el caso del mapeo (3.16), el 4ngulo « depende de ¢ y no es claro, si es posible aplicar
el teorema fwist, pero consideremos una transformacién de coordenadas (v,I') — (¢, F),
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En efecto, si omitimos términos constantes y cambiamos la variable independieate { por
la variable lenta {, = 8¢l, las ecuaciones de movimiento son

dg _ _9%
dl, =~ 8G
dG Ok
dl, ~ g’

donde ~f s ] Hamiltoniano, con
1
h = G+ E(%G2 + «-Z'?-(IG — G*) cos 4g)
+£%(280G + -2—6‘3 + (960G — 45G®) cos 4g) (3.14)

el cual signe siendo degenerado a orden cero en ¢. Para eliminar la degeneracion, procede-
remos a eliminar el argumento del pericentro g a orden ¢ en h mediante una transformada
de Lie. Usando la misma notacién que antes tenemos,

9
c(“l} - ZGQ + %‘é(]ﬁ - G'*’)cos4g— %l y

de donde
1 9
é ) - sz
Wr = ?(lﬁ—Gz)senélg,

(usamos la notacién Wy en la funcién generadora para distinguirla del coeficiente Wy del
generador de ta forma normal K'). :

" Hagamos explicito el cambio ddf coordenadas: (g,G) son las coordenadas de la forma
normal a 3°" orden y (4,T) denotatdn las nuevas coordenadas, de modo que la relacién
entre unas y otras es (una transformacién infinitesimal de contacto):

15
g 7+€(7;W1)=7+6(—7Fsen47)

G

T+e(TiW)=T+¢ (-—}:?(16 ~TI?)cos 47) .
Haciendo la sustitucién en (3.14) y expandiendo a orden £? obtenemos
9.2 215 2 3
h{v,T,e)=T+ 51I‘ +e ?F(lﬁ ~T*)(15 — 9cosdy) + O(e”).
E! Hamiltoniano que nos da las ecuaciones de moviniento respecto a la variable indepen-
diente ! = [,{8¢)”! se obtiene multiplicando la iditima expresién por 8¢ que seguiremos

denotando por L,
L{7,T,¢) = 8T + 18¢2I? 4+ 2 R(4,~, T, ), (3.15)
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con funcidn generadora W{¥, F,1). Las ecuaciones de transformacién para las coordenadas
y el Hamiltoniano (3.15) son

BW oW ow
¢ = I'= -5-:)(-, =L+ R
§i hacemos
¢ = —8el, (3.17)

entonces podemos sustituir en la primera ecuacién y obtener W = (y — 8el) F, con ello
'=F vy L'=L -8k,
y el nuevo hamiltoniano es
L' = 186*F? + 3R{1, ¢ + 8el, F¢).

El residuo R(l,¢, F,e) = R(l, ¢ + 8¢, F,) es periédico en ¢ aunque no en I. Si integramos
formalmente las ecuaciones correspondientes al nueve Hamiltoniano —L’,

¢ _ AL cap_ a0R
a - 3F__36 F é‘aF(i,qb,F,e)
dF _ oL _ SBR

del{=0al=2xlaprimera, y hasta il la segunda obtenemos

) $o ~ 36¢3 / ” F(l)ydl — fo 36R(z 8(1), F(1), e}l

F(l)

Fg+f 38R(L S(k), F(k),€) dk

donde (¢(1), F(1)) es la solucidn que pasa por {¢g, Fg) en I = 0. Sustituyedo la segunda
ecuacién en la primera e integrando hasta 2r la segunda obtenemos el mapeo de Poincaré
para la seccién transversal { =0 (mod 2r)

& = do ——36#62F0-f 36R(! ¢(1), F(I),e}dl
0
~36¢° [ / O% (k, $(k), F(k), €) dk di
30R
Bo= Rt [ eSkuem. e, (3.18)
Debido a la periodicidad de R en ¢ v a la unicidad de las soluciones, la solucién que

pasa por (¢g + 27, Fy) es (@(1) + 2r, F(1}): entonces la imagen del punto (g + 27, Fy) bajo
este mapeo es

& = q5o+21r——361r52F0-—
365 / f 2k, o(k) + 27, F(E), s)dkd!_—-]ﬁ 38R(I o) + 27, F(1),&) dl

F = F 3————1,'[ 2r, F(), ),
[ = R [ oS ew v om P
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pero de nuevo por la periodicidad de R en la variable ¢, se sigue que
¢} = é1+ 27 = ¢y (mod 2x), Fi=H,

lo cual muestra que el mapeo de poincaré es periddico en la variable ¢y.

Para aplicar el teorema de Moser simplemente tomamos a < b tales que el mapeo de
Poincaré (3.18) esté definidoena < F < 5,0 < ¢ € 2xr (mod 27). Este mapeo preserva el
drea debido a que es el mapeo de Poincaré de un flujo Hamiltoniano, en particular se tiene
la propiedad de interseccidén (1) de la hipdtesis del teorema twist. Por otro lado, el conjunto
de nimeros F € [a,b] tales que la condicidn diofdntina

c

367e2F  p
-tz 5

27 g

se satisfaga para algin ¢ y para todos los p, ¢ enteros con ¢ > 0, forman un conjunto de
medida relativa 1 en {a,b], y para ¢ suficientemente pequeiio existe una curva invariante

F=F(pe) ¢=e+G(p8)

donde el flujo es equivalente a la rotacién
@ — @ — 36me’F.

Si deshacemos el cambic de coordenadas (3.17), una curva invariante en el plano ¢ — F se
transforma en la curva invariante

[=F(pe) y=9+2m+6(p.) =0+ 6(p,¢)

y la dindmica sobre tal curva invariante es conjugada a una rotacidn.

3.6 Continuacién de las érbitas periddicas circulares -

El Hamiltoaiano de Hill a orden cero posee dos 6rbitas periédicas circulares, una directa,
la otra retrégrada. Veremos que estas drbitas persisten para el problema completo. Para
ello consideremos de nuevo la forma normal a orden £2

2
H=1-2¢LG + %;L(——5L2 ~ G — 15(L* - G*)cos 4g) + Oe®) = 4,

¥ pasemos a variables de Poincaré

A=g+! A=1L
o= —g p=L-G.
Entonces G= A — p, g = —¢. Sustituyendo obtenemos

B = A-2:(A-p)A

2 )
+_%TA(—5.-\2 ~ AT+ 20p— p? — 15(2Ap — p%) cos dg) + O(c?).
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Ahora resolvemos la ecuacién para A a orden £3.

A = 448(4-p) (3.19)
- +£%(704 - 208p + 17p* + 30(8p — p?) cos 4¢p).
- Las ecuaciones de Hamilton con variable independiente A son:
N dp aA 3
DT T —8¢ — £2(~208 + 34p + 30(8 - 2p) cosdyp) + O(%)
— dp _ BA _ 2 2 3
FT v —120e“(8p — p*)sendp + O(e°).

y las ecuaciones a orden ¢ son

d_ g, G _

dx ax

Pasemos a coordenadas cartesianas £ = /2pcosp, = /2pseny (la transformacién es

e candnica),
‘ n= 2pseny = 8ep
- dn .
....... . o= 2psen = —8cf.

Integramos de A = 0 a A = 27 para obtener el mapeo de Poincaré en el plano £-7

£ = £ cos8re — ngsen 8xe
m fosen 8xe + npcos8re

T ¥ el mapeo completo tiene la formag

~ cos 8xre  ~sen8me &o
sen8x¢c  cos8ae o

42 ( Ri(€o,m0, ) ) .
- Ra(&0,é1,¢)
- Consideremos por un momento la ecuacién de punto fijo
- z = A(e)z + 2 F(x,¢)
- donde z €R™, e € Ry A(g) es una matriz real n X 1 de clase C! cuyo desarrollo de Taylor
~ B Ag) =T +¢ea; +--

y F es también de clase C? en las n + 1 variables. Expandiendo A(e), la ecuacién se
transforma en

=z 4cay2+ 2 F(z,¢e)
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dividiendo por € obtenemos

0=a1z+eF(z,¢).
Para ¢ = 0 tenemos la solucién z = 0, si |a;| # 0 entonces por el teorema de la funcién
implicita podermos resolver la ecuacidn anterior para z{€). En nuestro caso

a1;81r(g _(f)

de donde |a;] = 8% # 0, por lo tanto la ecuacién tiene un punto fijo.
Exactamente de la misma manera se puede probar la persistencia de la érbita periédica
alrededor de G = — L usando las coordenadas

A=-g+! A=1L
p=g p=L+G

Hernos probado entonces que las érbitas periddicas circulares en el caso € = 0 se conti-
nuan analiticamente para ¢ suficientemente pequenio.” Estas 6rbitas periddicas se conocen
en la literatura como las drbitas periddicas de Hill; su estabilidad se puede demostrar apli-
cando el teorema “twist” de Moser en un anillo alrededor del origen £ = = 0, de la misma
manera que lo hicimos antes con el mapeo (3.16).

Teorema 6 Para ¢ suficientemente pequerio, existen loros invariantes arbitrariamente cer-
ca de las orbitas periddicas de Hill. En particular son orbitalmente estables.

Dem. Daremos la demostracién para la érbita periddica directa. La érbita retrégrada
se estudia de manera similar,
Partimos de la expresién (3.19)

A=4+8¢(4— p)+ X704 — 208p + 17p* + 30(8p — p?) cos(4¢2)) + - - -

La variable ¢ puede eliminarse mediante una transformada de Lie hasta orden €2, y se
obtiene _ ) g

] A=4—8ep4e?(—208p+ 17p%) 4 --- 2 -
Hagamos el cambio canénico de coordenadas (@, p) — {9, F), mediante una funcién gene-
radora W(e, F)

W

¢ = 'é}"mso-i-&.).
. W
P - 659.

De la primera ecuacién obtenemos
W o= (p+ 8cA}F
¥ de la segunda ecuacién p = F. El nuevo Hamitloniano es

. ~ W
K = A+a'
A+8:F=A+8¢p

= g*(—208F + 17F?) + O(%).
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Si escribimos las ecuaciones en en las nuevas coordenadas e integramos respecto a A de 0 a
27, obtenemos el mapeo de Poincaré

&
31

do + £2(—208 + 34F) + O(c%)
Fs 4 O(3).

It

El término de orde £? tiene derivada distinta de cero en el origen F = 0, lo cual prueba el
resultado (véase [Ste] p. 117).

o

3.7 Reduccion.

La reduccion del Hamiltoniano de Hill a un sistema con 1% grados de libertad es la cldsica
“reduccidn del orden por la integral de energia” {Whi,p.313], [Kyn). En esta seccién daremos
una interpretacién geométrica de este procedimiento.

Después de normalizar el Hamiltoniano hasta un orden preasignado habremos obtenido
H = K + R, donde K est en forma normal respecto a Hy: (K;Ho) =0,y R = O(F+1).
Se sigue que K es constante a lo largo de las soluciones de Hp, por lo que K induce una
funcién en el espacio de érbitas de Hy de energia fija Hg = L. Primeramente veremos la
estructura de este espacio de drbitas:

El flujo Hamiltoniano para Hy = (|y)? + |2]*)/2 es una accién de los reales sobre el
espacio fase P = R*\ {(0,0)} con coordenadas (z,y). Puesto que todas las érbitas tienen
periodo 2r, el flujo de Hy induce una accién de $! = R mod 27 sobre P. Si pensamos a P
como C?\ {0} con coordenadas (2, z;) donde z; = 4 + ¢y, entonces la accién §' x P — P
es

e (z1,23) = (e21,e"23)

y preserva la forma simpléctica candnica w = %;(dz; Adzy+ dza Ad5). La funcién momento
asociada a la accién del grupo de Lie S no es mds que Hy. El espacio reducido (espacio
de érbitas) es Pr = Hy'(L)/S! que es difeomorfo al espacio proyectivo CP! que a su vez
es difeomorfo a una esfera en R®, De acuerdo al teorema de Marsden—Weinstein, existe
una dnica forma simpléctica wy, en Py, tal que 7*wy = i*w, donde 7 es la proyeccidn e i la
inclusién: _

HH(L) < (Cw)

x|
(PLSWL)

Proposicion 3 Eriste un simplectomorfismo® entre (Pp,w)y la esfera de radio L, S, C
R3, con la forma simpléctica estdndar.

Cabe aclarar que S, hereda una métrica Riemanniana de la métrica euclidea en R® v como
es orientable, también un elemento de volimen (drea) 1z, i.e. una 2-forma no degenerada
en 5y que ademds es cerrada, ya que dfl; es una 3-forma en una variedad de dimensién 2.
Por lo tanto £, es una forma simpléctica en 5.

SUn simplectomorfismo entre variedades simplécticas o : {Ny,wn) — (Na,w3) es un difeomorfismo que
satisface ¢ (@) = cwy para alguna constante ¢ # 0.
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Si denotamos a las clases de equivalencia por {21, 23}, entonces dos cartas proyectivas en

Pr, son:
e[z n)) = afn elzannl)=a/z

y sus inversas son, respectivamente,

V2L vaL
> e [1A] 2 {2, 1],
V14 Al V1+[z?
El cambio de coordenadas es analitico: z = 1/A. Empezaremos por probar el siguiente lema

\

Lema 3 La representacion de la fo_r:ﬁa simpléctica wy, respecto al atlas {1, 02} €s

2L AANA e, 2L dzAd:
A+ R 2 0 LTIy 2

Demostracién: Sean f{X,A), g(A, ) funciones C® en € = R? y sean F{zy,29,51,%2) =
flzz )21, 52/ 1), G(21, 22,31, %2) = g{22/71,%2/%1). Entonces, por definicidn del paréntesis
de Poisson {f, g}, de f y g respecto a la forma simpléctica wy, tenemos

{fag}A:{F’G}ZI.Zz A"""" A= —.

21 21

wt(A) =

Aqui {F,G}., .z, es el paréntesis de Poisson respecto a la forma simpléctica candnica en
= i?‘:':-};(dz; AdZy + dx N dZ),
JF 0G OF 9G | 9F oG OF 8G
{F G}zl B =2 (321 321 321 821 + 822 322 - 32’2 322) ’

Aplicando la regla de la cadena tenemos

.. {0f0g 3fBg\ [ 0A 8A ax A
; {fighy = 2 (5‘:{53 - "a‘Xa_,\> (a,,l dz1 @ 0%, 0z )
= (Lj}‘i l~ [2) (fsg)\
2
= (HEA[) 7 (fig

donde (f;g), denota el paréntesis de Poisson respecto a la forma candnica en C = R%:
HdAA di.

Anslogamente, si usamos la carta z = z;/z9, dadas f(2,2) y g(2, %) funciones C®en C
y si
f(z1f22, 51/ 22)
9(z1/ 22, 51/ %)

Il

F(319z23511~;2)
G(z1, 22,51, 72)

1l

entonces
2
ooy = S .

La demostracién de este lema se concluye con el siguiente lema.
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Lema 4 Sean {+,*} y (:,) dos estructuras de Poisson en una variedad compacta M y sean
a y 8 las formas simplécticas correspondientes. Supdngase que eziste una funcion k siempre
distinta de cero en M tal que {f, g} = k(f,g), entonces a = k™'4.

Demostracidn Para cualquier f € C®(M), sean Vy, Wy los campos vectoriales en M’
(derivaciones) definidas por

Vih={f8) Wih=(f9).
La aplicacién f — W; es suprayectiva ya que M es compacta [Ko-Noj,ademas
a(Vy,Vy) = {£,9) = K(f,9) = kB(W;, Wy),
pero Vih = {f,h} = k(f,h) = kWh, para toda h € C*>(M). Por lo tanto V; = kW, ¥,
Kra(Wy, W,) = kB{W, Wy).
Pero k # 0, luego B(W;, W) = ka(W;,W,), y como W) es suprayectiva, se sigue quie
| a=k71B,

que es lo que se queria demostrar.

"~ 242
Si aplicamos el lema anterior con a = wit, = %d,\ AdA k= Lli%'-g—)—, tenemos

2L dAAdX
3 —_
M= TTpEe %

Anilogamente
2L  dzAdZ

W?(Z) - (1 + izg?.)? 2

N.B. Nétese que {1, 2} €s un atlE.s simplectico para (Pr,wr) y que
1 -
—dA A dA
Qz'd d

es ¢l elemento de drea candnico en R?

Demostracion de la proposicion:
Denotemos por S, C R3 ala esfera de radio L, 22 +2242% = L?, y demos cartas ¢ : C — S,

i=1,2,er Sr, donde

RO TS W2 S, e
n): a=ImE 2= olpE 2T N

(la expresién para ¢#(z) se obtiene cambiando A por 1 /). ¥, es la proyeccién estereogrifica
desde el punto (L,0,0), excepto por el signo en z2. No hemos tomado la proyeccion es-
tereografica completa para parametrizar la esfera ya que el cambio de coordenadas serfa
z — 1/%, que no es canénico.
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Dada una curva diferenciable A(t) en C, si (z1(2), x2(2), x3(t)) es la correspondiente curva
en 5 bajo cualquiera de las cartas, entonces

PSP ST DU I AT
A TR

lo cual significa que el atlas {11, %2} amplifica un 4rea infinitesimal en el plano por el factor

4L?
(1+ A1)
Por lo tanto,
. 41  diAd)
R (YO LR
= 2Lwi'(A)

i = 1,2, donde 2, es ¢l elemento de drea candnico en Sr. En la dltima expresién tenemos
la representacion local de la forma simpléctica wi, en el espacio reducido S, que era la que

se afirmaba.
: a

Por la proposicién anterior, existe un simplectomorfismo h : (Pr,wg} = (5L, L) tal que
h*Qy = 2Lwy, y que podemos representar en terminos de los atlases respectivos {¢1,42}
y {#1,%2}, hi; = % o ;. Naturalmente basta dar por ejemplo hny y h22, pues hy; =
hig o (@rt 0 @;). Asi, hyy y by tienen la misma regla:

rn = (l-’-’2!2 - 131|2)/2
Ta = (.‘.’_231 - 2251)/2
. 1o e "
T3 = {25 — 5H221)/28 E _

Si escribimos a zq, zz en coordenadas de Lissajous obtenemos una parametrizacién de la
esfera Sy, excepto por los polos G = £+,

2y = JLecosly
z2 = Lesen2g
zz = Lp (3.20)

donde recordamos que § = G/L, e = +/1 — n%. Si introducimos el dngulo 7 por la relacion
n = cosi, e = seni, entonces (L,2g,7) son las coordenadas esféricas usuales en R3. El
elemento de drea en estas coordenadas es simplemente

1y = Lsenid(2g)A Ldi
= 2L%dg Asenidi
= 2L%d(cosi) Adg
= 2L2d(G/L)Adg=2LdG Adg.
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Figura 3.2: El elemento de drea en Si.

_ En esta férmula podemos reconocer en dG A dg la expresién de la fogma simpléctica wy,
ya que en coordenadas de Lissajous, la reduccién se lleva a cabo elirar:ando la anomalia

eliptica { y fijando el valor de L,
Las funciones coordenadas z;, ¢ = 1,2, 3, son funciones C*(.S.); cuando se parametrizan
como z;(g,G) y se calculan los paréntesis de Poisson entre ellas respecto a dG/Adg, se obtiene

0z 0z; 92i0z;
dg 0G 0G Oy
donde ¢, es el signo de la permutacién (ijk). En vista dela relacion Qp = 2LdGAdg y de

acuerdo al dltimo lema, se sigue que el paréntesis de Poisson de las coordenadas respecto a
la forma Qj satisface

= gijx2Lzy,

(zir2;) = €02k (3.21)

Estas expresiones son idénticas a las relaciones de conmutacién en el dlgebra de Lie so(3) del

“grupo SO(3), excepto que las coordenadas z; estén sujetas a la relacién 2423422 = L2
Si ahora K esta én forma normal respecto a Iy, para cada valor fijo Hp = L, dijimos

al principio de esta seccién que K induce una funcién K : P — R que hace conmutar el

tridngulo superior del diagrama
p £ =
xl K/ 1R
A St
aquf b es el simplectomorfismo entre P, y S1. Pero entonces existe unafuncién Kz : 5, — R
tal que Kpoh = K.
Proposicién 4 Si K estd en forma normal respecto a Ho, entonees el espacio reducido es

la esfera Sp en R° y el Hamiltoniano reducido Ky es una funcién en so{3)N 5.

Fl campo vectorial Hamiltoniano definido por K en §g se puede calcular mediante la
férmula —independiente de coordenadas-

Yotk

i,
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para las variacién a lo largo del campo de cualquier funcién f € C*°(St). En particular
para f = z;, i = 1,2,3, las funciones coordenadas en Sz, ¥ usando la regla de la cadena
obtenemos (oxmtlendo el subindice en A7)

oK aK
)= (zhzl)a +( 3031)8
) oK
iy = (1‘1,32)3 (33,252)6
. BK Ak
iz = (5171,23)——2 +(z2, Is)—';
o bien, tomando en cuenta las relaciones de conmutacién (3.21)
. oK oK
= s 63:2 +I26!£3
oK K .
hy = ol gy 3.22
] zgazt __ Eal (9’-53 ( )
j; - —_1 .Q...I}.'— .i.x é{i
3= z dz, 163:2

Veamos cémo se calcula K a partir de la forma normal K. La normalizacién del
Hamiltoniano hasta orden 6, nos da una funcién

k
K(L,en,g,6)=L+el’p+ ,L P2+ %L"“m (3.23)

2!

donde los coeficientes p, son polinomios trigonométricos en el argumento 4g de la forma

pulesmg)= Y. puile,n) cosdig
0<i<[n/2] E |

donde [k] es el mayor entero menor o igual que k, y los'py,; son pohnomlos en las variables e, n
de grado menor o igual a n+1. Usando la férmula de De Moivre, e = (¢?9)*, podemos ex-
presar a cos4ig como un polinomio en sen 2g y cos 2g. Utilizando las relaciones (3.20) pode-
mos entonces expresar la forma normal como una funcién K(L,e,n,9) = K(L,zy,22,23,€).

La regularizacién se lleva a cabo sobre un nivel de Jacobi fijo, i.e. para cada valor de
€. Ya que I es una primera integral para el Hamiltoniano normalizado K podemos fijar
su valor. Habiendo fijado L debemos considerar nivel de energia Kr = 4, que depende
de ¢, luego para cada valor fijo de L, la ecuacién K1 = 4 representa generlcamente una
curva sobre la esfera Sy, que varia con £. Esto tiene el inconveniente de que £ aparece como
parametro en la ecuacion Ky = 4. Por cuestiones de cémputo y de andlisis, serfa més
conveniente tener caracterizadas estas curvas como una relacién K = e. Esta dificultad
puede superarse como sigue:

En la expresién (3.12) para el Hamiltoniano normalizado, se puede observar que si
multiplicamos por ¢ la relacién K = 4 e introducimos las variables reescaladas L =¢l,
G = €G, entonces la relacién

K{g,L,G,c) =4 seconvierteen £I(g,L,G,1)=4e.
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Las ecuaciones de Hamilton para K{(g, L,G,¢) se transforman en las ecuaciones de Hamilton
para K(g,L,G,1) = K , siempre y cuando escribamos las ecuaciones en términos del tiempo
“lento” v = ¢s. La transformacién (L,G) - (L, G) transforma la esfera

2 e e -
2 +2i+a2i=L" en g1 4zi4zi=1%
donde #; = gz;, = 1,2,3. Y las relaciones de conmutacién
(zi,z;) = eiexe en (£4,%5) = €indn,

por lo tanto basta expresar a K1(g,G) = K(g,L,G) en funcién de las coordenadas en la
esfera (%, Z2,23),

£} + 33+ 23 = L°
y resolver las ecuaciones definidas por Ky y las relaciones de conmutacién (Z;,Z;) = .-
Ahora las curvas solucién con L constante, sobre Sy se pueden obtener graficando las
curvas Ky = 4¢. La ventaja de haber hecho este iltimo reescalamiento es que el andlisis
del Hamiltoniano reducido no tiene por qué restringirse a ¢ pequeiio.

En las figuras al final de esta segunda parte se muestran algunas de estas curvas para
distintos valores de ¢ y L. Hasta el orden 7, al que se ha podido calcular la forma normal,
tenemos el siguiente resultado analitico. Por comodidad hemos omitido las barras sobre
las coordenadas en el enunciado de la proposicién, aunque debe entenderse que ya se han
reescalado los momentos.

Proposicién 5 Para cada velor de L y hasta orden T €l polo sur de la esfera z} + 23 +23 =
L? es un punto critico estable. El polo norie es estable para valores de L en (0,.08) y
(0.463552,00), es inestable para valores de L en (.08,0.463552).

Dermostracion
Hasta orden 7 la expresién para la forma normal K es

- 3
L-2L%3+ L (x§ +zi-6- 15(z% -~ :cg))

2!
L4 2 2 2 2
+57%3 (~30(=} + 23) - 60 - 360(=] ~ :rg))
5
-+%%—(-5%?§(xf+-z§)2-2598(z%4—z§)-?26

+7989(22 + z3)(z? - 23) — 12462(27 - 23) —
5598 (a4 4 - 622t
LS 288735
+37%8 ((- 5 (z3 + 23y? - 27?140@} + z3)
47860 + (27 + z3)(2? - 23) - 596880(z} — 23)
290025
2 (et + a3 - 6ada)))
L7 [ 37578645 6533745
o ((-"—4-—(::% +23) + —— (=1 + 7))
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43432173

—23775810(2? + z2) + 2151060 — ————(2} + 2})*(z} - 23)
+25234830(2? + 23)(z% — 23) ~ 334.’39914(..71 -z}
39281643
(el + 2])(2] + 2} - 6ale))
27725925
--—2--~(a:¥ + z3 — 623z3)

_ 4644675
8

(a1 - D)(4(a1 - 1% - 3(at + 2.
que tiene la siguiente forma
) jAd AT A 5. L
K=L+z3L’Qr+ 7@+ a7+ Qs + zagrle + 5707
donde @; = Qi(21, 22) = Qi(2%,22). Luego

oK taA—O enz;=22=0
3I1 3:!:2 e

lo cual muestra que los polos norte y sur son puntos criticos. Para analizar la estabilidad
lineal en el polo norte tomemos a 2y, 23 como variables independientes. Denotaremos por
8z, y 62 los desplazamientos infinitesimales en las coordenadas z; y z2. Si partimos de
las ecuaciones

aK + 2 Q_K‘
233:3
2 IK JIK
331’1 3.’83
y tomamos en cuenta que 23 = £1/L% ~ 23 — 22 entonces za =L enzy =22 =0y

'-————313 _(9:163 en z z 0
= = 1] =T =1
33.‘] 6‘:::2

La linealizacion alrededor de los polos es entonces
aK on K
e — =Tz | &
T3 (311512) 61:1 + (61'3 3 62%) 2

' 8K PK K
532 - (0373 3002 82?1 ) 61:1 te (6‘::233:1) 6::2

donde naturalmente debemos poner 2y = 22 = 0, za = £ L. Pero

K= 2 52 1)"2’“32( 1)*

jimpar 2 par

H

&y

&g

61,

luego

K L 9, L 8*qQ;
dz,01, Z (7 = 1) daqdmy t Z (7 = 1)1 dza0x,”

Jtmpar Jjpar
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if

Figura 3.3: Forma normal a orden 7, L = .01,

Figura 3.5: Forma normal a orden 7, L = .08.

53
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Figura 3.7: Forma noermal a orden 7, L = .1.
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Pero 9 2
8 s 3y 8Q & ¢ _ 9°Q —
321Q(I1132) = 21, 9 4 82,0z, - 41‘13"2821822 =120 =0
por lo tanto
8K
7,022 =0 enzy=2z3=10

y las ecuaciones linealizadas se reducen a

N - %y
451:1 = (81\ —Iaa-—{;)tslg

s dz3
. oK K
512 = - (6_2:3 b 2‘,’3*5&%‘) 6.’51

vemos que la estabilidad esta determinada por el producto de las cantidades ul = gf; -

z332—2‘} y p2 = :1:3% - %{—i—. Un cdlculo numérico muestra que las raices reales de la
2 1

ecuacién pipe = 0 para el polo sur z3 = —L, son L = 0; triple, L = -0.0813829, L =

—0.463552 y que en el intervalo (0,00), el producto uju; es siempre negativo probando

la estabilidad del polo sur. Para z3 = L , las raices son L = 0, triple; L = .0813829,

L = 0.463552, con el signo del producto u; 2 negativo en (0,0.0813829) y en (0.463552,00).
[}

3.8 El sistema péndulo resorte

Consideremos el sistema mecanico considerado en la Figura 3.8. Una particula de masa
m se sujeta a un resorte lineal de constante & y longitud natural lo. EL resorte se supone
de masa despreciable y todo e! sistema esti inmerso en un campo gravitacional constante
de magnitud g. El sistema de coordenadas cartesiano tiene como origen el extremo fijo
del resorte, con la coordenada z apuntando hacia abajo en la direccién vertical, mt’entras :
que la direccién perpendicular y es tal que el plano z — y es el plano del movimiento. Las
ecuaciones de movimiento son

. Iy
m¥ = -kzr (l — W) + myg

mi —ky (1 - ——’9——-) .

Este sistema tiene dos puntos de equilibrio sobre el eje z: uno estable en z = Iy + mg/k
v el otro inestable en z = lg — mg/k. Tomemos como unidad de longitud la distancia del
origen al punto de equilibrio estable, como unidad de tiempo el reciproco de la frecuencia del
resorte \/k/m. Si introducimos el pardmetro adimensional f = mg(mg + klo)™' y fijamos
el origen de un nuevo sistema de coordenadas cartesiano en el punto de equilibrio estable,
las ecuaciones toman la forma

£ = -_(z1+1)(1— 1=/ )+f
\/(-’E1+1)2+:::§
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YN :-,.3

%, Yo,k
O m

Y X

Figura 3.8: Sistema péndulo-resorte

) 1-f )
g = —I2 1-— f
( \/(;1-%1)21'1%

el cual es un sistema conservativo con Hamiltoniano

H= ”lrj(vi' +93)— fo+ ;}5(1 - f =z + D+ 23)

Existen dos casos integrables para f=1y f=0. Para f =1,
1 1
H=H= u+5)+;0+22)+1

es el Hamiltoniano de dos osciladores en el plano con iguales frecuencias. Para f =0,

i 1
H = 5(3)? +13)+ 5(1 — /(@14 1)? +23)?

se reduce después de una traslacién a .

1 1 -
H =3 +m)+ 5(1- y& + 6%
que es invariante ante rotaciones,

El caso que nos interesa estudiar es cuando f ~ 1; luego si hacemos £ = 1 — f, entonces
el Hamiltoniano se expresa como

1
H =54 +93 + o} +2d) + ez - /(21 + 1)? + 23).

Si expandemos la raiz cuadrada alrededor del origen, obtenemos, hasta términos de
grado 4,

1 2 £ . T3
H= 5(3’% + Yo + ﬂ?f e 1‘%) - -ﬂ'(Ig —I1Ty - -:{— + 2%2%).
Para tener control sobre el grado de la aproximacién, en la ultima expresién hagamos el
reescalamiento ; = €34, % = €4i, ¢ = 1,2, Las ecuaciones
OH . oH

Ty = —— [ TS —
! 3?; ¥ 3.27{
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se transforman en

1o . _10H
T Y P

. 8H . oH
Ti= o Y =3

az;’

Lo anterior significa que si hacemos la sustitucién z; = £Z;, y; = £ en el Hamiltoniano H
y cancelamos el factor 2, la funcién que resulta es el Hamiltoniano para las variables rees-
caladas. La expresién que resulta, si denotamos de nueva cuenta a las variables reescaladas
por z;, ¥, €s

1 £ g? at 232
= '2'(!1? +yi+ i+l + (—52% + ?3133% + 53('52 - —‘15‘3')

de tal forma que cada término en el segundo sumando tiene la forma €™ Py, donde Poyy
es un polinomio homogéneo de grado n + 1.
si expresamos a H en coordenadas de Lissajous, obtenemos después de aigunos cdlculos

H = L
w%L (2 — 2ecos 2l + 2e cos 2¢
(1~ n)cos(2l — 29) — (1 + n) cos(2i + 2g))

2
+55L(B(=3 — n)cos(l - g) + (3 — m) cos( + g)
+(28e + a(~1 4+ n)) cos(3 — g) + (—2ae + B(1 + n)) cos(3 + g)
+{-23e + a{~1 + 7)) cos(l ~ 3g) + (2ae + B(1 + ) cos({ + 3g)
+8(1 — ) cos{3L ~ 39} + a{—1 = n) cos(3! + 3g))

3
+2%L2 (=14 + 867 + 1077 + 8e cos 21 + 24€ cos 29

+(10 - 126* — 107%) cos 4] + (10 + 20e? —~ 107°} cos d¢

+(—8 — 8¢? + 8n) cos(2l — 2g) + (~8 — 8¢* — 8) cos(2! + 29)
+(—20e + 20en) cos(2! ~ 4g) + (—20e — 20en) cos(2 + 4g)
+(5 + 57% — 109) cos(4] — 4g} + (5 + 57° + 107) cos(4 + 4g)
+{—4de + 4en) cos(4] ~ 2g) + (4e + den) cos(4! + 2g)),

PE i

en donde

«=VI¥G, p=vVI-G

El calculo de la forma normal a primer orden en ¢ es inmediata pues basta promediar
respecto a !a variable . Si expresamos la forma normal en términos de las coordenadas
(71,22, z3) en la esfera de radio L, obtenemos
e, £

2)—“31

K:L—%L(I-i-ecos?g)mll(l— 3
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T ———

Figura 3.9: Forma normal a primer orden del péndulo-resorte.

A”QMY—%%\ | -
500y :
My-ﬁ—/.mﬁﬁ ¥

Figura 3.10: Descripcién de la solucién ABA'B’.

de donde se siguen las ecuaciones de movimiento de acuerdo a la férmula general son

ko0
e,
Iy = —=
2 9 3
£

.’.13‘3 = EZg.
El flujo esta representado en la Figura 3.9.

Los puntos criticos #; = L corresponden a g = 0,7/2 y G = 0, es decir a Grbitas
colineales alo largo de los ejes en el espacio de configuracién. Recordemos que cada punto en
la esfera representa una elipse, asi, por ejemplo la érbita ABA’B’ representa el movimiento
promedio de las soluciones a orden £ que se muestra también en la Figura 3.10.

La forma normal a orden dos es

o2

K L—%L(l%—econg)u—“IL(I-i-econg)

it

= L(i-:-5)-2(1+Dn

que representa cualitativamente el mismo flujo que la forma normal a primer orden, excepto
por la velocidad con la que se recorren las elipses.
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Conclusiones

Resumimos brevemente los resultados obtenidos en esta tesis que se pueden considerar
originales,

¢ Se da una prueba analitica de la existencia de exactamente 4 6rbitas de expusién-
colisién para valores grandes de la constante de Jacobi. Esto en particular implica la
inexistencia de primeras integrales extendibles, independientes del Hamiltoniano.

s Se da la forma canduica de las ecuaciones de McGehee para una clase de problemas
con dos grados de libertad.

o Se prueba la persistencia de toros invariantes para valores grandes de la constante de
Jacobi, por dos métodos: El primero se basa en la forma candnica de las ecuaciones
de McGehee para este problema, el segundo se basa en el cdlculo de la forma normal
del Hamiltoniano regularizado por el método de Levi-Civita. En particular se prueba
la estabilidad de las drbitas periédicas de Hill. Aungue este resultado ya ha sido
probado por Kummer, el Hamiltoniano que él considera es ligeramente distinto pues
aparece como pardmetro pequefio una razén de masas. En nuestro caso, el parametro
pequefio es como el inverso de la constante de Jacobi y aunque las técnicas son similares
nosotros usamos la transformacién de Lissajous para el cdlculo de la forma normal,
mientras que Kummer lo hace usando la forma normal de Birkhoff.

e Se da una descripcién del problema de Hill en forma global, aunque aproximada,
mediante la reduccién del Hamiltoniano normalizado (al eliminar la anomalia eliptica).
La reduccién se describe mediante un flujo Hamiltoniano en una esfera con su elemento
de drea como la forma canénica. Ademds de las existencia de las 6rbitas periddicas de
Hill, y su estabilidad el movimiento es en general cuasiperiddico con Grbitas periddicas
de muy alto periodo, esto en parte nos dice que las érbitas de Hill son las iinicas
“interesantes” para valores grandes de la constante de Jacobi. %

s Se da el cédigo en MATHEMATICA par el cémputo de la forma normal.
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Apéndice 1

Teoria de perturbaciones basada en transformadas de Lie.

El llamado método de Von Zeipel para efectuar una transformacion de coordenadas (z, X) —
(y,Y) consiste en obtener la transformacién mediante una funcién generadora W(z,Y,¢}
de acuerdo a las fédrmulas

ow

X = "é;(I,Y,E)

ow
y = “é?(-’ﬂ,y’f)

asl, para obtener las coordenadas (y, Y) en términos de las antiguas (2, X), debe despejarse
Y de la primera ecuacién para obtener Y (z, X, ¢), ¥ sustituir en la segunda ecuacién para
obtener y(z, X, ¢). Lainversidn de las coordenadas (2, X) en términos de las nuevas presenta
los mismos inconvenientes. Aiin cuando esto sea posible, las operaciones de inverisén y
sustitucién pueden llegar a ser muy complicadas. La teorfa de Transformadas de Lie tiene
al respecto ciertas ventajas importantes: la transformacién de coordenadas se da de manera
explicita, y la transformacién de una funcién de las antiguas variables a las nuevas variables
puede efectuarse mediante un algoritmo recursivo simple. La inversién de coordenadas
puede efectuarse de la misma manera. Ain cuando las necesidades de compute y memoria
pueden ser grandes, no existe un impedimento en principio para desarrollar una teoria
basada en transfomadas de Lie, por ejemplo para normalizar (eliminar una de las variables
rapidas) alrededor de un punto de equilibrio. Referimos al lector a las referencias {Depl] y
{Wil-Ferr].

Consideremos una funcién W(y,Y;¢) dela 2n+ 1 variables yy,%2,.. ., ¥ Y1, Y2,..., Y5
v €. 81 f(y,Y;€) es otra funcién de las mismas variables, (f; W) denotard e] paréntesis de

Poisson
(o S [ 8L OW  of oW
(fiw)=2, (311;' oY, oY; Byj)

3=t

y Lwf:= (f;W). La aplicacidn

fro Awf= L + %—f

posee las siguientes propiedades:

Aw(af +0g) = oaAwf+ BAwyg (3.24)
Aw(fg) = fAwg+glwf (3.25)
Aw(fig) = (Bwfig)+(fiAwg) (3.26)

{(AvAw ~ Awiy) Liwwvy + Liaw/ae-avise) (3.27)
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Se define de una manera inductiva Ajy f = ?;1(awf), Ay f = f. La propiedad (3.24)
sigue siendo vilida para A}y, mientras que las férmulas correspondientes a (3.25) y (3.26)

s0n

AW = 3 (;)aamwg
m=0

wifia) = Z(;)(Aw W)
n=0

Para simplificar la escritura, fé")(y,}’) denotard a la expresidn que se obtiene al poner

c=0en a?y(yy;;)f(y,}’;g).
La serie formal

Ew(f) = ¥ SR @Y) (3.28)

n>0
define lo que se conoce como la transformada de Lie generada por W. Como consecuencia
de las propiedades de Ajy, se obtienen:

Ewlaf+Bg) = aEw(f)+BEw(g)
Ew(fg) = Ew(f)Ew(g)
Ew(fig) = (Ew(f) Ewl(g))

La tltima propiedad muestra que la transformacién de coordenadas

r = Ewly)
X = Ew(Y)

es canénica. Si pensamos a £ como el tiempo, entonces la transformacién de coordenadas
es el flujo al tiempo ¢ del sistema canéni%a
E D

dz a dX d
:i-g = _BTW(Z:’X,’&) —Ez_:- - _EEW(:U’X’E) (3‘29)

con condiciones iniciales z =y, X =Y en £ = 0.
En general, para cualquier funcién f(z,X;e) a lo largo de las soluciones z(y,Y;¢),

X(,¥,Y;¢) de (3.29) se tiene

G, 0
(—i—ngwf-i-aEwAWf

y por induccién: d*f/de™ = A}, f. Por ¢l teorema de Taylor se tiene entonces

[ Y51 X@Yi) = X Sdw Nemo = 3 A7

np0 n>0 '
lo cual puede escribirse en forma simbélica como

F(Evwly), Ew(Y i) = Ew(HnYse)
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Esta férmula da la regla para transformar una funcién f(z, X,;€) a coordenadas (y,Y)
mediante la funcién generadora W(y,Y;e). Si W(yYie) y f(y,Y ;) vienen dadas en
forma de series

iﬂ
W(y?Y;S) = E’JWH-H(%Y)
n>0
sn
f(y,Y;E) = Z;Tfn(&hy)’
n>0 '

entonces, expresando las diversas potencias Afy f como

k r_ 5_’1 & . _
Awf—;n!fi’(y,i), E=0,1,2,...

k . . .
se demuestra que los f,(l ) satisfacen las relaciones de recurrencia

fr(;a) = fo n20

o= i+ T (,’;) LS50, k21,020
m 20

y en particular
7= A0+ Lgg

nos da para k£ = 0,1,2,... los coeficientes de Ew(f) de acuerdo a (3.28).
La recurrencia se muestra en el siguiente diagrama

{0)
g

1 - g
! |
© _, A1
2 1
L ! L -

I 3
A L

Si por ejemplo W es conocida, los datos forman la primera columna y las incégnitas
son los elementos de la diagonal. Para calcular cada elemento del arreglo se utilizan los

elementos arriba del elemento anterior a él, de izquierda a derecha, junto con éste. Asi,

A2y 79, 10, 10

[

(2
1]

para calcular fél) se necesitan
A = 504 LA+ 2L + Laf

después podemos calcular fl(z], sobre ¢l mismo renglén, utilizando fg(,l) g ffl}, féi}:

O 04 L 4 )
Finalmente, podemos calcular f{gS) utilizando fl(g) y féz):

£ = 4 g
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con lo que habremos calculado el coeficiente de £3/3! del desarrollo (3.28).

El en el proceso de normalizacién W no es conocida sino que se escoge de modo que
la funcién transformada f(y, Y;¢) tenga ciertas caracteristicas como: ausencia de términos
perédicos, que no dependa de alguna de las variables, etc.; en tal caso tenemos como datos
a los elementos de la diagonal y debemos determinar los coeficientes Wy, de la funcién
generadora que satisfaga nuestros requerimientos. Asi, por ejemplo, a primer orden tenemos
la E.D.P.

&= 17+ 1R = 17+ (5w

que se integra para obtener a Wi. A segundo orden se calculan los elementos auxiliares

fzil} = 2(0) + L1f1(n) + szém

(donde el simbolo™indica que dicho término no estd presente). Realmente si considerdramos

el término omitido tendriamos a ff”, pero desconocemos a Ws, el cual se elegird mds

adelante de acuerdo al dato f((,g) ; para ello calculamos

B = 0 Loy
y resolvemos la E.D.P. para W»

£ = D 4 (580w

resta completar el cdlculo de 1(1)

1Y = R+ Laf”

e
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| Apéndice 2

{» Programa para calcular Formas Normales *)
(* Aniquilando los terminos que dependen de 1 , evitando la integracion *)

BeginPackags["NormalForm* "}
NormalForm::usage = " NormalForm[H,K,W,e,eta,l,g,L,G,eps,d] calcula la
forma normal K de H hasta orden d respecto a las variables canonicas
1,g,L,G donde eta = G/L y a = Sqrtli -eta"2] "

NormalForm[f_,K_,W_,e_,eta_,1_,g_,L_,G_,eps.,d.] := Block{ {faux,n,k},
K[0,0] = £[0,0];
solvelW([1],£{0,17,£{1,01];
K[1,0] = £[1,0]};
For{ n=2,n<s d,n++,
fauxfi,n-1] = £[0,n] +
Sum[Binomial [n-1,m] Lise[£[0,n-1-m],W[m+1],e,eta,l,g,L,G},{m,0,n-2} 1;
For[ Xk = 2, k <= n, k++,
faux[k,n~k] = faux{k-1,n~k+1]} +
Sum[ Binomial{n-k,m] Lie[f[k-1,n~k-m},W[m+1],e,eta, 1,g,L,G],
{m,0,n-k} 1
1
solve[W[n],faux[n,0},f[n,0] J;
For[ k = 1, k < n, kt+,
fikx,n-k] = Collsctl factor(

trigprodtosum{ -
Expand[ faux[k,n-k] + Lie[£[0,0] ,W[n},e,eta,l,g,L,G} 1//.simplify
]
-1, L]
1;
K[n,0] = £[n,0];
Print[n]);
Print["\n"];

1;

} (* termina bloque *)
1freelexp ] := FreeQlexp,1];
solva[Wsol_,source_,kerg_] := Block{

{temp,kergtemp,integrall},
temp = Expand[ source ]//.simplify;
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korgtemp = Select[temp, lfree];
integral = factor[ temp -kergtemp);
Wsol = Collect[ integratelintegral,l],L] ;
korg = factor[kergtemp]
]

Lie[H_,W_,e_,eta_,1_,g_,L_,G.] :=
factor
Expand(
trigprodtosum(
Expand[
Lie[H,1] Lie(w,L] - Lie[H,L] Lie[W,1] +
Lie[H,g) Lie[W,G] - Lie[H,G] Lie(W,g]//.linearity

]
]
1//.simplify
1
tielf_,1] := D[f,e] Lie[e,1] + D{f,etal Lielsta,l] - D[f,L]
Lie[f_,g] := DI[f,e] Liele,g] + D[f,eta] Lieleta,g] - pff,G]
Lie{f_,L] := D[f,1]
Lielf_,0] := Blf,g]
Lia[e,1} = -eta"2/ (L &)
%}ie[eig] = eta/ (L &)
Lia{eta,l] = sta/lL
Lieleta,g]l = - 1/L

linearity = {
Lielf_ + h_,1] :> Liel[f£,1] + Lieln,1],
Lie{f_ + h_,g] :> Lie[f,gl + Lielh,gl,
Lie[f_ + h_,L] :> Lie[f,L] + Lie(n,L],
Lie[f_ + h_,G] :> Liel[f,G] + Lie[n,G]
' }

gsimplify = {
Cos[{m_Integer?Negative) x_] :> Cos{-m x],
Cos[-x_] :» Cos([x],
Cos[ (m_Integer?Negative) x_ + (p_Integer?Negative) y_] ->
Cosl-m x - p yl,
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8in{(m_Integer?Negative) x_] :> -Sin[-m x],
sin[-x_] :> -Sin(x], '
Sin[ (m_Integer?Negativa) x. + (p.Integer?Negative) y.J :>
-Sin{-m x - p ¥l
}

factor[exp_l:= Collect[ exp, Complement[Variablesl[exp]l,{e,eta}] ]

format[W.] :=Block[{temp,templ},
temp = minetal W 1;
templ = Expand[ temp/.etatos];
Returni
Collect[templ ,Complement([Variables([temp],{a,eta}]]
]

]
rulel = {

eta”(n_Integer?Even() :> Expand[ (1-e~2)"(n/2)],
e"2 + eta"2 -> 1 }
setatoe = {
eta™2 -» 1-e72,
"2 + gta”"2 => 1t }
rule? = {
o (n.Integer?Evend) :> Expand[ (1-eta"2)"(n/2)],
e”2 + eta”™2 ~> 1 }
stoeta ={
e"2 =-> 1 ~eta”?2,
e"2 + ata"2 -> 1}

T

ruletale_] := e//.rulel
rulefe_}:= eof/.rule2

minetale ] := Factor[ruleta[ExpandAllfe]]]
minele_] := Factor[rule[ExpandAll(e]]l]

trigprodtosumf{x_ + y_] := trigprodtosum[x] + trigprodtosum(y];
prodtosum ={

Sinfa_] Sin[b_.] :> Cos[a - bl/2 - Cosla + bl/2,

Coela_] Sinfb.l :> -Sinfa ~ b]/2 + Sinfa + bl/2,

Cosl[a_] Cos[b_.] :> Cos[a - Bl/2 + Cosfa + bl/2,

Cos[a_] Sinfa_):» Sin[2 al/2,

Cosla_]1"2 - Sinfa_]"2 :> Cosl2 a],

Sinf{a_]"2 > 1/2 - Cos[2 al/2,

Cosfa_]"2 :> 1/2 + Cos[2 al/2,
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